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Hinweis
Die in diesem Buch enthaltenen Aufgaben sind wortlich der Ersten Staatspriifung fiir ein Lehramt an
offentlichen Schulen im Fach Mathematik (Unterrichtsfach) entnommen und betreffen die Einzelprii-

fung Lineare Algebra/Geometrie.

Eine Sammlung von Aufgaben der Ersten Staatspriifung fiir ein Lehramt an 6ffentlichen Schulen im
Fach Mathematik findet sich etwa auf einer Webseite des Lehrstuhls fiir Mathematik V (Didaktik der
Mathematik) der Julius-Maximilians-Universitat Wiirzburg.


https://www.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/projekt/staatsexamen/

Vorwort

Die Erste Staatspriifung ist vermutlich eine der grofsten Herausforderungen im Lehramtsstudium.
Innerhalb kiirzester Zeit sollst Du nachweisen, dass Du iiber Wissen und Kompetenzen in zahlreichen
Bereichen verfiigst. Der Themenbereich Lineare Algebra und Analytische Geometrie ist dabei einer der
Priifungsteile fiir das Unterrichtsfach Mathematik, der sowohl Verstandnis fiir grundlegende Kon-
zepte als auch Rechenfertigkeiten verlangt. Dieses Buch, welches im Rahmen eines dreistiindigen
Vorbereitungskurses im Wintersemester 2024 /25 entstanden ist, mochte Dich dabei unterstiitzen,
Dich gezielt und strukturiert auf diesen Teil der Priifung vorzubereiten.

Das Buch gliedert sich in zehn Kapitel, in denen zentrale Inhalte der Ersten Staatspriifung fiir das
Unterrichtsfach Mathematik — von Matrizen bis zur euklidischen Normalform — kompakt wiederholt
und thematisch passende Examensaufgaben exemplarisch gelost werden. Jedes Kapitel beginnt da-
her mit einer kurzen Zusammenfassung wichtiger Inhalte bestehend aus Definitionen, Satzen und
Schlussfolgerungen, die beim Bearbeiten von Examensaufgaben hilfreich sein konnen. Im Anschluss
daran werden zum Thema passende Examensaufgaben mit Losungsvorschligen vorgestellt.

Ob das Arbeiten mit einem Buch erfolgreich ist, hangt wesentlich davon ab, wie man es einsetzt.
Die folgenden didaktischen Hinweise sind daher ein Vorschlag, wie Du dieses Buch gewinnbringend
einsetzen kannst. Es handelt sich dabei aber nur um Anregungen — nutze dieses Buch so, wie es fiir
Dich am sinnvollsten erscheint.

¢ Die Zusammenfassungen zu Beginn jedes Kapitels sind zur Wiederholung gedacht. Mit ihnen
kannst Du Dein Wissen auffrischen, aber kaum ein tiefgreifendes Verstdndnis fiir die fachlichen
Inhalte entwickeln. Solltest Du also das Gefiihl haben, noch am Verstindnis fiir bestimmte The-
men arbeiten zu miissen, kann es sich lohnen, ein Lehrbuch zu konsultieren, das diese Themen
detaillierter darstellt.

¢ Zujeder Examensaufgabe bietet Dir das Buch einen Lésungsvorschlag. Auch wenn die Versuchung
moglicherweise grofl ist, probiere dennoch, die Aufgaben zunéachst selbst zu 16sen. Ein wesentlicher
Teil der Vorbereitung auf das Examen zur Linearen Algebra und Analytischen Geometrie ist es, dass Du
bestimmte Verfahren und Fertigkeiten beherrschst. Diese tibst Du primdr, indem Du selbst rechnest
und nachdenkst, eventuell Fehler machst und lernst, an welchen Stellen Du besonders vorsichtig
sein musst.

¢ Der Begriff der Musterlosung wird in diesem Buch aus verschiedenen Griinden vermieden. Zum
einen gibt es hidufig verschiedene Wege, um eine Aufgabe zu l6sen. Wenn Deine Lésung nicht
mit dem Losungsvorschlag in diesem Buch {iibereinstimmt, heifst das nicht notwendig, dass sie
falsch ist. Daher solltest Du die Losungen in diesem Buch als Vorschldge verstehen, nicht aber als
ein Muster, dem Du folgen musst. Zum anderen ist es moglich, dass der Losungsvorschlag in der
hier dargestellten Form in der Ersten Staatspriifung nicht die volle Punktzahl erhalten wiirden.
Uberlege also immer selbst, wo eventuell noch eine Begriindung notwendig sein konnte oder ein
Zwischenschritt sinnvoll wére.

¢ In vielen Themenbereichen lassen sich Aufgabentypen identifizieren, die auf vergleichbare Art
gelost werden konnen. Halte die Augen nach solchen Aufgabentypen offen und versuche beim Be-
arbeiten auf Signalworter in der Aufgabenstellung oder Gemeinsamkeiten in Losungen zu achten.
Sie konnen Dir in der Ersten Staatspriifung helfen, ein Thema auszuwdihlen, das Du gut bearbeiten
kannst.



¢ Dieses Buch umfasst 193 Aufgaben mit Losungen. Lasse Dich davon nicht erschlagen, sondern sieh
den grofien Umfang als Chance, Dich gut auf die Erste Staatspriifung vorzubereiten und dabei
viele wiederkehrende Aufgabentypen zu entdecken (siehe den Punkt zu Aufgabentypen).

¢ Auch wenn dieses Buch ausfiihrlich genug ist, um eine selbststandige Vorbereitung auf den Prii-
fungsteil zur Linearen Algebra und Analytischen Geometrie zu ermoglichen, ist es dennoch empfeh-
lenswert, mit anderen Menschen tiber Mathematik zu sprechen. In einem solchen Gespréach kénnen
neue Erkenntnisse entstehen, Du hast darin aber auch die Moglichkeit, tiber Deine Lésungen spre-
chen — insbesondere, wenn sie von den hier vorgestellten abweichen (siehe den Punkt zum Begriff
der Musterlosung).

* Um bestmoglich fiir die Erste Staatspriifung vorbereitet zu sein, solltest Du mindestens einmal
den Ernstfall proben. Das heifit, dass Du im Rahmen der Priifungsdauer von 4 Stunden sowohl
eines von drei Themen aus einem der Jahrgidnge (bestenfalls einen der letzten) auswahlst und
alle Aufgaben des Themas bearbeitest. Deine Losungen kannst Du (siehe obigen Punkt) in einem
Gesprdch mit anderen abgleichen. Solltest Du alleine lernen, kannst Du etwa die Aufgaben des
Herbst-Termins aus dem Jahr 2024 auslassen und diesen Priifungsteil zur Linearen Algebra und Ana-
lytischen Geometrie als Probeexamen nutzen. Die Angaben findest Du leicht iiber eine Suchmaschine
Deiner Wahl.

Zudem noch einige Hinweise zu didaktischen und strukturellen Eigenheiten dieses Buches:

¢ Im Staatsexamen bendtigst Du zum Losen mancher Aufgaben vielfdltiges theoretisches Wissen.
Eine Aufgabe und ihr Lésungsvorschlag finden sich erst dann in einem Kapitel, wenn zuvor die
gesamte zur Losung notwendige Theorie wiederholt wurde. Es kann deshalb manchmal auf den
ersten Blick so scheinen, als sei eine Aufgabe im falschen Kapitel gelandet. Lasse dich davon nicht
irritieren.

¢ Manchmal gibt es zuséatzliche Dinge zu bemerken oder alternative Losungswege. Diese sind stets
in griiner Farbe notiert. Die Wahl einer eher gedeckten Farbe, die sich nicht zu stark vom restlichen
Text abhebt, erfolgt dabei bewusst.

¢ Um das Buch trotz seines Umfangs moglichst {ibersichtlich zu halten, beginnt jede Aufgabe auf
einer neuen Seite.

Wie eingangs erwéhnt sind die Inhalte dieses Buches im Rahmen eines dreistiindigen Vorbereitungs-
kurses auf die Erste Staatspriifung im Unterrichtsfach Mathematik entstanden. Mein besonderer Dank
gilt allen Studierenden, die durch ihr konstruktives Feedback zur Weiterentwicklung beigetragen
haben - sei es durch Hinweise zu den Zusammenfassungen, zur Verstdndlichkeit der Losungsvor-
schldage oder durch das Aufspiiren von Fehlern. Jasmin Brechelmacher danke ich fiir das Setzen der
Losungsvorschldge sowie das Ergédnzen der Losungsvorschlage um wichtige Zwischenschritte bzw.
Erklarungen. Ohne ihre tatkriftige Unterstiitzung wire dieses Buch wohl nie entstanden.

Trotz mehrfacher Durchsicht konnen in diesem Buch Fehler enthalten sein. Solltest Du einen Fehler
finden, melde ihn gerne an moritz.zehnder@uni-bayreuth.de.

Ich wiinsche Dir gutes Gelingen bei der Vorbereitung auf die Erste Staatspriifung — und besonders
viel Erfolg sowie viel Gliick fiir den Priifungsteil zur Linearen Algebra und Analytischen Geometrie in
der Ersten Staatspriifung!

Bayreuth im September 2025 Moritz Zehnder


mailto:moritz.zehnder@uni-bayreuth.de
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1 Matrizen

Im ersten Kapitel betrachten wir Matrizen. Bei diesen handelt es sich um rechteckige Zahlen-
Schemata, in denen Zahlen (in der Regel aus einem Korper) in Zeilen und Spalten organisiert sind. Die
Menge der Matrizen mit m Zeilen und #n Spalten mit Eintrdgen aus dem Korper K wird iiblicherweise
mit Mat(m X n; K) oder M(m X n; K) bezeichnet. Nachfolgend wiederholen wir zunichst wichtige De-
finitionen und Rechenregeln im Zusammenhang mit Matrizen, bevor wir besondere Matrizen sowie
die Determinante von Matrizen in den Blick nehmen.

Definition 1.1 (Transponierte Matrix)

Es sei A € Mat(m X n;K) und A = (a;;). Dann ist die transponierte Matrix von A wie folgt definiert:

Al = (aiTj) € Mat(n x m;K) mit aiTj = aj;

Definition 1.2 (Spur)
Es sei A = (a;;) € Mat(n x n;K) eine quadratische Matrix. Dann ist die Spur von A definiert durch

n

Spur(A) := Sp(A) =Tr(A) = Z ars

i=1

Die Spur ist eine Abbildung Spur : Mat(n x n;K) — K fiir die wir zeigen konnen, dass sie K-linear
ist.

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Matrizen)

Sind Matrizen A, A’ € Mat(m X n;K) und B, B’ € Mat(n X r;K), C € Mat(r X s;K) sowie A € K
gegeben, dann gilt:

a) A-(B+B)=A-B+A-B und
(B+B) - A=B-A+B-A

b) A-(AB) = (AA)-B = A(A - B)

¢) (A-B)-C=A-(B-C)

d) (A-B)T =BT . AT

e Em-A=A-E,=A

Dabei meint E € Mat(k X k; K) fiir k € N die Einheitsmatrix.
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Satz 1.4 (Rechenregeln fiir das Transponieren)

Es seien A, B € Mat(m x n; K), C € Mat(n X r;K) und A € K. Dann gilt:

a) (A+ B)T =AT + BT Q) (AT)T =A
b) (/\A)T = AAT d) (A- C)T =CT.AT
Definition 1.5

Es sei A € Mat(n x n;K) eine quadratische Matrix.
a) A heif}t symmetrisch, genau dann, wenn A = AT.

b) A heifdt invertierbar, genau dann, wenn es eine Matrix A’ € Mat(n xn;K) gibt, mit A-A’ = A”-A =
En .

Definition 1.6

Es sei A = (a;j) € M(m x n; K) eine Matrix mit den

Zeilenvektoren v; == (aj1,...,a;y) furi € {1,...,m} und den
alj

Spaltenvektoren w; == | : |firje{1,...,n}.
Amj

Dann nennen wir

e zr(A) :=dim (v, ..., vy) den Zeilenrang von A und

* sr(A) :=dim(wy, ..., w,) den Spaltenrang von A.

Satz 1.7

Fiir jede Matrix A € Mat(m x n; K) mit m,n € N gilt
zr(A) = sr(A),

das heift, Zeilenrang und Spaltenrang von A sind stets identisch. Die folgende Defintion ist damit
sinnvoll.

Definition 1.8 (Rang einer Matrix)
Es sei A € Mat(m X n;K) mit m,n > 1. Dann erkldren wir den Rang von A als
rang (A) = zr(A) = sr(A).

Insbesondere folgt unmittelbar rang (A) = rang (AT).
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Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Determinante. Diese ist zunéchst als eine Abbildung
det: Mat(n x 1;K) —» K, A > det(A)

definiert, die bestimmten Axiomen geniigt (vgl. dafiir z. B. das Lehrbuch von Gerd Fischer zur
Linearen Algebra). Man kann zeigen, dass eine so definierte Abbildung existiert, eindeutig ist und
der Leibniz-Formel (vgl. Definition 1.9) geniigt. Daher wird nachfolgend nur diese Formel genannt,
bevor anschliefsend wichtige Eigenschaften der Determinante aufgefiihrt werden.

Definition 1.9 (Determinante)

Es sei A = (a;;) € Mat(n X n; K) mit n € N. Dann ist

det(A) = Z sign(o) - a15(1) * - - - * Ang(n)-

0€S,

Satz 1.10 (Berechnung der Determinante fiir kleine Matrizen)
. a b\ . . . . ) .
* EsseiA = (c d) mit Eintrdgen aus einem Korper K. Dann gilt: det(A) = ad — bc.

a1 412 413
* Essei A = a1 a2 ap3| mit Eintrdgen aus einem Korper K. Dann gilt (Regel von Sarrus):

as1 asp 4asa
det(A) = 11422433 + 412423431 + 413421432 — A12421433 — A11423432 — 113422431

Satz 1.11 (Wichtige Eigenschaften der Determinante)

Es sei A € Mat(n X n;K) mit n € N. Dann gilt:
a) Hat A zwei gleiche Zeilen oder Spalten, dann ist det(A) = 0.
b) Ist A € Kund entsteht B aus A durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur i-ten Zeile (i # j), so
ist
det(B) = det(A).

Die Determinante bleibt also bei dieser Art Zeilenumformung unverandert.
Achtung: Das gilt nicht, wenn eine Zeile mit einem Skalar multipliziert oder zwei Zeilen ver-
tauscht werden!

c) Entsteht die Matrix B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K, dann ist
det(B) = A det(A).

d) Entsteht die Matrix B aus A durch das Vertauschen zweier Zeilen, dann ist det(B) = — det(A).
e) Fiirjedes A € K ist det(A - A) = A" - det(A).
f) Ist A eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix, also

Ao
A= . ,
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soistdet(A) =A1-...- A,
g) Sein > 2 und A € Mat(n X n; K) eine Blockmatrix, das heifst

(A C
A-(5 4)

wobei A1, Ay quadratische Matrizen und C eine Matrix passender Grofe sind. Dann gilt
det(A) = det(Aq) - det(Ay).
h) det(A) =0 & rang(A) < n.
i) Es seien A, B € Mat(n X n; K). Dann gilt:
det(A - B) = det(A) - det(B).

Ist A invertierbar, dann gilt
det(A™) = det(A) 7.

j) det(AT) = det(A).

Satz 1.12 (Entwicklungssatz von Laplace)
Istn > 2 und A € Mat(n X n; K), so gilt fiir jedes i € {1,...,n}
n . .
det(A) = > (=1)™ - a; - det(AY))
=1

(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fiir jedes j € {1, ..., n}
n . .
det(A) = Z(—1)I+J - a;j - det(Al)
i=1

(Entwicklung nach der j-ten Spalte). Dabei bezeichnen A;]. die Matrizen, die wir erhalten, wenn wir in
A die i-te Zeile und die j-te Spalte streichen.

Diese Streichmatrizen helfen uns auch dabei, die inverse einer Matrix zu berechnen. Diese bestimmen
wir iiblicherweise, indem wir die Matrix A durch sukzessives Umformen mit elementaren Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix tiberfithren und dieselben Umformungen an der Einheitsmatrix vor-
nehmen. Als Schema formuliert fiir eine Matrix A € GL(n;K) := {A € Mat(n X n;K) | A invertierbar}:

(A|Ey) ~ (Eq|ATY)

Alternativ konnen wir aber auch auf den folgenden Satz zuriickgreifen:
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Satz1.13
Es sei A € GL(n;K). Definiert man C = (c;;) € Mat(n X n;K) durch

Cij = (—1)i+j Al

ij’

so ist
| 1 T

= deta)

Diesen Satz konnen wir nutzen, um eine einfache Formel fiir die Inverse Matrix zu einer 2 X 2-Matrix

anzugeben.

Satz1.14

Essei A = (Z b) € Mat(2 x 2;K) invertierbar, das heifst det(A) = ad — bc # 0, dann gilt:

d
1 d -b
—1 _
A= det(A) (—c a )

Betrachten wir schliefSlich noch einige dquivalente Charakterisierungen der Invertierbarkeit einer

quadratischen Matrix.

Satz1.15
Es sei A € Mat(n X n;K). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) A istinvertierbar
b) AT ist invertierbar
c) det(A) #0
d) rang(A) =n
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H24 -T3 -Al

Fiir n € Nmit n > 1 sei die Matrix A, = (a;j);,; € R mit

—i, fallsi=j,
Vi fallsi=j-1,

Qi =
Ui fallsi=j+1,
0, sonst,
gegeben; somit ergibt sich etwa
-1 V1 0 ... ... .. 0
V-2 V2 :
A1 = 0 \/E =3 GR(”+1)X(”+1).
: R - ) \/ﬁ
0 ... ... ... 0 Vn —-(n+1)

a) Berechnen Sie det(A1), det(A) und det(A3).
b) Zeigen Sie mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
det(Ay+1) = —(n + 1)det(A,) — ndet(A,-1)
fur allen € Nmitn > 2.

c) Zeigen Sie mit vollstindiger Induktion
det(A,) = (-1)"

fir allen € Nmitn > 1.

Losungsvorschlag

a) Es gilt gemif der Definition von A,:

det(A1) = -1, det(Az)=2-1=1 und det(A3)=-6+3+2=-1.

b) Es bezeichne A,(; 2 die Matrix, die fiir 1 < i,j < n nach Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte von A, entsteht. Wenn wir nach der (n + 1)-ten Spalte entwickeln, erhalten wir

det(An+1) — (_1)n+(n+1) . \/E . det (A(n,n+1)) " (_1)(n+1)+(n+1) . (—(1’1 + 1)) . det (A(n+1,n+l) )

n+1 n+1
—————
=A,

Wenn wir nach der n-ten Zeile entwickeln, erhalten wir zudem
det (Aﬁl”j;”)) = (=1)"*" - i - det(A,_1)

und somit insgesamt
det(Ay+1) = —(n + 1) det(A,) — ndet(A,—1).
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c) Zeige: det(A,) = (-1)" furallen > 1

IA(n=1A n=2):

IS(n, n+1~n+2):

det(A1) = (-1)! = =1 und det(A>) = (=1)? = 1 nach Teil a)
Es gelte det(A,) = (—1)" und det(A,11) = (-=1)"*! fiir n > 1 beliebig (IV)

Zeige: det(A,1) = (=1)"*2
Da n +2 > 2 ist, folgt mit Teil b)

det(A,42) = —(n +2)det(A,4+1) — (n + 1) det(A,)
B G G T O ) L G O

=(-D)'"(n-n)+(-D"2-1)
= (-1)"
— (_1)n+2
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F24-T3-Al

Bestimmen Sie alle reellen 2 x 2-Matrizen A mit

b 3= )

Losungsvorschlag
Essei A = Z Z € R?*2, Aus der gegebenen Gleichung fiir Matrizen folgt fiir einen Vergleich der

jeweiligen Eintrdge der Matrizen:

a +2c = a+3b —-3b+2c =0
3a +4c = c+3d 3a +3c-3d=0
b +2d=2a+4b T Naa+3  —2d=0
3b +4d = 2c +4d 3b—-2c =0

Lose das homogene lineare Gleichungssystem etwa mithilfe des Gaufs-Algorithmus:

0 -3 2 0 0 -3 2 0 0 -3 2 0
3 0 3 -=3| 32 (1 0 1 -1|z=+zf1 0 1 -1
2 3 0 —2|z9,]0 3 2 0]z3%l0 0 0 o0
0 3 -2 0 0 3 -2 0 00 0 0

Fiir Matrizen A, die der Gleichung aus der Aufgabe geniigen, gilt also ¢ = 2b und a = d — 3b. Somit
sind sie von der Form

B d—%b b .
A—( %b d) mith,d € R.
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F23-T2-Al1

Fiir « € Rund n € N gerade betrachte man die Matrix A, = (a1,j)1<i,n<n € R"™", wobei

1, fallsi=j,
ajj=qa, fallsi+j=n+1

0, sonst.
So ist beispielsweise
1 0 0 «a
01 a O
A=lo a1 0
a 0 0 1

Zeigen Sie, dass det(A,) = (1 — a?)? fiir jede gerade Zahl > 2 gilt.

Losungsvorschlag

Idee: Uberfiihre A,, durch Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen in eine obere Drei-
ecksmatrix. Dadurch verdndert sich die Determinante nicht und kann einfach iiber das Produkt der
Diagonaleintrdge ermittelt werden.

Es bezeichne a; die i-te Zeile von A,,. Seinun 1 < k < 7 beliebig und sei ke Nmitk+k=n+1.

Wir berechnen by := af — aay

Fiir bg = (b,;j) erhalten wir: bg; = ag; — a - a;,

1<j<n
a, fallsj=k a, fallsj=k

wobei ag; = 1, fallsj= k und o - agj = a?, falls j = k
0,

sonst. 0, sonst.

(Dabei gilt stets, dass ay; # a ki dak+k=n+1 ungerade und deshalb k < 2)

1-a?, fallsj=k,
Also: b];]. = {0/ sonst.

Da 1 nach Voraussetzung gerade ist, konnen wir fiir 1 < k < 7 die Zeilen aj in A, durch by ersetzen,
ohne, dass sich dadurch der Wert der Determinante dndert. Fiir die danach erhaltene Matrix

ai
an cii =1, 1<i< 3
2 . . .
C, = (Cif)1<z]<n = b gilt insbesondere cii=1-a?, g<i<mn,
2 . .
. cij =0, i>]
b

das heifst, C, ist eine obere Dreiecksmatrix. Somit folgt insgesamt

N=
N=

det(A,) = det(C,) =12 - (1-0a?)? = (1-a?)
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H22 -T2 -Al

Gegeben seien die beiden Matrizen

0010 1 111
010 0 4xd |11 2 3 3 Axcd
A—1 0 0 OER und B—1 3 5 4€R .
0 0 01 1 3 4 5

a) Zeigen Sie, dass die Matrix B € R*4 invertierbar ist, und bestimmen Sie die inverse Matrix
Bl e R¥4,

b) Bestimmen Sie alle Matrizen X € R¥* mit

A-B=B-X

und zeigen Sie, dass hierfiir
det(X) = det(A)

gilt.
Losungsvorschlag
11111000\, ,(1 1111 000
)1233010023;510122‘1100
Y11354(0010 | z72]0243-1010
13450001 023 4/-10 01
111 1|1 0 00}, 11 0 03 -4 11
2+273
2220001 2 2 |-1 1 00 |%2201 0 0|3 -7 22
Za22,] 00 0 -1|1 -2 1 0 |z+z[0 0 0 -1/1 -2 10
00 -1 0|1 201/)%*%\00 -1 0]1 -20 1
Cnz (1 0000 3 -1 -1
-)zs{ 01 0 03 =7 2 2
AN
Zwozsl 001 0]-1 2 0 -1
Z=22\0 0 0 1|-1 2 -1 0

Aus den Umformungen folgt unmittelbar det (B) = —1 und damit B invertierbar. Weiter ist

0o 3 -1 -1
3 -7 2 2
-1 _
B = -1 2 0 -1
-1 2 -1 0

Alternativ: Zeige, dass B-B™' = B™1-B=E,4

b) Essei X € R**mitA-B=B-X.
A-B=B-XeX=B"-AB
Damit erfiillt genau die Matrix X = B! - A - B die Gleichung und fiir die Determinante gilt:

det(X) = det (B! - A- B) = det (B™") - det (A) - det (B) = det(B) " det (A) - det (B) = det (A).
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H22 -T3 -Al

Sei A jeweils eine beliebige invertierbare Matrix. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behauptun-
gen:

a) A?ist invertierbar.
b) AAT ist invertierbar.

c) A+ AT istinvertierbar.

Losungsvorschlag

a) Wabhr.
(A7 = (A1) A2 (A=A AAT AT =E, =AT AT A A= (AY) 7 A2

b) Wahr.

Ist A invertierbar, dann auch AT, denn det (AT) = det(A) # 0. Folglich existiert (A7)}, somit ist
(AAT) ™" := (AT)™" . A=! wohldefiniert und es gilt (AAT) - (AAT) ™" = E, = (AAT) ™" - (AAT).

¢) Falsch.

Betrachte z.B. A = _01 (1)) Esist det(A) = 1 # 0 und daher A invertierbar, jedoch ist A + AT die

Nullmatrix. Diese ist offensichtlich nicht invertierbar.
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F22 -T2 -A2

Sei n € Nmitn > 2. Wir bezeichnen mit B die Matrix in R"*", deren Eintrége alle gleich 1 sind, also

1 1 1
B=|. . . |eR™"

Fiir eine Matrix A € R™*" betrachten wir das Polynom
pa(x) :=det(A+ x - B)

mit x € R.
a) Zeigen Sie: Fiir jede Matrix A € R™*" ist der Grad von p4 hochstens eins.

b) Geben Sie mit Begriindung eine konkrete Matrix A € R"*" an, sodass pa ein Polynom vom Grad
eins ist.

Losungsvorschlag

a) EsseiC = A+ xB. Dlgrch §ubtra}<ti~on~der 1. Zeile von C von der i-ten Zeile flir2 < i < n erllalten
wir eine Matrix C = A+ xB mit A, B, C € R™" und det (C) = det (C) = pa(x). Weiterhin ist B eine
Matrix, deren Eintrédge in der 1. Zeile alle 1 und sonst 0 sind.

Sei A = (4 7) mit 4 jT € R” den Zeilen von A. Dann folgt mit der Linearitdt der Determinante in
jeder Zeile, dass

det (C) = det (A) + det (A* + xB) = det (A) + x det (A* + B) und A* =

Damit folgt:
pa(x) = det (A) + xdet (A* + B),

also pa(x) ein Polynom vom Grad hochstens 1.

000 -0
100 -+ 0
b) Definiere A := E, +|1 0 0 0 |. Nutzt man das in Teilaufgabe a) beschriebene Vorgehen
100 -+ 0
und die dort eingefiihrten Bezeichnungen, so folgt:
X X X -oroX
0
det (A + xB) = det (E, + xB) = det(E,) + det| ¥ E, 1 =1+x.

0
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13

H20-T1-A1l

) . ) woox)\. )
Bestimmen Sie alle Matrizen (y z) in R2*2 mit

30 26 3-8

Losungsvorschlag
12 _ (5 6
Es seien A := (3 4) und B := (7 8)'

Da det(A) = det(B) = -2 # 0 sind A und B invertierbar.

Fiir die Inversen gilt: A™! = -3 (_43 _12) und B™! = -3 (_87 _56)

Somit folgt fiir W := (?;} )ZC) e R¥2.

36 42

84 98

36 42
A'W'B‘(84 98)

W:A‘l-(

e

11
11

)
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F20-T1-A3

Sein € Nmitn > 1.
X1
a) Berechnen Sie fiir x = ( :
Xn

n

eR"undy =| : | € R" die Matrix xyT.
Yn

b) Beweisen Sie: Sind x, y € R", dann gilt rang (xy?) < 1.

c) Beweisen Sie: Ist A € R™" eine Matrix mit rang(A) < 1, dann gibt es Vektoren x,y € R" mit
A=xyT.

Losungsvorschlag

a) Sei M = (m;j) = xyT. Dann gilt: mij = X;yj.

Etwas ausfiihrlicher:

X1 X1Yy1 - X1Yn
xyT:(f)-(yr'-ynF S

Xn XnY1 - XnlYn
b) Sei m; € R" die i-te Zeile von M. Dann gilt: m; = x; - yT.

1. Fall: Es gibtein 1 < i < n mit m; # 0, das heifst insbesondere x; # 0

Py
= m; ist Vielfaches von m; fiir alle j # i, da m; = x_] - m;
i

= rang(M) <1

2. Fall: Esgibtkein1 <i < nmitm; #0
>M=0
= rang (M) =0

c) Sei A € R™" mitrang(A) <1
= In A gibt es hochstens einen linear unabhidngigen Zeilenvektor

1. Fall: Es gibt einen linear unabhingigen Zeilenvektor in A. Nenne ihn yT mit y € R".

Alle anderen Zeilen in A sind skalare Vielfache von y”, das heifit 3x € R” mit A = xy”

2. Fall: Es gibt keinen linear unabhidngigen Zeilenvektor in A
=A=0

= A=0-y! fiir y € R" beliebig
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F19-T1-Al

Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von den reellen Parametern a und b den Rang der Matrix

c R4><4 .

— R S
(SRS
—_ R SR
SRS

Losungsvorschlag

Wir tiberfithren die Matrix in Zeilenstufenform und lesen daraus in Abhéingigkeit von den beiden
reellen Parametern den Rang der Matrix A ab.

1 a1 a 2o bZ: 1 a 1 a

b 1 b 1 ZS:/\Iizl 0 1—-ab 0 1-ab
a1 a 1| z-2 |0 1-4a%> 0 1-42
1 b 10D 0 b—a 0 b-a

Wir lesen aus der Matrix ab, dass rang (A) = 1 genau dann, wenn
(1-ab=0) A (1-4a*2=0) A (b-a=0) & (a=b) A (a==1)

In allen anderen Féllen gilt rang (A) = 2, denn mindestens eine der drei letzten Zeilen kann dann auf
die Form (0 1 0 1) gebracht und damit die zwei iibrigen Zeilen durch geeignete Multiplikation
mit einem Skalar eliminiert werden.
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2 Vektorraume

Das zweite Kapitel thematisiert Vektorraume. Dabei handelt es sich um eine der zentralen Strukturen
in der Linearen Algebra. Sie sind Grundlage fiir verschiedene weitere Themen (u. a. lineare Abbildun-
gen, Gleichungssysteme, euklidische Vektorrdume, affine Rdume), daher sollten wir uns im Umgang
mit Ihnen moglichst sicher fiihlen. Fiir die nachfolgenden Ausfiihrungen ist es moglicherweise hilf-
reich, an den prototypischen reellen Vektorraum R” zu denken; noch konkreter vielleicht sogar an
den reellen Vektorraum R3. Wir kénnen uns dann jeweils iiberlegen, was die einzelnen Definitionen
und Satze im Fall dieses Beispiels bedeuten. Wir sollten uns aber nicht immer auf R” beschranken,
sondern uns auch mit abstrakteren Vektorraumen nicht unwohl fiihlen.

Definition 2.1 (Vektorraum)
Sei K ein Korper. Eine Menge V zusammen mit einer (inneren) Verkniipfung
+: VXV ->V,(v,w)—v+w
(Addition genannt) und einer dufleren Verkniipfung
KXV -o>V,Av)—> Ao

(Skalarmultiplikation genannt) heifst K-Vektorraum, wenn Folgendes gilt:
V1 (V, +) ist eine abelsche Gruppe

V2 Die Skalarmultiplikation muss in folgender Weise mit den anderen Verkniipfungen vertraglich

sein:
e A+p)v=Av+pu-v e A-(u-v)=Ap)-v
e A-(v+w)=A-v+A-w e lg-v=uv

furalle A,y € Kundo,w € V.

In einem Vektorraum gelten bestimmte Rechenregeln. Im Folgenden bezeichnen wir mit 0 den Null-
vektor im Vektorraum, also das neutrale Element der abelschen Gruppe (V, +).

Satz 2.2 (Rechenregeln fiir Vektorraume)

Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A € Kund v € V:
a) 0-o=0

b) A-0=0

) A-v=0=>A=00derv=0
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d) (-1)-v = —v, wobei —v das additiv Inverse von v in der abelschen Gruppe (V, +) bezeichnet

Oft betrachten wir nicht ganze Vektorrdume, sondern nur Teile davon, die aber aus struktureller
Perspektive schon sind, da sie beziiglich der beiden Verkniipfungen abgeschlossen sind. Wir landen
dann bei Untervektorrdaumen. Im Beispiel R® gedacht sind etwa Ebenen oder Geraden durch den
Koordinatenursprung Untervektorraume.

Definition 2.3 (Untervektorraum)

Es sei V ein K-Vektorraum und W C V eine Teilmenge. W heifst Untervektorraum von V, falls
Folgendes gilt:

UVl W #0

UV2o,weW=>ov+weW
(das heifdt, W ist abgeschlossen beziiglich der Addition)

UV3veW,AeK=>AveW
(das heift, W ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation)

Eine niitzliche Eigenschaft von Untervektorrdumen, die zumindest fiir einige theoretische Uberle-
gungen benétigt wird, ist die ndchste.

Satz 2.4

Sei V ein Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € I sei der Untervektorraum W;
von V gegeben. Dann ist der Durchschnitt

w:ﬂmgv
i€l

wieder ein Untervektorraum.

Manchmal finden wir uns in einer Situation, in der wir einen Untervektorraum angeben mdochten,
der bestimmte Vektoren enthilt und dabei gleichzeitig so klein wie moglich ist. Um einen solchen
Untervektorraum zu definieren, miissen wir uns zunichst mit der Definition einer Linearkombination
beschéftigen, die Grundlage der darauffolgenden Definition ist.

Definition 2.5 (Linearkombination)

Sei V ein K-Vektorraum.

a) Es seien v1,...,v, € V. Dann heifit v € V eine Linearkombination von vy, ...,v,, genau dann,
wennes Ay, ..., A, € Kgibtmito = o1 + ...+ A,0,.

b) Es sei S C V eine beliebige (nicht notwendig endliche) Teilmenge. Eine Element v € V heifst
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Linearkombination von Vektoren aus S, genau dann, wenn es v1,...,v, € S derart gibt, dass v
Linearkombination von v1, ..., v, ist.

Wichtig an dieser Stelle ist, dass wir auch fiir Teilmengen S C V mit unendlich vielen Elementen
Linearkombinationen definieren kénnen. Dies sind dann einfach Linearkombinationen von endlich
vielen Elementen aus S. Mit diesem Gedanken konnen wir uns jetzt dem kleinsten Untervektorraum
widmen, der eine vorgegebene Menge von Vektoren umfasst.

Definition 2.6

Es sei V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Dann definieren wir:
(S) :==span(S) := {v € V| v ist Linearkombination von Vektoren aus S}.

Wir nennen span(S) den von S aufgespannten Vektorraum. Ist S = @, setzen wir span(S) = {0}.

Fiir endliche Mengen S = {v1, ..., v,} folgt somit unmittelbar
(v1,...,00) =span(vy, ..., v,) ={Mov1+... + 4,0, | A; €K},

damit ist der von S aufgespannte Vektorraum die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren
aus S.

Der néchste Satz sagt uns, dass wir mit der vorherigen Definition wirklich unser Ziel erreicht haben.

Satz2.7
Es sei V ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Dann gilt:

a) span(S) C V ist ein Untervektorraum.

b) Ist W C V ein Untervektorraum und gilt S € W, dann ist span(S) C W.

In anderen Worten heif3t der zweite Punkt, dass span(S) der kleinste Untervektorraum von V ist,
der S enthilt.

Nachfolgend wenden wir uns der Frage zu, wie grofs ein Vektorraum ist. Diese Fragestellung ist zwar
etwas unprazise, der Gedanke leitet dennoch gut zum Begriff der Dimension eines Vektorraums iiber.
Um diese sauber anzugeben, benétigen wir jedoch noch etwas Vorarbeit.

Definition 2.8 (Lineare Unabhangigkeit)

Sei V ein K-Vektorraum. Eine endliche Menge von Vektoren vy, ..., v, aus V heifst linear unabhingig,

genau dann, wenn gilt:
Sind Aq,...,A; € Kundist Ajoq +...+ 4,0, =0,s0folgt Ay =... =7, =0.

Eine beliebige Teilmenge S C V heifdt linear unabhingig, genau dann, wenn jede endliche Teilmenge
von S linear unabhéingig ist.
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Eine Teilmenge S C V heifst linear abhingig, falls sie nicht linear unabhangig ist.

Definition 2.9 (Erzeugendensystem)

Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S C V heifdt Erzeugendensystem von V, genau dann, wenn

V = span(S).

Eine besondere Art von Erzeugendensystem, sogenannte Basen, werden Grundlage des Dimensions-
begriffes sein. Daher fithren wir zundchst diesen weiteren Begriff ein.

Definition 2.10 (Basis)

Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S C V heifit eine Basis von V, genau dann, wenn S ein
linear unabhédngiges Erzeugendensystem ist.

V heifst endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Basen von Vektorrdumen besitzen einige wichtige Eigenschaften, die im nadchsten Satz festgehalten
sind. Wir beschrianken uns dabei auf Basen mit endlich vielen Elementen.

Satz 2.11 (Eigenschaften einer Basis)
Es sei V ein K-Vektorraum und 8 = {vy,...,v,} C V eine endliche Teilmenge. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

a) 8B ist eine Basis von V, das heifst ein linear unabhéangiges Erzeugendensystem.

b) B ist ein minimales Erzeugendensystem, das heifst, nimmt man einen beliebigen Vektor v, mit
re{l1,...,n} aus der Menge B, so ist B \ {v,} kein Erzeugendensystem mehr.

c) B ist eine maximal linear unabhédngige Teilmenge, das heifst, fiir jedes weitere v € V ist die
Menge B U {v} linear abhéngig.

d) Jedes Element v € V ist eindeutig als Linearkombination von Vektoren aus 8 darstellbar.

Die folgenden Ergebnisse brauchen einige theoretische Vorarbeit, die wir uns hier jedoch sparen.
Dennoch sind sie so wichtig, dass sie an dieser Stelle mit aufgefiihrt werden sollen.

Satz2.12
a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

b) Je zwei endliche Basen eines K-Vektorraums haben gleiche Lange.
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Manchmal ist es hilfreich, eine neue Basis ausgehend von einer bekannten zu erzeugen. Dabei hilft
uns das Austauschlemma.

Satz 2.13 (Austauschlemma)

Gegeben sei ein K-Vektorraum mit der Basis
B=A{vy,...,vy} und w=A01+...+A,0,.
Istk € {1,...,n} mit Ay #0, soist
B ={v1,...,0k1,W, Vks1,---,0n}

wieder eine Basis von V. Man kann also vy gegen w austauschen.

Mithilfe der Ergebnisse aus Satz 2.12 kdnnen wir nun in sinnvoller Weise die Dimension eines Vek-
torraums definieren.

Definition 2.14 (Dimension)

Ist V ein K-Vektorraum, so definieren wir

dime V oo, falls V keine endliche Basis besitzt
img V =
* n, falls V eine Basis der Lange n besitzt

dimg V heifst die Dimension von V iiber K. Falls klar ist, welcher Kérper gemeint ist, schreibt man
auch dim V.

Im Examen ist es hdufiger unsere Aufgabe, die Dimension und bzw. oder eine Basis fiir span(vy, . . ., vk)
mit v; € R" anzugeben. Dabei kann uns das Folgende helfen.

Definition 2.15

Ist A € Mat(k X n; K) mit Zeilen v, ..., vk, so heifst
ZR(A) = span(vy,...,vr) C R"

der Zeilenraum von A.

Satz 2.16

Ist B durch elementare Zeilenumformungen aus A entstanden, so ist ZR(A) = ZR(B).

Bringen wir also A durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform, kénnen wir aus der
Anzahl der Nicht-Null-Zeilen von B die Dimension von ZR(A) sowie aus den Nicht-Null-Zeilen eine
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Basis von ZR(B) und damit auch eine Basis fiir ZR(A) ablesen.

Zuletzt betrachten wir noch die Summe von zwei Untervektorraumen. Dafiir definieren wir zunéichst
zentrale Begriffe, bevor wir diesen Theorieteil mit der Dimensionsformel beenden.

Definition 2.17 (Summe von Vektorraumen)
Es sei V ein K-Vektorraum mit Untervektorraumen Wi, . .., W,. Dann heifst
Wi+...+ W, ={veV|Esgibtv; € Wimitvo =01 +...+7,}

die Summe von Wy, ..., W,.

Relativ einfach beweisen konnen wir das Folgende.

Satz2.18
Fiir die oben definierte Summe gilt:

a) Wi +...+ W, C V ist ein Untervektorraum.
b) Wi+...+ W, =span(W U...UW,).

¢) dim(Wi + ...+ W,) < dimWj + ...+ dim W,.

Die zuletzt genannte Ungleichung konnen wir fiir zwei Summanden mithilfe der Dimensionsformel
noch genauer angeben.

Satz 2.19 (Dimensionsformel fiir Summen von Vektorraumen)
Fiir endlichdimensionale Untervektorraume Wy, W, C V gilt

dim(W1 + Wz) =dim W; + dim W, — dim(W1 N Wz).

Zum Abschluss betrachten wir noch eine besondere Art von Summe. Bei dieser ist der Schnitt der
beiden Summanden trivial. Daraus ergeben sich nachfolgend dann mehrere schone Eigenschaften.

Definition 2.20 (Direkte Summe)

Ein Vektorraum heifst direkte Summe von zwei Untervektorraumen W; und W, geschrieben V =
W1 & W, genau dann, wenn

V=W +W, und WlﬂWQZ{O}.
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Satz2.21
Ist V = W1 + W, so sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) V. =W; @ W,, das heifst W3 N W, = {0}.

b) Jedes v € V ist eindeutig darstellbar als v = wy + wy mit wy € Wy und w, € Ws.

c) Zwei von Null verschiedene Vektoren w; € W1 und w, € W; sind linear unabhéngig.
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F24-T1-A1

a) Bestimmen Sie alle A € R, fiir die v = (2,0,1,0)"T € R* in dem von v1, v, 73 erzeugten Untervek-

torraum liegt, wobei
A

01 = , 02 = ;03 =

[ G Y

1
A 2
0 3
1 4

b) Bestimmen Sie eine Basis des Untervektorraums W = span({w1, w, w3, w4}) von R5 mit

2 -2 4 2

3 1 0 5

w1 =|=-1|,w2=|5 |, wz3=|-8|,wa=1]1
-1 -1 1 -2

2 4 -5 5

c) Seien

-1 0 3 0

u = 1 , Uy = -1 , U3 = 2 S Uy = -1

-2 1 2 2

2 -1 -3 -3

Elemente des R*, U = span({uy, up}) und W = span({u3, us}).
Bestimmen Sie Vektoren x1, x» und x3 des R* so, dass x; eine Basis von U N W, {x1, x>} eine Basis
von U und {x1, x2, x3} eine Basis von U + W ist.

Losungsvorschlag

a) Zum Losen der Aufgabe nutzen wir folgende Uberlegung:

v € (v1;02;03) © 3y, popz € R0 = w101 + povo + 133

& Das inhomogene lineare Gleichungssystem ( v1 v2 3 ‘ v ) ist losbar

A1 112 2o, A 1 1] 2 A 1 1] 2
A2 110 Zi,;zl 0 1 0]-2 Zs;%)zz 0 1 0]-2
0 3 1|1 |z-z;] A 2 0|-1 |z-3z,] -A 0 0| 3
1 4 1|0 1-A 3 0]-2 1-A 0 0] 4
A1 1|2
Zi;\/—\’)Za 0 1 0]-2
-A 0 0] 3
1 0 0|1

Aus Zeile 3 folgt: v € (v1;v2;,v3) = A #0
Aus Zeilen 3und 4 folgt fiir yy e R: v € (v;05v3) = 1- (U1 =1) A (A -y =3)=1=-3
Zeigenunnoch: A = =3 = v € (v1;v2;03)

Lose fiir A = —3 das obige inhomogene lineare Gleichungssystem. Dadurch ergibt sich:

v=1-v1+(-2) -1, +7-v3
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b)

Schreibe wy, ..., w4 als Zeilen einer Matrix und bestimme den Rang;:

2 3 -1 -1 2\, (2 3 -1 -1 2 2 3 -1 -1

21 5 -1 4|z22(|0 4 4 -2 6|20 0 0 0
N N>

4 0 -8 1 -5|2z°72|0 -6 =6 3 —9|z132(0 0 0 0

2 51 -2 5 0 2 2 -1 3 02 2 -1

W O ON

Der Rang der Matrix ist 2, das heift dim (W) = 2. Uber die Nicht-Null-Zeilen lesen wir {w1, w4}
als eine Basis von W ab.

Wir kénnen zur Sicherheit auch tiberpriifen, dass w; und wy tatsdchlich linear unabhdngig sind.
Das erkennen wir direkt, wenn wir die ersten beiden Eintrdge der Vektoren betrachten.
Bestimme zunédchst U N W. Seien «, , 7, 6 € R mit
a-up+prup=y-uz+d- S a-ug+p-u+y-(—uz)+06-(-us) =0

Lose nun das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem:

-1 0 -3 0 -1 0 -3 0 -1 0 -3 0
1 -1 -2 1 Zi:)zl 0 -1 -5 1 ngt)Zz 0 -1 -5 1
-2 1 -2 -2|z-—024|0 1 4 -2{z2]0 0 -1 -1

2 -1 3 3)#P22 0 -1 -3 3 0o 0 2 2
-1 0 -3 0
Z4’\+/E>Zs 0O -1 -5 1
0O 0 -1 -1
0O 0 0 O
3
Wir sehen, dass fiir Vektoren im Schnitt y = —6 gelten muss, das heifst U N W = < g >
0

Insbesondere ist dim (U N W) gleich der Dimension des Lésungsraums L des homogenen linearen
Gleichungssystems und dimL =4 -3 = 1.

1

Definiere also x1 := .Da x1 = —uq + 2ujp folgt mit x, = up und dem Basisaustauschsatz, dass

S O =

U = (x1,x2).

Da offensichtlich us ¢ U gilt, sind fiir x3 := uy4 die Vektoren x1, x2, x3 linear unabhéngig. Weiterhin
gilt dim (U + W) = dimU + dimW —dim (U NW) = 2+ 2 -1 = 3 und daher direkt U + W =
<x1/ X2, x3>
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F24 -T2 - A4

Es seien s und t reelle Parameter sowie

1 1 -1 1
-1 —s 1 3 10 4
Uy = 2 ,Up = 5 , U3 = 5_2,u4— ’ eR
3 3 -3 s+3
und
1 2 2 1
1 2 t 1
w1 =1, wy=| 4 |,wz=|4 |, wg=| ¢ € RO.
1 -1 -1 -2
1 1 1 0

Es bezeichne U; den von uj, uy, u3, uy aufgespannten Untervektorraum des R* und W; den von
w1, Wy, W3, Wy aufgespannten Untervektorraum des R?.

a) Bestimmen Sie die Dimensionen von Us und W; in Abhédngigkeit von s bzw. t.
b) Zeigen oder widerlegen Sie:
i) Fiirjedest € R existiert ein s € R mit dim(Us) = dim(W;).

ii) Fiir jedes s € R existiert ein f € R mit dim(Us) = dim(W;).

Losungsvorschlag

a) Schreibe u1,...,u4 als Zeilen einer Matrix und bestimme deren Rang. Dieser entspricht dann
dim Us.

1 -1 2 3\, (1 -1 23
2—41
1 -s 2 3 Zi,t;zl 0 1-s 0 O
-1 3 s-2 -3 |z-2z|0 2 s 0
1 0 2 s+3 0 1 0 s
Damit folgt unmittelbar:
s =0: dimU; =2
s=1: dimU; =3
seR\{0,1}: dimU; =4
Analoges Vorgehen fiir wy, ..., wy:
111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Zr-274
2 2 4 -1 1|z-2z,{0 O 2 =3 -1|z-2(0 0 2 =3 -1

2t 4 -1 1|27 0o t=2 2 =3 —1|z%0 t-2 0 0 0
11+ 20 0 0 t-1 -3 -1 0 0 t-3 0 0

Damit folgt unmittelbar: dim W; = 3 fiir t € {2,3} und dim W; =4 fir t € R\ {2,3}.

b) i) Wahr.

te{2,3} = 3 =dimW; = dim U,
teR\{2,3} = 4=dimW; =dimlU,

ii) Falsch.
Nach Teilaufgabe a) gilt: dim W; # 2 = dim U fiir alle t € R.
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F23-T3-A2

Es sei f, die n-te Fibonaccizahl, d.h. fi =1, f, = 1und fy42 = fu + fus1 flirallen > 1. Weitersei V = R3

und

1\ (33 fu+2
) ) el )
1/ \12 fu

Bestimmen Sie die Dimension der Unterrdaume

u-= span{

UNW und U+ W.

Losungsvorschlag
o) o= ) - == o))
Esgilt: [1],[2|e W =—= [1]|=|2| - [1]|e W =—= 0| =[1] - |1| €W
1/ \1 0 1 1 1 1 0
<20
= dimW >2=dim([1[,|0]), denn die beiden Vektoren sind offensichtlich linear abhangig
0/ \1

1
Behauptung: (0) g¢w
0

1
Angenommen (O) ew
0

1 m fn+2
= [0 :ZAI fa+s1 | mitA; €eR, meN, n;e Nfirallel<i<m
0 i=1 fnl

ﬁiﬂfnl ZAfﬂi"'l:O

i=1 i=1

m m
=1= Z;Aifnﬁ_z = Zl:)\i (fu: + fuis1) = Z)\ifn, + ZAifn,.H =0+0=0 Widerspruch!
i= i=

i=1 i=1

1
Wir erhalten also insgesamt: (0) g¢wW
0

= dimW <3 (=)> dimW =2

Behauptung: U + W = R?

1 1 1 1 0
Da |1 eUund(l)GWfolgt 1)—(1): OlelU +W.
1 0 1 0 1
1 1 1 0
Damit folgt wegen (0)€W§U+W: <(1),(0), 0 >QU+W§R3
1 0 1 1
—_———

=B
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Offensichtlich ist B linear unabhédngig (zu sehen an den Null-Eintrdgen der Vektoren). Und somit:
3 =dim(B) < dimU + W < 3 und deshalb dimU + W = 3.

Mit der Dimensionsformel folgt nun:

3=dimU + W) =dimU +dimW —dimU NW

Da offensichtlich dim U = 2 folgt also: dimU NW =2+2-3 =1.
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F22 -T1-A2

Gegeben seien

1 1 1 -1
A_(Z 2) und B—(1 _1)

M={XeR>?|AX =0} und L={XeR>?|BX=0}.

und die Untervektorraume

Zeigen Sie:
MNL={0} und M +L=R>2
Losungsvorschlag
. a b)\. a+c b+d a b
Esse1X—(C d)mM S AX_(2a+2c 2b+2d)_0 S X_(—a —b) a,beR

-1 0J’\0 -1
sind direkt dim M =2

. a b a—-c b-d a b
Esse1X—(C d)EL(:)BX—(a_C b_d)—()(:)X—(a b) abelR

Somit folgt: M = <( ! 0) , (O ! )> und da die beiden Vektoren offensichtlich linear unabhingig

Somit folgt: L = <(i 8) , (8 i)> und da die beiden Vektoren offensichtlich linear unabhéngig sind
direkt dim L = 2

b

Y
Se1X._(C q

)eMﬂL@c:a Ac=—a ANb=d Nb=-d

Sa=b=c=d=0
©X=0
Also folgt: M N L = {0}.
Esist M + L € R?*2 und dim R>*? = 4. Mit der Dimensionsformel folgt:
dim(M+L)=dimM +dimL -dimMNL=2+2-0=4
= M + L =R>*?
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F22-T3-Al1

Gegeben sei die Matrix

_1 1 1 2x2
A_E(—]. 3)€R .

Wie tiblich setzen wir A? = E,, wobei E; die Einheitsmatrix im R?*2 bezeichnet.

n
n+2

a) Zeigen Sie, dass fiir alle n € Ny

A" =

N[~
—_
N
Lo
S

gilt.

b) Zeigen Sie, dass (A% A!) eine Basis des kleinsten Untervektorraums U des R*? ist, der alle
Potenzen von A enthalt.

Losungsvorschlag

a) Beweis per vollstandiger Induktion

2\ -0 0+2

2—-n n
-n n+2

1(1 1} 1(2-n n

2{-1 3) 2\ -n n+2

1 2-2n n+n+2\ _ ¢(22-(m+1)) 2(n+1)
i\n-2-3n -n+3n+6) | 2m+1) 2((n+1)+2)

IA (n =0): A°=E2=1(2_0 0 )/

IS(n wn+1): Esgelte A" =1

5 ) tiir n € Ng beliebig  (IV)

I

<

An+l =A.A"

1[2-(n+1) n+1
2\ —(n+1) (m+1)+2

b) Seien A, p € Rmit AA®+ Al =0=A+3u=0A Ju=0=>A=p=0

Also sind A? und A! linear unabhingig. Zeige nun noch A" € (AO, A1> fiir alle n € Ny, das heifst
{A?, A'} Erzeugendensystem.

Klar fiir n = 0 und n = 1. Sei also n > 2. Unter Verwendung von a) folgt:

2-n n
A”z%( . n+2):n~A1—(n—1)-AOG(AO;A1>

= {AY, A1} ist linear unabhingiges Erzeugendensystem von U und damit eine Basis von U.
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H21-T3-Al

Es sei U der Untervektorraum von R®, welcher von den Vektoren

0 1 0
-1 1 0
ur:=\| 1 |{,u2:=(11[,u3:=10
0 -2 0
1 2 1

aufgespannt wird. Weiter sei V das Erzeugnis von

1 2 0
1 2 1
v1:=10|,v2:=11|,v3=]0
0 -2 -1
0 2 1

in R,
Bestimmen Sie eine Basis von U N V und eine Basis von U + V.

Losungsvorschlag

Wir bemerken zunéchst, dass dim U = dim W = 3, da {u1, up, u3} und {v1, v2, v3} linear unabhingig.
Seinun x € U N V. Dann gibt es A1, A2, A3, Ag, A5, Ag € Rmit Aquq + Aty + Asuz = A401 + A0 + AgU3

Lose also das homogene lineare Gleichungssystem Aju1 + Axun + Azuz — Agv1 — As5v2 — Agvz = 0, um
U NV zu bestimmen

0 1 0 -1 =2 0 0 1 0 -1 =2 0 010 -1 -2 0

1 1 0 -1 -2 -1 1 1 0 -1 =2 “1|z2z|-1 10 -1 2 <1
Z3+7> 24274 Z4+273

1 1 0 0 -1 o230 2 0 -1 =3 «1|™5"0 00 1 1 -1|7%5

0 20 0 2 1|50 20 0 2 1|30 00 —2 —2 1|52

1 2 1 0 -2 -1 0 3 1 -1 -4 -2 0 01 2 2 =2

0 10 -1 -2 0

110 -1 -2 -1

000 1 1 -1

000 0 0 -1

0O 01 0 0 O
Damit folgt insbesondere Ag = A3 = 0 und A5 = —A4.

AlsoU NV = {Av1 —Ava | A € R} = {A(v1 —v2) | A € R} = (v1 — v2) und somit ist {v1 — v2} wegen
v1 — vy # 0 eine Basisvon U N V.

Nach Dimensionsformel gilt: dim(U + V) = dimU + dimV —-dimU NV =3+3-1=5.
Da U + V C R’ Untervektorraum, gilt wegen dimU +V =5also U + V = R>.

Damit ist zum Beispiel die Standardbasis {e1, ez, ..., e5} eine Basis von U + V.
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F21-T2-A1

Es sei P die Menge der Primzahlen und

1
M:{( p ),peP}CR3.
p+1

Bestimmen Sie die Dimension des von M aufgespannten Unterraumes.

Losungsvorschlag

Behauptung: dim ((M)) =2

n
(M):{xeR3|x:Z/\imi, mie M, neN, /\ieR}
i=1
0
Zeige: (1) ¢ (M)
0
0
Angenommen (1) € (M)
0

1 0 n Z?:l Ai
=3neN, L eR, m=| pi |eM: |1|=> Aimi=| I Aip;
0 1

pi+1 =1 iy Ai(pi+1)
n n n n n
:Zm:o A Z/\ipizl A Z)\i(pi+1):2/\ipi+2/\i:0
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
——
=0

n n
= Z Aipi=1 A Z Aipi =0 Widerspruch!
i=1 i=1
Somit folgt: dim ((M)) < 2.
1\ /1
Weiterhin gilt (2) , (3) € (M) und linear abhingig = dim (M) > 2

3/ \4
Insgesamt ergibt sich somit dim (M) = 2
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H20-T2-Al

Im R-Vektorraum R* betrachte man den von

1 2 0
w=| 2 w=|} und ws=|1?
1 s "2 =5 3 1
-1 0 -2
erzeugten Untervektorraum U sowie den von
1 3
wi =" | und w, =
S 271
0 1

erzeugten Untervektorraum W. Man bestimme eine Basis von U N W.

Losungsvorschlag

Esseixe UNW o 3 A],A2,A3,‘L11,[liz e R: Aur + Apup + Azug = x = Hiwy + How2
© d A, A2, Az, 1, p2 € R Aqug + Aqun + Azuz — piwy — ppwz = 0

Lose also das entsprechende homogene lineare Gleichungssystem:

1 20 -1 -3 1 2 0 -1 -3 120 -1 -3
0O 11 1 -1|%Z22%|0 1 1 1 -1|2z+z|0 1 1 1 -1
> >
2 31 1 1|z4z0|0 -1 1 3 7 |z2210 0 2 4 6
-1 0 2 0 -1 0 2 2 -1 -4 000 -3 -2

Daraus ergibt sich insbesondere, dass 2, = =31 gelten muss.
=>UNW ={2Aw; —3Aw; | A € R} = 2wy — 3ws)

Damit ist 2wq — 3w, # 0 eine Basisvon U N W.
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F20-T2-A3

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Die Menge
M = {X € R¥?| Null ist Eigenwert von X}

ist ein Untervektorraum von R2*2,

b) Die Menge
M, = {X € R¥? | (;) ist ein Eigenvektor von X }

ist ein Untervektorraum von R?*2,

Losungsvorschlag
1 -1 -1 -1 e
a) Falsch. Betrachte A = 1 1 und B = 1 _1)aus M;. Oftensichtlich ist 0 als Nullstelle der
charakteristischen Polynome xa(A) = A(A = 2), xp(A) = A(A —2) ein Eigenwert beider Matrizen.

0o -2
-2 0
A + B, also A + B ¢ M; und damit ist M kein Untervektorraum von R2*2

Jedoch A + B = ( ) und xa+5(A) = A2 —4 = (A = 2)(A + 2). Somit ist 0 kein Eigenwert von

b) Wahr, denn fiir v := (;)

1. 0 e M,, da (;) Eigenvektor von 0 zum Eigenwert 0. Das heifst, M, # 0.

2. Seien A, B € M. Dann gibtes A, u € R mit Av = Av und Bv = pv. Es folgt somit (A + B)v
Av+Bv=Av+puv=(A+pu)o

Also ist v Eigenvektor von A + B zum Eigenwert A + p und somit A + B € M.

3. Seien A € M, und A € R. Dann gibt es ein y € R mit Av = pv. Es folgt somit (1A)v = A(Av)
Au-o.

Also ist v Eigenvektor von AA zum Eigenwert A und somit AA € M»

Da My alle Eigenschaften eines Untervektorraums erfiillt, ist M, € M 2X2 6in Untervektoraum.



2 Vektorraume 35

F19-T3-A4

Sei V ein reeller Vektorraum.
a) Geben Sie eine Definition fiir die lineare Unabhéngigkeit von vy, ...,v, € V(n € N) an.

b) Zeigen Sie: Sind vy, ...,v, € V(n € N) linear unabhédngig und ist
Un+1 € V \ span(vy, ..., vy),

so sind vy, ..., vy, Uy41 ebenfalls linear unabhéngig.

¢) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion nach n:
Besitzt V kein endliches Erzeugendensystem (d. h., fiir jede endliche Menge M C V ist span(M) #
V), so existiert fiir jedes n € N eine n-elementige linear unabhéngige Teilmenge M,, von V.

Losungsvorschlag

a) v1,...,0; € V (n € N) linear unabhingig <
(Seien Aq1,..., Ay e RmitAjo1+...+ 4,0, =0=>A1=...=1, =0)

b) Angenommen v1,...,v,, vy41 linear abhdngig = 3 Aq,...,A,,Ay41 € R nicht alle = 0 mit
Alvl +...+ Anl)n + An+1vn+1 =0
1.Fall: A,,;.1 =0

= 3J Ay,..., A, € Rnicht alle = 0 mit Aqv1 +... + 4,0, = 0 = v1,...,0, linear abhingig.
Widerspruch!

2.Fall: A,,41 #0
= Upy1 = ﬁ (Mo + ...+ A,0,) €(v1,...,v,) Widerspruch!

= 01,...,0Un, Uys1 linear unabhangig.

) IA (n =1):

V bestitzt kein endliches Erzeugendensystem, das heifit V # {0}. Wahle nun v € V' \ {0}. Dann
ist M := {v} linear unabhéngig.

IS(n ~n+1):
Es gebe fiir n € N eine n-elementige linear unabhéngige Teilmenge M,, von V mit (M,) # V (IV)
Zeige: Es gibt eine (n + 1)-elementige linear unabhangige Teilmenge M, von V.

Nach IV ist M,, linear unabhéngig. Wahle somit v € V \ (M,) # 0. Dann ist M,+1 = M, U {v}
gemdf3 Teilaufgabe b) linear unabhéangig und |M,,+1| = n + 1.
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3 Lineare Abbildungen

Im dritten Kapitel betrachten wir lineare Abbildungen. Dabei handelt es sich im Kern um Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen, die deren Struktur erhalten. Was genau das bedeutet und welche
schonen Eigenschaften lineare Abbildungen besitzen, sehen wir uns im ersten Teil dieses Inputs an.
Im zweiten Teil {iberlegen wir uns dann noch, wie wir lineare Abbildungen fiir endlichdimensionale
Vektorrdume moglichst effizient darstellen kénnen. So kommen wir zur Darstellungsmatrix einer
linearen Abbildung, die jedoch von der Wahl der Basen der jeweiligen Vektorrdume abhéangt.

Definition 3.1 (Lineare Abbildung)

Eine Abbildung F: V. — W zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W heifst K-linear (bzw. nur linear
oder Homomorphismus von K-Vektorriumen), genau dann, wenn

L1 F(v +w) = F(v) + F(w),
L2 F(Av) = AF(v)

fur allev, w € V und alle A € K.

Beide Bedingungen kénnen auch zu einer einzigen zusammengefasst werden.

Satz 3.2
Eine Abbildung F: V — W zwischen zwei K-Vektorraumen V und W ist genau dann K-linear, wenn
F(Av + yw) = AF(v) + uF(w)

furallev,w € Vund A, u € K.

Fiir besondere Arten von linearen Abbildungen werden in der Regel eigene Bezeichnungen verwen-
det. Diese fithren wir in der folgenden Definition ein.

Definition 3.3

Eine lineare Abbildung F: V — W heifst
* Isomorphismus, wenn F bijektiv ist

* Endomorphismus, wennV =W,

* Automorphismus, wenn V = W und F bijektiv ist.
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Aus der Definition einer linearen Abbildung ergeben sich unmittelbar mehrere wichtige Eigenschaf-
ten.

Satz3.4
Ist F: V — W linear, so gilt:

a) F(0)=0und F(v —w) = F(v) — F(w)

b) F(Av1 +...+Au0,) = A F(v1) + ...+ Ay F(vy)

¢) Sind vy,...,v, in V linear abhédngig, so sind F(v1), ..., F(v,) in W linear abhangig.

d) Sind F(v1), ..., F(v,) in W linear unabhingig, dann sind v, ..., v, in V linear unabhangig.

Achtung: Die Umkehrung von d) gilt im Allgemeinen nicht! Betrachte dafiir z. B. die lineare
Abbildung F, die jeden Vektor auf 0 abbildet — in diesem Fall sind Bilder linear unabhingiger
Vektoren linear abhingig.

e) Sind V/ € V und W’ € W Untervektorraume, dann sind auch F(V’) € W und F"}(W’) ¢ V
Untervektorrdume.

f) dimF(V) < dimV

g) Ist F ein Isomorphismus, so ist auch F~': W — V linear und es gilt dim W = dim V

Lineare Abbildungen kénnen wir andere Abbildungen auch passend miteinander verkniipft werden.
Dabei bleiben die beiden charakteristischen Eigenschaften erhalten.

Satz 3.5

Es seien U, V, W Vektorraume und G: U — V und F: V — W lineare Abbildungen. Dann ist auch
FoG: U — W linear.

Satz 3.6

Es seien V und W K-Vektorraume. Dann ist die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W,
man bezeichnet diese auch mit Homg(V, W), ein Vektorraum. Insbesondere sind fiir A, u € K und
F,G € Homg(V, W) auch die Abbildungen AF + uG linear.

Wir betrachten nun noch zwei besondere Mengen, die wir oft untersuchen, wenn wir uns mit linearen
Abbildungen beschiftigen.

Definition 3.7 (Bild und Kern)

Essei F: V — W eine lineare Abbildung. Dann nennen wir

e Im(F) =F(V)={weW |3veV:F(v)=w}das Bild von F.
e Ker(F) := F'({0}) = {v € V| F(v) = 0} den Kern von F.
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Bild und Kern besitzen einige schéne Eigenschaften, die uns bei der Untersuchung linearer Abbil-
dungen helfen kénnen.

Satz 3.8
Essei F: V — W linear. Dann gilt:

a) Im(F) € W und Ker(F) C V sind Untervektorraume.
b) F surjektiv & Im(F) = W.

¢) F injektiv & Ker(F) = {0}.

d) Ist F injektiv und sind vy, ..., v, € V linear unabhdngig, so sind auch die Bilder
F(v1),...,F(v,) linear unabhéngig.

Eine besonders wichtige Zahl fiir eine lineare Abbildung ist die Dimension ihres Bildes.

Definition 3.9 (Rang einer linearen Abbildung)
Essei F: V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von F ist definiert als

rang(F) := dim(Im(F)).

Kern und Bild einer linearen Abbildung konnen uns auch mit Blick auf die Dimension des Vektor-
raums V helfen, sofern dieser endlichdimensional ist. Wie genau, verrdt uns die folgende Dimensi-
onsformel.

Satz 3.10 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)
Essei F: V. — W und V sei endlichdimensional, d.h. dim V' < co. Dann gilt:
dim V = dim Im(F) + dim Ker(F).
Sind Basen (v1, . .., vx) von Ker(F) und (w1, ..., w,) von Im(F) sowie beliebige Vektoren
u; € FYw), ..., u, € FY(w,)

gegeben, so ist
B:=(uy,...,u,01,...,0k)

eine Basis von V.

Als unmittelbare Schlussfolgerungen aus der Dimensionsformel ergeben sich die folgenden.
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Satz3.11

a) Zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorraumen V und W gibt es genau dann einen Iso-
morphismus, wenn dim V' = dim W.

b) SeidimV =dimW < cound F: V — W linear. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
i) F injektiv
ii) F surjektiv

iii) F bijektiv

Lineare Abbildungen sind noch wegen einer anderen Eigenschaft besonders schon. Wir konnen sie
durch vergleichsweise wenige Vorgaben festlegen. Wie genau das funktioniert bzw. welche Vorgaben
ausreichend sind, sagt uns der néchste Satz.

Satz 3.12 (Erzeugung linearer Abbildungen)

Gegeben seien endlichdimensionale Vektorrdume V und W sowie Vektoren vy,...,v, € V und
w1, ..., w, € W. Dann gilt:

a) Sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhédngig, dann gibt es mindestens eine lineare Abbildung

F:V—>W mit F(v)=w; fur i=1,...,r.

b) Ist vy, ..., v, eine Basis von V, so gibt es genau eine lineare Abbildung
F:V—>W mit F(v;))=w; fur i=1,...,r.
Diese Abbildung F hat folgende Eigenschaften:

a) Im(F) = span(wy, ..., w;)

b) F injektiv & wy, ..., w, linear unabhingig

Um das Arbeiten mit linearen Abbildungen von endlichdimensionalen Vektorraumen zu vereinfa-
chen, ist es oftmals hilfreich, statt der linearen Abbildung eine Matrix zu untersuchen. Wir iiberlegen
uns daher im Folgenden, wie wir eine lineare Abbildung in eine Matrix iibersetzen.

Satz 3.13 (Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung)
Gegeben seien die K-Vektorraume
V  mitder Basis A = (v1,...,0,)

und
W mitder Basis B = (wq,...,wy).

Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung F: V' — W genau eine Matrix Mﬁ (F) = (ajj) in der Menge
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Mat(m X n;K) derart, dass

m
P(Uj)zzaijwi fur j=1,...,n.
i=1

Man bezeichnet Mg (F) als die Matrix, die F beziiglich der Basen A und 8 darstellt.

Wir erhalten die darstellende Matrix einer linearen Abbildung beziiglich zweier Basen demnach,
indem wir die Bilder der Basisvektoren von V in der Basis von W darstellen und die so erhaltenen
(eindeutigen) Koeffizienten als Spalten in eine Matrix schreiben.

Wir kénnen die Darstellungsmatrix auch transformieren, falls wir die Darstellung einer linearen Ab-
bildung beziiglich anderer Basen betrachten wollen. Um besser zu verstehen, wie wir dabei vorgehen,
bendtigen wir zundchst eine weitere Definition.

Definition 3.14 (Koordinatenabbildung)

Es sei V ein K-Vektorraum mit Basis A = (vy, ..., v,). Dann gibt es genau einen Isomorphismus
Oq: K" >V mit Pej)=v; fir j=1,...,n,

wobei (e1, .. ., e,) die kanonische Basis von K" bezeichnet.

D4 heifst Koordinatenabbildung.

Mithilfe der Koordinatenabbildung kénnen wir nun das folgende Diagramm betrachten und darin
auch die darstellende Matrix von F beziiglich der Basen A und 8 von V bzw. W entdecken.

1% L) W
ST
n Km
MZ(F)

Dieses Diagramm koénnen wir wie folgt lesen. Anstatt fiir einen Vektor v € V das Bild unter F, also F(v)
zu bestimmen, konnen wir ®g o Mg o @;}(U) ermitteln. Auf den ersten Blick mag das nicht deutlich
einfacher aussehen, gerade wenn wir schéne Basen A und 8 vorliegen haben, ist es vergleichsweise
einfach, die Bilder unter den beiden Koordinatenabbildungen zu ermitteln.

Nehmen wir an, wir haben die darstellende Matrix einer linearen Abbildung F: V' — W beziiglich
der Basen A und B von V bzw. W gegeben, mochten diese aber beziiglich anderer Basen A’ und
B’ darstellen. Dann benétigen wir einen sogenannten Basiswechsel, den wir ebenfalls mithilfe von
Matrizen darstellen kénnen.

Satz 3.15 (Basiswechsel)

Es sei V ein K-Vektorraum mit zwei Basen

A=(v1,...,0y) und A = (uy,...,uy).
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Dann hat jeder Vektor v; eine eindeutige Darstellung

n
vj = Z sijui mit  sjj € K.
i=1

Die Matrix T;‘/ = (sjj) ist invertierbar und heif3t Transformationsmatrix des Basiswechsels von A nach
A

Achtung: Manchmal sind in der Bezeichnung fiir die Transformationsmatrix die Basen im Index
und Exponenten auch genau vertauscht. Manchmal werden aber auch ganz andere Bezeichnungen
eingefiihrt, wie etwa in Herbst 2019, Thema 3, Aufgabe 4.

Fiir die zu T;" inverse Matrix gilt
V-1
T = (T3

Insbesondere gibt es einen Zusammenhang zwischen der Transformationsmatrix und den Koordina-
tenabbildungen.

Satz 3.16

Sind A und A’ zwei endliche Basen eines Vektorraums V, dann gilt:

T =, 0 Dyn.

Einen Basiswechsel kénnen wir auch fiir beide Vektorraume vornehmen. Dann gilt:

Satz 3.17

Ist F: V — W eine lineare Abbildung und sind A, A’ Basen von V sowie 8, 8’ Basen von W, dann
gilt fiir die beteiligten Matrizen

MZ.(F) =T} - M5(F) - T

Diesen Zusammenhang zwischen den beiden darstellenden Matrizen konnen wir uns wieder mithilfe
eines Diagramms veranschaulichen.

B/
- M, (F) o

AN

A
T,

~

K)’l

\
4
cp;,
D g0
F B’
Vv—W Tg
-1
\7 y
\
4

Km

MZ(F)
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Darstellende Matrizen sind oft hilfreich, wenn wir die Dimension des Kerns oder des Bildes einer
linearen Abbildung bestimmen sollen. Dafiir gilt der folgende Satz.

Satz 3.18

Gegeben sind die endlichdimensionalen K-Vektorrdaume V und W mit Basen A und 8, eine lineare

Abbildung F: V — W sowie die darstellende Matrix Mg (F) von F beziiglich der Basen ‘A und 8.
Dann gilt:

e dim(Kern(F)) = dim(Kern(Mg(F )
* rang(F) = dim(Im(F)) = rang(Mg(F))
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H24 -T2 - A4

Wabhr oder falsch: Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen.

a) Fiiralle n € N, n > 2 bildet die Teilmenge aller Matrizen A € R"™*", die der Gleichung A> + A =0
gentiigen, einen Untervektorraum des R™*".

b) Es gibt lineare Abbildungen f: R® — R3 mit Kern(f) = Bild(f).

c) Seien f, g: R> — R? zwei lineare Abbildungen mit f o ¢ = 0und g o f = 0. Dann ist f = 0 oder
g=0.

Losungsvorschlag
a) Falsch.
Firn =2 und
_ (-1 0
w79
folgt
M?2+M=0 aber (2M)*>+ (2M) = (3 8) # 0.

Somit ist die gegebene Teilmenge, wir bezeichnen sie mit U, beziiglich der Skalarmultiplikation
nicht abgeschlossen, denn M € U, aber 2M ¢ U, und folglich U kein Untervektorraum des R2X2,

Im Allgemeinen kénnen wir zumindest misstrauisch werden, wenn im Term einer linearen Ab-
bildung das Quadrat eines Arguments vorkommt.

b) Falsch.

Angenommen es gidbe eine solche lineare Abbildung f, dann gilt mit der Dimensionsformel
wegen dim Kern(f) = dim Bild(f):

dimR? = dim Kern(f) + dimBild(f) ¢ 3 =2-dimKern(f)

&  dimKern(f) = g ¢ N Widerspruch!

¢) Falsch.

Seien

fZRZHRz,(;C)I—)

(0)=(o o) wa s o= () G = (0 )0

die Projektion auf die x- bzw. y-Achse. Offensichtlich gilt f # 0 # g, aber

(fog) (;) =f (3) = (8) fur alle (;) eR? und (gof) (;) =g (g) = (8) fur alle (;) € R?,

also fog=0=gof.
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H24 -T3 - A2

Fiir die Matrix
0111
A=|1 0 1 1|eR™
1101
werde die zugehorige lineare Abbildung
fFiRY SR, fx)=A-x,

betrachtet.

a) Zeigen Sie, dass f: R* — R3 surjektiv ist, und bestimmen Sie eine Basis des Kerns von f.

b) Bestimmen Sie eine Basis b1, ba, bz, by von R* und eine Basis ¢, ¢2, c3 von R3, so dass f: R* - R3
beziiglich dieser Basis die darstellende Matrix

1000
M=|0 1 0 0|eR>™
0010
besitzt.

c) Entscheiden Sie, ob es eine Basis b7, b}, b}, b; von R3 und eine Basis €1, Ch, €5 von R3 gibt, so dass
f: R* - R3 beziiglich dieser Basen die darstellende Matrix

1 -1 0 0
M=|l0 1 -1 0|er>
-1 0 1 0

besitzt, und begriinden Sie die Entscheidung.

Losungsvorschlag

a) Esist dimIm (f) = rang(A), das heifit, f ist genau dann surjektiv, wenn rang(A) = dimR?® = 3
gilt. Uberfiihre A also in Zeilenstufenform, um ihren Rang zu ermitteln.

0111 01 1 1 1011
Z3-71 Z1Z
1011l ~»~» 110 1 1| w0111

110 1/%2%\0 0 —2 -1/"%\0 0 2 1

Es ist zu erkennen, dass rang (A) = 3 gilt, das heift, f ist surjektiv. Aus der Zeilenstufenform
konnen wir zudem ker(f) ablesen. Es gilt:

X4 = —2X3 X3 1

X
Xp = —X3 — X4 = X3 (=4 ker(f)= xz x3 €R =< 1 >,
X1 =—X3— X4 = X3 —2x3 -2

das heif3t insbesondere, dass durch v := (1,1, 1, -2)" € R?* eine Basis des Kerns von f gegeben ist.

b) Es bezeichne e, ey, €3, e4 die Standardbasis von R*. Definiere b; := e; und ¢; := f(bi) = f(e;) fur
i=1,2,3 sowie by == 7.
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Offensichtlich ist by, by, b3, by eine Basis von R*, denn die vier Vektoren sind linear unabhingig,
da rang ( b1 by bz by ) =4 und dimR* = 4. Analog ist ¢y, c2, c3 eine Basis von R3, denn

s

rang

N

11
01
10

o = O

1 1
rang| 0 1|=3 und dimR®=3.
0 2

Da
f(b1)=1-c1+0-c2+0-c3, f(b2) =0-c1+1-c2+0-c3,
f(b3)=0-c1+0-c2+1-¢c3, und f(b4)a:)O-C1+0-C2+O-C3=O
hat f beziiglich der beiden Basen M als darstellende Matrix.

¢) Nein, solche Basen existieren nicht. Denn angenommen, sie wiirden existieren, dann miisste
wegen f surjektiv insbesondere auch rang (M’) = dimIm (f) = 3 gelten. Wegen

1 -1 0 0 1 -1 0 0
0 1 -1 0|50 1 -1 0
1 0 1 0o/®%\0 0 0 0

ist jedoch rang (M’) =2 # 3.
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F24 -T1-A2

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Ist V ein endlich dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n > 2, so gibt es fiir alle Untervek-
torraume W C V genau einen Untervektorraum U mit

V=Wel.

b) Ist A eine reelle Matrix, so gilt: A =0 & ATA =0.

¢) Fir x,y € R seien

y

0 -1 y
Alx,y)=|0 «x 0
1 0

0, Bly) =
y -1
Dann ist folgende Abbildung linear:

FiR? SR, (;) > det(A(x, y)B(y)™).

Losungsvorschlag

a) Die Aussage ist falsch, da U im Allgemeinen nicht eindeutig ist. Betrachtez.B. V = R>und W = (e;)
mit e; dem ersten Einheitsvektor. Dann gilt fiir U := (ep) und U’ := (e; + e2) offensichtlich

U#U', aber WolU=R*=Wel"
Folglich ist der Untervektorraum nicht eindeutig bestimmt.

b) Esseien m,n € Nmit A € Mat(m X n;R) und A = (a;j).

Damit gilt ATA € Mat(n x n;R) mit ATA = (b;;). Nach Definition der Matrizenmultiplikation
folgt

m
bij = Z aki - agj fir1 <i,j <n (In AT entsprechen die Zeilen gerade den Spalten von A.)
k=1
» =" Wenn A = (a;;) = 0 folgt unmittelbar ATA=0
e ATA=0
= bjj=0firallel1 <i,j<n
m
= bj; :Zaij =0ftrallel<j<n
k=1
= Daa;; € R: aiijfﬁrallels k<mund1<j<n
=arj=0flrallel<k<mund1<j<n
=A=0

¢) Bestimme det (A (x,y)-B (y)_l). Wegen der Regeln zum Rechnen mit der Determinante folgt:
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det (4 (x, ) B(y)”!) = det (4 () et (B (5)”") 2

(x)
:x.(y2+1).ﬁ=x

(*) Entwicklung fiir A und B jeweils nach der 2. Spalte

Also zu zeigen: f : R2 > R, (;) > x linear
1) Seien (;) , (;z) € R2.
Pl (D) = () =022 = () = £

2) Seien A € R, (;) € R2.

LD = () = =27 (G)

Somit ist f linear.

:x-det(

X2
Y2

y
1

)

) -detis o)
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F24 -T2 -A2

Essei P: R? — R3 eine Projektion, also eine lineare Abbildung, die
PoP=P
erfiillt.

a) Zeigen Sie
P(y)=y
fiir alle y € Bild(P) = {P(x): x € R3}.

b) Geben Sie die Darstellungsmatrix (bzgl. der kanonischen Basis (e1, €2, €3)) derjenigen Projektion

an, die
X1 1 2
Bild(P) = {(Xz eR3: x—2x3= O} und P((l)) = (2)
X3 1 1
erfillt.
Losungsvorschlag

a) Esseiy € Bild(P), das heif3t, es gibt x € R®> mit y = P(x). Da P nach Voraussetzung eine Projektion
ist, folgt unmittelbar:

P(y) = P (P(x)) = (P o P)(x) = P(x) = y.

b) Gemif Teilaufgabe a) wissen wir, dass P(y) = y fir alle y € Bild(P). Wir bestimmen also eine
Basis von Bild(P) und koénnen fiir diese direkt die Bilder angeben. Wir sehen direkt, dass es sich

2\ (0
1/ \0
um eine Basis von Bild(P) handelt. Weiterhin ist offensichtlich, dass
2\ [0\ (1
B:=412],11], |1
1/ \0/ \1
eine Basis von R3 bildet. Beziiglich dieser Basis besitzt P die darstellende Matrix

1 1
M :=|0 0].
0 0

Um die gesuchte Darstellungsmatrix beziiglich der kanonischen Basis & zu erhalten, miissen wir
noch mit der Basistauschmatrix

S = O

2 01 1 1 0 -1
§=[2 1 1| baw TZ=(15) =1 1 0
1 01 -1 0 2
multiplizieren. So erhalten wir die Darstellungsmatrix

101\ (1 0 -1y (201 (0 01 (0 0 2
T5-M-Tg=T5-|0 1 0|-|-1 1 0|=[|2 1 1|-|-1 1 0|=(-1 1 2|.
000 \-10o 2/ \1to1/\o 00 \0 01
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Den ersten Vektor in 87 wihlen wir, da wir dann das Bild des dritten Basisvektors in 8 einfach
als Linearkombination von Vektoren in B darstellen konnen. Héatten wir in 87 einen anderen
Basisvektor gewdhlt, wére es notwendig gewesen,

-

als eine Linearkombination der Basis von R® darzustellen, die wir stattdessen gewéhlt haben.

) - B0

hétten wir dann wegen
1 2 2 0 1
p((1)>: (2) :1-(0)+2- (1) ro. (1)
1 1 1 0 1

die folgende Darstellungsmatrix beztiglich 8 erhalten:

1
M=|0
0

O = O
oON =
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F24-T3-A3

Es sei

0
1
0

o O =

0
S=|0
1

a) Zeigen Sie, dass U ein Unterraum von R3*3 jst.

) eR¥™ und U={AecR¥>|A=5AS}.

b) Bestimmen Sie die Dimension von U.

¢) Bestimmen Sie den Rang der linearen Abbildung

f: R 5 R A A-SAS.

Losungsvorschlag

a) 1. Offensichtlich ist 0 € U, das heifst, U # 0.
2. Seien A, B € U, das heifit, A = SASund B = SBS. Zeige: A+ B e U.
A+B=SAS+SBS=(SA+SB)-S=S-(A+B)-S = A+Bel.
3. Seil e Rund A € U, das heifst A = SAS. Zeige: AA € U.
AA = ASAS =S(AA)S = AAel

= U C R¥3 ist ein Untervektorraum

b) Essei A := (aij)lsi,jSS el

a3 42 4an as3 daszp 4z
© A=SAS=S-|ax3 axp axn|=|a3 ax» an
as3 asp 4asy a3 412 an

c b

10 0\ (0 1 0\/0 01\ /OO0 0 /0 0O

Alsofolgtll:<000,000,000,101,010>
0 01)\01 0/ \1 00/ \0 00 \0O OO
5.

und somit dim U =

a b ¢
S A=|d e d|mita,b,c,d,e eR
a

¢) f ist nach Aufgabenstellung linear.
Weiter stellen wir fest, dass ker(f) = {A eR¥3| f(A) = O} =U.

Mit der Dimensionsformel folgt nun:
dim (R*?®) = dim ker(f) + dimIm (f) .

Also insgesamt

rang (f) = dimIm (f) = dim (R¥?) — dim ker(f) D9 _5=-4,
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H23 -T2 -A3

Bestimmen Sie in den folgenden zwei Fillen, ob es eine lineare Abbildung f: R* — R® mit den
angegebenen Eigenschaften gibt, und bestimmen Sie gegebenenfalls die darstellende Matrix von f in
Bezug zur Standardbasis.

o Q)
ool B -

Losungsvorschlag

a) Angenommen es gibt eine lineare Abbildung f mit den angegebenen Eigenschaften, dann gilt:

L AGH ARG =ACDAC) R G-

Dies ist ein Widerspruch, das heifit, es existiert keine solche Abbildung f.

b) Zeige, dass die drei Argumente linear unabhéngig und damit wegen dim R3 = 3 eine Basis von
R3 sind. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f mit den gegebenen Eigenschaften.

Schreibe die Argumente als Zeilen einer Matrix A und zeige, dass diese vollen Rang besitzt.
Genau dann sind die drei Vektoren linear unabhingig. Sei also

Dann gilt:
(#)
det(A) =(-1)+2+6-4-3+1=1#0 & rang(A)=3

also sind die Zeilenvektoren von A linear unabhingig.

1 -1 1
Es bezeichnen A = {( 2 ) , ( 1 ) , ( 3 )} und B := {e1, €5, e3} Basen von R? (8 ist die Standard-

-1 1 -1
basis)

Aus der Angabe folgt unmittelbar

3 -1 1
Mﬁ(f)_(1 1 1).
3 0 2

Fiir die Basiswechselmatrix von 8 nach A gilt zudem:

P N T T o e
Tﬂ:(TB) =2 1 3| = d-1 0 1| =[-1 0o -1|,
B A - detH

-7 -1 5 3 1 5
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wobei det H = det (HT) = detA LY

Insgesamt ergibt sich damit

MZ(f) = M5(f) - T;] :(

W = W

-1

1
0

1
1
2

)

-4
-1
3

-1
0
1

-7
-1
5

A

-8
-2
-6

=2
0
-1

=15
-3
-11

|
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H23 -T3 -A2

Im R-Vektorraum R* seien die Vektoren
1

U1 =

gegeben; ferner bezeichne
W = span{vy, 03, v3} € R?

den von v1, v;, U3 erzeugten Untervektorraum von R*.

a) Zeigen Sie, dass v1, v, v3, v4 eine Basis von R# ist, und stellen Sie vs5 als Linearkombination von
U1, V2,03, 04 dat.

b) Essei f: R* > W diejenige lineare Abbildung, die beztiglich der Basis v1, v, v3, v4 von R* und
der Basis v1, v, v3 von W die darstellende Matrix

M =

S O =

110
01 1|er®
000

besitzt. Bestimmen Sie f(vs).

c) Bestimmen Sie fiir die lineare Abbildung f: R* — W aus Teilaufgabe b) eine Basis von Kern(f)
und eine Basis von Bild(f).

Losungsvorschlag

a) DadimR* =4 geniigt es zu zeigen, dass v1, U2, U3, v4 linear unabhéngig.

ISERS

Definiere A als die Matrix, mit v1, ..., v4 als Zeilen, also A =

SIS
Ll e SIS e

Esgilt: rang(A) =4 & v1, 02,03, 04 linear unabhingig.

1011 10 1 1 10 1 1 10 1 1
a_|0 11 Hzzzfo 11 1 |zgz|0 1 1 1 |z2s(0 11 1
1110|zoz(01 0 -1|z-z|0 0 -1 -2 00 -1 -2
1101 01 -1 0 00 -2 -1 00 0 3

Folglich gilt rang (A) = 4.

Seien nun A1, Ay, A3, A4 € Rmit vs5 = Ajv1 + A202 + A303 + A404. Wir 16sen das zugehorige lineare
Gleichungssystem, um die Koeffizienten A, ..., A4 zu bestimmen.

1 01 1|6 10 1 1|6 10 1 11]6
01 1 1(1 Zy~Za 01 1 1|1 Zy-Z2 01 1 1]1
11100 |z201 0 -1|-6 |z, 200 -1 -2|-7
110 1|5 01 -1 0|-1 0 0 -2 -1|-2
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b)

10 1 1|6 A = 3
Z4éZs 01 1 111 o Ay = =2
00 -1 -2|-7 Az = -1
00 0 3|12 Ay = 4
Aus Teilaufgabe a) wissen wir, dass vs = 3v1 — 20, — v3 + 4v4. Da M die darstellende Matrix

beziiglich der geordneten Basen (v1,v2,v3,v4) und (v1,v2,v3) von R* beziehungsweise W ist,
berechnet sich der Koordinatenvektor von f(vs) beziiglich der Basis (v, v3, v3) durch

AN
M- =13].
-1 0
4
Damit folgt f (vs) =0-v1+3-0v2+0-v3 =30,
M ist die darstellende Matrix von f beziiglich der geordneten Basen (v1, v, v3, v4) von R* und
(v1,v2,v3) von W.

Wenn wir also ker M und Im (M) bestimmen, erhalten wir die zu den Basen gehérenden Mengen
von Koordinatenvektoren und damit ker(f) und Im (f).

—X2— X3 -1\ (-1

— 4 cx =0l = x2 _ _[l1 0
ker(M)—{xeRlM x—O}— s : x2,x3€R —< oIl 1 >

—X3 0/ \-1

Damit folgt mit der obigen [jberlegung
ker(f) =(v2 — 01,03 — U1 — V4) .

Behauptung: {v, — v1,v3 — v1 — v4} ist eine Basis von ker(f)

Dafiir geniigt es die lineare Unabhingigkeit zu beweisen, da die Menge offensichtlich ein Erzeu-
gendensystem von (v — v1,v3 — 01 — v4) bildet.

Seien also A, p € Rmit A (v2 — v1) + p (v3 — v1 — v4) = 0. Dann folgt
(-A—p)or+ Aoy +pvz—poa=0 = (-A-p=A=pu=-u=0 = A=p=0,
da v1,v3, v3, v4 linear unabhéngig.

Offensichtlich gilt Im (M) = {M ‘x| xe R4} = (e1, e2). Damit folgt wieder mit der obigen Uber-
legung zum Zusammenhang von Im (M) und Im (f):

Im (f) = (v1,02).
Da v und v; nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, ist {v1, v2} offensichtlich eine Basis von

Tipp: Kontrolle mit der Dimensionsformel:

dimR* = dim ker(f) + dim Im (f)
4=2+2 V



56 3 Lineare Abbildungen

F23-T1-A2

Essein € Nund V ein Vektorraum mit dim V' = 2n. Weiter sei F : V — V eine lineare Abbildung mit
dim(Bild(F) + Kern(F)) = n.

Beweisen Sie, dass dann Bild(F) = Kern(F) gilt.

Losungsvorschlag

Nach Dimensionsformel gilt:
2n =dimV = dimker(F) + dimIm (F) und #n = dim (ker(F) + dimIm (F)).
Insgesamt erhalten wir also

n = dim (ker(F) + dim Im (F))
= dim ker(F) + dim Im (F) — dim (ker(F) N Im (F))

=2n
& n = dim (ker(F) N Im (F))

Da
Im (F) , ker(F) € ker(F) + Im (F)

folgt
dimIm(F) <n und dimker(F) < n.

Da auflerdem
ker(F) NIm (F) C ker(F) und ker(F) NIm (F) C Im (F)

folgt mit
dimker(F)NIm(F) =n

direkt
ker(F) = ker(F) N Im (F) = Im (F).
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F23-T2-A3

Gegeben sei die relle 4 X 4-Matrix

W O O
SON =

3
4
ol
2400

Weiter bezeichne Pols den reellen Vektorraum aller reellen Polynome in der Variablen X vom Grad
< 3. Bekanntlich ist
=(lo oo o] 5)fo 1)
0 0/7\0 0f"\1 0/7\0 1

C=(x%Xx"Xx%X%

eine Basis von R?*2 und

eine Basis von Pols.

a) Essei f: Pol; — R?*? diejenige lineare Abbildung, deren Darstellungsmatrix bzgl. der Basen C
und B die Matrix M ist. Geben Sie f(a3X> + a,X? + a1 X + ag) (fiir ag, a1, a2, a3 € R) konkret an.

b) Es sei g: R®? — Pol; diejenige lineare Abbildung, deren Darstellungsmatrix bzgl. der Basen B

und C die Matrix M ist. Geben Sie g((i b)) (fira, b, c,d € R) konkret an.

d
1 1 0 0
c) EsistD = L=t |0 eine Basis von R*.
oj"to {11
0 0 1/ \-1

(Dies darf ohne Beweis verwendet werden.)

Es sei h: R* — R* derjenige Endomorphismus, dessen Darstellungsmatrix bzgl. der Basis D die
Matrix M ist. Geben Sie h(x) fir

X1
X2 4
X = € R* konkret an.
X3
X4
Losungsvorschlag

a) Der Koordinatenvektor des Polynoms a3 X> + axX? + a1 X + a¢ beziiglich der Basis C ist gegeben
durch
ol = (ag, a1, az, a3)T .
Um den Koordinatenvektor von f (a3X3 + X2+ m X + so) beziiglich B zu erhalten, berechnen
wir
M -v = (ay +as, 2a; +4as, ag + 3a1, 2ap + 4a1)T.

Durch Ubersetzen des Koordinatenvektors beziiglich der Basis B erhalten wir damit

a» +as 2ap +4as

3 2 =
f(a3X® + axX* + ;X + s0) = ap +3a1 2ag +4a;

b) Der Koordinatenvektor von (LCZ Z) beziiglich der Basis B ist w’ == (a,b,c,d)T.
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Wir bestimmen zunéchst wieder den Koordinatenvektor des Bildes unter der Abbildung g und
berechnen dafiir
M-w=(c+3d,2c+4d,a +3b,2a +4b)T.

Damit ergibt sich das Bild der Matrix unter g — analog zu Teilaufgabe a — durch Ubersetzen des
Koordinatenvektors beziiglich der Basis C. Somit folgt:

g(? Z) = (2a +4b) X3 + (a +3b) X% + (2¢ + 4b) X + (c +3d) .

¢) Bestimme zunichst den Koordinatenvektor von x beziiglich der Basis D. Seien also A1, A2, A3, A4 €
R mit

1 1 0 0

1 -1 0 0]
M 0 + Ay 0 + Az - 1 + Ag 1 =X

0 0 1 -1

Wir erhalten die eindeutig bestimmten Werte der Koeffizienten und damit den Koordinatenvektor,
indem wir das zugehdrige lineare Gleichungssystem 16sen. Somit folgt:

A1+ Ay = xq A =x1—-/A /\1:¥
X1—X: X1—X

A —Ar=xp Ay = 752 Ay = T2
And < X3+Xx

A3+ Ay =x3 A3 =x3— A4 Ay = Bfu
Az —Ag = x4 Ay = _x3£x4 Ay = X3£x4

Der Koordinatenvektor von x beziiglich D ist also gegeben durch

T . (x1+x2 X1 — X2 X3+ X4 X3—X4)T
2 7 2 7 2 7 2

Der Koordinatenvektor von h(x) beztiglich der Basis D berechnet sich dann tiber

ZX3—X4 T
3x3—x
M-u= 3 4
2x1—xz
3X1—X4

Wir erhalten /(x) dann wieder durch Ubersetzen des Koordinatenvektors beziiglich der Basis D.
Somit folgt:

2Xx3 — X4 + (33(3 - X4) 5x3 —2x4
h(x) = 2x3—x4—(Bx3—x4) | _| —X3
2x1 — X + (3x1 - xz) 5x1 —2xp |

2x1 —x2 — (3x1 — x2) —x1
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F21-T1-A2

Es bezeichne P, den reellen Vektorraum aller rellen Polynome vom Grad < 2. Weiter sei a ein reeller
Parameter.

a)

b)

Ermitteln Sie diejenigen Werte fiir a € R, fiir die
(1+2X +X?%,aX + X%, a0+ X)

linear unabhingig ist.

Zeigen Sie, dass es fiir jedes a € R eine lineare Abbildung
@: Py — R¥?
gibt, die

(p(l+2X+X2)=(; i) (p(aX+X2):(§ ;) und (p(a+X)=((1) ;)

erfiillt. Bestimmen Sie alle a € R, fiir die diese lineare Abbildung eindeutig ist.

Losungsvorschlag

a)

b)

Seien a, 5,y € R mit
a(1+2X+X*)+BaX+X*)+y@a+X)=0
& (a+a-y)+Qa+p-a+y) X+ (a+p)X*=0

Durch einen Koeffizientenvergleich der beiden Polynome auf der linken und rechten Seite der
Gleichung erhalten wir das folgende lineare Gleichungssystem:

! + ay = 0
20 + ap + y =0
a + B =0

Suche also Werte von g, fiir die das homogene lineare Gleichungssystem nur die triviale Losung
(a,B,7) =(0,0,0) besitzt und damit eindeutig losbar ist:

1 0 a 0 -1 a 0 -1 a
Zo-27 Zy+(a-2)Z

2 4 1150 a—2 1|77 [0 0 (a-1p

11 0/%%\1 1 o0 1 1 0

Die Koeffizientenmatrix besitzt nur fiir 2 # 1 vollen Rang. Daher ist das homogene lineare
Gleichungssystem genau fiir 2 # 1 eindeutig 16sbar mit « = § = y = 0. Das heifst, die Menge ist
fiir a # 1 linear unabhéngig.

Da dimP; = 3 ist {1 + 2X + X?,aX + X?,a + X} fiir a # 1 eine Basis von P,. Damit gibt es
fiir a # 1 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ mit den gewiinschten Bildern fiir die
Basisvektoren.

Fiira = 1ist {1+2X + X2, X + X?,1 + X} linear abhéngig und 1 + 2X + X? = (X + X?) + (1 + X).
Wir tiberlegen uns nun, dass es fiir 2 = 1 unendlich viele lineare Abbildungen gibt, die die
drei Gleichungen erfiillen. Dafiir geben wir zunéchst Bilder einer neuen Basis an und zeigen im
Nachgang, dass die so konstruierten Abbildungen die gegebenen Gleichungen erfiillen.
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Offensichtlich ist {1 + 2X + X2 X + XZ,XZ} linear unabhédngig und damit eine Basis von P;.
Insbesondere gibt es dann fiir jedes C € R¥2 eine eindeutig bestimmte lineare Abbildun

g ) g g
@pc: Py —> RP2 mit

12 11
(pc(1+2X+X2)=(3 4), (pc(X+X2)=(2 2)' pc(X?)=C

Fiir diese Abbildung ¢c gilt aufserdem:

@c linear

pc1+X)=pc (1+2X+X?) - (X+X?)) " = ¢c(1+2X +X?) - ¢c (X +X?)

-3 32 2= (7 2)

Damit erfiillt fiir 2 = 1 jede lineare Abbildung ¢c die gewiinschten Eigenschaften. Da es in
R?*2 mindestens zwei unterschiedliche Elemente C und C’ gibt, existieren auch zugehérige,
voneinander verschiedene lineare Abbildungen ¢¢c und ¢c'. Damit ist die Existenz einer linearen
Abbildung, die die gegebenen Gleichungen erfiillt, belegt und die Eindeutigkeit widerlegt.
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F21-T2-A3

Gegeben seien lineare Abbildungen f: R3 - R% und q: R3 — R2. Weiter sei by, by, b3 eine Basis von

R3. Beweisen oder widerlegen Sie:
a) Es gibt ein x € R%\ {0}, so dass f(x) = g(x).
b) Gilt f(b1) = g(b1) und f(by) = g(by) und ist f(by), f(b2) eine Basis von R?, so ist f = g.
c) Haben sowohl Kern(f) als auch Kern(g) die Dimension 2, so gibt es ein x € R? \ {0} mit f(x) =
g(x) =0.
Losungsvorschlag
a) Wabhr.
f,g: R® > R?linear = f-g: R3— R?linear
f(x) = g(x) © 0= f(x) - g(x) = (f —~)x) & x e ker(f —g)
Nach Dimensionsformel gilt:
dimR? = dimker(f — ¢) + dimIm (f - g) = dimker(f —g) > 1
S—— —_—
=3 < dimR2 =2
Somit 3 x € ker(f — g) \ {0} und fiir dieses gilt (f — g)(x) =0 & f(x) = g(x)
b) Falsch.
Da by, by, bs eine Basis von R? bilden, gibt es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen f, ¢: R® —
R? mit
f)=e, fb2)=e, f(b3)=e
gb1)=e1, gb2)=e, g(bs3)=ce,
wobei e1, e; € R? die Vektoren der Standardbasis mit e; # e; bezeichnen.
Offensichtlich gelten f (b1) = g (b1) und f (b2) = g (b2), aber f # g, da f (b3) = e1 # ex = g (b3).
¢) Wabhr.

Es sind ker(f), ker(g) € R3. Da also ker(f) + ker(g) € R3 Untervektorraum, folgt mit der Dimen-
sionsformel:

3 =dimR3 > dim (ker(f) + ker(g)) = dimker(f) + dim ker(g) — dim (ker(f) N ker(g))
=2+ 2 —dim (ker(f) N ker(g))

= dim (ker(f) Nker(g)) > 1
= Jx € ker(f) Nker(g) mitx # 0
Fir dieses x gilt dann f(x) = g(x) = 0.
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F21-T3-A4

Sei V ein reeller Vektorraum und sei f: V — V eine lineare Abbildung. Fiir eine natiirliche Zahl
n € N\ {0} setzen wir f* = fo fo...of. Ferner definieren wir f° := id, wobei id: V — V die
—————
n-mal

Identitdtsabbildung ist.
a) Zeigen Sie: Ist f injektiv, dann gilt Kern(f") = {0} fiir alle n € N.

b) Sein € N und sei v € Kern(f"*!) mit v ¢ Kern(f"). Zeigen Sie:
Die Vektoren f°(v), f1(v), f2(v), ..., f"(v) sind linear unabhéngig.

Losungsvorschlag

a) Beweis per vollstandiger Induktion ~ Achtung: Nach Angabe gilt 0 € !
IA (n =0): ker (f°) = ker(id,) = {0} Vv
IS(n~ n+1): Essei f injektiv und ker (f") = {0} fiir n € N beliebig (IV)
Zeige: ker (f"*!) = {0}
Seiv € V mit f"*1(v) =0 & f" (f(v)) =0 & f(v) € ker (f") Yo

fgy v=0

Somit folgt ker (f"*1) = {0}
b) f°v), f1(v),..., f"(v) linear unabhingig
Seien Ag, A1,..., Ay € Rmitw = Aofo(v) + Alfl(v) + ...+ Anf"(v) =0.

Wir bemerken, dass f¥(v) = 0 fiir k > n + 1, da f¥ = f&=0+1 (£7+1(1)), wobei f"*1(v) = 0, denn
v € ker(f"*).

Damit gilt f* = fk-(1#D (fn+l(m)) = f=(1+1)(0). Und mit f™ linear fiir m € N erhalten wir
fk—(n+1)(0) =0.

Damit folgt 0 = 7(0) = f(w) 2 Aof"(0) + A f™ (@) + ... + Anf2(0) = Agf" (v)

= Ag =0, denn v ¢ ker (")

(*) Berticksichtige die Definition von w und die Tatsache, dass f" linear ist, da f linear ist.

Wir tiberlegen uns nun induktiv, dass wir wegen Ag = 0 auch Ay = ... = A, = 0 schlussfolgern
kénnen.
Haben wir gezeigt, dass Ao = A1 = ... = A;; = 0mit 0 < m < n (Induktionsvoraussetzung), dann

folgt (im Induktionsschritt):
0= £ (0) = £ D (@) = A1 f10) + Az f @)+ A f2D (@) = Ay f(0)

= Aps1 =0, denn v ¢ ker(f") #0
Induktiv folgt somit Ag = A1 = ... = A, = 0und damit f°(v), f}(v), ..., f*(v) linear unabhéngig.
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H20-T1 - A2

Wir betrachten den Vektorraum P; aller reellen Polynome in der Unbestimmten T und vom Grad
hochstens 3.

a) Bestimmen Sie die Dimension von

U:=span{2T° - T -1,T° + T? - 2T, T> - 3T +2,4T° + T> - 6T + 1} .

b) Gegeben sei die lineare Abbildung
f:Ps—>R,pp(D).

Beweisen Sie
U = Kern(f).

¢) Bestimmen Sie alle reellen Parameter-Werte A, fiir welche
CA-DT+ (A +2)T? + (A + )T + (-A = 3)

in U liegt.

Losungsvorschlag

a) Schreibe die Koordinatenvektoren der vier Polynome beziiglich der Basis {T°, T?,T!, 1} von P;
als Zeilen in eine Matrix und bestimme ihren Rang.

2 0 -1 -1 0 -2 3 -1 00 -3 3
11 -2 0|z22|1 1 =2 0|z+2z|(1 1 2 0
01 -3 2 |z%zl0 1 =3 2|z352(0 1 -3 2
41 -6 1 0 -3 2 1 00 -7 7

Die Matrix besitzt offensichtlich Rang 3 und daher dim U = 3.

b) Fiir p = X ist f(p) = 1 # 0. Daher folgt, dass Kern(f) # P3 und deshalb insbesondere
dim Kern(f) < 4 = dim Ps.

Da
f@RP-T-1)=f(T*+T*-2T)=f(T>*-3T+2) = f (4T°+T>-6T +1) =0

folgt U € Kern(f). Weil aufierdem

3 2 dimU < dimKern(f) <4 <& dimKern(f) =3

folgt damit direkt U = Kern(f)

¢) Das Polynom liegt fiir A € R genau dann in U, wenn es im Kern von f ist. Bilde es daher mit f ab
und suche A € R fiir die das Bild des Polynoms unter f Null ist. Es gilt

FA-DTP+ A +2)T* +(-A+ DT +(-A+3)) = 2A =1 + (A +2) + (<A + 1) + (-4 + 3)
=A+5
=0

genau dann, wenn A = 5. Das Polynom ist also nur fiir A = =5in U = Kern(f) enthalten.
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3 Lineare Abbildungen

H20 -T2 - A2

a)

b)

Man bestimme alle Parameter « € R, fiir welche die Matrix

M, =

o~ =
_ N -

1
0le R3X3
o

invertierbar ist, und berechne in diesen Fillen die zu M, inverse Matrix.

Gegeben seien die Vektoren
1 1 1
v1=|1|,v2=(2] und v3=|[0]eR3
0 1 -2
sowie 3 5 .
- - — 2
wl—(z),wz—(3) und ZU3—(2)ER.

Man zeige, dass es genau eine lineare Abbildung f: R® — R? mit

f(w1) =wi, f(v2)=w2 und f(v3)=w3

gibt, und bestimme die Matrix A € R?? mit f(x) = Ax fiir alle x € R.

Losungsvorschlag

a)

b)

Die Matrix M, ist genau dann invertierbar, wenn det (M,) # 0 gilt. Es ist
det(My)=2a+1-a=a+1#0

fir alle @« € R\ {1} und damit M, invertierbar fiir « # —1. Wir benutzen die bekannte Formel,
um die Inverse zu berechnen und erhalten so

200 a 1\ 20 a-1 =2

L1 1
a = 1 a-1 a 1 =13 a a -1
ati\ o 11 “\1 11

Zeige, dass v1, v2, v3 linear unabhéngig sind. Da dim R3 = 3ist v1, v3, v3 dann eine Basis. Folglich
gibt es eine eindeutig bestimmte, also genau eine lineare Abbildung f: R3 — R2 mit f (v;) = w;
furi=1,2,3.

Zeige: v1,v2, v3 linear unabhéngig

Seien A1,A2,A3 € R mit Ajv1 + Av2 + A3v3 = 0. Lose das entstehende homogene lineare Glei-
chungssystem mit Gaufs-Elimination

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Zr-73 VA S

1 2 0 ~ |01 -1|] »° |0 1 -1

01 -2 01 -2 0 0 -1

Wir lesen damit die Losungen A1 = A, = A3 = 0 ab, also v1, v, v3 linear unabhdngig und damit f
eindeutig wie oben dargestellt.

Bezeichnen B = {v1, v2, v3} sowie &3 = {ey, €2, €3}, beziehungsweise &, = {e1, e2} die Standard-
basen von R? beziehungsweise RZ mit den jeweiligen i-ten Einheitsvektoren e;.
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Die darstellende Matrix Mgz (f) von f beziiglich der Basen B beziehungsweise &, von R? bezie-
hungsweise R? ist gegeben durch

M%qr{ig 3

Gesucht ist A = MS;( f), das heifit die darstellende Matrix von f beziiglich & und &;. Wir
benétigen folglich die Basisaustauschmatrix T(ei . Diese ist gegeben durch

L1\t 42 1)\ (4 32
ng:(Tz‘?) =12 o) ==[3 2 1] =|2 2 -1
01 -2 o 1 g 101 -1

A= MZ(f)
= M2 (f)- T2

-1
= Mg(f)- (15?)
4 -3 2
§)~—2 2 -1
-1 1 -1
0
-1/

Damit folgt:

Il
—_
N W
W Q1

Il
—_
O =
NN
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H20-T2-A3

Im R-Vektorraum R%*2 der reellen 2 x 2 Matrizen mit der Standardbasis

10 0 1 0 0 0 0
=lo o)-2= o o) = 5o )

ist der von By, By, B3 aufgespannte Untervektorraum V C R2X2 gegeben. Ferner werde fiir die fest
gewdhlte Matrix
— 1 2 2%x2
A= (_2 3) eR

die Abbildung
f:V—oR¥>2, f(X)=AX+XTA

betrachtet; dabei bezeichnet XT die zu X € R%*2 transponierte Matrix.
a) Man zeige, dass f linear ist.

b) Man bestimme die darstellende Matrix M von f beziiglich der Basis By, By, B3 von V und der
Basis B1, By, B3, B4 von R¥<2.

¢) Man bestimme eine Basis von Kern(f) und eine Basis von Bild(f).

Losungsvorschlag

a) SeienA € Rund M,N € V.
i) Zeige: f(M + N) = f(M) + f(N)
f(M+N)=AM+N)+(M+N)TA=AM + AN + (M" +NT) A
=AM +AN + MTA+NTA=AM + MTA+ AN + NTA
= f(M) + f(N)
ii) Zeige: f(AM) = Af(M)

FAM) = AAM) + AM)TA 'S JAM + AMTA = A (AM + MTA) = Af(M)

= f ist linear

b) Bestimme f (B;),i = 1,2, 3 und stelle die Bilder in der Basis By, By, B3, B4 dar.

1 0 1 2 2 2
f(Bl): ) 0)+(0 0 =(_2 O)=2'B1+2'Bz+(—2)'Bg+O'B4
0 1 0 0 01
f(Bz): 0 _2)+(1 ) 2(1 0):0-31+1-Bz+1-B3+0-B4
2 0 -2 3 0 3
f(B3)= 3 O)-i—(o 0 2(3 0)20'B1+3'B2+3'33+O-B4
2 00
. e 2 1 3
Damit ergibt sich M = 5 1 3]
0 00
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c¢) Esgilt dimIm (f) = rang (M) und offensichtlich ist rang (M) = 2

Dass rang (M) = 2 gilt, sehen wir durch die lineare Abhédngigkeit der 2. und 3. Spalte, sowie die
lineare Unabhédngigkeit der 1. und 2. Spalte.

An den Eintrdgen in der ersten Zeile von M erkennen wir direkt, dass f (B1) und f (By) linear
unabhingig sind. Wegen dim Im (f) = rang (M) = 2ist daher f (B1), f (B2) eine Basis von Im (f).

Da By, By, B3, By eine Basis von R?*? ist, sind insbesondere auch By, By, B3 linear unabhingig und
damit dim V' = dim (B, By, B3) = 3. Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ergibt
sich:

dimKern(f) = dimV —dimIm (f) =3-2=1.

Da f linear folgt:
FGB-Bi=B3)=3-f(By) - f(B) 20 = 3-By—Bse ker(f)

Esist3- B, — B3 # 0 und daher 3 - B, — B3 linear unabhéngig. Da auflerdem dim ker(f) = 1 bildet
der linear unabhingige Vektor 3 - B, — B3 eine Basis von Kern(f).
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3 Lineare Abbildungen

H20-T3 -Al

Es sei U := span{vy, ..

Weiter seien

und

., v4} ein Untervektorraum des R* mit

1 1 1 1
U1 = 1 vy = 0 U3 = 0 Uy = 1
1 1 , U2 0 A%C) 1 s V4 2 .

1 1 0 0
Us :={(x1,...,x3)7 | x1+x3=0} CR?

u:.=u;nU,.

a) Bestimmen Sie eine Basis von U.

b) Es sei M die Menge der R-linearen Abbildungen

F:R* >R mit F(u)=0firalleu e U.

Zeigen Sie, dass M ein R-Vektorraum ist und bestimmen Sie eine Basis von M.

Losungsvorschlag

AM+A+ A3+ Ay

(= /\2 = —2/\1 - 2/\3 - 3/\4

Damit folgt: U; N U, =

. . ) L _ )\1+/\4
a) Esseiv € Uj,dasheifst, 3A; € R: v = 4101 + Apv0 + A3v3 + Agvy = A+ s+ 21,
A1+ As
veElUy © AM+A+A3+A4+A1+A3+244 =241+ A +243+3A4 =0
A1 1 0 0
—2A1 —2A3 —3A4 =21 1-2] (-3
:AieRy =
As i€ < oll1]]o >
Ay 0 0 1
=B

Da B ein Erzeugendensystem von U; N U, und offensichtlich linear unabhéngig, ist B eine Basis

von Uj N U».

b) Wir wissen, dass die Menge N := {F :R* > R| Fist R—linear} ein R-Vektorraum ist. Da M C N
geniigt es zu beweisen, dass M ein Untervektorraum in N ist, da M dann bei Einschrankung der
Skalarmultiplikation und Addition auf M zu einem Vektorraum wird.

e Offensichtlich ist F: R* — R, v > v eine R-lineare Abbildung mit F(u) = 0 fiir alle u € U. Das
heifdt insbesondere, dass F € M und somit M # 0.

e SeienF,G € M.

Zeige: F+Ge M

Offensichtlich ist F + G wieder eine R-lineare Abbildung, denn N ist ein R-Vektorraum. Es
gentigt also (F + G)(u) = 0 fuir alle u € U zu beweisen.

Sei also u € U beliebig. Dann gilt wegen F(u) = 0 = G(u) insbesondere auch:

(F+G)(u)=Fu)+Gu)=0+0=0.
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* Seiend €e Rund F € M. Zeige:A\F e M

Offensichtlich ist AF eine R-lineare Abbildung, denn N ist ein R-Vektorraum. Es geniigt also
(AF)(u) = 0 fiir alle u € U zu beweisen.

Sei also u € U beliebig. Dann gilt wegen F(u) = 0 insbesondere auch:

(AF)(u) = AF(u) = A0 = 0.

Esist also M ein Untervektorraum im R-Vektorraum N und damit selbst ein R-Vektorraum.

Wir wissen, dass jede R-lineare Abbildung F: R* — R von der Form F(v) = Av mit einer Matrix
A € Mat(1 x 4;R) ist. Um eine Basis von M anzugeben ist es somit ausreichend, die Matrizen zu
identifizieren, welche die R-linearen Abbildungen F € M beschreiben und fiir diese Menge, die
einen Untervektorraum in Mat(1 x 4; R) bildet, eine Basis anzugeben.

Seialso A = (a1 a4, a3 a4) eine Matrix, die eine Abbildung F € M beschreibt. Wegen F(u) =
Au = 0 fiir alle u € U folgt direkt:

ai —2612 =0 a) = 26!2
20y +a3=0p & Jaz3=2mp © A=a,2 1 2 3) & Ae((2 1 2 3))y=M
—3a,+a4 =0 as = 3ap

Mit diesen Uberlegungen folgt
M={F:R* 5R|F(v) = Av,A e M'}
und daher ist durch die R-lineare Abbildung
G:R*>R, v-((2 1 2 3o

eine Basis von M gegeben.

Alternativ konnen wir uns auch das Folgende tiiberlegen:
Wenn wir die Basis B von U aus Teilaufgabe a) etwa durch e; zu einer Basis von R* erweitern,
dann ist jede Abbildung F € M eindeutig bestimmt durch die Bilder der Basisvektoren b1, by, b3
aus B, die nach Voraussetzung 0 sein miissen, und dem Bild von e; unter G, das wir beliebig in
R wahlen konnen. Damit erhalten wir jede Abbildung F € M als ein Vielfaches der R-linearen
Abbildung G: R* — R, die eindeutig bestimmt ist durch

G(bl) = 0, G(bz) = 0, G(b3) =0, G(el) =1.

Folglich ist also G eine Basis von M.
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F20-T2-A2

Es sei V ein reeller Vektorraum mit Basis v1,v,, 03,74 und W ein reeller Vektorraum mit Basis
w1, wo, w3, ws. Weiter sei f: V — W linear und es gelte fiiralle k = 1,2,3,4

4
flor) = Y k=il = Dw;.
i=1

Bestimmen Sie den Rang von f.

Losungsvorschlag

Es bezeichne 8 = {v1,v2,v3,v4} und B’ := {w1, wy, w3, w4} die gegebenen Basen von V und W. Fiir
die darstellende Matrix Mg( f) von f bzg. B und B’ folgt gemafs der Angabe:

10 1 2
R’ 0 _l 0 1

B _
Mg(=l1 o -1 o
2 1 0 -1

Es gilt zudem rang (f) = rang (Mg/( f )) Bestimme also den Rang der Darstellungsmatrix durch

Uberfiihren in Zeilenstufenform:

-1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2
0 -1 0 1 ZytT 0 -1 0 1 ZstZ 0 -1 0 1]|Ze=zZs| 0 -1 0 1
1 0 -1 0 |z4+22,|0 0 0 2 0O 0 0 2 0 0 2 4
2 1 0 -1 0 1 2 3 0 0 2 4 0 0 0 2

Somit folgt unmittelbar rang (Mg( f )) = rang (f) = 4, das heifit, der Rang von f ist 4.
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H19-T3 - A4

Fiir eine lineare Abbildung F: Vi — V, bezeichne Mg, g,(F) die Darstellungsmatrix von F beziiglich
einer Basis By von V7 und einer Basis B, von V5.

Es sei nun A := (v1, v2, v2) eine Basis eines R-Vektorraums V und

a)

B := (1)1 + 02,02 + 03,03 +Z)1).

Zeigen Sie, dass B ebenfalls eine Basis von V ist.

b) Sei idy: V — V:v +— v die identische Abbildung. Berechnen Sie die Darstellungsmatrizen

Ma,A(idv), Mp a(idv), Ma,p(idv) sowie Mg p(idv).

Losungsvorschlag

a) Zeige, dass v1 + v2,v2 + v3,v3 + v; linear unabhdngig. Da nach Angabe dimV = |A| = 3 gilt,

b)

handelt es sich bei B dann um eine Basis.

Zeige: vy + v, U2 + U3, 03 + U1 linear unabhingig

Seien A1, A2, A3 € Rmit Ay (v1 +v2) + Ax (v2 +v3) + A3 (v3+01) =0
= (M +A3)v+(A+A2) v+ (A2 +A3)v3=0

Da A eine Basis von V ist, folgt damit:

AM+A3=0 AM+A3=0 AM+A3=0
-1 1T + 1T
MA+A=0t & {h-A3=0F & {lh-A3=0} & A
Ar+A3=0 A+A3=0 24, =0
1 00
Offensichtlich gﬂt Ma.a (idy) = Mg p (idy)=(0 1 0|=Es.
0 01

Weiterhin bemerken wir, dass M4 g (idy) = (Mp a (idv))_l.

Aus der Angabe lesen wir direkt ab:

101
Mpa(idy)=[1 1 0
01 1

und damit
10 1\ 1 -1 T )
Mg (idy) = (Mp,a (idy)) ' =[1 1 0 =5 11 -1 =5
01 1 -1 1 1

:AZ =/\3 =0
1 1 -1
-1 1 1
1 -1 1
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F19-T2-A2

Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraumund ¢ : V. — V ein Endomorphismus. Beweisen
oder widerlegen Sie:

a) Gilt Kern(¢p) = Kern(¢?), so ist ¢ injektiv.
b) Ist ¢ injektiv, so gilt Kern(¢p) = Kern(¢?).
c) Gilt Kern(p) = Kern(¢?), so folgt Kern(p?) = Kern(¢?).

Losungsvorschlag

a) Falsch.

Betrachte dafiir V = R und die Abbildung ¢: R — R, x = 0. Offensichtlich ist ¢ € End (R) und
R = ker(¢) = ker (¢?). Jedoch ¢ nicht injektiv, da der Kern von ¢ nicht trivial ist, das heif3t es gilt
nicht Kern(¢) = {0}.

b) Wabhr.
Es ist ¢ genau dann injektiv, wenn Kern(¢) = {0}. Somit folgt:
Kern(g?) = {o € V | p((0)) = 0}

={v € V| ¢(v) € Kern(¢p)}
= {v eV | = 0} = Kern(p).

¢) Wahr.

x € Kern(¢®) & ¢*(p(x)) =0
& @(x) € Kern(p?) = Kern(p)
& ¢(p(x) =0
S xe€ Kern(goz).

Also gilt Kern(¢p?) = Kern(¢?).
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F19-T2-A4

Es sei @: R3 — R3 ein Endomorphismus, der

o ) 13

erfiillt. Geben Sie die Darstellungsmatrix M5 (¢) beziiglich der Basis

o~(12) ) )

und die Darstellungsmatrix M£(¢) von ¢ beziiglich der kanonischen Basis

“~(l) ) )

an.

Losungsvorschlag

1 1 1Y\ ooiq 1
Da ¢? =id folgt (p(O):qo((p(z))=(p2(2)(p= (2)
-2 -2

0 0 1 1 0
Stelle nun noch (p ( 6| in der Basis B dar: (—6 =(-3)-|2]+3- (0) +1-10].
7 7 -2 0 1

01 -
Damit ergibt sich M2 s(@) = (1 0 3 )
0 0 1

Bestimme nun die Basiswechselmatrizen Tlf und Tlf = (TBE) -
T
1 1 0 . 1 o -2 0 1 0O 1 0
Ty =2 0 0f, ng(TBE)‘:—Z—1 1 -2/ =212 -10
-2 0 1 B 0 0o -2 0o 2 2

1 1 0\/0 1 -3
ME() =TS - Mi(p) TP =( 2 0 0f|1 0 3 )7
1 0

Damit folgt

1 1 0 1 0 1 0 0
=({0 2 -6 5 2 -1 0f=12 -7 -6
0 -2 7 0 2 2 -2 8 7

Alternative Losungen sind moglich, etwa e, in B darstellen und dartiiber ¢ (e2) ermitteln. e1, e, € B
und damit ¢ (e1) , ¢ (e3) bekannt. Dann ist M E () die Matrix mit Spaltenvektoren ¢ (e1) , ¢ (e2) , ¢ (e3).
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F19-T3-A2

Zu gegebenem B € R?*2 betrachten wir die Abbildung
pp: RP? — R¥2 A+ AB.

a) Weisen Sie nach, dass pp ein Endomorphismus von R?*? ist.

b) Geben Sie die Darstellungsmatrix von pp beziiglich der Basis
1 0} (0 1} (0 0} (0 O
0 0/7\0 0/"\1 0/"l0 1

¢) Bestimmen Sie den Rang von pp in Abhdngigkeit vom Rang von B.

von R?2 an.

Losungsvorschlag

a) i) pp ist wohldefiniert,da A- B € R2x2
Zeige noch, dass pg linear, dann gilt pp € End (R**2).
Seien also M, N € R¥2 )\ e R.
ii) Zeige: pg(M + N) = pg(M) + pp(N)
pp(M+N)=(M+N)-B=M-B+N-B = ps(M) + ps(N)

iii) Zeige: pp(AM) = App(M)
pa(AM) = (AM) - B = A - (M - B) = App(M)

b) Essei B = (i Z), mit a,b,c,d € R. Bezeichne & die gegebene Basis von R?*2, Dann ergibt sich

unmittelbar aus den Koordinatenvektoren der Bilder der Basisvektoren beziiglich &:

a c 0 O
b d 00

& _
M8(p3)_00a c
0 0 b d

¢) Um den Rang von pp zu bestimmen gentigt es, rang (Mg (PB)) zu ermitteln.

Aufgrund der Nulleintrdge folgt, dass die beiden ersten Zeilen von Mg (pp) unabhingig von
den beiden letzten sind. Somit entspricht die Anzahl linear unabhdngiger Zeilen in Mg (ps) der
Summe der Anzahlen linear unabhéngiger Zeilen in diesen beiden Blécken. Da darin jeweils die
Matrix B als Blockmatrix neben Nulleintrdgen steht, entspricht die Anzahl linear unabhingiger
Zeilen in jedem der beiden Blécke dem Rang von B.

Anhand dieser Uberlegung erhalten wir also

rang (pp) = rang (M(‘;3 (PB)) =2-rang(B).
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H18 -T1-A2

Fiir den reellen Parameter t € R seien

-1 -1 -5
vi=(2], vu=|1], vs=|7|eR’
1 -1 —t?
und
1 -2 —4
1 1 5
ZU1=O, wy = 0l w3 = 0 ER4.
0 1 3t

Bestimmen Sie diejenigen t € R, fiir die es

a) keine lineare Abbildung f: R® — R*

b) genau eine lineare Abbildung f: R® — R?
¢) unendlich viele Abbildungen f: R® — R*

gibt, mit der Eigenschaft
f(vi) = Wi, i= 1/2/ 3.

Losungsvorschlag

a) Es gibt genau dann keine solche lineare Abbildung, wenn die drei Vektoren v1, v, v3 linear
abhhingig sind, das heifst
v3 = Mo + Ay fiir Aq, A €R,

und gleichzeitig
f (03) =w3 £ AMwq + Arwy = /\1f (01) + Azf (1)2)

gilt.
b) Es gibt genau dann genau eine solche lineare Abbildung, wenn v1, v2, v3 linear unabhéngig.

¢) Es gibt genau dann unendlich viele solcher linearen Abbildungen, wenn

U3 = /\101 + Azl)z (Al,Az € R) und f (03) = w3 = Alwl + /\271)2 = /\1f (Ul) + Azf (02) .

Seien also A1, A3, A3 € Rmit A1v1 + 502 + A3v3 = 0. Betrachte das von t abhédngige lineare Gleichungs-
system:

PR et R E 2 (R
1 -1 —2) %%\ —2 —#2-5 0 0 1-¢2

Es folgt, dass v, v2, v3 linear unabhéngig fiir 1 - t?2 # 0, das heifit t € R\ {#1}. In diesen Fillen gibt
es also genau eine lineare Abbildung f: R3 — R%.

Betrachte nun noch die Fillet = 1und t = —1:
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1. Fall: t = 1:
v3 = 201 + 307
1 -2 -4
1 1 5
2. . =2. . = =
w1+ 3wy 0 +3 0 0 w3
0 1 3

Somit gibt es unendlich viele lineare Abbildungen f mit f (v;) = w; firi = 1,2, 3.

Es gibt unendlich viele Abbildungen, da jeder Vektor des R* als Bild eines dritten Basisvektors # von
R3 mit v1, v>, u Basis von R3 gewdhlt werden kann.

2. Fall: t = -1: v3 = 2v1 + 305.

—4 —4
2-w1+3-wy = g * g = w3
3 -3

Folglich gibt es fiir t = —1 keine lineare Abbildung mit f (v;) = w; firi =1,2,3.

Insgesamt erhalten wir damit also:

a) Es gibt keine lineare Abbildung f: R> — R* fiir t = 1.
b) Es gibt genau eine lineare Abbildung f: R® — R* fiirt € R\ {1}.

c) Es gibt unendlich viele lineare Abbildungen f: R3 — R* fiir t = 1.
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H18 -T3 - A2

Man betrachte den R-Vektorraum R* mit der Standardbasis e, 2, €3, e, sowie den von den Vektoren

1 0 2 1 1
U1 = 1 ;02 = ! ;03 = . ;04 = 0 ;05 = 2
0 1 -1 -1 1
1 1 1 1 0

aufgespannten Untervektorraum V = span{vy, v2,v3,v4,v5} C R*. Ferner sei die lineare Abbildung

121 0
: 4 - A. ~ _{0 11 x4
f:V-oRY, f(x)=A-x mit A= 3 1 -2 eR
341 -4

gegeben.
a) Man bestimme die Dimension von V und gebe eine Basis von V' an.

b) Man berechne die darstellende Matrix von f beziiglich der in a) gewédhlten Basis von V und der
Standardbasis von R*.

¢) Man bestimme eine Basis des Kerns von f.

Losungsvorschlag

a) Schreibe vy, ..., vs5 als Zeilen einer Matrix und bestimme ihren Rang:

11 0 1 11 0 1 110 1
01 1 1], 10 1 1 1[%Z[0 11 1
2 1 -1 1770 -1 -1 -1|"%%(0 0 0 0
10 -1 1{Z7 o -1 -1 o|*™|o 00 1
12 10 01 1 -1 000 -2

Der Rang der Matrix ist 3, das heifst dimV = 3. Uber die linear unabhéngigen Zeilen lésst sich
{v1,v3,v4} als Basis von V ablesen.

b) Aus a) wissen wir, dass eine Basis von V durch vy, v, v4 gegeben ist. Wir ermitteln also die Bilder
der Basisvektoren, um diese im Nachgang als Spalten in die darstellende Matrix schreiben zu

konnen:
3 3 0
fen=[3|, fe=|3], fea=|"]
3 1 -2

Damit ist die gesucht darstellende Matrix durch

33 0
3 4 1
M= 3 2 -1
3 1 -2

gegeben.
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3 Lineare Abbildungen

¢) Wirbestimmen ker(M). Dadurch erhalten wir die Koordinatenvektoren von Elementen aus ker(f)

und konnen dariiber eine Basis von ker(f) ermitteln. Lose also zunédchst das homogene lineare
Gleichungssystem Mx =0, x € R3.

Alternativ kann auch ker(A) bestimmt werden, dann ist die darstellende Matrix nicht notwendig.

33 0\, ,(3 3 0 330
2— 41
3 4 1 Z?:\:’>Z] 0 1 1 Zii)Zz 011
3 2 -1|z-2, |0 -1 —-1|z;+22,{0 0 O
31 -2 0 -2 -2 0 0O
X1
Also folgt fiir x = (xz) € ker(M):
X3
x1+x2=0 und Xo+x3=0
—X2 -1
Folglich ist ker(M) = ( X2 = 1) .
—X: XZER -1

Da ker(M) den Koordinatenvektoren von Vektoren in ker(f) beziiglich der Basis {v1, vz, v4} von
V entspricht, ist eine Basis von ker(f) gegeben durch den Vektor (=1) - v1 + 1 - v + (=1)v4.
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F18-T1-A3
Es seien
1 1 0
U=R|2 und W=R[1]+R| 1
3 0 -1
Untervektorrdume von R3. Weiter seien
X1 x
p:RP > R?: 2| > (x;)
X3
und
f:R? > R?

mit der Eigenschaft, dass fiir alle x € R?
fx)e(x+U)NW
gilt.
a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € R3 die Menge

x+U)NnW

einelementig ist.
b) Zeigen Sie, dass die Abbildung f: R®* — R? linear ist.
c) Zeigen Sie, dass Kern(p o f) = Kern(f) gilt.

d) Bestimmen Sie alle eindimensionalen Untervektorraume V von R? mit dim((p o f)(V)) = 1.

Losungsvorschlag
X1
a) Seien x = (xz € R®und A, i, ¢ € Rmit
X3
1 1 0 -1 1 0
x+A2[=pll]+el 1 o Al=2l+ull]|+ell]=x
3 0 -1 -3 0 -1

Lose das inhomogene lineare Gleichungssystem mit Gaufs-Elimination:

11 0|\, (-1 1 0] xu
21 1 |x |0 1 1 |xn-2x

30 -1|x /234 0 -3 -1|x3-3%

-1 1 0 X1
75-37
W0 1 1] m-2x
0 0 -4 X3 + 3x1 — 3x7
-A+pu= x /\=%(x1—xz—x3)
S -put+e=-2x1+ x & = 1(=x2 +5x1 — x3)

—4e = 3x1—3x2+ X3 ¢ = 1(3x2 — 3x1 — x3)
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1 X1+ 5 (x1 = x2 — x3)
Somit folgt (x + U)NW =x + A (2) =[x+ % (x1 —x2—x3) | = f(x).
3/ \xz+3(x1—x2—x3)
Also besteht der Schnitt aus genau einem Punkt.
5 -1 -1
b) Aus a) folgt, dass f(x) = A-x mitA = % 12 2 -2
3 -3 1
Seien nun also x,y € R? und A, u € R. Dann folgt:
fAx +uy) = A- (Ax + py) = MAx) + p(Ay) = Af(x) + pf (y).

Also ist f linear.

Da f(x) = Ax mit A € R¥? hitten wir auch unmittelbar schlussfolgern kénnen, dass f linear ist.
Q) Seixeker(f) = f(x)=0 = (pof)x)=p(f(x) = p(0) =0 = x € ker(p o f)

X1 5
1[{ox1—x2—x 0
Sei x € ker(p o f) mit x = (Xz) =pof(x)=0 = 7 (3x11— 3x22 N ;3) = (O)
X3
“ 1 5X1 — X2 — X3
= Z(le + 2xp —2x3) =0 = f(x)=0 = x € ker(f)
3x1 —3x + X3

Insgesamt folgt somit ker(p o f) = ker(f).

(*) Zo = Z1 — Z3 — ergédnze also 2. Zeile von A, die ebenfalls 0 ist.
d) Es sei V C R3 Untervektorraum mit dimV = 1, das heifit 3 v € R?\ {0} mit V = (v). Gilt

dim((p o f)(V)) =1, muss v ¢ ker(p o f) gelten.

Bestimme also ker(p o f) durch Losen des homogenen linearen Gleichungssystems

15 -1 -1 _,
4\3 -3 1"
mithilfe von Gaufi-Elimination:
47y N
15 -1 -1)42 (5 -1 —122:’3215 -1 -1
43 -8 1)4z,3 -3 1 0o -2 ¢
Also folgt fiir Losungen des Gleichungssystems

5 1
5X1 §X3 X1 = §X3
2 < 2 ’
X2 3X3 Xy = §X3
1

Damit ergibt sich ker(p o f) = <(2)> = U. Somit ist also dim((p o f)(V)) = 1 mit V C R3

3
eindimensionaler Untervektorraum, genau dann, wenn V = (v) mit v € R? \ U gilt.
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F18-T1-A4

Es sei V der R-Vektorraum der reellen Polynome p € R[x] vom Grad < 4 und

4
d:V -V, Z a;x't — —ia;x"L

4
i=0 i=1

a) Zeigen Sie, dass die folgende Abbildung linear ist:

f: V-V, p—dp)+2p.

b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von f beztiglich der Basis

1,1+x,x2+x,x3,x4

von V.

Losungsvorschlag

4 4
a) Seienp = Z aix’, q= Z bix!und A € R.

i=0 i=0
i) Zeige: f(p +4q) = f(p) + f(q)

4
flo+q)=dp+q)+2p+q) = (Z —i(ai+bz-)xi‘1) +2p+29

i=1

4 4
= (Z —iaixi'l) +2p + (Z —ibixi‘l) +2q
i=1 1

=d(p)+2p+d(q)+29
=f(p)+f(q)
ii) Zeige: f(Ap) = Af(p)
f(Ap) = d(Ap) +2- (Ap)

4
= (Z —i (/\ai)xi_l) +A-2p

i=1

=A-(d(p) +2p)
=Af(p)

= f ist linear

b) Wir bestimmen das Bild jedes einzelnen Basiselements und stellen dieses als Linearkombination
in der gegebenen Basis von V dar. Uber die Koeffizienten in den Linearkombinationen erhalten
wir dann die Spaltenvektoren der gesuchten darstellenden Matrix.
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Um fiir ein Polynom p das Bild d(p) auszurechnen, konnen wir bemerken, dass d(p) gerade die
negative Ableitung von p ist, das heifst, d(p) = —p’.

f)=d1)+2-1=2-1

=2-140-(1+x)+0-(x*+x)+0-x>+0-x*

fA+x)=dl+x)+2-1+x)=-1+2+2x=2x+1
=(-1)-1+2-1+x)+0-(x>+x)+0-x>+0-x*

f?+x)=d(x®+x)+2- (x®*+x) =(-2x —1) +2x* +2x =2x* - 1
=1-14(-2)-1+x)+2- (2 +x)+0-2°+0-x*

f (%) =d(x®) +2- (x°) = =3x% + 243
=(-3)-1+3-(1+x)+(-3)- (*+x)+2-2°+0-x*

fx*) =d(x*) +2- (x*) = —4x® + 2x*
=0-140-(1+x)+0- (2 +x)+(-4) - x> +2-x*

Damit ist
2 -1 1 -3 0
0o 2 -2 3 0
0o 0 2 -3 0
O 0 0 2 -4
o 0 o o0 2

die Darstellungsmatrix von f beziiglich der gegebenen Basis von V.
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F18-T3-Al

Zu

vi=(1 2 3)" eR3

definieren wir die Abbildung

a)
b)

)

Lo R¥3 5 R?, A > Av.
Rechnen Sie nach, dass i, R-linear ist.
Berechnen Sie den Kern von pi5.

Berechnen Sie das Bild von .

Losungsvorschlag

a)

b)

Seien M, N e R und A e R
i) 4oM+N)=(M+ N)v=Mv + Nv = (M) + ty(N)
i) po(AM) = (AM)o = A(Mo) = Apio(M)

= [y linear
Acker (i) © A-v=0 & veker(A)

. a a a
Sei A = 11 12 413 '
az1 dax 43

+2a12 +3
v ker(d) © (au an a13) _ (0)

an1 + 2ay + 3ars 0

—2a1p —3a13 ai 413
o Ae ) 3 : (112,6113,&22,6!236R
—<d2 — o023 A2 423

(0 o) (o 0 o (21 0% 0 1))

Es ist nach b) dim ker (y,) = 4 und zudem dim (R*?) = 23 = 6. Nach der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen gilt somit

6 = dim (R2X3) = dimker (i) + dimIm () = dimIm (up) =6-4=2
Da Im (i) € R? und dim R? = 2 folgt somit direkt, dass Im (u,) = R2.

) ) . 1 0 1 00 0 0O
Alternativ sehen wir das auch, wenn wir die Bilder (O) und (1) von (O 0 O) und (1 0 0)

unter 1, berechnen.
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4 Diagonalisierbarkeit

Im vierten Kapitel untersuchen wir Endomorphismen, also linearen Abbildungen zwischen ein und
demselben Vektorraum. Wenn wir solche lineare Abbildungen betrachten, interessieren wir uns be-
sonders fiir Vektoren, die auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet werden. Hierbei handelt es
sich um sogenannte Eigenvektoren. Besitzt ein Endomorphismus gentigend Eigenvektoren, konnen
wir eine Basis angeben, beziiglich der die darstellende Matrix des Endomorphismus eine Diagonal-
matrix ist. Da wir quadratische Matrizen als Endomorphismen von K" auffassen konnen, ldsst sich
die entsprechende Theorie auch auf Matrizen tibertragen.

Definition 4.1 (Eigenwert und Eigenvektor)

Es sei V ein K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus. Ein Vektor v € V' \ {0} heifit genau
dann Eigenvektor von f, wenn es ein A € K gibt mit

f(v) = Av.

Das zu diesem Eigenvektor gehorende A heifst Eigenwert.

Wir kdnnen uns leicht iiberlegen, dass Untervektorraume, die von einem Eigenvektor erzeugt werden,
durch f nicht verdndert werden. Bildlich gesprochen werden also Ursprungsgeraden, deren Richtung
ein Eigenvektor ist, auf sich selbst abgebildet. Aufserdem gilt, dass jedes skalare Vielfache eines
Eigenvektors (aufSer der Nullvektor) wieder ein Eigenvektor zum selben Eigenwert ist.

Die Idee mit der Gerade kann auch auf Untervektorrdume von hoherer Dimension iibertragen werden,
solange wir sicherstellen, dass alle den Untervektorraum erzeugenden Vektoren Eigenvektoren zum
selben Eigenwert sind. Wir kommen so zur Definition eines Eigenraums, die sich auf die Gleichung
aus der Definition eines Eigenwerts zurtickfiihren lasst:

f@)=Av & 0=f(@v)-Av=Ff(v)-A-id(v)=(f —A-id)(v).

Wir bemerken direkt, dass die obige Gleichung genau dann erfiillt ist, wenn v € ker(f — A - id).
Die Menge aller Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert A (zusammen mit dem Nullvektor)
entspricht also dem Kern der linearen Abbildung f — A -id.

Definition 4.2 (Eigenraum)

Es sei V ein K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus mit Eigenwert A € K. Dann heifst

der Untervektorraum
Eig (f,A) :=ker(f —A-id) C V

der zu A gehorige Eigenraum.

Anstelle von Endomorphismen werden wir meist Matrizen beziiglich ihrer Eigenwerte, Eigenvektoren
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und Eigenrdume untersuchen. Die bisherigen Definitionen iibertragen sich dann unmittelbar, da wir
fiir jede Matrix A € Mat(n x n;K) den zugehorigen Endomorphismus fa: K" — K", v +— A - v
betrachten kénnen.

Umgekehrt konnen wir anstelle eines Endomorphismus f € End(V) auch eine zugehorige darstellen-
de Matrix Mg (f) beztiglich einer Basis 8 von V betrachten und diese mit Blick auf Eigenwerte und
Eigenvektoren untersuchen. Wichtig ist, dass wir in diesem Fall die darstellende Matrix beziiglich
einer Basis untersuchen, das heifst, die Ausgangs- und Zielbasis miissen iibereinstimmen. Andernfalls
sind die hier beschriebenen Techniken nicht anwendbar.

Wenn wir fiir einen Endomorphismus eine seiner darstellenden Matrizen untersuchen, miissen wir
jedoch berticksichtigen, dass es sich bei den Eigenvektoren der Matrix nur um die Koordinaten-
vektoren zu Eigenvektoren von f handelt. Um Eigenvektoren von f zu erhalten, miissen wir die
Koordinatenvektoren beziiglich der Basis 8 also noch riickiibersetzen.

Der Eigenraum zu einem Eigenwert besitzt mindestens Dimension 1. Sobald wir als einziges Element
eines Eigenraums den Nullvektor finden, kénnen wir uns sicher sein, dass entweder der vermutete
Wert A kein Eigenwert ist. Oder wir haben uns beim Ermitteln des Eigenraums verrechnet.

Um Eigenvektoren zu einem Eigenwert A zu finden, 16sen wir fiir Matrizen (die insbesondere auch
darstellende Matrizen eines Endomorphismus sein konnen) das folgende homogene lineare Glei-
chungssystem:

(A-AE,)-v =0, veK".

Dieses Gleichungssystem besitzt genau dann mindestens eine nichttriviale Losung, wenn det(A —
AE,) =0 gilt.

Diese Gedanken fiihren uns zur Definition des charakteristischen Polynoms, mit dessen Hilfe wir
Eigenwerte eines Endomorphismus identifizieren konnen.

Definition 4.3 (Charakteristisches Polynom)

Es sei A € Mat(n X n; K) und A € K eine Unbestimmte. Dann heif3st
xa(A) = det(A - AE,)

das charakteristische Polynom von A.

Das charakteristische Polynom ist vom Grad n und wir kénnen einige der Koeffizienten angeben.

Satz4.4
Es sei A € Mat(n x n;K) und x4 das charakteristische Polynom. Dann gilt:
xaA) = @A + an A" T+ aid +ag
mit
ay = (-1)"

ap-1 = (=1)"" - Spur(A)
ap = det(A)
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Da fiir Eigenwerte A die Gleichung det(A — AE,) = 0 erfiillt sein muss (denn zu einem Eigenwert gibt
es immer einen Eigenvektor, der per Definition nicht der Nullvektor ist), ergibt sich unmittelbar der
nachfolgende Satz.

Satz 4.5 (Eigenwerte und charakteristisches Polynom)

Es sei A € Mat(n x n;K). Dann sind die Eigenwerte von A genau die Nullstellen von x4(A). Ist A
eine Darstellungsmatrix eines Endomorphismus f: V — V beziiglich einer Basis 8 von V, so ist
xa(A) auch das charakteristische Polynom fiir alle anderen Darstellungsmatrizen von f beztiglich
einer anderen Basis.

Wenn wir fiir eine Matrix A € Mat(n X n;K) (bzw. einen Endomorphismus mit einer zugehorigen
darstellenden Matrix) Eigenwerte und Eigenvektoren bzw. Eigenrdume ermitteln sollen, dann ist das
Vorgehen also wie folgt:

1. Wir ermitteln das charakteristische Polynom x4(A) = det(A — AE,;) und dessen Nullstellen.

2. Fiir jeden Figenwert u bestimmen wir den zu u gehdrenden Eigenraum Eig (A, y) als Losungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems

Eig (A, u) = ker(A — uE,).

Im letzten Teil dieses Inputs fragen wir uns, wann wir eine Matrix in Diagonalgestalt {iberfithren
konnen.

Definition 4.6 (Diagonalisierbarkeit)

Eine Matrix A € Mat(n X n;K) heifit genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix
T € Mat(n x n;K) gibt, fiir die T~' AT Diagonalgestalt besitzt.

Wir fiithren an dieser Stelle noch einen weiteren Begriff zu Matrizen ein, der zur vorangegangenen
Definition passt.

Definition 4.7 (Ahnlichkeit von Matrizen)

Es seien A, B € Mat(n X n;K). Wir sagen A ist dhnlich zu B, genau dann, wenn es eine invertierbare
Matrix T € Mat(n x n; K) gibt mit B = T~1AT.

Fiir zueinander dhnliche Matrizen gilt eine Eigenschaft, die uns ab und an das Leben erleichtert.

Satz4.8
Es seien A, B € Mat(n X n; K) dhnliche Matrizen. Dann gilt: det(A) = det(B).

Insbesondere besitzen dhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom.
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Wenn wir A als die darstellende Matrix eines Endomorphismus f beziiglich einer Basis 8 ver-
stehen, dann entspricht die invertierbare Matrix T in der Definition der Diagonalisierbarkeit einer
Basistauschmatrix Tg . Die Matrix T AT entspricht dann der darstellenden Matrix von f beziiglich
der Basis A. Da diese darstellende Matrix Diagonalgestalt besitzt, konnen wir direkt sagen, dass
jeder Basisvektor von A auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet wird. Insbesondere ist also jedes
Element von A ein Eigenvektor von f.

Diese Idee liegt den Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit zugrunde. Bevor wir diese formulieren, beno-
tigen wir jedoch noch zwei neue Begriffe im Zusammenhang mit Eigenwerten und Eigenvektoren.

Definition 4.9 (Algebraische und geometrische Vielfachheit)

Es sei A € Mat(n X n;K) mit charakteristischem Polynom x 4(A). Dann heifit

e die Vielfachheit einer Nullstelle A; von xa(A) die algebraische Vielfachheit von A;. Wir bezeichnen
sie mit a(A;).

e dim(Eig (A, A;)) die geometrische Vielfachheit von A;. Wir bezeichnen sie mit f(A;).

Beim Berechnen von Eigenrdumen kann uns der folgende Satz helfen, da wir damit zumindest sehr
grob priifen konnen, ob wir uns an einer Stelle moglicherweise verrechnet haben.

Satz4.10

Es sei A € Mat(n X n; K) und u € K sei ein Eigenwert von A. Dann gilt:

1< B(p) < alp).

In Worten: Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts u betrdgt mindestens 1 und entspricht
maximal der algebraischen Vielfachheit des Eigenwerts.

Wenn wir nun zuriickkommen auf die Idee von oben, bei der wir die Matrix T in der Definition zur
Diagonalisierbarkeit als eine Basistauschmatrix verstanden haben, so konnen wir sagen, dass wir eine
solche genau dann angeben konnen, wenn wir eine Basis aus Eigenvektoren finden kénnen. Damit
haben wir unmittelbar ein Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit erhalten. Weitere Kriterien liefert
uns der nachfolgende Satz.

Satz4.11
Es sei A € Mat(n X n;K) eine Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar.

2. Das charakteristische Polynom x(A) zerféllt tiber K vollstindig in Linearfaktoren und es gilt
B(Ai) = a(A;) fir jeden Eigenwert A; von A.

3. Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren von A.

4. Die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte besitzt den Wert n.
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Das dritte Kriterium kénnen wir beispielsweise nutzen, wenn wir n linear unabhingige Eigenvektoren
zu einer Matrix A identifiziert haben. Dies ist dann besonders einfach, wenn alle Eigenwerte die
algebraische Vielfachheit 1 besitzen. Das hangt mit dem folgenden Satz zusammen.

Satz4.12

Essei A € Mat(nxn; K)und vy, ..., v seien Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
A1, ..., Ar. Dann sind vy, . .., vk linear unabhéngig.

In Worten: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéangig.

Wenn wir also fiir eine Matrix A € Mat(n X n; K) insgesamt n verschiedene Eigenwerte A; und jeweils
einen zugehorigen Eigenvektor v; finden, dann kénnen wir wegen des vorangegangenen Satzes 4.12
(und wegen dim K" = n) sicher sein, dass vy, ..., v, eine Basis des K" bilden. Nach Satz 4.11 ist A
also diagonalisierbar und da wir A als die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung beziiglich
der Standardbasis auffassen konnen, erhalten wir die Basistauschmatrix T, die von der Basis aus
Eigenvektoren in die Standardbasis tauscht, indem wir die n linear unabhédngigen Eigenvektoren als
Spalten in eine Matrix schreiben.

Zuletzt betrachten wir noch zwei Spezialfélle diagonalisierbarer Matrizen: die simultane und die
orthogonale Diagonalisierbarkeit. Wir definieren zundchst beide Begriffe und lernen im Anschluss
Kriterien kennen, wie wir auf diese speziellen Eigenschaften priifen konnen.

Definition 4.13
Es seien A, B € Mat(n X n;K) und C € Mat(n X n;R).

a) A und B heiflen genau dann simultan diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix T €
GL(n;K) gibt, fiir die T"'AT = D und T~'BT = D, wobei D und D Diagonalmatrizen sind.

b) C heifst genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn es eine orthogonale Matrix T € Mat(n xn; R)
gibt, fiir die T~ICT = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Der Begriff einer orthogonalen Matrix wird in Definition 7.9 erklart.

Es gibt vergleichsweise einfache Kriterien, um zu entscheiden, ob diese Eigenschaften jeweils erfiillt
sind. Diese sind in den beiden nachfolgenden Satzen zusammengefasst.

Satz4.14

Es seien A,B € Mat(n X n;K) diagonalisierbare Matrizen. A und B sind genau dann simultan
diagonalisierbar, wenn AB = BA gilt.

Wenn wir also wissen, dass zwei Matrizen A und B diagonalisierbar sind, dann geniigt es nach-
zuweisen, dass AB = BA gilt, um zu begriinden, dass A und B sogar simultan diagonalisierbar
sind.
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Satz4.15

Es sei A € Mat(n X n;R). A ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, wenn A symmetrisch ist.

Dieses zweite Kriterium fiir orthogonale Diagonalisierbarkeit ist sogar noch einfacher nachzuweisen.
Wir miissen hierfiir nur iiberpriifen, dass A = AT gilt. Ist dies nicht der Fall, ist A nicht orthogonal
diagonalisierbar.
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H24 -T1-A3

Gegeben seien die Matrizen Q = (2 1) und R = ( 4 _3).

a)

b)

3 4 -1 2

Bestimmen Sie alle Eigenwerte der beiden Matrizen Q und R sowie zu jedem Eigenwert einen
Eigenvektor.

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T mit der Eigenschaft

T'QT =R.

Losungsvorschlag

a)

b)

Die Eigenwerte der beiden Matrizen sind die Nullstellen der jeweiligen charakteristischen Poly-
nome. Bestimme diese also fiir Q und R:

* xo(A)=det(Q-AE))=(2-A)(4-A)-3=A2-61+5=(1-5)(A—-1),
das heifst, die Eigenwerte von Q sind 1 und 5.

* xrR(A) =det(R-AEy) =(4-A)2-A1)-3=(A-5)(A-1),
das heifst, die Eigenwerte von R sind 1 und 5.

Wir bestimmen nun fiir beide Matrizen die zugehorigen Eigenrdaume und erhalten dadurch alle
Eigenvektoren:

Eig(Q,1) = ker(Q — E2) = ker (; é) - <(_11)

Eig(Q,5) = ker(Q — 5 - E;) = ker (—33 _11) _

Eig (R, 1) = ker(R — Ez) = ker (_31 _13) = <G >

Eig (R,5) = ker(R —5- Ep) = ker (j :g) - <(_3)>

-1 1 1 -3
T1:=(1 3) und T2:=(1 1)

sind det(T7) = —4 und det(T>) = 4 ungleich Null und daher T; und T, invertierbar. Weiter gilt

Fur

- _ 10
T7'QT =T, 'RTh = (0 5) =D,

da die Spalten von T; und T Eigenvektoren von Q bzw. R zu den entsprechenden Eigenwerten
sind. Insgesamt erhalten wir also

T7'Qhi=T,'Rh < T-T;'-Q T -T,'=R.

Als Produkt invertierbarer Matrizen ist auch Tj - T, ! invertierbar und es gilt (T - T, ) o1 T
Wir definieren also T := T - Tz_l und berechnen:

1(1 3)_1(-1 1) (1 3\_1(-2 -2
— . _1: R = — . = —
f=h-hL-=h 4(—1 1) 4(1 3) (—1 1) 4(—2 6)'
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H24 -T2 -A3

Bestimmen Sie, ob es eine Basis des R3 gibt, so dass die Matrizen

0 0 0 3 -2 =2
A=[(-2 2 0| und B=[4 -3 -2
2 20 0 0 -1

beide Diagonalgestalt in dieser neuen Basis haben.

Losungsvorschlag

Die Aufgabe verlangt eine Untersuchung, ob A und B simultan diagonalisierbar sind. Wir iiberpriifen
dafiir, ob A und B diagonalisierbar sind und ob zusétzlich AB = BA gilt.

Wir bestimmen zunéchst die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4(A):
xa(A) = det(A — AE3) = A2(2 - A).

Damit sind 0 und 2 Eigenwerte von A, fiir die wir noch die Eigenrdume bestimmen:

0 0 0 1 0
e Eig(A,0) =ker(A—-0-E3) =ker(A) =ker|-2 2 0f= <(1) , (O)>
2 20 0 1

-2 0 0 0
° Elg (A, 2) = keI‘(A — 2E3) = ker -2 0 0 |= (_1)
2 -2 =2

Wir nutzen ein analoges Vorgehen fiir B:
xs(A)=det(B—AE3) =(-1-A)(B-A)(-3-1)+8) =(-1-A)(A%>=1) = —(A + 1)*(A - 1).

Damit sind —1 und 1 Eigenwerte von B, fiir die wir nun die Eigenrdume bestimmen:

4 -2 =2 1 1
e Eig(B,-1) = ker(B + E3) =ker|4 -2 -2|= <(2) , (O)>

0 0 O o/ \»
2 -2 -2 1
° Elg (B/ 1) = ker(B - E3) =ker|d -4 -2|= <(1 >
0 0 -2 0
Da sowohl fiir A als auch fiir B das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt und fiir alle

Eigenwerte die algebraische und die geometrische Vielfachheit tibereinstimmen, sind A und B jeweils
diagonalisierbar. Zudem gilt

0O 0 O 0O 0 0
AB=|12 -2 0 und BA=|2 -2 0
-2 2 0 -2 2 0

und daher sind wegen AB = BA die beiden Matrizen A und B simultan diagonalisierbar, das heifit,
es existiert eine Basis von R?, deren Elemente sowohl Eigenvektoren von A als auch Eigenvektoren
von B sind.

Alternativ hdtten wir eine solche Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren auch konkret angeben kon-
nen, etwa (1,1,0)7, (0,-1,1)" und (1,1, 1)".
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H24 -T3 -A3

In Abhéngigkeit vom Parameter s € R sei die Matrix

1 2 2
As=|-s —-s—-1 —-s-2|eR>?

S S s+1

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom der Matrix As (unabhéngig vom Parameter s € R)
die einfache Nullstelle A; = —1 und die doppelte Nullstelle A, = 1 besitzt.

b) Zeigen Sie, dass die Matrix A, genau fiir s = 0 diagonalisierbar ist.

¢) Bestimmen Sie im Fall s = 0 eine invertierbare Matrix P € GL3(R) mit

0 0
-1 0].
0 1

S O =

P1AGP = (

Losungsvorschlag

a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom x 4,(A) von As durch Entwicklung nach der ersten
Spalte:

Xxa,(A) = det(As — AE3)

=(1-A)((s+1+A)(s+1-A)=s(s+2)+s(2(s+1—-A7A)—2s)
+52(-s=2)+(s+1+A)-2)

=(1-2)((s +1)* =A% =52 = 25) +5(2 = 24) +5(24 - 2)
=(1-A)1-A%)+2s(1-A)+2s(A-1)
= (1-A)(1-A%
=(1-A)>*1+A)

Wir sehen also, dass 1 eine doppelte und —1 eine einfache Nullstelle von x4, (A) ist, unabhédngig
von s € R.

b) Da xa,(A)inLinearfaktoren zerfallt, ist A; genau dann diagonalisierbar, wenn fiir alle Eigenwerte u
von A; die algebraische Vielfachheit a(u) und die geometrische Vielfachheit f(u) tibereinstimmen.
Da fiir jeden Eigenwerte 1 von A stets

1< B(p) < alw)
folgt fiir den Eigenwert —1 von A direkt
1=8(-1) = a(-1).
Wir suchen nun Werte von s € R, fiir die dim Eig (A;, 1) = f(1) = a(1) = 2 gilt.

0 2 2 0o 2 2 0 2 2
Eig(As,1) = ker(As — E3) =ker[-s —-s—-2 —-s-2|=ker|0 -2 -2|=ker[0 0 O
s s

S S S S S S S
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Daraus folgt
0 2 2 .
1, f 0
dimEig(As,1)=3—-rang| 0 0 0 |= 1.%1‘5 * .
s s s 2, furs=0

Insgesamt erhalten wir so also, dass As genau dann diagonalisierbar ist, wenn s = 0 gilt.

Aus Teil b) folgt fiir s

=0:
0 2 2 1 0
* Eig(Ap,1) =ker|0 0 0= <(0),( 1 )>
0 00 0/ \-1

2 2 2 1
. Eig (Ao, —1) = ker(Ao + E3) =ker|0 0 -2|= <(_1)>
00 2

Definiere also

1 1 O
P=10 -1 1].
0 0 -1

Offensichtlich ist det(P) = 1 # 0 und damit P invertierbar. Nach Konstruktion folgt aulerdem,
dass P"1AoP die gewiinschte Form besitzt, denn die Spalten von P sind gerade Eigenvektoren
von Ay zu passenden Eigenwerten.
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H24 -T3 - A4

Fiir ein n € N mit n > 2 werde eine quadratische n X n-Matrix A € R"™" mit der Eigenschaft

AT =-A

betrachtet; dabei bezeichnet AT die zu A transponierte Matrix. Zeigen Sie:

a)
b)

<)

Ist A € R ein Eigenwert der Matrix A € R"",soist A = 0.
Ist die Matrix A € R"*" reell diagonalisierbar, so ist A die Nullmatrix.

Ist die Matrix A € R™" invertierbar, so ist n € N gerade.

Losungsvorschlag

a)

b)

Sei A € R ein Eigenwert von A und bezeichne || - || die vom Standardskalarprodukt induzierte
Norm auf R”

= Jv € R" \ {0} mit Av = Av

= A-o)?=A-0Tv =0T (Av) =0T (Av) = (ATv) v = (—Av) v = -7 - vTo = —A||v||?
=21 -|lo]|* =0

= A=0, dennv #0, dasheift|v]|>£0

Es sei A reell diagonalisierbar

= IM € R™" invertierbar mit M 1AM Diagonalmatrix mit Eigenwerten auf Diagonale
2 MAM =0

=A=M-0-M1=0

Es sei A invertierbar. Dies ist genau dann der Fall, wenn det(A) # 0 gilt. Nach Voraussetzung und
wegen der Eigenschaften der Determinante folgt

det(A) = det(AT) = det(—A) = (-1)" det(A).
Angenommen n wére ungerade, dann erhalten wir
det(A) = —det(A) & 2-det(A)=0 ¢ det(A)=0.

Dies steht jedoch im Widerspruch dazu, dass A invertierbar ist und damit det(A) # 0 gilt. Folglich
muss 1 gerade sein.
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F24-T2-Al
Gegeben sei die Matrix
53 -9
M=|3 5 -9[eR™,
3 3 -7

a) Zeigen Sie, dass 2 ein Eigenwert von M ist, und bestimmen Sie den zugehdrigen Eigenraum.

b) Zeigen Sie, dass M diagonaliierbar ist, und geben Sie eine Basis des R? bestehend aus Eigenvek-
toren von M an.

Losungsvorschlag

a) Bestimme das charakteristische Polynom x(A) und seine Nullstellen, um die Eigenwerte zu
erhalten.
amA) =det(M —A-E3) =(56-A)*(-7-A1) =9 =9 +9(7+A)+27(5-1)+27(5-7)
=— (A2 =101 +25) (7+ A) —2- 9% + 91 + 63 + 270 — 54
=A% +3A2 + 451 — 175 — 162 — 451 + 333
=-A%+312-4

Es gilt: 2 ist Eigenwert von M & xm(2) = 0.
Da ym(2) = —23+3-22 -4 =-12+3-4 = 0 ist 2 also ein Eigenwert von M.

3 3 -9
Eig(M,2) =ker(M -2 -E3) =ker|3 3 -9
3 3 -9

Suche den Kern als Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems mithilfe der
Gauf3-Elimination:

3 3 -9 _ 3 3

33 -9 ~»~» |00 O
33 -9/7%10 0 0
Damit folgt fur x = (Xl,XQ, X3)T € Eig (M,Z) t x1+x-3x3=0 & x1=3x3—xp

Also folgt:

3X3—X2 -1 3
el (I AR PR
X3 0 1

b) M diagonalisierbar < Es gibt eine Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von M

Suche also einen zweiten Eigenwert von M mithilfe des charakteristischen Polynoms x(A).
am(A) = =A% +312 -4 = (A =2)*(A + 1)

Da 2 eine doppelte (ganzzahlige) Nullstelle von x1(A) ist, konnen wir tiber den konstanten Term
—4 des charakteristischen Polynoms unmittelbar die dritte Nullstelle —1 identifizieren. Alternativ
kénnen wir auch eine Polynomdivision durchfiihren und das charakteristische Polynom durch
(A = 2)? teilen.
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Es gilt: u Eigenwertvon M & xm(u) =0 & pe{-1,2}
Bestimme nun Eig (M, —1)

6 3 -9
Eig(M,-1) =ker(M +1-E3) =ker|3 6 -9
3 3 -6

Lose das entsprechende homogene lineare Gleichungssystem, um den Kern zu bestimmen:

6 3 —9 30 -3 30 -3
36 9|25 o 3 =325 0 3 =3

3 3 —6/“7%\3 3 —6/%%\0 0 0

Somit gilt fiir x = (x1, xz,x3)T € Eig(M,-1): x; =x3und x; = x3

X3 1
Damit folgt unmittelbar: Eig (M, —1) = {(x3) : X3 € R} = < 1)>
1
3\ (1
0) ,|1| ¢ linear unabhdngig. (Das sehen wir etwa, weil der Rang

X3
1
-1/,
0 1/ \1

der Matrix mit Vektoren als Zeilen 3 ist.)

Offensichtlich ist 8 = {

Da zudem dimg R3 = 3 und |B| = 3 ist B eine Basis von R3 bestehend aus Eigenvektoren von R.
Damit ist M diagonalisierbar.
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F24 -T3 -A2

Von einer Matrix A € R¥? sei Folgendes bekannt:
e Axy = —x fiirein x; € R3\ {0}.

o ATx, = 2x, fiir ein x, € R?\ {0}.

e det(A) =0.

Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist, und bestimmen Sie die Spur von A.

Losungsvorschlag

Aus dem ersten Punkt lesen wir unmittelbar ab, dass —1 ein Eigenwert von A ist.

Da det(A) genau dann gilt, wenn ker(A) nicht trivial ist, wissen wir mit dem dritten Punkt:
Jxz € R3\ {0} : Ax3 =0.

Folglich ist auch 0 ein Eigenwert von A.

Der zweite Punkt sagt uns, dass 2 ein Eigenwert von AT ist. Da Eigenwerte einer Matrix M aber gerade
die Nullstellen ihres charakteristischen Polynoms x(A) sind, folgt wegen

xar(A) = det(AT — AE3) = det(AT — AE]) = det ((A — AE3)") = det(A — AE3) = xa(]),

dass die Eigenwerte von A und AT iibereinstimmen. Somit ist also 2 auch ein Eigenwert von A.

Da A hochstens drei reelle Eigenwerte besitzen kann, folgt damit fiir das charakteristische Polynom
von A:
XA =A+1)-A-(A-2)=A%-A%-2A.

Die Spur einer Matrix kénnen wir iiber den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms vor A2
bestimmen. Es gilt:

-1=(-1)*"1-Spur(4) o Spur(A)=(-1)*"1-(-1)=-1.
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H23-T1-A3

Seien A und B reelle n X n-Matrizen und sei A € R ein Eigenwert von AB. Zeigen Sie:
a) Ist A = 0, dann ist mindestens eine der beiden Matrizen A oder B nicht invertierbar.

b) Sei A # 0 und x € R" ein Eigenvektor von AB zum Eigenwert A. Zeigen Sie, dass dann Bx ein
Eigenvektor von BA ist.

Losungsvorschlag

a) M € Mat(n x n,R) invertierbar & ker(M) = {0}
A =0 Eigenwertvon AB = v e R"\{0}: AB-v=0-v=0 = v € ker(AB)
1.Fal Bv=w # 0= 3w e R"\ {0}: w € ker(A) = ker(A) # {0} = A nicht invertierbar
2. Fall: Bv = 0 = v € ker(B) = ker(B) # {0} = B nicht invertierbar

b) x Eigenvektor zum Eigenwert A # 0 von AB = ABx = Ax = BA-Bx =B-ABx =B - Ax = ABx

AufSerdem gilt Bx # 0, denn angenommen Bx = 0, dann ABx = 0. Das heifst, x Eigenvektor zum
Eigenwert A = 0 von AB. Das ist jedoch ein Widerspruch zur Angabe, dass A # 0.

Da BA - Bx = ABx und Bx # 0 ist Bx Eigenvektor zum Eigenwert A von BA.
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H23-T3-A3

Fiir ein n € N mit n > 2 werde eine quadratische n x n-Matrix A € R"*" betrachtet; ferner bezeichne
E € R™" die Einheitsmatrix sowie O € R"*" die Nullmatrix.

a) Zeigen Sie die folgende Aussage fiir alle k € N mit k > 1 mit vollstindiger Induktion: Ist A € R
ein Eigenwert der Matrix A € R"™", so ist A¥ ein Eigenwert der Matrix A* € R"™".

b) Zeigen Sie die folgende Aussage fiir alle k € N mit k > 1 etwa unter Verwendung der Teilaufgabe
a): Gilt A% + A¥ + E = O, so besitzt A € R keinen reellen Eigenwert.

Losungsvorschlag

a) Essei A € R Eigenwert von A und v Eigenvektor zum Eigenwert A.
Behauptung; v ist Eigenvektor zum Eigenwert A* von AF fiir alle k € N mit k > 1.

Ergdnzung der Angabe um v, da wir den Eigenvektor fiir die vollstandige Induktion benétigen.
Denn eine reelle Zahl ist genau dann Eigenwert einer Matrix, wenn einen zugehorigen Eigenvektor
gibt.

IA (k=1): Klar nach Angabe, denn v Eigenvektor zum Eigenwert A.
IS (k ~» k +1): Es sei v Eigenvektor zum Eigenwert A* von A* fiir k > 1 beliebig (IV)
Zeige: v ist Eigenvektor zum Eigenwert Af*! von Ak+1
ARy = A Ak 2 A Ak = Ak A B 4K Qo = ARy
Insgesamt folgt: Wenn A € R Eigenwert von A, dann ist Ak Eigenwert von AF fiir alle n € N mit
k>1.
b) Beweis durch Widerspruch:
Sei k € N beliebig.

Angenommen A% + AF + E = 0 und A besitzt einen reellen Eigenwert A.

a) n 2% | Ak
2 3ueRrR"\{0): 0=O-v=(A LA +E)v
= A% + Ak + Ev

=A%+ Ao+ 0
2
= ((/\k) +(4%) +1)v

Da v als Eigenvektor ungleich dem Nullvektor ist, erhalten wir somit (/\k)2 +AF+1=0.

— =k
Substituiere u := AF: P2 +u+1=0 = pu= _1%12_4 ¢R oAk ¢ R Widerspruch zu

A €eR.

Insgesamt erhalten wir also: Wenn A%f + A¥ + E = 0, dann besitzt A keine reellen Eigenwerte.
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F23-T1-Al1

Es sei V = R?2 der R-Vektorraum der 2 X 2-Matrizen und fiir s € R sei f;: V — V diejenige lineare
Abbildung, welche durch die folgende Zuordnung gegeben ist:

a p a-p p+y
(V 6) ; (y+82-ﬁ 0 )
a) Geben Sie eine Basis von V an und bestimmen Sie in Abhédngigkeit von s € R die Darstellungs-
matrix As von fs beziiglich der von Ihnen angegebenen Basis.

b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Matrix A; aus Aufgabenteil a).

¢) Bestimmen Sie diejenigen s € R, fiir welche die lineare Abbildung f; diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag

0 0/7\0 0)7\1 0)7\0 1

R?2, Offensichtlich ist 8 linear unabhingig und ein Erzeugendensystem von R?*? und damit
eine Basis. Es folgt:

a) Wahle 8 = {(1 0) , (0 1) , (0 O) , (0 0)} Hierbei handelt es sich um die Standardbasis von

1 -100
01 10
As=Mg(f)=\g 2 1 g
0 0 01

b) Bestimme x4,(A) = det(As — AE4) durch Entwicklung nach der 1. Spalte:

xa,M)=1-1)-[Q1-21P-s21-1)] =1 -1 [1-1)?-5? v (1-A)21=-A+s)1-A-5)

(*) Hier wurde die 3. binomische Formel genutzt, um den 2. Faktor zu faktorisieren.

¢) fs diagonalisierbar < A diagonalisierbar

A, diagonalisierbar & x4, (A) zerféllt tiber R vollstandig in Linearfaktoren und fiir jeden Eigen-
wert p von Ag stimmen geometrische (i) und algebraische Vielfachheit a(u) tiberein.

1. Fall: s #0
Die paarweise verschiedenen Nullstellen von x4, (1) sind1,1+5s,1 —s.

Fiir jeden Eigenwert p von A gilt 1 < f(u) < a(u). Dal+s #1—s, folgta(l+s5)=a(l-s)=1.
Mit der Ungleichung ergibt sich somit direkt f(1 +s) = f(1 —s) = 1 und somit insbesondere auch

a(l+s)=p(1+s) und a(l-s)=p(1-s).

Weiter gilt a(1) = 2. Bestimme also (1) = dim Eig (A, 1) = dim ker (A5 — E4). Uberfiihre dafiir
die Koeffizientenmatrix des entsprechenden homogenen linearen Gleichungssystems in Zeilen-
stufenform, um daraus dann dim ker (A; — E4) abzulesen:

0 -1 0O 0 -1 00

0 0 1 0f|z+?z|0 0 1 0
0 &2 0 0 ! 0 0 0ol = BO=4-2=2=a().
0 0 00 0 0 00
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Da also das charakteristische Polynom von A in Linearfaktoren zerfallt und fiir alle Eigenwerte
von A die algebraische und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen, sind die Matrix As und
damit insbesondere auch f; fiir s # 0 diagonalisierbar.

2. Fall: s =0

A = 1ist einzige NST von x4,(1) und damit einziger EW von Ay. Weiter gilt a(1) = 4. Bestimme
nun (1) analog zum 1. Fall und priife, ob a(1) = B(1).

0 -100
00 10 .

0 0 00 B(1) = dimker (Ao —Eg) =4-2=2 = B(1) < a(l).
0 0 00

Zwar zerféllt das charakteristsiche Polynom von Ay in Linearfaktoren, fiir den einizigen Eigenwert
1 von Ag stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit jedoch nicht tiberein. Somit sind
Ap und damit insbesondere auch fy nicht diagonalisierbar.
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F23-T2-A4

Es seien n € N und A € R"*". Beweisen Sie:

a)
b)

<)

Ist A symmetrisch, so ist auch A? symmetrisch.
Ist B € R™" jhnlich zu A, so ist B2 dhnlich zu A2.

Ist die Matrix A diagonalisierbar, so ist auch A2 diagonalisierbar.

Losungsvorschlag

a)

b)

<)

A € R¥2 symmetrisch = A = AT = (42)" = (A-A)T = AT . AT=A- A= A2
Es gilt also (A?)T = A2, das heif3t, A% ist symmetrisch.

B dhnlich zu A

= 3ITeGL,(R): B=T'AT

= 3JTeGL,(R): B?=(T'AT)(T'AT) =T 'AE,AT = T'A’T

=  B? ihnlich zu A2

Erinnerung: GL, (R) = {A € Mat(n x n;R) | A invertierbar}

Wir bemerken zunéchst, dass das Quadrat D? einer Diagonalmatrix D wieder eine Diagonalmatrix
ist.

Das lasst sich einfach nachrechnen. Insbesondere sieht man dabei, dass die Diagonaleintrdge von
D? gerade den Quadraten der Diagonaleintrdge von D entsprechen. Insbesondere gilt allgemein,
dass das Produkt von zwei beliebigen Diagonalmatrizen wieder eine Diagonalmatrix ist.

A diagonalisierbar = A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix D
b) 2 . . 2
= A“istahnlich zu D

Dajedoch D? nach dem Kommentar vom Anfang dieser Teilaufgabe ebenfalls eine Diagonalmatrix
ist, ist A2 dhnlich zur Diagonalmatrix D? und damit diagonalisierbar.
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F23-T3-A3

Beweisen oder widerlegen Sie:

a)

b)

<)

Sei A € R¥? reell diagonalisierbar mit det(A) > 0. Dann hat entweder A oder —A nur strikt
positive Eigenwerte.

Sei A € R3S reell diagonalisierbar mit det(A) > 0. Dann hat entweder A oder —A nur strikt
positive Eigenwerte.

Sei A € R?2 50 dass A? reell diagonalisierbar ist. Dann ist auch A reell diagonalisierbar.

Losungsvorschlag

a)

b)

Wabhr.

A ist diagonalisierbar, das heifit, es gibt T € GL; (R) : T1AT = (8

2) mit A, u € R Eigenwerten
von A.
det(A) = det (E,) - det(A) = det (T~ - T) - det(A) = det (T™") - det(T) - det(A)

= det (T™") - det(A) - det(T) = det (T"'AT) = det (g 2) —A-pu

Hier rechnen wir also nach, dass dhnliche Matrizen dieselbe Determinante besitzen. Das ist also
ein Beweis fiir Satz 4.8 in Kapitel 4.

A-u=det(A)>0 = A,u>0o0derA,u<0.

Da die Eigenwerte von —A gerade —A und —u sind, haben also A (fiir A, u > 0) oder —A (fiir
A, 1 < 0) nur strikt positive Eigenwerte.

Falsch.
-1 0 O
Betrachte A=| 0 -1 0.
0O 0 1

A ist offensichtlich diagonalisierbar, es gilt ebenfalls det(A) = 1 > 0, aber A und —A besitzen
jeweils die Eigenwerte —1 und 1. Damit besitzt keine der beiden Matrizen nur strikt positive
Figenwerte.

Falsch.

0 -1
1 0

Betrachte A = ( ) Die Matrix A2 = ( 0 ) ist offensichtlich diagonalisierbar.

0 -1
Jedoch besitzt x4(A) = det(A — AE;) = A% + 1 keine reellen Nullstellen, das heift, y4(A) zerfallt
uber R nicht in Linearfaktoren.

Damit ist A nicht diagonalisierbar, denn das wire dquivalent dazu, dass y4(A) in Linearfaktoren
zerfallt und die algebraische und geometrische Vielfachheit fiir alle Eigenwerte von A {iberein-
stimmen.
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H22-T1-A3

Entscheiden Sie begriindet, ob es eine Basis des R® gibt, beziiglich der beide Matrizen

0 -1 1 0 10
0 -1 1f, |-2 3 0
0 0 O -2 21

Diagonalgestalt haben, und geben Sie gegebenenfalls eine solche Basis an.

Losungsvorschlag

Diese Aufgabe fragt danach, ob die beiden gegebenen Matrizen simultan diagonalisierbar sind.

Wir {iberpriifen zunéchst, ob die Matrizen {iberhaupt diagonalisierbar sind. Bestimme dafiir die
Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume fiir beide Matrizen (wir nennen sie A und B).

Charakteristische Polynome:

xa(A) =det(A—A-E3)=A%(-=1-A). Damit sind —1 und 0 als Nullstellen von x4(A) die Eigenwerte
von A.

x(A)=det(B—A-E3)=-A-B3-A)(1-A)+2(1-21)=(1-A)[A? =31 +2] = (1 - A)*2 - A). Damit
sind 1 und 2 als Nullstellen von yp(A) die Eigenwerte von B.

Figenrdume:

1 -1 1 X1 1
Eig(A,-1) =ker(A+E3) =ker|0 0 1]|= {(xl) ©ox € R} = <(1)>
0 0 1 0 0

0 -1 1 X1 1\ (0
Eig(A,0) =ker(A) =ker|0 -1 1 ={(x2): xl,xzeR}:<(0),(1)>
0 0 O X2 o/ \1
1
2
2

-1 0
Eig(B,1) = ker (B — E3) = ker (2 0) = {
2 0

-2 1 0 X1 1
Eig(B,2) =ker(B—-2E3)=ker|-2 1 0 |= {(le) ©ox € R} — <(2)>
-2 2 -1 2x1 )

1\ (1\ [1 111 0 01
Definiere M := { 1) ’ (1) |2 } Darang|(1 2 2||=rang|[0 1 1|[=3istM linear unabhingig
0/ \1/ \2 110 110

und wegen dim R? = 3 ist M sogar eine Basis von R®.

Zudem besteht M ausschliefilich aus Eigenvektoren von A bzw. B, das heifit, beziiglich M besitzen A
und B Diagonalgestalt.
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H22 -T2 -A3

Sei V ein R-Vektorraum der Dimension dim(V') = 3; ferner sei by, by, b3 eine Basis von V.
a) Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung f: V — V mit
fb1) = by + b3, f(b1+b2)=-b1—by, f(ba+b3)=by—bs

gibt, und bestimmen Sie die darstellende Matrix M € R33 von f beztiglich der Basis by, by, b3
von V.

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte der Matrix M € R3 aus a) und geben Sie fiir jeden Eigenraum
eine Basis an.

c) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung f: V — V aus a) diagonalisierbar ist, und geben Sie eine
Basis von V aus Eigenvektoren von f an.

Losungsvorschlag

a) Es gentigt zu zeigen, dass by, b1 + by, by + b3 eine Basis von V ist, um die eindeutige Existenz von
f zu begriinden. Dafiir gentigt es wegen dim(V) = 3 zu zeigen, dass by, b1 + by, by + b3 linear
unabhéingig sind.

Zeige: b1, b1 + by, by + b3 linear unabhéngig

Seien A1, A2,A3 € R mit  A1by + Ay (b1 + b))+ A3 (b +b3) =0

= A +A)b1 + (A2 +A3) by + Azb3 =0

Da b1, by, b3 eine Basis von V ist, sind die drei Vektoren insbesondere linear unabhéngig.
> M +Ah=Ar+A3=A3=0

=M=A=2A3=0

Somit sind b1, b1 + by, by + b3 linear unabhdngig und wegen dim V' = 3 sogar eine Basis von V.
Damit existiert genau eine lineare Abbildung f mit den gewiinschten Bildern der Basisvektoren.

linear n.V.
FB2) = fr+br=b) = f by +bo) = f (o)™ br—by+by—by = by by (+)
linear n.V.
f(b3)=f(b2+b3—b2)f = f(by+b3)~ f(b2) (:\)/bZ_b3+b1+b3:bl+b2
Insgesamt folgt also:
0 -1 1
M=|-1 0 1
1 -1 0

b) Um die Eigenwerte von M zu bestimmen, ermitteln wir die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms xum(A) der Matrix.

am(A) =det(M —AE3) = (AP =141=(-A)+ () = (1) ==+ A =-AA - 1A + 1).

Wir erhalten also die Eigenwerte —1, 0 und 1 der Matrix M. Um Basen der Eigenrdume anzugeben,
berechnen wir die Eigenrdume. Es gilt:

1 -1 1 -1 1 1
e Eig(M,-1) =ker(M +Ez) =ker[-1 1 1|7=""ker|0 0 2 =<(1)>
1 -1 1)%™4 0 0 0 0
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0 -1
e Eig(M,0) = ker(M) =ker|-1 0
1 -1
-1
e Eig(M,1) = ker(M — E3) = ker| -1
1
Somit sind .
U_1 = (]_
0

107
N, 0 -1 1 1
12 ker|0 -1 1 :<(1)>
0 1 -1 0 1
-1\ 1 -1 1 1
-1 1[7="kerl0 0 0 =<(o)>.
-1 1) &4 0 -2 0 1

o f) e o)

jeweils Basisvektoren der zugehorigen Eigenrdume.

¢) Offensichtlich zerfdllt das charakteristische Polynom xa(A) von M in Linearfaktoren und fiir
jeden der drei Eigenwerte stimmen die algebraische und die geometrische Vielfachheit tiberein
— konkret gilt fiir alle drei Eigenwerte, dass algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils
den Wert 1 besitzen. Daher ist die Matrix M diagonalisierbar. Da eine darstellende Matrix von f
diagonalisierbar ist, ist f selbst insbesondere auch diagonalisierbar.

Die in Teilaufgabe b) ermittelten Eigenvektoren v_;,vg und v1 von M sind Koordinatenvektoren
beziiglich der Basis (b1, by, b3) von Eigenvektoren von f. Wenn wir die Koordinatenvektoren, die
offensichtlich eine Basis des Koordinatenraums R? bilden, also in Vektoren aus V {ibersetzen,
erhalten wir eine Basis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Aus diesem Grund ist durch

w1 221-b1+1-b2+0~b3,

w22=1-b1+1~b2+1-b3

und W32=1-b1+0~b2+1-b3

eine Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von f gegeben.
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F22-T1-Al1

Fur a € R sei

Ay =

(eI

1
3
1

S =, O

Bestimmen Sie alle @ € R, so dass —3 ein Eigenwert von A, ist.

Losungsvorschlag

-3 Eigenwert von A, < -3 Nullstelle des charakteristischen Polynoms xa,(A) von A,
Bestimme x4, (7):
Xa,(A)=det(Ay —A-E3)=(@—AG-A)—(a—A) - (a-A)
=(a—-M)[(@-1)B-1)-2]
=(a—-A7A) [/\2—(3+a)/\+3a—2]

Nun ermitteln wir noch, fiir welche Werte von @ € R das charakteristische Polynom x4,(A) die
Nullstelle —3 besitzt.

X4,(=3)=0 & 0=(a+3)[9+9+3a +3a-2] = (a+3)(6a+16)

1
=S a:—3odera:—z6

Insgesamt sehen wir also, dass —3 genau dann ein Eigenwert von A, ist, wenn a € {-3, —%6} gilt.
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F22-T2-A1
Seien
5 1 -1 1 -1 1 1
1 5 1 -1 1 -1 -1
-1 1 5 1 -1 1 66 11 6
1 -1 1 5 1 1 eR und v = 1 eR
-1 1 -1 1 5 1 1
1 -1 1 -1 1 5 -1

a) Berechnen Sie A - v.

b) Zeigen Sie ohne Berechnung des charakteristischen Polynoms von A, dass 6 ein Eigenwert von A ist,
und bestimmen Sie die geometrische Vielfachheit dieses Eigenwerts.

¢) Bestimmen Sie ohne weitere Rechnungen aber mit Begriindung das charakteristische Polynom x4 von
A in vollstandig faktorisierter Form.

Losungsvorschlag

a)A-0=(0 00 0 0 0)

b) Firw:=(1 1 1 1 1 1)" #0gilt(A—6-Es)-w = 0, das heiflt, Aw = 6w.
Folglich ist 6 ein Eigenwert von A.
Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 6 entspricht dim ker (A — 6 - Eg).

Offensichtlich gilt rang (A — 6 - E¢) = 1, denn alle Zeilen sind Vielfache der 1. Zeile. Damit folgt fiir
die Dimension der Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems (A — 6 - E¢) x =
0, x € R, die gerade ker(A — 6 - Eg) entspricht:

dimker(A—-6-E¢) =6—-rang(A—-6-E¢)=6-1=5

c) Nach Teilaufgabe a) ist 0 ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v # 0. Nach Teilaufgabe b) ist 6 ein
Eigenwert von A mit Eigenvektor w und geometrischer Vielfachheit 5. Das heifst, die algebraische
Vielfachheit von 6 ist mindestens 5. Da das charakteristische Polynom x 4(A) von A jedoch Grad 6
besitzt und 0 ebenfalls Nullstelle von x 4(A) ist, muss die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
6 genau 5 sein. Folglich ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 0 gleich 6 — 5 = 1. Somit
folgt mit dem Leitkoeffizient (—1)° = 1 fiir xa(A) :

xaA)=A-(A-6).
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F22-T3-A4

Fiir t € R sei die Matrix

8+t 0 8+2t
A= 1 2t 2 € R33
—4-t 0 -4-2t

gegeben. Es bezeichne ¢;: R> — R3, x — @;(x) = A; - x die zugehdrige lineare Abbildung.

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix von ¢; bzgl. der Basis

des R3 an.

() G2

b) Bestimmen Sie alle t € R, fiir die ¢; diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag

a) A; ist die Darstellungsmatrix von ¢y beziiglich der kanonischen Basis & von R3. Suche also

b)

Basistauschmatrizen T‘S und TB (T‘S)

2 0 -1
Tlf =0 1 O Basisvektoren von B als Spalten der Matrix
-1 0 1
o100
Tg:(Tlf) =1(0 3 0| =|0 3 0
1 0 2 1 0 2

Die Matrix TB (T‘%) wurde mithilfe von Satz 1.13 aus Kapitel 1 ermittelt.

Die gesuchte Matrix ist dann

8+t 8+2t 0 -
B & _ TB
TS-At-TB_TS- 1 1
-4 —t —4 2t 1 0
1 0 1 8 0 t 4 0 O
=({0 3 0]-|0 2t 1]|=|0 6t 3
1 0 2/ \-4 0 -t 0 0 -t

Wir suchen Eigenwerte von ¢; mithilfe des charakteristischen Polynoms der Darstellungsmatrix
aus Teilaufgabe a) — nenne sie M;:

xw(A) = det (M; = A - Es) = (4= A)(6t = A)(~t = 1)

@; ist diagonalisierbar, wenn xs,(A) drei verschiedene Nullstellen besitzt, denn dann zerfallt
XM, (A) tiber R in Linearfaktoren und fiir jeden Eigenwert von ¢y, das heifdt jede Nullstelle von
XM, (1), stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein — sie sind dann 1.

Priife, wenn einer der Eigenwerte algebraische Vielfachheit > 1 besitzt, ob auch dann algebraische
und geometrische Vielfachheit fiir alle Eigenwerte iibereinstimmen. Das ist genau dann der Fall,
wenn mindestens zwei der Nullstellen {ibereinstimmen. Wir tiberpriifen im Folgenden also alle
Fille, in denen mindestens zwei der drei Nullstellen 4, 6t und —f tibereinstimmen.
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1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

6t=—t = t=0
a(0) =2, B(0)=dimker My =3 —rang(Mp) =3-2=1 < a(0)
= @ fiir t = 0 nicht diagonalisierbar

6t=4 = t=%
a4) =2, 5(4):dimker(M%—4-E3):3—rang(M%—4-E3):3—1:2
= a4) =p4) ,

= ¢ diagonalisierbar fiir t = £.

-t =4

a(4)=2, p(4)=dimker(M_4—4-E3)=3-rang(M_4—4-E3)=3-1=2
= a(4) = p4)

= @ diagonalisierbar fiir t = —4.

Insgesamt folgt somit, dass ¢; fiir alle t € R mit t # 0 diagonalisierbar ist.
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H21-T1-A3

Gegeben sei die Matrix
s s—1 1-s
As=|0 s 1-57],
0 s2—-1 2-32
welche von einem reellen Parameter s abhingt.

a) Bestimmen Sie in Abhdngigkeit von s alle Eigenwerte von As mit ihren algebraischen und geo-
metrischen Vielfachheiten.

b) Bestimmen Sie, fiir welche Werte von s die Matrix A; diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag

a) Bestimme die Eigenwerte von A; tiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4,(1) von
As.

xa,(A) = det(As — A - E3)
Fe-n [0 -0+ (5]

=(s-A)[A2-20 —s* + 257 + 5% - 257 + 1]
=(s = M)(A-1)

(+) Entwicklung nach der 1. Spalte

1.Fall: s#1
a(s)=1und dal < B(s) < a(s) folgt direkt f(s) = 1.
a(l) =2und

s—=1 s=1 1-s
B(1) = dimker (A; —1-E3) =dimker| 0 s>-1 1-s2|[=3-2=1
0 s2-1 1-5?

2.Fall: s=1
0 0O
a(1) =3, B(1) = dimker (A; — E3) =dimker[|0 0 0|=3
0 0O

b) A, diagonalisierbar & xa,(A) zerfdllt tiber R in Linearfaktoren und fiir alle Eigenwerte A; von
As gilt a (Ay) = B (A9).

Dass x4, in Linearfaktoren zerfallt ist nach a) fiir alle s € R erfiillt.

Mit dem Wissen zu algebraischer und geometrischer Vielfachheit von Eigenwerten von A, aus
Teilaufgabe a) folgt also:

* A; nicht diagonalisierbar fiirs # 1,da (1) =1 <2 = a(1)
* A, diagonalisierbar fiir s =1, da a(1) = 3 = (1)
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H21-T2-A2

Seive R"mitv #0.

a) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Menge R aller reellen n X n-Matrizen, fiir die v ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist, einen R-Vektorraum bildet.

b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Menge S aller reellen n X n-Matrizen, fiir die v ein
Eigenvektor ist, einen R-Vektorraum bildet.

c) Sei S die Menge aller reellen n X n-Matrizen, fiir die v ein Eigenvektor ist, mit n = 2 und

V= G) € R2. Bestimmen Sie eine Basis von S.

Losungsvorschlag

a) Diese Aussage ist falsch, denn die Menge R ist nicht additiv abgeschlossen.
Seien A, B € R. Dann gilt:
(A+B)-v=Av+Bv=v+v=2v = A+B¢R

b) Es gentigt zu zeigen, dass S € Mat(n X n;R) ein Untervektorraum ist.
1) E,€S,dennE,v=v = S#0
2) Seien A,B € S,dasheistIA, u e R: Av=Av,Bv=pv
= (A+B)v=Av+Bv=Av+uv=A+puv = A+Be€S
3) SeienAeSundAeR. Ae€eS = JdaecR: Av=av
= (AA)-v=A-(Av)=Aav = AAeS
= S C Mat(n X n;R) Untervektorraum und damit insbesondere S auch ein Vektorraum

b

. a
c) Essei A = (c J

) € Mat(2 x 2,R),

V= (1) Eigenvektor von A & A € R:  Av = Av
(a+b) ()\)
Lt =
c+d A
Sa+b=c+d

a b
@A_(C (a+b)—c)' a,b,ceR

. a b 1 0 (0 1 0 0
ases= {0 b wnees)-( 9.0 .0 9

=B

Offensichtlich ist B ein Erzeugendensystem von S. Auflerdem ist B linear unabhingig, denn seien

.. (1 0 01 0 0
A,y,eeletA(O 1)+y(0 1)+é(1 _1) > A=u=¢e=0

= B ist eine Basis von S.
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H21-T3-A2

Beweisen oder widerlegen Sie:

a)
b)

<)

Ist A € R mit rang (A) > max{n, m}, so ist A eine invertierbare Matrix.

Ist A € R diagonalisierbar, dann gibt es eine orthogonale Matrix B € R"*" und eine Diagonal-
matrix D € R"™" mit
BAB™' =D.

Es seien V ein R-Vektorraum der Dimension 2n € N und U € V ein Untervektorraum der
Dimension 7. Dann gibt es eine lineare Abbildung F: V — V mit

Bild(F) = Kern(F) = U.

Losungsvorschlag

a)

b)

Es gilt: rang (A) < min{m, n}, das heifit nach Voraussetzung;:
max{m, n} < rang (A) < min{m,n} = min{m, n} > max{m, n}.

Da also min{m, n} > max{m, n} und nach Definition auch min{m, n} < max{m, n} folgt insge-
samt max{m, n} = m = n und damit insbesondere rang (A) = n und A € R"" = A invertierbar

Die Aussage ist falsch. Dafiir zeigen wir zunéchst, dass die orthogonale Diagonalisierbarkeit von
A impliziert, dass A symmetrisch ist.

Nehmen wir also an, dass es eine orthogonale Matrix B gibt, fiir die BAB -1=D gilt, wobei D eine
Diagonalmatrix ist. Da B orthogonal ist, gilt B~' = BT (das sehen wir in Definition 7.9 in Kapitel
8). Weil fiir die Diagonalmatrix D aufierdem D = DT und nach geeignetem Umformen zudem
A = B™!DB folgt insgsamt

AT =(B™'DB)" =B'D"(B™")' =B'D(B")" =B'DB = A.

Wir sehen also, dass es zum widerlegen der Aussage geniigt, eine nicht symmetrische diagona-
lisierbare Matrix anzugeben. Ebenso ist es ausreichend, dies fiir eine beliebige natiirliche Zahl
n € N zu tun, da die Aussage fiir beliebiges n formuliert ist. Gilt sie also fiir ein n € N nicht, ist
sie im Allgemeinen falsch.

01
dass C diagonalisierbar ist. Wir kénnen auch einfach eine Basis aus Eigenvektoren angeben, etwa

Betrachte daher die Matrix C := (O 1). Mithilfe der tiblichen Techniken vergewissern wir uns,

B = {((1)) , G)} Damit belegen wir direkt, dass C diagonalisierbar ist. Angenommen, es gibe

nun eine Matrix B wie in der Aussage gefordert, dann wire C gemaf3 des vorherigen Beweises
symmetrisch. Ein Widerspruch, da C offensichtlich nicht symmetrisch ist.

Die orthogonale Diagonalisierbarkeit wird uns im Zusammenhang mit der euklidischen Nor-
malform einer Quadrik noch einmal beschéftigen (vgl. Satz 10.3 in Kapitel 10). Dort werden wir
genau die Umkehrung der oben bewiesenen Aussage benétigen, dass ndmlich jede symmetrische
Matrix A € R*™" orthogonal diagonalisierbar ist, dass es also eine orthogonale Matrix B € R™*"
gibt, fiir die BAB™! = D mit einer Diagonalmatrix D € R™" gilt.

Diese Aussage ist wahr. Wir fithren einen konstruktiven Beweis und geben eine lineare Abbildung
F an, die die gewiinschten Eigenschaften erfiillt.
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Da U ein n-dimensionaler Untervektorraum von V ist, konnen wir eine Basis By = {u1,...,u,}
von U angeben und diese zu einer Basis 8 = {uy,...,u,,01,...,0,} ergdnzen. Eine lineare
Abbildung F: V — V ist eindeutig definiert, wenn wir die Bilder fiir eine Basis angeben. Definiere
daher

F(uj)=0fuarallel1<i<n und F(v;)=u;farallel <i<n.

Offensichtlich gilt gemdf dieser Definition U C Kern(F). Weiterhin gilt U C Bild(F), denn sei
u € U beliebig, dann gibt es A1, ..., A, derart, dass u = Aquq + Ayuy,. Fir v .= Aqo1 + ...+ A0,
gilt dann aber

F(v) = F(AMo1+ ...+ A,0,) = AF(v1) + ...+ Ay F(vy) = Aqug + ... + Ayuy, = u.

Somit folgt, dass dim(Kern(F)) > dim(U) = n und ebenso dim(Bild(F)) > dim(U) = n. Nach der
Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt aber

2n = dim(V) = dim(Kern(F)) + dim(Bild(F)).

Mit den obigen Abschidtzungen ergibt sich somit dim(Kern(F)) = dim(Bild(F)) = n und damit
wegen dim(U) = n insbesondere auch Kern(F) = U = Bild(F).
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F21-T1-Al
Gegeben sei die Matrix
113
A=[1 2 1|eR¥.
301
1
a) Zeigen Sie, dass | 0 | ein Eigenvektor von A ist.
-1

b) Weisen Sie nach, dass A diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag
1 -2 1 1

a)A-10]=(0]|=-2-10 = Der Vektor | 0 | # 0 ist Eigenvektor zum Eigenwert —2.
-1 2 -1 -1

b) Bestimme zunichst die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 (A)
von A.

xaA)=det(A—A-E3)=(1-A)2Q2-AN)+3-(1-1)-92-21)
=A% +412-514+2+3+A-1-18+9A
=-A3+4A2+510-14

YA +2)(A2=6A+7)

Im Schritt (+) gelangen wir mithilfe einer Polynomdivision zu einer ersten Faktorisierung. Dabei
nutzen wir, dass wir aus Aufgabe a) bereits —2 als Eigenwert von A identifiziert haben, das heifst,
A + 2 lasst sich als Linearfaktor vom charakteristischen Polynom x 4(A) abspalten.

Die Nullstellen von A? — 61 + 7 sind A1 := 6+T‘/§ =3+v2und A; =3 - V2.
Damit folgt: x4(A) = — (1 +2) (/\ _3- x/E) (/1 _34 \/E)

Die Eigenwerte von A sind somit -2, 3 + V2 und 3 - V2.

Fiir jeden der Eigenwerte u von A ist die algebraische Vielfachheit a(u) gleich 1. Fiir die geo-
metrische Vielfachheit f(u) eines Eigenwerts u von A gilt: 1 < B(u) < a(u) = 1. Somit folgt
a(u) = B(u) = 1 fir alle Eigenwerte von A. Da y4(A) tiber R auierdem in Linearfaktoren zerfallt,
ist A also diagonalisierbar.
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F21-T1-A4

Es sei A € R?2 eine Matrix mit Spur(A) = 3 und det(A) = 2.

a)

b)

Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom von A die Form
A? =31 42
hat und folgern Sie daraus, dass A diagonalisierbar ist.

Folgern Sie, z.B. mit a), dass

{B € R¥? : Spur(B) = 3, det(B) = 2}

die Menge aller zu ((1) 2) dhnlichen Matrizen ist.

Losungsvorschlag

a)

b)

d
det(A) = ad — bc = 2.

Essei A = (i b) mit a,b,c,d € R. Nach Angabe gilt sowohl Spur(A) = a +d = 3 als auch

Fiir das charakteristische Polynom x4(A) von A folgt daher:
xaA)=(@-A)d—-A)=bc=A*>-(a+d)A +(ad —bc) =A*>-31+2
Es gilt: u € R Eigenwert von A & xa(u) =0

Die Nullstellen von x4(A) sind A1 = %2@ =2und A; =1, das heifit ya(A) = (A = 1)(A — 2) und
folglich zerfallt x4(A) tiber R in Linearfaktoren.

Fiir die algebraische Vielfachheit a (A;) der beiden Eigenwerte von A gilt: a (A;) = 1.

Fir die geometrische Vielfachheit (A;) der beiden Eigenwerte A1 und A, von A folgt wegen
1< B(A;) < a () direkt, dass B (1) = 1.

Da xa(A) in Linearfaktoren zerfdllt und a (A;) =  (A;) fiit alle Eigenwerte A; mit i € {1,2} von A
folgt, dass A diagonalisierbar ist.

Nenne die gegebene Menge M und definiere N := {B € R¥»2 | B dhnlich zu ((1) g)}
Zeige: M = N
,C7 Sei Be M a:) xB(A) = (A = 1)(A = 2) und B diagonalisierbar

= 3T e R¥? jnvertierbar mit T~ 'BT = (1 0)

0 2
(denn 1 und 2 sind EWe von B)
= BeN

U

S22 SeiBe N = 3T e R¥? invertierbar mit T~'BT = ((1) g)
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Es gilt det(B) = det (T~!BT) = 2 und aus a) folgern wir fiir B = (Z Z)
xB(A) =A% — (a + b)A + det(B)

Weiter gilt fiir D = ((1) g) :xpA)=(1-1)2-A)=A2-31+2

Da das charakteristische Polynom fiir dhnliche Matrizen gleich ist, folgt xp(A) =
XxB(A) und nach einem Koeffizientenvergleich auch Spur (B) =a +d = 3.

=BeM

Allgemein gilt fiir Matrizen A, B € R¥*2, T € GL,, (R) : Spur (T™'BT) = Spur (A)
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F21-T2-A2
Es sei
-1 0 0 O
0 2 0 O
D= 0 0 -1 0}
0O 0 0 2

Weiter sei T € R¥4 eine invertierbare Matrix, E4 die Einheitsmatrix und A = TDT™ — E4.
a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

b) Bestimmen Sie die Determinante von A.

Losungsvorschlag

a) Es gilt fiir das charakteristische Polynom x4(A) von A:

xa(A) = det(A — AE4) = det (TDT ™ — E4 — AE4) = det (TDT™' = TT™' = ATT™)
=det(T (D —E4— AE4) T™!) = det(T) - det (D — E4 — AE4) - det (T™!)
=det(D — E4 — AE4) - det(T) - det(T) ™ = det (D — E4 — AEy)
= (-2-21)1-A)

Die Idee ist hier, dass A = TDT' — E, = TDT™!' = TT~! = T(D — E4)T~', das heifit, A ist dhnlich
zu D — E4 und somit besitzen A und D — E4 dasselbe charakteristische Polynom.

b) Mit der Idee aus Teilaufgabe a) berechnen wir:

det(A) = det(TDT ! — E4)
=det(TDT™' -TT™Y)
= det (T(D - E4)T™)
= det(T) - det(D — E4) - det (T™")
=det(D — E4) - det(T) - det(T) ™"
=det(D — E4) = (-2)*>- 17
=4



120 4 Diagonalisierbarkeit

H20-T1-A3

Gegeben sei die reelle Matrix

a) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S € R3*3, fiir welche S~'AS Diagonalgestalt hat.

b) Zeigen Sie, dass A nicht orthogonal diagonalisierbar ist, d.h. dass es keine orthogonale Matrix
S e R3S gibt, fiir welche STAS Diagonalgestalt hat.

Losungsvorschlag

a) Bestimme das charakteristische Polynom von A:
xa(A) = det(A — AE;3)
=(-A)1-A)4-1)+4+4-2(4-1)-21+4(1-7)
= (1= A)[—4A + A% + 4]
= (1= -2y

Also sind 1 und 2 die Eigenwerte von A. Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

-1 2 =2 ” —2x> -2
Eig(A,1) =ker(A-E3)=ker[ 1 0 1 :{( X ): XQER}=< 1)>
2

2 -2 3 2x7
-2 2 =2 ( X1 1\ (0
Eig(A,2) =ker(A—-2E3)=ker| 1 -1 1 |= {(Xl + xs) © o X1,X3€ R} = <(1) , (1)>
2 -2 2 X3 0/ \1

(+) Die Losung ist in diesem Schritt fiir das Examen zu knapp.

-2\ (1\ (O
Offensichtlich ist 8 = { 1], (1) , (1)} linear unabhéngig und wegen dim R® = 3 eine Basis des
2/ 0/ \1
R3 aus Eigenvektoren von A.
-2 10
FirS=(1 1 1|giltdaher:
2 01

i) S invertierbar, denn det(S) # 0 wegen B linear unabhéngig

|

b) Angenommen es gibe eine solche Matrix S mit STAS = D und D eine Diagonalmatrix. Da
offensichtlich DT = D wiirde dann wegen S~! = ST fiir die orthogonale Matrix S folgen:

S O =

0
2
0

N O O

ii) ST1AS = (

STAS=D & A=SDST also AT =(SDST)T = (sT)" DTsT = SDST = A.

Somit wdre A symmetrisch, das ist jedoch offensichtlich ein Widerspruch, da A nicht symmetrisch
ist.
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F20-T3 -A2

Fiir welche t € R ist die reelle 2 x 2-Matrix

_ t+2 t %2
At—(_t t_2)ER

iiber R diagonalisierbar?

Losungsvorschlag

Untersuche, fiir welche t € R eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A; existiert.

Bestimme dafiir zundchst Eigenwerte von A; als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4, (1)
von A;.

xa,(A) =det(A —AEy) = (t+2-A)(t—2-A)+t2 = (t = AP =22 + 2 = A2 = 2tA +2t> — 4

2t £ /412 -4 (2t2 - 4) 2t + V16 — 442
X4 =0 & A= \/ 2( ): * 26 =t+V4-1¢2

Fiir t2 > 4, das heifit [t| > 2 bzw. t > 2 oder t < -2, besitzt x4,(A) keine reellen Nullstellen, weshalb
X4,(A) nicht in Linearfaktoren zerfallt und folglich A; nicht reell diagonalisierbar ist.

Fiir t? < 4, das heifit |t| < 2bzw. =2 < t < 2, besitzt A; zwei verschiedene Eigenwerte pq =t + V4 — 12

und pp = t — V4 —t2. Fiir deren algebraische Vielfachheit gilt: a (u;) = 1. Fiir die geometrische
Vielfachheit f (u;) folgt wegen 1 < B (ui) < a(ui) direkt, dass B (ui) = a(ui) = 1. Da zudem
xa,(A) = (/\ - yl) (A - y2) in Linearfaktoren zerféllt, ist A; reell diagonalisierbar.

Fiir t? = 4 untersuche die Eigenrdume zum einzigen Eigenwert t von A;.

1.Fall: t =2

Eig(Aj,2) = ker (A —2- E) = ker (_22 _22) = <( ' )>
= BR2)=1<a2)=2

= A ist nicht reell diagonalisierbar

2. Fall: t =-2:

Eig(A_p,-2) = ker (A, +2- Ej) = ker (; :;) = <(i)>
= p(-2)=1<a(-2)=2

= A_, ist nicht reell diagonalisierbar
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H19-T1-A3

Betrachten Sie die folgenden Unterrdume

1 0 -1
E=R-|1|,F=R-|-1|,G=R-[ 2 | cR%.
1 1 0

a) ZeigenSie E + F + G = R3.

b) Fiir die lineare Abbildung f: R® — R3 gelte:
¢ Eist Eigenraum zum Eigenwert 2,
¢ F ist Figenraum zum FEigenwert —1,
e G = ker(f).

Bestimmen Sie die zu f gehorige Matrix im Bezug zur kanonischen Basis ej, ez, e3 € R>.

Losungsvorschlag

1 0\ (-1
a) Zeige, dass die Vektoren (1) p (—1) , ( 2 ) linear unabhéngig sind

1 1 0
1 0 -1 0
SeienalsoA,y,seRmitA(l)+y(—1)+5(2)=(0)
1 1 0 0
A—e=0
=>3IA-u+2e=0
A+u=0
ay + a=0
ap+2a+y =0
a+p=0
e=A
=2{A=0 ;=2A=pu=¢e=0
pu=-A

Esistalso E + F + G € R3 mit dim(E + F + G) > 3und daher E+ F + G = R3

1 0
b) Gemafs Angabe wissen wirm dass vy := (1) Eigenvektor zum Eigenwert 2, v, := (—1) Eigenvektor
1 1

zum Eigenwert —1 und v3 := ( 2 ) Eigenvektor zum Eigenwert 0. Aus a) wissen wir zudem, dass
0

B := {v1, v, 03} eine Basis von R3.
2 0 O

= Mp(f)=|0 -1 0
0 0 O

Sei & = {e1, 3, e3} die Standardbasis des R3. Gesucht: Mg’ (f)-
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-1
Es gilt: Mg (f) = Tg‘? . Mg (f)- T(;B mit Tg Basistauschmatrix und Tg = (Tf‘?) . Bestimme also die

beiden Transformationsmatrizen:

10 -1
T52(7)1 (%] 03): 1 -1 2
11 0
und
1 T
L1 0 (22 2 2 1A
B &
Z=(r5) =1 -1 2| =|-1 1 | =-7|2 1 -3
4 4
11 0 -1 -3 -1 2 -1 -1
Also

ME(f)=T§ -Mp(f)-TZ

2.0 0\
_7&
=TS-{0 -1 0 -(——)

ONIm =
O B I=NI=

Il
— —

RIWNI— R = =
NSNS
|

U=
I
v

IS,
NN
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H19-T1-AS5

Sein € Nmitn > 2.Sei A € R™" eine von der Nullmatrix verschiedene Matrix, deren Zeilenvektoren
alle gleich sind.

Untersuchen Sie A (zum Beispiel in Abhédngigkeit von ihrer Spur) auf Diagonalisierbarkeit.

Losungsvorschlag

Nach Angabe gilt rang (A) = 1 (denn alle Zeilenvektoren von A gleich heifst rang (A) < 1und A # 0
heilit rang (A) > 1).

= dimker(A) = dimR" —rang (A) =n -1
= A besitzt genau n — 1 linear unabhingige Eigenvektoren zum Eigenwert 0.
= Die geometrische Vielfachheit f(0) des Eigenwerts 0 ist §(0) = n — 1

Da die algebraische Vielfachheit a(u) stets grofier oder gleich der geometrischen Vielfachheit eines
Eigenwerts u ist, folgt unmittelbar, dass n — 1 < «(0), das heifst, die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts 0 betrdgt mindestens n — 1.

Fiir das charakteristische Polynom von A folgt damit:
xa(A) = (=1)"A""1 (A - Spur (4)),
denn 0 ist mindestens (1 — 1)-fache Nullstelle von y4(A) und die Koeffizienten von A" bzw. A"~! im
charakteristischen Polynom sind (=1)" bzw. (—1)"~! - Spur (A).
Weiterhin wissen wir:

A diagonalisierbar tiber R &= xa(A) zerfdllt tiber R in Linearfaktoren und
a(u) = B(u) fur alle Eigenwerte u von A

Anhand des charakteristischen Polynoms sehen wir, dass Spur(A) ein Eigenwert von A ist. Wir
machen daher eine Fallunterscheidung hinsichtlich des Werts von Spur (A).

1. Fall: Spur (A) #0
= Spur (A) ist Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit a (Spur (A)) = 1

Wegen 1 < B (Spur (A)) < a (Spur (A)) mit § (Spur (A)) geometrische Vielfachheit von Spur (A), folgt
also a (Spur (A)) = B (Spur (A)) = 1.

Da zudem a(0) = f(0) = n — 1 und da y(A) offensichtlich in Linearfaktoren zerfillt, ist A diagonali-
sierbar.

2. Fall: Spur(A) =0Spur(A) =0 = a(0)=n

Da wie oben bemerkt aus der Voraussetzung A # 0 bereits f(0) = n — 1 folgt und damit f(0) =n -1 #
n = a(0) ist A in diesem Fall nicht diagonalisierbar.



4 Diagonalisierbarkeit 125

H19 -T2 - A2

Gegeben sei die Matrix

0 -1 1

A=|-2 2 0

3 0 0
1

a) Zeigen Sie, dass (2) ein Eigenvektor von A ist.

3

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.

¢) Finden Sie eine invertierbare Matrix X € R332, so dass X 'AX eine Diagonalmatrix ist.

Losungsvorschlag
1 1 1 1

a) DaA- (2| =[2]=1-|2]ist|2]ein Eigenvektor zum Eigenwert 1.
3 3 3 3

b) Bestimme die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 (A):

xa(A) =det(A—A-E3)=A2Q2-A)+21-32-1) =-A>+212 +51 -6 v —(A =1 +2)(A -3).
Die Eigenwerte von A sind also -2, 1, 3.

(+) Aus Teilaufgabe a) kennen wir bereits den Eigenwert 1. Wir kénnen bei Bedarf also das
charakteristische Polynom durch A — 1 dividieren und erhalten im Anschluss ein Polynom vom
Grad 2, dessen Nullstellen wir mit bekannten Mitteln berechnen.

c) Wir zeigen, dass A diagonalisierbar ist. Dann erhalten wir X, indem wir eine Basis aus Eigenvek-
toren als Spalten in eine Matrix schreiben.

Bestimme zunéchst die Figenrdume zu den Eigenwerten —2 und 3. Aus dem charakteristischen
Polynom von A lesen wir fiir die algebraische Vielfachheit von 1 direkt a(1) = 1 ab. Wegen
1 < B(1) < a(1) erhalten wir fiir die geometrische Vielfachheit von 1 unmittelbar g(1) = 1. Mit
Teilaufgabe a) folgt daher:

o[}

2 -1 1 2 -1 1 2 -1 1
* Eig(A,-2) =ker(A+2E3) =ker|-2 4 O|=ker(0 3 1 |=ker|0 3 1
3 0 2 0 1,5 0,5 0 0 O
ZXQ 2
—3x2 -3
-3 -1 1 -3 -1 1
* Eig(A,3)=ker(A-3-E3)=ker|-2 -1 O |[=ker[1 0 -1
3 0 -3 0o -1 -2

:

=) e {)
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Definiere nun X als Matrix mit einer Basis aus Eigenvektoren als Spalten, das heifst

2
1

Da det(X) = 30 # 0 ist X invertierbar und es gilt

-2 00
X1Ax=(0 1 0],
0 0 3

denn X ist gerade eine Basistauschmatrix beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren von A.

Bei den Diagonaleintrdgen beachten wir, dass sich die Reihenfolge der Figenwerte auf der Diago-
nalen aus der Reihenfolge der Eigenvektoren in den Spalten von X ergibt.
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H19-T2-A3

Fiir ein festes n € N, n > 1, sei V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n.Sei S: V — V
die Abbildung, die jedem Polynom p(x) das Polynom p(x — 1) zuordnet.

a)
b)

<)

Zeigen Sie, dass S eine lineare Abbildung (und damit ein Endomorphismus von V) ist.
Zeigen Sie, dass 0 kein Eigenwert von S ist.

Zeigen Sie, dass 1 ein Eigenwert von S ist, und geben Sie einen zugehdrigen Eigenvektor an.

Losungsvorschlag

a)

b)

Seien p(x),q(x) € Vund A € R.

¢« S(p@)+4() =S (P + D) = P+ P —1) = plx =1 +q(x —1) = S (4(x))
¢ S(A-p(x) =S (AP)) = (Ap)x —1) = Ap(x — 1) = AS (p(x)

= S ist linear

— Hier konnte im Examen eine ausfiihrliche Losung notwendig sein, die reelle Polynome p(x) =

n n
Z pix' und q(x) = Z gix' mit p;, q; € R aus der Menge V nutzt und so die Linearitit von S
i=0 i=0
etwas konkreter nachrechnet.

0 ist Eigenwert von S & Jp(x) € Vmitp(x) #0: S (p(x)) =0
Zeige also: S (p(x)) =0 = p(x)=0

n
Seip(x)eV = da;eR: px)= Z a;x
i=0

Sei 0 < k < n maximal mit a5 # 0. Dann folgt:

k k-1
S(p(x)) =p(x-1)= Z ai(x = 1) = aex* + Z b;x' mit b; € R.
i=0 i=0

S (p(x)) =0 = ax = 0 Widerspruch zu a; # 0
= Esgibtkein ax # 0, wenn S (p(x)) =

= 0 ist kein Eigenwert von S.

Sei p(x) :=1 € V. Dann gilt:
S(p(x)) =S(1) =1=1-p(x).

Da p(x) # 0, ist somit 1 ein Eigenwert von S und p(x) = 1 ein zugehoriger Eigenvektor.
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H19-T3 -Al

Essein € Nmitn > 2. Zeigen Sie:
a) Essei A € R™" Ist A% diagonalisierbar, so ist nicht unbedingt auch A diagonalisierbar.

b) Ist U C R" ein Untervektorraum mit dimg(U) = k < n, so gibt es lineare Abbildungen

fi, .-, fa-k € Hom(R",R)
n—k
u-= ﬂ Kern(f;).
i=1

Losungsvorschlag

a) Es geniigt fiir ein n > 2 zu zeigen, dass es eine Matrix A € R"™" gibt, fiir die zwar A? diagonali-
sierbar, jedoch A nicht diagonalisierbar ist. Betrachte also 7 = 2 und definiere

0 1
A= (%)
_01 1l Offensichtlich ist A? als Diagonalmatrix diagonalisierbar. Das charakteristi-

sche Polynom x4(A) = det(A-AE;) = A% +1 von A zerfillt (iiber R) jedoch nicht in Linearfaktoren,
weshalb A nicht diagonalisierbar ist.

Es gilt A? = (

Die obige Idee ldsst sich verallgemeinern. So konnen wir etwa die Matrix B € R"*" betrachten,
die wie folgt definiert ist:

0 1 0 0 -1 0 0 - 0

-1 0 O 0 0 1 0 - 0
B=|0 00 0 Dann gilt B2=(0 0 0 - 0 ,

0 0O 0 0O 00 --- 0

das heifit, B? ist als Diagonalmatrix diagonalisierbar. Da das charakterisitische Polynom yxg(1) =
(=A)"2(A? + 1) nicht in Linearfaktoren zerfillt, ist B nicht diagonalisierbar.

b) Es sei {uy,...,ux} eine Basis von U. Wir konnen diese durch {v1,...,v,-x} zu einer Basis
{ui,..., ux,v1,..., 04—k} von R" ergdnzen. Eine lineare Abbildung f; ist eindeutig bestimmt,
wenn wir fiir jedes Element dieser Basis ein zugehoriges Bild angeben.

Definiere nun f; € Hom (R",R) mit i € {1,...,n — k} durch f; (;) = 0 fir 1 < j < k sowie
fi(vi)=1und f; (vj) =0firje{1,...,n—k} \ {i}.

Damit folgt
ker (fl) = <1/l1, e UK, 01,000,021, 0441, - 4y Ui’l—k)

und daher
n—k
ﬂker (fi) =(ua, ..., ux)y = U.
i=1
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H19-T3 -A2

Essein € N. Es sei A € R"*". Weiter bezeichne E,, 1 < r < n die r X r-Einheitsmatrix. Zeigen Sie:

— ET’ 0 nxn
B_(O O)ER ,

Ist

so ist das charakteristische Polynom f4p von AB gleich dem charakteristischen Polynom fg4 von BA.

Losungsvorschlag

1<i<nund1<j<r

. _ .. nxn — .. 1 L= aij’
Essei A = (az])lgi,jsn €R™". A-B=(cj) mitc; = {0, sonst

) ajj, 1<i<rundl<j<n
B-A= (dij) mit dl‘j = {0 sonst

L 0\
Mit A = (aif)lsi,jg folgtalso A-B= (’1-) mit M; € Mat((n —r) Xr;R) und

B-A= (%) mit M, € Mat (r x (1 — r); R)

Nach den Rechenregeln fiir die Determinante von Blockmatrizen folgt somit:

fap =det(AB—A-E,) = (=A)"" - det(A; — A - E,)

fea =det(BA—A-E,) =(-A)""-det(A1 - A- Er)} = faB = fpa
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H19-T3-A3

Es sei B € R¥*2, Weiter sei

a)

b)

mp: R¥? - R??2 A — AB.

Zeigen Sie, dass mp eine lineare Abbildung ist und dass mp genau dann surjektiv ist, wenn
det(B) # 0 gilt.

Es seinunt € R ein Parameter sowie
2 t-1
- 7).
Bestimmen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenrdume von mp. Bestimmen Sie zudem
diejenigen t, fiir die mp nicht diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag

a)

b)

Seien M, N € R>*2 und A € R.

o mp(M+N)=(M+N)B=MB+NB = mp(M) + np(N)
e mp(AM) =(AM)-B=A-MB = Amp(M)

= mgp linear

Zeige nun noch mp surjektiv & det(B) #0

* Zeige: mp surjektiv = det(B) # 0
mp surjektiv = 3 A € R?2: E, =mp(A)=A-B
= 1 =det(E) = det(AB) = det(A) - det(B)
= det(B) #0

e Zeige: det(B) # 0 = mp surjektiv
det(B) # 0 = B invertierbar.
Sei A € R??2, dann gilt A - B! € R®? und auflerdem mp (AB™!) = A
= mp surjektiv

.o _J{1 0} (0O 1) (0O 0} (O O ) . %2
Esse18—{(0 0),(0 0),(1 0),(0 1)} die Standardbasis von R=*<.

Dann ist die darstellende Matrix von mp beziiglich & gegeben durch:

2 1 0 O
& [t-1t 0o o]
MS(TI’IB)— 0 0 ) 1 =M
0 0 t-1t

Um die Eigenwerte von mp zu bestimmen, berechnen wir diese als Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms von M.

xm(A) = det(M - A - Ey)

2-1 1 2-1 1
:det(t—l t—A)'det(t—l t—)\)

=[@-M)(t-A) -t -DJ
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= [AZ—(t+2)A+2t—t+1]2
= (A=t + A+ (t+ 1))

Bestimme die Nullstellen von xs(A):

E+2£/(E+2)2—4(t+1 2
() =0 © A= V( 2) ( >:t+z;w—

© A=1 oder A=t+1

Insgesamt folgt somit: xp(A) = (A — 1)?(A — (t + 1))%

Bestimme nun noch die Eigenrdume zu den beiden Eigenwerten:

1 1 0 0

Eig (M, 1) = ker (M — E4) = ker f-1 610 0

0 0 1 1
0 0 t-1 t-1
X1 1 0
_x _
= ! : xl,X3€R = 1 , 0
X3 0 1
—*3 0/ \-1
1-¢t 1 0 0
Eig (M, 1 +1) =ker(M — (t + DE) =ker| ' 01 0 0
0 0 t-1 -1
X1 1 0
(t=Dx _
= : X1,X3ER = t 1 , 0
X3 0 1
(t—l)X3 0 F—1

Damit folgt:

om0

o= (L1500, 0)

Gilt t = 0, dann folgt xp(A) = (A — 1)* und insbesondere Eig (mp, 1) = Eig (mp, t + 1). Somit folgt
dim (Eig (mp, 1)) =2 < 4 = a(1), wobei a(1) die algebraische Vielfachheit von 1 bezeichnet. Damit
ist mp nicht diagonalisierbar.

Giltt # 0, dann zerfallt das charakteristische Polynom xas(A) in Linearfaktoren, esist 1 # t +1 und
dim (Eig (mp, i) = a (ui) fir y; € {1,t + 1}, das heift, die algebraische und die geometrische
Vielfachheit stimmen fiir beide Eigenwerte {iberein. In diesen Fallen ist mp diagonalisierbar.
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F19-T1-A3

Sein € Nmitn > 1, und sei A € R"™".

a) Beweisen Sie: Wenn 1 ungerade ist und es eine invertierbare Matrix S € R™" mit
SAS™ = -A

gibt, dann ist A nicht invertierbar.

b) Sei A invertierbar und es gebe eine invertierbare Matrix T € R™*" mit
TAT'=A"1.

Beweisen Sie: Wenn A € R ein Eigenwert von A ist, dann ist auch % ein Eigenwert von A und die
geometrischen Vielfachheiten von A und } sind gleich.

Losungsvorschlag

a) SAS1=-A
= det (SAS™!) = det(-A)
= det(S) - det(A) - det (S7!) = (-=1)" - det(A)
= det(S) - det(A) - det(S)™! = (=1)" - det(A)
= det(A) = —det(A), denn n ist ungerade
= 2det(A) =0
= det(A) =0

= A nicht invertierbar

b) Da A invertierbar ist, folgt ker(A) = {0}, das heif3t, 0 ist kein Eigenwert von A, also insbesondere
A#0.

Seinun A € R ein Eigenwert von A. Dann ergibt sich:
A € REigenwertvon A & Jv e R"\ {0}: Av=Av

1
e qu= Ao =TAT 1o

1
= XT_IU = AT v

DaT v #£0 wegen T invertierbar folgt damit unmittelbar, dass % ein Eigenwert von A ist.

Somit gilt: Eig (A, 1) = {T~'v| v € Eig(A, A)}. Fiir f: R" — R",v — Tl folgt daher, dass
7 (Big (4, ) = Big (4, 1)

f ist offensichtlich linear und bijektiv, da T~! eine invertierbare Matrix ist. Daher folgt mit der
Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

dim (Eig (A, A)) = dim (Eig (A, %)) ,

die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte A und % von A stimmen somit tiberein.
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F19-T2-Al1

Fiirt € R sei
1 0 0
Ar=[0 0 1 |eR¥S
0 —t 1+t
a) Berechnen Sie das charakteristische Polynom von A;.
b) Bestimmen Sie den Eigenraum von A; zum Eigenwert 1.
c) Geben Sie alle ¢ an, fiir die die Matrix A; diagonalisierbar ist, und begriinden Sie Ihr Ergebnis.

d) Geben Sie im Fall, dass A; diagonalisierbar ist, eine Basis von R3 bestehend aus Eigenvektoren
von A; an.

Losungsvorschlag

a) Es gilt:

xa,(A) =det(Ar —A-E3) = (1=A)[(=A)- (1 +t = A) + ]
=1-MDA2-A+HA+1) =1 -A)>*A—-1)

0 0 O X1 1\ (0
b) Eig(A¢, 1) = ker (A —E3) =ker|0 -1 1|= {(xz) ©oX1,X2 € R} = <(O) , (1)>
0 -t t X2 0/ \1

c) Ayist fiir t # 1 diagonalisierbar. Denn x 4,(A) zerféllt in Linearfaktoren und fiir den Eigenwert 1
stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein, denn a(1) = p(1) = 2.

Fiir den Eigenwert t # 1 als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist die algebraische
Vielfachheit a(f) = 1 und wegen 1 < dim Eig (A¢, t) < a(t) folgt dim Eig (A, t) = B(t) = a(t) = 1.

Gilt t = 1, so ist a(1) = 3 nach Teilaufgabe a) und dim Eig (A;, 1) = 2 nach Teilaufgabe b). Daher
A1 nicht diagonalisierbar.

d) Bestimme noch Eig (A, t) fiir t # 1:

1-t 0 O ) 0 0
O —t ]. txZ t

1\ /0y /O
Damit ist eine Basis von R> aus Eigenvektoren von A; gegeben durch {(O) , (1) , (1)}
0/ \1 t
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F19-T3-A3

Gegeben sei eine Matrix

=5

a) Wenn |a — c| > |2b|, dann ist A tiber R diagonalisierbar.

mit a,b, c € R. Beweisen Sie:

b) Wenn |a — c| < |2b|, dann ist A tiber R nicht diagonalisierbar.

Losungsvorschlag

Bestimme das charakteristische Polynom x4(A) von A:

xa(A) =det(A—AEy) =(a—-A)(c—-A)+b*> =A% —(a +c)A +ac + b?

a+cx+/(a+c)?—4ac+b?)
2

a+c+ Va2 —2ac + c2 - 4b2
2

a+c++/(a—c)?—4b?

2

xaA)=0 & A=

a) la—c| > 20 = (a-c¢)*>>2b)? = (a—c)>-4b>>0
Somit hat x4(A) zwei verschiedene Nullstellen 1, u» € R. Fiir deren algebraische Vielfachheit
a (ui) gilt: a (ui) = 1.
Da 1 < dimEig (4, pi) < a (u;) folgt a (1i) = 1 = dim Eig (A, p;). Weil zudem das charakteristi-
sche Polynom x4(A) = (A — u1)(A — y2) in Linearfaktoren zerféllt, ist A {iber R diagonalisierbar.
b) la—c| <|2b] = (a-c)?> <4b? = (a—c)>-4b><0

Folglich hat das charakteristische Polynom x 4(A) keine reellen Nullstellen und zerféllt damit tiber
R nicht in Linearfaktoren

= A iiber R nicht diagonalisierbar
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H18-T1-Al
Fiir einen Parameter ¢ € R betrachte man die lineare Abbildung
L D2X2 x2 |4 b —a + b C
fi: R - R ,(C d)'—)( 12p d)'
a) Bestimmen Sie fiir jedes t € R die Eigenwerte von f; sowie jeweils eine Basis des zugehorigen

Figenraums.

b) Bestimmen Sie diejenigen t € R, fiir welche f; nicht diagonalisierbar ist.

Losungsvorschlag

a) Bestimme die darstellende Matrix von f; beziiglich der Standardbasis & von R¥?:

1100
0 010
M=Mg(f)=| g 2 ¢ ¢
0 001

Ermittle nun Eigenwerte von M; als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x s, (1):
X (1) = det(My = A+ E) = (1= A)(-1 = D)(A* = 2) = (A = DA + (A = (A + 1)

t =+1: Eigenwerte von f; sind —1 und 1
t=0: Eigenwerte von f; sind —1,0 und 1

sonst :  Eigenwerte von f; sind —1,1, —f und ¢
1. Fall: |t| =1
-2 1 0 0 X1 1\ /0
. o -1 1 o0 _ J|2x1]|. _{12] [0
Eig (M;,1) = ker 0 -_1 ol= 12 | x1,%x4 € R —<2 1o
0 O 0 X4 0/ \1
1 2y (00
= ms (i = (3 )5 )

=<
=

N O oo
Il
o oo
R
=
m
Z
Il
/\

010
Fig (M;, —1) = ker (M; + Ea) = ker | gb
: S kB

00 0

- - )
2.Fall: t =0

Eig(ﬁ,—l):<((1) 8)>,Eig(ft,1)=<(é 8)>

— Folgt aus Rechnungen fiir |t| = 1, wenn die griin markierten Eintrdge durch 0 ersetzt werden



136 4 Diagonalisierbarkeit

-11 00 X1 1
. B B 0 01 0f_ J|xm 1
Eig (M}, 0) = ker (M) = ker 0o 00 olT1lo x1 €R —<0>
0O 0 01 0 0
) 11
st )
3.Fall: t #0und |t| #1
Eig (fi,1) und Eig (f;, —1) wieint =0
— Das sieht man wieder an den griin markierten Eintrdgen
-1-t 1 0 0 1
. 0 -t 1 0 (t+1)x1
Eig (M;,t) = ker (M —t - E4) = ker 0 2 o |7 40| x1 €R
0 0 0 1-t¢ 0
1
[t
IR\ 2R
0
. 1 t+1
= Elg(ﬁ’t):<(t2+t 0 )>
-1+t 1 0 0 1
. 0 t 1 0 (t—1)x1
Eig (M, —t) = ker (M; +t - E4) = ker 0 2 : 0 (= Dy x1 €R
0 0 0 1+t 0
1
[ t-1
12—t
0

= Eig (fi, ~t) = <(t21—t t61)>

b) f; ist fur [t| = 1 und t = 0 nicht diagonalisierbar, da fiir je einen Eigenwert (-1 bzw. 0) die
algebraische Vielfachheit nicht mit der geometrischen Vielfachheit iibereinstimmt. Im Fall von
|t =1gilt f(-1) =1 <2 = a(-1) und im Fall von t = 0 gilt (0) =1 < 2 = a(0).
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H18 -T1-A3

Es sei
0 2 0
A=[-2 0 0]eRrR>.
-8 -2 4
a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

b) Bestimmen Sie alle x € R?, welche die Gleichung Ax = (xT Ax)x erfiillen.

Losungsvorschlag

a) Bestimme Eigenwerte von A iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4(A).

xa(A) =det(A—AE3) =A2(4-A)+44 - 1) = (A2 +4)(4-A)

XAA)=0mitleR © A=4
Der einzige reelle Eigenwert von A ist4. Komplexe Eigenwerte sind 27 und —2i.

b) Esistx” Ax € R fiir alle x € R3. Suche also x € R3, die Eigenvektoren von A sind, und priife dann,
wann xT Ax dem Eigenwert entspricht.

-4 2 0 0 0
Eig(A,4) = ker (A —4E3) = ker| -2 -4 0 ={(0); x3€R}:<(O)>
-8 -2 0 X3 1

Ax = (xTAx) x mit x € R® & x € Eig(A,4)

Seix € Eig(A,4) = FAeR: x=A-e3

Ax = (xTAx) x und x € Eig(A,4) & A(Ae3) = A%(e] Aes ) (Aes) =447 (Ae3) & A2=1
~——

=4e3

Folglich sind e3 und —e3 die Losungen der Gleichung
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H18 -T3 -A3

Man betrachte einen R-Vektorraum V mit V # {Oy} sowie eine lineare Abbildung f: V — V. Man
zeige:

a) f ist genau dann injektiv, wenn A = 0 kein Eigenwert von f ist.

b) Ist f bijektiv und v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € R, so ist v ein Eigenvektor von
f~1 zum Eigenwert 171,

¢) Ist dim(V) < oo sowie f bijektiv und diagonalisierbar, so ist auch f -1 diagonalisierbar.

Losungsvorschlag

a) f injektiv & ker(f) = {0} & ker(f-0-id) ={0} & (f(v)=0-v & v =0) & 0istkein
Eigenvektor von f

b) f bijektiv und v Eigenvektor zum Eigenwert A € R, dann ist nach a) A # 0, denn f insbesondere
injektiv.
flo)y=Av = fYAv) =0
Da f linear ist, auch f~! linear. Daher v = f~}(Av) = A- f}(v) & f(v)= %v
Da v Eigenvektor zum Eigenwert A ist v # 0 und mit obiger Gleichung folgt:
v Eigenvektor von f~! zum Eigenwert %

¢) f bijektiv und diagonalisierbar = Es gibt Basis von V aus Eigenvektoren vy, ..., v, von f zu den
Eigenwerten A1,...,A, (n=dimV)

b) L . . . _
= 01, ...,0, ist eine Basis aus Eigenvektoren von f ~1 zuden Eigenwerten A] ..., At

= f -1 st diagonalisierbar
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F18-T1-Al

Es sei n € Nmit n > 2. Beweisen oder widerlegen Sie:
a) Ist A € R und gilt Av € Ro fiir alle v € R", so gibt es ein A € R mit Av = Av fir alle v € R".
b) Ist A € R™" dhnlich zu —A, soist A = 0.

Losungsvorschlag

a) Wabhr.
Nach Voraussetzung gibtes fiir 1 <i <n A; € R:  Ae; = Aje;.
Angenommen es gibt i # j mit A; # Aj = Aje; + Ajej = A(ej +ej) =y (ej+e;) mitpeR
= A; = u = Aj Widerspruch!
= A=A furallel<i<n

= Av = Aqou firallev € R?,denn e, . . ., ¢, ist Basis des R"

b) Falsch.

o (1 0 .- (01 4 _ (01 )
Betrachte zum Beispiel A = (0 _1).M1tT— (1 0) und T™° = (1 0) folgt:

T AT = (_01 (1)) = —A. Das heifst, A dhnlich zu —A, aber A # 0.
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F18 -T2 -A2

Sei f: R" - R", x = A-x mit A € R eine lineare Abbildung.
a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) Bild(f) € Kern(f)
(i) A2=0
b) Zeigen Sie, dass aus (i) oder (ii) folgt:
(iii) Oist der einzige reelle Eigenwert von A.

¢) Bestimmen Sie durch Beweis oder Gegenbeispiel, ob (ii) aus (iii) folgt.

Losungsvorschlag

a) i) = ii):
Es sei v € R" beliebig  A%-v = f(f(v)) =0. (¥
Da A%y = 0 fiir alle v € R", also insbesondere auch die Standardbasis e, . . ., e, gilt A% =0.

(+) Das gilt, da f(v) € Im (f) C ker(f)

i) = i):

Seiv € Im(f),dasheift 3w e R": v = f(w).
fo)=f(fw)=A-A-w=A%w AZ:ZOO = v e ker(f) = Im(f) C ker(f)

b) Sei A € R Eigenwert von A und v € R" \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor, das heifst

fo) =0 = 0= 0) I )\ f(0) = A%
f

Avelm

= A2=0=> 1=0

Somit ist 0 der einzige reelle Eigenwert von A

0 -1 0
c) Betrachte M := (1 0 0). Offensichtlich ist f: R® — R3, x — M - x linear.
0 0 O

Es ist xpm(A) = det(M — A - E3) = —=A (A% + 1) das charakteristische Polynom von M und folglich
ist 0 die einzige reelle Nullstelle von xa(A) und damit O der einzige reelle Eigenwert von M.
Jedoch gilt

Wir sehen also, dass ii) nicht aus iii) folgt.
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5 Lineare Gleichungssysteme

Im fiinften Kapitel beschiftigen wir uns mit linearen Gleichungssystemen und untersuchen ebensol-
che auf Losbarkeit. Gleichungssysteme sind uns schon héufiger (implizit) begegnet und wir haben
Verfahren, die wir in diesem Input kennenlernen, bereits genutzt, um Losungen von Gleichungssys-
temen zu bestimmen. Das war etwa nétig, wenn wir Eigenrdume berechnen oder Vektoren auf lineare
Unabhéngigkeit priifen. Daher ist dieser Input eher eine Wiederholung bzw. eine Systematisierung
von Dingen, die wir vermutlich bereits sehr gut kennen und beherrschen. Gerade dann, wenn wir
alle Losungen eines linearen Gleichungssystems angeben sollen, ist theoretisches Wissen iiber den
Losungsraum linearer Gleichungssysteme jedoch sehr hilfreich. Beginnen wir den Input mit einer
Definition des zentralen Begriffes dieses Kapitels.

Definition 5.1

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten ist ein Schema der Form

an X1+ ... +a.X, = b1
anX1+ ... +auX, = by
am1X1+ . e +aman = bm
mit a;;, b; € K und K ein Korper.
aii bl
Setzenwira; :=| : [€e K"undb:=| : | € K", sokonnen wir das lineare Gleichungssystem kurz
Ami bm

X1

€ K" genau dann eine Losung,

schreiben als a1 X1 + ... + a4, X, = b. Dabei ist ein Element x = ( :

Xn
wenn aixq + ... +a,x, = b gilt.

Ist b = 0, so nennen wir das lineare Gleichungssystem homogen; ist b # 0, nennen wir es inhomogen.

Mochten wir etwa priifen, ob die Vektoren vy, ...,v, € K" linear unabhéngig sind, so konnen wir
sie als Spalten in eine Matrix A schreiben, das heifit A = (v ---v3) € K"™*", und tiberpriifen, ob das
homogene lineare Gleichungssystem A - y = 0 eine nichttriviale Losung v € K" besitzt.

Wir werden uns im Folgenden zunéchst auf die Suche nach Losungen eines allgemeinen linearen
Gleichungssystems begeben, bevor wir uns im Anschluss iiberlegen, wie es um Losungen homogener
linearer Gleichungssysteme bestellt ist. Eine sinnvolle erste Frage ist, ob ein lineares Gleichungssystem
(LGS) iiberhaupt 16sbar ist, ob also Losungen x € K" existieren.'

1Im Folgenden besitzen LGS stets die Form wie in Definition 5.1.
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Satz5.2
Es seienay,...,a, € K" und b € K". Dann sind dquivalent:
a) Das LGS aus Definition 5.1 ist l6sbar.

b) dimK<a1,. . .,an) = dimK(al,. . .,lln,b>

Um Schreibarbeit zu sparen, ist es tiblich, ein lineares Gleichungssystem in Form einer Matrix anzu-
geben.

Definition 5.3
In der Situation von Definition 5.1 ist das LGS gegeben durch A - X = b, wobei wir

aixr - A
A=
Am1 - Amn
als die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems bezeichnen.

Bei der erweiterten Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems handelt es sich um die Matrix

ain - A | b
(A;b) :=

Am1 *°° Amn bm

Mit dieser Definition kénnen wir Satz 5.2 auch in der folgenden Form schreiben.

Satz 5.4

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A - X = b mit A € Mat(m x n;K) und b € K”. Dann sind
dquivalent:

a) Das LGS aus Definition 5.1 ist l6sbar.
b) rg(A) = rg(A;Db).

Zwar liefern uns die Sétz 5.2 und 5.4 wertvolle theoretische Entscheidungskriterien, mit deren Hilfe
wir eine Aussage tiber die Losbarkeit eines LGS treffen konnen. Oftmals ist es jedoch umstandlich, die
entsprechenden Dimensionen oder Range direkt zu ermitteln, sodass die Sdtze nur bedingt hilfreich
sind.

Wesentlich einfacher konnen wir die Dimensionen ermitteln, wenn wir die erweiterte Koeffizienten-
matrix in eine andere Form, die sogenannte Zeilenstufenform tiberfiihren.
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Definition 5.5
Eine Matrix A € Mat(m X n;K) liegt genau dann in Zeilenstufenform vor, wenn gilt:

1) Es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m derart, dass in den Zeilen mit Index 1 bis r jeweils nicht nur
Nullen stehen und in den Zeilen mit Index r + 1 bis m nur Nullen stehen.

2) Fiir jedes i mit 1 < i < r betrachten wir den niedrigsten Index j; der Spalte, in der ein Eintrag
ungleich Null steht, das heifit j; := min{j | a;; # 0}. Offensichtlich gilt 1 < j; < n. Es muss die
Stufenbedingung j1 < jo < ... < j, gelten.

Die folgende Abbildung zeigt den schematischen Aufbau einer Matrix in Zeilenstufenform:
oy ®
vy ®

r Zelen

0 r

M-  Nulzelen

Der Eintrag 0 in der Matrix bedeutet, dass alle Eintrdge unter der Treppe den Wert Null besitzen.
Die Sterne in den ersten r Zeilen sagen aus, dass die Eintrdge nach dem fiihrenden Eintrag a;;, keine
weiteren Voraussetzungen erfiillen miissen, dass es also egal ist, welche Eintrage hier stehen.

Mithilfe des Eliminationsverfahrens von Gaufs kann eine Matrix in Zeilenstufenform {tiberfiihrt wer-
den. Die dabei vorgenommenen Umformungen lassen die Losungsmenge des Gleichungssystems
unverdndert, wenn wir also eine Aussage iiber die Losbarkeit des LGS in Zeilenstufenform tref-
fen und dafiir die Losungsmenge angeben konnen, erhalten wir unmittelbar eine Aussage tiber die
Losbarkeit des urspriinglichen LGS sowie dessen Losungsmenge.

Wie hilft uns die Zeilenstufenform, eine Aussage tiber die Losbarkeit eines inhomogenen LGS zu
treffen?

Wir tiberfiihren dazu in der erweiterten Koeffizientenmatrix (A; b) die Matrix A in Zeilenstufenform.
Dabei formen wir b mit um und erhalten so ein LGS der Form

a1]1X]1+ “ e “ e “ e +all’an :ﬁl
052]'2ij+ e e tap X, = ﬁZ
Ofrerjr e tag Xy = ,Br
0 = ,Br+1
0 =Bm
Fiir die zu diesem LGS gehorende erweiterte Koeffizientenmatrix konnen wir die zweite Bedingung
nach Satz 5.2 leicht priifen. Sie gilt genau dann, wenn 8,41 = ... = 8, = 0, nur in diesem Fall ist also

das modifizierte und damit auch das urspriingliche LGS 16sbar.

Bemerkung: Wir sehen hier unmittelbar, dass jedes homogene LGS lsbar ist. Solche LGS besitzen
stets die Losung x = 0.

Mithilfe eines LGS in Zeilenstufenform ldsst sich — Losbarkeit vorausgesetzt — relativ einfach die
Losungsmenge ermitteln.
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Definition 5.6
Es seien A € Mat(m X n;K) und b € K™. Wir bezeichnen mit

* L(A;b) := {x € K" | Ax = b} die Losungsmenge des inhomogenen LGS mit erweiterter Koeffizi-
entenmatrix (A; b).

* L(A;0) := {x € K" | Ax = 0} die Lésungsmenge des homogenen LGS mit Koeffizientenmatrix A.

Wie wir noch sehen werden, ist die Losungsmenge eines inhomogenen LGS weitgehend durch die L&-
sungsmenge des zugehorigen homogenen LGS bestimmt. Nachfolgend betrachten wir daher zunéchst
die Losungsmenge eines homogenen LGS genauer.

Wir machen uns eine Eigenschaft der Losungsmenge zunutze, um zu kontrollieren, ob wir alle
Losungen gefunden haben.

Satz 5.7
Es sei A € Mat(m X n;K) in Zeilenstufenform mit den Bezeichnungen aus Definition 5.5. Dann gilt:

e [L(A;0) ist ein Untervektorraum von K".

e dim(L(A;0)=n-—r

Geben wir die Losungsmenge eines homogenen LGS demnach als Erzeugnis einer Menge S linear
unabhangiger Vektoren aus K" an, so muss |S| = n — r gelten.

Wir kénnen uns diesen Zusammenhang etwa mithilfe der folgenden Eselsbriicke merken:

Da wir eine Losung x € K" wihlen, haben wir zunédchst n Freiheitsgrade im Losungsraum. Jede
der r Gleichungen in der Zeilenstufenform nimmt uns einen Freiheitsgrad bzw. legt sie den Wert
einer Variable fest. Daher konnen wir nur n — r Variablen frei wéahlen, weshalb der Losungsraum des
Gleichungssystems auch die Dimension n — r besitzt.

Oben haben wir bemerkt, dass die Losungsmenge eines inhomogenen LGS weitgehend von der
Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS abhidngt. Wie genau beide zusammenhéngen sagt
uns der ndchste und letzte Satz in diesem Kapitel.

Satz 5.8

Es sei A € Mat(m x n;K) und b € K™. Dann ist L(A; b) C K" ein affiner Unterraum und es gilt:

L(A;b) =v+L(A;0) mitv € L(A;b) oder L(A;b)=0.
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H24-T1-Al

In Abhdngigkeit vom Parameter A € R sei das lineare Gleichungssystem

X1 + Axp — x3 =1
(Gr) 2% + 4x3 = 2
Ax1 + 2x3 = 3

gegeben.
a) Zeigen Sie, dass (G, ) fiir jedes A € R genau eine Losung besitzt.

b) Beweisen oder widerlegen Sie: Es gibt ein A € R derart, dass die Lésung von (G,) die Gleichung
x3 = 0 erfiillt.

Losungsvorschlag

a) Definiere

1 A -1 1
Ay =10 2 4 und b = (2) .
A0 2 3

Das lineare Gleichungssystem A,x = b mit x € R3 besitzt genau dann exakt eine Lésung, wenn
A, vollen Rang besitzt und damit invertierbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn det(A,) # 0
gilt.

15

2
1
det(AA):4+4/\2+2/\:4-(/\+L—l) +Z>O firalle A € R

Somit folgt, dass das (G,) fiir jedes A € R genau eine Losung besitzt.

b) Essei x = (x1,x2,0)" € R? eine Losung von G,. Dann gilt

X1+AX2:1 X1:1—A
A/\-x=b (=14 2xp =2 =1 xp=1
Ax1 =3 A1-1)=3

Falls eine solche Losung existiert, dann muss fiir A € R gelten:
-A2+1-3=0.
Diese quadratische Gleichung besitzt jedoch keine Losung, da die Diskriminante
D=12-4-(-1)-(-3)=-11<0

ist. Somit besitzt (G, ) fiir kein A € R eine Losung, die die Gleichung x3 = 0 erfiillt.
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H24 -T2 -Al

Im folgenden Raitsel hat jeder Buchstabe E, I, N, R und T einen Wert n € Nmit 1 < n < 9.
Verschiedene Buchstaben haben verschiedene Werte. Der Wert eines Wortes ist die Summe der Werte
seiner Buchstaben. Zu bestimmen sind die Werte der Buchstaben. Die Werte folgender Worter sind
gegeben:

Wort Wert
TITRIERT 52
INTERNIERT 48
RETTERINNEN 45
EINTRETEN 40

a) Beschreiben Sie das Problem als lineares Gleichungssystem.

b) Losen Sie das Rétsel unter Verwendung des Gauf3-Verfahrens.

Losungsvorschlag

a) Im Folgenden bezeichnen die Buchstaben jeweils deren Wert. Die Angabe {ibersetzt sich dann in
das folgende inhomogene lineare Gleichungssystem:

L 1-E+2-1 +2-R+3-T=52
. 2.R+2-I1+2-N+2-R+2-T =48
m. 3-R+1-I4+3-N+2-R+2-T=45
IV.. 3-R+1-IT+2-N+1-R+2-T=40

b) Wir iibersetzen das inhomogene lineare Gleichungssystem aus Teil a) in die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix und nutzen das Gauf3-Verfahren, um das Gleichungssystem zu l6sen.

120 2 3|5 1 2 0 2 3|5
2222 248 |z-z| 0 =2 2 -2 —4]|-56
313224 |254]0 0 1 1 0] 5
3121 2|40 3 1 2 1 2|40
1 2 0 2 3 12 0 2 3|5
zzn| 001 -1 1 2 )z4+5z2 01 -1 1 2|28
Snloo 11 o zoazsl 000 1 1 05
0 -5 2 -5 -7 —116 00 0 3 3|3
12 0 23|5)\,,(1200 1|2 1000 1]12
1001 =11 2|28 |22|/ 0100 0|7 |222{0 10007
00 1 105 |2%,/00110]5 00110|5
00 0 1 1/13 0001113 0001113

DaN+R=5mitl1<N,R<9undR+T =13mit1 <R, T < 9 folgt
N=1, R=4 und T=09.

Mit den weiteren Gleichungen erhalten wir aufSerdem I =7 und E + T = 12, also E = 3.
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H23 -T1-Al

In Abhéngigkeit vom Parameter A € R sei das lineare Gleichungssystem

ZAX1 + 3x, + 2/\3(3 = 2
(G)) - 2x + 3x3 = 3
2x1 + Axa + 5x3 = 4

gegeben. Zeigen Sie, dass (G, ) fiir jedes A € R hochstens eine Losung hat.

Hinweis: Die Losung muss nicht ausgerechnet werden!

Losungsvorschlag
Definiere
20 3 22 2
Ay=10 -2 3 und b= (3)
2 A 5 4

Das lineare Gleichungssystem A x = b mit x € R3 besitzt genau dann exakt eine Losung, wenn A,
invertierbar ist.

A, invertierbar & det(A)) #0
Entwicklung nach der 1. Spalte:

det Ay = 2A(=10 — 31) + 2(9 + 41) = —6A% — 204 + 81 + 18 = —6A2 — 121 + 18

det(A))=0 & A2+20-3=0 & Ae{-3,1}
Also besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A € R \ {-3, 1} genau eine Losung.

Zeigenunnoch: A x = bist fiir x € R>und A € {-3, 1} nicht 16sbar. Dies ist 4quivalent zu rang (4,) <
rang (Ay, D).

1. Fall: A = -3
6 3 —6|2 0 -6 9|14 0 0 05
Z1+37Z Z1-37Z
W=l 0o =2 337870 233 |?"S% 0 =2 33
2 -3 5 |4 2 3 5|4 2 3 5|4

= rang(A)) =2 <3 =rang(A,,b) fiir A = -3.

2. Fall: A =1
2 3 2|2 2 3 2|2 2 3 2|2
Z3—71 VASYA)
Aby=[0 —2 33|50 —2 3|3 |%$*|0 -2 3|3
2 1 5|4 0 -2 3|2 0 0 0f-1

= rang(A)) =2 <3 =rang(A,,b) fir A = 1.
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H23 -T2 -Al

Gegeben sei die vom Parameter s € R abhédngige Matrix

s =21 3
As=12 1 s| sowieder Vektor b= (—1 € R3.
0 1 1 -2

Bestimmen Sie alle s € R, fiir die das lineare Gleichungssystem A;x = b
a) eine eindeutige Losung besitzt.
b) keine Losung hat.

c) mehr als eine Losung besitzt. Bestimmen Sie fiir diese s die Losungsmenge.

Losungsvorschlag

a) Das lineare Gleichungssystem besitzt genau dann exakt eine Losung, wenn A invertierbar ist,
das heifst wenn det (A;) # 0.

det(A;) =s(1—-5s)—2(-2-1)=—-s>+5+6
det(A) =0 & s e {-2,3}

Damit besitzt das lineare Gleichungssystem fiir s € R \ {-2, 3} genau eine Losung
b) Asx = b istnichtl6sbar & rang(A) < rang (A, b)

Asx = b besitzt unendlich viele Losungen < Lineares Gleichungssystem losbar und det (As) = 0

Priife also Asx = b fiir s € {-2,3} auf Losbarkeit

1. Fall: s =3
3 -2 1|3 0 -3,5 -3,5/|4,5 0 0 0[-2,5
A= 2 1 3|1 |22 1 3 |2 |P”| 21 3] 21
0 1 1]|-2 0 1 1 -2 01 1] -2
= rang(A3) =2 <3 =rang(A3,b)
= Aszx = b nicht I6sbar
¢) 2. Fall: s = -2
-2 -2 11 3 o7 -2 -2 1|3 o7 -2 -2 1|3
Ab)=| 2 1 =2|-1|%" 0 -1 -1]2 | 0 -1 -1]2
o 1 1/]-=-2 o 1 1 /]-2 0O 0 010
L —2x1 —2x7 + X3 = 3] 1+ [(—2x1 — 3xp =5
Damit gilt: &
- XQ—X3=2 - XQ—X3=2
—-2,5-1,5x; -2,5 -1,5
& L(A_z,b)Z{( X2 ): szR}: 0 |+R| 1 )
-2 — X2 -2 -1

Also unendlich viele Losungen fiir s = -2
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H23 -T3 -Al

In Abhéngigkeit vom Parameter s € R sei das lineare Gleichungssystem

X1 + (s+1)x3 + (s+2)xg = O
(G2) X1 + sx» + (s—1)x3 + xg = -1
s x1 + 2x2 + (s+5)x3 + (s+1)xg = 3
x1 + 3x2 + (5+3)x3 + (s—1xg = 2
gegeben.
a) Zeigen Sie, dass
X1 1
X2 -1
x3l |1
X4 -1

(unabhingig von s € R) eine Losung von (G;) ist.
b) Zeigen Sie, dass (G;) fuir alle s € R\ {1} eindeutig losbar ist.

¢) Bestimmen Sie fiir s = 1 die Lésungsmenge von G;.

Losungsvorschlag
1 0 s+1 s+2 0
. |1 s s=1 1 11
Definiere A; = 12 s45 s+1 ,b = 3
1 3 s+3 s-1 2
1
. -1
a) Zeige As - 1 =b:
-1
1 1+(s+1)-(s+2) 0
A, - -1 _ 1-s+(s—-1)—-1 -1 _p

1 1-2+(6+5-6+1)| |3
-1 1-3+(s+3)—(s—1) 2

Somit ist der Vektor unabhdngig vom Wert von s eine Losung des linearen Gleichungssystems
Asx =b.
b) (Gs) eindeutig losbar & A, invertierbar & det(A;) # 0

Berechne det (A;) nach elementaren Zeilenumformungen, die den Wert der Determinante nicht
verdndern sowie einer Entwicklung nach der ersten Spalte.

s -2 —-s-1
det(As) =7 det|2 4 -1 |=-12s+6-4(s+1)—12+25 +12(s +1) = —25 — 2
Z3—71
22 3 2 -3

Also gilt det(As) =0 <& s =1und folglichdetA; #0 & s € R\ {1}
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¢) Lose A1x = 0 mithilfe von Gauf3-Elimination. Aus a) kennen wir die spezielle Losung x, das heifst,
das lineare Gleichungssystem Ajx = b ist Isbar und es gilt L (A1, b) = x + L (A4, 0).

10 2 3 2071 10 2 3 10 2 3 10 2 3
1101 Zi:’)Zl 01 -2 -2 Za;\%)Zz 01 -2 -2 Z‘fv_\,>Z3 01 -2 -2
1 2 6 2|z,-210 2 4 -1|z-32|0 0 8 3 |z-z]0 0 8 3
1 3 40 03 2 -3 00 8 3 00 0 O

X1 = 6X3 X1 = 6x3
Also folgt: ¢ x4 = —%xg = X4 = —%xs

Xy = ZX3 + 2x4 Xy = —%x;;
Damit ergibt sich

_Jl—3%3 . _[|-10
L(A1,0) = M E x3€R —< 3 >
-8x3 -8

und wie oben beschrieben

L(A1,b)=(1,-1,1,-1)T + L(A1,0).
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F23-T1-A4
a) Fur die Matrix
1111
A=|1 1 2 2|er®
2 2 33

betrachte man die lineare Abbildung f: R* — R3, x — Ax.
Bestimmen Sie den Kern von f.

b) Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem

X1 + X2 + X3 + X4 = bl
X1 + x2» + 2x3 + 2x4 = by
2x1 + 2xp + 3X3 + 3x4 = b3

fiir jeden Vektor b = (b1, b, b3) eine Losung hat. Geben Sie einen Beweis oder ein Gegenbeispiel
mit Begriindung!

Losungsvorschlag

a) Bestimme ker(A) = L(A, 0) mithilfe von Gauf3-Elimination:
1111 1111 1111

1100
Z2—Z1 Z3—Zz Zl_ZZ

112 230011 001 1]%%0oo0 11

2 23 3/%2\0 01 1 0000 0000

Damit folgt unmittelbar

X1 1 0
kerA =1L(A,0) = _x? : x1,x3€R =< _01 , (i) >
—X3 0 -1

b) Betrachte b = (0,0, 1). Das lineare Gleichungssystem ist gegeben durch Ax = b mit x € R*. Das
lineare Gleichungssystem ist genau dann nicht losbar fiir b, wenn rang (A) < rang (A, b). Nach a)
gilt: rang (A) = 2.

Betrachte die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b) und nehme daran Zeilenumformungen wie in

a) vor
1 100|0

(Alb) | 0 0 1 1|0 | = rang(A,b)=3>rang(A)
0 00 0f1

Somit ist das lineare Gleichungssystem fiir b wie oben definiert nicht 16sbar und damit insbeson-
dere auch nicht fiir alle b € R3.
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F23-T3-Al

Bestimmen Sie alle Matrizen X € R?*2, so dass die beiden Gleichungen

$()= () wa x7()=()

erfullt sind.

Losungsvorschlag

Es sei
a b
X= (c d) '
Wir iibersetzen die beiden Gleichungen in ein lineares Gleichungssystem und losen dieses. Das

Gleichungssystem lautet:
a+b =

b +2d =

Wir 16sen dieses inhomogene lineare Gleichungssystem mit Gaufs-Elimination und bestimmen so alle
Losungen fiir die Matrix X:

11 00(0 1 1 0 010 1 1 0 0]0 1 1 0 0]0
001122§/—V>Zl001122%300112244—/32200112
1 02 0(3 0 -1 2 0|3 0 -1 2 03 0 -1 2 0|3
010 2|1 0 1 0 2|1 0 0 2 2|4 0O 0 0 0|0
1 1 0 010
Zg;f)ZzOOllz
0 -1 0 -2|-1
0O 0 0 01O

Wir kénnen die Losung nun direkt ablesen. Es gilt:
b=1-2d, ¢=2-d, und a=-b=-1+2d.

Das heifst, die gegebenen Gleichungen werden von allen Matrizen in der Menge

il PR o Y s

erfiillt.
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H22 -T2 - A2

In Abhédngigkeit von den Parametern «a, 8, ¥ € R werde die Matrix

I B ay
A=[0 a y pleRrR>
-1 vy b «a
sowie die zugehorige lineare Abbildung
f:R4—>R3, flx)=A-x

betrachtet. Bestimmen Sie alle a, 3, 7 € R mit

3
3
-2 € Kern(f) und zugleich (—2) ¢ Bild(f).
1
1
Losungsvorschlag
Es gilt
32 3-28+a+y\ (0 1 -2 1)\ /@ /-3
u = _1 eker(f)@Au:O@( 2a+7y+P ):(0) e[-2 1 1 -(ﬁ):(o)
1 -3-2y+p+a 0 11 =2/ \ 3

Lose das lineare Gleichungssystem mithilfe von Gaufs-Elimination:

1 2 1|8\ (1 -2 1|3\ (1 -21|-3
2 1 1/0 |50 -3 3[-6|2%"0 -1 1|-2
VAT

1 1 -2|3 03 -3/6 /3210 0 00
a 0\ /1
Damitfolgt{ B|eR3: ueker(f)}=(1)+<(1)> =1L
Y -1 1
a 3
Uberpriife nun, fiir welche ,3) € L zusétzlich noch w := (—2 ¢ Im (f).
Y 1

w ¢ Im (f) © Ax = w besitzt keine Losung x € R* & rang(A) < rang (4, w)

o o A 1 1+A A -1+A

(ﬁ)eL ﬁ(ﬁ):(1+)\ fir A € R. Damit folgt: A =| 0 A -1+A 1+A

Y 4 -1+A -1 -1+A 1+A A

Nutze elementare Zeilenumformungen, um rang (A, w) und rang (A) gleichzeitig zu bestimmen:
1 1+A A “1+A13 ), (1 1+A A -1+A 1] 3

Alw)=| 0 A —1+A 1+A |2 |70 A 144 144 | =2
-1 -1+A 1+A A 0 0 24 2A+1 2A-1] 4

Zgzzz(l 1+A A -1+A] 3 )Z2+%Z3(1 1+A A -1+4A 3)
N>

0 A =144 144 |2 o 0o A A A -2
0 0 3 -3 0 o 0 3 -3 0

Wir sehen also aufgrund der 2. Zeile: rang (A) < rang (A, w) & A =0
Insgesamt sind also u € ker(f) und w ¢ Im (f) genau dann, wenn (a, 8,7) = (0,1, -1).
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H22-T3-A3

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit vom reellen Parameter s alle Matrizen A € R>¥?, welche gleichzeitig
folgende zwei Bedingungen erfiillen:

Losungsvorschlag

Es sei
a b
A=)

Wir tibersetzen die zwei Bedingungen in ein vom Parameter s abhédngiges lineares Gleichungssystem
und l6sen dieses. Das Gleichungssystem lautet:

sa+ b =-1
sc+ d= 1
a+sb = 1
c+sd= s

Wir I6sen dieses inhomogene lineare Gleichungssystem in Abhdngigkeit von s mit Gauf3-Elimination
und bestimmen so alle Losungen fiir die Matrix A:

s 10 0]-1 0 1-s> 0 0 |[-1-s
00s 1|1 |27z 0 0 0 1-s2|1-52
1 s 001 |zszgl1 s 0 O 1
0 01 s|s 0 0 1 s s
1. Fall: s =1
In diesem Fall sehen wir anhand der ersten Zeile (0 = —2), dass das Gleichungssystem nicht 16sbar

ist. Folglich gibt es keine Matrix A € R?*2, die beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt.

2. Fall: s = -1
In diesem Fall vereinfacht sich das lineare Gleichungssystem zu

0 0 0 01O
0 0 0 01O - {a=b+1}
1 -1 0 0|1 c=d-1]"
0 01 -1|-1

Damit erfiillen alle Matrizen

b+1 b
Ae{(d—l d)

die beiden Gleichungen gleichzeitig.

caczl=(4 0+ (6 3. 9)
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3. Fall: |s| #1

In diesem Fall gilt 1-s% # 0und —1-s # 0. Damit folgt aus der obigen erweiterten Koeffizientenmatrix:

-1-s 1
b: = —
1-52 1-s
T 1-s2
1-s S 1
4 ° 1—s+1—s 1-s
c=s—-sd=s-s=0

Das heif$t, fiir |s| # 1 erfiillt genau die Matrix

die beiden gegebenen Bedingungen gleichzeitig.
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H21-T1-A1l

a) Bestimmen Sie alle reellen, quadratischen Polynome p mit

p(-1)=2 p0)=3 pl)=6

(*)

b) Bestimmen Sie ein reelles, nicht-quadratisches Polynom p, welches ebenfalls die Bedingungen aus

(*) erfullt.

Losungsvorschlag

a) Wir schreiben p in der Form

p= a2X2 +a X +ag mit ap,aq,a9 € R.

Dann tibersetzen sich die Bedingungen aus (#) in ein inhomogenes lineares Gleichungssystem. Es

gilt:
az—a1+a0=2 Eq ar — a1+a0=2
a0:3 E, (=24 LZO=3
a+ai+ayg==6 E; 2aq

Fiir die Koeffizienten erhalten wir damit also

ap=3, a1=2 und ap=1.

Damit ist das einzige Polynom, das die Bedingungen aus (*) erfiillt, das Polynom

p=X*+2X+3.

Eq
E>
E; — Eq

Es ist nicht tiberraschend, dass wir genau ein Polynom finden, das die Bedingungen aus ()
erfiillt. Ein reelles Polynom vom Grad n € N ist eindeutig durch die Angabe von Bildern fiir n + 1

verschiedene Argumente festgelegt.

b) Idee: Wir definieren ein Polynom g vom Grad 3, fiir das q(-1) = q(0) = (1) = 0 gilt. Das gesuchte

Polynom ist dann p + g.

Es sei

g=X+DX(X-1)=X>-X.

Offensichtlich gilt g(-1) = q(0) = 4(1) = 0.

Behauptung: p + g ist ein reelles, nicht-quadratisches Polynom, das die Bedingungen aus () erfiillt

Offensichtlich ist p + ¢ = X3 + X2 + X + 3 ein reelles, nicht-quadratisches Polynom. Weiterhin gilt

(p+9)(x)=p(x)+q(x) q(Q:O p(x) furallex e {-1,0,1}.

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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H21-T2-A1

Es sei das Problem:

Jetzt hat man 2 Rinder <und> 5 Schafe verkauft <und> damit 13 Schweine gekauft, <wobei> ein
Rest von 1000 Geldstticken <tibrig> blieb. Man hat 3 Rinder <und> 3 Schweine verkauft <und>
damit 9 Schafe gekauft; das Geld reichte gerade. Man hat 6 Schafe <und> 8 Schweine verkauft
<und> damit 5 Rinder gekauft, <aber> das Geld reichte nicht <um> 600 <Geldstticke>.

Frage: Wie hoch ist der Preis von jedem, vom Rind, Schaf <und> vom Schwein?

(aus: Vogel, K. (2013). Chiu Chang Suon Shu / Neun Biicher Arithmetischer Technik: Ein chinesisches
Rechenbuch fiir den praktischen Gebrauch aus der frithen Hanzeit (202 v. Chr.). Vieweg+Teuber)

a) Beschreiben Sie das Problem als lineares Gleichungssystem.

b) Verwenden Sie den Gauf-Algorithmus, um eine Losung zu bestimmen.

Losungsvorschlag

Es bezeichne R, S, P den Preis fiir ein Rind, Schaf, bzw. Schwein.
a)

2R +5S5 = 13P + 1000
3R +3P =95
6S + 8P = 5R — 600

2 5 -13 1000
Definiere A =3 -9 3 |undb = ( 0 |. Dann wird das Problem beschrieben durch das
-5 6 8 -600

lineare Gleichungssystem Ax = b mit x = (R, S, P)T € R3.

b) Nutze Gaufs-Elimination, um das Problem zu l6sen:

2 5 —13] 1000 2 5 —13 1000 2 5 —13| 1000
Z3+Zl Z2—1,5Z1 33 45

3 9 3 0 '3 9 3| 0 w70 -8 5 1500

5 6 8 |—600 %™\ 0 2 -2 | 400 0 2 2| 400

(az)(2 5 —13[ 1000 \, ,, (2 5 -13| 1000
0 11 -15|-1500 | ~> [0 0 -4 |-1200
0 2 -2 | 400 0 2 -2 | 400

Aus der 2. Zeile folgt: P = 1 - 1200 = 300 (I)
I
Aus der 3. Zeile folgt: 25 —2P =400 & S =200+ P =500 (II)

I
Aus der 1. Zeile folgt: 2R +55 ~13P = 1000 < R =500 + Bp-25=1200
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F20-T2-Al
Bestimmen Sie alle , § € R, fiir die die Losungsmenge des Gleichungssystems

1 1 «a a
a p 1 x:(O
1

a -1

ein eindimensionaler Untervektorraum von R3 ist.

Losungsvorschlag

1 1 « o
Definiere A:=|a f 1 |undb := (O)
1 «

-1 a

Wenn L(A, b) € R3 Untervektorraum, dann gilt insbesondere 0 ist eine Losung des linearen Glei-
chungssystems, das heifst 0 = A - 0 = b. Folglich muss a = 0 gelten.

dimL(A,b) =1 & rang(A) =dimR®-dimL(A,b) =3-2=1.
Suche also fiir @ = 0 diejenigen 8 € R mit rang (A) = 2. Uberfiihre dafiir A in Zeilenstufenform.
11 0 Zs-2, 1 1 0 2242 1 1 0
0O p 1|~ |0 B 1]~ [0 p-1 0
1 0 -1 0 -1 -1 0 -1 -1
Damit folgt unmittelbar:
rang(A) =2 Ogo =1
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F20-T3-Al1

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem
Ax=b 1)

mit A € R™", b € R™ fiir den unbekannten Vektor x € R" (m, n € N). Beweisen oder widerlegen Sie
jede der folgenden Aussagen:
a) Ist m < n, soist (1) nie (d.h. fiir keine Wahl von A € R"™*" und b € R™) eindeutig losbar.

b) Ist m > n, so ist (1) nie (d.h. fiir keine Wahl von A € R™*" und b € R™) eindeutig losbar.

c) Istm = n, so ist (1) immer (d.h. fiir keine Wahl von A € R"™*" und b € R™) eindeutig losbar.

Losungsvorschlag

a) Wahr.
(1) ist eindeutig 16sbar & n —rang(A) = dimL(A,b) =0 < rang(A)=n
Da rang (A) < min(m, n) kann fiir m < n wegen rang (A) < m < n das lineare Gleichungssystem

(1) nie eindeutig losbar sein.

b) Falsch.

01 0
Gleichungssystem (1) ist eindeutig 16sbar.

10 0
Betrachte zum Beispiel A = (0 1lund b = (0), dann ist L(A, b) = {(8)}, das heif$t, das lineare

¢) Falsch.

Betrachte A = 8 8 und b = (8) Dann ist L(A, b) = R?, das heifit, das lineare Gleichungssystem

(1) ist nicht eindeutig 16sbar.
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Im Mobile

seien alle horizontalen Stidbe und alle Faden als gewichtslos angenommen. Alle Stidbe sind genau im
Mittelpunkt aufgehdngt. Anhdnger der gleichen Form haben dieselbe Masse. Insgesamt wiegt das

Mobile 320 g.

a) Beschreiben Sie den Gleichgewichtszustand des Mobiles durch ein inhomogenes lineares Glei-

chungssystem.

b) Bestimmen Sie die Masse der Anhénger, fiir die sich das Mobile im Gleichgewicht befindet.

Losungsvorschlag

Definiere:

< T wn U=

: Gewicht eines runden Anhéngers

: Gewicht eines dreieckigen Anhdngers

: Gewicht eines sternférmigen Anhédngers
: Gewicht eines sechseckigen Anhdngers

: Gewicht eines viereckigen Anhdngers

a) Es gilt wegen der einzelnen im Gleichgewicht befindlichen Stibe:

I
II:
III:
1V:
V:
VI

Definiere

H+V

2H

2D + K

2S5

K+3D+V+S+H

2K +4D +2V +3H + 3S

0O 0 -1 1
0 -1 0 2
1 1 -1 -1
A= 0 -1 2 =2
0 2 -1 -1
2 4 3 3

= S

= D

= H+V+S+D
= V+2H+D
= K+25+2H+V +D
= 320

1 0

0 0

-1 0

1 ,b = o |’
0 0

2 320

wobei die 1. Spalte K, 2. Spalte D, 3. Spalte S, 4. Spalte H und die 5. Spalte V représentiert.

Dann wird fiir x = (K, D, S, H, V)T € R% der Gleichgewichtszustand durch Ax = b beschrieben.

b) Lose das inhomogene lineare Gleichungssystem mithilfe von Gauf3-Elimination:
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0 0 -1
0 -1 0
1 1 -1
0o -1 2
0 2 -1
2 4 3
1 1 -1
0 -1 0
0 0 -1
0o 0 2
0 0 -1
0 0 5
1 1 -1
0 -1 0
0 0 -1
0 0 O
0O 0 O
0 0 O
Damit folgt:

S OO OO

320

O OO oo

320

O O O oo

320

1 1 -1
0 -1 0
Z6:/E>Z3 o 0 -1
Z](—>Z3 O _]. 2
o 2 -1
0 2 5
1 1 -1
0 -1 0
Z4::E>Z3 0O 0 -1
zs-7s 1 0 0 O
Z6+573 0 0 0
0 O 0
V= l 320
“ 16 778
1
H=-V
2
S=V+H
D =2H

=11 0
0] 0
110
-11 0
0] 0
4 | 320
-11 0
0] 0
110
110
=11 0
9 1320
=20g
=10g
=30g
=20g

K=S+H+V - D=40g

Zs—=7>

Z5+277
Ze+277

Z5+Z4
Ze+724
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H19-T2-Al

Fiir a € R sei die reelle Matrix

Mll c R4><4

O = O
O x O =
QO RO

— o N O

gegeben.

a) Zeigen Sie, dass die Determinante von M, den Wert
detM, = a*-24%>+1

hat.

b) Seib =

_

Bestimmen Sie alle a € R, fiir welche die Losungsmenge
{x e R*: M,x = b}

mehr als ein Element hat. Geben Sie in diesem Fall / diesen Fillen die Losungsmenge konkret an.

Losungsvorschlag

a) Berechne die Determinante von M, durch Entwicklung nach der 1. Spalte und mit der Regel von
Sarrus:
det(M,) = a - det

+1-det =a-(a®-a)+1-(1-4a%) =a*-2a%+1

— o
o o
QO
=)
oo
QRO

b) dim (L (M,,b)) >0 = dimL(M,,0) >0
dimL(M,,0) >0 & 4-rang(M,) = dimR* - rang (M,) = dimL (M,,0) > 0
& rang(M,) <4
& detM, =a*—222+1=(a2-1)* =0
& oa==1

Untersuche die Losungsmenge L (M,, b) also fiir a + 1 mithilfe der Gauf3-Elimination:

1.Fall:a =1

101 01 101 01

010 1|1|zzu|lo0101]|1
Malb)=1 1 0 1 0l1 || 00 0 0|0

01011 000 0|0

1 X1 1 1 0

(1 %2 1 0|1
L(Mlzb)—(0+ X1 xl,XQER —0)+<1, 0>

0 —X2 0 0 -1
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2. Fall: a = -1
1 0 1 0]1 1 0 1 0]1
0 -1 0 1|1 |z#z| 0 -1 0 11
Malb)=1 7 o 1 01|22 0 0 0 0]2
0 1 0 -1|1 0 0 0 0|2

Da 2 = rang(M,) < rang(M,,b) = 3 ist das inhomgene lineare Gleichungssystem fiir 4 = —1
nicht losbar.

Insgesamt folgt somit also, dass das lineare Gleichungssystem M,x = b nur fiir 2 = 1 mehr als
eine Losung besitzt.
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F19-T3-Al

a) Berechnen Sie fiir A € R Determinante und Rang von

A-1A 21 -4
2A-1A 24 2
2A-1DA A 6

b) Bestimmen Sie iiber R ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten Xi, X5, X3 mit Lo-

sungsmenge
0 1
1|+R{o0|.
0 -1
Losungsvorschlag

a) Esbezeichne M, die gegebene Matrix.

poaz [(A=DA 24 =4\ o) (A=A 24 4
My 0 21 10| ~» 0 21 10
B2\ 0 31 14 0 0 -1

Da die vorgenommenen elementaren Zeilenumformungen die Determinante der Matrix nicht
verdndern, folgt unmittelbar:

det(Mp)=(A-=1)A-(=21)-(-1) =2A%2(A - 1).

Zudem lesen wir aus der obigen Matrix unmittelbar ab, dass

1, A=0
rang (My) =12, A=1
3, sonst.
1 0
b) Definiere A € R¥3 und b € R¥mit L(A,0) =R | 0 |und |1] € L(A, b). Dann gilt:
-1 0
0 1 0
11+Rl0|=11]+L(A,0) =L(A,b).
0 -1 0

Weiterhin wissen wir:
dimL(A,0) = dimL(A,b) =1 = 2 =rang(A) = dimR® - dimL(A, 0)

Wir definieren also
1 0 1
A=|01 0
0 0O

und erhalten damit unmittelbar die gewtinschte Menge L(4, 0).

0 0 0
Da aufderdem (1 € L(A, b) gelten soll, folgt direkt b .= A - |1] = (1)
0 0 0
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H18 -T2 - A4

Das folgende Ritsel sei gegeben.

O+ +0+ 0O =15
4 + + +
C+A+O+0=2
- - + +
C+ O +0O4% 0 =¢
+ + - +
A+ Q+O+A4A=0D
1] Il I 1]
A 19 B 24

Es sollen positive Zahlen {1,2,...,9} in die Felder eingetragen werden, so dass die Summe der
Zahlen in einer Zeile bzw. Spalte die am Rand angegebene Zahl ergibt. Felder mit dem gleichen
Symbol (Kreis, Quadrat etc.) enthalten dieselbe Zahl.

a) Beschreiben Sie das obige Ritsel als lineares Gleichungssystem und bringen Sie die zugehorige
Matrix in Zeilenstufenform.

b) Bestimmen Sie alle Losungen des Rétsels und die zugehdrigen Summen A, B, C und D.

Losungsvorschlag

a) Die Variablen seien wie folgt definiert:

Q :Quadrat 1. Spaltein A
R : Raute 2. Spalte in A
K : Kreis 3. Spalte in A Definiere auflerdem:
F :Finfeck 4. Spaltein A
D : Dreieck 5. Spaltein A
11110 15
11011 2
A=l0 12 0 10 |19
1 00 21 24

Damit ist die Situation beschrieben durch das inhomogene lineare Gleichungssystem:
Ax =bmitx =(Q,R,K,F,D) €{1,...,9}°

Bringe die erweiterte Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform:

11110]15 1 1 1 10]15 1 1 1 10]15

1101 121 |zz[0 0 10 1]6 |z2z|0 0 -1 0 1|6

0120 1(19 |zeezl 0 1 2 0 1[19 |z22,] 0 0 0 1 3|34

100 2 1|24 0 -1 -1 1 1|9 0 -1 -1 1 1|9
1 1 1 10]15

Zozs| 0 -1 -1 1 1|9

danach00—1016

Z=Zi\g 0 0 1 3|34
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b) Da nur ganzzahlige Losungen x mit 1 < x < 9 fiir die einzelnen Variablen erlaubt sind, folgt:

Q+R+K+F =15 Q=1
-R-K+F+ D=9 R=4
&
-K + D=6 K=3
F+3D =34 D=9, F=7

Damit folgt
A=D+R+F+Q=21

B=2R+Q+K =12
C=R+K+Q+F=15
D=2D+R+K =25
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H18 -T3 -Al

Man bestimme in Abhidngigkeit vom Parameter a € R die Losungsmenge L, des linearen Gleichungs-
systems

X1 + X2 + X3 - xg = 0
Xo — x3 + axg = 1
2x1 + xp + axz + x4 = 1
X1 + X + axg = 1
Losungsvorschlag
11 1 -1 0
.. 01 a 1 .
Definiere M, := s 1 1 und b = 1 .Dann gilt: L, = L (M, b).
11 0 1

Bestimme L (M, b) mithilfe von Gauf8-Elimination:

11 1 -1]0 1 1 1 -1 |0 11 1 -1 |0
01 -1 a |1 |Z—2z2|0 1 -1 o 1 |Z+22] 0 1 -1 a 1
N N>
21 a 1|1 |z-2z|0 -1 a-2 3 1 0 0 a-3 a+3|1
11 0 a]l 0O 0 -1 a+1]1 00 -1 a+1]|1
11 1 -1 0
Z3+(’€c\;3)Z4 01 -1 a 1
00 0 ala-1)|a-1
00 -1 a+1 1
11 1 -1
. 101 -1 a
Definiere N, := 00 0 al@-1]
00 -1 a+1

rang(N,) =4 © acR\{0,1}

1. Fall: « € R\ {0, 1}
Aus der obigen Zeilenstufenform des linearen Gleichungssystems lesen wir direkt x4 = 1,x, =

L s = % und x; = —% ab. Das heif3t

a’
T
Ly = L(M,, b) = {(_llll) }
a a a o

2. Fall: «a =0
11 1 -1 0 11 1 -1]|0
01 -1 o 1 101 -1 0]1
00 0 ala-1)|a-1 00 0 0/|-1
00 -1 a+1 1 00 -1 1 1

Anhand der 3. Zeile sehen wir direkt, dass wegen rang (M,) = 3 < 4 = rang(M,,b) das lineare
Gleichungssystem nicht Iosbar ist und daher Ly = 0 gilt.
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3.Fall: o« =1

11 1 -1 0 11 1 =110

01 -1 a 1 A0 1 -1 1]1

00 0 alea=1)|a=-1| 00 O 010

00 -1 a+1 1 00 -1 2|1

Esist x = (-1,1,1,1)T eine spezielle Lésung des inhomogenen linearen Gleichungssystems. Wir be-
stimmen nun noch die Losungsmenge des homogenen Anteils, um so die Lésungsmenge L1 angeben

zu konnen.

Es ist

und daher

—ZX4 -2
X 1

L(Ml,O): 2;4 x4 €R =< 5 >
X4 1

-1 -2

L1 = L(Ml,b) =X +L(M1,0) =
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6 Skalarprodukte

Im sechsten Kapitel lernen wir weitere Hilfsmittel kennen, die uns dabei unterstiitzen, eher schul-
relevante Fragestellungen der Geometrie zu beantworten. Dieses Kapitel — wie auch das folgende —
basiert auf dem Begriff eines Skalarprodukts, bei dem es sich um eine besondere Form der Bilinear-
form handelt. Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum erméglicht es uns, unter anderem Langen
und Winkel zu messen. Damit ist es uns moglich, etwa im R3 die Léange von Strecken oder den Winkel,
der von zwei Vektoren eingeschlossen wird, anzugeben. Ebenso kénnen wir wichtige Abbildungen,
die sogenannten Bewegungen bzw. Isometrien, definieren, die Abstdnde unverdndert lassen.

Dementsprechend ergibt sich die Gliederung dieses Inputs auch sehr natiirlich aus dem mathemati-
schen Aufbau der Thematik: Wir beschéftigen uns zundchst mit Bilinearformen, betrachten danach
Skalarprodukte als besonderen Typ von Bilinearform, definieren mithilfe von Skalarprodukten den
Langen- und Winkelbegriff und wiederholen am Ende das Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthonor-
malisierung einer gegebenen Basis eines euklidischen Vektorraums.

Beginnen wir also zundchst mit Bilinearformen. Hier passt der Begriff zur Definition, da es sich
um eine Abbildung handelt, die zwei Vektoren auf eine reelle Zahl abbildet und dabei in jeder
Komponente linear ist.

Definition 6.1 (Bilinearform)

Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung
s: VXV ->K, (v,w)— s(v,w)

heifst Bilinearform, genau dann, wenn sie in beiden Komponenten linear ist, das heifit, wenn fiir alle
v,v,w,w € Vund A € Kgilt:

Bl s(v+ v, w) =s(v,w)+s(v’,w) und s(Av, w) = As(v, w)

B2 s(v,w +w’) =s(v,w) + s(v, w’) und s(v, Aw) = As(v, w).

Die Bilinearform s heifst symmetrisch, genau dann, wenn

S s(v,w) = s(w,v).

Analog zu den linearen Abbildungen kénnen wir Bilinearformen fiir endlichdimensionale Vektor-
rdaume mithilfe von Matrizen darstellen. Uns kann auch hier wieder ein Diagramm helfen, die Kon-
struktion der darstellenden Matrix zu verstehen. Es sei dafiir V ein n-dimensionaler K-Vektorraum
mit Basis B8 = {v1,...,v,} und s eine Bilinearform auf V.

VxV —3 K
o

S

K" x K"

Mithilfe der Koordinatenabbildung (I)%1 konnen wir Vektoren aus V auf die zugehorigen Koordina-
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tenvektoren abbilden. Insbesondere gilt fiir die Basisvektoren CD;(U i) = ej. Wir definieren nun

Mg(s) = (ajj)1<ij<n mit a;; = s(v;,0j).

Mit dieser Vorarbeit zusammen mit der Linearitdt von s in beiden Komponenten erschliefdt sich
unmittelbar der folgende Satz

Satz 6.2 (Darstellende Matrix einer Bilinearform)

Sei s eine Bilinearform auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum V mit Basis 8. Fiir die wie oben
definierte Matrix Mg(s) sowie die Vektoren v, w € V mit den Koordinaten x = @g (v) und y =

@' (w) gilt dann:

al ... aip\ /Y1
S(U;w):xTMB(S)}/ = (xll"'lxl’l)
anl e ann yn

Insbesondere gilt, dass Mg(s) fiir eine symmetrische Bilinearform ebenfalls symmetrisch ist.

Meist interessieren uns jedoch nicht irgendwelche Bilinearformen, sondern ganz besondere Bilinear-
formen, mit denen wir im Nachgang sinnvoll weiter arbeiten und mit deren Hilfe wir Langen und
Winkel definieren konnen. Wenn wir uns auf diese besonderen Bilinearformen beschrianken, landen
wir bei den sogenannten Skalarprodukten. Um sie zu definieren benétigen wir jedoch zuvor noch
einen weiteren Begriff, der jedoch nur fiir R-Vektorrdume definiert wird.

Definition 6.3 (Positive Definitheit)

Es sei V ein R-Vektorraum und s: V XV — R eine symmetrische Bilinearform. s heif3t positiv definit,

genau dann, wenn
s(v,v) >0 furallev e V \ {0}.

Da wir jede symmetrische Bilinearform in eine symmetrische Matrix {ibersetzen kénnen (und
umgekehrt), tibertragt sich diese Definition auf symmetrische Matrizen. Es sei A € Mat(n X n,R)
eine symmetrische Matrix. A heif3t positiv definit, genau dann, wenn

xTAx >0 fiiralle x € R" \ {0}.

Es ist sinnvoll in dieser Definition v = 0y auszuschliefen (um das Nullelement im Vektorraum und im
Korper unterscheiden zu konnen, schreiben wir Oy bzw. Og), da aufgrund der Linearitdt das Folgende
gilt:

s(Ov,0v) = s(Or - v,0v) = Ors(v, Oy) = Og.

Vorsicht: Es kann s(v;, v;) > 0 fiir alle Vektoren v; einer Basis sein, ohne dass s positiv definit ist. Man
betrachte als Beispiel die symmetrische Linearform

s: RZxR? - R, ((i;) , (g;)) = X1Y1 — X2Y2

und tiberlege sich, welches Vorzeichen s(v, v) in Abhangigkeit von v hat.
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Mit dieser Vorarbeit kommen wir nun zur zentralen Definition dieses Inputs.

Definition 6.4 (Skalarprodukte)

Ist eine symmetrische Bilinearform auf einem R-Vektorraum positiv definit, so wird sie Skalarprodukt
genannt. Statt s(v, w) schreibt man in diesem Fall oft (v, w).

Das bekannteste Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum R” ist das Standardskalarprodukt. Es ist wie
folgt definiert:
() R'XR" SR, (x,y) = xy.

Wir kénnen an dieser Stelle fiir das Standardskalarprodukt {iberpriifen, dass es tatsdchlich ein Ska-
larprodukt, das heifst eine positiv definite symmetrische Bilinearform ist. Auch kénnen wir die dar-
stellende Matrix beziiglich der Standardbasis des R" angeben.

Fiir gegebene Abbildungen ist es meist vergleichsweise einfach zu zeigen, dass es sich um eine
symmetrische Bilinearform handelt. Anspruchsvoller ist es, die Definition der positiven Definitheit
zu tiberpriifen. Daher wére es hilfreich, ein alternatives Kriterium an der Hand zu haben, mit dem wir
begriinden kdnnen, dass eine symmetrische Bilinearform positiv definit und damit ein Skalarprodukt
ist. Der folgende Satz liefert uns ein solches Kriterium, er setzt dabei aber auf die darstellende
Matrix einer symmetrischen Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum, also auf
eine symmetrische Matrix Mg(s). Diese Matrix ist genau dann positiv definit, wenn die zugehorige
symmetrische Bilinearform positiv definit ist.

Satz 6.5 (Positive Definitheit symmetrischer Matrizen)

Es sei A € Mat(n X n,R) eine symmetrische Matrix (also beispielsweise die darstellende Matrix
einer symmetrischen Bilinearform). Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) A ist positiv definit

b) Alle Eigenwerte A1,..., A, € R von A sind positiv.

In der zweiten Aussage des vorangegangenen Satzes steckt eine weitere, weitreichende Erkenntnis, die
uns garantiert, dass wir fiir symmetrische, reelle n X n-Matrizen tatsdchlich immer n (nicht notwendig
verschiedene) reelle Eigenwerte angeben kdnnen. Dass dies so ist, halten wir im folgenden Satz fest.

Satz 6.6

Es sei A € Mat(n X n, R) eine symmetrische Matrix. Dann gibt eine Basis des R", die aus Eigenvek-
toren zu reellen Eigenwerten besteht.

In anderen Worten: Ist A € Mat(n X n,R) eine symmetrische Matrix, dann ist sie diagonalisierbar
und alle Eigenwerte sind reell.

Es gibt ein weiteres hilfreiches Kriterium, um zu entscheiden, ob eine symmetrische Matrix positiv
definit ist. Hierfiir greifen wir auf die sogenannten Hauptminoren zuriick. Sei eine Matrix A =
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(aij)1<i,j<n gegeben, dann heifien die Matrizen Ay := (a;j)1<i,j<k € RkXk die Hauptminoren von A.

Mit diesen Begriffen gilt dann der folgende Satz.

Satz 6.7
Es sei A € Mat(n X n,R) eine symmetrische Matrix. Dann gilt:
A positiv definit & det(Ax) >0furk=1,...,n.

In Worten: A ist genau dann positiv definit, wenn die Determinanten aller Hauptminoren grofier
als Null sind.

Reelle Vektorrdume, die mit einem Skalarprodukt versehen sind, ermoglichen uns vielfiltige neue
Operationen. Solche Vektorrdaume erhalten daher einen eigenen Namen.

Definition 6.8 (Euklidische Vektorraume)

Ein reeller Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt heifst euklidisch.

Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit dem Skalarprodukt (, ). Fiir v € V definieren wir dann

eine Norm
Ioll := v{v,v)

und fiir zwei Vektoren v, w € V den Abstand

d(v,w) = ||v —w||.

Normen und Abstdnde besitzen wichtige Eigenschaften.

Satz 6.9 (Eigenschaften von Normen und Abstanden)

Es sei V ein reeller Vektorraum mit Skalarprodukt (, ) und dadurch induzierter Norm sowie
induziertem Abstand. Dann gelten fiir alle v, w, z € V und A € R die folgenden Eigenschaften:

N1 |||l =0 0v=0

N2 [[Av]| = |A] - [|o]]

N3 [[o+wl|| < [[o]l +[|wl|

D1 div,w)=0v=w

D2 d(v,w) = d(w, v)

D3 d(v,z) < d(v,w)+ d(w, z)

Wir kénnen nun also basierend auf einem Skalarprodukt den Abstand zweier Vektoren bestimmen.
Dieser Abstand variiert mit dem Skalarprodukt. Der Abstandsbegriff, den wir tiblicherweise aus
der Schule kennen, basiert auf dem Standardskalarprodukt. Dieses induziert im R" den folgenden
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Abstand zwischen zwei Punkten x und y:
dix,y) =llx =yl =V{x —y,x ~y) = \/(xl 1P+ (= )

Nach dem Abstand mdochten wir nun auch den Winkelbegriff basierend auf dem Skalarprodukt
definieren. Die entsprechende Definition ldsst sich mit dem folgenden Satz motivieren.

Satz 6.10 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

Ist V ein euklidischer Vektorraum, so gilt fiir alle v, w € V
[{v, w)| < ||0]| - ||wl]

und Gleichheit gilt genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind.

Aus diesem Satz konnen wir unmittelbar ableiten, dass fiir v, w # 0 gilt:

1 Svw)
“ ol Nwll

Anhand der Werte, die der Quotient annehmen kann, lésst sich die folgende Definition motivieren.

Definition 6.11 (Winkel)

Es sei V ein euklidischer Vektorraum und v, w seien Vektoren. Fiir a := <(v, w) gilt:

_ Av,w)
<0s(@) = 1o ol

Mit diesem Winkelbegriff konnen wir nun auch festlegen, wann zwei Vektoren senkrecht zueinander
stehen. Damit ergeben sich dann auch automatisch die Begriffe der Orthogonalitét fiir Untervektor-
rdume sowie des orthogonalen Komplements.

Definition 6.12 (Orthogonalitat, orthogonales Komplement)

Es sei V ein euklidischer Vektorraum.
a) Zwei Vektoren v, w € V heiflen orthogonal, in Zeichen v L w, genau dann, wenn (v, w) = 0.

b) Zwei Untervektorraume U, W C V heifSen orthogonal, in Zeichen U 1L W, genau dann, wenn
ulwfiralleu e Uundw € W.

¢) Ist U C V ein Untervektorraum, so ist sein orthogonales Komplement definiert als
Ut:={veV|vLu firalleu e U}.

Das orthogonale Komplement ist wieder ein Untervektorraum.

d) Eine Menge von Vektoren {vy,...,v,} in V heifSt orthogonal, genau dann, wenn v; L v; fiir alle



174 6 Skalarprodukte

i # j. Die Menge heif3t orthonormal, wenn zusétzlich ||v;|| = 1 fiir alle i, und Orthonormalbasis,
falls die Menge auch eine Basis von V ist.

Im dreidimensionalen Raum koénnen uns die folgenden Werkzeuge helfen, um das orthogonale Kom-
plement zu einer Menge zu finden:

¢ Ist U eindimensional und damit eine Gerade, so konnen wir die Richtung dieser Gerade nutzen,
um mithilfe der Hesse-Normalform eine Ebene zu definieren, die Untervektorraum des R? ist, also
den Ursprung beinhaltet, und fiir die alle Vektoren in der Ebene senkrecht auf Vektoren der Gerade
stehen.

e Ist U eine Ebene, so konnen wir mithilfe des Kreuzproduktes zweier (linear unabhingiger) Rich-
tungsvektoren der Ebene einen Vektor ermitteln, der senkrecht zur Ebene steht. Mit diesem Vektor
erhalten wir dann direkt eine Ursprungsgerade als orthogonales Komplement zur Ebene U.

Wir nutzen an dieser Stelle einen Satz, der sich gut zur Kontrolle eignet, wenn wir ein orthogonales
Komplement ermitteln miissen.

Satz 6.13

Es sei V ein euklidischer Vektorraum und W C V ein Untervektorraum. Dann gilt:

WNW*={0} und V=W+W* und dim(V)=dim(W) +dim(W™).

Zuletzt betrachten wir noch ein Verfahren, das uns eine Orthonormalbasis liefert, wenn wir eine Basis
vorgeben.

Satz 6.14 (Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt)

Jeder endlich-dimensionale euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Sei (, ) das Skalarprodukt auf einem endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V und || - ||
die vom Skalarprodukt induzierte Norm. Weiter sei {v1, ..., v,} eine Basis von V. Dann erhalten
wir durch die folgende Konstruktion eine Orthonormalbasis {b1, ..., b, }:

Fiirs € {0, ..., n —1} seien bereits die Vektoren by, . . . , bs; definiert, das heifst insbesondere fiir s = 0
liegt noch kein Vektor der Orthonormalbasis vor.

Wir definieren dann

s
Ws+1 = Us41 — Z(Us+1/ b1>b1

i=1

Durch Normierung von ws4; erhalten wir dann den néchsten Vektor der Orthonormalbasis, das

heifst
Ws+1 Ws+1

lwsaall \Kewger, weer)

byt :
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F24-T1-A4

Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie:

a) Esseienu,v € V. Dann gilt:
(u,w)=(v,w) furallew € V & u =v.
b) Seiu,v € V mitu # v und
W={weV | (u,w)=(v,w)}.

Zeigen Sie, dass W ein Untervektorraum von V ist, und bestimmen Sie die Dimension von W.

Losungsvorschlag

a) ,<" Klar,dennfiru=vgilt (u,w)=(v,w)firallew €V.

» = "1 Nach Voraussetzung ist (-, -) ein Skalarprodukt, das heifit insbesondere bilinear
und positiv definit. Nach Voraussetzung gilt weiterhin fiir allew € V':
(u,w)=@w,w) & 0=w,w)-(v,w)=(u-0v,w)

Insbesondere gilt firw =u —v: 0= (u —v,u —v) und wegen der positiven
Definitheit somitu —v =0 & u=v

b) Zeige: W ist Untervektorraum von V
i) Seien x,y € W, das heifst (1, x) = (v, x) und (1, y) = (v, y)
(u,x+vy) = (,x)+(u,y) Y (v,w)+(v,y) v (v,x+y) = x+yeW
(+) Linearitdt in 2. Komponente
ii) Seix € V und A € R, das heifst (1, x) = (v, x)
(u, Ax) . AMu, x) Y Ao, x) Y (v,Ax) = AxeW
(*) Linearitdt in 2. Komponente
iii) 0 € W,denn (1,0) =0=(v,0) = W #0
Insgesamt folgt somit, dass W ein Untervektorraum von V ist. Wir sehen aufSerdem, dass

W={we V|(u,w)=(v,w)} ={w € V|(u —v,w) =0}.

Dau #vistu —v #0.Damit(u —v,w)=0ftrallep e R:
(u(w —0),w)=pu-ov,w)=p-0=0

ist W das orthogonale Komplement zu (1 — v) € V und wegen dim(u —v) = 1 (denn: u — v # 0)
folgt direkt dim W = dimV — dim(u —v) = dimV - 1.
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F24 -T2 -A3

Es bezeichne A das Dreieck im R? mit den Eckpunkten

(o) (o) una (1)

Bestimmen Sie alle Skalarprodukte auf dem R?, beziiglich denen A ein gleichseitiges Dreieck ist. (Die
Langen und Winkel werden also von dem entsprechenden Skalarprodukt induziert.)

Losungsvorschlag

Ein Skalarprodukt ( , ) auf R? kann durch eine symmetrisch, positiv definite Matrix A € R2x2
dargestellt werden. Es gilt dann fir x,y € R%:  (x,y) = xT Ay.

Wir suchen also entsprechende Matrizen, fiir die die Verbindungsvektoren zwischen den Eckpunkten

U= ((1)) ,0 = (_11) und w = (_01) insbesondere dieselbe Lange besitzen. Dabei gilt fiir die Lange || x||
eines Vektors x € R?:  ||x|| = y/(x, x) = VxT Ax

a

Sei also A = (b

b . .
c) symmetrisch mita,b,c € R.

Mit ||u|| = ||7|| = ||w|| folgt wegen

Jull = V&, ol = VE und el = (-1 1) (27 0) = Va DD
direkt

. Va=+vVec = a=c

L V-0 + (b =vi > Vaa-b)=Vai = 2-2b=a = b=za

sa
2
Priife nun, fiir welche a € R die Matrix positiv definit ist, das heifst nur positive Eigenwerte besitzt.

1
Somit miissen geeignete Skalarprodukte gegeben sein durch eine Matrix A = (1{1 2;) mit a € R.

Eigenwerte von A sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4(A) von A.
a(d) = det(A — AEy) = (a — A)? — }1”2 =2 2ad 4 202

Damit sind die Eigenwerte von A gegeben durch A = 2% '42”2_3”2 = 202 das heifit, die Eigenwerte

sind A = 3a und 1> = 1a.

Folglich ist A genau dann positiv definit, wenn a > 0.

Alternativ konnen wir auch die Determinanten der Hauptminoren berechnen und sicherstellen, dass
diese > 0 sind. So erhalten wir det(A1) = a > 0 und det(A,) = det(A) = %az > 0,alsoa > 0und|al >0
und somit insgesamt a > 0.

Behauptung: Fiir alle Skalarprodukte der Form (, ) : RZxR? >R, (x,y)+ (x,y) = xT Ay mit

1

a  3a . . o .

A= (1 2a ) ,a € R* ist A ein gleichseitiges Dreieck.
2

Berechne nun noch |[u|| = V4, ||v|| = Va und ||w|| = Va. Da |lul| = ||v|| = ||w]| ist A gleichseitig.
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F23-T2-A2

Fir n € Nund A € R™" sei die Bilinearform
oa: R"XR" >R, (x,y) — oalx,y) = (Ax, Ay)
gegeben, wobei (-, -) das Standardskalarprodukt bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die Bilinearform o4 symmetrisch ist.

b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass 04 ein Skalarprodukt,
also positiv definit ist.

30
¢) Nunseienn =3und A =0 1

00
dem Verfahren von Gram-Schmidt.

. Orthonormalisieren Sie die Basis (e1, 2, e3) bzgl. 04 nach

—_ O N
~———

Losungsvorschlag

a) Zeige: oa(x,y) = 0a(y, x) fur alle x, y € R”

Seien x,y € R".

oalx,y) = <Ax,Ay> = (Ax)TAy = ((Ax)TAy)T = (Ay)T[(Ax)T]T = (Ay)TAx = (Ay,Ax)
——
eR

=04y, x)

= 04 ist symmetrisch

b) Seien x,y € R". oga(x,y) = <Ax,Ay> = (Ax)TAy = xTAT Ay.
Esist ATA € R™" symmetrisch, denn (AT A)T = AT - (AT)T = AT A. Somit folgt:

04 positiv definit & AT A positiv definit & Alle Eigenwerte von AT A sind positiv

9 0
o) ATA={0 1
6 0

91 O O

) =: Bund damit o4(x, y) = xTBy

o llesll =+voaler,e)=V9=3 =10 = o = 3e

e wy=ex—oaler,b1)b1=e2-0-by =€, Jwy =]leaf =1 = bzi=ﬁ=€z

* w3:=e3—0ales, b1)b1—o0(es3, ba) by =e3—2b1 —0bs =e3—2b1 =e3—3e1, |lwsl| =1
= bgizllzg—z”:w:),=€3—§€1

Damit ist durch {by, by, b3} eine Orthonormalbasis beztiglich 04 gegeben.
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H22 -T1-Al

Sei V = [X]<3 der R-Vektorraum aller Polynome in X mit Grad < 3 versehen mit dem durch

.
7T firalleo<i,j<3

Xt X)) =
( ) {0 N

festgelegten Skalarprodukt. Sei U = {p(X) € V | p(1) = 0} € V die Teilmenge aller Polynome mit
Nullstelle 1.
a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V ist.

b) Zeigen Sie, dass p(X) = X® — X? + X — 1 ein Element von U ist und erginzen Sie p(X) zu einer
orthogonalen Basis von U.

c) Bestimmen Sie eine Basis von U~.

Losungsvorschlag

a) Wir tiberpriifen die drei Eigenschaften eines Untervektorraums:
i) Zeige: U # 0
Da offensichtlich X — 1 € U, folgt direkt, dass U # 0.

ii) Seien p(X), q(X) € U. Zeige: p(X) +q(X) e U
Da p(X), q(X) € U gilt insbesondere p(1) = q(1) = 0. Damit folgt direkt, dass p(1) + g(1) =
0+ 0 = 0 und deshalb p(X) + q(X) € U.

iii) Seien A € R und p(X) € U. Zeige: Ap(X) € U

Da p(X) € U gilt insbesondere p(1) = 0. Damit folgt direkt, dass Ap(1) = A-0 = 0 und deshalb
Ap(X) e U.

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass U C V ein Untervektorraum ist.

b) Offensichtlich ist p(X) € V. Da auflerdem p(1) = 0 gilt, folgt direkt, dass p(X) € U.

Wir bestimmen zunichst eine Basis von U und nutzen anschlieflend das Gram-Schmidt-Verfahren,
um daraus eine Orthonormalbasis zu erhalten.

Es ist {1, X, X?, X3} eine Basis von V, das heifit, dim(V) = 4. Da 1 ¢ U folgt unmittelbar, dass
dim(U) < 3. Gleichzeitig sehen wir mithilfe eines Koeffizientenvergleichs direkt, dass die drei
Polynome aus U

P(X)=X3—X2+X—1, q(X)=X2—2X+1 und r(X)=X-1

linear unabhéngig sind und folglich als maximal linear unabhéngige Teilmenge eine Basis von U
bilden.

Bevor wir daraus nun eine Orthonormalbasis erzeugen, halten wir fest, dass fiir zwei Polynome
IZ(X) = 113X3 + azXz +mX +ag und b(X) = b3X3 + bzXz + 01 X + bo
das gegebene Skalarprodukt aufgrund seiner Bilinearitdt wie folgt berechnet werden kann:

(ﬂ(X), b(X)) = El3b3 + azbz + (Zlbl + aobo.
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Wenn wir fiir ein a(X) € V die Norm ||a(X)|| = +/(a(x), a(x)) definieren, konnen wir nun das
Gram-Schmidt-Verfahren wie tiblich anwenden.

o by = mp(X) =3(X3-X2+X-1).
* wy=q(X)—(q(x),b1) b1 =q(X)+2-b1 = q(X) +p(X) = X3 - X.
by = 2 = %()@ - X).

llw2|]

o w3 = r(X)—(r(X),b1)-b1—(r(X), )by = r(X)—O-b1+%-b2 =r(X)+3(X3-X) = 3(X3+X-2)

by = 8 =%(X3+X—Z)

llwsl]

Aufgrund der Konstruktion ist somit
B = {bll b2/ b3}

eine Orthonormalbasis von U beziiglich dem gegebenen Skalarprodukt.

¢) Um U+ zu bestimmen, identifizieren wir V mit seinem Koordinatenraum R*. Es gilt dann, dass
as
az
a1
ap

a(X) = a3X2 + 4, X% + 41X +ap  mit dem Vektor = Vax)

identifiziert wird. Weiter stellen wir fest, dass das Skalarprodukt auf V' dem Standardskalarpro-
dukt auf R* entspricht, das heifit, es gilt fiir a(X), b(X) € V:

(a(X), b(x)) = (Vax), Vbx) ) -
Da V = U & U™+ wissen wir, dass dim(U~) = 1, das heif$t, es gibt ein s(X) € V mit U+ = (s(X)).

Suche nun also vyx) derart, dass <VS(X)> = <v|-,1 , Vby, Vb, > " Somitist v, eine Losung des homogenen
linearen Gleichungssystems

1 _1 1 _1 X1
2 2 2 2 N 0
L -1 N
G0 ko HEf)
L N
w 0w v
Bestimme nun also Losungen mithilfe des Gaufi-Algorithmus:
r _1 1 -1 r _1 1 -1 o -1 1 -1
i 2 2l 2 7-27, i 2 21 2 7-17, 1 2 1 2
L o 41 _2 o L o -1 o L o -1
G \G \G \G \G \G \G
1 1
Z3+%Z1 (1) 2 11 2 X3 = X4
M 7 0 % 0 o X1 = X3 = X4
2 _2 Xy =2X3 = X4 = X4
0 0 % 7

Damit erhalten wir unmittelbar

()
1

und nach Riickiibersetzung in V' sehen wir, dass

Ut =(X>+X*+X +1).
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F22-T1-A3

Untersuchen Sie, ob es reelle Zahlen a, b und c gibt, so dass durch

a b b
O:RPxR3 >R, (xr,y)—>xl|c 1 0|y
c 0 —-a

ein Skalarprodukt definiert ist.

Losungsvorschlag

® ist aufgrund der Definition sowie der Regeln zum Rechnen mit Matrizen eine Bilinearform.
Priife also noch, fiir welche a, b, c € R @ symmetrisch und positiv definit ist. Definiere
a b
M=|c 1 0
c 0 —a
i) @ symmetrisch:
Seien x, y, € R o symmetrisch & ®(x,y) = d(y, x) furallex,y € R3
& x'My =y Mx = (yTMx)T =x"M"y
& M symmetrisch
© b=c
ii) @ positiv definit:
d(x,x) > 0 fir alle x € R3
Angenommen es gibt a4, b € R mit @ positiv definit
= D(e1,e1)=a>0und P(e3, e3) = —a >0 Widerspruch!

Es gibt keine Parameter a, b € R, fiir die @ positiv definit

= Es gibt keine Zahlen a, b, c € R, fiir die ® ein Skalarprodukt ist.
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F22 -T3-A2

Es bezeichne (e, e3, e3) die Standardbasis des R3. Bestimmen Sie alle Skalarprodukte @: R3xR%® > R,
die die folgenden Bedingungen erfiillen, wobei die Norm, die Orthogonalitit und die Winkel von @
induziert werden.

1\ (0 -1
1
lles]| =1, exLles, @[(0], (1)) =1, cos<(er, e3)=— und ‘ ( 0 ) = /30.
1/ \1 V6 6

Losungsvorschlag

@ ist durch eine symmetrische, positiv definite Matrix A € R3*® gegeben, wobei ®(x, y) = xT Ay.

a b c
SeialsoA=|b d e|eR¥>3. DaA positiv definit ist, gilta, d, f > 0, denn ®(e;, ¢;) > 0 ftiri =1,2,3.
c e f

Nach Voraussetzung gilt

e 1= flesl = yBles e = F & =1

er Leg © Dey,e3)=0 © e=0

1\ (0 b+c
e dlfof,[1]]=1 e 1 0 1)| d |=b+c=1 & b=-
1/ \1 1
1 _ _ Dlees) _ 2L b=, _
* o cos<lene) = Rier = Gy S CTVe © =vE
-1 —a + Véa
. «/3_0:‘(0) = [(-1 0 6) I |=+a-ea-ea+36
6 ~JE+6

a>0

© 30=a-2V6\a+36 © 0= \/‘ 6 @\/_:\/6@51:6

Damit folgt insbesondere ¢ = 1 und b =-1

Da @ positiv definit ist, gilt insbesondere d > 0. Somit sind die Skalarprodukte mit den gewiinschten

6 -1 1
Eigenschaften fiir ®(x, y) = xT My gegeben durch M = (-1 d O) mit M positiv definit.
1 0 1

Nutze das Hauptminorenkriterium, um 4 > 0 zu bestimmen, fiir die M positiv definit:
e det(My) = det(6) =

-1
d

e det(M3) =dettM)=5d-1>0 d>%

Odet(MQ):det(_61 ):6d—1>0<:>d>%

Somit sind alle gesuchten Skalarprodukte durch M von oben mit d > % gegeben.
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H21-T1-A2

Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix B € R"*" sowie eine beliebige quadratische Matrix
P e R™" werde die Matrix
A =PTBP e R™"

sowie die zugehorige Bilinearform
oa: R"XR" > R,04(x,y) = xTAy
auf dem R-Vektorraum R” betrachtet.
a) Man zeige, dass die Bilinearform o4 symmetrisch ist und
oa(x,x) > 0 fur alle x € R”
gilt.

b) Man zeige, dass die Bilinearform 04 genau dann ein Skalarprodukt auf dem R-Vektorraum R"
ist, wenn die Matrix P € R™" invertierbar ist.

Losungsvorschlag

a) Esseienx,y € R". Zeige: 0a(x,y) = 0(x,y) = 0a(y, x)

oa(x,y) = xTAy = xTPTBPy = (x"PTBPy)" = yTPTET (PT)" (xT)" "L T PTBPx
———
eR

=y"Ax = ga(y, x)
Esseix € R". Zeige: o4(x,x) >0
B positiv definit, das heifit y" By > 0 fiir y € R" \ {0}
oa(x,x) = xTPTBPx = (Px)" B(Px)
Da Px € R" folgt somit wegen B positiv definit:

>0, falls Px #0

oA, x) {: 0, falls Px =0

= o04(x,x) > 0 fur alle x € R"

b) Aus a) folgt, dass 04 eine symmetrische Bilinearform ist. Somit ist noch zu zeigen:
04 positiv definit & P invertierbar

, < ": Pinvertierbar = Px # 0 fiir alle x € R" \ {0}

(*)
= oa(x,x) = xTPTBPx = (Px)TB(Px) > O fiir alle x € R" \ {0}

= 04 positiv definit
= ": 04 positiv definit = 0 < oa(x, x) = (Px)" B(Px) fiir alle x € R" \ {0}

ng # 0 fiir alle x € R" \ {0}
= ker(P) = {0} und insbesondere P € Mat(n x n,R)
= P invertierbar

(*) B positiv definit
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H21-T3-A4

Es sei V ein R-Vektorraum der Dimension n € N mit Skalarprodukt
(-,): VXV —>R.

a) Sei End(V') der Vektorraum aller linearer Abbildungen von V nach V. Zeigen Sie: Ist0 # v € V,
so ist die Abbildung
@: End(V) - R, F — (v, F(v))

linear.

b) Bestimmen Sie die Dimension des Kerns von ¢.

Losungsvorschlag

a) Zeige: ¢ linear

i) Seien F, G € End (V)
¢(F +G) = (v, (F + G)(v)) = (v, F(v) + G(0)) = (v, F(0)) + (v, G(0)) = ¢(F) + p(G)
(#) (, ) linear in 2. Komponente

ii) Sei F € End (V) und A € R

9(AF) = (v, AF)(©)) = (v, AF(©)) = A (v, F(0)) = Ag(F)
(*) (, ) linear in 2. Komponente

= ¢ ist linear
b) ¢ ist linear und wegen dim V' = n gilt dim End (V') = n - n. Weiterhin gilt die Dimensionsformel:
dim End (V) = dim ker(¢) + dim Im (¢)
Da Im (¢) € R Untervektorraum, folgt
0 < dimIm (p) < 1.
Da F =idy € End (V) und ¢(F) = (v,v) > 0,da (, ) ein Skalarprodukt ist, ergibt sich
dimIm (¢) = dimEnd (V) - dimIm (¢) # 0 und daher dimIm (¢) =1.

Insgesamt also:
dim ker(¢p) = dim End (V) — dimIm (@) = n? - 1.
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F21-T3-A3

Ist A eine Matrix, dann bezeichnet AT die transponierte Matrix von A. Beweisen oder widerlegen Sie:
a) Ist M € R?? eine symmetrische Matrix und ist B € R?*2, dann ist BT M B diagonalisierbar.

b) Ist M € R2%2 gine symmetrische Matrix und ist B € R2X2 gine invertierbare Matrix, dann ist M
dhnlich zu BTMB.

c) Ist M € R?*2 symmetrisch und positiv definit und ist B € R?*? invertierbar, dann ist BT M B positiv
definit.

Losungsvorschlag

a) Wahr.

Die Matrix BT M B ist symmetrisch, denn (BT MB)T = BTM" (BT)T Y BT MB. Symmetrische reelle
Matrizen sind stets reell diagonalisierbar.

(*) M ist symmetrisch, also MT = M.

b) Falsch.
Angenommen es ist M dhnlich zu BTMB, dann folgt:
det(M) = det(BT MB) = det(BT) det(M) det(B) = det(B) det(M) det(B)
= det(B)? det(M)
= det(B) = =1

Da es invertierbare Matrizen B, das heifst Matrizen mit det(B) # 0 gibt, fiir die gleichzeitig
det(B) # =1, etwa
2 0
=(i 3

ist die Aussage im Allgemeinen falsch.

¢) Wabhr.

Sei x € R?\ {0}. Da B invertierbar ist Bx € R? \ {0}. Wegen M positiv definit, das heifit y' My > 0
fiir alle y € R? \ {0} folgt direkt x” BT MBx = (Bx)" M(Bx) > 0.
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H20-T3 - A2

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a)

b)

0)

Es sei V ein R-Vektorraum mit dimg (V) = n. Weiter sei F € Endg(V).
Ist Rang(F) = Rang(F?), so gilt Kern(F) = Kern(F?).

Ist A € GL,(R) mit
det(A% + A) =0,

so ist —1 ein Eigenwert von A.

Es gibt einen endlichdimensionalen R-Vektorraum V mit Skalarprodukt und unendlich viele
paarweise verschiedene Vektoren

01,02,03,... € L’\ {0},

die zueinander paarweise orthogonal sind.

Losungsvorschlag

a)

b)

Wahr.

Mit F € Endg (V) ist auch F? € Endg (V). Da weiter dim V < oo gelten fiir F und F? die Dimensi-
onsformel. Folglich

dim ker (FZ) =dim V - dimrang (Fz) Y dim V — dim rang (F) = dim ker(F).

Da aufSerdem ker(F) 2 ker (F?) folgt somit ker(F) = ker (F?)
(*)Seix € ker(f) = f(x)=0= f2(x) = f(f(x)) = f(0) =0 = x € ker (f?)

Wabhr.

det (A2+A) =0 = rang(A*+A) <n = Spaltenvektoren von A% + A sind linear abhingig
= JveR", v#0mit(A2+A)-v=0 = A>2v+Av=0 = A%v=-Av
8 Av = A"1A% = A71(-Av) = —v = -1 Eigenwert von A

(*) Das folgt mit A € GL, (R), das heifst A~ existiert.

Falsch.
Angenommen es wire so und ( , ) bezeichnet das Skalarprodukt auf V.

Sei n = dim(V), dann sind vy, ...,v,41 € V \ {0} linear abhéngig, das heifst 3 A; € R, nicht alle 0,

mit0 = :E:,Aivp
i=1

O.B.d.A.sei A1 #0.
n+1 n+1
= 0=(0,v1)= <Z /\ivz‘,v1> = Z/\i (01, 01) 2 A4 (01, 01)
i=1 i=1
(%) <U;, v j> = 0 fiir i # j nach Voraussetzung
Da A; # 0 folgt also (v1,v1) = 0.
Widerspruch zu ( , ) Skalarprodukt, denn dann ist { , ) positiv definit, also (v1, v1) > 0.
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H20-T3 - A4

Es sei f: R® — R* die lineare Abbildung, gegeben durch f(x) = A - x, wobei

1 2 -1 -2 0 1
A2 4 2 0 0 -2
-3 -6 1 2 -4 1
4 8 2 0 4 -4

a) Bestimmen Sie eine Basis von Kern(f).

b) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement des Bildes von f beziiglich des Standardskalarpro-
dukts.

Losungsvorschlag

a) Bestimme ker(f) mithilfe von Gauf3-Elimination:

1 2 -1 =2 0 1 12 -1 -2 0 1
2 4 2 0 0 2|z 0 4 4 0 —4|722
-3 -6 1 2 -4 1|z+37 0 -2 -4 -4 4 |z44324
4 8 2 0 4 444 0 6 8 4 -8

o O o

12 -1 -2 0 1 12 -1 -2 0 1
00 0 -4 -8 4 Z%\:’>Z2 00 0 -4 -8 4
0 0 -2 -4 -4 4|z-2|0 0 -2 0 4 0
00 0 -4 -8 4 00 0 0 0 O
X1 = X3+ 2x4 — 2Xp — Xg X1 = X4 —2X7
X6 = X4 + 2X5 S Xg = X4 + 2X5
x3 = 2x5 X3 = 2x5
Xq—2X2 -2\ /1\ /0
X 1 0f 10
, _ 2x5 _[fof]fof |2
Also folgt: ker(f) = ) X2, X4,%5 € R3 = < o I'l1l]o >
X5 0 0 |1
X4 + 2X5 0 1 2

Offensichtlich ist B eine Basis von ker(f)

b) Nach Dimensionsformel gilt: dimIm (f) = dimR® — dimker(f) =6 -3 = 3.

1

DaR* =1Im (f) @ Im (f)™ folgt somit dim Im (f)* = 1.

Es gilt: f(es), f(es), f(e6) € Im (f) und diese drei Vektoren sind linear unabhéngig.
(das heifst der vierte, fiinfte und sechste Spaltenvektor von A)

= Im (f) = {f (es) , f (e5), f (es))

xeIm(f)" © x L f(es)undx L f(es)und x L f (eq)
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Somit ist x Losung des homogenen linearen Gleichungssystems Bx = 0 mit

2 0 2 0
B=|l0 0 -4 4]|,
1 -2 1 -4

wobei die 1. Zeile f (64)T, die 2. Zeile f (e5)T, die 3. Zeile f (66)T entspricht.
Lose das lineare Gleichungssystem mit dem Gauf3-Algorithmus:

2 0 2 0 0 -4 4 -8
0 0 -4 4|70 o -1 1

1 —2 1 -4f 12 \1 -2 1 -4

X3 = Xp +2x4 X2 = —X3
X4 = X3 < (X4 =X3
X1 =2xy — x3 +4x4 X1 = X3
Damit folgt
X3 1
—x —
L(B,O)=Im(f)L= x33 : x3€R =< 11>.

X3 1
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F20-T1-A4

Sein € Nmitn > 1 und sei A € R"*" eine symmetrische Matrix. Beweisen Sie:

a) Beztiglich des euklidischen Standardskalarprodukts (, ) von R" stehen Kern(A) und Bild(A)
aufeinander senkrecht.

b) Es gilt R" = Kern(A) ® Bild(A).

Losungsvorschlag

a) Seienv € ker(A)undu e Im(A) = Av=0und 3w € R" mitu = Aw

(v,u) = (v, Aw) = v" Aw vTATw = (Av)'w =0"w =0
S

=R

m.

Yy
= ker(A) L Im(A)

b) Zeige: R" = ker(A) ® Im (A)
e Behauptung: ker(A) + Im (A) = R"

Es gilt ker(A) + Im (A) € R", da ker(A),Im(A) € R" Untervektorrdume sind. Weiterhin gilt
dim Im (A) = rang (A) und dim ker(A) = n — rang (A).

Insgesamt also n = dim ker(A) + rang (A) und daher ker(A) + Im (A) = R".
¢ Behauptung: ker(A) N Im (A) = {0}
Sei x € ker(A)NIm(A) = Ax =0und Jw € R" mit x = Aw.

T
= (x,x) = (x, Aw) = xTAw =4 xTATw = (Ax)Tw = 0Tw = 0
= x =0,denn (, ) positiv definit
= ker(A)NIm(A) = {0}

Aus den beiden Punkten folgt somit direkt

R" = ker(A)® Im (A).
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F20-T3-A3

Auf dem Unterraum
U:={xeR*:x1+x+x3+x4=0}

des R* werde die symmetrische Bilinearform

1 0 -1 0
1 0 -1
) T
o:UxU—->R,(x,y)—x 1 0 2 -1l|v
0o -1 -1 2

betrachtet.
a) Zeigen Sie, dass die Abbildung o ein Skalarprodukt auf dem Untervektorraum U ist.

b) Geben Sie eine Orthonormalbasis von U beziiglich ¢ an.

Losungsvorschlag

a) Zeige: o ist positiv definit, das heifdt o(x, x) > 0 fur alle x € U \ {0}

—X2 — X3 — X4
4 X2
U:{xeR: x1+x2+x3+x4:O}: T Xp,Xx3,x4 €R
X3
X4
-1\ 1\ /-1
_Jf 1 0 0
ol'f1][
0 1
-1\ /-1\ /-1
1 0 0 . . . .
ol'l1lo werden im Folgenden jeweils als v1, v2, v3 bezeichnet.
0 0 1

Seialso x € U \ {0}, das heifit x = (—xp — X3 — x4, X2, X3, x4)| mitx; # 0 fiiri = 1,2, 3, 4.

1 0 -1 0 —X2 — X3 — X4 —Xp — 2X3 — X4
0o 1 0 -1 X2 Xp — X4
T T
owx,x)=Xx =X
=214 0 2 4 %3 X2+ 313
0 -1 -1 2 X4 —Xp — X3+ 2Xx4

= (—x2 — x3 — x4) (—x2 — 2x3 — x4) + (X2 — X4) X2 + (X2 + 3x3) X3 + (—X2 — X3 + 2x4) X4

= x% + XoX3 + XoXgq + 2X0X3 + 2x§ + 2X3X4 + XpXq4 + X3Xq + xix% — XoX4 + XpX3 + 3x§
— XpX4 — X3X4 + 2xi

= 2x§ + 5x§ + 3xi +4xyx3 + 2Xx3X4

=2 (x% + 2x7x3 + xg) + 3x§ + 3xi + 2x3X4

=2(xp + x3)° + (x2 + 2x3x4 + x3) + 2x§ +2x2
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=2(xp + X3)2 + (x3 + x4)2 + 2x§ + 2xi

= o(x,x)>0firx e U\ {0}

b) {v1,v2,v3} ist eine Basis von U. Nutze das Gram-Schmidt-Verfahren, um daraus eine Orthonor-
malbasis zu erhalten.

Fiir x € U sei || x|| == vo(x, x)

] bl =

01

Sl

lloll
-1 0

1
L4 w2::vz—0(vz,b1)b1:vz—%o(vz,vl)vlzvz—%-(—l 01 0) 1 01 =03 —01 =

-1 0

by = 2 =1y
27wl — VB2

* w3 :=v3—0(v3,b1) b1 — 0 (v3,b2) by

1 1
=03~ 50 (v3,v1)v1 — 30 (v3, w2) wo

-1 -1
1 1 1 -1
=v3—=(-1 0 0 1 -=(-1 0 0 1
v =5 A N, |
-1 0
-1
1 3
=03 — Wy =
1
3 -3
1
_ _ 3
bs = [y = 5103

Damit ist {b1, by, b3} eine Orthonormalbasis von U.
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F19-T1-A4

Sein € Nmitn > 1, und sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum.

a) Zeigen Sie: Ist {b1,...,b,} eine Basis von V, so gibt es ein Skalarprodukt (.,.) auf V, sodass
{b1, ..., by} eine Orthonormalbasis bezuiglich (., .) ist.

b) Seien (.,.); und (., .), zwei Skalarprodukte auf V. Zeigen Sie: Es gibt eine bijektive lineare Abbil-
dung f: V — V,sodass fiiralle v, w € V gilt

(v,w), = (f(v), f(w)), .

Losungsvorschlag

a) Es bezeichne B := {by,...,b,} die gegebene Basis von V. Dann besitzt (.,.) beziiglich 8 die
darstellende Matrix Mg({., .)) = E;;, denn nach Voraussetzung soll gelten

oL firi=j
bi,bj) = {0, fiir i # j

Es bezeichne weiterhin
ol V>R

die Koordinatenabbildung beziiglich der Basis 8. Dann ist das gesuchte Skalarprodukt gegeben
durch
(,): VXV >R, (v,w)— CD;gl(v)TEnCD;(w) = CD;(U)TCD;(LU).

Da die darstellende Matrix beztiglich 8 sowohl symmetrisch als auch positiv definit ist, handelt es
sich bei der oben definierten Abbildung um ein Skalarprodukt mit der gewiinschten Eigenschaft.

b) Wir konnen fiir jedes der beiden Skalarprodukte eine Orthonormalbasis von V bestimmen. Wir
nennen diese B1 bzw. B,. Beziiglich dieser Basen besitzen die beiden Skalarprodukte die folden-
den darstellenden Matrizen:

M; =Mg/(.,.)1) =E, und My :=Mg,(.,.)2) = En.
Wie in Teilaufgabe a) erhalten wir, dass
. ~1, \T -1
(L ): VXV >R, (v,w)e— CDBl(v) @Bl(w)

und
(., ): VXV 5R, (v,w)— CDE(U)T@E(W).

Wir definieren nun den Basistausch von 81 nach 8B, und erhalten damit
) -1.
fi= g, 00F VS V.

Als Verkniipfung von zwei bijektiven, linearen Koordinatenabbildung ist auch f selbst bijektiv
und linear. Auflerdem gilt fiir v, w € V:

(), f(w)), = (%1 (chz (cpg(v))))T (%1 (q>32 (cpfg}(w)))) = 931 (0) 05l (w) = (0, W),
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F19-T2-A3

Es sei V = R%*2 der Vektorraum der reellen 2 x 2 Matrizen. Fiir

a a
A= 11 12 cV
az1 4

sei die Spur von A definiert durch
Sp(A) = daq1 + dan».

Die Spur von A ist also die Summe der Diagonaleintrdge der Matrix A. Es sei
6: VXV — R: (A,B) — Sp(ABT),
wobei BT die zu B transponierte Matrix bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass o ein Skalarprodukt ist.

b) Berechnen Sie den Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren

i 7)o (%)

beziiglich des Skalarprodukts o.

Losungsvorschlag

a) 1) Zeige: o ist bilinear

Seien A,B,C e V.

o(A+ B,C) = Spur ((A + B)CT) = Spur (ACT + BCT) = Spur (ACT) + Spur (BCT)

=0(A,C)+0(B,C)

o(A,B+C) =Spur (A-(B+C)") =Spur (A - (B" + CT)) = Spur (AB” + ACT)

= Spur (AB") + Spur (ACT) = 6(A, B) + 0(A, C)

Seien A,Be V,A € R.

0(AA, B) = Spur (AAB") = ASpur (AB”) = Aa(A, B)
o(A,AB) = Spur (A(AB)") = Spur (AAB”) = Aa(A, B)

ii) Zeige: 0 symmetrisch

Seien A,Be V.

o(A, B) = Spur (ABT) - Spur ((ABT)T) = Spur (BAT) =d(B, A)

(+) Diagonaleintrage sind unter Transposition invariant!
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iii) Zeige: o positiv definit

Sei A € V \ {0}, das heifst A = (ZH le) nicht alle 4;; = 0. Dann gilt
21 a2

Spur (A - AT) = a2, + a2, + a3, + aj,.
Damit folgt, dass o(A, A) = Spur (AAT) = a2, + a2, + a3, + a3, > 0, denn mindestens ein
a;j # 0und El?"j > 0.
Also ist ¢ ein Skalarprodukt auf V.
. (4 =2y L (71
b) Definiere A := (4 1 ),B = (_2 3).

Dann gilt
o(A, B)

A,B)= 282
cos <(A. B) = 113

wobei ||C|| :=+/0(C,C) fur C e V.

141 =37, 151 =&, A5 =30 i) = ota,p)=1s

Insgesamt erhalten wir somit

cos<(A,B) = L ~ 0, 31.

V37- V63
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H18 -T1-A4

Es sei
(,):R"XR" >R

das Standardskalarprodukt auf R", welches durch die Einheitsmatrix R"*" dargestellt wird. Man
bestimme alle Skalarprodukte
(,.):R"XR" > R,

fur welche gilt: Sind v, w € R" mit (v, w) = 0, dann gilt auch (v, w) = 0.

Losungsvorschlag

Es bezeichne M die Matrix, die gegeben ist durch M = (m;;) mit m;j = (e;, ¢j), das heiflt M ist die
darstellende Matrix von ( , ) beziiglich der Standardbasis.

Da <ei, ej> = 0 fiir i # j muss fiir die gesuchten Skalarprodukte ebenfalls (e;, ej) = 0 fiir i # j gelten,
das heifst, M ist eine Diagonalmatrix.

Seiennun 1 < i,j < nmiti # j. Dann gilt:
<ei —ej, e+ ej> = (ei,ei + ej> - (e]-,ei + e]-) = (ej, e;) + (el-, ej> - (ej,ez) - (ej,ej> =1-1=0
~——
=0 =0
= 0= (e,- —ej et €]‘) = (e,-,e,-) - (6]',6]‘) =mip — Mjj < Mip = Mjj
Da (, ) als Skalarprodukt zudem positiv definit, muss m;; > 0 fiir 1 < i < n gelten.

Insgesamt folgt, dass die darstellenden Matrizen beziiglich der Standardbasis fiir die gesuchten
Skalarprodukte gegeben sind durch

0, i#j
],, wobei m € R™.

M := (mij) m, i=j

1<i,j<n mit mij = {

Offensichtlich liefer Matrizen M = m - E,, wie eben definiert {iber die Abbildung
(,):R"XR" - R, (x,y)+ x"My

ein Skalarprodukt, denn M ist symmetrisch und positiv definit.

Uberpriifen wir also noch, ob fiir (v, w) = 0 auch (v, w) = 0 gilt. Seien dafiir v, w € R" mit (v, w) = 0.

0
(v,w)y=0 & xTy=0 'S m-xTy=0 & x'm-E,-y=x"My=(x,y) = 0.
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H18 -T2 - A2

Im euklidischen Raum R3 (versehen mit dem Standardskalarprodukt) seien die Ebene E : x +y = 0
und der Vektor u = (0,0, 1)! € E gegeben.

a) Ergédnzen Sie u zu einer orthonormalen Basis von E.
b) Erginzen Sie die in a) bestimmte Basis zu einer orthonormalen Basis von R3.

c) Sei f: R> — R3: x — Ax die lineare Abbildung, die E als Eigenraum zum Eigenwert 2 und die
E+ als Eigenraum zum Eigenwert 0 hat. Bestimmen Sie die zu f gehorige Matrix A beztiglich der
kanonischen Basis.

Losungsvorschlag

a) E={(x,y,z)T e R%: x+y=0}={(—}): x,zeR}=<(—(l)1),(§)>,

1 0
wobei (—1) im Folgenden als ¥ und (0) als u bezeichnet wird.
0 1

1
o = % (—01) ist {u, v} eine Orthonormalbasis von E.

|t§z

Esist (u,?) = 0, das heif$t fiir v :=

1
b) Offensichtlich sind @ := 0) ,u,v linear unabhingig und damit eine Basis des R3. Nutze das

Gram-Schmidt-Verfahren, um @ noch zu orthonormalisieren.

1 1
w*::zb—(zb,u)u—(zb,v)v:u?—u—%(—1):%(1
0

0
1
w = sz =V2 -w'= % 1|. Damit ist {u, v, w} eine Orthonormalbasis des R3.
0

0
MZ(f)=(0 2 0
0 0O
Es bezeichne & die kanonische Basis.

-1 T
Suche nun die Basistauschmatrizen Tf und Tg’, wobei Tf = (Tég ) = (Tg) ,denn Tg orthogonal,

da B eine Orthonormalbasis.

0 1 1 0 0 V2
Té =110 -1 1| undsomit T2 =11 -1 0 | Damit folgt:
B V2 & 2
V2 0 0 1 1 0
({0 1 Ty f0o 0 2v2) (2 20 1 -1 0
A=TS -Mp(f)-Tg=-{0 -1 1f.|2 -2 0 |=[-2 2 Of=[-1 1 0]
2 2
v2 0 o/ \o o o 0 0 4 0 0 2
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F18 -T1-A2

Es seien
e R3.

2 3 2
'Ul = _1 7 7)2 = 0 7 7)3 = _1
0 0 1

a) Zeigen Sie: Es gibt genau ein Skalarprodukt o: R3 x R3 — R mit

o(vi,v))=0, i#j, j=1,23
und
0(01,01) = 1, G(’Oz, Z)z) = 2, 0(03, 1)3) = 3.
b) Bestimmen Sie das orthogonale Komplement U von

1
1
1

R

beziiglich des obigen Skalarprodukts o und geben Sie eine Orthonormalbasis von U an.

Losungsvorschlag

a) Ein Skalarprodukt auf R3 lasst sich durch eine symmetrisch, positiv definite Matrix A € R3<3
beschreiben. Es gilt dann:

o(v,w) = vT Aw fiir v, w € R3. Suche also eine solche Matrix, die die Eigenschaften erfiillt.

a b ¢
SeiA:=|b d e| mit a,b,c,d, e, f €R. Dann muss gelten:
c e f
o (vi,vj) =v]Av; =0, i#j, i,j=1,23.
Damit ergibt sich:

0(v1,12)=0: 6a-3b=0 & b=2a

o0(v1,v3)=0: 2QRa-b+c)—(2b—-d+e)=0 b<=:2>a2c—4a+d—e=0
C;) —4a+d-e=0

0(v,v3)=0: 3R2a-b+c)=3c=0 bf:z)a c=0

o(1,00)=1: 2Qa—-b)—@2b-d)=1 'S d=1+4a

2
0(v2,10)=2: 9=2 & a==

9
0(v3,v3)=3: 2Q2a-b)—-2b-d+e)+(—e+f)=3 & f=3+e
S—— —
=0 =0

Damit folgt insgesamt:

a=- b:Zazg, c=0, d:1+4a:5, e=d—-4a=1, f=4.
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b)

Damit ergibt sich fiir das eindeutig bestimmte Skalarprodukt aus der Aufgabenstellung die fol-
gende darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis:

N

1l
O \OIH=\0IN
— oGO
= = O

Alternative Losung;:

Es ist 8 = {v1, vz, v3} eine Basis von V. Die darstellende Matrix ( , ) beziiglich 8 hat die Form
N = (nj;) mit n;; = (v;, v;). Mit den Angaben folgt also

1
N =10
0

SN O
W o O

Gesucht ist darstellende Matrix A von (, ) beztiglich der Standardbasis &. Fiir diese gilt
q T q q _1
A= (Tg ) -N - T(;;’) mit TSB = (TZ‘?) Basistauschmatrix.

Achtung: Als erster Faktor steht hier im Gegensatz zum Basistausch bei linearen Abbildungen die
transponierte Matrix und nicht die Inverse!

X1 1 1
Sei x = (xz € U, dann gilt ¢ (x, (1) =xTA|1] =0.
X3 1 1
1
2 10
olx,|1 :0@§x1+?x2+5x3:0®2x1+10xz+15x3:0
1
5 0
Sl u = < _1 7 3 >/
0 -2
5 0
wobei [ -1 | im Folgenden u; und | 3 | u2 genannt wird. Nutze nun das Gram-Schmidt-Verfahren,
0 -2

um aus {u1, 2} eine Orthonormalbasis zu erzeugen.

R L . _ . 3
® b= Mo = i1 mit [|x]| = Vo(x,x) firx € R

-5
o wy =1y —0(up, b1) b1 = up — 0 (up, 1) uy = up — 1y = (4 )
— w2 _ _1_
b2 = gt = Y2

Gemaifs dem Gram-Schmidt-Verfahren ist {b1, b} eine Orthonormalbasis von U.
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7 Affine Abbildungen

Das siebte Kapitel dreht sich noch einmal rund um Abbildungen, dieses Mal aber nicht linearen Abbil-
dungen, sondern affine Abbildungen. Diese bilden affine Rdume aufeinander ab — ein Begriff, den wir
zu Beginn einfiithren werden. Anschlieflend betrachten wir besondere Typen solcher Abbildungen,
konkret orthogonale Projektionen und Bewegungen.

Definition 7.1 (Affiner Raum)

Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge A C V heifst affiner Raum, wenn A = () oder wenn
A=p+Umitp € Vund U C V Untervektorraum.

Wir kénnen uns affine Rdume gemafs der obigen Definition also in den meisten Fillen als verschobene
Untervektorraume vorstellen. Beispiele sind affine Raume im R2, die etwa Geraden sein kénnen, die
nicht notwendig durch den Ursprung verlaufen. Der folgende Satz sagt uns, dass der Aufpunkt p
eines affinen Raums gegen jeden Punkt im affinen Raum ausgetauscht werden kann, der zugehorige
Untervektorraum jedoch eindeutig festgelegt ist.

Satz 7.2

Sei A affiner Raum im K-Vektorraum V und A = p + U. Seien weiter 4 € A und W C V Untervek-
torraum. Wenn sich A auch folgendermafien darstellen ldasst A = g + W, dann gilt:

a) pg=q-pelU
b) U=W

Bereits bei den Losungsrdumen fiir inhomogene lineare Gleichungssysteme, die affine Unterrdume
eines Vektorraums bilden, haben wir implizit die folgende Definition genutzt.

Definition 7.3 (Dimension affiner Raume)

Es sei V ein K-Vektorraum und A = p + U ein affiner Raum in V. Dann definieren wir

dim(U), fallsA#0

dim(A) =
-1, fallsA =10

Wir beschrdanken uns im Folgenden auf affine Riume in R-Vektorrdaumen der Form R" mit n € N.
Zwar kann die gesamte Theorie auch fiir allgemeine affine Raéume formuliert werden, wir erleichtern
uns damit jedoch an vielen Stellen die Notation und aufierdem sind (fast ausschliefslich) affine Rdume
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dieser Art im Staatsexamen von Bedeutung.

Fiir Vektorraume haben wir bereits lineare Abbildungen betrachtet. Wir haben festgestellt, dass wir sie
mithilfe darstellender Matrizen schreiben kénnen. Eine lineare Abbildung F von einem K-Vektorraum
V in einen K-Vektorraum W kann dann vereinfacht mithilfe geeigneter Koordinatenvektoren in der
Form F(v) = Mv geschrieben werden, wobei M € Mat(m X n, K), wenn dim(V') = n und dim(W) = m.

Wir untersuchen nun Abbildungen zwischen affinen Rdumen. Da affine Rdéume im Kern verschobene
Untervektorrdume sind, iiberrascht es nicht, dass sich die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen
ihnen auf eine ganz dhnliche Art darstellen lassen. Dabei beschranken wir uns auf sogenannte affine
Selbstabbildungen, also strukturerhaltende Abbildungen von einem affinen Raum in sich selbst.
Das Vektorraum-Pendant hierzu sind die Endomorphismen, die wir etwa im Zusammenhang mit
Eigenwerten untersucht haben.

Definition 7.4 (Affine (Selbst-)Abbildungen)

Es sei V der R-Vektorraum R” mit n € N. Eine Abbildung f: V — V heif$t affine Abbildung, wenn es
eine Matrix M € Mat(n X n,R) und einen Vektor t € V gibt, fiir die gelten:

f(v) = Mo +t.

Eine affine Abbildung setzt sich also zusammen aus einem linearen Anteil (der Matrix) und einer
Verschiebung (dem Vektor t).

Vergleichbar zu den Eigenvektoren gibt es auch bei affinen Selbstabbildungen Punkte im Raum,
die von besonderem Interesse sind und uns bei der Untersuchung von solchen Abbildungen helfen
kénnen. Dabei handelt es sich um Fixpunkte.

Definition 7.5 (Fixpunkte)

Es sei A ein affiner Raum im Vektorraum R" mit n € N und weiter f: A — A eine affine Abbildung.
Ein Punkt p € A heift Fixpunkt, genau dann, wenn f(p) = p.

Wir bezeichnen die Menge aller Fixpunkte einer affinen Abbildung mit Fix(f).

Da fiir Fixpunkte f(p) = p gilt, ergibt sich die Menge aller Fixpunkte einer affinen Abbildung f mit
f(v) = Mo + t als Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

Mp+t=p & Mp-p=-t & (M-E,)p=-t

Die Menge aller Fixpunkte besitzt einige schone Eigenschaften.

Satz 7.6

Es sei A ein affiner Raum im Vektorraum R” mit n € N sowie f: A — A eine affine Abbildung mit
f(v) = Mo + t fur M € Mat(n X n,R) und t € R". Dann gilt:

a) Fix(f) ist ein affiner Unterraum in A.”
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b) Fiir p # q € Fix(f) liegt auch die Gerade, die durch p und g gegeben ist, vollstandig in Fix(f).

c) Es gelte Fix(f) # 0, das heifst es gibt p € Fix(f) und Ur € R" Untervektorraum mit F = p + Uf.
Dann ist v € Ur \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 von M.

?Das bedeutet, dass die Menge ein affiner Raum ist und der zugehorige Untervektorraum von R" eine Teilmenge des
Untervektorraums ist, der zu A gehort.

Nach dieser Vorarbeit lernen wir nun die wichtigsten affinen (Selbst-)Abbildungen kennen, die uns
im Staatsexamen begegnen konnen.

Definition 7.7 (Orthogonale Projektion)

Eine orthogonale Projektion auf einen Untervektorraum U eines Vektorraums V mit Skalarprodukt ( , ) ist
eine lineare Abbildung Py; : V — V, die fiir alle Vektoren v € V die beiden Eigenschaften erfiillt:

a) Pu(v) el
b) (Py(v) —v,u)y =0flralleu € U

Es sei A ein affiner Raum im Vektorraum R"” mit n € Nund A = p + U, wobei U C R" Untervek-
torraum und p € R". Dann ist die orthogonale Projektion von R" auf den affinen Unterraum A die affine
Abbildung

Py:R" > R",Pa(v) =p + (Pu(v) — Pu(p)) = p + Pu(v — p).

Die erste Eigenschaft der orthogonalen Projektion garantiert uns, dass die Bilder jeweils in U liegen.

Die zweite Eigenschaft stellt sicher, dass der Verbindungsvektor vPy(v) = Py(v) — v senkrecht auf
alle Vektoren in U steht.

Die orthogonale Projektion auf einen Untervektorraum besitzt eine weitere wichtige Eigenschaft, bei
der wir auf einen Begriff dem vorherigen Kapitel zuriickgreifen.

Satz 7.8

Seien V ein euklidischer Vektorraum und U C V ein Untervektorraum sowie Py die orthogonale
Projektion auf U. Dann ist Py; linear und es gilt

Im(Py) =U und ker(Py) = U*.

Der Kern der orthogonalen Projektion Py; entspricht also dem orthogonalen Komplement U~ von
u.

Wir betrachten aufserdem die Klasse der Bewegungen, also affine Abbildungen, die Abstdnde unver-
andert lassen. In der Ebene sind das gerade die Kongruenzabbildungen. Bevor wir den Begriff einer
Bewegung formal definieren, benétigen wir jedoch noch einen weiteren Begriff, der sich auf Matrizen
bezieht. Dieser ist auch fiir spatere Themen wieder von Bedeutung.
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Definition 7.9 (Orthogonale Matrizen)

Es sei A € Mat(n X n,R) eine Matrix. A heifst orthogonal, genau dann, wenn A1 = AT

Orthogonale Matrizen besitzen einige schéne Eigenschaften.

Satz7.10
Es sei A € Mat(n X n,R) eine orthogonale Matrix. Dann gilt:
a) det(A) = +1 Achtung: Im Allgemeinen gilt nicht det(A) = +1 = A orthogonal.

b) Bezeichne a; den i-ten Spaltenvektor von A. Dann gilt fiir das Standardskalarprodukt (, ):

1, furi=j
(aj,aj) =alaj = {0 J

sonst

Aufierdem ist die Menge O(n) der orthogonalen Matrizen in Mat(n X 1, R) eine Gruppe beztiglich
der Matrixmultiplikation. Das heifst insbesondere, dass das Produkt zweier orthogonaler Matrizen
wieder orthogonal ist.

Kommen wir nun aber zur Definition einer Bewegung. Wir beschranken und auch hier auf R" mit
n € N und versehen den Vektorraum mit dem Standardskalarprodukt.

Definition 7.11 (Bewegung)

Es sei R" mit n € N der mit dem Standardskalarprodukt versehene euklidische Raum. Eine affine
Abbildung f: R" — R" heifit genau dann Bewegung, wenn es eine orthogonale Matrix A € Mat(n x
n,R) und einen Vektor t € R" gibt mit

f(v) =Av +t.

Wir bereits erwdhnt sind die Bewegungen gerade die langentreuen Abbildungen.

Satz 7.12 (Eigenschaften von Bewegungen)

Essei f: R" — R" eine Bewegung. Dann gilt fiir alle u, v, w € R":
a) llo —wl|l =l f(v) - f(w)] (Lingentreue)
b) <«(ud, uw) = <(f(u)f(v), f(u)f(w)) (Winkeltreue)

Insgesamt lernen wir in der folgenden Klassifikation fiinf unterschiedliche Bewegungstypen kennen.
Moglicherweise finden wir diese nicht alle in Examensaufgaben, spatestens an der Schule sind sie aber
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wieder von Bedeutung. Bei der Klassifikation von Bewegungen greifen wir einerseits auf den Wert
der Determinante der zugehorigen orthogonalen Matrix zuriick, der entweder 1 oder —1 sein kann.
Andererseits untersuchen wir die Menge der Fixpunkte, die uns oftmals wichtige Bestimmungsstiicke
der entsprechenden Bewegung liefert.

Wir betrachten im Folgenden jeweils eine Bewegung f: R" — R" mit f(v) = Av +t fiir eine orthogo-
nale Matrix A € Mat(n X n,R) und t € R". In der folgenden Tabelle beschrianken wir uns zudem auf
den Fall n = 2, wir interessieren uns also ausschliefSlich Bewegungen der euklidischen Ebene.

Typ (R?) Fix(f) Eigenschaften von A
Identitat Fix(f) = R? A = E,, das heifst det(A) = 1
Translation 0, dim(Fix(f)) = -1 A = E,, das heifst det(A) = 1
Drehung Punkt, dim(Fix(f)) =0 det(A) =1

Spiegelung Gerade dim(Fix(f)) =1 det(A) = -1
Schubspiegelung 0, dim(Fix(f)) = -1 det(A) = -1

Wir konnen die Tabelle auch entsprechend anpassen, um eine Klassifikation der Bewegungen des
euklidischen Raums R® zu erhalten. Die Tabelle sieht dann wie folgt aus:

Typ (R3) Fix(f) Eigenschaften von A
Identitat Fix(f) =R® A = E,, das heifit det(A) = 1
Translation 0, dim(Fix(f)) = -1 A = E,, das heifst det(A) = 1
Drehung Gerade, dim(Fix(f)) =1 det(A) =1

Schraubung

(Drehung + Translation) 0, dim(Fix(f)) = -1 det(A) =1
Ebenenspiegelung Ebene dim(Fix(f)) = 2 det(A) = -1
Schubspiegelung 0, dim(Fix(f)) = -1 det(A) = -1
Drehspiegelung dim(Fix(f)) =1 det(A) = -1
Punktspiegelung dim(Fix(f)) =0 det(A) = -1

Die orthogonalen Matrizen in den Fillen von R? bzw. R3 kénnen wir zudem noch genauer beschreiben.
Es gilt der folgende Satz.

Satz 7.13 (Klassifikation orthogonaler Matrizen)

Es sei A € Mat(n X n,R) eine orthogonale Matrix. Dann gilt:
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a) n =2:3a € [0, 27[ mit:

_[cosa —sina
sin@  Cos &

) = D(a) (det(D())=1)

oder
_ (COS a sina

sina —cosa

) = S(a) (det(D(a)) = 1)

b) n = 3: Beziiglich einer geeigneten Orthonormalbasis b1, by, b3 von R3 besitzt A die Form
1 0 0 -1 0 0
A=|0 cosa -sina oder A=|0 cosa -sina
0 sina cosa 0 sina cosa

Im ersten Fall handelt es sich um eine Drehung um « mit Drehachse (b;), im zweiten Fall
handelt es sich um eine Drehspiegelung, das heifst um eine Drehung um @ um (b;) und eine
Spiegelung an (b2, b3).

Zuletzt betrachten wir noch einen Begriff, der im Examen zwar selten auftaucht, jedoch ab und an
von Bedeutung sein kann.

Definition 7.14 (Orthogonale Abbildungen)

Es seien V und W euklidische Vektorraume mit Skalarprodukten (, )y und (, )w. Eine Abbildung
f: V. — W heifit orthogonal, genau dann, wenn

<U/ w)V = <f(7)), f(w»W

tir alle v, w € V gilt.

Satz7.15
Essei f: V — W eine orthogonale Abbildung. Dann gilt:
a) f ist eine lineare Abbildung.

b) 0=(f(v), f(v)) =(v,v) = v =0.
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H24 -T1-A4

Gegeben seien in der Ebene die Punkte

A=(0,2), B=(0,4, C=(1,2) und D, =(1,41),

wobei A € R ein Parameter ist.

a)

b)

Bestimmen Sie simtliche A € R mit der Eigenschaft, dass es eine euklidische Bewegung des R?
gibt, die die Strecke [AB] auf die Strecke [CD, ] abbildet.

Bestimmen Sie fiir jedes A aus Teil a) jeweils alle euklidischen Bewegungen, die die Strecke [AB]
auf die Strecke [CD, ] abbilden.

Losungsvorschlag

a)

b)

Bewegungen erhalten Abstdnde, wenn also die gegebenen Strecken von einer Bewegung aufein-
ander abgebildet werden, miissen sie dieselbe Lange besitzen. Das heifst, in diesen Féllen muss
gelten:

= TA [I11=0
[AB] =[CD)] & |[A-Bl=IIC-Dil & [A-B|I>=]C~-Dsl?

— (-2=(2-7) = A?-41=0
— 1¢e{0,4)

Eine Begriindung dafiir, dass fiir A € {0,4} tatsichlich eine euklidische Bewegung des R? mit
der gewiinschten Eigenschaft existiert, findet sich in der zweiten Teilaufgabe. Dort werden solche
Bewegungen explizit angegeben.

Eine euklidische Bewegung ¢: R? — R? hat die Form
@(x)=Mx+t mit M e R*>?orthogonal und te R2
Damit ¢([AB]) = [CD,] erfiillt ist, muss gelten
i) p(A)=C und ¢@(B)=D, oder

ii) p(A)=Dy und ¢@(B)=C

Wir bestimmen nun fiir die beiden moglichen Werte von A aus Teil a) in den beiden eben be-
schriebenen Féllen alle euklidischen Bewegungen, die den jeweiligen Anforderungen gentigen.

Mz(i Z) und tz(:;)

Seien dafiir

A =0 (Fall i):
_ 2b+t) _ (1 26= 0 b= 0
p(A)=C o (2d+t2)_(2) 2i=-2| _ |a=- "
B =D 4b +t1\ (1 =1 =1
¢B)=Dr < 4d +t,) — \0 th= 4 th= 4
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Da M auch orthogonal ist, gilt weiterhin MT = M1, also insbesondere auch M - MT = E; und

daher 5 5 ) )
+b°=c"+d° =1 *
4 ¢ 4(:)) (a>=1) A c=0.
ac+bd=0

Somit sind in diesem Fall zwei Bewegungen moglich:

xH(; _Ol)H@ und XH(-; _Ol)ﬁ(i).

A =0 (Fall ii):
_ 2b+t1) _ (1 2b= 0
pA) =Dy < (Zd + tz) h (0) 2d= 2
4b + ¢ N T n 1
— 1) _
om=c = [510)-0) s

Da M auch orthogonal ist, gilt weiterhin MT = M1 also insbesondere auch M - MT = E, und
daher

(%)

Il
|
N
-~ =
N
I
|
N

24P =cr+d? =1
{a ¢ } g (@>=1) A ¢c=0.
ac+bd=0

Somit sind in diesem Fall zwei Bewegungen moglich:

oy Yeel2) o3 ()

A =4 (Fall i):
B 2b+t1| (1 2b =0 b=0
pAd=C < (2d+t2)_(2) 2d =2 d=1
= & (»)
B =D 4b+t) (1 ti =1 th =1
(P()— P 4d+t2_4 th =0 th =0

Da M auch orthogonal ist, gilt weiterhin MT = M1, also insbesondere auch M - MT = E, und

daher . .
+bt=c"+d" =1
v ¢ g @=1)nAc=o0
ac+bd=0

Somit sind in diesem Fall zwei Bewegungen moglich:

oy el s e el

A = 4 (Fall ii):

_ 2b +t1) _ (1 2b =0 b=
pA) =Dy < (2d+t2)_(4) 2d =2 d =

=
B)=C o b+t 1 t1 =1 ty @
¢ B 4d +to] |2 tr = tr

Il
N == O
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Da M auch orthogonal ist, gilt weiterhin MT = M1, also insbesondere auch M - MT = E; und

daher 5 5 ) )
+b*=c"+d° =1
4 ¢ g (a>=1) A c=0.
ac+bd=0

Somit sind in diesem Fall zwei Bewegungen moglich:

XH(Q) _01)“(;) und XH(—; _Ol)ﬂ(;).

Fiir die insgesamt acht unterschiedlichen Bewegungen lésst sich rechnerisch zeigen, dass jede
von ihnen die Strecke [AB] auf die Strecke [CD,] abbildet. Wir kénnen uns dies aber auch
plausibel machen, indem wir iiberlegen, welche Art Bewegung vorliegt und wie diese die Ebene
R? verandert.
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H24 -T2 - A2

Der euklidische Raum R3 sei mit dem Standardskalarprodukt ausgestattet. Sei E C R3 die Ebene mit
der Gleichung 2x + v + 2z = 0.

a) Bestimmen Sie eine orthonormale Basis von E sowie E*.
b) Bestimmen Sie die darstellende Matrix M der Spiegelung
Sr: R 5 R3 x> Mx

an der Ebene E.

c) Bestimmen Sie t € R3, so dass Sp: x — Mx + t die Spiegelung an der Ebene F mit der Gleichung
2x +y +2z = 4ist.

Losungsvorschlag

a) Es ergibt sich E als Losungsmenge der Gleichung 2x + y + 2z = 0, das heifst

et - o)

wobei wir die beiden Richtungsvektoren von E mit u; bzw. uy bezeichnen. Nutze das Gram-
Schmidt-Verfahren, um eine orthonormale Basis von E zu bestimmen.

1 —4
* wy=up —(uz,b1) b1 = ux - % (_2) - % (_2)

0
-4 —4
=1L
(_52 o (_52)

Damit ist {b1, bo} nach Konstruktion eine orthonormale Basis von E.

S
)
|
g
ol
Il
IS
(S

Es ist dimE+ = dimR® — dim E = 3 — 2 = 1. Wir benétigen also genau einen Vektor, um E* zu
erzeugen. Diesen konnen wir iiber den Normalenvektor von E aus der Koordinatenform von E
ablesen. Es gilt

2 2

1

Et+ = <(1)> , dasheifit b3 := 3 (1) ist eine orthonormale Basis von E*.
2 2

b) Da nach der Definition des orthogonalen Komplements R? = E @ E* gilt, ist B := {by, by, b3} eine
orthonormale Basis von R5. Beziiglich 8B hat Sg die darstellende Matrix

1 0 O
D=0 1 0],
0 0 -1

denn E = (b1, by) = Eig(Sg, 1) und E*+ = (b3) = Eig(Sg, —1).
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Fiir die Standardbasis & des R* und mit der orthogonalen Basistauschmatrix

o 3 -4 245
ngﬁ(é -2 \/5)

0 5 245
sowie
3 -6 0
-1 T 1
B _ E _ E _ _ _
TS—(TB) _(TB)_ﬁ 4 -2 5
2v5 V5 25
folgt dann
. 3 -6 0 (5 20 -40\ (1 -4 -8
M=T¢.D.T8=T6. —| -4 2 5 |=—|-20 35 -20|==|-4 7 -4
B & B .
3V5\_2v5 —v5 —2v5) Ploa0 —20 5/ “\s -4 1

¢) Offensichtlich ist (2,0,0)T € F, das heifit, (2,0, 0)7 ist ein Fixpunkt von Sf. Somit folgt:

) = feb-fs)-56)
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F24-T1-A5

Es bezeichne ¢ die Gerade in der Ebene R2, welche die Punkte ( 12) und (8) enthilt. Weiter sei
F: R? — R? die Spiegelung an der Geraden g.

a) Bestimmen Sie zu jedem Punkt x = (2) seinen Lotfuspunkt auf der Geraden g und die Koordi-

RZXZ

naten des Bildpunktes F(x). Bestimmen Sie zudem eine Matrix A € , so dass

F(x) = Ax fiir alle x € R?.

b) Bestimmen Sie eine darstellende Matrix von F beziiglich der Basis

5=((3)-()

Losungsvorschlag

Die Gerade g ist gegebendurch ¢: R (_12)

a) Das Lot zu g durch x ist gegeben durch I,:  x +R (?), denn (i) 1 ( 12).

Damit gilt fiir den LotfuSpunkt f, von x auf der geraden g:  f, € g N [,.

Bestimme also g N I, durch Gleichsetzen. Seien dafiir A, y € R mit

() =xenf) = (5 )06

Lose das lineare Gleichungssystem durch Gauf3-Elimination:

1 -2|x; sz/—izl 1 -2
-2 -1

X2 0 -5
Somit folgt:

X1
Xy + 2x1
1 1
u= —5(x2+2x1), A=x1+2u= E(X1—2x2)-
Folglich gilt fiir den LotfufSpunkt: f, = % (x1 —2x2) ( 12).

Weiter ist F(x) = x +2xf, = x +2 (fy —x) = 2fy —x = z (:3x1 —4x2) = % (_3 _4') X.

b) A ist beziiglich der Standardbasis & des R? dargestellt. Bestimme also die Basistauschmatrizen
-1
& B _ (7€
T8 und T = (15) .
1 2 g 111 =2
E _ B _ (TE - =
I ‘(—2 1)' Te ‘(TB) _5(2 1)

B
1 (1 -2 5 =10 1 0
B _ T8 . . & = — =
My(F)=Tg" AT = o5 (2 1 ) (—10 —5) (0 —1)
Da die Basisvektoren von 8 die Richtung der Spiegelachse bzw. die Richtung der Lote und damit

Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1 bzw. —1 sind, war die ermittelte Diagonalmatrix als Ergebnis
erwartbar.
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F24-T3-A4
Der R3 sei versehen mit dem Standardskalarprodukt. Weiter seien

1 1
U1 = (1) , Uy = (1) und U = span{vy, v2}.
1 0

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis by, b», b3 von R3, so dass U = span{by, by}.

b) Essei Py: R?* — R3 die orthogonale Projektion auf U. Untersuchen Sie, ob die Gleichung

1
Pu(x) —X = (0
0

eine Losung besitzt.

Losungsvorschlag

a) Ergdnze v; und v, durch v3 := e; zu einer Basis des R3 und wende Gram-Schmidt-Verfahren auf
sie an (offensichtlich bilden vy, v3, v3 eine Basis, denn rang (v1, v2, v3) = dim(R3) = 3):

o wy =0y — (v, b1) b1 =02 — (02, v1) V1 = V2 — 301 =

W=
——
|
—_ =
N
S —

1
2

o w3 :=03—(0v3,b1) b1 —(v3,by) by = €1 — 301 — tvo = (—%)
0

Aufgrund des Algorithmus folg (b1, bo) € (v1,v2) und wegen dim (b1, by) = (v1,v2) = 2 insbe-
sondere (b1, by) = (vy,v3) = U.

b) Nach den Eigenschaften der orthogonalen Projektion miisste fiir eine Losung x € R3 der Glei-

chung gelten:
(e1,u) =(Py(x)—x,u)y =0 furalleu € U.

Da etwa (e1,v1) = 1 # 0 kann die Gleichung keine Lsung besitzen.
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H23 -T2 - A4

a) Sei
fiRZ > R%vis Av+t

die Spiegelung an der Geraden x + 2y = 5. Bestimmen Sie die 2 X 2-Matrix A und den Vektor
te R2

b) Sei
g:R? > R? vis Bv+s

die Drehung um den Punkt (-2, 1)” mit dem Drehwinkel 7. Bestimmen Sie die 2 x 2-Matrix B
und den Vektor s € R.

¢) Bestimmen Sie den Typ der Bewegung
gof:RZ>R*vi> Cv+u

Bestimmen Sie weiterhin die Matrix C, den Vektor u sowie die bestimmenden Merkmale der
Bewegung (z. B. Spiegelgerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.).

Losungsvorschlag

a) Die Spiegelgerade sp ist gegeben durch sp: (i’) +R (_12)

Damit ist (_12) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1. Weiter gilt (;) 1 (_12), das heifdt, (;) ist

Eigenvektor von A zum Eigenwert —1.

B = {(_12) , (é)} ist somit eine Basis von R? beziiglich derer A die Form ((1) _01) besitzt. Mit der

Basistauschmatrix T' := (_ 1) folgt dann

12

10\ oo (1 0) (2 -1y 1(-2 1) (2 -1} _1(3 -4

A=T (0 —1) =t (o —1) (—1 —2)‘ 5(1 2) (1 2)‘5 4 -3)°
Da (2) € sp folgt

) =0) = al)+e=() = t=()-2- ()= ()-(5) = ()
und damit insbesondere f(v) = 1 ( _34 :g) v+ (i) . veR

Alternativ: 3 Punkte und deren Bilder bestimmen (ideal: 2 davon auf Spiegelachse, da diese
Fixpunkte von f sind) und dann entsprechendes lineares Gleichungssystem losen, um A und ¢
zu bestimmen.

. cos%T —sinZ 0 -1) .. . .
b) SeiD :=| . 2 21 = die Drehmatrix zur Drehung um den Ursprung mit Dreh-
siny  cos 3 1 0
winkel 7. Dann gilt fiir v € R2und p = (_12) :

Bov+s=gv)=D-(v-p)+p=D-v+(p—-D-p)
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also

B=D und s=p—Dp:p—(:;)=(_31).

Wir nutzen hier, dass wir eine Drehung um einen beliebigen Punkt p beschreiben kénnen, indem
wir zundchst um —p verschieben, anschliefend um den Ursprung drehen und letztlich die erste
Verschiebung riickgdngig machen, das heifst um +p verschieben.

c) (§of)v)=g(f(v))=B-(Av+t)+s=D-A-v+ (Dt +5)

S A [ ()20 2 ()

—_——— ——
=C =u

Es ist det(C) = -1, das heifst, g o f ist eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung.

Bestimme nun Fix (g o f) :

(gof)v)=v & Cv+u=v & (C-E)v=-u & é(_; _39)02(—55)

Wir sehen direkt, dass das lineare Gleichungssystem nicht 16sbar, daher Fix (g o f) = 0 und somit
ist g o f eine Gleitspiegelung.

Es ist Eig (C, 1) die Richtung der Spiegelachse.
. _ _ -1 31\\_/(3
Elg(C,l)—ker(C—Ez)—ker((3 _9)) _<(1)>

Zerlege nun u in einen Anteil A ( 1 ) senkrecht zur Spiegelachse und den ,,Schubanteil” u (i’)

parallel zur Spiegelachse (A, u € R;

(5)=C2-(5)+enf)

Damit ist der ,Spiegelungsanteil” von g o f gegeben durch v — Cov -2 ( 1

). Suche nun einen

Fixpunkt dieser Abbildung, um einen Aufpunkt der Spiegelachse zu erhalten:

co-2-(1)=v o c-Eo=(2) & g(-; _39)02(_26).

Beispielsweise 16st (g) diese Gleichung.

Insgesamt folgt also, dass g o f eine Gleitspiegelung mit Spiegelachse (;) +R (?) und Schubvektor

()i
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F23-T1-A3

Gegeben sei der R3 versehen mit dem Standardskalarprodukt. Es sei

3 1 -—ve6
1 3 6
Vo -v6 2

Zeigen Sie, dass A eine Drehung in R3 beschreibt und bestimmen Sie die zugehorige Drehachse sowie
den Kosinus des Drehwinkels.

1
A==
1

Losungsvorschlag

Wir tiberpriifen zunéchst, das A orthogonal ist und det(A) = 1 gilt. Wenn wir danach noch argumen-
tieren, dass fiir fa: R3 — R3, x — Ax die Fixpunktmenge nicht leer ist, haben wir begriindet, dass A
eine Drehung beschreibt.

* Zeige: A ist orthogonal & A~! = AT:

3 1 _¥e\"
4 4 \/ﬁl
-1_1] 1 3 6 — AT
A H1 3 % AT,
Vo _No 2
4 4 4

Das heifst, A ist orthogonal.
* Zeige: det(A) = 1.
Die Determinante wurde bereits im ersten Punkt fiir A~! bestimmt. Es gilt det(A) = 1.

Da insbesondere x = 0 die Fixpunktgleichung
falx)=x & Ax=x & (A-E3)x=0

16st, gilt Fix (fa) # 0. Somit beschreibt A gemaf der Tabelle im Input entweder die Identitit oder eine
Drehung. Zwar ist auch die Identitédt eine Drehung, da jedoch offensichtlich A # E3 gilt, ist A nicht
die Identitdt und folglich eine , echte” Drehung.

Wir wissen, dass A als Matrix eine Drehung um eine Ursprungsgerade beschreibt. Bestimme also die
Drehachse tiber Eig (A, 1):

Fig(A,1)=ker(A—Es)=kerl| 1 -1 V6| Z& kerll0 0 o0 |=(1
V6 -6 —2)%rVen 0 0 -8 0

Da e3 L Eig(A, 1), ergibt sich der Drehwinkel a von A durch « := < (e3, Ae3). Somit erhalten wir:

o (s S

(e3, Aes) I
cosa = = .
lleall - [|Aesl] 1-1 2
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F23-T3-A4

Es sei

F:R2—>R2,x1—>£(xl_x2+1).
2 \x1+x2—1

a) Zeigen Sie, dass F eine euklidische Bewegung ist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Punkte p mit folgender Eigenschaft:
Fiir jedes x € R? gilt: ||x — p|| = ||F(x) - pl|.

Hierbei sei mit || - || die Standardnorm auf R? bezeichnet.

Losungsvorschlag

1 -1 1
— 1 1 _
a) Fist eine euklidische Bewegung <& A orthogonal & A~! = AT

Zeige: A™1 = AT

1 1
1.1, _ AT
AT =T (-1 1) A

b) Vermutung: Wegen det(A) = 1 und A # E, ist F eine Drehung. Die Gleichung sollte also nur fiir
p = Drehzentrum gelten.

Seip = (Z;) € R? mit||x — pl| = ||F(x) - p|| fiir alle x € R%.

Dann gilt insbesondere

le = pll = [F (o) = pll & [lea=pll = lIpl

1
Sp+l-p) =p+p & 1-22=0 & p=;

AufSerdem gilt

b = oot

2 1
@(1—p1)2+p§=(‘/§—p1) +p; © 2p1+1=-2V2p1+2 & p=

2(v2-1)
T
Priife nun, ob der einzig mogliche Kandidat p = (‘/52”, %) die Gleichung 16st. Zeige dafiir

E(p) = p:

V2

F(p)=—(\/§1
2 \F g1

2

\/§+1_%+1) V2 )

\/§+2) (2+2\/§
2 = 4
V2 |

2

HSIN

Da F Bewegung und F(p) = p folgt somit fiir alle x € R?:

llx = pll = IF(x) = E(p)Il = [|F(x) = pl|.
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H22 -T1-A4

Gegeben sei die Spiegelung f: R*? — R? an der Gerade y + x = 3 und die Drehung ¢: R> — R? mit

Drehwinkel 37” um den Punkt ( 1

a) Sei
p:=g0f:R* > R* x> Ax+t

die Verkniipfung. Bestimmen Sie die Matrix A und den Vektor t.

b) Bestimmen Sie den Typ der Bewegung ¢ und ihre bestimmenden Merkmale (z. B. Spiegelgerade,
Drehwinkel, Schubvektor usw.).

Losungsvorschlag

a) Suche A1, Ay € R?2und t1,t, € R mit f(v) = A1v + t; und g(v) = Ao + t.

Bestimme zunichst f:

Die Gerade y + x = 3 ist gegeben durch (g) +R ( 1

1). Definiere die Basis B = {(_11) , (1)} von R2,

1

Dann hat wegen (_11) L (1

) die Matrix Aq beziiglich 8 die Form ((1) _01)

Fiir A;, das heift fiir die darstellende Matrix von f beziiglich der Standardbasis & von R? folgt

i)

dann mit der Basistauschmatrix Tg = (_11 i)

_8‘10.(8_1_11_10.
Ar=Tg (0 -1 TB) “\-1 1) lo 41
_1f1 o1y f1 -1y _(0 -1
21 1)\-1 -1)7 -1 o
Da (g) ein Punkt auf der Spiegelachse ist, gilt

G)=) = n=6)-a-()= )

Insgesamt erhalten wir fiir die Spiegelung also

=4 )+

1
2

Bestimme nun g:

3n i 3T
. . . cos =t —sin=t) . . .
Definiere die Drehmatrix D := (Sin & cos 3,2 ) mit Drehwinkel 37” um den Koordinatenur-
2 2

sprung. Dann gilt fiir mit dem Drehzentrum p := ( 1 ) von g:

g(w)=D(@-p)+p=Dv+p-Dp
Damit also

A, =D und tzzp_DP:P_(é):(_\g)
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b)

Insgesamt folgt somit
(0 1 -3
8(©) = (—1 O)U+(—1)

Somit (g o f)(v) = g(f(v)) = A2 (A1v + 1) + t2 = AsA10 + (Arty + 1) = (_01 2) v+ ( 0 ) :

Da det(A) = —1ist g o f eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung. Bestimme nun Fix (¢) zur
weiteren Charakterisierung.

UEFiX((P) © pv)=v & Av+t=v & (A-E)v=—-t & (_02 8)0:(2)

Damit folgt Fix (¢) = 0 und folglich ist ¢ eine Gleitspiegelung.
Bestimme Eig (A, 1), das heif8it die Richtung der Spiegelachse:

Eig (A, 1) = ker (A — E3) = ker (‘02 8) = (e2)

Damit ist das orthogonale Komplement (e;)* = (e1) = Fig(A,—1) die Richtung von Geraden
senkrecht zur Spiegelachse.

Dat = ( 0 ) = (—4)-e2+0- ey ist —4ey der Schubvektor von ¢, also der Anteil der Translation, der

parallel zur Spiegelachse erfolgt.
Die Spiegelgerade ergibt sich aus der Fixpunktmenge der Spiegelung v Ly Ao + (8)
veFix(h) & Av=v & v e€Eig(A,1) = (e)

Damit folgt fiir die Spiegelachse s von ¢:

s:  Fix(¢) :R-((l)).
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H22 -T3 - A2

Gegeben sei der affine Unterraum E von R3 in Parameterform

1 1\ (1

0) + span 1) |2

1 1/ \3
und die affine Abbildung f: R® — R3,

X y+2z+1
f((y)):(x+y+z—3).
z 2x+y -5

E =

a) Berechnen Sie f(E) in Parameterform.
b) Schreiben Sie E als Losungsmenge einer linearen Gleichung.

c) Berechnen Sie f~!(E).

Losungsvorschlag

a) Aus der gegebenen Abbildung lesen wir direkt ab, dass

X x 01 2 1
f((y):A~ yl+t fur A=[1 1 1[eR¥® und t:(—3 e R3.
z z 2 10 -5

Sei nun w € E beliebig, dann gibt es A, u € R mit

1 1 1
w=p+Av; +uvy wobei p = (0) , U1 = (1) und vy = (2) .
1 1 3

Dann gilt
fw)=A-(p+Avi+puvy)+t=(A-p+t)+A-Avi +A-uvy = f(p) + AAvy + uAv,.

3\ (8
o)
3/ \4
b) Wir suchen ay,a;,4a3,b € R derart, dass E = {(x, y, )T eR3 | aix + apy +azz = b}. Aufgrund der
Struktur von Losungsmengen linearer Gleichungssysteme wissen wir, dass v1 und v, Losungen
des homogenen Anteils sind und p eine spezielle Losung des gesamten linearen Gleichungssys-
tems. Somit erhalten wir fiir die vier Variablen das folgende homogene lineare Gleichungssystem:

Mit dieser Uberlegung folgt unmittelbar, dass

3

f(E) = f(p) + (Av1, Avp) = (—1
-3

1 1
m+ ax+ a3 =0 a+ax+ a3 =0 ay=-a2 =03 = -7 = 5b
Zr—7
a1+2a2+3u3 =0 2<Z>l u2+2a3 =0 = _ 1 _1
Z3—271 as = _Eﬂz - Eb
a1 + {13—1720 —as -b=0
a2:—b

Fiir b = 2 erhalten wir also, dass

E:{(x,y,z)€R3|x—2y+z:2}.
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c) Essei(x,y,z)! € R3 Dann gilt:

X X y+2z+1
(y)efl(E) S f((y)):(x+y+z—3)€]5

z z 2x+y =5
e (WY+2z+1)-2(x+y+z-3)+2x+y-5) =2
s 2=2

Damit folgt, dass f~!(E) = R3.
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H22-T3 - A4

In R? seien die Gerade g: 2x + y = 3 und der Vektor u = (_21) gegeben. Die Spiegelung an ¢ werde

mit 04 bezeichnet. Fiir einen Vektor v € R? bezeichne 7, die Translation mit v.

a) Zerlegen Sie u in einen Vektor s senkrecht zu g und einen weiteren Vektor p parallel zu g:

u=s+p.

b) Bestimmen Sie den Typ der Kongruenzabbildung
TS o Gg

und ihre bestimmenden Merkmale, wie z. B. Spiegelgerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.

¢) Bestimmen Sie den Typ der Kongruenzabbildung
Tp 0 Ts 0 0g =Ty 00g

und ihre bestimmenden Merkmale, wie z. B. Spiegelgerade, Drehwinkel, Schubvektor usw.

Losungsvorschlag

a) g: (1) +R (_12), das heifst, <(%)> steht senkrecht auf die Richtung von g.

L (1 2 )’ <( 1 > < 2 > . . .
Suc}.le also A, p € Rmitu = A (_2) +u (1) Da R* = _2) @ (1) sind A und p eindeutig
bestimmt.

2= A+2pu

Es ergibt sich das li Gleich t o A=t =3
S ergl S1C as lineare e1c ungssys em {_1 - o4 lu} £ ,,L 5

Damit sind s = % (?) und p = % (_12)
b) Es gibt A € R??2 orthogonal mit det(A) = —1 und t € R? derart, dass 0,4(v) = Av + t. Weiter gilt:

* Fix(0g) = ¢

e Eig(A,1) = (p) und Eig (A, -1) = (s)

o (15 004) (v) = 15 (0g(v)) = Av + (t +55)

Als Verkettung von Bewegungen ist auch 7, o 0, eine Bewegung. Da det(A) = —1 handelt es sich
entweder um eine Spiegelung oder um eine Gleitspiegelung. Wir bestimmen also

Fix (75 0 0g) = {v € R?| (15 0 0g) (v) = v} ,
um den Typ der Bewegung zu ermitteln.

1 1
Ts 0 0g(v) =0 S Av+t+s=v0 = Av+§s+t:v—§s
(*)

1 1 1 1
= AU—A(ES)+t—U—§S = A(U—Es)+t—v—§s
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1 1
© v-gse Fix (o) © vezs + Fix (og)
(+) 35 € Eig(A,-1)

Wegen Fix (0¢) = g ist 75 0 04 eine Spiegelung mit Spiegelgerade %s + G) +R (_12)

Alternativ: A und ¢t fiir o4 konkret bestimmen und 75 o 04 wie in Herbst 2022, Thema 1, Aufgabe
4 untersuchen.

) Da(p) || gist 1y o 75 o g per Definition eine Gleitspiegelung mit der Spiegelgerade von 7, o o,
und dem Schubvektor p.

Die zusitzliche Translation 7, erfolgt also parallel zur Spiegelachse von 75 o o, was genau der
Definition einer Schubspiegelung entspricht.
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F22-T1-A4

Es seien

A=) 5=(3) =B o= () 2= () £

A1 C R? sei das Dreieck mit den Ecken A, B und C und A, C R? sei das Dreieck mit den Ecken
D, E und F. Bestimmen Sie alle euklidischen Bewegungen g: R?> — R2, welche A1 auf A, abbilden.
Untersuchen Sie jeweils, ob es sich bei der euklidischen Bewegung um eine Translation, eine Drehung,
eine Geradenspiegelung oder eine Gleitspiegelung handelt.

Losungsvorschlag

Wir beginnen damit, die Dreiecke in ein Koordinatensystem zu zeichnen, um eine Idee dafiir zu
bekommen, welche Eckpunkte aufeinander abgebildet werden kénnen.

y

A

D
Wie wir anhand der Zeichnung sehen, muss fiir eine Bewegung ¢ mit g(A1) = A, gelten, dass
g(A)=D, g(B)=E und g(C)=F. (+)

Im Staatsexamen konnten wir dies neben einer Zeichnung noch mit den Abstinden der Punkte
voneinander begriinden. Da Bewegungen Abstdnde erhalten, miissen die Abstdnde der Bildpunkte
voneinander mit denen der Ausgangspunkte iibereinstimmen.

Da es sich bei ¢ um eine Bewegung handelt, gibt es eine orthogonale Matrix

M:(w x)€R2X2 und ifz(tl)eR2
y z tr

mit g(v) = Mo + ¢t fiir v € R%. Ausgehend von den Gleichungen aus () kénnen wir nun M und ¢
bestimmen. Wir erhalten die folgenden linearen Gleichungen:

I. w—x+1t = 1 . w—-x+t = 1 X = 1
II. y—z+ty = -2 . y—-z+t, = -2 z = 0
. 3w-x+t; = 1 o III. - L. 2w = 0 [ g w = 0 [
IV. 3y-z+th, = 0 V. - 1IL 2y = 2 y = 1

V. 3w+t = 2 V. 3w+t = 2 th = 2
VI 3y+t, = 0 VI. 3y+t, = 0 th = -3

Im Schritt (#) haben wir ausgehend von der dritten und vierten Gleichung sukzessive bekannte Werte
eingesetzt, um Losungen zu bestimmen.
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Damit ist die einzige Bewegung g, fiir die g(A1) = A gilt, die Bewegung

g:R? > R? ¢(v) = ((1) (1))0 + (_23)

Offensichtlich ist die Matrix orthogonal, das heifst, es handelt sich bei der ermittelten affinen Abbil-
dung g tatsdchlich um eine Bewegung.
Um den Typ der Bewegung zu ermitteln, bestimmen wir zunéchst die Determinante der Matrix. Es
gilt
01
det (1 O) =-1,
das heifst, es handelt sich bei ¢ entweder um eine Geradenspiegelung oder eine Gleitspiegelung.

Um zu entscheiden, welcher der beiden Typen vorliegt, bestimmen wir die Fixpunktmenge Fix (g)
von g. Es gilt:

veFix(g) & gv)=v & ((1) (1))U+(_23):U & (_11 _11)02(—32).

Da dieses inhomogene lineare Gleichungssystem offensichtlich von keinem v € R? gelst wird, folgt
Fix (g) = 0. Demnach handelt es sich bei g um eine Gleitspiegelung.
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F22-T2-A4

a) Zeigen Sie: Jede Matrix A € R?*2 mit det(A) < 0 ist reell diagonalisierbar.

b) Sei n € Nmit n > 2 und sei B € R"*" eine orthogonale Matrix, welche sowohl 1 als auch -1 als
Eigenwerte hat. Wir bezeichnen mit V; den Eigenraum von B zum Eigenwert j € {1, 1}. Zeigen
Sie, dass V1 und V_; beziiglich des Standardskalarprodukts im R" aufeinander senkrecht stehen.

Losungsvorschlag

a) SeiA = (z Z) mita,b,c,d € Rund det(A) = ad — bc < 0.
Fiir das charakteristische Polynom x4 (A1) von A gilt dann:
xa(A)=det(A—A-Ey=(a—-A)d—-A)—bc=A%—(a+b)A+(ad —bc) =A% - (a +b)A + det(A).

Die Nullstellen von xa(A) sind gegeben durch

a+b++/(a+b)?—4-det(A)
/\1/2 = ) .

Da (—4) - det(A) > 0, folgt fiir die Diskriminante:
(a+b)*>—4-det(A) > 0.

Somit hat y 4(1) zwei verschiedene reelle Nullstellen und folglich A zwei verschiedene Eigenwerte.

Fiir beide Eigenwerte stimmen die algebraische a (A;) und die geometrische Vielfachheit f (1;)
wegen
1<BA)<a(ry) <1 fur ie{l,2}

tiberein. Da zudem xa(A) = (A — A1) (A — A2) in Linearfaktoren zerfallt, ist A (reell) diagonalisier-
bar.

b) Seien v € Eig(B,1),w € Eig (B, —1) beliebig.

(v, w) = (Bv,—Bw) W —(Bv,Bw) = —(Bv)'Bw = —v' BT Bw = —v'B'Bw = —v"E,w

=—vlw =— (v, w)

(*1) Linearitat in der zweiten Komponente
(+2) B orthogonal, das heifit B~! = BT

Insgesamt folgt
2(v,w)y=0 & (v,w)=0

Da dies fiir alle v € Eig (B, 1) und w € Eig (B, —1) gilt, ergibt sich unmittelbar V7 L V_;.
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F22 -T3-A5

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind, und begriinden Sie Ihre Entschei-
dung.

a)
b)

<)

Jede orthogonale Projektion ist eine orthogonale Abbildung.

Seien m,n € N, A € R™" und b € R™. Hat das lineare Gleichungssystem Ax = b eine eindeutige
Losung, so gilt m = n.

Die Komposition zweier Spiegelungen an Ebenen im R3 ist eine Drehung.

Losungsvorschlag

a)

b)

Falsch.

Betrachte zum Beispiel in R? die orthogonale Projektion Pr auf die Gerade F = ((1)) + (e1). Dann

Pe(y) =) umape(Z) = ()
0= (1) () # (e (1) e (1)) =2

Die Abbildung Pr ist also nicht orthogonal, denn sonst miisste 0 = 2 gelten.

gilt:

Damit folgt aber

Falsch.
Betrachte das lineare Gleichungssystem A - x = b mit A = ((1)) und b = ((1))
Dieses lineare Gleichungssystem ist eindeutig losbar (x = 1), es giltjedochm =2 > 1 = n.

Falsch.

Betrachte die Spiegelung f an der Ebene {x3 = 0} und die Spiegelung ¢ an der Ebene {x3 = 1}.
Dann gilt

10 0 10 0 0
f(x)={0 1 0 |x und g(x)=|0 1 0 |[x+ (O) .
0 0 -1 00 -1 2

0
(gof)x)=x+ (0)
2

Somit folgt

und insbesondere

0
0
2

Fix (go f) = {x e R%|(go f)(x) =x} = {x eR3

)

Da Drehungen Fixpunkte besitzen ist also g o f keine Drehung. Stattdessen ist ¢ o f wegen der
parallelen, nicht-identischen Spiegelebenen eine Translation.
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H21-T1-A4

Berechnen Sie die Abbildungsvorschrift der Spiegelung an der durch die Gleichung x + 2y + 2z = 3
gegebenen Ebene in R?.

Losungsvorschlag

Bezeichne die Spiegelung mit f und sei E die durch x + 2y + 2z = % definierte Ebene.
Da f eine Bewegung ist, gibt es eine orthogonale Matrix A € R3S und t € R3 mit f(x) = Ax + t.

Wir bemerken zunédchst, dass fiir die Richtung U von E gilt:
U={x+2y+2z=0}.

-2y —2z =2\ (-2
A7) e ()
z 0 1
1
Aus der Koordinatenform lesen wir direkt ab: U+ = <(2)>
2

Da f eine Spieglung an E ist, folgt unmittelbar Eig(A, 1) = U und Eig (A, -1) = U~. Beziiglich der

(6

Und damit

des R3 hat A also die Form

1 0 0
01 0
0 0 -1
-2 -2 1 1
Mit den Basistauschmatrizen Tg =11 0 2|und Tf = (TéS ) , wobei & die Standardbasis des R3
0o 1 2

bezeichne, ergibt sich dann:

10 0 L (1o 0y 21\ (2 212 5 —4
— 76 B _ & —
A=Tg-(0 1 0| Tf=5Tg-(0 1 0](5 —4 2/ =g{1 0 2||-2 -4 5

0 0 -1 0 0 -1/\-4 5 2 0O 1 2/\-1 -2 =2
1 7 -4 -4
:§—4 1 —8
-4 -8 1

Esistp := (%,1,1)T € E, das heifdt

_1 1
flp)=p & Ap+t=p o t=p—Ap:p—(_i):(2),

7 -4 -4 1
Insgesamt folgt somit:  f(x)=3|-4 1 -8|x+ (2)
-4 -8 1 2
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H21-T2-A3

a) Sei E der durch die Gleichung 2x — y + 2z = 0 gegebene Unterraum des R? und sei
Pg: R? > R3: x > Ax
die orthogonale Projektion auf E. Bestimmen Sie die Matrix A.
b) Sei F der durch die Gleichung 2x — y + 2z = 3 gegebene affine Unterraum R? und
Pp: R’ —> R%: x> Bx+t

die orthogonale Projektion auf F. Bestimmen Sie die Matrix B und den Vektor t € R3.

Losungsvorschlag

a) Esist E: 2x — y + 2z = 0. Bestimme die Parameterform von E:

) e () )

Abgelesen wurde das orthogonale Komplement aus den Koeffizienten in Koordinatenform
— vgl. Hesse Normalform einer Ebene in R?

Nach den Eigenschaften der orthogonalen Projektion gilt
E =FEig(A,1) und E* =ker(A)=Eig(A,0).

Beziiglich der Basis

des R besitzt A also die Form

Fiir die Standardbasis & des R® erhalten wir mit den Basistauschmatrizen

10 2 o5 42\
E _ B _ & —
=12 2 -1 wd T¥=(1F) =5[2 2 -1
01 2 4 5 2
fiir die Matrix A die folgende Form:
100\ (5 —4 2\ 100\/(5 2 -4
A=Tg-l0o 1 0|-2|2 2 -1| ==-T&-|0 1 of[-4 2 5
9 9
000 “\-4 5 2 00o0/\2 -1 2
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1 1\ (0
b) Esist F: (1) + <(2) , (2
1 0/ \1

Dann entspricht t dem Vektor in E*, fiir den gilt: 7;(E) = F, wobei 7; Translation um Vektor f.

>, das heifst F || E.

Um den senkrecht zu E verlaufenden Anteils der Verschiebung von E nach F zu erhalten, stellen
wir den Aufpunkt von F als eindeutig bestimmte Linearkombination aus den Richtungsvektoren
von E und E+ dar. Suche also a, 8, y € R mit

MR

Lose das lineare Gleichungssystem mit Gauf3-Elimination:

2 101\, (0 54[3\ (0 1 1[0\, (0 1 -1[0
1 2 201|757 -1 2 211 |"W%] -1 2 2|1 -1 2 2|1
2 0 1)1 /%2 0 4 5|3 0 4 53 0 0 9|3

Damit folgt f =y = jund a = 1.
2
-1
2
Anstatt einen Punkt x € R3 nur auf E zu projizieren, verschieben wir das Bild Pg(x) noch um den

Vektor t, damit wir ein Bild Pg(x) + t € F erhalten. Weil F || E ist die Projektion auf F weiterhin
orthogonal, wenn wir B = A nutzen.

Folglich ist t = % . Damit gilt dann Pr(x) = Pg(x) + t = Ax 4+t und somit B = A.
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F21-T1-A3

Bestimmen Sie alle Bewegungen 8 des R?, die

p(5)=(5) wna 53 =(5)

erfillen.

Losungsvorschlag

Eine Bewegung f3: R? — R? ist von der Form p(x) =Ax+tmitA e R2x2 orthogonal und t € R2.

b

Definiere A = (a
c d

) und t = (2) Da A orthogonal ist, gilt A™! = AT und insbesondere |det(A)| = 1.

- det(A) \-¢ a b d a=—-d und c= b, fur det(A)=-1

B

L1 (d —b):(a c):AT o {a: d und ¢ =—-b, fir det(A)=1

Aus der Angabe folgt wegen B(x) = Ax + t auflerdem:

s =) = (B s) wma s()=(D) = | it

I
ol

1. Fall: det(A) = 1

Mit a = d und c = —b erhalten wir aus den obigen vier Gleichungen das folgende Gleichungssystem:

I. 4a+5b+t = -3 L+II. 9a+b+t1+t, = 4
II. -4b+5a+t, = 7 II. + III. 10a+t1+tp = 5
M. Sa+db+t=-2( M.  S5a+4b+t = -2
IV. -5b+4a+t, = 8 I +1IV. 8a+ti+tr= 5

Aus der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir direkt 2 = 0 und damit auch #; + t, = 5. Nutzen
wir diese Informationen, liefert uns die erste Gleichung b = —1. Aus der dritten Gleichung erhalten
wir dann noch #; = 2 und folglich ¢, = 3.

s=(3 3]+ )

fiir diesen Fall die einzige Bewegung, die den Voraussetzungen gentigt.

Somit ist

2. Fall: det(A) = -1

Mit a = —d und ¢ = b erhalten wir aus den obigen vier Gleichungen das folgende Gleichungssystem:

I. 4a+5b+t; = -3 L+Il. —a+9% +t+t, = 4
L 4b-5a+1t) = 7 I0. + IIL 8b+t+t= 5
0L 5a+4b+t =2 < 1L Sa+4b+t = -2
IV. 5b—4a+t, = 8 L +1IV. 100b+t1+tr= 5
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Aus der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir direkt b = 0 und damit auch #; + t, = 5. Nutzen
wir diese Informationen, liefert uns die erste Gleichung a = 1. Aus der dritten Gleichung erhalten wir
dann noch t; = =7 und folglich t, = 12.

o=y e (1)

fiir diesen Fall die einzige Bewegung, die den Voraussetzungen gentigt.

Somit ist

Da fiir die Bewegung p stets |det(A)| = 1 gelten muss, sind die beiden oben behandelten Falle
die einzigen, die auftreten konnen. Somit wurden alle moglichen Bewegungen gefunden, die den
Voraussetzungen aus der Angabe gentigen.
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F21-T3-Al1

Wir betrachten den reellen Vektorraum R® versehen mit dem euklidischen Standardskalarprodukt.
Die Abbildung R®> — R3, x > A - x mit A € R¥3 beschreibe die orthogonale Projektion auf den

Untervektorraum 1 0
z) , (1 } c R3.
1 1

Sei U+ das orthogonale Komplement von U in R3.

u= span{

a) Bestimmen Sie U*.

b) Bestimmen Sie die Matrix A.

0
c) Bestimmen Sie v € R3, sodass (0| + Ut die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems
3
A-x=vist
Losungsvorschlag

a) U+ ={veV|{v,u) =0fiiralleu € U}.
Nach der Dimensionsformel gilt wegen R> = U @ U*: dimU* =3-dimU = 1.

U+ ist wegen der Bilinearitit von ( , ) die Losungsmenge L(B, 0) des homogenen linearen Glei-
121
011

{3 <)

b) Gemaifs den Eigenschaften der orthogonalen Projektion gilt

chungssystems Bx = 0 mit B := ( ) € R¥3. Es folgt also unmittelbar:

Eig(A,1)=U und Eig(A,0) = ker(A) = U".

o B0.)

des R3 besitzt die orthogonale Projektion also die darstellende Matrix

Beziiglich der Basis

M =

S O =
O = O
o O O

Es ist dann A die darstellende Matrix beziiglich der Standardbasis & von R3®. Mit der Ba-
sistauschmatrix

E .
TS =

— N -
—_ = O
—_
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00\ , (2 3 1\"
1 0|-—(-1 0 -1
00 P\1 =3 1

232

folgt also:

c) Nach b) gilt U+ = ker(A) = L(A,0). Somit ist fiir gesuchtes v € R3 der Vektor (0,0,3)" als
Aufpunkt der Losungsmenge eine Losung von Ax = v, das heifst
0 -1
=(1].
2

v=A-|0

3
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F21-T3-A2

Es bezeichne R, € R®? die orthogonale Matrix, welche die Drehung des R? um den Ursprung mit
Drehwinkel ¢ (im positiven Drehsinn) beschreibt. Sei E; € R¥*? die Einheitsmatrix.

a) Zeigen Sie: Fiir ¢ € 10, 27| ist die Matrix E; — R, invertierbar.
b) Seien ¢ € ]0,27[ und t € R? und sei
fiR? S RY, x> Ry x+t.

Zeigen Sie, dass f genau einen Fixpunkt p € R? hat.
Was ist die geometrische Bedeutung dieses Fixpunktes p?

c) SeiR = Rz € R2*2 die Matrix der Drehung mit Drehwinkel T Sei
g:R2—>R2,x|—>R~x+t,

wobei f € R2, und sei
h:R* 5> R%, x> R-x.

Bestimmen Sie t € R? so, dass ((1)) das Drehzentrum von g o h ist.

Losungsvorschlag

a) R, = cos@ sing
P 7 \-singp cose

Achtung: Negatives Vorzeichen an anderer Position wegen positivem Drehsinn.

Es gilt: E; — R, invertierbar < det (Ez — R(p) # 0. Bestimme also die Determinante der Matrix:

det (E2 — Ry) = (1-cos@)? +sin®> @ =1-2cos @ + cos? ¢ +sin® ¢ = 2(1 — cos @) # 0
—_—
=1

tiir ¢ € 10,2n[, denn 1 - cos ¢ > 0 fiir ¢ € 0, 2n[. Folglich ist die Matrix E; — R, fiir ¢ € 0, 27|
invertierbar.

b) x € R? Fixpunktvon f & f(x)=x & Rex+t=x & (E2—Ry)x =t b x=(Ea—Ry,) 't

Somit gibt es genau einen Fixpunkt fiir die Drehung f, der das Zentrum der Drehung darstellt.

2 2

Wir bestimmen nun noch ¢ € R? derart, dass ¢ o h die gewiinschte Eigenschaft erfiillt:

1 1
O R= (_\/i VE) und damit (g 0 h)(x) = g(h(x)) = R(Rx) + f = Rx + t = (_01 (1)) X+

z = ((1)) ist Drehzentrumvon goh &  z Fixpunktvon goh

& (goh(z)=2

= =(-E0)-0)
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H20-T1 - A4

Gegeben sei der Untervektorraum
1\ (4
2/ \2

a) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von U bzgl. des Standard-Skalarproduktes.

von R3.

b) Bestimmen Sie eine Drehspiegelung des euklidischen Raumes R? mit Drehwinkel Z und Spiege-
lungsebene U.

Losungsvorschlag

1 4
a) Definiere v = (2) und v, = (5) Nutze nun das Gram-Schmidt-Verfahren fiir {v1, v2}:
2 2

2

o wy =0y —(v2,b1) b1 =02 —§-(v1,02) V1 =02 —2- 01 = ( 1 )
-2

Damit ist {b1, by} eine Orthonormalbasis von U beztiglich des Standardskalarprodukts.

b) Ergédnze {b1, b} zu einer Orthonormalbasis von R3. Wir nutzen dabei wieder das Gram-Schmidt-
Verfahren fiir die Basis {b1, b», e3} von R3.
2
1
i
1

Sei B := {b1, by, b3}, dann besitzt die gesuchte Drehspiegelung beziiglich der Basis 8 des R3 die
darstellende Matrix

1 2
* w3 = 63—<€3,b1>b1—(6’3,b2>bz=€3—%(2)+%(1)
2 -2

cosg -—sing 0
M:=|sin% cos? 0].
0 0 -1

Definiere nun die Basistauschmatrix

122

E _

Tg=3(2 1 -2
2 -2 1

mit & der Standardbasis des R3.

. ) -1 \T
Da B eine Orthonormalbasis ist, ist ng’ orthogonal, das heifst Tf = (Té’) = (Tf)) .
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Definiere weiter

B
V31 T
¥ -5 oo} 12 2
=T |1 B o221 -2
2 2 3
0 0 -1 2 -2 1
2 2)\[(E-1 V-1 VB
=512 L 2)[1+¥ 1+¥ 1-43
2 2 1)\ =2 2 -1

(-3 2VB+3 1-43
=5|32+3 -4 V345
-6 V3-1 4V3-1

Damit ist die gesuchte Drehspiegelung gegeben durch v — D - v.

Wie wir sehen benoétigt es einigen Rechenaufwand, um die Matrix D konkret zu bestimmen. Folg-

~ ~ T
lich kénnte es im Examen sinnvoll sein, die Matrix lediglich in der Form Tg -M- (Tg‘;’) anzugeben

und erst am Ende der Priifung, bei ausreichend Zeit, die konkrete Berechnung vorzunehmen.
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F20-T1-Al1
Bestimmen Sie eine Matrix A € R?2 und einen Vektor ¢ € R? so, dass
fiRZ—>R? x> A-x+t
die Gleitspiegelung mit Gleitspiegelachse

und Verschiebevektor v = (_33) ist.

Losungsvorschlag

Sei ¢: R2 - R2,x > Ax + b mit b € R? die Spiegelung an der gegebenen Spiegelachse.

Aus den Angaben zu f in der Aufgabe konnen wir die folgenden Eigenschaften ableiten:

. (_11) € Eig(A,1)

. (g) ist Fixpunkt von g ()

¢ Da (1‘) L (_11) ist (}) € Eig (A, -1)
1

Beziiglich der Basis 8 := {(_1

) , (1)} des R? hat A folglich die Form

w=fo 5)

Fiir die Basistauschmatrizen

1 1 p -1
E . B _ E _
TB = (_1 1) und T8 = (TB) =

mit der Standardbasis & des R? folgt dann:
g 1 1)y 1({1 -1 0 -1
=T . M.T8 = .= =
A=Tg -M-Tg (—1 1) z(—1 —1) (—1 o)
Wegen (+) folgt weiterhin:

(o) =4() +0 = =)

Insgesamt gilt dann fiir die Gleitspiegelung;:

f(x):g(x)+v:Ax+b+v:Ax+(Z), das heifst = (Z)
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F20-T2-A4

Es seien G; = {x € R? | x1 +2x2 = 3} und G, = {x € R? | x; + x5 = 0}. Weiter sei f: R? — R? eine
Euklidische Bewegung, welche die Bedingungen f(G1) = G2 und f(G2) = Gy erfiillt.

a)
b)

Begriinden Sie, dass f einen Fixpunkt hat.

Untersuchen Sie, ob f eine Drehung, eine Translation, eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung
ist.

Losungsvorschlag

a)

b)

Idee: Schnittpunkt von G1 und G ist Fixpunkt von f.

Da die Geraden unterschiedliche Steigung besitzen, gibt es genau einen Schnittpunkt von G1 und

G,. Dabei handelt es sich um s := (_33)

Nach Voraussetzung gibt es wegen f (G1) = G und f (G2) = G; Punkte p; € G;, i = 1,2 mit
f (pi) = s. Fiir diese gilt dann:

f Bewegung

llp1 = pall If (p1) = f (p2) Il = lls —sll =0.

Also folgt
p1=p2€GiNG, = pi=s=p2» = f(s)=s

und damit s Fixpunkt von f.

Da G1 # Gy kann f nicht die Identitét sein. Weil f mindestens einen Fixpunkt besitzt, kann f keine
(echte) Translation und keine (echte) Gleitspiegelung sein, die jeweils keine Fixpunkte besitzen.
Idee: f ist eine Spiegelung an einer Winkelhalbierenden von G; und G»

Zeige nun noch, dass f keine Drehung ist.

Angenommen f wire eine Drehung, dann muss wegen f (f (G1)) = Gi gelten, dass f einen
Drehwinkel von k7, k € Z besitzt, das heifst, wegen f (G1) = G2 muss der Winkel zwischen G,
und G; ein Vielfaches von 90° betragen.

Essind v = (_12) und v; = ( 1 1) die Richtungen von G1 bzw. G,.

Damit folgt fiir o := <(v1,v2):

(op0) _ 3 a+k- z, k € Z, denn dann wire cosa € {0, +1}

= - =
ol -Mlvall V10 2
Folglich ist f auch keine Drehung.

cosa =

Wie oben bemerkt kann f jedoch eine Spiegelung an einer der beiden Winkelhalbierenden von
G1 und G; sein. Diese sind als Spiegelungen Bewegungen und zudem gilt f(f(E)) = E fiir jede
Menge E C R2, also insbesondere G; und G,. Weiter gilt f (G1) = G und f (G2) = Gy.

Beide Winkelhalbierenden sind eindimensionale Teilmengen von

W = {w € R*|d (w,G1) = d (w, Gy)} .
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F20-T3-A4

Fiir Punkte p, g € R? bezeichne pq die (ungerichtete) Strecke von p nach g.
a) Geben Sie vier verschiedene Bewegungen @1, @2, ¢3 und ¢4 der Ebene R? an, welche die Strecke

(g) ((1)) auf die Strecke (g) (g) abbilden.

b) Bestimmen Sie ¢; ((1)) furi=1,2,3,4.

c) Geben Sie (mit Begriindung) fiir jede der Bewegungen @1, ¢, ¢3 und ¢4 an, um welchen Typ von
Bewegung es sich handelt. Als Typen stehen zur Verfligung:

¢ Translation

¢ Drehung

¢ Achsenspiegelung

¢ Gleitspiegelung (auch Schubspiegelung genannt)

Losungsvorschlag

Wir skizzieren uns zunéchst die gegebene Situation im Koordinatensystem:

X2
0

> X1
1 3 4

a) Wir iiberlegen uns fiir die unterschiedlichen Bewegungstypen im R? je eine Bewegung, die den
Anforderungen der Aufgabenstellung gentigt. Wir erhalten so:

p1(x) =x+ (3) Translation
-1 0 4 .
P2(x) = 0 1/*t 0 Spiegelung an der Geraden x = 2
1 0 4 . . 4
P3(x) = (0 _1) X+ (O) Schubspiegelung an x, = 0 mit Schubvektor (0)
-1 0 4 2
pa(x) = ( 0 _1) X+ (0) Drehung um © um (O)

b) Anhand der oben angegebenen Funktionsterme der jeweiligen Bewegung ermitteln wir das Bild
des Punktes ((1))

i |1 2 3 4

(16 G () 6

c) Eine Bewegung des R? hat die Form x > Ax+t, wobei A € R¥*? orthogonal und t € R?. Abhéngig
von det(A) und der Menge der Fixpunkte kann eine Aussage tiber die Bewegung getroffen werden.
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Fall (A
Esist A = E,;, das heifit det(A) = 1. Weiterhin gilt Fix ((pl) = {x + (3) =x|x € Rz} =0.

= @ ist eine Translation.

Fall @2
Es ist det(A) = —1. Weiterhin folgt fiir die Menge der Fixpunkte

-2 0 —4 . 2
;) =x © (0 O)x:(o) = le((pz):(0)+(ez>.
= ¢ ist eine Spiegelung an Fix (¢,).

Fall @3:
Es ist det(A) = —1. Weiterhin folgt fiir die Menge der Fixpunkte

0 0 -4 .
p3(x) =x & (O _2) x = ( 0 ) & Fix (p3) = 0.
= (3 ist eine Schubspiegelung.

Fall ¢4:
Es ist det(A) = 1. Weiterhin folgt fiir die Menge der Fixpunkte

= o (2 2 = i {0

= (4 ist eine Drehung um das Drehzentrum (g)
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H19-T1-A4

Gegeben seien die Punkte

o fl)

Sei f: R? — R? eine Bewegung mit

u = f(u) = (_02) , vVi=f(v)= (_12) .

a) Bestimmen Sie alle Moglichkeiten fiir w’ := f(w).

0) we (e

b) Bestimmen Sie fiir jede der oben genannten Moglichkeiten den Typ der Bewegung f und die zuge-
horigen Eigenschaften (je nach Fall Drehzentrum, Drehwinkel, Translationsvektor, Spiegelachse
oder Schubvektor).

Losungsvorschlag

a) Da f eine Bewegung gibt es A = (Z Z) € R?2 orthogonal und t = (2) € RZmit f(x) = Ax +1¢

Es ist A orthogonal, das heifit A™! = AT und insbesondere |det(A)| = 1. Somit folgt

1 1 d -b a c T a= dund ¢ =-b, fir det(A)=1
= = = A (=4
det(A) \-c 4 b d a=-d und c= b, fiir det(A) = -1

1. Fall: det(A) = 1

Wegen f(u) = u’ und a = d sowie ¢ = —b erhalten wir:

. a+b+t =-2
II. a-b+t,= 0

Wegen f(v) = v’ und a = d sowie ¢ = —b erhalten wir:

OI. b+t = -2
IV. a+t 1

Mit I-1IT und IV~II ergibt sich a = 0 bzw. b = 1 und damit t; = -3 und ¢, = 1.

Damit folgt unmittelbar

2. Fall: det(A) = —1 Wegen f(u) = u’: und a = —d sowie ¢ = b erhalten wir:

I.a+b+t =-2
II. b—u+t2: 0

Wegen f(v) = v’: und a = —d sowie ¢ = b erhalten wir:

2

Im. b+t
IV. —a++t
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b)

Mit I-1IT und II-1V folgt a = 0 und b = =1 und damitt; = -1 und t, = 1.

Damit folgt unmittelbar

1. Fall: det(A) = 1

Da A # E, ist A eine Drehung. Der Drehwinkel a € [0, 27| kann aus der Drehmatrix A abgelesen
werden. Es gilt
cosa =0 und sina=-1,

das heifst wegen des Intervalls, in dem der Winkel enthalten sein muss, dass a = 37” gilt.

Das Drehzentrum entspricht dem Fixpunkt von f. Suche also x € R? mit f(x) = x:

0 1 -3\ _ 1 -1y (-3 _ (-1
(—1 0)“(1)"‘ < (1 1)"‘(1) = x=(3)
Somit ist f eine Drehung um den Winkel @ = 32 gegen den Uhrzeigersinn um den Punkt (-1, 2)7.

2. Fall: det(A) = -1

Um den Typ der Bewegung zu ermitteln, bestimmen wir zunédchst die Fixpunkte von f. Sei also
x € R? mit f(x) = x. Dann folgt:

[ YU PR () P
-1 0/ )77 1 1)\
Das lineare Gleichungssystem ist offensichtlich nicht 16sbar, das heifit, f besitzt keine Fixpunkte.

Dementsprechend handelt es sich bei f um eine Gleitspiegelung.

Die Richtung der Spiegelachse von f ist durch den Eigenraum zum Eigenwert 1 gegeben. Daher
entspricht die Richtung der Spiegelachse

Eig (A, 1) = ker (A — E3) = ker (:} :1) = <(_11)> .

Wir zerlegen nun den Translationsvektor im Funktionsterm von f in den Anteil der in Richtung
der Spiegelachse sowie orthogonal dazu verlduft. Offensichtlich gilt:

V)=o) (5)

()=o) =1 (7).

das heifst, der Translationsvektor ist bereits der Schubvektor und Eig (A, 1) ist die Spiegelachse
von f.

(*) G) € Eig (A, —1) wurde orthogonal zur Spiegelachse gewéhlt.
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H19-T2 - A4

Gegeben sei die Matrix

wobei a, b, ¢ reelle Zahlen seien.
a

b

C

a) Bestimmen Sie alle € R3, fiir welche die Matrix A orthogonal ist.

a
b | € R3 beschreibt A eine Drehung? Geben Sie den Cosinus des Drehwinkels sowie

c
die Drehachse an.

a
b
c

b) Fur welche

c) Fiir welche € R3 beschreibt A eine Spiegelung? An welchem Unterraum wird gespiegelt?

Losungsvorschlag

a) Wir nutzen die zentrale Eigenschaft orthogonaler Matrizen, um a, b, c € R zu bestimmen, fiir die
A orthogonal ist.

Aorthogonal & A™'=AT = ATA=E;

a+2b-2c=0 36+3b =0
T+II
& 2a+b+2c =0} & 20 +b+2c =0
s(a®+b02+c%) =1 $(@2+02+c%) =1
a= -b a=2, b=-2,c=-1
SN a=-2c; & oder
2= 1 a=-2,b=2, c=1

Da wir lediglich die Gleichung ATA = Ej; fiir unsere Herleitung genutzt haben, iiberpriifen wir
rechnerisch, dass fiir die beiden Zahlentripel
-2
2
1

)<l

ATA = E53 = AAT

erfiillt sind. Da dies der Fall ist, haben wir alle Werte fiir a, b, c gefunden, fiir die A orthogonal ist.

die Gleichungen

b) Es beschreibt A als orthogonale Matrix genau dann eine Drehung, wenn det(A) = 1. Da
det(A) = %(2(1 —-2b-2¢)

beschreibt A fiir a = —=2,b = -2, ¢ = -1 eine Drehung.

Bestimme den Drehwinkel als den Winkel zwischen dem Vektor ¢; und seinem Bild Ae;. Fiir den
Drehwinkel @ mit a = <(ey, Aeq) gilt dann:

1

=3

(e, Aer)
cosq = ———-"_ =
llell - [ Aexll

= | Q=
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Die Drehachse ist durch den Eigenraum zum Eigenwert 1 von A gegeben, der gleichzeitig auch
die Menge der Fixpunkte der Abbildung f: R? — R3,x — Ax ist.

1[2 2 2 -2 2 2 1
Eig(A,1) = ker (A — E3) = ker 3 2 -2 2|=ker[0 0 0 |= < 1 >
-2 2 -4 0 0 -6 0
c) Es beschreibt A als orthogonale Matrix genau dann eine Spiegelung, wenn det(A) = —1. Somit

wird fiir a = —=2,b = 2,c = 1 von A eine Spiegelung beschrieben.

Der gesuchte Unterraum ist wieder durch Eig (A, 1) bzw. die Fixpunktmenge von f gegeben.

(2 2 -2 1 Iy (0
Eig(A,l):ker(A—Eg):ker§ 2 2 2)— (x1+x3 1 x1,x3 €R —<(l),(l>

-2 2 -2 X3 o/ \1

= {(xl,xz,x3)T S R3|x1 — X2+ X3 = 0} .
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F19-T1-A2

a) Geben Sie eine orthogonale Matrix A € R¥>3 mitdet(A) = —1und A # —E3 an, die keine Spiegelung
an einem zweidimensionalen Untervektorraum des R3 beschreibt, und begriinden Sie, weshalb
die von Ihnen angegebene Matrix die gewiinschten Eigenschaften hat.

b) Beweisen Sie: Eine orthogonale Matrix A € R3*3, die eine Spiegelung an einer Ursprungsgeraden
im R3 beschreibt, hat Determinante 1.

Losungsvorschlag
a) Definiere
0 -1 0
A=|1 0 0
0 0 -1

Wir behaupten, dass diese Matrix allen Anforderungen geniigt und begriinden dies im Folgenden.
¢ Offensichtlich gilt A # —Es.

* Aist orthogonal, da ATA = E3 = AAT, das heifit AT = A7L.

e Esgiltdet(A) =1-(-1) = -1.

* A beschreibt keine Spiegelung an einem zweidimensionalen Unterraum von R?, denn sonst
miisste dim Eig (A, 1) = 2 gelten. Es ist jedoch

-1 -1 0 0
Eig(A,1) =ker(A—-E3)=ker| 1 -1 0 |= <(O)> , das heifit dimEig(A,1) =0
0o 0 -2 0

A beschreibt eine Drehspiegelung.

b) Bezeichne vy die Richtung der Spiegelgeraden. Wahle Basis v,, v3 fiir (v1)™, das heift {v1, v2, 3}
ist Basis von R3.

Da A eine Spiegelung an der Ursprungsgeraden (v;) beschreibt, gilt insbesondere
Eig(A,1) =(v1) und Eig(A,~1) = (v1)" = (v2,v3) .

Somit hat A beztiglich dieser Basis die Form

1 0 O
M=|0 -1 0],
0 0 -1

das heifit, A ist dhnlich zu M und somit det(A) = det(M) =1 (-1)> = 1.
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H18 -T2 -Al

Wabhr oder falsch: Begriinden Sie Ihre Antwort durch Erklarung oder Widerlegung.

a) Ein reelles lineares Gleichungssystem kann genau zwei Losungen haben.

b)

<)
d)

Eine n X n-Matrix mit reellen Koeffizienten hat n reelle Eigenwerte.
Sind A und B zwei invertierbare n X n-Matrizen, so ist A + B invertierbar.

Die Komposition zweier Spiegelungen der Ebene
¢:R* >R’ ¢:R* >R

ist wieder eine Spiegelung der Ebene.

Losungsvorschlag

a)

b)

d)

Falsch.

Angenommen ein reelles lineares Gleichungssystem hat exakt die beiden (verschiedenen) Lo-
sungen x,y € R" mit n € N. Da die Losungsmenge eines reellen linearen Gleichungssystems
ein affiner Unterraum von R” ist, sind mit x und y mit x # y auch x + A(y — x) fir alle A € R
Losungen des reellen linearen Gleichungssystems. Da weiterhin |R| = co handelt es sich hierbei
um unendlich viele (verschiedene) Elemente.

Anschaulich lautet die Begriindung wie folgt: Wenn zwei Punkte x und y in R” Losungen eines
reellen linearen Gleichungssystems sind, dann ist auch jeder Punkt auf der eindeutig durch x
und y bestimmten Geraden in R" eine Losung des reellen linearen Gleichungssystems.

Falsch.

Betrachte dafiir etwa A = (0 _1). Das charakteristische Polynom

1 0
xa(A) =det(A—-AEy) =A% +1
besitzt keine reellen Nullstellen und folglich hat A keine reellen Eigenwerte.

Falsch.

Betrachte etwa A := E, und B := —E,,.. Offensichtlich sind die Matrizen invertierbar und es gilt
A= Aund B! = B.Jedoch ist A + B = 0 nicht invertierbar.

Falsch.

Betrachte etwa fiir v € R?
1 0 -1 0
p(v) = (O _1) ‘v und Y(v) = ( 0 1) )

also die Spiegelung an der x-Achse bzw. an der y-Achse. Dann ist

woqo)(v):w«p(v)):(‘ol (1’)-((1) So=(0 f’l)-v
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eine Drehung um 180° um den Koordinatenursprung. Insbesondere ist ¢ o ¢ wegen

-1 0
det(O _1) =1

keine Spiegelung.



7 Affine Abbildungen 247

H18 -T3 - A4

In der euklidischen Ebene R? seien die Vektoren

(%), 8=() wa o= ()

o), () o=

gegeben; dabei ist s € R ein reeller Parameter.

sowie

a) Man zeige, dass es genau eine affine Abbildung f;: R> — R? mit

fs(a) =a’, fs(b)=b"  und  fi(c)=c
gibt, und gebe ihre Abbildungsvorschrift explizit an.

b) Fiir welchen Wert von s € Rist f; eine Bewegung? Man zeige, dass in diesem Fall f; eine Drehung
ist und bestimme das Drehzentrum und den Drehwinkel von f;.

Losungsvorschlag

n

a) Fur f; gibtes As = (7;: ]

) e R*>?und t; = (?) € R? mit fi(x) = Ax +¢.
2

Bestimme nun A, und ¢,:

fsa)=a’: L -n+tp = 0 V-2.-1I+1L -m=0 & m=0
II. I+t =1 Damit folgt aus III: t; = -1
fs(b) =b": 1IIL 2m +t = -1 o Damit folgtausI: n =-1
IV. 2k +t, = 3 VI-2-1IV+1L -k=s-5© k=5-5
fs(c)=c": V.3m+n+t; =-2 Damit folgt aus IV: tp =25 -7
VI. 3k+Il+t = s Damit folgtausII: [ =2s -8
Also gilt

0o -1 1
fi(x) = (5—5 25—8)x+(25—7)’

N—— N——
=As =ts

das heifdt, dass f; insbesondere eindeutig bestimmt ist.

b) Esgilt: f; Bewegung & A, orthogonal = +1 =det(A)=5-5 & s € {4,6}
Uberpriife also fiir die beiden Fille s = 4 und s = 6, ob es sich bei f; um eine Bewegung handelt.

1.Fall: s =4

As = (g) _01) ist orthogonal, denn wie wir leicht nachrechnen gilt AT = A~L.
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2. Fall:s =6

1 -4

-4 17

As = (_01 _41) ist nicht orthogonal, denn ATA = (

) # E,, das heiit AT # A1,

Also ist f; nur fiir s = 4 eine Bewegung. Wir bestimmen fiir s = 4 die Fixpunkte von f;.

Sei x € R?, dann gilt
fs(x)=x & Ax+t;=x S (Ep—Ag)x =t
o 1 1y (-1 - (-1
-1 1) 7\ o
Da det(As) = 1 und f; genau einen Fixpunkt besitzt, ist f; fiir s = 4 eine Drehung. Das Drehzen-
trum entspricht dem Fixpunkt. Den Drehwinkel a € [0, 27t[ lesen wir aus A; ab. Es gilt

cosa —sina
s — 7

sina@  cos«

das heiflt wegen cos a = 0 und sina = 1 folgt unmittelbar & = 5 = 90°.
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F18-T2-A3

Betrachten Sie folgende lineare Unterrdume des R3:

X1 1 0
E={(x2)|x1—x3=0} und F=R[1]+R[1].
X3 0 1

a) Bestimmen Sie eine orthonormale Basis von E N F.
b) Ergénzen Sie diese Basis zu orthonormalen Basen von E bzw. F bzw. R3.

¢) Esseien Pr: R3 — R3und Pr: R? — R3 die orthogonalen Projektionen auf E bzw. F. Zeigen Sie
Pg o Pr = Pr o Pg, und dass Pr o Pg eine orthogonale Projektion Pg auf einen Unterraum G ist.
Bestimmen Sie G.

Losungsvorschlag

a) Offensichtlich ist dimE = dim F = 2 und E # F. Das heifst:

dimENF = dimE + dimF — dim(E + F) = 1

N— e
:R3
1
Auflerdem gilt fiir die Gerade g: R|2]: ¢S EundgCF = g=ENF.
1
1
Damit ist durch {b1} mit by := % 2 | eine Orthonormalbasis von ¢ = E N F gegeben.
1
1 1
b) Definiere w, := [-1] und b, = % —1]. Offensichtlich gilt ||b2|| = 1 und by L by. Da by € E und
b1, by linear unabhéngig, ist {b1, b2} eine Orthonormalbasis von E.
1 1
Definiere w3 := | 0 | und b3 = % 0 |. Offensichtlich gilt ||b3|| = 1 und b; L b3. Da b3 € F und
-1 -

auflerdem by, b3 linear unabhiangig, ist {b1, b3} eine Orthonormalbasis von F.
Alternative: Ergdnze by zu einer Basis von E bzw. F und nutze dann das Gram-Schmidt-Verfahren.
c) Es ist {b1, by, b3} eine Orthonormalbasis von R3, denn offensichtlich sind b1, by, b3 linear unab-
hingig und zudem gilt by L bs.
Seinunv € R3 beliebig. Dann gibt es eindeutig bestimmte A1, A3, A3 € Rmitv = A1b1+A202+A3b3.
Damit gilt:
(Pe o Pr)(v) = Pg(Pp(Aib1+ Azby + Asbs))
= Pp(Mib1 + Azb2) = My
Pr (Pg (AMb1 + A2by + A3bs))
= Pr(Aibr + Asbs) 2 Asby

= PEOPP:PPOPE

(Pp o Pg) (v)
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Es bleibt also noch zu zeigen, dass es sich bei Pr o Pr um eine orthogonale Projektion auf einen
Unterraum G handelt. Da wir aufierdem zundchst auf E und anschlieflend auf F projizieren, ist
zudem die Vermutung, dass es sich bei G um E N F handelt.

Zeige: Pr o Pg ist orthogonale Projektion auf G = (b1) =ENF
1. (ProPg)(v) e ENF: Klarnach (), da mit v wie oben (Pr o Pg)(v) = A1b1 € ENF =(by)
2. {((PpoPg)(v)—ov,u) 2 0fiiralleu € ENF.
Seiu € ENF, das heifst 3y € R: u = uby. Weiter seien v, A1, A, A3 wie oben. Dann gilt:
((Pr o Pg)(v) —v,u) = (=Aoby — Asbs, ub1) = —Aou (b, b1) Az (b3, b1) = 0

~—— ~——
=0 =0

Damit ist die Behauptung bewiesen. Folglich ist Pr o Pg eine orthogonale Projektion auf den
Unterraum G = (b1).
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F18-T2-A4

Bestimmen Sie eine invertierbare 2 x 2-Matrix A und einen Vektor f € R2, so dass
g RS R x> A-x+t

eine Gleitspiegelung ist, die die Gerade y — 2x = 5 als Spiegelachse und die den Punkt (-3, 4) auf den
Punkt (2, 4) abbildet.

Losungsvorschlag

Bestimme zundchst die Spiegelung h an der gegebenen Geraden k. Ihre Parameterform lautet

- (7)er()
k: ( 1 +R o)
Suche nun C € R?? und w € R? mit h(x) = Cx + w.

Offensichtlich gilt (_12) L (é) , das heifdt, <(_12)> ist das orthogonale Komplement zur Richtung <(;)>

von k.

Da h eine Spiegelung an k ist, gilt
. i (=2
Eig(C,1) = <(2)> und Eig(C,-1) = <( 1 )>
o {1\ (-2 ) . 1 0\ ... . .
Beziiglich der Basis {( 2) , ( 1 )} des R~ hat C folglich die Form 0 -1/ Mit der Basistauschmatrix
e (1 -2
Iy = (2 1
fiir die Standardbasis & von R? folgt:
1 0 ¢ 1 0 11 1 0 1 -2
=TS. T8 = TE. A1) ==2T¢8. .
C=Tg (0 —1) Tg =1z (0 —1) (Tﬁ) B 5TB (0 —1) (—2 1)
_1(1 =2\(1 2\_1(-3 4
512 1){2 -1) " 5({4 3
Es ist (_12) als Aufpunkt und Element von k ein Fixpunkt von &, das heifst
-2\ _ (-2 (2 _~ (-2\_ (4
h(l)_(l) < w_(l) ¢ (1)_(2)’

Fiir die gesuchte Schubspiegelung gilt g(x) = h(x) + s mit s € R? Schubvektor parallel zu k. Damit
folgt s = f(x) — h(x) fiir alle x € R? und somit insbesondere

= () -1 ((0) = 6)-<-()- () =) () =)

Insgesamt folgt nun:
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F18-T3-A3

a) Zeigen Sie, dass durch
0 1 2 1 1 2
-6 =6 (=6
genau eine affine Abbildung b: R> — R? festgelegt ist und bestimmen Sie diese Abbildung b
konkret.

b) Zeigen Sie, dass b eine Gleitspiegelung ist, und bestimmen Sie die Spiegelungsachse s, an welcher
dabei zundchst gespiegelt wird, und den zu s parallelen Vektor v, um welchen anschliefSend
verschoben wird.

Losungsvorschlag

a) Die affine Abbildung b lasst sich fiir x € R? durch b(x) = Ax + t mit
_(m n 2x2 _(th 2
A_(k Z)ER und t_(tz)eR

darstellen. Um A und t zu bestimmen, 16sen wir das inhomogene lineare Gleichungssystem, das
durch die Gleichungen gegeben ist.

J =)

S b=

1 1

2 1 2 1 1 m 0 m 0
b = & A + = s 2 = = =
A T R R I R
AR R TR
1 2 1 1 2
Damit ist b eindeutig bestimmt und es gilt:

(0 3l

b) Es ist A orthogonal, denn AT = Aund A- A = E,, das heifit A = AT = A~1. Somit ist b eine
Bewegung. Weiter ist det(A) = —1, daraus folgt, dass b entweder eine Spiegelung oder eine
Gleitspiegelung ist.

Zeige also noch, dass b keinen Fixpunkt besitzt, damit folgt dann, dass b eine Gleitspiegelung ist.

xeRZFixpunktvonb S bx)=Ax+t=x o (E-A)x=t

o (1 1) _ (1) mm (1 -1) _[1
-1 1) 0o 0)* s
Anhand der zweiten Zeile des inhomogenen linearen Gleichungssystems sehen wir direkt, dass
Fix (b) = 0 gilt. Folglich ist b eine Gleitspiegelung.
Die Richtung der Spiegelachse ist durch Eig (A, 1) gegeben. Wir bestimmen also den Eigenraum:

Eig(A,1) = ker (A — Ep) = ker (_11 _11) = <G)> .
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Offensichtlich gilt:
Eig(4, 1" = (7))
Wir zerlegen nun den Vektor t in den Anteil parallel bzw. senkrecht zur Spiegelachse. Suche dafiir
. n ., L1 -1
A,u€R mit (1)—t—/\(1)+y(1).

Offensichtlich gilt A = 1 und p = 0. Da also nach der Spiegelung an Eig (A, 1) keine weitere
Verschiebung senkrecht zur Richtung dieser Ursprungsgeraden stattfindet, folgt unmittelbar

s =Eig(A,1) = <(1)> und v=t= (1)
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8 Affine Geometrie

Im achten Kapitel fordern wir unser raumliches Vorstellungsvermogen heraus, wenn wir uns mit
affiner Geometrie und der Frage nach der Lagebeziehung von geometrischen Objekten sowie deren
Abstand beschéftigen. Bevor wir dies tun, warmen wir uns jedoch etwas auf und tiberlegen uns, welche
verschiedenen Moglichkeiten wir haben, geometrische Objekte — konkret Geraden und Ebenen — in
einer formalen Form darzustellen. Dabei lernen wir die Parameterform, die Koordinatenform sowie
die Hessesche Normalform kennen.

Im Kern gibt es zwei unterschiedliche Méglichkeiten, wie wir Geraden und Ebenen in einem affinen
Raum A, meist dem R3 darstellen.

* Die Parameterform gibt den Aufpunkt p € A sowie die zugehorige Richtung V an. Fiir eine Gerade
also ¢ : p + Ro und fiir eine Ebene p + Rv + Rw, wobei p, v, w € R3.

¢ Die Koordinatenform nutzt Gleichungen, um Gerade und Ebene zu beschreiben. Im affinen Raum
besitzt eine Gerade dann also die Form ¢ = {(x,y,z)T € R® | ax +by +cz =d Aex + fy + gz = h},
wobei beide Gleichungen unabhingig sind. Zur Definition einer Ebene in R3 geniigt uns eine
Gleichung, das heifit etwa E = {(x, y,z)T € R® | ax + by + cz = d}.

In manchen Aufgaben werden wir die beiden Formen ineinander tiberfithren miissen bzw. ist eine
der beiden Formen in gewissen Situationen mdoglicherweise giinstiger. Das Uberfiihren kann dabei
stets nach einem festen Schema erfolgen:

* Parameterform — Koordinatenform: Wir miissen ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A Matrix
und b Vektor passender Grofse suchen, fiir das gilt: L(A;0) = V und p € L(A; b). Die Richtung der
Gerade bzw. Ebene muss also die Losungsmenge des homogenen Anteils des linearen Gleichungs-
systems sein und der Aufpunkt eine Losung des gesamten Gleichungssystems. Dies hdngt mit der
Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems zusammen, die wir bereits in einem
fritheren Kapitel wiederholt haben.

* Koordinatenform — Parameterform: Durch die Gleichungen, die die Mengen bestimmen, wird ein
lineares Gleichungssystem gegeben. Dieses 16sen wir und erhalten im Ergebnis dann die Parame-
terform der zugehorigen Gerade bzw. Ebene.

Fiir Ebenen betrachten wir noch eine weitere Darstellungsform, die uns spéter beim Berechnen des
Abstands sehr helfen wird.

Definition 8.1 (Hessesche Normalform)

Sei E eine Ebene im R? mit Normalenvektor n = (n1,no, 1’13)T, das heifst, n steht auf allen Richtungs-
vektoren der Ebene E senkrecht. Dann besitzt E fiir ein d € R eine Darstellung der Form

E={xeR3|(x,n)—d =0} = {(x1,x2,x3)7 € R3| n1x1 + noxp + n3x3 — d = 0}.

Man nennt diese Form auch die Normalform der Ebene (Achtung: Gleichzeitig handelt es sich dabei
auch um die Koordinatenform). Ist # normiert, das heifst || || = 1, so spricht man von der Hesseschen
Normalform.
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An dieser Stelle ein kurzer Exkurs dazu, wie wir eine Ebene, die uns in Parameterform gegeben ist,
in Hessesche Normalform tiberfithren kénnen. Dies wird sich spédter im Zusammenhang mit der
Berechnung von Abstédnden als hilfreich erweisen.

Beispiel 8.2

Gegeben sei eine Ebene in R® der Form E : p + Rv + Rw. Um die Hessesche Normalform zu
bestimmen, bendtigen wir zunédchst einen Normalenvektor n von E. Diesen ermitteln wir mithilfe

des Kreuzprodukts aus den beiden Richtungsvektoren. Es gilt n := v X w. Um die Hessesche

Normalform zu erhalten, miissen wir diesen Vektor nun noch normieren, das heifst n* := ﬁ

Damit ist E fiir eine reelle Zahl d gegeben durch die Losungen der Gleichung
(x,n*) —d =0.
Da p ein Element der Ebene ist, 16st p die obige Gleichung. Somit folgt:
(p,n")y-d=0 & d=(p,n’),

womit wir nun auch 4 und damit die Hessesche Normalform bestimmt haben.
Mochten wir nur die Normalform einer Ebene erhalten, geniigt es, mit n zu arbeiten.

Auflerdem sehen wir, dass wir aus der Koordinatenform einer Ebene iiber die Koeffizienten von
x, Y, z stets einen Normalenvektor der Ebene ablesen konnen. Auch dies kann in manchen Situatio-
nen hilfreich sein.

Oft interessiert uns, welchen Abstand geometrische Objekte im Raum zueinander besitzen. Hierfiir
benotigen wir noch eine Definition des Abstands.

Definition 8.3 (Abstand)

Es seien M1, M, € V zwei Teilmengen eines euklidischen Vektorraums V. Dann nennt man
d(My, Mp) := min{d(my, my) | my € My, my € My} = min{||my —my|| | my € My, my € M}

den Abstand von M1 und M.

Wir betrachten nun zunichst den Abstand von zwei Geraden zueinander und untersuchen im Nach-
gang, wie wir den Abstand von einer Gerade zu einer Ebene bestimmen konnen. Dabei beschranken
wir uns auf den R3, da dieser affine Raum im Examen tiblicherweise von Bedeutung ist.

Bevor wir den Abstand zweier Geraden ermitteln, kann es sinnvoll sein, sich iiber mogliche Lagebezie-
hungen von Geraden Gedanken zu machen. Abhdngig davon kann der Losungsweg zur Bestimmung
des Abstandes namlich variieren. Fiir zwei Geraden g : p + Rv und / : g + Rw unterscheiden wir die
folgenden Lagebeziehungen:

¢ Die beiden Geraden konnen identisch sein, das heifst g = h.

¢ Die beiden Geraden kénnen echt parallel sein, das heifst ¢ N h = ) und v und w sind linear abhéngig
bzw. Rv = Rw.
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¢ Die beiden Geraden kénnen sich schneiden, das heifst g N h # 0. Hierunter fallt insbesondere auch
der Fall identischer Geraden.

¢ Die Geraden kénnen windschief sein, das heifst, sie schneiden sich nicht und sind nicht parallel,
besitzen also linear unabhéngige Richtungsvektoren.

Die Frage nach dem Abstand ist fiir die Félle sich schneidender Geraden schnell beantwortet. In
diesen Féllen gilt d(g, h) = 0.

Somit gentigt es, die Fille paralleler oder windschiefer Geraden genauer zu betrachten. Entsprechende
Ausfiihrungen sparen wir uns an dieser Stelle und verweisen stattdessen auf die folgende Webseite,
die uns fiir die Abstandsbestimmung von Punkt zu Gerade, von windschiefen Geraden sowie von
Punkten zu Ebenen vielfaltige Moglichkeiten erkldrt und mit geeigneten Grafiken visualisiert.

Als Erklarungen dazu sei noch gegeben:

* Den Abstand zweier paralleler Geraden bestimmen wir, indem wir auf einer Geraden einen be-
liebigen Punkt, z. B. den Aufpunkt, wéihlen und den Abstand dieses Punkts zur zweiten Gerade
bestimmen.

¢ Den Abstand einer zu einer Ebene parallelen Gerade bestimmen wir, indem wir einen beliebigen
Punkt der Gerade, z. B. den Aufpunkt, wihlen und dessen Abstand zur Ebene bestimmen.

Der erste Teil dieses Inputs schliefit mit einem zentralen Satz, der uns sagt, wie wir mithilfe der
Hesseschen Normalform den Abstand eines Punkts von einer Ebene bestimmen konnen.

Satz 8.4

Gegeben sei die Ebene E : (x,n) — d = 0 im R? in Hessescher Normalform sowie ein Punkt p € R>.
Dann gilt:
d(pr E) = |<P:”> - d| o

Selten wird im Examen nach dem kleinsten affinen Unterraum gefragt, der gegebene affine Unterrdu-
me beinhaltet. Diesen nennen wir auch Verbindungsraum.

Definition 8.5 (Verbindungsraum)

Es sei A ein affiner Raum und Bi, B> € A affine Unterraume. Mit By V B, bezeichnen wir den
kleinsten affinen Unterraum von A, der B; U B; enthilt.

Kleinster bedeutet dabei, dass jeder affine Unterraum von A, der By U By enthdlt, auch By V B;
enthilt.

Das Konzept des Verbindungsraums fiir affine Rdume verallgemeinert das Konzept des Spans bzw.
der Summe von Vektorraumen. Dementsprechend {ibertrdgt sich auch die Dimensionsformel auf
affine Unterraume und deren Verbindungsraum.


https://www.mathematik-oberstufe.de/vektoren/a/abstand-punkt-gerade-lot.html
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Satz 8.6 (Dimensionsformel)
Es seien By und B, affine Unterrdume in einem endlichen affinen Raum A, das heifst dim(A) < oo,
mit zugehorigen Richtungen V3, bzw. Vp,. Dann gilt:

a) Fur By N By # 0:
dim(B; V By) = dim(B7) + dim(B;) — dim(B; N By) = dim(B7) + dim(B,) — diIl’l((VB1 NVg,)

b) Fiir B N B, = 0:
dim(B;1 V Bp) = dim(B7) + dim(B3) — dim(Vp, N Vp,) +1

Diese beiden Formeln kénnen uns eine Idee geben, wie wir den Verbindungsraum konstruieren
kénnen.

¢ Fiir By N By # 0: Wir nutzen ein Element im Schnitt als Aufpunkt und erhalten die Richtung als die
Summe der beiden Richtungen von B und B;. Das heifst fiir p € B1 N B, gilt:

BiVBy=p+ (Vs +Vs,)

e Fiir By N By = 0: Wir nutzen einen beliebigen Punkt in By oder B, als Aufpunkt und wéhlen als
Richtung die Summe der beiden Richtungen von B; und B>, die wir aber noch um einen Verbin-
dungsvektor zwischen einem Punkt in B; und einem Punkt in B,, etwa den Verbindungsvektor
zwischen beiden Aufpunkten, ergdanzen. Das heifst mit den Aufpunkten p; und p, von By und B,
gilt:

B1V By = p1 + (Vp, + Vs, +(p1P2))

Betrachten wir als Beispiel den Verbindungsraum fiir zwei Geraden ¢ und h. Wir unterscheiden
wieder die vier Fille, wie die Geraden zueinander liegen kénnen.

Beispiel 8.7

* Identisch: In diesem Fall gilt offensichtlich ¢ V h = ¢ = h.

¢ Schnitt: Wir nehmen an, dass die Geraden einen Schnittpunkt g besitzen, aber unterschiedliche
Richtungsvektoren, das heifst ¢ = g + Rv und / = g + Rw mit Rv # Rw. Dann gilt:

gVh=q+Ro+Rw

* Parallel: Es bezeichne p nun den Aufpunkt von ¢ und g den Aufpunkt von /. Dann kénnen wir
die parallelen Geraden darstellen als ¢ = p + Rv und h = q + Ro. Es gilt:

gV h=p+Ro+R(pq)

» Windschief: Es seien ¢ = p + Rv und h = g + Rw mit v, w linear unabhédngig und ¢ Nk = 0. Dann
gilt:
¢V h=p+Ro+Rw+R(pq)
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H24 -T1 - A2

Gegeben sei der Vektorraum R", ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt.

a) Zeigen Sie: Fiir zwei Vektoren a,b € R" mit ||a|| = [|b|| = 1 gilt genau dann ||a — b|| = 1, wenn

(a,b) = %
X1 X2 X3
U1 = (0 ) , U= (yz) und v3 = (ys) .
0 0 Z3

b) Bezeichne
Bestimmen Sie nicht-negative reelle Zahlen x1, x2, ¥, x3, y3 und z3 so, dass fiir 7, j € {1, 2,3} gilt:

(05,07) = 1 fallsi=j
VL fallsi # .

c) Zeigen Sie, dass die Vektoren v1, v2 und v3 aus Teil b) zusammen mit dem Nullvektor vg = 0 die
Eckpunkte eines gleichseitigen Tetraeders bilden.

Losungsvorschlag

a) Seiena,b € R" mit||al]| =||b|]| =1. Zeige:||a—-b|| =1 & (a,b) = %

120 )
la=bll=1 & |la-bl|*={a-b,a-b)=1

— 1={a,a-b)—(b,a—b)={a,a)y—{a,b)—(b,a)+(b,b)
=|lal|* - 2(a, b) +b|?
=1-2{a,b)+1

— 1=2{(a,b)

— (a,b) :%

b) Aus den Bedingungen, die an die Werte des Skalarprodukts gestellt werden, kénnen wir die
folgenden Gleichungen ableiten:

>0
I (v1,v1)=1 x% =1 &= x1=1
II. <U1 Uz) =1 [— X1Xp = 1 é Xy = 1
’ 2 2 2
I
IIL <01,7)3> = % — X1X3 = % & x3= %
I y2>0
IV. (0p,0)=1 & xj+y;=1 = yi=3 &= =43
1 ;. ILm 1 a1
V. (02,03)=5 & x0x3+1n2Y3=; 4?) =1 \3= 55
I 2320
VL. (v3,v3)=1 & x3+yj+z3=1 = Z2=1-1-5=%2 &= z3=,/}
Damit erfiillen die Zahlen
x1=1 x—1 = E x—1 ——1 und z3 = %
1=1, 2—2, Y2 = g 3—2, ys—z\/g 3= 3

die Bedingungen aus der Aufgabe.



260 8 Affine Geometrie

¢) Da rang(v1, v, v3) = 3 sind die Punkte zusammen mit vy nicht komplanar, das heifst, sie liegen
nicht in einer Ebene, und bilden folglich einen Tetraeder.

Nach der Konstruktion aus Teil b) gilt
loi —voll =lvill =1 fiir i€{1,2,3}

und da <vi, v]-> = % furi # jmiti,j € {1,2,3} gemdf unserer Konstruktion in Teil b) folgt mit der
Erkenntnis aus Teil a) zudem

lvi—vjll =1 far i,je€{1,2,3} mit i#j.

Somit sind alle Seiten des Tetraeders gleich lang, das heifst, es liegt ein gleichseitiger Tetraeder
Vor.
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H23 -T1-A2

Fiir einen Vektor v € R3 mit ||v|| = 1 und einer reellen Zahl u bezeichne E,(v) die Ebene mit
Normalenvektor v und uv € E,(v). Gegeben seien aufierdem die folgenden Vektoren:

1 1 3
a:(O) und b=5(4).
0 0

a) Bestimmen Sie die Gleichungen der Ebenen E(a) und E,(b).
b) Bestimmen Sie die Schnittgerade g = E(a) N E,(b).

¢) Ermitteln Sie, fiir welche u € R g einen Punkt x mit || x|| = 1 enthdlt.

Losungsvorschlag

Idee: Die Richtungsvektoren von E,(v) stehen senkrecht auf v und uv ist Aufpunkt der Ebene.
Beziiglich dem Standardskalarprodukt ( , ) hat E,(v) also die Hessesche Normalform

E (v): {x,v) - (;w,v) .
a) Mit obiger Idee folgt unmittelbar:
Ey(a):  (x,a)= (ya,a) ©  Eyula)= {x1 = [J}
3 4 3 4
Eu(b): (x,b)= <yb,b> © xit+tzx=u(bb) o Eub)= {—x1 + =xp = y}

5775 N 5775
=llbl|2=1

X1
b) x = (xz) €g © x€Ey(a) und xe€Eyub)
X3

)

x1=u und 3x;+4x;=>5u
© x;=p und 3u+4x;=5u

1
© x;=p und xzzzy

H Iz 0
o g¢=3 3|+ xeRp=[iu|+R|O
Uxs 0 1

¢) Nach der vorangegangenen Teilaufgabe gilt:

xeg © x:(%y), AeR

Also: ||x|| = \/y2+}1[u2+)\2 = \/§y2+/\2 =1 o 451:“2+A2 =1 & u’= % (1-4?)
Da ||x|| = 1 gilt in jedem Fall 0 < A? < 1 und damit 0 < 1 — A2 < 1. Folglich also auch 0 < u? < %
und damit 0 < |y| < \/g beziehungsweise dquivalent dazu —\/g Su< \/g .

Wir konnen also schlussfolgern, dass g fiir —\/g Su< \/g einen Punkt x mit || x|| = 1 enthalt.
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H23 -T1-A4

Fiir a € R seien in R? die Gerade

2 -1
h=13]+R|[ 1
o 0

sowie die Ebene
E={(x,y,2)" € R®|3x +4z = 25}

gegeben.
a) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden  mit der Ebene E in Abhdngigkeit von a.

b) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes (2,3, @) von der Ebene E in Abhéngigkeit von a.

Losungsvorschlag

a) Essei (x,y,z)! € h,dann gibt es A € R derart, dass

-l

Gilt zudem (x, y, z)T € E, dann gilt zusatzlich auch 3x + 4z = 25.

Fiir x € h N E ergibt sich also:

1
32-M+4a=25 & B3l=4a-19 & A=z(4a-19).

Somit folgt:

2\ 4 -1 23—5—%04
xXeEhNE o x=13 +§(4a—19) 1]= %a—%-
24 0 o

b) Uberfiihre E in Hessesche Normalform. Hierfiir nutzen wir die in der Aufgabe gegebene Nor-
malform und nehmen ausgehend vom zugehorigen Normalenvektor eine Normierung vor:

< (3) 1 P\ 1
E: x,0>:25 o E: <x,—(0>=—-25
4 AW/

3
< E: <x, % (0)> — 5 = 0 (Hessesche Normalform)

4

G)<6))-

Damit folgt unmittelbar:

ek

— §+_ —S_ECK_B
{5 T5% 5T 5|




8 Affine Geometrie 263

H23 -T2 -A2

Gegeben seien die drei Geraden im R3

1 1 =2 X
fz(O +R[2], g=R|-4| und h={(y)|2x—y=2/\y—z=1}.
-1 1 =2 z
Bestimmen Sie den Abstand zwischen
a) fundh
b) fund g
c) gund h
Losungsvorschlag

1 1
a) Bestimme f N h durch Einsetzen von p) = ( 0 ) +A (2) € f mit A € R in die Gleichungen von h:
-1 1

L 201+A)-24 = 2 - 2=2
I 2A-(-1+1) =1 A=0

1
Damit folgt f N h = {( 0 )} # 0 und daher d(f, 1) = 0.
-1

b) Wir sehen unmittelbar, dass f || g, denn

-2 1
== )
-2 1
das heifit, der Richtungsvektor von f und der Richtungsvektor von g sind linear abhédngig. Zudem

0 0
gilt f # g, denn (0) € g, aber (0) ¢f.
0 0
Bestimme nun eine Hilfsebene E derart, dass f und g senkrecht zu E sind.

0
Ansatz: Normalform mit Richtung von f als Normalenvektor und (O) € E:
0

1
E: <x, (2)> =0, dasheist E = {x1 + 2x, + x3 = 0} .
1

0
Damit folgt unmittelbar EN g = {(0) } Bestimme nun noch f N E durch Einsetzen von p, aus

0
Teilaufgabe a) in die Gleichung von E. Damit ergibt sich

1+A)+2- Q)+ (-1+A)=0 o A=0

1-0
-1-0

Somit folgt:

o4 e s

=V2.
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¢) Uberfiihre zunichst & in Parameterform:

1+ 1y 1 1
h = y |+ yeRp=10]+R|2].
-1+y -1 2

Suche nun ein gemeinsames Lot von ¢ und /. Bestimme hierfiir zunéchst einen Vektor n, der
senkrecht auf die Richtungen von ¢ und # steht:

B

Seinun g, = A (—4) € ¢ mit A € R ein Punkt auf g. Wir definieren die Hilfsgerade

-2
-2 —4
l/\/y 5=A(—4)+[J(2)-
-2 0

1 1

Weiter sei r, := ( 0 ) +¢ (2) € h, ¢€R WirsuchennunA,y, ¢ € R fiir die [, , = 7. gilt.
-1 2

— Hierbei handelt es sich dann um einen Schnittpunkt von I, und /, weshalb [, fiir das gefundene

A dann das gesuchte gemeinsame Lot ist.

20 -4u= l+e¢ A= -4 A= -Z
Dhu=re © {-4Al+2u= 20 © Ju=i+1} o o= -%
20 = -1+2¢ e=21-2 £ = 1

Der Abstand zwischen den windschiefen Geraden g und h entspricht dann gerade der Linge
von u - n, da es sich hierbei um den Vektor handelt, der die Schnittpunkte von ¢ und & mit dem
gemeinsamen Lot /) verbindet. Somit folgt

VD
5

1
d(g, 1) = [lu-n]| = 5 linll =

Sl
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H22-T1-A2
Sei
1 s 52 2s
A;=[s 1 s |eR¥S, bS:(s2+1 e R?,
0 —-s -—s2 —s

wobei s € R ein Parameter ist. Sei
fs: R® 5 R3,x > Asx

die von A; definierte lineare Abbildung.
a) Bestimmen Sie in Abhangigkeit von s die Losungsmenge L der Gleichung f;(x) = bs.
b) Betrachten Sie die Gerade

-2 0
g=(1[|+R|1].
0 1

Bestimmen Sie alle s € R, fiir die g und L
i) sich schneiden, bzw. ii) windschief oder iii) parallel sind.

Losungsvorschlag

a) Bestimme L mithilfe von Gauf$-Elimination:

1 s s2 2s g1 0 0 s Sy (10 s

s 1 s |s241 |7 s 1 0s [s241 | o 01 s |1

0 —s -—s2 —s 0 —-s -—s2 —-s 0 —-s —s2|-s
Z3+5-Zy 1 0 0]s {( S ) } S 0
> 01 s|1 & Li={|1-s-x3]: x3eRp=|1|+R]|-s
0 0 0]0 X3 0 1

0 0
b) Esgilt:L; || g & 3JIAeR: /\(—s) = (1) e s=-1
1 1
iii) Da (-1,1,0)" € L_4, aber offensichtlich (-1,1,0)" ¢ g (vgl. erste Komponente) gilt:

L_1 # g, alsoL_; und g echt parallel.
Suche nun s € RmitLs; N g # 0. Seien dafiir A, y € R mit

s
(1
0

Die Geraden Ls und g besitzen also nur fiir s = -2 einen Schnittpunkt. Damit kénnen wir die
noch verbleibenden Lagebeziehungen spezifizieren.

0 -2 0 s=-2 s =-2 s =-2
+/\(—s)=(1)+y(1)=} —sA+1=1+pp & {1+2u=1+pup & Ju=0
1 0 1 A=wu A=u A=0

-2
i) EsgiltLs N ¢ # 0 genau dann, wenns =-2 und L,oNg = {( 1 )}
0

ii) Firs € R\ {-2, -1} gilt nach obigen AusfiihrungenL; N ¢ = 0 und L; } g, das heifit, L, und
¢ sind in diesen Féllen windschief.
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F22-T2-A3

Seien A, B und C drei Punkte im R2, welche nicht auf einer Geraden liegen. Sei A das Dreieck im
R? mit den Eckpunkten A, B und C. Beweisen Sie mit Mitteln der analytischen Geometrie folgenden
bekannten Satz:

Die drei Seitenhalbierenden von A schneiden sich in genau einem Punkt, ndmlich im Schwerpunkt
S = %(A+B+C)VOI’1A.

Losungsvorschlag

Es bezeichnen , . ,
My = §(B+C), Mg = E(A+C) und MC = E(A‘f‘B)

die Mittelpunkte der Seiten, die dem jeweils im Index genannten Punkt des Dreiecks A gegentiberlie-
gen. Die Seitenhalbierenden sind dann gegeben durch

SatA+(Ma—A), Sp:B+(Mg—-B) und Sc:C+(Mc-C).

Zeige: Sy N Sp = {S}

Seien A, € R mit
A+ A(My - A) = B+ u(Mg — B)
\ AB—m+tic-a=B+Pa-p+Pc-
= A+2(B A)+2(C A)_B+2(A B)+2(C B)
o (A—B)+%(B—A)+g(B—A)+%(C—A)+g(B—C):O

o —(B—A)+(%+%)(B—A)+%(C—A)+%(B—A+A—C)=0

At A u H _
& (T—1)(B—A)+E(C—A)+§(B—A)—§(C—A)—O

A+2u A—=pu 3

( > —1)(B—A)+( > )(C—A)—O

Da die drei Punkte A, B und C nicht auf einer Geraden liegen, sind die Verbindungsvektoren B — A
und C — A linear unabhéngig. Daher folgt aus der obigen Gleichung:
A-p

A+2
2”—1:0 und T:O & /\:‘uzg

Somit ist A + %(M A—A)= %(A + B + C) = S der einzige Schnittpunkt von S4 und Sp.

Zeige noch: S € Sc, denn dann folgt direkt Sy N Sp N Sc = {S}
Es gilt C + %(Mc -0) = %(A + B+ C) = S und daher gilt S € Sc.
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F22-T3-A3

Gegeben seien die beiden affinen Teilrdume

0 1
A=|-11+R-|2
-2 3

und

X1
B = {(xz
X3

des R? versehen mit dem Standardskalarprodukt.

€R3:X1 +2x2+x3=0und2x1+3x2+x3=O}

a) Zeigen Sie, dass es sich bei A und B um windschiefe Geraden handelt.
b) Berechnen Sie den Abstand zwischen A und B.

c) Esbezeichne U die (eindeutige) Gerade durch den Ursprung, die zu A parallel ist. Berechnen Sie
den Kosinus des Winkels zwischen U und B.

Losungsvorschlag
a) Uberfiihre zundchst B in Parameterform, indem das zugehoérige lineare Gleichungssystem geldst
wird:
—X2 1
1 2 1\ 22z (1 2 1) 2zi+2, (1 1 0
(2 3 1) ™ (0 -1 —1) ” (0 -1 —1) = B_{(xz)' XZER}_R 1
—X2 1
1 1
Offensichtlich besitzen A und B unterschiedliche Richtung, da [-1| und |2 ] linear unabhéngig
1 3

sind. Zeige nun, dass A N B = . Seien dafiir A, u € R mit

0 1 1 A= A=
(—1)+/\(2)=y(—1) S -1+2A =—u = /\:%
—2 3 1 —2+31= pu A=1

Das lineare Gleichungssystem besitzt keine Losung. Es gilt daher A N B = 0 und somit folgt, dass
A und B windschief sind.

0
(*) Der Aufpunkt (0) wurde hier nicht extra notiert.
0

b) Bestimme mithilfe des Kreuzprodukts einen Normalenvektor 7, der senkrecht auf A und B steht .

B

Definiere nun in Abhédngigkeit von Parameter A € R das Lot I auf B:

1
Iy: /\(—1

1

+R-n.
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Suche nun A € Rmit [y N A # 0. Seien dafiir p, ¢ € R mit

1 5 0 1 1 5 -1 0
/\—1)+y 2 —1)+52 S Al-1|+pul 2 |+e|-2]=]-1
1 -3 -2 3 1 -3 -3 -2
Lose das inhomogene lineare Gleichungssystem mit Gauf3-Elimination:

15 - 0)zz+zl(1 5 -1 0)z3+zz((1) ; :; _01 224775

-1 2 -2]-1 ~
1 -3 -3|-2 0 -1 -5|-3

1 5 -1 0 € =1
0 0 -38|-22 1= H:3—5€=%
A=c¢€ %

0 -1 -5 | -3 = e-5u=
Nun gilt:
2 2 2
d(A, B) = llu-nll = |l - ]l = =g - V& + 22+ (3 = 5 VBB =2+ y| .
1
c) EsistU =R |2].
3

Fiir den in der Teilaufgabe beschriebenen Winkel « gilt dann:

B .

cosa = +3_ 2
AR

2 -1
3 1
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H21-T2-A5

Gegeben seien die Geraden

1 1
f=(0]+R|1
1 0

und

N osx - y =0
gs={(]/)| x — Yy + sz =1 }’
z
wobei s € R ein Parameter ist. Bestimmen Sie, fiir welche s € R es eine Ebene E; ¢ R3 gibt, die f und

gs enthélt. Geben Sie in diesem Fillen jeweils eine Gleichung der Ebene E; an.

Losungsvorschlag

Es gibt solche Ebene genau dann, wenn f und gs nicht windschief sind. Suche also s € Rmit fNgs # 0
oder f || gs.

Uberfiihre zundchst g; in Parameterform und 16se dafiir das zugehorige lineare Gleichungssystem:

s -1 ooz s —tojo) _ (N o2
1 -1 s|1 1-s 0 s|1 8s = |5
1 s—1
1 S
Dabei ist (s) die spezielle Losung und ( 52 ) Losung des homogenen Anteils.
1 s—1

Wir untersuchen zunéchst, fiir welche s € R die beiden Geraden f und g parallel sind.

1 S
fllgs © FAeR: A-|1 :(52)
0 s—1

S s=A=1

Insbesondere sehen wir, dass f = g1 gilt. Somit gibt es eine Ebene E;, die f und g; enthilt (es gibt
sogar unendlich viele solcher Ebenen). Wir konnen E; etwa wie folgt wéhlen:

1 1 1
Ei: O]+R[1]+R|0].
1 0 0

Wir untersuchen nun noch, fiir welche s € R die beiden Geraden f und g sich schneiden.
Seien also A und u reelle Zahlen mit
1 1 1 5 1+A=1+upu-s
o|+A[1]=|s|+u| s & A=s+p-s?
1 o/ \1 s—1 1=1+up(s-1)

Aus der dritten Gleichung lesen wir unmittelbar ab, dass f N gs # 0 genau dann, wenn p = 0 oder
s = 1 gilt. Den Fall s = 1 haben wir oben bereits behandelt, wir miissen im Folgenden also lediglich
u = 0 genauer untersuchen.
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Fiir u = 0 vereinfacht sich das obige Gleichungssystem wie folgt:

1+A =1 A=0 1=0
A=s S A=s & s=0("
1=1 1=1 B

Wir sehen also, dass neben s = 1 nur fiir s = 0 die beiden Geraden einen nicht-leeren Schnitt besitzen.

Wir bestimmen nun noch den Schnitt von f und go. Fiir diesen gilt offensichtlich

e ff)

Wir nutzen diesen gemeinsamen Schnittpunkt sowie die beiden Richtungsvektoren von f bzw. gp um
die gesuchte Ebene Ej zu definieren. Es gilt dann:

1 1 0
Ep: O|]+R[1]+R|0].
1 0 1

Die beiden Geraden f und g sind fiir alle weiteren Werte von s, das heifst fiir alle s € R\ {0, 1}
windschief. Foglich existiert in all diesen Féllen keine Ebene E;, die f und gs; beinhaltet. Denn sonst
miisste f V g5 C E; gelten, also insbesondere

3 =dim(f Vv g) < dim(E;) = 2.

Dies ist jedoch offensichtlich ein Widerspruch.
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H21-T3-A3
Es sei
0 2 0
E=|-5|+R[-1]+R|1]| c R¥S.
0 0 1

a) Bestimmen Sie ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit einer Matrix A € R¥?, b € R3, welches
E als Losung hat.

b) Bestimmen Sie ein windschiefes Geradenpaar (G1, G2) mit G; € E und G, C R3 \ E, welches den
Abstand 1 zueinander hat.

Losungsvorschlag

a) Fiir A € R¥2 und b € R3 muss gelten:

2
L(A,0) = <(—1
0

0
, (1)> und insbesondere rang(A)=1=dim R3 — dimL(A4, 0).

1
0
-5
0

Definiere mit diesen Uberlegungen

Weiterhin muss gelten:

€ L(A,b) dasheifst A-

0
_5 :b'

0

1 2 =2 0 -10
A=|0 0 O und b=A- —5):(0).
0 0 O 0 0
Dann folgt direkt wie gewiinscht:
0
L(A,b)=1-5]+L(A,0) = E.
0
0 2
b) Es sei Gi: (—5 + R|-1]. Un nun G, mit Abstand 1 zu G; festzulegen, verschieben wir den
0 0

Aufpunkt von G senkrecht zu E um einen Vektor 1, wobei |[n|| = 1. Um G, festzulegen nutzen
wir den so erhaltenen Punkt als Aufpunkt und wéahlen eine beliebige Richtung, die parallel zu E

verlduft.
2 0 -1 -1
Konstruktion von n: 7 = (—1 X|1|= (—2) , ni= m 7= % (—2)
0 1 2 2
0 -1 0 -1 0
Damit folgt:  Go: —5) + % (—2 +R|1]| = % -171+R|1].
0 2 1 2 1

Da nach unserer Konstruktion G, || E und GoNE = 0 und G; }f G, und G; C E gilt, folgt
insbesondere G1 N G2 = (. Damit erfiillen G; und G alle gewiinschten Eigenschaften.
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F21-T2-A4

Gegeben sei die Ebene E = {(x,y,z)" € R®| x + 2y — z = 3} und die Gerade
_ T 33X +y + z = 2
g—{(x,y,z) €R| y o+ 2z = 1}.
a) Bestimmen Sie v, w € R® mit ¢ = v + Rw.

b) Bestimmen Sie den Punkt a € g, der von E den Abstand V6 hat und der am nichsten zum
Ursprung 0 € R? liegt.

c) Sei a wie in Teilaufgabe 4b. Bestimmen Sie eine Gerade h ¢ R3, fiir die gilt:
® ach,
* i 1 gund
* hNE=0.

Losungsvorschlag

a) Lose das inhomogene lineare Gleichungssystem mit Gauf3-Elimination:

1+z 1 1
11 1]2\z-2({10 -1]1

(0 1 21) 1”“’2(0 1 21) g g={(1—22)2 ZGR}= 1] +R -2

z 0 1

=0 =w

b) Uberfiihre E durch Normierung mit dem Inversen der Lénge des Normalenvektors in Hessesche

Normalform:

L™ 1

2 =— also E: —(x+2y-2z-3)=0.

(—1) g Ve
Seinunp € g,dann gibtes A € R mit p = v+ Aw. Mithilfe der Hesseschen Normalform berechnen
wir dann:
1+A 1 1
p=|1-2A] also d(p,E):‘—((1+/\)+2(1—2A)—/\—3)‘:—-|—4)\|
B V6 V6

Somit folgt:

Ve=d(p,E) & |-4A\=6 o A==

N

2,5\ (-0,5
1,5/ \-1,5

-0,5
<V324+22422=417 und H( 4 )
-1,5

Da d(p,0) = ||p|| folgt wegen
2,5
1,5
2,5

dassa = (—2) der gesuchte Punkt ist.
1,5

> V42 +12 = V17,
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c) DahNE =0 muss & || E gelten. Das heifit, jeder Richtungsvektor r € R3 von & steht senkrecht auf
1

den Normalenvektor n := | 2 | von E, also (r,n) = 0. Weiter gilt wegen i L g auch (r,w) = 0.
r -1
Damit ist r = (1’ 2) eine Losung des homogenen linearen Gleichungssystems:
3
r+2r—r3= 0} {21’1 = 0} 71 = 0
=3 e
r1—2rp+1r3=0 r1—2rp+r3=0 r3 = 217
0
Somit folgt, dass fiir Richtungsvektoren von h gilt: r € { [ 1] ). Wir erhalten also:
2
0
h: a+R|1].
-2
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F20-T1-A2

Im R? seien die folgenden Geraden gegeben:

x
g:{(y):x+y+z=1undx+y—z:l} und

Z
1 1
h=111+R|0|.
1 -1

a) Entscheiden Sie, ob ¢ und h parallel sind, sich schneiden oder windschief sind.

b) Bestimmen Sie die gemeinsame Lotgerade / von g und #, und berechnen Sie den Abstand d(g, &)
von g und h.

Losungsvorschlag

a) Uberfiihre g in Parameterform durch Losen des inhomogenen linearen Gleichungssystems mit-
hilfe von Gauf3-Elimination:

111122N—V)Z11111
11 -1|1 0 0 =210

Damit folgt:
1-y 1 -1
g:{(y ): yeR}:O+R .
0 0 0

-1 1
Offensichtlich sind ( 1 ) und ( 0 | linear unabhéngig (siehe etwa dritte Komponente), das heifst

0 -1
g h.
Seien A, u € R mit

1 -1y 11 1 1-A=1+yp p=-A p=-1
(0)+/\ 1)=(1)+y(0) = A=1 S A= 1 & A= 1
0

0 1 -1
Offensichtlich ist das lineare Gleichungssystem nicht 16sbar, das heif$t, es gilt gNh =0.Da g it h
und g Nk =0 sind g und h windschief.

0:1_u u= 1 U= 1

b) Esgilt | L g und [ L h. Damit ist das Kreuzprodukt von Richtungsvektoren von g und / ein

Richtungsvektor von I:
-1 1 -1
JREIRE
0 -1 -1

1 -1
Sei A € R, dann gilt (0) +A ( 1 ) € g und somit ist

n =

0 0
1 -1 -1

In: (0)+/\(1 +R{-1

0 0 -1
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ein Lot von g. Suche nun A € R fiir das [} N h # 0, dann ist [} gemeinsames Lot von g und h.

sl

Bestimme A, u, € durch das Losen des linearen Gleichungssystems mithilfe von Gaufs-Elimination:

Seien i, ¢ € R mit

-1 -1 -1]0 -1 -1 =110 -1 -1 -1 0
Zr+71 Zr—273

1 -1 0|1 o 0 -2 -1]1 ~ 0 0 -3|-1

0 -1 1|1 0 -1 1|1 0 -1 1|1

Die erste Spalte reprasentiert dabei A, die zweite Spalte ¢ und die dritte Spalte ¢.

Damit folgt
SZ%, pze—lz—% und )\:—‘u—ezé.
Also ist
z -1
! HI+R[-1
0 -1

gemeinsames Lot von ¢ und h. Weiter folgt fiir den Abstand der beiden Geraden:

2

d(g, h) = - nll =H—~n

2 2
37=5V3=5
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H18 -T2 - A5

Gegeben seien die von den Parametern s, t € R abhéngigen geraden g, h; € R:

1 1 X
_ _ x + ty — z =0
2 =10 +R[1 und ht—{(y)|_x oty -z = 0}.
s 0 z

a) Bestimmen Sie alle Werte von s, t € R, fiir die g; und h; windschief sind.

b) Bestimmen Sie alle Werte von s, t € R, fiir die g; und h; den Abstand % haben.

Losungsvorschlag

a) Uberfiihre /; in Parameterform. Lose dazu das zugehérige lineare Gleichungssystem mithilfe von

Gauf3-Elimination:
1t -7z (1t -1 Zl;éZz 10 0
-1 t+ -1 0 2t -2 17, 0+ -1

0
htl R|1
t
Ein Vergleich der Richtungen (etwa erste Komponente) zeigt, dass gs ff I fiir alle s, t € R.

Damit folgt:

Bestimme nun gs N h; in Abhédngigkeit von s und ¢t. Seien dafiir A, u € R:
1 1 0 1+A= 0 A=-1
(0)+A 1):y(1) S A= u S u=-1
5

0 t
Somit folgt gs N hy = 0 fiir s # —t und gs N hy # O fiir s = —t. Insbesondere gilt g; und h; sind
windschief fiir s,t € R mits # —t.

s=t-u s=-—t

b) Bestimme eine Ebene E mit ¢; € E und h; || E. Dann gilt d (g5, h:) = d (E, hy) = d(E, p) fiir p € hy.

E besitzt aufgrund der Voraussetzungen den Normalenvektor

)

Da gs C E ist insbesondere (1,0,s)" € E. Somit ist E gegeben durch
E: —tx+ty—z=b mit b:i=~t-s.
Die Hessesche Normalform von E ist gegeben durch
Lt (-tx+ty—z+t+s)=0
V212 +1
Mit den obigen Ausfiihrungen folgt dann fiir den Abstand von gs und h;:
0

d(gs, hy) = d(E, (o

0

_’ t+s

V212 + 1
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Wir bestimmen nun noch die Werte von s und ¢, fiir die d(gs, ;) = =

@.
t+s 1 1 1 1 1
———|=— & (t+sP=t*+- & 2wt+s’== & st=--=5
’\/2t2+1 V2 2 2 4 2
1-2s?

= 0 A t=
s # s
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F18-T2-Al

Sei L ; der Losungsraum des von den Parametern s, t € R abhédngigen linearen Gleichungssystems
As X = b mit

0 S s+t 1
Aspi=| t 0 t und b:(o).
s+t s 0 -1

a) Bestimmen Sie det(A; ;) und den Rang von A, ; in Abhéngigkeit von s und ¢.

b) Bestimmen Sie die Dimension von Ls ; in Abhédngigkeit von s und t. Dabei sie die Dimension der
leeren Menge gleich —1.

c) Bestimmen Sie, fiir welche s,t € R der Raum L; ; eine zu

1
2
-1

g§=R

windschiefe Gerade ist.

Losungsvorschlag

a) Esist
det (As ) = 2st(s + ).

Um den Rang von A;; in Abhédngigkeit von s und t zu bestimmen, nutzen wir den folgenden
Zusammenhang;:

rang(As¢) =3 & det(As) #0 & (s#0) A (t#0) A (s #—t)

Wir miissen also nun noch den Rang von A ; bestimmen, falls s = 0 oder t = 0 oder s = —¢ gilt.

1.Fall: s =0

00
2, t#0
Ao =t 0 ¢t = rang(Ao,f)z{
t 00 0, t=0
2. Fall:t=0
0 s s
2, #0
Aspo=(0 0 O = rang(As,o)z{ °
S S O 0, S:O
3.Fall: s = -t
0 -t 0
2, t#0
A=t 0 t = rang(A_t,t):{ *
0 —t 0 0, £=0

b) Das lineare Gleichungssystem ist genau dann eindeutig l6sbar, das heifst dim(Ls;) = 0, falls
det As ; # 0. Denn dann ist A; ; invertierbar und damit ist x = (As,t)_1 b die eindeutig bestimmte
Losung des Gleichungssystems. Somit folgt:

(s#0) A (t#0) A (s#—-t) = dimLs; =0
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Der Rang von A ; ist genau dann Null, wenn s = 0 = ¢ gilt. In diesem Fall besitzt das lineare

Gleichungssystem wegen b # 0 keine Losung, also:

s=t=0 = AO,U =0 = L0,0 =0 = dim L(),() =-1

Fiir die weiteren Félle fithren wir eine Fallunterscheidung durch und nutzen unsere Erkenntnisse

aus Teilaufgabe a):

0 0 t]1
s=0,t #0: rang(Aos, b)=rang| t 0 t| O |=2=rang(Aoy)
t 0 0]-1

= Los #0und dimLo; = dimR® —rang (Ag;) =3-2=1

1
0 |=2=rang(As,)
-1

= Lso#0und dimL;9 =3 —rang(Asp) =1

0 s
t=0,5s#0: rang(Aso,b)=rang| 0 O
s s

S O W

0 -t 0] 1
s=—tundt#0: rang(A_;; b)=rang| t 0 t| 0 |=3>rang(A_ss)
0 -t 0]-1

= L—t,t =@ und dim L—t,t =-1

Ls + Dimension 1 besitzt und damit eine Gerade ist. In diesen Féllen gilt fiir x € L ;
Ls,t =x+ L(As,t, 0)
Wenn ¢ und L, ; windschief sind, muss weiterhin gelten:

1

g§NLsy=0 und <( 2 )> # L(Ast,0).
-1

1.Fall: s =0und t #0

Aus dem bisher Erarbeiteten lesen wir unmittelbar ab:

_% 0
L(),t =0 |+([1]).
1 0

Offensichtlich sind g und Lo nicht parallel zueinander, das heifst, es muss lediglich

gﬂLo,t:@

sichergestellt werden. Wir sehen jedoch relativ leicht, dass fiir jede Wahl von t # 0 gilt:

das heifst insbesondere, dass g und L fiir kein t # 0 windschief sind.

c) Wir miissen lediglich die beiden Fille s = 0 A t # 0 sowie t = 0 A s # 0 untersuchen, da nur hier
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2. Fall: t =0unds #0

Aus dem bisher Erarbeiteten lesen wir unmittelbar ab:

=)

Offensichtlich sind g und L; g nicht parallel zueinander, das heifit, es muss lediglich

1
-1
1

1

s
leo =10 |+
1
s

gn Ls,o =0
sichergestellt werden.

Seialso s # 0 mit g N Ls o # 0. Dann existieren A, 4 € R mit

1
1 = _=
1 1 1 Ame=g M
S 2
A(z): 0 +y(—1) & 2A+u=0 & p=-=r.
-\ 1 501
—A—p=- S_o_1
S S

Die letzte Zeile zeigt, dass fiir kein s # 0 Losungen fiir A und p existieren, somit folgt
gNLsp=0 fluralle s#0.

Damit sind g und L, o windschief fiir alle s # 0.
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F18-T3-A4

Gegeben seien die Geraden

2 1
-5 2
= +R
8713 3
-3 4
und
1 2
-3 3
h = R
0]" ™4
-1 5
in R4,

a) Berechnen Sie alle gemeinsamen Lote von g und h.
b) Berechnen Sie den Abstand zwischen g und h.

c) Berechnen Sie den kleinsten affinen Unterraum von R*, welcher ¢ und h enthilt.

Losungsvorschlag

a) Jeder Richtungsvektor n des gemeinsamen Lots steht senkrecht auf die Richtungen von g und h.
Fiir das Standardskalarprodukt { , ) auf R* folgt somit:

1 2

-

4 5

. T .. . .
Bestimme also n = (11, np,n3,n4)" als Losungen des homogenen linearen Gleichungssystems.

(1 2 3 4) 72273 (1 2 3 4)Zl+222 (1 0 -1 —2)
AN

2345 ™ lo -1 -2 -3 0 -1 -2 -3
n3 + 21y 1 2
—2ns — 3n -2 -3
o ne 3T s eRV =R 4R
ns 1 0
N4 0 1
Sei nun o € R mit
2 1
:g +a g €g
-3 4
Punkt auf ¢ und
2 1 1 2
-5 2 21 1-3
Iy 3 +a 3 +< 11l o > (%)
-3 4 0 1

(+) Hilfs-, Lotebene” anstelle von Hilfs-, Lotgerade” im dreidimensionalen Fall.
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die Menge aller Lote von g durch den von & abhidngigen Punkt. Suche nun die Werte von a mit
lo Nk # 0. Fiir diese « lassen sich dann Vektoren v und zugehorige Skalare €, € R finden, mit

1 2 1 2
|2 -3 =21 (-3
v=¢€ 1 +17 0 €< 11l o >,
0 1 0 1
fir die dann
2 1 1 2
) -5 2 -2 -3
loo: 3 +a 3 +<€ 1 +1 0 >
-3 4 0 1
ein gemeinsames Lot von ¢ und # ist.
Seien also a, 8, v, 6 € R mit
2 1 1 2 1 2
-5 2 -2 -3 _[-3 3
3 +a 3 + B N +y o 1= o + 0 al
-3 4 0 1 -1 5
Lose das entsprechende lineare Gleichungssystem:
1 1 2 -2]-1 1 1 2 -2]-1 1 1 2 =-2]-1
2 -2 -3 3| 2 Z-22:1 0 -4 -7 1 4 Zs—Z | 0 -4 -7 1 4
la% % la% %
3 1 0 -4|3 |z3z4]0 -2 -6 2|6 17, 0 -1 -3 1|3
4 0 1 5|2 |%#*\0 -4 -7 3|6 0 0 0 2|2
1 1 2 =2|-1
Zz:/izs 0O O 5 -3|-8
0 -1 -3 1| 3

0 0 0 2|2

Damit folgt:
0=1, y=-1, p=1 und a=1

Somit ist das einzige gemeinsame Lot von ¢ und / gegeben durch

2 1 1 2 3 -1
) -5 12 -2 =3I -3 1
l: 3 +1 3 +<1 1 +(-1) 0 >_ 0 +R 1
-3 4 0 1 1 -1

b) Da die Lange des in der ersten Teilaufgabe durch  und y bestimmten Normalenvektors von [
den kiirzesten Abstand zwischen g und / liefert, erhalten wir

1 2 -1
N P 2 I 1 || | N (|
d(g,m) =1 [ 7|+ D= =Vi=2.
0 1 -1

¢) Offensichtlich sind g und & nicht parallel und g Nk = 0, denn sonst d(g, 1) = 0. Damit ist
1 1\ 2\ /-1
-3 21 (3] ]2
0" < 3)'(4]'| 3 >
-1 4/ \5 2

der gesuchte kleinste affine Unterraum von R*, wobei
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1
e der Punkt _03 der Aufpunkt von £ ist,
-1
1
¢ der Vektor g Richtungsvektor von g ist,
4
2
e der Vektor i Richtungsvektor von h ist und
5
-1
¢ der Vektor g Verbindungsvektor zwischen den Aufpunkten von g und # ist.

N
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9 Affine Normalform von Quadriken

Am Ende dieses Buches beschéftigen wir uns mit Quadriken und deren Normalformen. Bei Quadri-
ken handelt es sich, vereinfacht gesagt, um Nullstellenmengen quadratischer Gleichungen. Aus der
Schule wissen wir bereits, dass quadratische Gleichungen in einer Variablen eine unterschiedliche
Anzahl von Losungen besitzen konnen. Im Examen sind meist quadratische Gleichungen in zwei Va-
riablen zu untersuchen, fiir die die Losungsmenge ebenfalls verschiedene Formen annehmen kann.
Im Folgenden betrachten wir also zunéchst eine formale Definition von Quadriken, bevor wir eine
Technik kennenlernen, mit deren Hilfe wir den Typ einer Quadrik, also die Gestalt der zugehorigen
Nullstellenmenge identifizieren konnen.

Die folgenden Ausfiihrungen beschranken sich auf Quadriken im zweidimensionalen affinen Raum
R2. Fiir die Bearbeitung der Examenspriifungen der vergangenen Jahre ist dieses Wissen ausreichend.

Definition 9.1 (Quadrik)

Wir nennen P(x1, xp) = allx% + azzxg +a1px1x2 +b1x1 +baxp + ¢ mit a;j, b, ¢ € Rund nichtalle a;; =0
ein quadratisches Polynom.

Die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms
Q = {(xll xZ) E RZ 3 P(X],X2) = 0}

heiflt Quadrik oder Kegelschnitt in R?.

Ein Ziel in der Mathematik ist es, eine moglichst einfache Klassifikation aller Quadriken anzugeben,
aus der gewisse Eigenschaften bzw. die Art der Quadrik ableitbar sind. Hierfiir nutzen wir die
sogenannte affine Normalform einer Quadrik. Fiir diese unterscheiden wir die folgenden:

Normalform | Bezeichnung

x?+y*=1 | Ellipse

x2—y?= Hyperbel

x2-y=0 Parabel

x?+y?>=0 | Punkt

x?—y?>=0 | Zwei sich schneidende Geraden
x2=1 Zwei parallele Geraden

x2=0 Eine Gerade

x?+y? = -1 | Leere Menge

x2=-1 Leere Menge
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Wie finden wir aber heraus, welcher Normalform wir eine beliebige Quadrik zuordnen kénnen?
Dafiir nutzen wir das Konzept der affinen Aquivalenz, das wir im Folgenden definieren.

Definition 9.2 (Affine Aquivalenz)
Zwei Quadriken Q und Q’ in R? heiflen genau dann affin dquivalent, wenn es eine bijektive affine
Abbildung f: R? — R? gibt mit Q” = f(Q).

Anmerkung: Die bijektive affine Abbildung f besitzt die Form f(x) = Ax + b mit A € Mat(2 X 2;R)
invertierbar (denn f bijektiv) und b € R?.

Basierend auf dieser Definition sagen wir nun, dass eine Quadrik Q eine bestimmte Normalform
besitzt, wenn Sie zu der entsprechenden Normalform affin dquivalent ist.

Der folgende Satz besitzt eher theoretische Bedeutung und garantiert uns, dass wir durch das Abbil-
den einer Quadrik mittels einer bijektiven affinen Abbildung wieder eine Quadrik erhalten.

Satz 9.3

Es sei f: R? — R2 eine bijektive affine Abbildung und Q in R? eine Quadrik. Dann ist auch £(Q)
eine Quadrik in R2.

Nun wissen wir zwar, wie wir theoretisch die affine Normalform und damit den Typ einer Quadrik
bestimmen konnen, es stellt sich aber noch die Frage, wie wir die Abbildung f ermitteln kénnen, die
gemdfd Definition 9.2 notwendig ist. Dabei greifen wir auf eine Technik zuriick, die wir bereits aus
der Schule kennen — quadratische Erganzung. Hierzu folgt kein Satz, das Vorgehen wird stattdessen
an einem Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 9.4 (Affine Normalform bestimmen)

Wir suchen die Normalform der Quadrik Q = {(x, y) € R? | 2x? + xy — 6y> + 4x + y +2 = 0} C R2.

0=2x%+4xy - 2y* +4x —4y -3
=2(x* +2xy +2x) - 2y* —4y - 3
=2(x* +2x(y + 1)) —2y> —4y -3
=2(x*+2x(y+ 1)+ (y +1)2 - (y +1%3)) - 2y> -4y - 3
:2(x2+2x(y+1)+(y+1)2)—2(y+1)2—2y2—4y—3
=2(x+(y+1)*—2*+2y +1) - 2y* -4y -3
=2x+(y+1)>-4y>-8y -5
=2x+y+1—4(y*+2y) -5
=2(x+y+12 —4(y*+2y-1+1-1)-5
=2(x+y+172 -4y +1* -1

e 1=2x+y+1)>—-4(y+1)7
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Wir sind nun fast am Ziel. Um die affine Normalform zu erhalten, miissen wir neue Koordinaten
definieren. Uber diese Koordinatentransformation erhalten wir gleichzeitig die bijektive affine Ab-
bildung, die die Quadrik in Normalform {iberfiihrt. Wir benétigen lediglich noch einen weiteren
Umformungsschritt:

1=2(x+y+1)>—4(y + 1)
= (V2(x +y +1)* - 2y + 1))
= (V2(x +y +1)* - 2y + 1))

—
=0 =w

=v—w

Wir kénnen nun mithilfe der Tabelle die affine Normalform N von Q bestimmen. Es gilt
N:v?>-w?=1,

damit handelt es sich um eine Hyperbel.

Die zugehorige Koordinatentransformation, das heifit die gesuchte bijektive affine Abbildung ist
gegeben durch

f:RzaRz,(x)n—)

: (o)_(\/i(x+y+1)):(\/§ \/E)(X)Jr(\/i)

w) 2y +1) 0 2\ 2

Insbesondere gilt: f(Q) = N. Dass diese Gleichheit — und nicht etwa f(N) = Q — gilt, konnen wir
anhand der Abbildungsvorschrift ablesen. Diese gibt an, dass

X v
(y ) - (w)
und somit werden die Koordinaten von Q auf die Koordinaten von N abgebildet. Damit ergibt sich
dann f(Q) = N.

Mithilfe dieser Technik konnen wir auch fiir zwei beliebige, affin dquivalente Quadriken Q1 und Q>
eine bijektive affine Abbildung f: R> — R? angeben, fiir die f(Q1) = Q» gilt. Grundlegend dafiir ist
der folgende Satz.

Satz 9.5

Es seien Q1 und Q> zwei affin dquivalente Quadriken in R2. Dann besitzen Q; und Q» dieselbe
Normalform.

Wie wir nun die Abbildung f von oben finden, wird durch das folgende Diagramm visualisiert:

fzﬁl of1

/‘\

Ql\}/NI’\f/QZ
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Das nédchste Beispiel geht noch einmal genauer darauf ein.

Beispiel 9.6

Es seien Q; und Q; affin dquivalente Normalformen in R2. Weiter bezeichne N die zugehorige
Normalform. Dann gibt es

fi: R? > R* bijektive affine Abbildung mit f;(Q1) = N

und
fa: R?> — R? bijektive affine Abbildung mit f,(Q2) = N.

Dann ist aber f := f; ! o fi: R? — R? ebenfalls eine bijektive affine Abbildung fiir die gilt:

(7 o f)Q1) = £ (AQ) = f7M(N) = Qo

Das obige Vorgehen mit quadratischer Erganzung schldgt fehl, wenn wir keinen rein-quadratischen
Term x2 oder y? vorliegen haben. In diesem Fall benstigen wir einen Trick, den wir wieder exempla-
risch anhand eines Beispiels kennenlernen.

Beispiel 9.7 (Vorgehen ohne rein-quadratischen Term)

Gegeben sei die Quadrik Q = {(x,y) € R? | xy = 1} C R2.

Der Trick besteht nun darin, die neuen Koordinaten (v, w) wie folgt zu definieren:

x=v+4+w und y=v-w.

Damit folgt dann
1=xy
=@ +w)(v-w)
— 02 _ 2

Wir sehen also, dass es sich bei Q um eine Hyperbel handelt. Die zugehorige bijektive affine
Abbildung kénnen wir nicht unmittelbar ablesen, hierfiir braucht es einen Zwischenschritt. Aus
der Definition der neuen Koordinaten erhalten wir die bijektive affine Abbildung

2 2 (© X\ _ (v+w\ (1 1)\(ov
g'R_)R’(w)H(y)_(U—w)_(l —1)(w)'
Mit den Uberlegungen von oben kénnen wir anhand der Koordinaten ablesen, dass ¢(N) = Q gilt,

wir haben als mit ¢ gerade die zur gesuchten bijektiven affinen Abbildung f inverse Abbildung
bestimmt, das heifit ¢ = ™. Damit folgt f = ¢~! und daher

o (- ()= ()= (0 3)6)-2 (0 30
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In Examensaufgaben geht es hdaufig auch darum, bestimmte charakteristische Punkte oder Mengen
einer Quadrik — konkret Mittelpunkte, Scheitelpunkte oder Asymptoten — zu bestimmen. Bevor wir
uns damit beschiftigen, definieren wir noch den Begriff eines Mittelpunkts.

Satz 9.8 (Mittelpunkt)

x
Es sei Q eine Quadrik in R? mit Normalform N. Weiter sei f: R? — R?, ( y) - (Z)) die bijektive
affine Abbildung mit f(Q) = N.

Dann ist die Menge aller Mittelpunkte von Q die Losungsmenge beziiglich der (x, y)-Koordinaten
des homogenen linearen Gleichungssystems

v=0 oder v=0undw =0,

wobei jeweils diejenigen Variablen gleich Null gesetzt werden, die in der Normalform auftauchen.
Dabei nutzen wir, dass
0 _ X
(o) =£1y)-

wir kénnen also v und w in Abhdngigkeit von x und y ausdriicken und somit die Losungsmenge
des obigen Gleichungssystems beziiglich der (x, y)-Koordinaten ermitteln.

Insbesondere heifit m € R? genau dann Mittelpunkt von Q, wenn Q punktsymmetrisch zu m liegt.

Fiir die Normalformen in der obigen Tabelle konnen wir uns tiberlegen, wann Mittelpunkte existieren
und welche Punkte jeweils Mittelpunkte sind. Damit erhalten wir unmittelbar eine Aussage dariiber,
welche Quadriken im Allgemeinen Mittelpunkte besitzen. Einen Uberblick iiber die Mittelpunkte
gibt die folgende Tabelle, in der nur die affinen Normalformen aufgefiihrt sind, fiir die es mindestens
einen Mittelpunkt gibt:

Normalform | Bezeichnung Mittelpunkt(e)
v +w?=1 | Ellipse (0,0)
v’ —w? =1 | Hyperbel (0,0)
> +w?=0 | Punkt (0,0)
v>—w?=0 | Zwei sich schneidende Geraden (0,0)
vr=1 Zwei parallele Geraden v=0
v? =0 Eine Gerade v=0

Ganz allgemein konnen wir besondere Punkte oder Punktmengen fiir Quadriken ermitteln, indem
wir auf die entsprechenden Punkte oder Mengen fiir die zugehdrige Normalform zuriickgreifen. Wir
betrachten dies am Beispiel der Asymptoten zur Hyperbel aus dem obigen Beispiel. Das Prinzip ldsst
sich fiir andere Punkte und Mengen verallgemeinern.
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Beispiel 9.9 (Asymptoten einer Hyperbel)

Gegeben ist die Quadrik Q = {(x,y) € R? | 2x? + xy — 6y* + 4x + y + 2 = 0} C R? mit Normalform
N : v2 — w? = 1 und der zugehéorigen Koordinatentransformation

(v) _ (\/E(x+y+1)) _ (\/E \/E) (X)+(\/§)'

X
. P2 2
f'R_’R’()'_’w 2(y +1) o 2w\,

y

Gesucht sind die Asymptoten von Q.

Wir kennen die Asymptoten von N, dabei handelt es sich um die Geraden {v — w = 0} und
{v + w = 0}. Wenn wir nun die zu f inverse affine Abbildung f~! betrachten, dann bildet diese N
auf Q und auflerdem die Asymptoten von N auf die Asymptoten von Q ab. Damit folgt also, dass
die beiden Asymptoten A1 und A; von Q gegeben sind durch

A= f{o-w=0}) und A= f'{v+w=0}).

Um das Bild der beiden Mengen unter f~! zu bestimmen, ersetzen wir die Koordinaten v und w
einfach durch ihre Darstellungen beziiglich der Koordinaten x und y, die wir unmittelbar aus der
Abbildungsvorschrift von f ablesen konnen. Damit gilt dann:

Ay = {(\/E(x+y+1)—2(y+1)):0}:{\/§x+(\/§—2)y+(\/§—2):0}

und

Ao = {(Valx +y + 1)+ 20y + 1)) = 0 = {V2x + (V2 +2)y + (V2+2) = 0}

Dieses Vorgehen funktioniert genauso, wenn wir Mittelpunkte oder Scheitelpunkte ermitteln méch-
ten. Wir miissen dann lediglich die Menge anpassen, deren Bild wir unter f~! suchen.
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F24 -T2 - A5

Es sei a ein reeller Parameter. Gegeben seien die Kegelschnitte

()=

und
x 2. 2.2 2
Qu = {(y) eR*:a’x” +4axy+ (4 -a)y —a—2:O}.
a) Bestimmen Sie den affinen Typ von Q, in Abhéngigkeit von a.

b) Geben Sie fiir diejenigen a € R, fiir die H und Q,, affin 4quivalent sind, eine Affinitit (= bijektive
affine Abbildung) f,: R> — R? an, die Q, auf H abbildet.

Losungsvorschlag

a) Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, tiberfithren wir sie in affine Normalform:
0=a’x*>+4axy+@d-a)yy’ -a-2
= [(ozx)2 +2(ax) -2y + (Zy)z] - (Zy)2 +(4- a)y2 —a-2
=(ax +2y)* —ay’ —a -2
& (ax +2y) —ay* =2+a
1.Fall: « =0 (Typ: Zwei parallele Geraden)
42=2 o 22=1 o (V2y)=1 o w?=1

——
=w

2. Fall: « = -2  (Typ: Ein Punkt)
(=2x +2y)* +2y> =0 & (—2x+2y)2+(\/§y Y=0 & 02+w?=0

——— ——
=0 =w

3.Fall: « < =2 (Typ: Leere Menge)

2 _ () 1 2 a5
(ax+2y)—ay“=2+a & 2+a(ax+2y) T 1
—— ——
<0 >0
1 2 o 2
& (\/ 2+a(0¢x+2y)) (1/2+ay) 1
~———
=0 =w

o v+w?=-1
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4. Fall: -2 < a <0 (Typ: Ellipse)

() 1 5

< 2+a(ozx+2y) 2+a
~—— ——

>0 <0
1 2 o 2
& (w[2+a(ax+2y)) +( —2+ay) =1
=0

=w

y'=1

(ax +2y)P? +ay’*=2+a

5.Falla >0 (Typ: Hyperbel)

2 2 _ a2 2 a9
(ax +2y)" —ay*=24+a & o (ax +2y) ral =
—— ——
>0 >0
1 2 a 2
= (w/2+a(ax+2y)) —( 2+ay) =1
~————
=0 =w

& v-w?=1
b) Mitx = v+ w und y = v — w folgt fiir H :
l=xy & 1=@+w)(v-w)=0>-w?

das heifdt, H ist eine Hyperbel.

Somit folgt: H und Q, affin d4quivalent < «a > 0.

w52 () ()= (Ve ) )0

VgV

Definiere

Dann gilt
g()t(QOt) = N/

wobei o
N = {(w) e R?: vz—w2=1}.

Sei weiter h:  R? — R?, (U) — (x) = (
w Yy
Insgesamt gilt also fiir f, :=h o g,:

I e R e H T e MR [

und insbesondere

U+ZU)

0—-w

= (i _11) (Z)) Dann gilt h(N) = H.

fOf (Qa) = (h ° goc) (Qa)=h (ga (Qa)) =h(N)=H.
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H23-T1-A5
Sei N = {(;) eER?:y= xz} die Normalparabel.

a) Geben Sie alle bijektiven affinen Abbildungen f: R? — R? an, die f(N) € N erfiillen.

b) Bestimmen Sie, welche von den in Teil a) bestimmten Abbildungen euklidische Bewegungen sind.

Losungsvorschlag

a) Eine bijektive affine Abbildung f: R? — R? besitzt die Form

f (;) =A- (;) +t mit A= (Z Z) € R¥? invertierbar und t = (E) € R?,
Sei also (;) € N, das heif3t (;) = (;Cz) Dann gilt:

) en

ax +bx%+H

X
A( )+beN S
< x? (cx+dx2+t2

(*)
)GN s cx+dx2+t2:(ax+bx2+t1)2

S cx+dx?+ty = a?x? + abx® + atyx + abx® + b2x* + btyx? + atyx + bt x% + t%
& b2t +2abx3 + (a® + 20t — d) x* + (2at; —c)x + (2 — 1) =0

() y=x?

Wir kénnen die linke Seite obiger Gleichung, die fiir alle x € R gelten muss, als Polynom vom
Grad 4 in x auffassen. Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann:

e x*: ’=0 & b=0
2ab = 0,da b = 0 insbesondere a (vorerst) beliebig
b=
o 2 a242%h-d=0oa=d o d>0undl|a=Vd
e x': 2at1—-c=0 & c¢=2ah
e x): H-tH=0 & H>0und|t]=vh
Da A invertierbar gilt zudem 0 # |det(A)| = |ad — bc| = |ad| = Vd - d.Somitd # 0

Die gesuchten bijektiven affinen Abbildungen sind also von der Form
xy (a O\(x (b
£(y)= (2at1 d) (y)* (tz)
mitt, > 0,d >0, |t| = Vi und |a| = Vd
b) f aus Teil a) ist Bewegung < A orthogonal < A7l=AT

Aorthogonal = 1=|det(A)=Vi-d o d=1

Wenn A also orthogonal ist, muss gelten

_a 4T _ | @ 0} [a 2at1) _ a’> 24’
Ba=A-4 ‘(2at1 1) (0 1)_(2a2t1 1
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e a=+1 (daswarwegen|a|=\/E=\/T=1klar) und 24%t =0
o ag=xlundt1 =0

Insgesamt folgt wegen 0 = |t1| auch ¢, = 0 und somit sind nur

I T [#

o (0 96

Bewegungen unter den Abbildungen in Teil a).

und

Dass wir nur f; und f, als Bewegungen finden ist nicht tiberraschend. Bei diesen Abbildungen
handelt es sich ndmlich um die Identitat (fiir 2 = 1) bzw. eine Spiegelung an der y-Achse (fiir
a = =1). Wir kénnen uns sehr einfach anschaulich iiberlegen, dass diese beiden Bewegungen
bzw. Kongruenzabbildungen die einzigen sind, die die Normalparabel {y = x?} auf sich selbst
abbilden.



9 Affine Normalform von Quadriken 295

H23 -T2 -A5
Bestimmen Sie die Asymptoten der Hyperbel H im R?, die durch die Gleichung

H:2x? +3xy —2y* — 10x + 5y = 8

beschrieben wird.

Losungsvorschlag

Uberfiihre die Quadrik H zunichst in ihre affine Normalform N.

0=2x%+3xy — 10x —2y> + 5y - 8

2 2
colron (Sy=2) 4 (2y=2) —(3y-2) | -2 45y -
= (x + 2x (4]/ o1l A /75 2y“ +5y -8

3 2 3 2
_ S 2 o (2,2 _o,2 _
_2(x+4y 2) (4y 2) 2y“+5y -8
2
_ 3 5" 9, 15 25 _,
—2(x+4y 2) 8y+2y > 2y~ +5y -8
ol 3, 8) 25, 25 4
= Y73 TR TRV TS
(e 3, 8 25, 25 4
- Y73 TRV TRV TS
2
~ 3 5\ 25 , 41
—2(x+4 2) S(y 4y) >
2
_ 3. 2 U2 o o2 o2y 4
—2(x+4y 2) S(y 2y -2+ 2% -2 5
2
~ 3 5\ 25 » 25 41
_2(x+4y 2) g2 53
2
3 5\ 25 2
—2(x+1y—§) —g(y—Z) -8
2
e 3.2} 2 52
© H: 8—2(x+4y 2) 8(]/ 2)
1 3 5\ 25

Damit folgt, dass
N:0v?-w?=1
die Normalform von H ist. Die Hyperbel N hat bekanntermafsen die Asymptoten

Ay = {(U,w)€R2|v—w :0} und A = {(v,w)€R2|v+w :0}.
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Durch Substitution von v und w wie oben definiert, erhalten wir die Asymptoten von H.

Somit folgt:
AH,l—{(x,y)eR 5 x+4y 5 8(]/ 2)=0;=y(x,y) eR 2x 4]/—0

und
_ T 10
AH,z—{(X,y)ER A G +8(y 2)=0;={(x,y) eR SX+Y =7

sind die beiden Asymptoten von H.
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H23 -T3-A5

In der reellen Ebene R? sei die Quadrik

Qa = {(;) eRzlx2+2axy+(a2+a)y2—2ay—3:O}

gegeben; dabei ist & € R ein reeller Parameter.
a) Bestimmen Sie in Abhidngigkeit von « € R die affine Normalform und den Typ der Quadrik Q,.

b) Es werde nun speziell fiir den Parameterwert @ = 1 die Quadrik Q; sowie der Einheitskreis
K € R? mit dem Ursprung im Mittelpunkt betrachtet. Begriinden Sie, dass es (mindestens) eine
bijektive affine Abbildung f: R? — R2 mit f(K) = Q; gibt, und geben Sie eine solche Abbildung
explizit an.

Losungsvorschlag

a) Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, iiberfithren wir sie in affine Normalform:
0=x?+2axy + (a*+a) y* - 2ay - 3
=22 +2x-ay + (ay)’ - (ay)’ + (@® + a) y> — 2ay -3
= (x+ay)’ +ay —2ay -3
=(x+ay)’+a(y-2y-1+12-12) -3
= (x+ay)2+0c(y—1)2—3—oc
< Qa: (x+ocy)2+oc(y—1)2 =3+a

1.Fall: « =0 (Typ: Zwei parallele Geraden)

1 2
=3 o (—x) =1 & v2=1
V3
~——
=0

2.Fall: « = -3 (Typ: Zwei sich schneidende Geraden)
(x-3y2-3y-12=0 & (x-3y2-(V3y-1)2=0 & 2-w?=0

~—— —
=0 =w

3.Fall: « < =3 (Typ: Hyperbel)

2 a2 a3 1 2 a 12—
x+ay)+a(x-1)"=3+a & 3+a(x+ay) +3+a(y 1) =1
—— ——
<0 >0
" 2 1 2
/ _ .= _ 2_ 2 _
= 3+a(y 1)} [ 3+a(x+ay) 1 & v-w=1
————
=0 =w
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4. Fall: -3 <a <0 (Typ: Hyperbel)

(x+ay)+aly-17?=3+a o

5.Fall: « >0 (Typ: Ellipse)

- |y

b) Teilaufgabe a) zeigt, dass K = {vz +w? = 1} die affine Normalform von Q) ist, folglich sind K
und Q; affin dquivalent. Daraus folgt unmittelbar die Existenz der bijektiven affinen Abbildung
f mit den Eigenschaften aus der Angabe.

3+az(x+azy)2+
—— ——

2
(y—l)] =1 & v -wr=1

1
3+a(x+ozy)

2, o 2
(x+ay) +O((y 1) =1

a _ _ 2 _
(x+ay) 3+a(y 1)] =1 & v+w =1

Aus den in a) definierten Koordinaten v, w lesen wir f -1l ab

1. 2 2 (* U)(i) 2+ _ (3
f7: R —>R,(y)r—>(w _(%(y—l) =15
(*) Der Faktor%ist wie folgt entstanden:‘/ﬁ =,/ 3]? :\/g :%

Bestimme nun f als Inverse von f~! und Iése dafiir den Funktionsterm nach ( ]/) auf:

6 DC ) = 6 (G- ()

N=N =

Somit folgt:
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F21-T1-A5

Geben Sie die Gleichung einer Hyperbel im R? an, deren Asymptoten durch die Gleichungen
x—y=0
X+y=2

bestimmt sind.

Losungsvorschlag

Wir suchen eine bijektive Abbildung f: R? — R?, die die Asymptoten
A1={v-w=0} und A;={v+w=0}

der Hyperbel
N = {02 —w? = 1}
auf die gegebenen Asymptoten

Hi={x-y=0} und Hy={x+y =2}

abbildet. Das heif$t, f (A1) = H; und f (Az) = Hy. Dann ist f(N) eine Hyperbel mit den Asymptoten

H1 und H2.

Da wir f(A;) fur i = 1,2 mithilfe von f ~1 bestimmen, ermitteln wir zunichst den Funktionsterm fiir

f7!, um anschlieend daraus f abzuleiten. Es gilt:

LR -5 R?, (;) - (Z]) =A- (;) +t mit A= (Z Z) € R®? invertierbar und t = (

Nach Voraussetzung soll gelten:
f(A)= {(ax +by)+t - [(cx +dy) + tz] = 0}
= {(a—c)x+(c—d)y+(t1—t2)=0} =H;
© a-c=1ANb-d=-1ANt-t=0 ()
Weiterhin soll gelten:
fA)={(@a+c)x+(b+dy+(t+t)=0} =H
S a+c=1Ab+d=1At1+thp=-2 (#)
Aus (*) und (#) erhalten wir:

e HH—th=0At+tp=-2 S HH=bh ANM+bh=-2 & H=t=-1

e g—c=1ANa+c=1 S 2a=2ANa+c=1 S a=1Ac¢c=0
e b—-d=-1ANb+d=1 S 20=0Ab+d=1 S b=0Ad=1
Damit folgt:

(W)= ()=l )6+ () a2 m ()= (0) ()
Insgesamt erhalten wir also die gesuchte Hyperbel durch

H:f(N):{(x—l)z—(y—l)zzl}:{x2—2x—y2+2y:1}.
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H20-T2 - A5

Gegeben ist die Quadrik
Qs = {(;) € R?| x% +2xy +s%y* +2x + 25y + 1 :O};

dabei ist s € R ein reeller Parameter.
a) Man bestimme in Abhdngigkeit von s € R den affinen Typ von Q;.

b) Esseinun s = 3 gewdhlt; ferner sei
K= {(u) €R2|u2+02=1}.
v
Man entscheide, ob es eine bijektive affine Abbildung
FiR2 DSR2, f (x) - M (x) +t, omit  f(Qs) =K
Y y

gibt, und gebe gegebenenfalls eine geeignete Matrix M € R?*2 und einen geeigneten Vektor t € R2
an.

Losungsvorschlag

a) Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, iiberfiihren wir sie in affine Normalform:
0:x2+2xy+2x+szy2+25y+1
= +2x(y+ D+ (y+1)> = (y +1)* +s%y* + 25y + 1
=(x+y+1)?+(s*-1)y*+2(s -1y

1. Fall: |s| #1
[ 2 2
1 1 1
- 2 2 _ 2 . _
O=(x+y+1)"+(s°—1) [y*+2y S+1+(S+1) (S+1)
. 2
1 s—1
- 1)2 2_9q _
ety +1)7+ (s )_y+s+l s+1
s [ 1
L 2 2 _
& S+1_(x+y+1)+(s 1)»y+s+1
2
s+1 1
1= 1)2 |y +—
S S_l(x+y+)+(s+) y+s+1
>0
Somit folgt:
L . s+1
Q; ist eine Ellipse & m>0 & s>1 oder s<-1
s+1

Q; ist eine Hyperbel & <0 & -1<s<1

s—1
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2.Fall: s =1
0 = (x + y + 1)2, das heif3t, Q; ist eine Gerade.

3.Fall: s = -1
0= (x +y +1)? — (4y), das heift, Qs ist eine Parabel.

b) Sowohl Q3 als auch K sind Ellipsen und damit affin dquivalent. Folglich gibt es ein f wie gesucht.

Mit Teil a) folgt:
172
Qs: 1=2-(x+y+12+4*|y+=| =(V2(x+y+1))*+ 4y + 1)
4 ———
=u =0

Damit bestimmen wir unmittelbar

fiR? > R?, (x)H(u):(x/ix+ﬁy+«/§):(\/§ @)(x)Jr(ﬁ

y v

4y +1 0 4\

———— ~——
=M =t

fur das f (Q3) = K gilt.
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F20-T3 -A5

Zeigen Sie, dass der Kegelschnitt
H={(x,y)" € R?: —11x? — 4y + 24xy + 26x — 32y — 20 = 0}

eine Hyperbel ist und bestimmen Sie die Gleichungen der Asymptoten von H.

Losungsvorschlag

Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, {iberfiihren wir sie in affine Normalform:

02 —4y? + 24xy — 32y — 1122 + 26x — 20
= —4 (y* — 6xy + 8y) — 11x? + 26x — 20
= —4 (y* - 2y(3x — 4) + Bx — 4)* — (Bx — 4)%) — 11x? + 26x — 20
= —4(y — (Bx —4))* +4- (3x — 4)> — 11x* + 26x — 20
= —4(y — 3x+)? + 36x% — 96x + 64 — 11x? + 26x — 20
= —4(y — 3x +4)* + 25x> — 70x + 44

2 2
:—4(y—3x+4)2+25(x2—2x-g+(z) —(Z) )+44

72
:—4(y—3x+4)2+25(x—§) -5

2
_ 7 4 2
=3 1—5(x 5) 5(y 3x +4)

(7)) - ([@ o)

N— e
=0

(+) Beginn der quadratischen Ergdnzung mit y, da fiir diese Variable der Koeffizient schoner ist.
Folglich ist die affine Normalform von H gegeben durch N = {02 —w? = 1} und H ist eine Hyperbel.

Die Asymptoten von H erhalten wir, wenn wir in den Asymptoten {v — w = 0} und {v + w = 0} von
N die Koordinaten v und w wie oben definiert substituieren. Damit folgt:

A1:{\/§(x—g)—\/§(y—3x+4):0}
AZ:{\/E(x—g)+\/g(y—3x+4):0}

und

sind die Asymptoten von H.
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H19-T1-A2

Sei Qs die vom Parameter s € R abhidngige Quadrik
Qs:x?+2xy + (s + 1)y* +2x — (25> = 2)y + 1 = 0.

Bestimmen Sie den affinen Typ von Q; in Abhdngigkeit von s.

Losungsvorschlag

Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, iiberfiihren wir sie in affine Normalform:

0=x?+2xy+2x+ (s +1)y*> - (25> -2)y +1
= +2x(y+ D+ Y+ 1> - (y+1)? + (s +1)y* - (2s -2y + 1
=(x+y+1° -y’ -2y -1+(s+1)y* - (252 -2)y +1
=(x+y+1)2+sy*-2s%y
=(x+y+12+s(y*—2y-s+s*—s?
:(x+y+1)2+s(y—s)2—s3
S Qs (x+y+1)2+s(y—s)2:s3

1.Fall: s =0 (Typ: Eine Gerade)
Qo: (x+y+1)2=0

2.Fall: s >0 (Typ: Ellipse)

. 1 2 5 2 _
Qs: = (x+y+1)y+ = (y—s)y=1

N—— N——
>0 >0

3.Fall: s <0 (Typ: Hyperbel)

1 S
Qs: = (x+y+1)2+ =3 (y—syP=1
~—— ~——

<0 :%2>0
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F19-T2-A5

Betrachten Sie fiir t € R den Kegelschnitt

K, = {(;) eRZ|x2+(t—1)y2+2xy—4x+(4t—12)y+(4t—5):o}.

a) Bestimmen Sie in Abhidngigkeit von t den affinen Typ von K;.

b) Geben Sie fiir t = 1 eine bijektive affine Abbildung an, die K; auf

=)<l

abbildet.

Losungsvorschlag

a) Um den affinen Typ der Quadrik zu bestimmen, iiberfiihren wir sie in affine Normalform:
0= x%+2xy —4x + (t — 1)y> + (4 — 12)y + (4t - 5)
=x2+2x(y —2) + (y = 2% = (y — 2% + (t = 1)y> + (4 — 12)y + (4t — 5)
=(x+y—-22-y*+4y —4+(t - 1)y> + (4 — 12)y + (4t - 5)
=(x+y =27+ (t—2)y> + (4 — 8)y + (4t - 9)
=(x+y -2+ (t-2)(y*+2y-2+22-22) + (4t - 9)
=(x+y—22+(t—-2)(y+2)* -4t —2) + (4 - 9)
=(x+y-22+(t-2)(y+2)>-1
e Ki: 1=(0t-2)(y+2°%+(x+y-2)7
1.Fall: t =2 (Typ: Zwei parallele Geraden)
Ky: 1=(x+y-2)7

2. Fall: t >2 (Typ: Ellipse)
Ki: 1=(t-2)(y+2>+ 1 -(x+y-2)
N——

N————

>0 >0

3.Fall: t <2 (Typ: Hyperbel)
Ki: 1=(t=-2)(y+2>+ 1 -(x+y-2)
——

\—\/——/

<0 >0

b) Bestimme fiir K; und H die affine Normalform:

Ki: 1=(x+y-27-(y+2)
N——— ——

Damitist N = {02 —w? = 1} die affine Normalform von K; und fiir
prros, (g (2) = (5 1) () ()
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gilt

Sei aufSerdem ¥ 1 1
g o® (o)) =610 (1 —1) (o)

dann gilt:
g H) ={+w)v-w)=1} = {o* ~w? =1} =N,

Um g zu definieren nutzen wir den Trick aus dem Input fiir quadratische Polynome ohne rein
quadratischen Term, wir definieren also neue Variablen v und w durchx =v+wund y = v — w.

Insgesamt erhalten wir so fiir g o f:

corm= sor()-( A8 D0 B)-0 )6

und insbesondere

(gof) (K1) =g (f (K1) =g(N)=H.
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F18 -T2 -A5

Gegeben seien die Kegelschnitte
H={(x,y)eR*|3x*-y>-2xy-4=0} und K={(x,y)eR*|xy+1=0}.
a) Bestimmen Sie den affinen Typ von H und von K.

b) Bestimmen Sie eine affine Abbildung, die H auf K abbildet.

Losungsvorschlag

a) Um den affinen Typ der Quadriken zu bestimmen, {iberfithren wir sie in affine Normalform:

H: 0=-y>-2xy+3x*-4

=—(y*+2y-x+x*—x%) +3x* -4

=—(y-x)*+4x* -4

1 2
o 1= x? —[—(y —x)]
—_ (2
=w
das heifst, H hat den affinen Typ ,Hyperbel”.

Seien x = w + v und y = w — v, dann folgt fiir K:

k: 0=(w+v)(w-v)+1

=w?-0v*+1

o 1=02-w?

Damit folgt, dass der affine Typ von K ebenfalls ,Hyperbel” ist.

b) Wir definieren

S NI

Dann gilt wegen a):

Weiterhin definieren wir

. 2 2 (O X _(w + 'U) _ 1 1 ('U)
e M 1 R ‘(—1 1) \w)
Dann gilt erneut wegen a):
k ({v* —w*=1}) =K.
Somit erhalten wir die gesuchte affine Abbildung durch

koh: RZHRZI(;)H(; })(_1% 2)(;):%(_12 })(;)

denn nach Definition gilt

(ko h)(H) = k(h(H)) = k ({v* - w? = 1}) =K.
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F18 -T3 -A5

Fiir welche reellen Parameterwerte A ist
x
{(x;) eR?: (A% - 1)x% —2x1%2 + 2x§ +4x, +4x+1= O}

eine Ellipse, eine Parabel, eine Hyperbel?

Losungsvorschlag

Wir bestimmen die affine Normalform der Quadrik in Abhédngigkeit von A:

0=2x3—2x1xp +4xp + (A2 = 1) 23 +4x; + 1

:2(x§—x1x2+2x2)+(A2—1)x%+4x1+1

X1 X1 2 X1 2 2 2
:2(x§—2x2-(7—1)+(?—1) —(7—1))+(/\ —1) %+ 4xy + 1
X1 2 x;
=2 - 41) —2{ Lo 1]+ (12 1) 2 v aw 41
_ X1 2 2
—2(x2—?+1) +(A )x1+6x1—1

1.Fa11:/\2:% = /\:J_r%

2
0=2 xz—ﬂ+12+6x1—1: \/Exz—ﬂ+1 —(1-6x1))=0v*>-w
2
2 ————

Damit ist die Quadrik eine Parabel.

2.Fall: A2#3und u:=A2-3 #0

0=2(x2- 3 +1) +u x§+—-6x1)—1
2 2
3o eaftez 2] - G)
=2(xp——=+1) +pu|x7+2x1-—+|—=] — (=] | -1
( 2 ) H poo\p i
2
X 2 3 9
:2(x2—31+1) +u x1+—) —;—1
2
9_ X1 2
o 1+p—2(x2—?+1) g+ )

(+
Esgilty=A2-3 > -3 firralle A € Rund daher 1 + % # 0 fiir alle moglichen Werte von p.

N

Somit folgt:
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Anhand der Vorzeichen der Koeffizienten vor den beiden quadratischen Termen kénnen wir entschei-
den, welcher affine Typ vorliegt. Mithilfe dieser Uberlegung erhalten wir die folgende Klassifikation:

Die Quadrik ist eine Ellipse

2

2
s H >0 und £ >0
9+ u 9+ u
(#) 2u
S >0 und 9+pu>0
9+u
© 2u>0 und 9+u>0
© pu>0 und 9+u>0
3
2__
e A 2>0
3
2 —_—
S A >3
= A<—\/g oder /\>\/g
# p=0

Die Quadrik ist eine Hyperbel

2 2
< Die Koeffizienten H und H haben unterschiedliche Vorzeichen
9+u 9+u
2 2
P L
9+u 9+u
& 2u% <0, denn9+ u > 0nach (x)
< u<0
3
A2-Z<0
= > <
3
A<=
= < >
3 3
]2 <A 2
= 5 <A< 5

Zusammenfassend konnen wir festhalten, dass die gegebene Quadrik fiir

e A=+ % eine Parabel ist.

e A< —,/2 oder A> \/g eine Ellipse ist.

. —\/g <A< \/g eine Hyperbel ist.
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10 Euklidische Normalform von Quadriken

Im letzten Kapitel betrachten wir noch einmal Quadriken und deren Normalformen. Dieses Mal
widmen wir uns jedoch der sogenannten euklidischen Normalform, die sich von der zuletzt thema-
tisierten affinen Normalform einer Quadrik unterscheidet.

Wihrend wir bei der affinen Normalform einer Quadrik beliebige affine Transformationen nutzen,
um diese in eine standardisierte Form zu iiberfiithren, diirfen wir fiir die euklidische Normalform nur
auf Bewegungen zuriickgreifen. Dies wirkt sich unmittelbar auf die Normalform der Quadriken aus.
Waihrend bei der affinen Normalform nur der Typ, nicht jedoch die exakte Form der Quadrik erhalten
bleibt, ist bei der euklidischen Normalform neben dem Typ auch die exakte Form unverdndert.
Dies hdangt mit der Eigenschaft von Bewegungen zusammen, Abstdnde unverdndert zu lassen. Aus
diesem Grund kann aus einer echten Ellipse unter einer Transformation basierend auf Bewegungen
beispielsweise nie ein Kreis werden.

Wie auch bei der affinen Normalform beschrianken wir uns hier auf Quadriken im euklidischen
Raum R2. Bevor wir uns genauer mit dem Verfahren zur Bestimmung der euklidischen Normalform
beschiftigen, miissen wir uns etwas Theorie widmen. Motivation dafiir ist die folgende Beobachtung;:

Es sei Q C R? eine Quadrik, dann gibt es ein quadratisches Polynom
P(x,y) = apx® + apxy + a22y2 +bix + by +c¢

derart, dass
Q= {(x,y)" €R*| P(x,y) =0}

Wir konnen die Quadrik fiir

A= %012 und b= by
lan ax |’ by

dann aber auch wie folgt beschreiben:

Q:[y) A )+ () re=o

Wenn uns also das quadratische Polynom gegeben ist, durch dessen Nullstellenmenge eine Quadrik
Q bestimmt ist, kénnen wir daraus immer eine symmetrische Matrix A € R>?, einen Vektor b € R?
und eine Konstante ¢ € R ermitteln, sodass Q die oben beschriebene Form besitzt. Umgekehrt erhalten
wir fiir eine symmetrische Matrix A € R¥>*2mit A # 0, b € R?2 und ¢ € R tiber die obige Gleichung
auch immer eine Quadrik.

Diese Darstellung ist nun die Motivation, uns weiter mit den Besonderheiten symmetrischer reeller
Matrizen zu beschéftigen. Sie haben schone Eigenschaften, die uns beim Bestimmen der euklidischen
Normalform helfen konnen. Eine davon wiederholen wir an dieser Stelle — wir haben sie bereits im
Zusammenhang mit Skalarprodukten kennengelernt.
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Satz10.1
Es sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann gilt:
a) Alle Eigenwerte der Matrix A sind reell.

b) Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren zur Matrix A, das heifst, A ist diagonalisierbar.

Der obige Satz garantiert uns also, dass wir die Matrix A immer diagonalisieren kénnen. Noch besser
macht dies nur die folgende Aussage:

Satz 10.2

Es sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann gilt fiir Eigenvektoren v; und v; zu unterschiedli-
chen(!) Eigenwerten A; # A; von A:
(vi,vj) = 0.

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen Matrix stehen also senkrecht
aufeinander.

Mit diesem Wissen kénnen wir das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren nutzen, um fiir
jeden der Eigenrdume eine Orthonormalbasis zu bestimmen. Fiigen wir die Vektoren dann zusammen,
erhalten wir eine Orthonormalbasis von R". Im Ergebnis erhalten wir dann den folgenden Satz.

Satz 10.3

Es sei A € R™" eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine Orthonormalbasis {v1,...,v,} aus
Eigenvektoren zu Eigenwerten Aq,...,A, von A. Insbesondere ist MTAM fir die Matrix M =
(v1 -+ - v,) eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen Ay, ..., A,.

Dass es diese Verbindung zwischen der symmetrischen Matrix A einer Quadrik und Skalarprodukten
gibt, hat tibrigens einen gut nachvollziehbaren Grund. Grundlage fiir Skalarprodukte waren symme-
trische Bilinearformen, die zusatzlich auch positiv definit sind. Wenn wir eine solche symmetrische
Bilinearform s: R” X R" — R mit darstellender Matrix

Mg(s) = (aij)

beziiglich der Standardbasis & betrachten, dann erhalten wir daraus den quadratischen Anteil des
quadratischen Polynoms zu einer Quadrik, indem wir definieren:

n

g(x) = s(x,x) = xT Mgx = Z al-ix? + Z 2a;ixX;.

i=1 1<i<j<n
Beig: R" — R, x — g(x) handelt es sich um eine sogenannte quadratische Form.

Betrachten wir an einem Beispiel, wie wir Satz 10.3 nutzen kénnen. Das Vorgehen benétigen wir
spater, um die euklidische Normalform einer Quadrik zu bestimmen.
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Beispiel 10.4

Wir betrachten die Matrix

(4 -12
A= (—12 34)'

Offensichtlich ist diese reelle 2 X 2-Matrix symmetrisch, wir konnen also Satz 10.3 anwenden. Dafiir
bestimmen wir zunéchst die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren mithilfe der bekannten
Techniken.

xa(A) = det(A — AE;) = (41 — A)(34 — 1) — 144 = A2 — 751 + 1250 = (A — 50)(A — 25)

Da Eigenwerte A € R von A genau die Losungen von x4(A) = 0 sind, hat A die Eigenwerte 50 und
25. Wir bestimmen fiir beide die Eigenrdume.

g 1,50 < et - = )= ((4)

und

Fig (A, 25) = ker(A — 25E;) = ker (_1162 _;2) _ <(Z)> .

Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen Matrix orthogonal zueinan-
der sind, geniigt eine Normierung, um eine Orthonormalbasis von R? zu erhalten. Diese ist gegeben

durch:
55 wa 500
53/ * 54/
Wenn wir nun diese Orthonormalbasis als Spaltenvektoren in eine Matrix M schreiben, erhalten

wir
1(4 3
M=5 (—3 4)'
wobei M aufgrund der Definition eine orthogonale Matrix ist, das heif3t, es gilt MT = M~!. Insbe-
sondere gilt:

T (50 0
MAM—(O 25 = D.

Haben wir also eine Quadrik Q, die gegeben ist durch Q: xT Ax = 0 mit x € R?, so erhalten wir
durch die Koordinatentransformation f: R? — R?, y > x = My die folgende Quadrik Q beziiglich
der neuen Koordinaten y:

Q: (My)"A(My) = y"M"AMy = y" Dy = 50y; +25y3 = 0.

Wir haben durch f also die gemischt-quadratischen Terme eliminiert. Insbesondere handelt es sich
bei f um eine Bewegung, da M eine orthogonale Matrix ist.

Waihlen wir M derart, dass det(M) = 1, so handelt es sich bei M um eine Drehung;, fiir det(M) = -1
erhalten wir eine Spiegelung. Da in manchen Examensaufgaben, etwa in Aufgabe 5 aus Thema 2 im
Herbst 2022, eine geometrische Interpretation der Bewegung oder eine Skizze der Quadrik verlangt
wird, kann es sinnvoll sein, die Matrix M stets so zu definieren, dass det(M) = 1 gilt. Dies konnen
wir durch eine geschickte Platzierung der Basisvektoren in den Spalten oder eine giinstige Wahl
von Basisvektoren erreichen, die negative Vorzeichen an passenden Stellen besitzen.

Im obigen Beispiel kann die Quadrik Q durch eine weitere Termumformung direkt in die euklidische
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Normalform tiberfiithrt werden. Es kann aber auch noch ein weiterer Schritt notwendig sein, um die
euklidische Normalform zu bestimmen. Sie ist in diesen Fillen aber nur eine Translation entfernt.
Auch fiir diesen letzten Schritt betrachten wir ein Beispiel, wobei wir dafiir das vorangegangene
Beispiel erweitern, um uns den ersten Schritt auf dem Weg zur euklidischen Normalform sparen zu
konnen.

Beispiel 10.5 (Herbst 2022, Thema 3, Aufgabe 5)
Wir betrachten die durch

41x% - 24xy + 34y* — 30x —40x —25 =0
gegebene Quadrik E.

a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ von E.

Wir iibersetzen die Gleichung der Quadrik zunéchst in eine andere Form. Seien dafiir

(41 -12 _ (=30 _
A = (_12 34), b= (_40) und c¢ = -25.

Dann gilt:
£ (5) 4 (0) o7 G) re=o
: + +c=0.
y) “y y) T ¢
Wie oben bestimmen wir ausgehend von der Matrix A die Koordinatentransformation
() ()
f:R —>R,(0)0—>(y —Mv.

Wenden wir diese auf E an, so erhalten wir die neue Quadrik
, (u\T (50 0 (u T u 3
£ () (0 25) (o) +27 (M () +e=0.

Wenn wir nun auch noch das Ergebnis fiir b* (M (5)) ermitteln, erhalten wir insgesamt

E': 50u% +250% + (0 =50) (%) + ¢ = 50u% + 2507 — 500 — 25 = .

Da hier v sowohl quadratisch als auch linear in der Gleichung auftaucht, miissen wir noch einmal
quadratisch ergidnzen, um beide Variablen ausschliefilich in quadratischer Form vorliegen zu haben.
0 = 50u* + 250% — 500 — 25
= 50u? + 25(v* — 2v) — 25
=50u® +25(v*> - 20 +1-1) - 25
= 50u? + 25(v — 1)> - 50
Bei der Suche nach der euklidischen Normalform diirfen wir lediglich Bewegungen zur Koordina-
tentransformation nutzen. Aus diesem Grund bleiben hier — im Gegensatz zur affinen Normalform
— die Koeffizienten vor den Klammern stehen. Dadurch erhalten wir als Koordinatentransformation
eine Translation, bei der es sich um eine Bewegung handelt. Wir definieren also
E':50( u )*+25(v—-1)*-50=0
—— ——

=5 =:t
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und erhalten damit durch die Koordinatentransformation
o2 ) (U S\ _( U o\ _ (%) _ 0)
s B R () e () =(,5) = () -

E”: 50s% + 25t — 50 = 0.

die Quadrik

Mit unserem Wissen, das wir im Zusammenhang mit der affinen Normalform von Quadriken
gewonnen haben, konnen wir nach einem Blick auf die Koordinaten in den Abbildungsvorschriften
direkt schlussfolgern, dass fiir

ot () () =s (=[P ()) e n@-
Insbesondere ist & als Verkettung zweier Bewegungen selbst eine Bewegung und wegen f~! (x) =

M,
) =47 () - ()

Yy
Hier bestitigt sich die Aussage, dass es sich bei i um eine Bewegung handelt, denn die Matrix
MT ist — wie auch M selbst — orthogonal. Uber diese Eigenschaft haben wir gerade Bewegungen
definiert.

) insbesondere

Die euklidische Normalform erhalten wir dann nach einer weiteren kleinen Umformung der Glei-
chung. Bevor wir dies tun, folgt jedoch zunéchst eine Auflistung der euklidischen Normalformen von
Quadriken im R2.

Normalform | Bezeichnung
2
i—i + Z—Z =1 | Ellipse
2 _ ¥ _1 | Hyperbel
z - [3_2 = yper e
z—i -2y =0 | Parabel
z—i + Z—i =0 Punkt
2
z—i — Z—Z =0 Zwei sich schneidende Geraden
i—i =1 Zwei parallele Geraden
z—z =0 Eine Gerade
2,y
ZtgE= —1 | Leere Menge
;—i =-1 Leere Menge

In diesen Gleichungen sind a, § > 0 und sie sind die Langen der Hauptachsen der Quadrik.

Mit diesem Wissen kénnen wir unser Beispiel nun abschliefien.
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Beispiel 10.6 (Fortsetzung von Beispiel 10.5)
Wir haben bereits bestimmt das E durch Transformation mit / in die Form
E”: 50s% + 25t* —= 50 = 0
uberfiihrt werden kann. Basierend darauf ermitteln wir
E”:50s +25t2 =50 =0 & s°+ %ﬂ =1.
Wir sehen somit, dass E eine Ellipse mit der euklidischen Normalform
E": i—j + % =1

ist.

Manchmal wird in Examen nach Haupt- oder Symmetrieachsen bzw. Mittelpunkten von Quadriken
gefragt. Um diese zu bestimmen, gehen wir analog zur affinen Normalform vor. Wir tiberlegen
uns zundchst, welche Mengen das beziiglich der euklidischen Normalform sind, und nutzen im
Anschluss die ermittelte Bewegung h bzw. deren Umkehrung h~1, um diese Mengen beziiglich der
urspriinglichen Quadrik Q zu ermitteln.

Betrachten wir hierfiir den Rest der Examensaufgabe aus dem Beispiel 10.5.

Beispiel 10.7 (Fortsetzung Beispiel 10.5)

b) Berechnen Sie den Mittelpunkt und die Symmetrieachsen von E.

Wir wissen, dass der Mittelpunkt der euklidischen Normalform E” im Ursprung liegt. Somit gilt fiir
den Mittelpunkt (Z;) von E, dass dieser durch / auf (8) abgebildet wird. Aus dieser Uberlegung
resultiert das homogene lineare Gleichungssystem

my\ _ O) _1 (3)

(mz) =M (1 ~5\4

mq _ 0 T (M1 _ 0 _ 0

) = ) = M7 o) = (2) = o)

Die Symmetrieachsen der euklidischen Normalform E” sind gegeben durch
S1={s=0} und Sp={t=0}.

Wir erhalten also die Symmetrieachsen, indem wir das Bild von S; und S, unter h~! betrachten.
Wir erhalten damit die Symmetrieachsen s; und s, von E zu

4 3 3 4
s1—{§x—§y—0} und sz—{§x+5y—1}.

Die Bilder unter 4~! ermitteln wir wie bereits fiir die affinen Normalformen, indem wir die aus h
ablesbare Darstellung der Koordinaten s und f in den alten Variablen x und y in die Gleichungen
von S1 und S; einsetzen. Fiir / gilt namlich:

(=G =2 ()= () =5 (73 )
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Definition 10.8 (Metrische Aquivalenz)

Es seien Q1, Q> € R" Quadriken. Wir sagen, Q1 und Q; sind metrisch dquivalent oder kongruent,
wenn es eine Bewegung f: R" — R” gibt, fur die f(Q1) = Q2 gilt, die also Q1 auf Q, abbildet.

Gemafs dieser Definition sind eine Quadrik und ihre euklidische Normalform stets metrisch dquiva-
lent. Insbesondere sind zwei Quadriken Q; und Q> in R? (aber auch in R”) mit derselben euklidischen
Normalform N metrisch dquivalent. Es gibt dann ndmlich

fi: R? - R? Bewegung mit fi(Q1) =N und f,: R*> — R? Bewegung mit f2(Q2) = N.

Insgesamt erhalten wir dann, dass fz‘lo f1: R — R?ebenfalls eine Bewegung ist, fiir die ( fz_l of1)(Q1) =

fz_l(f(Ql)) = fz_l(N) = gﬂt.
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H24 -T2 - A5

Sei Qs C R? die vom reellen Parameter s € R abhingige Quadrik mit der Gleichung
sx2+2\/§xy+(s —2)y2+\/§(s +)x+(s+1)y+2=0.

Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den affinen Typ von Q; in Abhédngigkeit von s.

Losungsvorschlag

. s V3 V3(s + 1) .
Def: A= ,b = dc:=2.D t ben durch
erniere (\/5 s 2) ( s+1 und ¢ ann 1S Qs gege en aurc

(0 45 ()=

Wir bestimmen zunéchst eine Orthonormalbasis von R3 bestehend aus Eigenvektoren von A. Dafiir
ermitteln wir als Erstes die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms x4 (A):

xa(A)=det(A—2E) =(s —A)(s —=2-A)=3=A2—-(25s —2)A +s(s —2) — 3.

Es gilt

25 =2+ 4/(25 —2)2 —4s(s — 2) + 12

xaA) =0 o A= >

Ae{s-3,s+1}

Folglich sind s — 3 und s + 1 die Eigenwerte von A. Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

* Eig(A,s —3) = ker(A — (s — 3)E;) = ker (\E/% \{g) = <(_i/§)>

* Eig(A,s +1) =ker(A — (s + 1)Ey) = ker (:é f) _ <(\{§)>

1/ 1 1(3
2 (—\/§) ) ( 1 )
eine Orthonormalbasis von R? bestehend aus Eigenvektoren von A. Definiere nun noch
1(1 V3
M == .
[ V)

2
Es ist M per Definition orthogonal, das heift MT = M~!. Aulerdem gilt

Damit ist

T _5_3 0
MAM_(O s+1)'

x
Definiere aufierdem neue Koordinaten (Z)) durch ( y) =M (Z)) Dann ergibt sich die neue Quadrik
Q: im (u, w)-Koordinatensystem zu
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:(Z)T(563 531) (:})+(0 25 +2) (Z])+2

= -3+ +Dw?+2(s +Dw+2
=G-3ul+(+Dw+1)2-(s+1)+2

Also erhalten wir
Ql: s-1=(s=3)u?+(s+1)(w+1)7
——
=0

und mit der neuen Koordinate v die Quadrik Q7 im (u, v)-Koordinatensystem zu
Vi s=1=(s=3)u’+ (s + 1)

Um die euklidischen Normalformen sowie den affinen Typ in Abhdngigkeit von s € R zu ermitteln,
machen wir eine Fallunterscheidung fiir die Vorzeichen der Koeffizienten. Fiir einen systematischen
Uberblick {iber die Fille legen wir eine Vorzeichentabelle an:

-1 1 3
s—3 - - - +
s+1 - + + +
s-1 - - + +

Mit dieser Fallunterscheidung kénnen wir nun eine Tabelle anlegen, in der strukturiert alle moglichen
Kombinationen der Vorzeichen aufgefiihrt sind.

Fall Euklidische Normalform Affiner Typ
2 2
s <-1 - 5+ ¢ 5 =1 Ellipse
s=1 s—1
s—3 s+1
02
s=-1 5 =1 Zwei parallele Geraden
-1
=]
2 2
u v
-1<s<1 5= 5 =1 Hyperbel
s—1 —(s-1)
s—3 s+1
u? v?
s=1 - 5+ 5 = 0 Zwei sich schneidende Geraden
1 1
—(s-3) S+1
2 2
1<s<3 __* 5+ v 2=1 Hyperbel
s—1 s—1
—(s=3) S+1
2
s=3 5 =1 Zwei parallele Geraden
-1
o
2 2
s >3 - 5+ g 5 =1 Ellipse
s—1 s—1
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F24-T1-A3

Gegeben sei die Quadrik
P: X?2-2XY+Y?-3X+Y+4=0.

a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform von P und zeigen Sie, dass P eine Parabel ist.

b) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt und die Symmetrieachse der Parabel P.

Losungsvorschlag

. (1 -1 — (-3 .
a) Esseien A := (_1 1 ),b = ( 1 ) und ¢ := 4.

Dann gilt

() A vemo

Bestimme nun die Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A.
Es ist

xa\)=det(A-AEy) =(1-1)>=1=A%2-21=A(A -2).
Folglich sind 0 und 2 als Nullstellen von x4(A) die Eigenwerte von A.

Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

* Eig(A,0) = ker(A - 0- E;) = ker(A) = <G)>

e Eig(A,2) =ker(A—-2-E) =ker (:1 :i) = <(_11)>

Damit ist % ( 1 1), % (}) eine gesuchte Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

—_

.. — 1
Definiere M = 5 (_1

}) Es ist M per Definition orthogonal, das heifst

1 (1 -1
-1 _ AT — &
== (1 ).

Aulerdem gilt MTAM = (3 8) = D.

Durch die Definition der Matrix M erhalten wir nach einer entsprechenden Transformation den
quadratischen Teil 202 + 0v2. Grundsitzlich kann die Reihenfolge der Spaltenvektoren in M
auch vertauscht werden, in diesem Fall lautet der quadratische Teil nach Transformation dann
0v2 + 2v2. Es kann in manchen Situationen aber einfacher sein, die Normalform zu erkennen,
wenn die zweite Koordinate im quadratischen Teil entfallt.

x
Definiere weiterhin ( y) =M- (Z) Damit ergibt sich die neue Quadrik P’ zu
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—u——u—£v+4
V2o V2
1 1 1 2
=2lu-2u-—+=--=|-—v+4
V2 2 2) V2
1 ’ 2
=2lu—-—| ——v+3
ﬁ) V2
2
1 2 3
\5) \/5( \/5)

Mit den Koordinaten s und ¢ ergibt sich die neue Quadrik P” zu

2 2
P”: 25— Zt=0 ¢ 2V2s2-2t=0 & —2t=0

V2

2
1
22

P’ ist die euklidische Normalform von P. Anhand der euklidischen Normalform ist unmittelbar
zu erkennen, dass es sich bei P” und damit auch bei P um eine Parabel handelt.

b) Definiere

o
e =
S~——

o () )= 0) 5w ()
Es gilt f(P) = P".

Da (8) der Scheitelpunkt von P” und {s = 0} die Spiegelachse von P” sind, sind
7 (8) =M- ((8) + % (é)) =1 (3) = (?) der Scheitelpunkt von P und

f1{s=0}) = {%x - %y - % = O} = {x — y — 1 = 0} die Spiegelachse von P.
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F24-T3-A5

Es sei A € R?*2 eine symmetrische Matrix, die nicht die Einheitsmatrix ist. Weiter sei Spur(A) = 2.
Zeigen Sie, dass die Menge
Q={xeR?|xTAx = xTx}

eine Quadrik beschreibt, und bestimmen Sie deren Typ.

Losungsvorschlag

Nach Angabe gilt:
a b
A= (b 2- a)
mit a, b € R wobei nicht gleichzeitig 2 = 1 und b = 0 gelten darf.
x x\T  (x x\T (x
2= = =1l 2= () o
Yy Yy Yy y) \y
o)1 a-eafl) -
= e — =
y y Yy

={(;) €R2|(a—l)x2+(1—a)y2+2bxy=0}.

Damit folgt

Da nach Voraussetzung a # 1 oder b # 0ist, ist Q als Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms
eine Quadrik.

Da A — E4 € R®? symmetrisch, gibt es M € R¥? orthogonal mit M (A — E5) M = (Al 0 ),

0 A

x
wobei A1, A, die reellen Eigenwerte von A — E4 sind. Beziiglich der Koordinaten (Z) mit ( y) =M- (Z)

hat Q dann die Form Aqu? + 1202 = 0. Somit ist der Typ von Q durch die Eigenwerte von A — E4
bestimmt. Diese werden nun ermittelt, wobei B := A — E4.

xsA)=det(B—AE) =(a-1-AM)1-a-A)-b*=A+(1-a))-b>=A%>-(1-4a)>-b?

Damit sind /(1 — a)? + b2 und —+/(1 — a)? + b2 die Eigenwerte von A—E4. (Beachte: Es gilt (1-a)?+b* >
0,daa # 1 oder b # 0 und damit 1. oder 2. Summand grofser als 0).

Wegen /(1 —a)?2 + b2 > 0 und —/(1 — a)? + b? < 0 ist Q folglich vom Typ ,Zwei sich schneidende

Geraden”.
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H23 -T3-A4
Gegeben sei die Matrix
-1 1 2
A=|1 -1 2|eR¥.
2 2 2

Zeigen Sie, dass A = —2 ein Eigenwert von A ist, und bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € R¥?
mit det(P) = 1 und eine Diagonalmatrix D € R33, so dass

PTAP =D

gilt.

Losungsvorschlag

Wir stellen zunéchst fest, dass die Matrix A symmetrisch ist, das heifit AT = A. Folglich ist sie reell
diagonalisierbar und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht zueinander.

Wir bestimmen zunéchst das charakteristische Polynom x4(A) von A und zeigen, dass —2 eine Null-
stelle davon ist.

xa(A) =det(A—AE3) = (-1-A)P2Q2-A)+4+4-(2-1)—4(-1-1)—4(-1- 1) = =A% + 121 + 16.

Offensichtlich gilt x4(-2) = 0, das heifit, -2 ist ein Eigenwert von A. Durch Polynomdivision erhalten

wir zudem
xa(d) = —(A +2%(A - 4),

das heifst, es ist 4 der zweite Eigenwert von A.

Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

1 1 2 1 1 2 -1 -2

* Eig(A,-2) =ker(A +2E3) =ker|1 1 2[=ker(0 0 O :<(1),(0)>
2 2 4 00O 0 1
-5 1 2 0

-24 12 0 -2 1 1
e Eig(A,4) =ker(A—4E3)=ker| 1 -5 2 |=ker|1l -5 2 |=ker|l -1 0|={(]|1
g
2 2 =2 0 12 -6 0 0 O 2

Bestimme nun mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens eine Orthonormalbasis des Eigenraums zum
Eigenwert —2 von A, wobei ( , ) das Standardskalarprodukt bezeichnet.

1 -1
e Esseiw; = ( 1], dann definieren wir bl = ”Zﬁ“ = % ( 1|
0 0

o3 )

-1
Dann definieren wir by := ”32” = % (_1)_
1
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1
Nun ist {b1, by} eine Orthonormalbasis von Eig (A, —2) und mit b3 := % (1) ist durch
2

(N 1 1 !
e A f SR )

eine Orthonormalbasis von R? bestehend aus Eigenvektoren von A gegeben.

Wir schreiben diese Vektoren nun als Spalten in eine Matrix und achten dabei darauf, dass die
entstehende Matrix die Determinante 1 besitzt. So erhalten wir dann P. Mit dieser Uberlegung ergibt
sich

Fiir die so definierte Matrix gilt
e det(P) =1.
* P orthogonal per Definition, da die Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis von R? bilden.

* PTAP besitzt Diagonalgestalt und es gilt

-2 0 0
PTAP=|0 -2 0|=D.
0 0 4

Unser Vorgehen bei dieser Aufgabe ist identisch zu dem, das wir als erstes bei der Bestimmung der
euklidischen Normalform einer Quadrik nutzen. Die Matrix A in der Aufgabe entspricht der Matrix,
die wir aus den Koeffizienten der quadratischen Terme ermitteln.
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F23-T1-A5

Es sei Q die folgende Quadrik in R?:

17
Q ={(u,v) € R? | 7u® — 48uv — 7v* + 125u + TS = 0}.

Bestimmen Sie die euklidische Normalform von Q sowie eine Bewegung des R?, welche Q auf ihre
euklidische Normalform abbildet.

Losungsvorschlag
(7 24\ 125 175
Esse1e1r1A.—(_24 _7),b.—(0)undc.— =

Dann folgt
Q: 0= (Z)TA (u) +b" (Z) +c

v
Bestimme nun eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Es ist
xa(A) = (7= A)(=7 - A) - 24?
=)\ 77247

=12 -625
= (A —25)(A +25)

Somit sind 25 und —-25 die Eigenwerte von A. Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

Eig(A,25) = ker(A - 25- Ey) = ker (:;81 :;;L) - <(—43)>

Eig (A, -25) = ker(A + 25 - E) = ker (-3224 _1284) - <(i)>

Definiere nun M = % ( 43 i . M ist orthogonal per Definition, das heifst MT = M~1. AuBerdem gilt
25 0
T _
M'AM = (0 _25).

X u X
y durch ( ) ( y). Damit ergibt sich die neue Quadrik Q' zu

)
o= o)) af )] ) -
() ) um ()

175
= 25x? — 25y% + 100x + 75y + ——

Definiere neue Koordinaten (

S5 (24 2x 2422 -2 —25 (2 —2y. D42 22} L 12
V-2 5 g
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2
3 225 175
=2 2_ _2) - L,
5(x +2) 25(y 2) 100 + 1 + 1
32
=25(x+2)2—25(y——)
N—— 2
=S v
=t

S

t) erhalten wir dann die Normalform Q” von Q. Es gilt:

Fiir die Koordinaten (

Q”: 0=2552-25t> =522

S

x
Wegen ( y) =MT (Z) und der obigen Definition von ( I

) ist die gesuchte Bewegung gegeben durch

room w0 ()= (523 () (B) - ()4 (B) -
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F23-T2-A5

Fiir die Punkte R, S € R? bezeichne d(R, S) den euklidischen Abstand zwischen diesen Punkten. Es
seien

KZR-((l)) und P = (S)ERZ.

Fir t > 0 sei
Qi ={(x,y) eR*:d((x,y),P)=t-d((x,y), )},
wobei d((x,y)T, #) den euklidischen Abstand von (x, y)! zur Geraden # bezeichnet.

a) Weisen Sie nach, dass Q; fiir alle t > 0 eine Quadrik im R? ist.

b) Skizzieren Sie die Quadriken Qs fiir t = L und t = V2 in einem Koordinatensystem.

V2

Losungsvorschlag

a) Da der Abstand zweier geometrischer Objekte stets > 0 ist und da ¢t > 0 ist, gilt:

d ((x,y)T,P) =t-d ((x,y)T,z,”) e d ((x,y)T,P)2 =t2.4 ((x,y)T,f)z.

: T )2 2 T ,\?
Es ist d ((x, Y) ,P) =x2+(y—-2)  und d ((x, y) f) = y2, denn der kiirzeste Abstand von
(x,y)T zu ¢ ist gegeben durch die Lange der Strecke zwischen (g) und (g) +y- ((1)), da die

Richtung der Strecke senkrecht auf die Richtung von £ steht, das heifst R - (?) 1R- ((1)) Alternativ

kénnen wir uns tiberlegen, dass
2
x—A
‘AeR} =2
‘( y ) } !

Qs :{(x,y)TeRzlx2+y2—4y+4:t2y2}:{(x,y) €R2|x2+(1—t2)y2—4y+420}

d ((x,y)T,f)z =min {||(x,y)" —z||?:z€ ¢} = min{

Damit folgt:

::P(x,y)

Da Q; Nullstellenmenge des quadratischen Polynoms P(x,y) ist, handelt es sich bei Q; per
Definition eine Quadrik.

b) 1. Fall: t = V2
Qi: 0=x*-y?—-4y+4
=x2— (y*+2y-2+22-2%) +4
=x*—(y+2)*+8
1
8
Q; ist eine Hyperbel, fiir deren Mittelpunkt (1, mz)T gilt: 0 = my und 0 = my + 2, das heifst

(m1,my)" = (_02)

Die Asymptoten sind gegeben durch

e 1= (y+2)2—%x2

{%(y+2)—%x:0} & {y:x—Z}und{%(y+2)+%x:0} e {y=-x-2}



326 10 Euklidische Normalform von Quadriken

2. Fall: t = L

S

Qt: 0:x2+%y2—4y+4

:x2+%(y2—2y-4+16—16)+4
1

a2 21\
=45 (y—4) -4
2?2 (y-4)°

1= 4=

0

4) . Die Langen

m
Q; ist eine Ellipse. Analog zu oben ermitteln wir ihren Mittelpunkt zu ( m;) = (

der Hauptachsen sind 2 (in x-Richtung) und V8in (y-Richtung).

3 2 -1 1 2 3
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F23-T3-A5

Es sei A eine symmetrische Matrix mit den reellen Eigenwerten o und 3. Weiter sei
Qarﬁ={x€R2|xTAx=a—ﬁ}.

a) Entscheiden Sie begriindet, ob es a, € R gibt, so dass Qa,ﬁ ein Kreis ist.

b) Ermitteln Sie, fiir welche a, f € R Q, g aus zwei parallelen Geraden besteht.

Losungsvorschlag

a) A € R?2 gsymmetrisch, daher gibt es M € R>? orthogonal mit MTAM = (g 2) Sei nun

(x) =M- (z), dann folgt:

()= 1)+
() ems: (- () A () =)

()ERZ au’ +po* = a — ,8}
v
Qq pist Kreis < a;tﬁunda’%ﬁ:m>0 © a#punda=p Widerspruch!

=

Il
e e,

Es gibt also keine «, € R fiir die Q, g ein Kreis ist.

b) Qa,p entspricht zwei parallelen Geraden

& Entweder (a =0,p # 0und > O) oder (ﬁ =0,a # 0und " a4

—— ——
=1 =1

©p=0unda #0
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H22-T1-A5

In der euklidischen Ebene R? mit dem Standardskalarprodukt seien die Punkte
w=() =00
2]’ 0

M::{x€R2| ||x —u| +]|x —v| =8}

und die Menge

gegeben.
a) Zeigen Sie, dass M Teilmenge einer Quadrik Q C R? ist.

b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt m, die Hauptachsen und die euklidische Normalform von Q.

Losungsvorschlag
a) Sei (;) € R2. Dann gilt (;) eM

& 8:\/x2+(y—2)2+\/(x—6)2+y2

= 2+ (y-2)°=8-+J(x -6 +12

= x2+(y—2)2:82+(x—6)2+y2—16\/(x—6)2+y2

= 24y -dy+4=64+22 120 +36+ Y2 — 164/ (x — 6) + 12
= 12x -4y — 96 = —164/(x — 6)° + 2

=  —3x+y+24=4.J(x -6 +2

= 9x? +y? +576 — 6xy — 144x + 48y = 16 (x* — 12x + 36 + )
= 72+ y* +6xy —48x —48y =0

X
y

) € R2: 7x2 + 152 + 6y — 48x — 48y = o}
Im Schritt (x) ergibt sich 4/x2 + (y — 2)2 aus
X Uy X —uU
b= [fy) el =Jlo -
Yy uz y—-uz
==+ () = =07+ (-2
Analog fiir /(x — 6)* + 2.

Damit folgt: M C Q = {(

b) Definiere A := (; 135) und b = (:ﬁg) Dann gilt Q = {x € R%: xTAx + bTx = 0}.
Bestimme eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A. Ermittle dafiir zunéchst die Eigenwerte
von A:

xa(d)=det(A—A-E)=(7-A)(15-1)—9=A2 =221 + 96 = (A — 6) (A — 16)
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Da die Eigenwerte von A den Nullstellen von y4(A) entsprechen, hat A die Eigenwerte 6 und 16.
Fiir diese bestimmen wir nun die Eigenrdume.

st =teria 29kt 3)= ()

Eig(A,15) = ker (A — 16 - E3) = ker (_39 _31) = <(;)>

Definiere M = \/_ ( 31 ;) Dann ist M per Definition orthogonal und es gilt M~! = MT sowie

6 0
T —
M AM—(O 16)’

X

y) =M- (i) erhalten wir dann die Quadrik Q’ mit

Beziiglich neuer Koordinaten (i) mit (

e Q: 0 :(i)TMTAM(S)+bTM(S)

96 192
=652 +16t* — —s — —
Vi v—
64 36 36
_ 2 _ . 2 - 4=
=6|s5°—2s 10 )+16(t \/_0+1O T
_65_1) 364 (t_i)2_836
V10 V10 5
8 6
& Q: 9%=6 s——) +16(t——)
V10 10
2 2
- -
s Q' 1 = LU 10
Fiura:=s - \/% und b =t — \/% erhalten wir die euklidische Normalform Q” von Q:
, {,12 bZ
Q : E + — =1.
G

Die Langen der Hauptachsen sind damit 4 und V6 und da (Z) = (8) der Mittelpunkt von Q" ist,
ist der Mittelpunkt m von Q gegeben durch

m=m- = (6) = 15 (o)

— Mit den Hauptachsen kénnten auch die Symmetrieachsen {a = 0} und {b = 0} beziiglich des
x-y-Koordinatensystems gemeint sein.
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H22 -T2 - A4

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen iiber n X n-Matrizen fiir eine natiirliche Zahl
n € Nmitn > 2.

a) Ist A € R ein Eigenwert einer orthogonalen Matrix A € R"*", soist A =1 oder A = —1.

b) Eine diagonalisierbare Matrix A € R"™", die hochstens die Eigenwerte A = 1 oder A = —1 besitzt,
ist orthogonal.

¢) Eine symmetrische Matrix A € R"*", die hochstens die Eigenwerte A = 1 oder A = —1 besitzt, ist
orthogonal.

Losungsvorschlag

a) Wahr.

Es sei A € R ein Eigenwert einer orthogonalen Matrix A € R"™", das heifit 3v € R" \ {0}, fiir das
Av = Ao gilt. Da A orthogonal ist, gilt ATA = E,,. Damit folgt fiir die durch das Standardskalar-
produkt auf R” induzierte Norm || - ||:

AeR
9] = vTv = vTATAv = (Av)T Av = ||Av|)> = ||[A0))> = [AP0))2 & A2 =1 S A=+l
b) Falsch.

2

Essei A = ((1) ) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms y4(A) = A> = 1sind A = 1 und

5 0
2
A = =1, das heifst, die Matrix A hat hochstens die Eigenwerte 1 oder —1. Die Basis

5={)- (VI

besteht aus Eigenvektoren von A, weshalb die Matrix A diagonalisierbar ist. Da jedoch

r,_(0 3\ (0 2)_(; 0
AA‘(zo 1o/=lo 475
ist AT # A™! und daher A nicht orthogonal.

¢) Wahr.

Jede symmetrische Matrix A € R™*" ist reell diagonalisierbar. Da A hochstens die Eigenwerte
A =1oder A = -1 besitzt, konnen wir fiir die beiden Eigenrdume Orthonormalbasen 8., und 8_;
wahlen. Es ist dann $B7 U $_; eine Orthonormalbasis von R” und wenn wir die Vektoren dieser
Basis als Spalten in eine Matrix schreiben, erhalten wir eine orthogonale Matrix P € R™*", fiir die

PTAP =D

und D ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrage entweder 1 oder —1 sind. Fiir D gilt daher
D? = E,. Wegen DT = D und PT = P71, das heifit insbesondere PTP = PPT = E,, folgt dann:

D?=E, & D'D=E, o (PTAP)'(PTAP)=E, o PTATPPTAP =E,
& PTATAP=E, & ATA=PPT =E,.

Analog zeigen wir wegen D?> = DDT = E, auch AAT = E, und damit AT = A~!, das heifit A
orthogonal.
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H22 -T2 -A5

In der euklidischen Ebene R? ist die Quadrik
X
Qi = {(,) € B2 1 @t + D+ ) + 2xy + V2(x — y) = 0]

gegeben; dabei ist t € R ein reeller Parameter.
a) Bestimmen Sie in Abhédngigkeit von t € R die euklidische Normalform der Quadrik Q;.

b) Skizzieren Sie die Quadrik Qo im x-y-Koordinatensystem.

Losungsvorschlag
. _[2t+1 1 _[V2 .
a) Definiere A := ( 1 o 4 1), b= (—\/E) Dann gilt

@ ={(i) e () AG) e () =of

Bestimme nun eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Ermittle dazu zunichst die
Eigenwerte von A:

xaA)=(2t+1-2)2=1=A2=2- 2t + 1) A + 4> + 4¢

Die Eigenwerte sind die Nullstellen von xa(A), also

4t+2i\/(4t+2)2—4~(4t2+4t) A +242
/\1/2: 5 = 5 .

Somit sind 2t + 2 und 2t die Eigenwerte von A.

Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

Eig (A, 2t +2) = ker (A — (2t +2) - Ep) = ker (_11 _11) = <(1)>

Eig (A, 2t) = ker (A — (2t) - E5) = ker (1 1) _ <(—11)>

-1

1
.. — 1
Definiere M := 5l 1
2

> ) Nach Deinition ist M orthogonal, das heifst MT = M1, AuBerdem
2t + 0
. T _
gilt M"AM = ( 0 Zt)'

Definiere neue Koordinaten (Z) durch (;) =M- (Z)

Damit erhalten wir aus Q; die Quadrik Q;:

T
Q1 0= (;‘) MTAM (Z) ™™ (Z) — 2t +2)ul 4202 =20
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1.Fall: t =0
Qi: 0= 2u? - 20 = % — 2v ist die euklidische Normalform von Qp.
(%
2. Fall: t #0
1 1 1
. _ 2 2
Qi 0=02t+2)u +2t(v —ZU-Z+E—E)
2
1 1
=Qt+2Qut+2t|lo-=| - =
2t +2)u”+ (v Zt) 57

2
1
©Q: 1= (42+4t) u?® +4t*|o- —
=a S——
=b
Mit den neuen Koordinaten a4 und b erhalten wir die euklidische Normalform Q;" von Q; in
Abhingigkeit des Wertes von 4t2 + 4t:

4t2 +4t >0 © t < -1odert > 0, dann gilt:

. az b2 _q
t - 1 2 + (l)z -
(2\/t2+t) 2
442 +4t <0 © -1 <t <0,dann gilt:
. a? b2
trT L \2 + (L )2 =1
(2Vt2+t) 2
42 +4t=0 & t =1, damn gilt:
124 b2
Vit
(z)
b) Qo ist eine Parabel fiir deren Scheitelpunkt s gilt: s = MT (8), denn (8) ist der Scheitel der

euklidischen Normalform. Qg entsteht aus Q; durch Drehung um 45° gegen den Uhrzeigersinn.

X
Das lesen wir unmittelbar aus der Matrix M in der Transformation (Z) — ( ) =M- (Z) ab,

y

denn M orthogonal und det(M) = 1, das heifst, M ist eine Drehmatrix mit cos(a) = % Aufierdem

sehen wir: Q(: v = u?. Damit also:

5 -4 -3 -2 -1 1
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F22-T1-A5

In der euklidischen Ebene R? seien die beiden Quadriken
X
Qi ={(,) e R?| x*+4xy -2y = 6}

und X
Q, = {(y) € R?| 3x2 + 6xy — 5¢% = 12}
gegeben.

Man zeige, dass die beiden Quadriken Q; und Q> metrisch d4quivalent (kongruent) sind und bestimme
eine euklidische Bewegung f: R? — R?, welche Q; auf Q; abbildet.

Losungsvorschlag

Uberfithre Q; und Q5 in euklidische Normalform. Sei dafiir A; := (1 2

ou= () <5 () w3 =0} _

Bestimme Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A;. Ermittle dafiir zunéchst die Eigenwerte von
Az

xa (M) =det(A1—A-Ep)=(1-A)(=2=A)—4=A2+ A —6=(A-2)(A +3).

) und c; = —6. Dann gilt:

Da A € R Eigenwert von A; genau dann, wenn xa,(A) = 0, hat A; die Eigenwerte 2 und -3.

Bestimme nun die Eigenrdume zu den Eigenwerten von A;.

* Eig(Ai,2) =ker(A; —2-Ep) = ker (_21 —24) - <(§)>

Bt st 359 ey 3){()

Definiere M = % i _21) M ist per Definition orthogonal, das heifit M7 = M™!. Auferdem gilt
2 0
T -
M AIM = (O _3).

Definiere nun neue Koordinaten (Z) mit (;) =M (Z) Mit f;: R?Z — R?, (;) — (z) =MT (;) gilt fiir
Q1 = fA1(Q):

, u\T T u ) )
Q] :fl(Q1)5 0= (U) M ' AM (Z))+Cl =2u“—-3v° -6
Q1 1=%u2—%02

Analog fiir Q2: Az = (g _35) Lcy = —12.

XA, (A) =B =A)(=5-1)—9=A2+21-24 = (A —4) (A +6)
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* Eig(Az,4) = ker (_3,1 _39) B <(

* Eig (A, —6) = ker (g i) = <(_31)>

3 -1 4 0
.- _ 1 : T —
Definiere N = T (1 3 ) orthogonal mit N' AoN (0 B 6)'

Definiere aufSerdem (z) durch (;) =N (Z) und fy: R? — R?, (;) - (Z) =NT (;)

Q) =f£(Q2): 0= (Z)T NTA;N (Z) + 0y =4u® - 60> - 12

1 1
@Qé 1251/[2—502

Da Q1 und Q dieselbe euklidische Normalform Q] = QJ besitzen, sind die Quadriken metrisch
dquivalent.

Fur

f=f'of: RZHRZ,(;) =N-MT (;) :\/%(_71 ;) (;)

gilt auBerdem f (Q1) = ;' (1 (Q1) = £ (Q}) =/, (Q5) = Qa-
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H21-T1-A5

Wir betrachten die durch
—4x? + 24xy — 11y* + 80x + 60y = 0

gegebene Quadrik H in R2.
a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform und den Typ von H.

b) Berechnen Sie den Mittelpunkt und alle Scheitel von H.

Losungsvorschlag

a) Seien A := (I;L _1121) ,b = (28), dann gilt:
He (o) A) () =0

Bestimme eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Ermittle dafiir zunachst die Eigen-
werte von A:

xa(A) = det(A—AEp) = (=4—-A)(=11-A) — 144 = A% + 154 + 44 — 144 = A2 + 151 — 100 =
(A =5) (A +20),
das heifdt, die Eigenwerte von A sind 5 und -20.

Bestimme nun die zugehorigen Eigenrdume:

* Eig(A,5) =ker(A-5-Ey) =ker (;; —1126) - <(§)>

* Eig(A,-20) = ker (A +20- E;) = ker (12 192) = <(_43)> .
4 -3

Definiere M = % (3 4

). Die Matrix ist per Definition orthogonal, das heifst M -1 = MT, und es

5 0
e MT -
gilt M" AM = (0 _20).

X
In neuen Koordinaten (Z)’ definiert durch ( y) =M (Z), erhalten wir dann die Quadrik H’:
, u T u T u
H: 0=( )M AM( )+b M( )
v v v
= 5u? — 2002 + 100u
=5(u+10)>-20 v> -500
~— S~

=s =t

In den neuen Koordinaten s und ¢ erhalten wir dann die euklidische Normalform
g2 2

H": 1=-———
102 52

und wir sehen unmittelbar, dass es sich um eine Hyperbel handelt.
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b) Esist

=m0

=M (;) i (100)
=315 390+ (0)

eine Bewegung mit f(H) = H”. Da (8) der Mittelpunkt von H” ist, gilt fiir den Mittelpunkt m

von H: f= () & MTms ()= (9) o mom- ((10)= ()

Die Scheitel von H” sind gegeben durch die Schnittpunkte der Symmetrieachsen {s = 0} und
{t =0} mit H”.

Da-£ <0<1firallet € R, gilt {s =0} N H” = 0.
10

Fiir die Scheitel (i) von H” giltalsot = 0 und s2 = 102, das heifit, ( 0 -10

) und ( ) sind die Scheitel

von H”. Fiir die Scheitel s; mit i € {1,2} von H gilt: f (s;) € {(100) , (_30)} Somit:
_ (10 T (10) _ (10 _ (0
f(sl)‘(o) e Misitly)= 0) < Sl‘(o)

fe=(y) & M=) & m=m-(F)= ()
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H21-T2-A4

Sei Qs ¢ die von den Parameterns, t € R, (s, t) # (0, 0) abhdngige Quadrik
sx? +2txy +sy* + 2V2sx + 2\/§ty ~s2-1=0
im R2.

a) Bestimmen Sie die euklidische Normalform von Q;; und geben Sie eine Bewegung an, die Qs
auf diese Normalform abbildet.

b) Bestimmen Sie, fiir welche s, ¢ € R die Quadrik Q; ; affin 4quivalent zur Quadrik X2 + y2 =1 ist.

c) Bestimen Sie, fiir welche s,t € R die Quadrik Qs metrisch dquivalent zur Quadrik x2 + yz =1

ist.
Losungsvorschlag
: s ) 4, (2V2s) 2 , (N A (KN T (K _
a) Seien A := (t S),b._ (Zx/it)lc‘_ s-—1,dannist Q;;: (y) A(y)+b (y)+c—0.

Bestimme eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A. Ermittle dazu zunédchst die Eigen-
werte von A:

xa(A)=det(A—AEy) = (s —A)? =2 = A2 =251 + 52 — £2.
Die Nullstellen von y4(A) sind

25 + 452 —4(s2—12) 25 + 2t
2 -2

Bestimme nun die Eigenrdume zu den Eigenwerten:
. -t t 1
. Elg(A,s+t):ker(A—(s+t)E2)=ker(t _t):<(1)>

* Eig(A,s —t) = ker(A — (s —t) E) = ker (i ;)

Il
—_——
|
_
~
~——

Fiir t = 0 gilt: Eig (A, s) = R?

Definiere nun M = % 1 _11) Die Matrix ist orthogonal per Definition, das heifit MT = M1,
. T _[s+t 0
und es gilt M AM—( 0 s—t)'

X
Definiere neue Koordinaten (z) durch ( y) =M- (Z) Damit erhalten wir die Quadrik Q;, p
, 7 u T (U
Qi 0=( ) MAM( )+bT( )+c
’ v v v

=G+l +(-Hv*+2+Hu—-2(s—t)v—-s>-1
=G+t W +2u+1-1)+(s-t)(*-20+1-1) —s* -1
=5+ u+1)?+6-H@w-1)>-s2-2s-1
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=s+H)(u+1)+(-t)(v-1)"=(s +1)
=a =b

Mit den nun definierten Koordinaten 2 und b erhalten wir die euklidische Normalform QY von

Qs,t3
Q' (s+Ha>+(—-tb*=(s+1).

st

Die gesuchte Bewegung ergibt sich aus einer Verkettung der Koordinatentransformationen. So
erhalten wir:

pes o () (5)= ()4 () =m0 )+ ()= (4 160+ )

Fiir f gilt per Definition: f (Qs¢) = QY-

b) Qs ist affin dquivalent zu x? + y2 = 1

< s+1#0unds+f>0unds—t >0 (denn (s—l)ZZOVseR)
& s#-lunds > [t
S s> |t

) Qs ist metrisch dquivalent zu x? + y* = 1

s+t s—t
;=1= 2

(s+1) (s+1)
= s#-1lunds+t=s—t

= s#-1undt=0

S s # —1und

Damit folgt:

Qs ¢ metrisch dquivalent zu x? + y? = 1

S s#-1und =lundt=0

(s +1)?
o s#2-1lunds=s>+2s+1undt=0
o s#2-1unds?+s+1=0undt=0

Das?+s+1=0 wegen 1 — 4 < 0 keine reellen Losungen besitzt, ist Qs  nie metrisch dquivalent
zux?+y?=1
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F21-T3-A5

Gegeben seien die Quadriken
Q={(x,y) eR?:2x2 + y*> —4x + 6y + 7 = 0}

und N
Q={(x,n eR?: x*> +2y> -4 =0}.

Bestimmen Sie eine Gleitspiegelung f: R? — R? mit f(Q) = Q

Losungsvorschlag

Da in Q keine gemischt quadratischen Terme vorkommen, kénnen die Schritte ,,Berechnung der Ei-
genrdume”, , Definition einer orthogonalen Matrix” und ,Koordinatentransformation” ausgelassen
werden. Sie dienen ndmlich nur dem Zweck, die gemischt quadratischen Terme durch eine Koordi-
natentransformation zu eliminieren.

Q: 0=2x"+y*—4dx+6y+7
=2(x*=2x+1-1)+ (y*+2y-3+9-9)+7
=2(x -1+ (y+3)°-11+7
=2(x—-172+(y+3)° -4

Definiere nun f: R> — R?, (x) - (0 1) (x) + ( 3 ) =A (x) +b.

Yy 1 0/\y -1 Yy
—— ——
=A =b

* Esist f eine Bewegung, da A orthogonal, denn A - AT = ATA = E,,, das heifit AT = A~1.

e f ist eine Gleitspiegelung, denn det A = —1 und Fix (f) = {(;) eR?: A (;) +b= (;)} =0, da
das inhomogene lineare Gleichungssystem (_11 _11) (;) = (_3 1) keine Losung besitzt. Denn fiir
Losungen (x, y)! wiirde sowohl x — y = 3 als auch —x + y = —1 gelten, das ist jedoch dquivalent zu
0=2.

* Nach Definition gilt: f~? (Q) = {(x, y)T eR?:  (y+ 3)2 +2(x-1P%—-4= 0} = Q und daher ins-
besondere f(Q) = Q (das Bild von Q unter f bestimmen wir tiber die Abbildungsvorschrift von

)
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H20-T2 - A4

Gegeben seien die beiden Matrizen

0 -1 1 1 10 0 0

I R R o 3 0 0w

A=l1 10 1| W Pl g 1 o R
1 -1 1 0 0 0 0 -1

Man entscheide, ob es eine orthogonale Matrix P € O4(R) mit PTAP = D gibt, und bestimme
gegebenenfalls eine solche Matrix P; dabei bezeichne P die zu P transponierte Matrix.

Losungsvorschlag

Offensichtlich ist A symmetrisch, das heifit A = AT. Da A € R¥* ist die Matrix somit orthogonal
diagonalisierbar, das heifit, es gibt eine Matrix M € O4(R), fiir die MT AM Diagonalgestalt besitzt.

Wir bestimmen nun die Eigenwerte von A als die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x 4(A)
von A:

-A -1 1 1 -A -1 1 1
~ [ S R it Y (55 T E S B |
xa(A) = det(A — AEy) = det 1 21 -4 1|z det 0 —1-1 —-1-21 0
1 -1 1 -A 0 -1-A 0 -1-A
" -A -1 -1 -1 1 1
=-A-det|[-1-4 -1-A 0 +det|-1-A4 -1-A 0
-1-A 0 -1-A -1-A 0 -1-A

= A (=A=1=2)2 +2(=1 = A)%) + ((-1)(-1 = 1)? = 2(-1 = 1)?)
= (1= AP [(-A)(-A +2) - 3]
=(A+1)?(A2 =21 -3)
=(A+1)3A-3)
(+) Entwicklung nach der 1. Spalte

Die Matrix A hat folglich die Eigenwerte —1 und 3. Aufgrund der algebraischen Vielfachheit der beiden
Eigenwerte konnen wir schlussfolgern, dass eine orthogonale Matrix P, wie in der Aufgabenstellung
beschrieben, existiert.

Um P zu bestimmen, berechnen wir nun die Eigenrdume zu den beiden Eigenwerten und ermitteln
jeweils eine Orthonormalbasis fiir diese.

1 -1 1 1 1 -111 N /1N /1
* Eig (A, 1) = ker(A + E4) = ker _11 _11 _11 _11 = ker 8 8 8 g :<(1) , _01 , 8 >
1 -1 1 1 0 0 00 o/ \o/ \1
3 -1 1 1 3 -1 1 1 1
1 -1 1 -3 0 0 0 0 1

(#) Die Uberfithrung der Matrix in Zeilenstufenform ist hier aus Platzgriinden stark verkiirzt

dargestellt.
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Wir nutzen nun das Gram-Schmidt-Verfahren, um eine Orthonormalbasis fiir Eig (A, —1) zu bestim-
men. Benenne die drei erzeugenden Vektoren des Eigenraums dafiir mit v1, v, und v3. Bei der
Berechnung legen wir das Standardskalarprodukt ( , ) sowie die dadurch induzierte Norm zugrun-
de.

1
° — 01 _ 1 1
b= = %o
0
1 1
o — _ 1. _1|-1 _w _ 1 |-1
wZ.—UZ—<UZ,b1>b1—Uz—§Ul—§ ) und bz_llwzll_% of
0 0
1 1 1
o wy =03~ (03, b1) by — (03, by by =03 — oy — L[ =1 M und by == L7
3= 03=(03,01) 01 =(03,02) 02 = 03 =301 = 5| 5|7 3| 4 un 37 Twsll ~— Viz| 1
0 -3 -3

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert 3 von A erhalten wir eine Orthonormalbasis, indem wir den
Vektor, der den Eigenraum erzeugt, normieren. Mit der Bezeichnung v, fiir diesen Vektor gilt dann:

1

_ s _ 1 -1
*bi=pr=2|
1

Die gesuchte Matrix P erhalten wir dann, wenn wir die Vektoren by, by, b3, b3, die insbesondere eine
Orthonormalbasis von R* bilden, in der passenden Reihenfolge als Spalten in eine Matrix schreiben.
So erhalten wir die Matrix

P = (bl b4 bz bg) ,

die nach Konstruktion orthogonal ist und fiir die PTAP = D gilt.
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H20-T3-A3

Es seien A, B € R™" symmetrisch.

a) Esseien A, B zudem positiv definit. Zeigen Sie

det(A + B) > 0.

b) Esseien Ay, A; € Rmit A1 # A,. Zeigen Sie:
Fiir alle v € Kern(A — A4E,) und alle w € Kern(A — AyE,) gilt:

ol Aw = 0.

c) Es sei A positiv definit. Weiter sei
M :={xeR"| xTAx = 1}.

Zeigen Sie:
Es gibt Eigenwerte «, f € R von A mit

T

1
ESx x < fiir alle x € M.

1
p

Losungsvorschlag

a) Da A und B symmetrisch sind, ist insbesondere auch A + B symmetrisch. Wir wissen, dass
symmetrische reelle Matrizen diagonalisierbar sind, das heif$t, es gibt eine invertierbare Matrix
T € R™" fiir die T"'(A + B)T eine Diagonalmatrix D mit Diagonaleintrdgen di, ..., d, € Rist.

Da die Matrizen A + B und D &hnlich sind, folgt det(A + B) = det(D) =d; - ...  d,.
Zeige: d; > O furallei e {1,...,n}

Esistd; € R ein Eigenwert von A+ B, das heifst, es gibt einen zugehorigen Eigenvektor v; € R" \ {0}
mit||v;|| = 1, fiir den (A + B)v; = d;v; gilt. Da A und B positiv definit, gilt insbesondere UZ.TAvi >0
und o] Bo; > 0. Insgesamt folgt:

di = d; - ||vil|*> = divl.Tvi = viT(divi) = vl.T(A + B)v; = vl.TAvl- + viTBvi > 0.
Insbesondere erhalten wir somit auch

det(A+B)=det(D)=d;-...-d, > 0.

b) Wir bemerken zundchst, dass v € Kern(A — A{E,) bedeutet, dass Av = A1v. Analoges gilt fiir
w € Kern(A — AyE,). Somit erhalten wir wegen AT = A:

Mol Aw = T A(Aw) = vTAT(Aw) = (Av)TAw = AvTAw & (A —A) v TAw =0
N——
eR

Da A1 # A folgt damit direkt vTAw = 0.
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c) Als symmetrische Matrix ist A orthogonal diagonalisierbar. Das heifst, es gibt eine orthogonale
Matrix Q € R™" fiir die QT AQ eine Diagonalmatrix D mit Diagonaleintrdgen Ay, ..., A, ist.

Da A positiv definit ist, sind die Diagonaleintrdage, die die (nicht notwendig verschiedenen)
Eigenwerte von A darstellen, alle positiv.

Definiere nun
a =max{Ay,..., A} und B :=min{Ay,..., A,}.

Sei nun x € M, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor vy = (y1,..., yn)T € R" mit
x = Qy. Es gilt dann:

n
1=x"Ax = (Qy)"AQy) = y"Q"AQy = y"Dy = ) Ay,
i=1
Weiterhin erhalten wir durch eine geeignete Abschitzung

n

ﬁ-znlyiz < 1=Zn:/\iyi2 < a~Zyl.2.
2 i=1

i=1

>y =yTy = Q") (QTx) = 2TQQTx = 2Tx

i=1
ergibt sich durch die obige Abschédtzung dann
B-(xTx) <1 < a-(xTx)
und damit insbesondere wegen «a, f > 0

1
Z < xTx <
04

|~
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F20-T1-A5

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

a) Hat eine Quadrik Q im R? zwei aufeinander senkrecht stehende Symmetrieachsen s; und s,
dann ist der Schnittpunkt m dieser Symmetrieachsen ein Mittelpunkt von Q.

b) Sind Q; und Q, zwei kongruente (metrisch dquivalente) Quadriken im R2, dann gibt es nur
endlich viele euklidische Bewegungen f: R? — R? mit f(Q;) = Q>.

Losungsvorschlag

a) O.B.d.A. seien die x- bzw. y-Achse die Symmetrieachsen s; bzw. s, und (8) ihr Schnittpunkt.

— Andernfalls Hauptachsentransformation

x\T x
Sei ( y) € Q. Dann ist wegen der Symmetrieachse s; auch ( y) € Q und wegen der Symmetrie-

achse s; auch (—-x,-y) € Q.

—-X
Da (_ y) Ergebnis einer Punktspiegelung an (8) ist, folgt:
Fiir alle ( :

) € Q ist auch das Bild ( 0) Element der Quadrik. Per

x x
) unter Punktspiegelung an ( 0

Y Yy
Definition ist damit (8) ein Mittelpunkt.

b) Es seien Q1 = Qy = {(x, y)T eRZ: x2+ y2 = 1}, das heifst, Q7 und Q; sind Kreise mit Mittel-
punkt in (x, y) = (0, 0) und Radius 1.

Beide Quadriken sind gleich und damit offensichtlich metrisch dquivalent, da idg2(Q1) = Q» und
idg2 eine Bewegung, das heifst eine abstandserhaltende affine Abbildung ist.

Aufierdem ist fiir alle @ € [0, 27| die Abbildung

2 5 x) cosa —sina (x)
Ja: B = R (y ~ (sina cos a ) y
eine Drehung um den Ursprung mit Drehwinkel «a, also eine Bewegung mit f, (Q1) = Q>. Ins-
besondere gibt es unendlich viele (verschiedener) solcher Bewegungen, da die Menge [0, 2n[
tiberabzdhlbar ist. Die Aussage ist folglich falsch.

Die hier beschriebene Situation trat in Aufgabe 4 (Herbst 2021 — Thema 2) fiir t = 0 auf. Wir
konnten dort eine beliebige Orthonormalbasis des R? zur Definition von M wihlen.
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F18 -T3 -A2

Sein € Nmitn > 2. Sei X € R™" eine orthogonale Matrix und sei Sx := X + X'.
a) Zeigen Sie: Die Matrix Sy ist (liber R) diagonalisierbar.

b) Zeigen Sie: Sei v € R" ein Eigenvektor von Sx, dann gilt

X?v € span{v, Xv}.

¢) Folgern Sie: Es gibt einen Untervektorraum U C R” mit 1 < dim(U) < 2 und

{X-uluel}cU.

Losungsvorschlag

a) Offensichtlich ist Sx symmetrisch, denn S§ =X +XDHT=XT+ (X' =XT+X=X+XT=5,.
Symmetrische reellwertige Matrizen sind immer (iiber R) diagonalisierbar.

b) Da v € R" ein Eigenvektor von Sy ist, gibt es ein A € R mit

T_y-1

X' =X
M=X+XWw=Xv+X"v & Xv=Av-X'v &  Xv=Av-Xo
X
&S Xw=AXv-v

Es folgt also, dass
X?v = —v + AXv € span{v, Xv}.
c) Esseiv € R" \ {0} ein Eigenvektor von Sx.
Behauptung: U := span{v, Xv} ist erfiillt die gewtiinschten Eigenschaften

Offensichtlich ist U C R" per Definition ein Untervektorraum. Weiter gilt wegen v # 0

dim(U) = {1, falls v und Xv linear abhédngig

2, falls v und Xv linear unabhéngig

Wir miissen also noch zeigen, dass {X - u | u € U} C U gilt.

Sei dafiir u € U, das heifit, es gibt A1, A, € Rmit u = A;v + A, Xv. Dann gilt:
X-u=X-AMv+1:X0) =211 - Xv+ Ay - X?0.

Da wir nach Teilaufgabe b) wissen, dass X?v € span{v, Xv} und deshalb insbesondere auch
Az - X?v € span{v, Xv}, erhalten wir insgesamt

X-uespan{v,Xv} =U, also {X-u|uelU}cU.

Damit ist die Existenz eines Untervektorraums U mit den gewiinschten Eigenschaften nachge-
wiesen.
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Weitere Aufgaben

In der Ersten Staatspriifung kommen in der Teilpriifung zur Linearen Algebra und Analytischen Geometrie
héufig Aufgaben zur euklidischen Normalform von Quadriken vor — mehr als hier mit Losungsvor-
schldgen versehen dargestellt werden konnen. Dennoch wurde versucht, durch die Aufgabenauswahl
die typischen Aufgabentypen abzudecken. Fiir die in den Priifungen bis zum Friihjahr 2018 enthalte-
nen Aufgaben, die in diesem Kapitel nicht besprochen wurden, fasst die nachfolgende Tabelle daher
zusammen, nach welcher Idee die Losung dieser Aufgaben erfolgen kann.

Aufgabe Losungsidee
Jahrgang Thema Aufgabe Kapitel Aufgabe
Herbst 2024 1 5 9 3
Herbst 2024 3 5 10 2
Herbst 2022 3 5 10 2
Friihjahr 2022 2 5 10 2
Herbst 2021 3 5 10 5
Friihjahr 2021 2 5 10 13
Herbst 2020 1 5 10 13
Herbst 2020 3 5 10 5
Friihjahr 2020 2 5 10 10
Herbst 2019 2 5 10 6
Herbst 2019 3 5 10 10
Friihjahr 2019 1 5 10 2
Friihjahr 2019 3 5 10 10
Herbst 2018 1 5 10 2
Herbst 2018 2 3 10 11
Herbst 2018 3 5 10 11
Friihjahr 2018 1 5 10 10
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