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1. Einleitung

Obwohl P. Drude Anfang des 20. Jahrhunderts mit seiner Theorie iiber die Leitfahigkeit in Me-
tallen mit geringer Unordnung, d.h. nur wenigen Stoérstellen, grofien Erfolg verbuchen konnte,
ignorierte diese eine wichtige Eigenschaft der fiir den Transport verantwortlichen Teilchen,
in diesem Fall der Elektronen im Metall. In dieser Theorie bewegen sich die Elektronen auf
klassischen Trajektorien, wobei Betrag und Richtung der Geschwindigkeit durch Streuung an
Storstellen in zufélliger Weise umverteilt werden, und zwar unabhéngig von allen anderen
Prozessen.

Als Teilchen, welche den Gesetzen der Quantenmechanik unterliegen, zeigen diese jedoch
Interferenzeffekte, was insbesondere einen Einfluss auf das mikroskopische Verhalten jener
Teilchen nach sich zieht. Auf makroskopischen Skalen hingegen fiihrt die Mittelung iiber al-
le Konfigurationen der Streuer zu einem “Auswaschen“ der Interferenz, so dass die mittlere
Propagation der Teilchen im Medium in der Tat durch eine klassische Beschreibung in guter
N#herung gerechtfertigt werden kann. Das funktioniert zumindest fiir den Fall schwach unge-
ordneter Systeme, denn 1958 zeigte Anderson [1], dass es bei hinreichend starker Unordnung
zu einem totalen Stillstand des Transports kommen kann, bedingt durch Dominanz von In-
terferenzeffekten. Das Metall wird zu einem Isolator. Dieses Phinomen ist allgemein bekannt
unter dem Namen Anderson-Lokalisierung.

Allerdings findet man auch weit auflerhalb des Bereichs der Anderson-Lokalisierung Einfluss
von Interferenz auf den Transport. Betrachtet man die Interferenz zweier gegenldufiger und
sich auf dem selben Streupfad befindenden Teilchenwellen in exakter Riickstreurichtung (sie-
he Abb. 1.1), so stellt man fest, dass diese Interferenz unabhéngig von den Positionen der
Streuer immer konstruktiv ist. Diese Aussage trifft fiir alle anderen Streurichtungen nicht zu.
Daraus folgt aber, dass selbst nach einer Konfigurationsmittelung iiber die Unordnung dieser
Beitrag erhalten bleibt. Mann nennt dieses Phénomen kohdrente Riickstreuung. Die Tatsa-
che, dass die Riickstreuintensitit um einen Faktor grofler eins erhoht wird, fithrt letztendlich

Weg A Weg B

Abbildung 1.1.: Konstruktive Interferenz zwischen den beiden Streuwegen A und B ist die
Ursache der koh&renten Riickstreuung.
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Abbildung 1.2.: Typische Form des Konus der kohérenten Riickstreuung. Es ist die auf die
Hintergrundintensitéit normierte Gesamtintensitét in einem engen Winkelbe-
reich um die exakte Riickstreurichtung 8 = 0 aufgetragen.

zu Quantenkorrekturen typischer Transporteigenschaften, wie beispielsweise die Verringerung
der Diffusionskonstanten. In diesem Zusammenhang spricht man daher auch von schwacher
Lokalisierung. Es gibt aber auch weitere interessante Effekte wie beispielsweise universelle
Leitfihigkeitsfluktuationen.

Obwohl die schwache Lokalisierung zunéchst nur fiir Elektronen untersucht worden ist, fand
in neuerer Zeit das photonische Analogon zunehmendes Interesse, wie z.B. die kohérente
Riickstreuung von Licht durch Polystyrol-Suspension [2, 3] oder universelle Leitfihigkeits-
fluktuationen von Licht [4, 5]. Photonen zeigen als Quantenteilchen #hnliche Verhaltensweisen
wie Elektronen, bis auf die unterschiedlichen Dispersionsbeziehungen und die Art und Weise
mit den Streuern bzw. Storstellen zu wechselwirken. Weiterhin ist das Auftreten von kohéren-
ter Riickstreuung nicht nur auf Quantenobjekte beschriankt, sondern tritt unter anderem auch
bei klassischen Wellen wie Ultraschall auf [6].

Das Aufkommen von Ionen- und Atomfallen fiihrte danach zu vollig neuen Moglichkeiten, das
Verhalten von Photonen in ungeordneten Medien im Detail zu studieren. So kénnen Atome in
Form von (ultra-)kalten atomaren Wolken eingefangen werden. Bei resonanter Streuung von
Photonen an diesen Wolken erreicht man selbst bei relativ geringen atomaren Dichten eine
hinreichend hohe Streuwahrscheinlichkeit. Die kohérente Riickstreuung lésst sich dann durch
Messung des Riickstreukonus untersuchen [7, 8, 9]. Dieser Konus ist eine direkte Manifesta-
tion der kohérenten Riickstreuung und entspricht einer erhdhten Intensitét (im Idealfall um
einen Faktor 2) in exakter Riickstreurichtung # = 0 und fillt iiber einen Winkelbereich der
typischen GroBenordnung von Af =~ 1/1000 auf den Wert der inkohirenten Hintergrundin-
tensitit ab (siehe Abbildung 1.2). Die sich ergebende Form erinnert an einen Konus, woher
die Bezeichnung backscattering cone riihrt.

Die Verwendung von Atomen als Streuobjekte erweist sich als vorteilhaft, da diese als identi-
sche Teilchen und durch ihr wohldefiniertes mikroskopisches Verhalten im Zusammenspiel mit
Photonen ideale Untersuchungsobjekte sind, sowohl in theoretischer als auch in experimen-
teller Hinsicht. Fine zusétzliche angenehme Eigenschaft ist die Tatsache, dass Photonen im
Gegensatz zu Elektronen nicht mit ihresgleichen wechselwirken. Ein weiterer Vorteil ist, dass
man durch Verstimmung der Photonenfrequenz von der Resonanz die mittlere Streuldnge und
damit die optische Dicke verdndern kann, ohne an der Probe selbst etwas zu verdndern.



Es gibt nun eine Reihe von Einfliissen, welche zum Zusammenbruch der Interferenz in Riick-
streurichtung fithren. Zum einen sind das die internen Freiheitsgrade, also die interne Struktur
der Atome. Ist beispielsweise der Grundzustand ein Multiplett, so kann dies eine drastische
Abnahme der Interferenz zur Folge haben [10, 11].

Zum anderen sind das so genannte externe Freiheitsgrade, insbesondere die eigentlich im-
mer vorhandene Schwerpunktsbewegung der Atome. Letztere bricht die Zeitumkehrsymme-
trie, welche bei idealen, unbeweglichen Streuern zwischen den beiden Wegen A und B (aus
Abb. 1.1) gegeben ist. Daher gibt es auch hier einen Verlust an Interferenz und man spricht in
diesem Kontext von dynamischem Zusammenbruch. Allerdings kénnen durch heutige Techni-
ken der Laserkiihlung Temperaturen erreicht werden, in welchen die Schwerpunktsbewegung
der atomaren Streuer kaum eine Rolle spielt.

Der Gegenstand dieser Arbeit ist die genauere Untersuchung des Phinomens des dynami-
schen Zusammenbruchs der schwachen Lokalisierung von Photonen und die zugrundeliegen-
den physikalischen Mechanismen. Die Betonung liegt dabei auf dem Einfluss der externen
Freiheitsgrade bzw. der Schwerpunktsbewegung, so dass Atome mit einfachst moglicher in-
terner Struktur angenommen werden.

Im Folgenden soll auf die Vorgehensweise in dieser Arbeit kurz eingegangen werden. Zunéchst
soll in Kapitel 2 mit der Problematik bekannt gemacht werden. Dies erfolgt mit Hilfe eines
semi-klassischen Modells, welches in einfachen Fillen bereits quantitative Aussagen iiber den
Zusammenbruch der Interferenz liefert.

In nachfolgendem Kapitel 3 wird das eigentliche Modell vorgestellt und daran anschlieend
wird in Kapitel 4 der entsprechende Ubergangsoperator der Doppelstreuung in geeigneter
N#herung hergeleitet, worauf der restliche Teil dieser Arbeit baut.

In Kapitel 5 werden dann in verschiedenen physikalischen Regimes analytische Ausdriicke
fiir den Interferenzkontrast bestimmt und die relevanten physikalischen Parameter fiir den
Zusammenbruch gedeutet.

Schliefllich wird in Kapitel 6 das Modell noch einmal genauer unter Aspekten der Quantenin-
formation analysiert. Unter anderem liefert diese Untersuchung fiir einige der im vorherigen
Kapitel gewonnenen Ergebnisse eine alternative Interpretation der interferenzzerstérenden
Mechanismen.



2. Zusammenbruch der Interferenz in einem
einfachen semi-klassischen Modell

2.1. Atomare Wolken

Wir betrachten zunéchst eine Wolke, bestehend aus (ultra-)kalten Atomen, welche durch
Lichtstreuung untersucht werden soll [7, 8, 9]. Dazu werden mit einem monochromatischen
Laser schwacher Intensitit Photonen ki, in die Wolke geschickt, welche diese nach einigen
Streuprozessen wieder verlassen. Die Dichte dieser Wolke ist derart gew&hlt, dass zwar der
mittlere Abstand [ der Streuer in dem atomaren Gas sehr viel grofler als die Wellenldnge
Ain = 27/kin der Photonen ist, andererseits aber auch die optische Dicke der Wolke grof3
genug ist, damit die Intensitéit von doppelt bzw. mehrfach gestreuten Photonen hinreichend
stark wird, um detektiert werden zu kénnen. Es muss auch beachtet werden, dass der mittlere
Abstand der Atome nicht die Groflenordnung der atomaren Wellenpakete erreicht, da es
sonst zu einer Bose-Einstein-Kondensation kommen wiirde. Eigentlich betrachten wir genau
den entgegengesetzten Grenzfall, in dem die Wechselwirkung zwischen den jeweiligen Atomen
vernachléssigt werden soll. Mit anderen Worten: wenn ein Photon gestreut wird, dann passiert
das genau an einem Atom, und nur dieses ist in dem individuellen Streuprozess involviert.
Fiir ein solches Verhalten muss gefordert werden, dass kinl > 1. Wére diese Bedingung nicht
erfiillt, wiirde das gestreute Photon nicht nur ein, sondern zwei oder mehr Atome sehen, was
beispielsweise zur Super- und Subradianz fithrt [12]. Genau dieses wollen wir aber ausschlieflen.
Die eben genannte Bedingung impliziert aber auch, dass die mittlere freie Weglédnge ls der
Photonen sehr viel grofier als die Wellenlédnge des Lichts ist. kinls > 1 definiert aber genau
das hier untersuchte Regime der schwachen Lokalisierung.

Die Forderung an die optische Dicke ist die, dass die Ausdehnung L der Wolke deutlich grofler
ist als die freie Wegléange ;.

Um die Vielfachstreuung und insbesondere die Doppelstreuung und den Einfluss externer
Freiheitsgrade genauer zu studieren, greifen wir uns zwei Streuer heraus, welche auf einem
bestimmten Streupfad liegen. Dabei geniigt es in einem ersten Schritt, sich zunéchst nur auf
die reine Doppelstreuung an zwei Atomen im Vakuum zu beschrinken. Einerseits reicht dieses
einfachere Modell bereits aus, um die wesentlichen physikalischen Mechanismen zu erkennen
und zu verstehen, welche im Fall resonanter Photonenstreuung zu einem Zusammenbruch der
schwachen Lokalisierung fithren. Andererseits kann man die aus diesem Modell gewonnenen
Resultate auf die Vielfachstreuung anwenden, indem man die Bethe-Salpeter-Gleichung in
geeigneter Weise 16st [13], was jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein soll. Dieses erfor-
dert die Einfithrung eines effektiven Mediums mit frequenzabhéngigem Brechungsindex n(w),
anstatt der unserem Modell zugrundeliegenden freien Propagation im Vakuum.

In diesem Kapitel werden wir eine weitere, jedoch eher phdnomenologische Annéherung an
das Problem des effektiven Mediums sehen.



2.2. Einfaches Modell

Bevor wir uns dem Problem streng quantenmechanisch ndhern, soll zunéchst eine semi-
klassische Betrachtung entscheidende Mechanismen, welche zum Zusammenbruch des Inter-
ferenzkontrasts fithren, aufzeigen. Die Idee entspricht im Wesentlichen derjenigen in [14], es
ist jedoch instruktiv, das Vorgehen hier noch einmal explizit zu skizzieren, da wir in spéteren
Kapiteln auf (Teil-)Ergebnisse hiervon zuriickgreifen werden, beispielsweise zu Vergleichszwe-
cken. In der Tat wird man viele Dinge in nachfolgenden Kapiteln in etwas anderer und allge-
meinerer Art und Weise wiederfinden. Auflerdem enthélt Formel (3) aus [14] einen falschen
numerischen Faktor, welcher hier korrigiert werden soll.

Weiterhin ist dieses einfachere Modell dazu geeignet, das die beiden herausgegriffenen Streuer
umgebende Medium in unkomplizierter Weise zu beriicksichtigen. Denn gerade in der Néhe
der Resonanz sind dadurch nicht vernachlissigbare Effekte zu erwarten, insbesondere wenn
inelastische Streuung mit im Spiel ist.

Betrachten wir zunéchst Abbildung 2.1. Das einlaufende Photon k;, wird an den beiden Ato-
men 1 und 2 doppelt gestreut, wobei es die beiden gleichwertigen Alternativen A und B
vorfindet. Beide Atome seien als frei bewegliche Streuer mit einer thermischen Geschwindig-
keitsverteilung gemafi Maxwell-Boltzmann angenommen. Die Streuer selbst befinden sich in
einem Abstand |Ry|, welcher sehr viel groler als die Wellenlidnge der verwendeten Lichts ist,
d.h. kiy|Rp| > 1. Daher kénnen die beiden Streuprozesse als unabhingig voneinander ange-
sehen werden.

Man erkennt sofort, dass es genau in Riickrichtung keine rdumliche Phasendifferenz zwischen
den beiden Wegen A und B gibt. Allerdings gibt es nun zum einen aufgrund der Dopp-
lerveschiebung durch die bewegten Streuer eine effektive Verschiebung von der Resonanz.
Betrachtet man das Photon im Ruhesystem des Atoms, so hat es die Energie

W = wiy — kipv . (2.1)

Dabei kann man sich auf den longitudinalen Dopplereffekt beschrinken, denn der transversale
ist von hoherer Ordnung in v/c und somit hier nicht von Relevanz. Zum anderen #ndert sich
aber auch die Energie der Photonen durch Impulsiibertriage auf die Atome. Insbesondere hat
man in unserem Fall fiir die zwischen den beiden Atomen ausgetauschten Photonen fiir Weg
A bzw. B

wa = win— (kin—k)v1, (2.2)
wp = win— (kin + k') va .

Dabei kann man annehmen, dass |k’| ~ |ki,|, denn Korrekturen hiervon wiren ebenfalls von
héherer Ordnung in v/c. Hier, sowie auch im Folgenden, ist k' ~ Ro|kiy|.

Es gibt nun zwei daraus resultierende, grundsétzlich verschiedene Effekte, welche schliefllich
zum Zusammenbruch der Interferenz in Riickstreurichtung fithren. Wir sind hier zunéchst nur
an Korrekturen in fiihrender Ordnung interessiert.



Abbildung 2.1.: Inelastische Streuung und Dopplerverschiebung durch zwei sich bewegende
atomare Streuer im Abstand Ry als Ursache fiir den dynamischen Zusam-
menbruch der Interferenz in Riickstreurichtung.

2.3. Streuphase

Der erste Effekt entsteht aufgrund einer Differenz in den beiden Streuphasen, welche letzt-
endlich von der asymmetrischen Momentangeschwindigkeit der beiden Atome herriihren (wie
z.B. im Fall von Abbildung 2.1 angedeutet). Damit einher geht die Tatsache, dass die beiden
moglichen Streupfade sich nicht mehr durch Zeitumkehr ineinander iiberfiihrenlassen lassen.
Diese Symmetrie fiihrt ja im Fall ruhender Streuer (mit nicht entartetem Grundzustand der
Atome) auf den idealen Verstdarkungsfaktor 2 in Riickrichtung. Diese Phasendifferenz der

beiden Alternativen A und B durch die Streuung nennen wir Apg = gpgA) — gpr).
Um diese zu erhalten, betrachten wir den atomaren differentiellen Streuquerschnitt

do_ o
dQ  4r

isotroper Dipolstreuer, mit dem totalen Streuquerschnitt

_ k:ln |Oé|2 _ 6_7T 1 790
67 k2 1+ (26/1)* 1+ (26/1)%°

(2.4)

wobei im Fall der Resonanz mit dem optischen Ubergang wy > I' die atomare Polarisierbarkeit

durch die komplexe Grofle
3nlced 1
) 2.5
a(9) W3 S +il/2 (2:5)
gegeben ist (Verstimmung 0 = wj, — wp). Die Annahme isotroper Streuer dient dazu, zusétzli-
che Effekte durch polarisiertes Licht zu vermeiden, denn daran sind wir an dieser Stelle nicht

interessiert.



Betrag und Phase der Streuamplitude ase’s sind damit

0@ = —Y (2.6)
1+ (26/T)?

ws(0) = g—karctan(%/l“) . (2.7)

Man erkennt, dass sowohl Amplitude als auch Phase eine J-Abhéngigkeit aufweisen. Befindet
man sich jedoch exakt bei Resonanz, d.h. § = 0, so gibt es in erster Ordnung 6 keine Anderung
in as(8), wihrend die Anderung in ¢4(J) um § = 0 maximal ist. Beschréinkt man sich also
auf den Fall, dass die einlaufenden Photonen exakt bei Resonanz liegen (§ = 0), so ist die
Einschrankung auf lediglich die Phase in fiihrender Ordnung gerechtfertigt. Nimmt die Ver-
stimmung einen von Null verschiedenen Wert an, so muss man die Variation der Amplitude
in die Rechnung mit einbeziehen.

Mit Hilfe von Gleichungen (2.1) - (2.3) erhalten wir
Aps = oM =P
= ¢s(0 — kinv1) + s(6 — (kin — k' )v1 — K'v2)
— [QOS((; — kin’Ug) + (,05(5 — (kin + k/)’Ug + k/'vl)] R (28)
wobei offensichtlich cpr) durch die Ersetzungen v <+ vo und k' « —k’ aus gpéA) hervorgeht
und wvice versa.

Wir nehmen an, dass kipv < I', so dass sich zusammen mit 6 = 0 in fithrender Ordnung
kv /T ergibt:

4
Apg = fk:in (vg —vy) . (2.9)

Man beachte das korrekte Vorzeichen verglichen mit [14]. Offensichtlich spielt die Relativge-
schwindigkeit in Richtung k;, hier die entscheidende Rolle.

In Ausblick auf das Folgende ist zu bemerken, dass dieser Effekt im Prinzip von der endlichen
Lebensdauer 1/T" im angeregten Zustand herriihrt, wenn man dies im Zeitbild betrachtet.
Diese Aussage wird bereits durch die 1/T-Proportionalitéit nahegelegt, wird aber in den kom-
menden Kapiteln noch klarer werden.

2.4. Propagation im effektiven Medium

Der zweite Effekt rithrt von der eigentlich inelastischen Streuung her, welche dazu fiihrt, dass
sich die Verstimmung von der Resonanz dndert, wobei eben genau im Fall der Resonanz
merkliche Anderungen in Streuamplitude und -phase zu erwarten sind, was sich folglich auch
im (effektiven) Brechungsindex n(d) niederschlégt. Betrachtet man der Einfachheit halber das
Medium nur zwischen den Streuvorgéingen durch die beiden Atome, so ist im Allgemeinen die
Energie fiir hin- und riicklaufende Photonen der beiden Streualternativen A,B nicht gleich,
weshalb n(d) fiir unterschiedliche Frequenzen ausgewertet werden muss. Dieses resultiert in
einem zusétzlichen Beitrag zur Phasendifferenz, welche im Folgenden als Agp, = Cpggg - 901(3?0)
bezeichnet wird und nun ermittelt werden soll.



Der komplexe Brechungsindex eines optisch diinnen Mediums (p|a| < 1 folgt direkt aus
kinls > 1) lautet:

1 1
~14 = =1——F(26/T — 1 2.1
n(8) & 1+ 5pad) = 1 = 5o (20/T 1) (2.10)
wobei p die atomare Dichte ist und durch die mittlere freie Weglénge
L(S) = — (1+ (25/T)2) (2.11)
Poo

ausgedriickt wird. Da sich [5(6) um 6 = 0 in erster Ordnung nicht dndert, bleibt [ in fithrender
Ordnung kv/I" konstant und wir setzen ls ~ Ry. Damit ergibt sich

1
2 kin RO

und fiir die Phase, ebenfalls in fiithrender Ordnung kv/T,

n(s) =1- (26T — i) (2.12)

ASDpro = n(WA - WO)WARO/C - n(wB — WO)WBRO/C
1
~ (wa—wp)Ro/c— f(wA —wpB)
1
¥ T [(Kin — K")v1 — (kin + K )vs] . (2.13)

Im letzten Schritt wurde der Term (w4 —wp)Roy/c, welcher die Phasendifferenz aufgrund der
freien Propagation zwischen den beiden Atomen im Vakuum darstellt, vernachlédssigt. Dies
ist gerechtfertigt wegen der typischerweise viel lingeren Lebensdauer 1/T" verglichen mit der
Laufzeit Ry/c des Photons im Vakuum, d.h. 1/T" > Ry/c. Der verbleibende Korrekturterm
ist offensichtlich von gleicher Gréfienordnung wie der Streubeitrag aus Gl. (2.9).

Wenn wir hier, so wie wir es in den nachfolgenden Kapiteln tun werden, das effektive Medium
ignorieren, sprich zwei resonante Streuer im Vakuum betrachten, so bleibt nur der Term
(wa —wp)Ro/c, wobei die Gesamtphase dann jedoch durch den Streubeitrag dominiert wird.
Die Propagation kann damit aber vollends vernachléssigt werden.

2.5. Einfluss auf den Interferenzkontrast

Die Gesamtintensitéit ist proportional zu

2 .
> =2+ 2Re {<e’(A%+A%r°>> } , (2.14)
V1,V V1,02

wobei die Mittelung tiber eine Maxwell-Boltzmann’sche Geschwindigkeitsverteilung erfolgt.

< ‘ 1+ ei(ASDs +Appro)

Man definiert den Uberhohungsfaktor (enhancement factor)

L+C -
o= —JLF = 1+ Re {(eberaem)) L (2.15)
welcher die Gesamtintensitit L + C bezogen auf den inkohérenten Anteil L angibt. Der in-
kohérente Anteil entspricht der nur schwach variierenden Hintergrundintensitit, wie sie weit

weg von der Riickstreurichtung 6 > 1/ki, Ry angenommen wird.



Betrachten wir zunéchst nur den Einfluss der Streuphase, was dem zuvor erwahnten Fall
zweier atomarer Streuer im Vakuum entspricht. Mit der fiir Gauf3-Verteilungen bekannten

Beziehung
<ei5v>v = exp {—% <(£v)2>v} = exp {—%{%fms} (2.16)

ergibt sich

a = 1+Re {<ei1§ki“(”2_"1)> }
V1,02

2

= 1 + e_(%kinvrms)

KinVrms 2
~ 2-16 . (2.17)
r
V2= <v22> (i = z,y, z) ist dabei das mittlere Geschwindigkeitsquadrat in einer Dimension.

Wenden wir uns abschliefend noch dem Einfluss des effektiven Mediums auf den Interferenz-
kontrast zu. Die Gesamtphasendifferenz ist

[~ (3Kin + K')v1 + (3K — K)o (2.18)

M| =

A‘P = A‘Ps + ASDpro =

und damit

1 2
a = 1+exp {——@ [(3kin + k') + (3kin — K')?] }

2 I'?
EinVrms 2
=1 —1
—I—exp{ 0< T >}
kin rms 2
~ 2—10( ? > . (2.19)

Offensichtlich kompensiert die Propagation im effektiven Medium einen Teil der bei der
Streuung akkumulierten Phasendifferenz, weshalb die Korrektur hier niedriger ausfillt als
in GL. (2.17), zumindest exakt bei Resonanz (6 = 0), denn dies wurde ja in diesem Kapitel
durchgehend angenommen. Der hier auftretenden relevanten Skala ki, vyms/I" werden wir uns
ebenfalls in spéteren Kapiteln widmen.



3. Physikalisches Modell

Im Folgenden wollen wir durch Betrachten zweier moglicher Situationen zweigleisig verfahren.
Zum einen sind das zwei Streuer fester Konfiguration, welche insbesondere das Studium der
Geometrieabhéingigkeit der kohdrenten Riickstreuung erlauben. Zum anderen sind das die
in Kapitel 2 kennengelernten atomaren Wolken. Bei diesen muss in einem nachfolgenden
Schritt noch iiber alle Positionen der Streuer gemittelt werden, was dann letztlich auf den
Riickstreukonus fiihrt. Zunéchst aber soll das zugrundeliegende Modell vorgestellt werden.

Wechselwirkung der Streuer mit ihrer Umgebung

Anstatt freier Atome, betrachten wir eine Situation, in welcher zwei Atome in harmonischen
Fallen gebunden sind, charakterisiert durch die Fallenstéirke wy, (Abb. 3.1). Dabei sind beide
Atome jeweils fiir sich in einem solchen Potential gebunden, welches als isotrop angenommen
wird. Durch Betrachten des Grenzfalls kleiner wy, findet man aber genau den Fall freier Ato-
me wieder. Eine experimentelle Realisierung kann man sich z.B. durch Dipol-Fallen vorstellen
[15, 16, 17].

In der Tat soll es keine direkte Wechselwirkung zwischen den beiden Atomen geben, da
zum einen die beiden betrachteten Atome so weit voneinander entfernt sein sollen, dass
die langreichweitige Dipol-Dipol-Wechselwirkung (durch virtuellen Photonenaustausch) ver-
nachléssigt werden kann. Zum anderen sind die Atome elektrisch neutral und erfahren des-
halb im Gegensatz zu Atomen in lonenfallen keine Coulombwechselwirkung. Wiirde man
Ionen verwenden, so kénnte man die Coulombabstofflung in erster Naherung wieder durch ein
harmonisches Potential beschreiben und anschlieBend die entsprechenden Eigenmoden des
Systems verwenden. Allerdings treten dann kollektive Schwingungsmoden auf, weshalb die
beiden Atome nicht mehr jeweils fiir sich betrachtet werden kénnen. Insbesondere wirkt sich
bei Wechselwirkung mit dem einen Atom (z.B. bei der Photonenstreuung) diese auch auf das
andere aus (eben iiber die Coulombkraft). In der spéteren Rechnung werden wir uns aber
genau diese Unabhéngigkeit der Atome zunutze machen. Die Festlegung auf zunéchst nur
neutrale Atome ist aber keine wesentliche Einschriankung, da man das zu erhaltende Resultat
besagter Rechnung spéter trotzdem auf den allgemeineren Fall geladener Atome anwenden
kann, insbesondere also beide Atome involvierende Schwingungsmoden beriicksichtigt werden
konnen.

Struktur der Streuer
Die Atome selbst werden als ideale Punktstreuer in Dipolndherung beschrieben. Das heif3t, die

Ausdehnung und Form der Atome, insbesondere der elektronischen Hiille, kann vernachléssigt
werden. In dem vorliegenden Fall optischer Photonen ist das auf jeden Fall gerechtfertigt, da
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Weg A Weg B

Abbildung 3.1.: Zwei Atome sind in unabhéingigen harmonischen Fallen gefangen. An die-
sen wird ein Photon k;, resonant gestreut. Die beiden Streualternativen der
Doppelstreuung werden mit Weg A bzw. Weg B bezeichnet.

Ain > ag, wobei der Bohr’sche Radius ag die Groflenordnung der Ausdehnung der elektroni-
schen Wellenfunktionen im Atom angibt. Daher kann auch die Wechselwirkung des Lichtes
mit den Atomen in Dipolndherung beschrieben werden, wobei in dem hier betrachteten Fall
(quasi-)resonanter Streuung nur ein Dipoliibergang mit der Energie wy relevant ist, welcher
durch die Frequenz der hier verwendeten Photonen festgelegt ist, d.h. wy = wj,. Die Wech-
selwirkung der Photonen mit anderen Ubergiingen kann dann vernachléssigt werden, wenn
man weiterhin annimmt, dass die anderen angeregten Energieniveaus sehr viel weiter entfernt
liegen als die charakteristischen Gréfien Lebenszeit 1/T des Ubergangs und Verstimmung
6§ = win — wp des Lasers von der Resonanz.

Beziiglich der internen Struktur respektive der internen Freiheitsgrade ist im Wesentlichen
entscheidend, dass der Grundzustand nicht entartet ist. Insbesondere soll es sich um einen
einfachen Grundzustand handeln, dessen Entartung beispielsweise nicht durch Hyperfein-
kopplung aufgespalten ist. Denn wie in [10, 11] gezeigt, fiihrt das Vorhandensein mehre-
rer Grundzusténde zu einer signifikanten Abnahme der kohérenten Riickstreuintensitéit. Wir
wollen uns jedoch in dieser Arbeit lediglich dem Einfluss externer Freiheitsgrade bzw. der Be-
wegungsfreiheitsgrade widmen. Daher betrachten wir hier den einfachsten realistischen Fall
eines nicht-entarteten Grundzustandes (J; = 0) und eines dreifach entarteten angeregten Zu-
standes J, = 1, wie er z.B. zum in Strontium realisiert ist. Diese Situation ist gut geeignet,
um experimentell die unerwiinschte Einfachstreuung herauszufiltern, welche typischerweise
um ein Vielfaches stirker ist als Doppelstreuung. Dazu verwendet man zirkular polarisierte
einlaufende Photonen und detektiert in Riickstreurichtung nur jene mit erhaltener Helizitét.
Die Helizitdt ist der Spin eines Teilchens (bei Photonen ist das die zirkulare Polarisierung)
projiziert auf seine Geschwindigkeitsrichtung. Bei Einfachstreuung wechselt die Helizitét ihr
Vorzeichen, analog zu der Reflexion an einem Spiegel, da zwar der Spin erhalten bleibt, die
Richtung sich aber umkehrt (genaueres hierzu findet sich in Anhang A).

Die beschriebenen Verhéltnisse sind in Abbildung 3.2 zusammengefasst.

Streuung von Photonen

Kommen wir nun zum Streuvorgang selbst. Das einlaufende Photon ki, wird zunéchst an
Atom 1 gestreut (wie in Abb. 3.3 skizziert) und geht iiber in ein Photon k', welches anschlie-

11



Jg =0

m=0

Abbildung 3.2.: Energieniveauschema: Der dreifach-entartete angeregte Zustand und der
nicht-entartete Grundzustand |g) sind durch den Energieunterschied wg ge-
trennt. Der angeregte Zustand ist instabil gegeniiber spontaner Emission mit
der Lebensdauer 1/I", dargestellt durch eine Verbreiterung des Niveaus.

Bend durch Atom 2 in den Photonen-Endzustand kqy; gestreut wird. Wir verwenden hier die
so genannte ein-Photon-Naherung, welche im Grenzfall schwacher Laserintensititen giiltig ist:
am gesamten Streuprozesses ist immer nur ein einziges Photon beteiligt. Mit anderen Worten
heifit das, ein Photon des Sondenlasers sieht ein Atom immer im Grundzustand - die Inten-
sitdt ist viel zu gering, als dass die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Photonen sich gleichzeitig
am selben Atom treffen, merklich werden wiirde. Bei hoheren Laserintensitéiten treten aber
genau diese Situationen auf, welche zu interessanten Sittigungseffekten fithren [18, 19].

Die Schwerpunktspositionen der beiden Atome zum Zeitpunkt der Streuung sind einfach
gegeben durch
Rj(t) = Rg) + uj(t) s (31)

wobei j = 1,2 fiir Atom 1 bzw. 2 steht. Wir nehmen an, dass die Oszillationen der atomaren
Schwerpunkte wesentlich kleiner als der Ruheabstand |Ry| sind, d.h.

<u§> < R} .

Wie zu Beginn schon erwihnt, soll der Abstand | Rg| zwischen beiden Atomen sehr viel groier
als die Wellenléinge der beteiligten Photonen sein, d.h. |Rg|ki, > 1. In unserem Fall bedeutet
das nichts anderes, als dass die vom ersten Atom gestreute Wellenfunktion, noch bevor sie das
zweite Atom erreicht, bereits wieder ihre asymptotische Form angenommen hat. Daher lésst
sich der gesamte Streuprozess als Summe zweier individueller (unabhéngiger) Streuprozesse
auffassen, was die Rechnung wesentlich vereinfacht. Zuweilen spricht man auch von Fernfeld-
Néherung.

Neben dem in Abb. 3.3 dargestellten Streupfad gibt es aber noch einen weiteren, bei dem die
beiden Streuer ihre Rolle vertauschen. Wir nennen ersteren Weg A, den umgekehrten Weg B,
so wie es in Abbildung 3.1 veranschaulicht wird.

Gleichgewichtszustand der atomaren Streuer

Es steht noch die Frage iiber den Anfangszustand der atomaren Bewegung aus. Dazu erin-
nern wir uns daran, dass wir letztendlich atomare Wolken beschreiben wollen, in welchen die
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Abbildung 3.3.: Streugeometrie und Schwerpunktspositionen der atomaren Streuer, welche
beide harmonisch gebunden sind und sich um ihre Ruhelagen R? bewegen
konnen (Auslenkung w;(t)). Das ein- bzw. auslaufende Photon ist mit ki,
bzw. kot bezeichnet, das zwischen den beiden Atomen ausgetauschte Photon
mit k'

atomaren Streuer eine thermische Geschwindigkeitsverteilung besitzen. Daher liegt es nahe,
auch in dem von uns betrachteten Fall den Atomen in den harmonischen Fallen eine ther-
mische Anfangsverteilung entsprechend der Bose-Einstein-Statistik zu geben. Aber auch bei
Atomen (dasselbe gilt natiirlich auch fiir Ionen) ist diese effektive Beschreibung sinnvoll, wenn
man bedenkt, dass wir hier nur den Grenzfall schwacher Laserintensitéiten untersuchen. Die
Kopplung an ein thermisches Bad erfolgt in diesem Fall durch die Kiihl-Laser, deren Photo-
nendichte natiirlich wesentlich groer ist als die des Untersuchungs-Lasers und damit auch die
entsprechenden Streuraten. Betrachtet man einerseits wieder die atomare Wolke, so befinden
sich in dieser sehr viele Atome, so dass die Wahrscheinlichkeit fiir die wiederholte Streuung
von Photonen an einem bestimmten Atom viel zu gering ist, was in dem betrachteten Limes
niedriger Intensitdten des Mess-Lasers eine sinnvolle Annahme ist. Andererseits wird durch
alternierende Kiihl- und Mess-Phasen das System zwischen den einzelnen Messungen wieder
in das thermische Gleichgewicht relaxiert, welches durch Riicksto-Impulsiibertrige der Mess-
Photonen gestort wurde. Die Photonen sehen also ein streuendes Atom immer im thermischen
Gleichgewichtszustand.
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4. Quantenmechanischer Streuquerschnitt der
Doppelstreuung

Beginnen wir nun mit der eigentlichen Rechnung, welcher das in Kapitel 3 beschriebene Modell
zugrundeliegt. Wir bestimmen den Ubergangsoperator der Doppelstreuung stérungstheore-
tisch, woraus sich dann alle physikalischen Groflen von Interesse berechnen lassen. Die Idee
fiir das Modell und die Methode wurde inspiriert durch den Artikel von Itano et al. [20],
in welchem jedoch nur Einfachstreuung untersucht wurde, wie in Abbildung 4.1 dargestellt
ist. Auflerdem wurden dort Ndherungen gemacht, welche sich hier als unzulénglich erweisen

werden.
2 ) 2
1 k 1
out \./

Weg 1 Weg 11

kin

Abbildung 4.1.: Die in [20] betrachtete Streusituation, in der die beiden Amplituden der Ein-
fachstreuung (Weg I/11) miteinander interferieren.

4.1. Hamiltonian des Systems

Wir beginnen mit dem Hamilton-Operator unseres Systems:
H=Hy+V, (4.1)
wobei V' die Wechselwirkung zwischen Atomen und Photonen vermittelt und

HO = th + Hint + Hext
= > hwyala, + hwo (Per + Pea) + hwn (N1 + Ny) (4.2)
"

der ungestorte Hamiltonian ist, der sich aus 3 Beitrdgen zusammensetzt.
Hy, ist der freie Hamiltonian fiir das Photonenfeld, wobei die Summation iiber p = (k, €)

als Summe iiber alle Feldmoden k im Quantisierungsvolumen L3, mit jeweils 2 moglichen
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transversalen Polarisationen € L k, zu verstehen ist, welche die Energie hw, = ck besitzen.
Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Photonen geniigen den bekannten kanoni-
schen Vertauschungsrelationen [auz,a}:] = O, k'0¢ &/ Ein-Photonen Fockzustéinde werden wir

als |k, €) = aL 2|0) bezeichnen, wobei |0) den Vakuumzustand des quantisierten elektroma-
gnetischen Feldes darstellt.

Der zweite Term H;yy bezieht sich auf die internen Freiheitsgrade der Atome, welche sich in
unserem Modell auf den resonanten Dipol-Ubergang der Energie hwg reduzieren lassen. Die
Pe; = ), Imi)(m;| (Atom i = 1,2) sind Projektoren auf das Multiplett der angeregten Nive-
aus, gekennzeichnet durch die Drehimpulsquantenzahlen m;. In unserem Fall J, = 1 ist daher
m; = 0,%1, der Grundzustand |g) (Jy = 0) ist nicht entartet.

Schliefllich beschreibt Heyy die freie Schwerpunktsbewegung (externe Freiheitsgrade) der ato-
maren Streuer in der harmonischen Falle der Stéarke wy. Hey ist im Wesentlichen durch die
Besetzungszahloperatoren ]\7, = Nix+Niy+Niz = dz -a; fiir Atome i = 1, 2 gegeben. Dabei ist
G; = (Qiz, Giy, G;>) ein Vektor aus Vernichtern fiir die 3 Komponenten der Schwerpunktsbewe-
gung. Um Verwirrung mit den Photonenerzeugern und -vernichtern zu vermeiden, werden die
Operatoren des harmonischen Potentials mit einem Dach versehen, obwohl sich das Auftreten
der Photonenoperatoren auf dieses Unterkapitel beschrinkt.

V' konnen wir hier in der so genannten Dipol-Niherung verwenden, was deshalb mdoglich ist,
da die Wellenlénge des Lichtes wesentlich grofler ist als die Ausdehnung der elektronischen
Wellenfunktionen innerhalb des Atoms. In einer geeigneten Eichung [12], der so genannten
Léngeneichung, kann man daher schreiben

V =-D, -E(R))— D, -E(Ry), (4.3)

mit dem elektrischen Feldoperator des quantisierten elektromagnetischen Feldes

. | hw . ik kil
E(R) = ZZ ﬁ[aueue’k“R—a}:eue kR (4.4)
I

Das Quantisierungsvolumen L? fillt am Ende der Rechnung im Limes L? — oo wieder her-
aus. D; bzw. Dy bezeichnen die Dipoliibergangsoperatoren zwischen Grundzustand |g) und
angeregten Zustinden |m;) fiir Atom 1 bzw. 2. Da wir die Atome als Punktstreuer behandeln,
konnen wir das elektrische Feld an den entsprechenden Schwerpunktskoordinaten (3.1) der
Atome auswerten. Die Summe iiber p besteht, wie schon zuvor, aus allen Feldmoden mit
jeweils den beiden Polarisationsrichtungen €.

Dieser Wechselwirkungsoperator koppelt nun alle, in Hg zunéichst unabhéngigen Teilsysteme.
Die Kopplung an die externen Freiheitsgrade erfolgt iiber die Schwerpunktskoordinaten R;,
welche tatséchlich als Operatoren zu verstehen sind, da diese vom jeweiligen Zustand in der
Falle abhéngen. Explizit hat man

Ry =R +u; =R+ (af + ) | (4.5)
mit der charakteristischen Oszillatorlinge

Ay = ,/—%fwh (4.6)

und der Masse m der Atome. Eventuelle Zeitabhingigkeiten der Erzeuger und Vernichter
im Wechselwirkungsbild iibertragen sich natiirlich auf R;, wie dies in Formel (3.1) bereits
angedeutet wurde.
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Abbildung 4.2.: Feynman-Graph der Doppelstreuung. Die dicken Linien kennzeichnen das
Atom im angeregten Zustand. Jede der 4 gestrichelten vertikalen Linien be-
schreibt einen Absorptions- bzw. Emissionsprozess. Die unterste Zeile gibt
die entsprechenden Zusténde und Energien in den externen Freiheitsgraden
an.

4.2. Ubergangsoperator

Wir gehen vom Ubergangsoperator 1" aus, welcher iiber den Streuoperator
S =1-2mié(Ey — E;) T(E; +1in) (4.7)

definiert ist, wobei letzterer im Gegensatz zu T' den ungestreuten Anteil enthélt. Das fiihrt
dazu, dass T im Allgemeinen kein unitérer Operator ist. Die Delta-Distribution sorgt fiir die
Energieerhaltung des Streuprozesses im Langzeitlimes. Der kleine imaginéire Zusatz in mit
positivem n — 0 sorgt fiir die Retardierung der in T" auftretenden Propagationen.

Der Ubergangsoperator ist als Born’sche Reihe gegeben durch [12]

T(z) =V +VGo(2)V +VGo(2)VGo(2)V + VGo(2)VGo(2)VGo(2)V + -+, (4.8)

wobei V' das Wechselwirkungspotential bezeichnet, in unserem Fall also durch Gl. (4.3) gege-
ben ist. Go(z) = 1/(z — Hp) ist die Resolvente des freien Hamiltonians Hy, d.h. die Fourier-
transformierte des Zeitentwicklungsoperators e =0t/

Go(E; + in) beschreibt dabei die freie, retardierte Propagation, den avancierten Propagator
erhélt man entsprechend aus Go(E; — in).

Zu Beginn seien beide Atome im Grundzustand |g). Betrachten wir nun den fiir uns relevan-
ten Prozess, in dem zunéchst das einlaufende Photon, beschrieben durch eine ebene Welle
im Fock-Zustand |kiy, €in) = a;;in ¢ 0), von Atom 1 absorbiert wird und als |k', &) wieder
emittiert wird. AnschlieBend wird das Photon von Atom 2 in den Endzustand |Kouts €out) ge-
streut. Abbildung 4.2 soll die Situation veranschaulichen. Bei jedem dieser 4 Prozesse éndert
sich natiirlich der Zustand der externen Freiheitsgrade und damit die entsprechende Energie,
bezeichnet mit w; fiir den Anfangszustand i) = |iy, i2); wj,wy,w; fiir die Zwischenzustinde
und wy fir den Endzustand |f) = | f1, f2).

Wir bemerken noch, dass wir V in der so genannten rotating wave approximation verwenden,
d.h. wir vernachléissigen die antiresonanten Terme. Dies ist moglich, da wir (quasi-)resonante
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Abbildung 4.3.: Derselbe Prozess wie in Abb. 4.2, nur der Austausch des Photons k’ erfolgt als
antiresonanter Prozess. Im Fall (quasi-)resonanter Streuung ist dieser jedoch
vernachléssigbar.

Streuprozesse betrachten wollen. Ein solcher antiresonanter Prozess ist in Abbildung 4.3 dar-
gestellt.

Unser Prozess wird beschrieben durch den vierten Term in Gl. (4.8). Prozesse zweiter Ordnung
treten bei uns deshalb nicht auf, da wir diese, wie weiter oben beschrieben, durch geeignete
Polarisation der Photonen ausblenden wollen.

Wir kénnen damit die Oszillator-Matrixelemente { f|T (win+w;+in)|i) des Ubergangsoperators
fiir unser System angeben, zundchst nur fiir Weg A:

: d* n
VI = Sty o [@we 3 (@) (@)

A'J_k:/
T |l><l|€“cle k) (ke Fr | ) (jlethin B i)
(v —wi +wi) (Win — ' — wg +w; + i) (v — wj + w;i)

(4.9)

Die Summe iiber j, k, [ lauft iiber den vollsténdigen Satz von Zwischenzustidnden, charakteri-
siert durch die 6 Quantenzahlen, die man benétigt, um den Zustand der externen Freiheits-
grade vollstdndig zu beschreiben, d.h. jeweils 3 unabhéngige harmonische Oszillatoren fiir die
beiden Atome.

Bevor wir diesen Ausdruck vereinfachen werden, sind noch einige Bemerkungen angebracht.
Der komplexe Parameter
vy=0+il'/2 = win — wo + /2 (4.10)

ist die Verstimmung von der Resonanz, erweitert um den rein imaginéiren Term ¢I"/2 mit der
spontanen Zerfallsrate I' bzw. inversen Lebensdauer 1/I'. Die Ursache dieses Zusatzes liegt in
der eigentlich immer vorhandenen Kopplung an die quantisierten Photonenmoden, in Verbin-
dung mit den Vakuumsfluktuationen des elektromagnetischen Feldes. Zum einen fiithrt das zu
einer Termverschiebung ( Lamb-shift), welche durch Renormierung der Ubergangsenergie fiwg
bereits beriicksichtigt wurde. Andererseits erhalten angeregte Zustéinde einen zusétzlichen
Imaginirteil —iT'/2, als Ausdruck des spontanen Ubergangs in die dicht liegenden Photo-
nenzustdnde. Mathematisch ldsst sich das erreichen, indem man einen Teil der Born’schen
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Reihe (4.8) vollstédndig aufsummiert (siehe z.B. [12]). Im Prinzip sind das alle Terme, wel-
che geschlossene Schleifen! beziiglich des entsprechenden instabilen Niveaus enthalten. Die
einfachste Realisierung einer solchen Schleife ist die Emission eines Photons, welches gleich
wieder durch denselben Ubergang absorbiert wird.

An dieser Stelle bietet es sich an, zu erwiahnen, dass es sich hier nicht um einen Prozess 4. Ord-
nung im eigentlichen Sinn handelt, sondern vielmehr um 2 Prozesse 2. Ordnung. Der Grund
ist einfach, dass die beiden Atome um viele Lichtwellenlédngen voneinander entfernt sind. Je-
der Prozess, der beide Atome involviert, ist von hoherer Ordnung in 1/ki, Rp, insbesondere
in Bezug auf die oben erwdhnten Schleifen. Wir sind jedoch nur an der fithrenden Ordnung
in 1/kiy Ry interessiert. Daher sind die hier auftretenden Zerfallsraten I" in der Tat jene fiir
das isolierte Atom. Oder anders ausgedriickt: die vom ersten Atom gestreute Wellenfunktion
nimmt bereits wieder ihre asymptotische Form an, noch bevor sie das zweite Atom erreicht,
sprich, es befindet sich im Fernfeld der Streuwelle.

Die Herkunft von Faktoren der Form d? (é’ *éin) wird in Anhang A genauer erldutert. d ist im
Prinzip ein Maf fiir die Stiarke der Kopplung des Photonenfeldes an den Dipoliibergang.
Die Summe iiber die beiden Polarisationen € kann ersetzt werden durch

D (&) (€76m) = & Dyém (4.11)
&K
wobei o
A,=1-kok (4.12)
der Projektor auf die zu dem Einheitsvektor k senkrechte Ebene ist.?

Die Energieerhaltung fordert, dass die Frequenz des auslaufenden Photons kgt
Wout = Win + (Wi - wf) (413)

betrigt. Allerdings macht man bei dem hier betrachten optischen Ubergang keinen Fehler,
wenn man im Vorfaktor win & wout & wy setzt, insbesondere ist I' < wy. Wir werden dies von
nun an stillschweigend ausnutzen.

Jedes der 4 Matrixelemente faktorisiert in ein Produkt aus einem Matrixelement beziiglich
nur eines Atoms und einem Kronecker-Delta, da das Beobachteratom seinen Zustand nicht
dndert. Ein Teil der Summen iiber die Oszillatorzusténde kann dann direkt ausgefiihrt werden
und es ldsst sich schreiben

wod* Z (foleReou 2|1y (j|ethin Py

Taliv. i
<f1y f2| A|Z1’22> 5(260 2L3 Qﬂ- 3 fy Awjy — Aw]vl) (’7 — ijl)

ezk’(Rg —Ry)

(1.l / R (€ A i) ris) ) (4.14)

win — W' — Awyy +1in

wobei jetzt die Summation iiber j bzw. | den vollstindigen Satz von Oszillatorzustdnden
beziiglich jeweils nur Atom 1 bzw. Atom 2 durchliuft. Die im Energienenner auftretenden

!Sie sind besser bekannt unter der Bezeichnung loops. Diese sind im Sinne von Feynman-Graphen zu verstehen.
2a o b ist das dyadische Produkt zweier Vektoren, d.h. (a o b);; = a;b; .
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Energiedifferenzen beziehen sich dann ebenfalls jeweils nur auf das entsprechende Atom, z.B.
Awyp = (wy —wi)y, Dwjt = (wj — w;), fiir Atom 1.

Richten wir unser Augenmerk nun auf das k’-Integral, d.h. den freien Propagator des zwischen
den beiden Atomen ausgetauschten Photons k’. Unter Verwendung von

. 00 in(k
/ Pk ALf(k)e*® = 4x /0 k2dk f(k){smkf;) Ag
sin(kx)
- X

1 o A
—|—k2—$2 <cos(ka:) > (I1-3xo a:)} (4.15)
kénnen wir die Winkelintegration ausfiihren, so dass sich im Fernfeld (nur der fithrende Term
in 1/kz) fiir den freien Photonenpropagator (untere Zeile in (4.14)), im Folgenden mit Py
bezeichnet, ergibt:

0 ro2 ' /
Pon = o / A w (ein'Rm' —e_i%‘R21‘) ARy
ic?|Ra1| Jo win—w' — Awypr +1in

dabei ist Ry = Ry — Ry der Schwerpunktsabstand der Streuer. Die untere Integrationsgrenze
kann mit verschwindendem Fehler bis —oo ausgedehnt werden®

dow’ W'

27 0
ic?|Ro1| J_oo Win — w wrp 1

" L
(e’ o 1Bl _ o= |R21|> AR,

und mit Hilfe des Residuensatzes folgt schliellich

o) w?
(27)” Win (i —Aw )| Ran e Ag,, (4.16)

P h ~ —
p C2’R21’

wobei der zweite Term verschwindet, da in der unteren komplexen Halbebene keine Polstellen
existieren.

Dass im Fernfeld nur A g,, auftritt, ist nicht weiter verwunderlich, da mit Hilfe des Arguments

der stationéiren Phase und k'|Rg1| > 1 die Hauptbeitrige zum k'-Integral von Werten i |
R51 zu erwarten sind.

Erinnern wir uns daran, dass die in den Betridgen auftretenden R, eigentlich Operatoren
sind, welche auf die Zustinde der Schwerpunktsbewegung wirken. Anstatt des urspriinglichen
Integrals haben wir nun den komplizierten Operatorausdruck (4.16), welcher jedoch schwer
zu handhaben ist. Daher machen wir von der Annahme

(u3) < Ro

Gebrauch, und entwickeln diesen Ausdruck fiir kleine Auslenkungen w;. Fiir den Abstands-
betrag ergibt sich zusammen mit Gleichung (4.5)

|Ro1| ~ Ro + Ry (uz — 1) (4.17)

3Der Fehler, den man dabei macht ist von der GréBenordnung des antiresonanten Beitrags aus Abbildung 4.3.
In der Tat kompensiert dieser antiresonante Term nidherungsweise den Fehler, den man durch die Ausdeh-
nung der Integralgrenze macht.
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bis zu linearen Termen in w;. Wir bezeichnen mit Ry = R;O) — Rgo) den Verbindungsvektor
der Ruhepositionen der beiden Atome, Ry ist der Betrag dieses Abstandes und ﬁo ist der
Einheitsvektor der Verbindungsrichtung.

Die Differenz Ry; tritt in Gleichung (4.16) an drei verschiedenen Stellen auf: In der Amplitude,
in der Phase und dem Projektor A g,,, letzterer ist eine Folge der transversalen Polarisierung
der Photonen.

Es zeigt sich nun, dass in fithrender Ordnung <u2> /R3 nur Variationen in der Phase relevant
sind und nicht jene in der Amplitude bzw. in der Polarisation.

In der Tat erwarten wir den dominanten Beitrag von Anderungen in Phasenfaktoren der Form
ekin® da kiyu in der GroBenordnung von 1 bereits drastischen Einfluss auf 7' hat, wihrend
in der Amplitude 1/kj, R diese noch vernachlédssigbar sind, da wir uns im Regime ki, Ry > 1
befinden. Ebenso kbnnen wir Ag,, ~ Ap  setzen, d.h. die Polarisation liegt néherungsweise
in der Ebene senkrecht zur Verbindungsachse der beiden Ruhepositionen.

Damit nimmt der freie Photonpropagator (4.16) folgende, wesentlich einfachere Form

2, 2 =
Py o — )i i =) Roeion Rolus-wn)fe A (4.18)

h ~ —
P C2R0

an, wobei der Term Aw flﬁouj /c in der Phase vernachlissigt wurde. Wir werden spéter sogar
Terme der Form Awy Ry/c weglassen (siehe ausfiihrliche Diskussion in Abschnitt 4.5).

Fiir den Ausdruck des Ubergangsoperators (4.14) ergibt sich damit:

1 . . 0) . (0)
(ITali) = —peitom-awrRoreeikodt kol (g, A &)
0
> (fole™ Rouua|l) (1] m Rouz/e|iy)  fy e~ tmBow/e|j) (jlem iy )
y (v = Awiz = Awp) (v — Awjn) '
(4.19)
4, ,3
Die konstanten Vorfaktoren wurden in X = W zusammengefasst. Den entsprechen-

den Ubergangsoperator fiir Weg B erhilt man aus T4 durch die Vertauschungen R; < Ry,
d.h.

1 . . 0) . (0)
(FITpli) = —Rpoellnmdemfo/cemikont k™ (& Ap &)
0

5 (f1]ethonw |y (1]e=wimBowr /el ) ( fo| eieinBoua/e| j) (| gikinuzl ip)
(v — Awp — Awypa) (v — Awjo)

jl
(4.20)

Dabei ist zu beachten, dass Permutation von Atom 1 und 2 das Vorzeichen von ﬁo bzw.
Ry = R — R{”) umkehrt.

Zunéchst wollen wir uns mit den Operatoren in dieser Form zufrieden geben und daraus ein
erstes, physikalisch relevantes Ergebnis ableiten.
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4.3. Streuquerschnitt

Der Streuquerschnitt o; fiir den Ubergang von |i) nach |f) ergibt sich aus der Ubergangsrate
['s; durch Normierung auf den einlaufenden Photonenstrom 7:

L3 2n
L3(27)

= h2c Z 5(W0ut — Win + Wy — Wi) <f|TA + TB|Z>
kout

L3(2m) L3

R (2n)3

‘2

o 2
/0 wgutdwoutdgout 5(Wout — Wip + wyp — w,-) ,

(FITa + i)
(4.21)

womit sich fiir den winkelauflosenden differentiellen Streuquerschnitt fiir das Photon ergibt:

do doy; w2LO .
o - (T - b (Swmener) . am
ou f ou ; f

%

> 5 summiert iiber alle Endzusténde der externen Freiheitsgrade. Die thermische Mittelung
(); erfolgt iiber die nach der Bose-Einstein-Statistik verteilten Anfangszustéinde der externen
Freiheitsgrade, d.h. dem Zustand |i) wird das statistische Gewicht

pi = (ile™ Mt [i)/Z
zugeordnet, mit der inversen Temperatur 3 = 1/kgT und der Zustandssumme

Z = Tre PHext (4.23)

Mit Hilfe der Dichtematrix p() = e=#Hext /Z fiir den Anfangszustand der Schwerpunktsbewe-
gung konnen wir auch schreiben:

do wol \? .
A <(2770)h02> T {(Za+ 7)o (T4 + T5)' |
2
OJQL?’ ; ; .

L C

wobei die Spur nur beziiglich der externen Freiheitsgrade zu nehmen ist. Man erkennt, dass
das eingefiihrte Quantisierungsvolumen L3 im Ausdruck fiir den Streuquerschnitt herausfillt,
so wie es natiirlich sein muss. Im letzten Schritt haben wir den Streuquerschnitt in zwei
Anteile zerlegt, in obiger Reihenfolge sprechen wir von inkohérentem Anteil L (ladder term)
und kohérentem Anteil C' (crossed term), welcher fiir die Interferenz verantwortlich ist. Die
in Klammern angegebenen Namen rithren von diagrammatischer Stérungstheorie [13] her, da
das zum jeweiligen Teil gehtrende Diagramm entsprechende Gestalt hat.

Der inkohérente Beitrag L liefert die nur schwach winkelabhingige Hintergrundintensitét,
wihrend das durch C' gegebene Interferenzmuster hier auf der Skala 1/k;i, Ry stark variiert.
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4.4. Koharente und inkohdrente Anteile in nullter Ndaherung

Betrachtet man die Ausdriicke fiir die beiden Ubergangsoperatoren T4, Tp (Formeln (4.19),
(4.20)) genauer, so stellt man fest, dass die darin auftretenden Energiedifferenzen hAw der
externen Freiheitsgrade die Rechnung wesentlich erschweren. Daher vernachléssigen wir zu-
néichst alle diese Korrekturen, um zu sehen, ob es bereits interessante Effekte gibt. Da wir
diese Energiekorrekturen komplett vernachléssigen, sprechen wir von einer Ndherung in null-
ter Ordnung. Die Giiltigkeit dieses Regimes liegt in einem Bereich, in dem Energieiibertriage
(z.B. durch Riicksto oder Dopplerverschiebung) gegeniiber I' komplett vernachléssigbar sind.
Diese grobe Vereinfachung erméglicht uns die Elimination der Summen iiber j,! durch Aus-
nutzen der Vollstindigkeitsrelation fiir den kompletten Satz der Zusténde des Systems der
harmonischen Oszillatoren. Daher kénnen wir schreiben

do©) d2w3 4 1 1 9 ,
= \scmmne | miop|éoudr,én X4+ X
dQout <2eo(2w)hc2> RZ |yt Cout 2 R, € Ef:| A+ X3 |
A~k ~ 2 2 2 .
= R|&AR én Z{|XA| + | X5 —|—2Re(XAXB)}
J 7
= L9+00, (4.25)

mit unbedeutenden Vorfaktoren, welche wieder in einer Konstanten R versteckt wurden. Dabei
ist

XA+ Xp[? = [(fe tkousz ik uz =ik gikinua ;)
+eiRinthout) Ro ( ¢ c=kourws o—ikiun gik'uz pikinuz ;) ; ; (4.26)

mit k¥’ = winﬁo/c.

Die beiden Terme, welche L(®) ergeben, sind trivial unter Verwendung von
> |ty
f

wéhrend der Mischterm nach thermischer Mittelung

<Z XZXB> _ ei(kin"rkout)RO <ei(kin+kout)(u2—ul)>
f

%

= S tle ) sl ) = Gli) = 1 (4.27)
f

21,12
= ilkimtkou) Ro oy {— <((k:in + kout)u)2>} (4.28)

ist. Im letzten Schritt wurde von der fiir den harmonischen Oszillator giiltigen Beziehung
. 1

<eilk“> = e_§<(k“)2> Gebrauch gemacht.* Das mittlere Amplitudenquadrat der Schwer-

punktsbewegung im harmonischen Ostzillator lautet

<((kin+kout)u)2> - 2(1+1%inkout):—;(2 (n) +1) , (4.29)

“Man bemerke die Analogie zu Gl. (2.16). In der Tat handelt es sich hierbei ebenfalls um Gauf’sche Integra-
tion.
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wobei hw, = h%k? /2m die RiickstoBenergie ist und (n) = (e%™n — 1)~ die Bose-Einstein
Verteilungsfunktion fiir einen harmonischen Oszillator in einer Dimension.

Das auf die inkohirente Intensitit L) = |X4|* +|Xp|*> normierte Interferenzmuster ist
schlieBlich:
c© A Wy
1+ SR 1+ cos [Ro(kin + Eout)] - exp {—2(1 + kinkout)w—h(Q (n) + 1)} ) (4.30)

Der zweite Term beschreibt die Interferenz, moduliert mit einem von der Temperatur abhéngi-
gen Exponentialfaktor dhnlich dem Debye-Waller-Faktor [21]. Dabei beschreibt Ry (kin+ Kkout)
die rdumliche Phasendifferenz zwischen den beiden Streupfaden. In Riickrichtung kqut = —Kkin
ist diese Differenz Null, wie man sich auch leicht bildlich klarmachen kann.

Wie erwartet nimmt mit steigender Temperatur der Interferenzkontrast ab. Den dafiir ver-
antwortlichen Exponentialfaktor kénnen wir noch etwas umschreiben, indem wir die mittlere
Besetzungszahl (n) durch ein effektives mittleres Geschwindigkeitsquadrat im harmonischen
Oszillator ausdriicken. Dies erreichen wir durch den thermischen Erwartungswert des qua-
drierten Impulsoperators

1 . . d
mil, = (p?) = —Shenm (@' - a)?) = Shonm(2 (n) + 1)
= ko = dwwn(2(n) +1), (4.31)

mit der Dimension d, welche wir immer als d = 1 annehmen, d.h. v;s verwenden wir durch-
gehend als mittleres Geschwindigkeitsquadrat beziiglich einer Geschwindigkeitsverteilung in
einer Dimension.
Wir geben das Resultat noch einmal in dieser Form an:

ol

&2 kin rms 2
1+~ =1+ cos [Ro(kin + kous)] - exp 4 —2(1 + Einkour) | 22 . (4.32)
L) Wh

Die hier auftretende Energie der Form ki vyms hat nun eine anschauliche Bedeutung: sie ist
die Dopplerverschiebung aufgrund eines bewegten Atoms mit Geschwindigkeit v.y,s. Diese
Energie ist charakteristisch fiir Energieiibertrige auf das Atom durch den Riickstoflimpuls
des Photons. Terme derselben Form traten zuvor schon in den Formeln (2.1)-(2.3) auf. Of-
fensichtlich treten Korrekturen aufgrund thermischer Schwerpunktsbewegung auf einer Skala
KinUrms /wp auf.

Wir haben zuvor erwihnt, dass wir besonderes Interesse am Fall freier Streuer haben. Man
muss jedoch Vorsicht walten lassen, wenn man sich dem Grenzfall wy, — 0 ndhert, da wy, immer
hinreichend grof} sein muss, um die Annahme <u2> < R? nicht zu verletzen. Die Amplitude
der Osrzillation wird entsprechend mit der charakteristischen Oszillatorlinge A\, = \/h/2mwy
skaliert, welche fiir wy, — 0 divergieren wiirde (und damit der Interferenzterm in Formel (4.30)
verschwinden wiirde). Man kann also nicht einfach den Limes wy — 0 im streng mathemati-
schen Sinn nehmen, um den Fall freier Atome zu erhalten.

Andererseits gibt es aber auch einen von der Streugeometrie abhéingigen Faktor (1 -+ lz:inlz:out):
in Riickstreurichtung ist dieser 0 und es gibt keinen abschwéichenden Effekt, man erhilt al-
so den idealen Interferenzkontrast 1! In Vorwiértsrichtung ist der Effekt maximal. Das heifit
jedoch, dass Interferenz in Riickstreurichtung wesentlich robuster gegeniiber thermischen Ein-
fliissen ist als alle anderen Richtungen und somit ausgezeichnet ist. Dieses Verhalten werden
wir nun naher beleuchten.
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4.4.1. Interpretation und welcher-Weg Information

Wir kénnen obiges Resultat im Rahmen von welcher- Weg Information und Quantendualitdt
interpretieren. Wir tun dies in Vorgriff auf das nachfolgende Kapitel 6, in welchem wir diese
Begriffe genauer und auch quantitativer betrachten werden. Wir bendtigen an dieser Stelle
nur das aus der Quantentheorie folgende fundamentale Prinzip, dass Teilcheneigenschaften
(man kennt die Trajektorie des Teilchens) und Welleneigenschaften (Interferenz) zueinander
komplementér sind. Dass heifit, wenn wir nach der Streuung eines Photons dessen Weg be-
stimmen konnen, beispielsweise durch eine geeignete Messung an den Freiheitsgraden der
Schwerpunktsbewegung, fiihrt das zwangsliufig zu einer Abnahme der Interferenz. In der
Tat kann man aus den Impulsiibertrigen der Photonen auf die Atome Information iiber den
gewihlten Weg des Photons gewinnen. Und dass diese Information im System verfiigbar ist,
und im Prinzip durch eine Messung erhalten werden kann, reicht auch schon aus, um die
Interferenz zu zerstoren.

Die Beschrinkung auf die beiden Extremfille kqyt = kin und kowt = —kin ist hinreichend, um
das Wesentliche zu verstehen.

Aus Abbildung 4.4 ist ersichtlich, dass bei Vorwiértsstreuung der Unterschied in den beiden
Wegen A und B maximal ist, da die Impulsiibertrige in Richtung k;, fiir beide Wege genau
entgegengesetzt zueinander sind. In Riickstreurichtung koy = —kin sind dagegen die Im-
pulsiibertréige gleich, unabhéingig davon, welchen Weg das Photon gelaufen ist. In letzterem
Fall liefert also die Bestimmung der Impulsiibertriige allein keinerlei Information iiber den
Weg des Photons. Diese Aussagen sind in volliger Ubereinstimmung mit Gleichung (4.30).

Der Effekt, den wir in nullter Néherung berechnet haben riihrt also alleine von der Tat-
sache her, dass wir im System der Schwerpunktsbewegung fiir beide Wege nicht identische
Impulsibertrdge hinterlassen. Genau der gleiche Mechanismus ist auch fiir den in [22, 20]
betrachteten Fall der Einzelstreuung (siehe Abbildung 4.1) fiir die Abnahme des Interfe-
renzkontrastes verantwortlich. In der Tat ist der dort angegebene Ausdruck von derselben
Struktur wie Gl. (4.30), mit dem Unterschied, dass der relevante Geometriefaktor durch den
Impulsiibertrag kout — kin gegeben ist, d.h. die Richtungsabhéingigkeit ist genau umgekehrt
zu unserem Fall. Mit dhnlicher Argumentation wie bei der Doppelstreuung ist das auch sofort
einsichtig: bei Vorwirtsstreuung gibt es keinen Nettoimpulsiibertrag (da aufgenommener und
abgegebener Impuls genau in entgegengesetzter Richtung liegen) und der Betrag des Impulses
selbst ist nicht ldnger geeignet, um welcher-Weg Information aus der Schwerpunktsbewegung
zu extrahieren.

4.4.2. Konfigurationsmittel und Einfluss auf den Riickstreukonus

Wir haben zuvor gesehen, dass der Grenzfall wy, — 0 freier Streuer in Formel (4.30) Probleme
bereitet. Andererseits sind wir aber hauptséchlich an der kohérenten Riickstreuung interes-
siert, bei welcher der Geometriefaktor 1 + kinkout, verschwindet und damit den Grenzfall freier
Streuer retten kénnte. Untersuchen wir daher den Einfluss von Ergebnis (4.28) insbesondere
auf den Riickstreukonus. Dieser liegt symmetrisch um die exakte Riickstreurichtung ¢ = 0
und hat eine charakteristische Breite Af =~ 1/k;,l, wobei [ eine typische Streuldnge in der
atomaren Wolke ist. Der Konus selbst ist eine Folge der Konfigurationsmittelung iiber alle
atomaren Positionen. Die Interferenz wird dabei fiir Richtungen weit weg von der Riickstreu-
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Vorwirtsstreuung: |
kout = kin

Riickstreuung:
kout = —kin

Abbildung 4.4.: Impulsiibertriige (dargestellt durch dicke Pfeile) auf die Atome bei Vorwiirtss-
treuung Koy, = kin (oben) und Riickstreuung ko = —kin (unten), jeweils
fiir Weg A bzw. B.

richtung weggemittelt, nur ganz in der Ndhe dieser ausgezeichneten Richtung iiberlebt die
Interferenz diese Prozedur und formt den Riickstreukonus.

Um das Gesagte in mathematischer Weise zu illustrieren, soll diese Mittelung iiber alle Posi-
tionen der beiden Streuer explizit anhand des Ergebnisses in nullter Néherung durchgefiihrt
werden. Wegen der Translationsinvarianz des Gesamtsystems ist eine Mittelung iiber alle Re-
lativpositionen Ry ausreichend. Aus Griinden der Einfachheit wird der richtungsabhingige
Vorfaktor [€5,;A g €n| weggelassen. Dann ergibt sich mit (4.25)-(4.28)

<L(0) + C(O)> — 2 + 2Re <ei(kin+kout)RO> e_(kin'f‘kout)zkizn <u2> . (433)
Ry Ry

Wenn man bedenkt, dass in atomaren Wolken die beiden Streuer typischerweise im Ab-
stand von der Gréflenordnung der mittleren Streuléinge [ liegen, so ist die Mittelung {iber

alle Absténde |Rp| mit einem geeigneten Gewichtungsfaktor P(Ry) zu versehen. In der Regel
wahlt man

P(R(]) = WE_RON s (434)
so dass sich die Lorentzkurve )
O 43
Ro  (1+412k?)
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Abbildung 4.5.: Zur Definition von 6.

ergibt. Weiterhin ist (siehe Abbildung 4.5)

k=kpn+ kouw = kin(l%in + l::out) = kin [l%in(l —cosf) + k. sin 6]
= (kin + kout)? =2 —2cos 0 = 4sin®(§) ~ 607, (4.36)
wobei der letzte Schritt wegen kil > 1 gerechtfertigt ist.
Damit ergibt sich schliefllich
()

1 2,2 /.2
140 Ry PR (4.37)
(LOY . (14 12k2)?

Der Uberhshungsfaktor « ist definiert als der Wert auf dem Maximum des Konus, also bei
0 = 0. Dass sich die Form des Konus hier qualitativ von Abb. 1.2 unterscheidet, liegt daran,
dass hier nur Doppelstreuung betrachtet wurde und Streuprozesse hoherer Ordnung ignoriert
wurden. Desweiteren gehen Form und Dichteprofil der atomaren Wolke in das Aussehen des
Konus ein.

Fiir das Argument des Exponentialfaktors gilt dann im Ausdehnungsbereich des Konus
0%k, (u®) < 0% (kinRo)® ~ 0% (kinl)® ~ 1 . (4.38)

Offensichtlich hat das Ergebnis nullter Naherung innerhalb der Giiltigkeit unserer Annahme
<u2> < R3 einen vernachliissigbaren Einfluss auf den Riickstreukonus. Insbesondere gibt es
fiir = 0 iiberhaupt keinen Effekt und damit bleibt der Uberhshungsfaktor o?) unversindert
bei seinem idealen Wert o(?) = 2. Falls wir also einen Effekt der thermischen Schwerpunkts-
bewegung der Atome auf die Riickstreurichtung sehen wollen, muss der zugrundeliegende
Mechanismus anderer Natur sein.

4.5. Ubergangsoperator in der Zeitdarstellung

Wir haben im Fall der Riickwértsstreuung gesehen, dass die Vernachliassigung der Energie-
differenzen hAw der externen Freiheitsgrade dazu fiihrt, dass kein Interferenzverlust durch
Schwerpunktsbewegung der Streuer mehr beobachtet werden kann. Wir miissen diese Diffe-
renzen offensichtlich in (4.19) und (4.20) mitnehmen, um den dynamischen Zusammenbruch
von kohérenter Riickstreuung studieren zu kénnen.

Wir wollen aber zunéchst die beiden verschiedenen Arten von dann auftretenden Korrekturen
und ihren physikalischen Ursprung diskutieren:
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1. Einfluss der natiirlichen Lebensdauer
Die in den Energienennern auftretenden Energiedifferenzen AAw fithren bei Resonanz
zu Korrekturen der Ordnung Aw/I" (allgemein fiir nicht-verschwindende Verstimmung
d: Aw/|7]). Die Verweildauer 7, ~ 1/I" ist die mittlere Zeit, welche das Atom im ange-
regten Zustand ist. Der relevante Parameter ist also Awr. Typischerweise ist I' von der
GroBenordnung T' ~ 103s7! bzw. 1, ~ 107 %s.

2. Laufzeiteffekte
Die in den Phasenfaktoren vorkommenden Gréfien sind e~*A«rifo/c fiir Weg A und
e~iAwr2Ro/c fiir Weg B. Unter Verwendung von Tprop = Ro/c, d.h. der Laufzeit der
Photonen zwischen den beiden Atomen im Abstand Ry konnen wir den Parameter als
AwTprop schreiben. Nimmt man einen Abstand von Ry ~ 300um an, so ergibt sich eine
typische Laufzeit von Tpyop &2 107125,

Der durch den hier betrachteten Faktor gegebene Phasenunterschied zwischen den bei-
den Streuamplituden T4 und T ist

eilwpi—wyr2)Ro/c

Dieser entspricht genau der auf einer Strecke Ry entstehenden Phasendifferenz zweier
entgegengesetzt im Vakuum propagierenden Photonen mit Frequenzunterschied wyq —
wyo, welcher natiirlich von der inelastischen Streuung herriihrt.

In diesem Zusammenhang sollten wir uns daran erinnern, dass eigentlich |kout| # |Kin]
ist, falls das Photon inelastisch gestreut wurde, was bei Vorhandensein externer Frei-
heitsgrade nicht ungewo6hnlich ist. Wie zuvor ist dies aber nur relevant fiir etwaige
Phasenfaktoren, da die relativen Anderungen in der Amplitude fiir optische Frequenzen
extrem klein sind. Um diese Korrektur durch den in T'4,T5 einzigen relevanten und von
kout abhingigen Phasenfaktor abzuschétzen, schreiben wir

; (0) ~ -
e thout By _ oy {—ikmkouth.O) +i(kou R (Awsy + Awys) /c} , (4.39)
wobei wir von der Energieerhaltung (4.13) Gebrauch gemacht haben. Dabei ist j = 2
fiir T4 (4.19) und j =1 fir T (4.20).

Wenn wir noch ausnutzen, dass letztlich nur die Phasendifferenz zwischen den beiden
Streuamplituden fiir Weg A und B eine Rolle spielt, so lautet der relevante Phasenfaktor

e~ tkout Ro — exp {—ik‘inlzzouth + i(l%outﬁg)(Awfl + Aw]cg)Ro/c} , (4.40)

was sofort zeigt, dass diese Korrektur ebenfalls von der Ordnung AwTprop ist.
Die Analogie zu den semi-klassischen Betrachtungen aus Kapitel 2 ist offensichtlich.

Wegen 7, > Tpr0p ist klar ersichtlich, dass Effekte der endlichen Lebensdauer dominieren, falls
man hinreichend nahe an der Resonanz ist, damit die Lebensdauer 7; von der Groflienordnung
1/T ist. Genau das ist aber unser untersuchtes Regime, weshalb wir hier die Laufzeiteffekte
vernachléssigen konnen, d.h. wir nehmen nur die in den Energienennern auftretenden Aw mit.

Bevor wir dies aber tun, werden wir die beiden Ubergangsoperatoren T4 und T in einer
fiir uns zweckméfigeren Form angeben. Es stellt sich namlich heraus, dass fiir die folgenden
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Abbildung 4.6.: Zeitlicher Verlauf der Doppelstreuung fiir Weg A. Der Zeitnullpunkt liegt bei
tl :TA—S—t—R()/C.

Berechnungen die Darstellung dieser Operatoren im Zeitbild wesentlich besser geeignet ist,
insbesondere in Bezug auf die thermische Mittelung.

Dazu benutzen wir die Laplace-Transformation, um die Energienenner in Exponentialfaktoren
umzuschreiben:

1 o . . o r, . .

— = / dt eNtemiAwt — _j / dt e~ 3teltemiAWt (4.41)
7 — Aw 0 0

Letztlich ist das nichts anderes als ein Wechsel in die Zeitdarstellung, was gleich noch klarer

werden wird.

Wir schreiben Terme der Form Awy; = wh(N #1— N;1) mit Besetzungszahloperatoren ]\7,-, wel-
che dann auf den entsprechenden Zustand wirken. Dadurch hat man erreicht, dass sémtliche
explizite i, 7, [, f-Abhéngigkeiten auf die der Zustéinde reduziert werden. Die verbleibenden
Summen iiber den vollstéindigen Satz von harmonischen Oszillatorzusténden lassen sich unter
Ausnutzung der Vollstandigkeitsrelation ebenfalls eliminieren.

Fiir eine intuitive und kompakte Schreibweise bietet sich schliefflich noch die Wechselwir-
kungsdarstellung R;(t) = ettot/ "R, e~Hot/h an Man erhilt modulo Vor- und Phasenfaktoren,
welche bei den im Folgenden daraus abgeleiteten Grofien keine Rolle spielen,

o0 o0
Tha = (€A% &) / dt / ds s+
Ro 0 0

o~ ikout R2(T4) yik' Ra(Ta—5) ,—ik' Ri(a—s—Ro/c) yikinR1 (Ta—s—t=Ro/c) | (4.42)
Dieser Operator gibt, von rechts nach links gelesen, die einzelnen Absorptions- und Emissions-
vorgénge in zeitgeordneter Form wieder, was in Abbildung 4.6 noch einmal verdeutlicht wird.
Das zwischen den beiden Atomen ausgetauschte Photon wird mit k' = krmﬁo bezeichnet und
T4 = kot Ry /c ist eine Retardierungszeit, genau wie Ry/c. AuBerdem ist hier ko = kinkouty
da wir der Tatsache, dass inelastische Streuung auftritt, bereits durch Verwendung von (4.39)
Rechnung tragen. Genau dieses ist auch der Ursprung der Zeitargumente 74. Im Operator
Tp erscheint entsprechend 75 = IAcoutRl /c. Die Bedeutung dieser beiden Zeiten 74 und 75
erschliefit sich aus der Tatsache, dass jeweils nur Zeitdifferenzen physikalisch relevant sind.
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T4 — 7B = kouwtRo/c ist aber genau die Zeit, welche eine von einem Atom in Richtung i%m
ausgehende ebene Welle gegeniiber derselben des anderen Atoms an zeitlichem Vorsprung
hat.

Die Herkunft der restlichen Zeitargumente Ry/c bzw. s und ¢ sollte anhand vorangehender
Diskussion offensichtlich sein. In der Tat finden wir die beiden unterschiedlichen Zeitskalen
natiirliche Lebensdauer 7; und Propagationszeit 7o in manifester Weise wieder. Die Lebens-
dauer geht iiber den exponentiell abfallenden Faktor

ez*yt —e 2t625t

ein, welcher dazu fiihrt, dass nur ¢t < 7 relevante Beitrige zum Wert des Integrals liefern.

AbschlieBend geben wir die beiden Ubergangsoperatoren in der fiir uns endgiiltigen Form an,
d.h. unter Vernachléssigung der Laufzeiteffekte:

Ty = (€4A em/ dt/ ds e"(s+t)

_ZkoutRZ(O Zk;/Rz( ) —ik! Rl( s) ikian(—S—t) , (443)
TB = (éZutAﬁoéin / dt/ ds 6 1(s+1)
—Zk:outRl (0) —Zk:/Rl( 8) ’ik,Rg(—s) eikinRz(—s—t) ) (444)

T4 und Tp gehen wieder durch Ry < Ry und k' <> —k’ ineinander iiber. In den folgenden
Kapiteln werden wir uns ausschliellich der Ubergangsoperatoren in dieser Form bedienen.
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5. Dynamischer Zusammenbruch der
koharenten Riickstreuung

Wir haben im vorherigen Kapitel 4 alle notwendigen Ingredienzen abgeleitet, um nun den
Interferenzkontrast der kohirenten Riickstreuung quantitativ anzugeben. Wir beschrinken
uns dabei nur auf den Uberhohungsfaktor a!, welcher als Verhiltnis von kohéirenter Intensitit
zu Gesamtintensitit definiert ist, und zwar bei exakter Riickstreurichtung 6 = 0. Diese Grofie
reicht bereits aus, um den Einfluss der Schwerpunktsfreiheitsgrade und thermischer Bewegung
der streuenden Atome zu ergriinden.

5.1. Analytischer Ausdruck fiir den Interferenzkontrast

Der Uberhshungsfaktor a = 1+ C/L ergibt sich aus der Gleichung (4.24) fiir den Streuquer-
schnitt zu

2Re Tr { T5pT}, }
a=1+

. (5.1)
Tx {TapOT} + TppOT} }

Das schone ist, dass wir die Spurbildung, d.h. die thermische Mittelung nun exakt durch-
fithren konnen. Das gelingt deshalb, weil in den Operatoren (4.43) und (4.44) nur Expo-
nentialfaktoren in Form von Verschiebungsoperatoren auftreten, d.h. deren Exponenten sind
linear in Erzeugern und Vernichtern. Die Mittelung mit dem statistischen Gewichtungsfaktor
pl) = g~ PHext /Z entspricht dann einer Gaufl’schen Integration.

Die in (5.1) durchzufiihrenden Mittelungen sind

14 = Tr{TApUT*} <T*TA>

= ‘AoutAem‘ / dt/ dt/ dS/ dS 62’Y(S+t —iy*(s'+t)

< —ikipuq (s+t—s'—t') zk’u1(s+t s) —ik'uq (t) zkmu1(0)>
1

<e_ik/u2(s+t—s/)eik’u2(t) >2 ’ (5.2)

!Obwohl der Uberhshungsfaktor « eigentlich fiir den Konus der kohérenten Riickstreuung definiert ist, werden
wir diese Grofle dennoch bei fester Konfiguration der Streuer verwenden, auch wenn in dieser Situation
noch gar kein Konus vorliegt. Diesen erhélt man erst nach der Mittelung iiber alle Konfigurationen der
Streuer (siehe Unterkapitel 4.4.2). Dann beschreibt diese Grofie eben lediglich die normierte Intensitit, was
ja bei konstruktiver Interferenz auch eine Uberhdhung ist.
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Io = T {Tpp¥T}} = <TLTB>

= [&u e, [Pe! R Tho Ro / dt / dt’ / ds / ds’ e(5H) =17 (s'+t)

< —ikipuy (s+t—s'—t") zk’ul s+t— s) —ikoutu1 (s+t) —zk’ul(t)>
1
- N - o
<e—2k ug(s+t—s )ezk:out'u,g(s—l—t) ezk: ua(t) ezklnu2(0)> ’ (53)
2

wobei, wegen der Linearitéit der Spur, die in den Operatoren auftretende Integration mit der
Mittelwertbildung vertauscht werden kann. Die an den Klammern (- - - ) j angegebenen Indizes
j deuten an, beziiglich welcher Atome die Mittelung erfolgt.

5.1.1. Thermische Mittelung

Es sind nun Ausdriicke der Form
<eik1u(t1)eik2u(tg)> (5.4)

auszuwerten, wobei die Auslenkungsoperatoren w(t;) zu verschiedenen Zeiten ¢; gehtren und
damit nicht ldnger miteinander kommutieren. Stattdessen hat man

5z [u(ty), u(ta)] = e 7a, af] + e~ (2706t 4] = 2isinlwn (f2 — t1)] | (5.5)
wegen der fiir die Erzeuger und Vernichter bekannten Zeitentwicklung
a(t) = e"nty | al(t) = e™ntal (5.6)

im harmonischen Oszillator. Da der Kommutator eine c-Zahl ergibt, kann man die Baker-
Campbell-Hausdorff (BCH) Relation in ihrer einfachsten Variante

cAB — A+B+AB]/2
benutzen, um <eik1“(t1)eik2“(t2)> in die Form
o—ilkik2)NE sinfwn (t2—t1)] <eik:1u(t1)+ik:2u(t2)>
e ilkik2) N sinfon (f2—t1)] oy {—% <(k1u(t1) - kQ’LL(tg))2>}

= exp{—%)\ﬁ{(k% + k:%) (2(n)+1)

+2(k1k2) [isinwy(ta — t1) + (2(n) + 1) cos wy (t2 — tl)]}} (5.7)
zu bringen. Bei uns ist |k1| = kin = |ka|, so dass wir zusammen mit A\2kZ, = 2= schreiben
kénnen ‘ '

(etlrult)thoutta)) — exp {—q — (kika) (r(t2 — 1) + 0)} (5.8)
mit den Definitionen
Wr Wr
p=—, q=p2mn)+1)=—(2(n)+1) (5.9)
Wh Wh
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und der Funktion
k(t) = ipsin(wpt) + g (cos(wpt) — 1) . (5.10)

Fiir diese gilt £(0) = 0 und x*(t) = x(—t).

Die Verallgemeinerung auf beliebig viele Exponentialfaktoren bedarf nun keiner wesentlich
neuen Schritte mehr und ergibt:

iki1u(t) jikou(tz)  iknu(ts)\ _ _an: R 7. 7. 4
e e e = exp (kik:) = > (kik;) (k(t; —t:) +q) p . (5.11)
( )= {-§3- 6ty

1<j

Damit ist die Durchfiithrung der Mittelung in (5.2) und (5.3) ohne Probleme moglich. Trotzdem
wollen wir zunéchst noch eine einfache Transformation vornehmen, welche uns Aussagen iiber
den Einfluss bestimmter kollektiver Schwingungsmoden der Atome liefert.

5.1.2. Einfluss symmetrischer und antisymmetrischer Moden

Obwohl die Herleitung der Ubergangsoperatoren T4 und Tz unter der Annahme unabhéngiger
Atome erfolgte, sind die Ausdriicke (5.2) und (5.3) dennoch geeignet, um kollektive Schwin-
gungsmoden einzufiihren. Dies ist beispielsweise notwendig, wenn es sich um nicht-neutrale
Atome handelt und man nach Entwicklung der Coulombkraft um die Gleichgewichtslage bis
zur zweiten Ordnung renormierte, aber im Allgemeinen beide Atome involvierende Schwin-
gungsmoden erhilt.

Aber auch in unserem Fall erscheint es sinnvoll, zumindest formal die Relativ- und Schwer-
punktsoszillationen der beiden Atome zu betrachten, anstatt der Mittelung iiber die un-
abhéngigen Atome 1 und 2, so wie es in (5.2) und (5.3) angedeutet wurde.

Dazu transformieren wir die Heisenbergoperatoren geméf

(us(t) — ur(t))

1
’
us(t) = 5 () + (1) (312

o~

Unter dieser Transformation ist der Hamiltonian Hgy natiirlich forminvariant, da N1 + N2
Nrel + Nsp In diesem einfachen Fall sind damit auch die Frequenzen aller Moden wieder
gleich, d.h. Wyl = wsp = wh.

(5.2) und (5.3) gehen damit iiber in

Iy = |&ule, | / dt / dt’ / ds / ds’ (o) =i (5/+1))

<e—zkmus(s+t—s —t )/fezkmus(o)/ﬂ>
sp
<eikinur(s+t—s'—t’)/\/§e—z’k’\/§ur(s+t—s')eik'\/éu,(t)e—mmu,(())/\/i> . (5.13)

rel

32



Io = |& A, | e FinThou) Ro / dt / dt’ / ds / ds’ st =" (TH)

< —ikinus(s+t—s'=t')/V/2 yikinus(0)/V2 >
sp
< iRt (s+t—s'=1') /v/2 =ik v/ 20 (s+1—5") yikout V2ur (s+1) ik V2ur (1) yikinur (0)/ V2 >

M
rel

(5.14)

Man erkennt nun zweierlei: zum einen sind die Ausdriicke beziiglich der Schwerpunktsmoden
exakt gleich. Schalten wir daher die Kopplung an das System der Relativimoden aus (formal
durch Betrachtung des Grenzfalls w,e] — 00), so wird I4 = I¢ und es gibt keinen Kontrastver-
lust. Eigentlich ist das nicht iiberraschend, da man symmetrische Bewegung der Atome durch
Betrachtung im mitbewegten System, in welchem beide Streuer ruhen, eliminieren kann.
Zum anderen tritt in (---) . nur der anfingliche Absorptionsprozess (jeweils ein Faktor von
der Amplitude und der konjugierten Amplitude) auf. Nach dem oben Gesagten ist das auch
nicht weiter verwunderlich, da durch eine Transformation in das mitbewegte System die Fre-
quenz des einlaufenden Photons durch Dopplerverschiebung renormiert wird. Genau das ist
offensichtlich der Effekt von

e e T Y F T C R )} SN (R E)

Sp

Die gemittelten Ausdriicke fiir die Relativmoden ((---) ) lauten:

) exp {2/-{(5’—5) + l/-i(s’—l—t’—s—t)
Ia: { +a k() + /iz(—t) — k(s —s+t) — k(s —s—1t)]}

(5.16)
exp {—2¢(1 4 ¢) + 2k(s' — s) — (s’ +1 — s —t)
Io: —c[r(s"+t) + k(—=s —t)] + 2b[K(s") — K(—3s)]
+alk(t) — k(=t) + k(s'—s—t) — k(s' —s+t)]}
(5.17)

mit den Richtungskosinus a = ﬁokin,b = ﬁokout und ¢ = kinkom. R R

Um Ip zu erhalten, miissen beide Atome vertauscht werden, d.h. Ry «— —Rg, was a < —a
und b < —b impliziert.?

Weiterhin sieht man, dass Io unter der Transformation komplexe Konjugation verbunden mit
Ry < — Ry invariant bleibt, d.h. It gy o, = Ic- Mit der Eigenschaft x*(t) = r(—t) ist das
leicht einzusehen.

2Der Wechsel des Vorzeichens in u, = %(uz — u1) spielt keine Rolle, da dieses nach Mittelung <(k:ur)2> nur
quadratisch eingeht.
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5.1.3. Aligemeines Resultat

Das allgemeine Resultat ist damit

Iy = 1(1-4% /dt/ dt’/ ds/ ds' e?1(stt) g=i7"(s'+t')

exp{2/£(s —8)+ k(s +t —s—1t)
+a k() + k(—t) — k(s —s+t') — k(s —s—1t)]} , (5.18)

Ie = 1(1-a )2 (Finthou) Bo _2q(1+c/ dt/ dt/ ds/ ds’ st g=ir"(s"+)

exp{2k(s' —s) —c[r(s' +t') + k(—s—1t)] +2b[k
+a[k(t )—/-i(—)—l—/i(s—s—t)—/{(s—s—l—t)]}. (5.19)

Beziiglich der Struktur dieses Ergebnisses sind noch einige Bemerkungen angebracht. Lassen
wir die k(t) gegen Null gehen, so finden wir das Ergebnis nullter Nidherung (4.30) wieder:
e!(kinthkout) Roo=24(1+¢) T Grenzfall einer schwachen Falle (w, — 0) hat uns dieser Faktor
Probleme bereitet, weshalb wir den Grenzfall freier Atome nicht finden konnten. Gliickli-
cherweise tritt dieses Problem bei den Funktionen x(¢) nicht mehr auf, wie wir gleich sehen
werden. Obwohl die Rechnung fiir allgemeine Richtungen Eout erfolgte, beschranken wir uns
von nun an auf den Fall kohérenter Riickstreuung mit b = —a und ¢ = —1, was besagten
Faktor aus nullter Ndherung zum Verschwinden bringt.

Der fiir uns interessante Ausdruck lautet daher

Iy = 1—a /dt/ dt/ ds/ ds’ et =" (s'+t)

eXp{2/€(S —s)+ k(s +t’—s—t
+a [k(t') —t) — k(s —s+t')— k(s —s—1)]} (5.20)

Io = 02)2/ dt/ dt/ ds/ ds’ efV(stt) g=iv"(s'+1')

exp{2n(s—s + k(s +t') + k(=5 —t) — 2a [k(s') — K(—3s)]

+alk(t) — k(=t) + k(s'—s—t) — k(s' —s+t)]} (5.21)
und
2Re I Io+ Ic|ae—a
—1 — 14 0T Clac—a 5.29
Ry s Ta+ Talaw—a (5.22)

In der zweiten Form fiir « ist die Symmetrie beziiglich der Vertauschung beider Atome evident.
Zunéchst ist das nur der Wert, den man fiir zwei Streuer fester Konfiguration in Riickrichtung
erhélt.
Hat man es mit zufillig verteilten Streuern zu tun, wie beispielsweise in atomaren Wolken,
S0 muss man in einem weiteren Schritt noch die in Abschnitt 4.4.2 explizit aufgezeigte Kon-
figurationsmittelung durchfiihren, zu berechnen ist also

1+ (i,

(DR,

Dabei kann die Mittelung iiber Orientierungen ﬁo und Abstdnde Ry getrennt voneinander
durchgefiihrt werden. Die einzige Abstandsabhingigkeit tritt in dem Faktor e¢/(Fintkout) Ro gy,
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abgesehen von dem in C' und L identischen Vorfaktor oc 1/R2. Ist man nur am eigentlichen
Uberhshungsfaktor & und nicht an der Form des Konus selbst interessiert, so wird auch dieser
Exponentialfaktor wegen ko = —kin zu 1. Die Mittelung tiber den Abstand fithrt dann zu
keinem Effekt und es bleibt die Mittelung {iber alle Orientierungen, welche fiir C und L
verschieden ist. Diese reduziert sich dann auf

1 +1 PR
(L)g, = 3 /_1 L(a)da (a = Rokin)
und analog fiir C', so dass
O) =
a=1+ <L>R° . (5.23)
(L) g,

Es ist nicht moglich, das gesamte in I4 (5.20) und Io (5.21) auftretende 4-dimensionale
Integral in geschlossener Form auszuwerten. Daher miissen wir uns mit der Beschrinkung auf
bestimmte, aber nicht weniger interessante Grenzfille zufriedengeben. Zwischenbereiche sind
jedoch durch numerische Berechnungen dieser Integrale zugénglich.

Analysieren wir daher die Struktur des Resultats etwas genauer. Man erkennt, dass die 27 /wy,-
Periodizitit der Funktion k(t) auf den groBen Exponentialfaktor im Integranden iibertragen
wird, und zwar beziiglich aller 4 Integrationsvariablen s, t, s’,t. Wir wollen letztendlich asym-
ptotische Entwicklungen dieses komplizierten Integrals berechnen, welche typischerweise Tay-
lorentwicklungen des Arguments dieser Exponentialfunktion um dessen Maxima involvieren.
Das Integral wird dann durch die Summe aller dieser Beitridge gendhert. Die Maxima liegen
auf einem reguldren Gitter mit Abstand 27 /wy, und wegen der Periodizitéit sind alle Maxima
identisch.

Der andere im Integranden auftretende Faktor et = e~ 3TtHiwnt jst natiirlich unentbehrlich

fiir die Konvergenz dieses Integrals. Dieser exponentiell abfallende Term fiihrt dazu, dass
nur eine endliche Anzahl dieser Maxima wesentlich zum Wert des Integrals beitragen, welche
ungefihr durch das Verhiltnis wy, /T" gegeben ist (bezogen auf eine Integrationsvariable).

Da sich jedoch der Integrationsbereich nur iiber den positiven Teilraum erstreckt, muss man
die Extremstellen, bei welcher eine der Integrationsvariablen Null ist, verschieden von den
restlichen behandeln. Daher muss insbesondere das Maximum bei s,t,s’,t = 0 gesondert
behandelt werden, weshalb es sich anbietet, mit dem Fall wy, < T" zu beginnen.

5.2. Quasi-freie Atome (v, < T)

Die Bedingung wy, < T ist in vielen realistischen Situationen gut erfiillt, insbesondere bein-
haltet sie den Grenzfall freier Atome (in welchem wy, — 0). Anhand der Ausdriicke (5.20)
und (5.21) sieht man, dass zum Integral praktisch nur die Werte des Integranden im Bereich
0<s,t,s,t' < % beitragen, woraus sofort die Relationen wyps < 1, wpt < 1, ete. folgen. Das
ermoglicht uns, die Funktion () zu entwickeln, so dass

K(t) ~ ipwpt — dwit? + O(wyt)? | (5.24)
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wobei alle Terme dritter und hoherer Ordnung in wyt vernachléssigt werden kénnen. In (5.20)
und (5.21) eingesetzt liefert das nach der Transformation t — 2t/|vy| der Integrationsvariablen

Iy = |i (1-a / dt/ dt/ ds/ ds’ 2 (stt) =277 (s'+1")

exp {2ix [(3 —2a)(s' — s) + (t' — 1)]
——52 [( —2a)(s' = 5)? + (' =)’ + 21 —a)(s' = 5)(t' —1)]} , (5.25)

IC — / dt/ dt// dS/ dS 621’\/ S+t —22’)/ (S +t)

eXp{ZZ [3(s" — 5) — 2a(s’" + s) + (t' —t)]

—%52 [2(3 —3)2 2a(s’ — )(s +t +s—|—t)—|—(s —I—t) —|—(s+t)2]} .
(5.26)
4 = /|| ist der Phasenfaktor des komplexen Parameters v = 6 4 iI'/2 (Gl (4.10)).
In diesen Ausdriicken treten die beiden relevanten Parameter
Wr
o]
dqw? dwrwy,
vl ol

auf.

I und I stellen weiterhin relativ komplizierte Ausdriicke dar, welche einer analytischen
Loésung immer noch nicht leicht zugéinglich sind. Deshalb betrachten wir die beiden Grenzfille
tiefer und hoher Temperaturen.

5.2.1. Grenzfall tiefer Temperaturen

Dies ist der Fall, in dem das Integral durch den Exponentialfaktor e?7(s+9)=i7"(s'+) i Inte-
granden dominiert wird. Taylorentwicklung des zweiten Faktors fiir kleine x und &2 in belie-
biger Ordnung erlaubt die systematische Bestimmung der vollstdndigen Reihenentwicklung
dieser Integrale.

Die ersten Terme dieser Entwicklung lauten

Iy = [0{1 +4(2 — @) Fx + X° [4(4 — da + a?) — 207(13 — 1da + 402)]

+3€2[(3-5T) —a(2 - 3T)]} ) (529)
Ie = I {1 + SIVIX - 4ia%x +x° [4(4 —a®) = 2Y(13 + 4a”) — 282'&%]
e fu-on -]} &
_ ﬁ (5.31)
@)
wobei Terme der Ordnung O(£%, x3, x&?) vernachlissigt wurden und Iy = ﬁ(l —a?)?. In

Anbetracht von (5.22) ist klar, dass die in a antisymmetrischen Terme bei der Bildung von
14 + Ip beziehungsweise Re I herausfallen.
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a gemiB Gl. (5.22) ergibt schlieBlich in fiihrender Ordnung y und &2
a:1+%%2—8a2xz—§2, (5.32)

giiltig bis auf Terme der Ordnung O(&*, x3, x2¢2). Wie nicht anders zu erwarten war, er-
geben die fithrenden Korrekturen eine Verringerung des maximalen Uberhshungsfaktors 2.
Ein kurzer Blick auf (5.27) und (5.28) ldsst vermuten, dass es sich um den Grenzfall kleiner
Temperaturen und kleiner Riickstolenergien w, < || handelt.

Um diese beiden Korrekturen besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst den Fall verschwin-
dender Temperatur, und daran anschliefend, den endlicher Temperaturen.

T = 0: Inelastische Streuung

Wir betrachten den Fall verschwindender Temperatur, d.h. beide Atome befinden sich anfing-
lich im Grundzustand der Falle, denn wir interessieren uns hauptséichlich fiir Effekte, welche
allein aufgrund der Présenz externer Freiheitsgrade entstehen. Je nach Situation ist das ein
mehr oder weniger hypothetischer Fall, da sich die Atome nach erfolgter Streuung und Aufnah-
me von Riickstoflenergie in einem angeregten Fallenzustand befinden. In der Situation zweier
Streuer fester Konfiguration in einer Falle kann genau ein Photon gestreut werden (Einfach-
streuung hat hier ebenfalls unerwiinschten Einfluss auf den Anfangszustand). Anschliefend
miissten die Atome wieder im Grundzustand der Falle priapariert werden. Andererseits exis-
tieren in atomaren Wolken sehr viele Atome, so dass nur die Mess- und Kiihlzyklen geeignet
gewihlt werden miissen (siehe auch Diskussion in Kapitel 3).

In diesem Fall ist die Besetzungszahl (n) = 0 und mit
wy

el ¢, (5.33)

a2 — 8q?

erhélt man die Aussage, dass es in der Tat Korrekturen gibt, welche zum Kontrastverlust

fiihren.
2= dwrwy,
y[?

geht dabei fiir T — 0 aus &2 hervor und wurde zusétzlich definiert, weil diesem Parameter eine
spezielle Bedeutung zukommt, was aber erst in Kapitel 6 iiber die Quantendualitiat richtig
klar wird.

(5.34)

Der erste Korrekturterm in (5.33) ist offensichtlich eine Folge inelastischer Streuung: die auf-
genommene Riickstolenergie bei unbewegten Streuern ist genau hw,. Eine veréinderte Energie
der Photonen impliziert natiirlich einen anderen Streuquerschnitt, da man sich bei quasi-
resonanter Streuung auf der sich auf einer Skala I' &ndernden Lorentzkurve bewegt. In der
Tat sieht man in den Ausdriicken (5.25) und (5.26), dass sich dort der x-abhingige Teil
auf einen reinen Phasenfaktor beschriankt, welcher zusammengenommen mit dem Faktor
V(s +) — ¢id(s+1) =30+ 4y einer effektiven Verstimmung & von der Resonanz fiihrt.

Allerdings findet man in der symmetrischen Situation a¢ = 0 keinen Effekt, wihrend er fiir
a = +1 maximal ist. Das ist klar, denn im Fall a = 0 ist der Energieiibertrag auf die Be-
wegungsfreiheitsgrade fiir beide Wege exakt gleich, wogegen im Fall a # 0 diese Symmetrie
nicht mehr gegeben ist. Geht man sogar noch einen Schritt weiter und betrachtet die exakten
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Ausdriicke fiir 14 (5.25) und I (5.26), so stellt man fest, dass diese im Fall €2 — 0 (dessen
Bedeutung wird im néchsten Abschnitt untersucht) und fiir eine symmetrische Streusituation
a = 0 exakt gleich sind, was sofort auf o = 2 fiihrt.

In Verbindung mit einer welchen-Weg Interpretation werden wir im n#chsten Kapitel darauf
noch genauer eingehen.

Wir halten fest: der Parameter x = w;/|7y| beschreibt allein Effekte durch Energieiibertréige,
d.h. er trigt der Tatsache Rechnung, dass Streuung in Anwesenheit externer Freiheitsgrade
inelastisch ist, selbst bei T = 0.

T = 0: Nullpunktsfluktuationen

Es gibt aber noch den zweiten Korrekturterm ¢ = 4wywy/|7y|?, ein Residuum, welches von der
zusétzlichen 1 des Faktors (2 (n) +1) aus (5.28), d.h. den Nullpunktsfluktuationen des harmo-
nischen Oszillators (aber auch jedes anderen Quantensystems) im Grundzustand, herriihrt.
Dieser Term verschwindet fiir w, — 0, was zusammen mit dem physikalischen Ursprung
ebenso erst im néchsten Kapitel durchleuchtet wird.

Endliche Temperaturen

Nun betrachten wir den Fall, in welchem die Temperaturen hoch genug sind, so dass Shwy < 1
und damit (n) ~ 1/(Shwy). In dem hier untersuchten Grenzfall wy, — 0 freier Atome stellt
diese Bedingung natiirlich kein Problem dar. £2 lisst sich damit schreiben als

9 B dwrwp
& = 2Mn)+1) e
(>1 —8”r2 (5.35)
Bhly|

und man erkennt sofort, dass wy, als einziges Charakteristikum der Falle herausfillt. Damit ist
aber auch jede wy-Abhéngigkeit aus den exakten Ausdriicken (5.25) und (5.26) verschwunden.
Dabher ist es gar nicht mehr notwendig, den Grenzfall wy — 0 im streng mathematischen Sinn
zu betrachten, sondern es geniigt bereits die Bedingung wy,, <« I'. Diese Grenzwertbildung
fithrte ja zuvor zu Problemen (vgl. Unterkapitel 4.4).

Andererseits konnen wir mit Hilfe von (4.31) auch

4k12nvr2ms

schreiben, was den Ubergang zu freien Streuern im klassischen Limes verdeutlichen soll.

62

Wenn wir noch annehmen, dass wir RiickstoB- (x?) gegeniiber thermischen Effekten (£2)
vernachlédssigen konnen, so ergibt sich

oL — =2 — . .
252
r 1+ (%)

Die letzte Form erlaubt einen direkten Vergleich dieses Resultats mit dem in semi-klassischer
Weise hergeleiteten. Dieses Ergebnis ist identisch mit dem aus Gleichung (2.17), was ein
weiterer deutlicher Hinweis darauf ist, dass wir es in diesem Fall in der Tat mit quasi-freien
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Abbildung 5.1.: Graph der Funktion g(a) (siehe Anhang B). Diese Funktion divergiert fiir
a — *+1 wegen anderen asymptotischen Verhaltens bei a = 1 (5.39). Werte
in einem Bereich nahe dieser singuldren Punkte sind daher bedeutungslos.

Streuern zu tun haben. Natiirlich sind diese Resultate nur giiltig, falls ki,vyms/T" wesentlich
kleiner als 1 ist.

Wir sehen also, dass der Parameter €2 im Prinzip genau den Einfluss der thermischen Bewe-
gung beschreibt. Unter Zuhilfenahme der exakten Ausdriicke (5.25) und (5.26) erkennt man,
dasls der £2-abhiingige Teil im Integranden rein reell ist und damit als abschwichender Faktor
e~28°C) auftritt.

Weiterhin ist unsere obige Annahme y? < ¢2 nur dann gerechtfertigt, falls 2 (n) wy > w, =
kT > hw;, was jedoch nicht immer der Fall sein muss, aber es stellt kein Problem dar, den
zusiitzlichen y2-Term noch mitzunehmen. Wir wollten uns an dieser Stelle nur auf den Einfluss
thermischer Bewegung konzentrieren und insbesondere das aus Kapitel 2 bekannte Ergebnis
wiederfinden.

5.2.2. Grenzfall hoher Temperaturen

Wagen wir uns nun an den entgegengesetzen Grenzfall hoher Temperaturen, welcher technisch
etwas anspruchsvoller ist als der vorherige.

Wie eben vernachliissigen wir wieder x gegeniiber ¢2, was moglich ist, falls kT > h|y|. Diese
Annahme ist kompatibel mit dem Grenzfall hoher Temperaturen, welcher ohnehin Situationen
weit oberhalb der Doppler-Kiihlgrenze (welche bei etwa kg7 =~ hl' liegt) beinhaltet. Dieses
fithrt zu einfacheren Ausdriicken fiir (5.29) und (5.30), welche die Bestimmung der Asymptotik
fiir groBe ¢2 erlauben (die Details der Rechnung findet man in Anhang B).

Fiir a ergibt sich

81
aflal <1) = 1+g(0) g .

ofla] =1) = 1+\/§%, (5.39)

wobei g(a) ein relativ kompliziertes, jedoch nur von a = ﬁgfcm abhéngiges, Integral dar-

(5.38)
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stellt, welches numerisch berechnet werden kann (siehe Abbildung 5.1). Es ergeben sich zwei
verschiedene Ausdriicke, je nachdem welche Streugeometrie vorliegt. Beide Fille zeigen offen-
sichtlich unterschiedliches asymptotisches Verhalten, wobei die Abnahme fiir grofies £ im Fall
la| < 1 stérker ist, als fiir |a| = 1, der Situation, in der die Richtungen der Photonenpropa-
gation, sowohl fiir ein- und auslaufendes (ki,) als auch fiir das ausgetauschte Photon (Ro)
zusammenfallen.

Der Ubergang zwischen diesen beiden asymptotischen Verhaltensweisen ist scharf und voll-
zieht sich nur in einem engen Winkelbereich in der Ndhe von @ = +1. Das Intervall wird umso
kleiner, je grofer & ist. Im Limes £ — oo wird |a| = 1 zum singuliren Punkt, allerdings ist das
kein physikalisch sinnvolles Ergebnis, denn fiir zu grofle Temperatur £ bricht die Nédherung
(u?) < R} ohnehin zusammen. Da allgemein

a(lal =1) > a]al < 1)

fiir hinreichend grofles &, divergiert g(a) fiir @ — +1. Deshalb liefert g(a) (Abbildung 5.1) und
damit auch (5.38) nur sinnvolle Aussagen, falls a nicht zu nahe an diesen singuldren Punkten
ist.

Bedenken wir allerdings, dass bei polarisationssensitiver Messung der zusétzliche Vorfaktor

L(1-)’

in der Streuintensitét erscheint, so erkennen wir, dass (5.39) nur mit verschwindender Inten-
sitat auftritt. Bei Mittelung tiber alle Orientierungen trigt dann im Wesentlichen (5.38) bei.
Selbst bei fester Streukonﬁguration spielt der Fall a ~ +1 keine Rolle, auch wenn dann der
gemeinsame Vorfaktor * (1 —a )2 in « herausfallt. Wegen der viel zu geringen Intensitét sieht
man diese Situation nlcht und deswegen ist es bei zwei Atomen in einer Falle aus messtech-
nischen Griinden ohnehin zweckméfig, die symmetrische Situation a = 0 zu bevorzugen.

Eine mogliche Erkldrung fiir das unterschiedliche asymptotische Verhalten ist, dass im Fall
a = #£1 nur ein Oszillatorfreiheitsgrad pro Atom involviert ist, da die transversalen Oszil-
latormoden nicht durch Wechselwirkung an die Photonen gekoppelt sind.? Im anderen Fall
la| < 1 sind es doppelt so viele, namlich die beiden Moden in der Ebene, welche durch die
Richtungen Ro und k:lm aufgespannt wird, weshalb hier auch die Abnahme stérker ist.

5.2.3. Schlussfolgerungen

Nach der Untersuchung der beiden Grenzfélle hoher und niedriger Temperaturen zeigt Abbil-
dung 5.2 den Verlauf des Uberhshungsfaktors o (5.22) im quasi-freien Fall iiber den gesamten
Temperaturbereich. Reine Riickstofleffekte () wurden komplett vernachliissigt, ebenso ist ex-
akte Resonanz (0 = 0) und die symmetrische Streusituation ¢ = 0 angenommen worden. Es
sollte jedoch beachtet werden, dass bei hinreichend hohen Temperaturen der Giiltigkeitsbe-
reich der Annahme <u2> < Rg verlassen wird. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass dann
Korrekturen der Ordnung
52

kinRO

o( )

zu erwarten sind.

3Das ist eigentlich nur korrekt in der betrachteten Niherung <u2> < R3.
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Abbildung 5.2.: Uberhshungsfaktor o der kohiirenten Riickstreuung im gesamten Tempera-
turbereich, dargestellt auf einer semi-logarithmischen Skala als Funktion des
thermischen Parameters ¢2. Betrachtet wurde exakte Resonanz (6 = 0) und
die symmetrische Streusituation a = 0.

Zum Abschluss des Falls wy < T" soll noch ein intuitiveres Bild {iber die eigentlichen physika-
lischen Vorgénge gegeben werden. Wir kénnen uns die in x(t) auftretenden Oszillationen, als
die entsprechende Bewegung, die das Atom tatséchlich vollzieht, vorstellen. Natiirlich han-
delt es sich hier um ein quantenmechanisches Modell, aber bei hinreichend hoch angeregten
Zustédnden kann man sich eine semi-klassische Bewegung von Wellenpaketen vorstellen, wel-
che in der Falle oszillieren. Es wurde ja auch (n) im Fall hoher Besetzungszahlen betrachtet,
so dass man (n) ~ 1/fhwy, schreiben konnte, was schliefilich zum Herausfallen der Fallenei-
genschaft wy, fiihrte.

Wir konnen die Bedingung wy, < I' nun in 7 < 7, umschreiben, wobei 7, die Lebensdauer
im angeregten Zustand ist, welche im Wesentlichen die typische Streuzeit bestimmt und bei
resonanter Streuung in der Groenordnung 1/T" liegt, wihrend 7, = 27 /wy, die Periodendauer
einer Schwingung des Atoms in der Falle ist. Dass heifit aber nun, dass das Photon wéihrend
des gesamten Streuprozesses nur einen kleinen Bruchteil einer vollstéindigen Oszillation sieht,
was dann in der Tat so aussieht, wie eine lineare Bewegung der Streuer, analog der freier
Teilchen. Die Oszillationen selbst treten auf einer sehr viel grofleren Zeitskala auf.

Daher ist es nicht weiter verwunderlich, dass die einzige Charakteristik der Falle wy nur
noch auftritt, falls die Temperatur hinreichend klein ist, so dass (n) nicht mehr entwi-
ckelt werden kann. In diesem Fall wére die diskrete Struktur der Energieniveaus der har-
monischen Falle sichtbar. Das tritt auf, falls die thermische Energie in der Groflienordnung
des Fallenabstands liegt (k7' &~ hwy). Andererseits ist dann aber (n) ~ 1, was sofort auf
X = wr/|y| > wrwy/|?| = €2 fithrt, weshalb wir die Situation niedriger Besetzungszahlen (n)
hier praktisch nicht beobachten koénnen, da der thermische Effekt demzufolge viel zu klein
wére. Man kann daher im Fall w, < I' immer die Ndherung (n) =~ ﬁ—hi;h machen, d.h. die
diskrete Struktur der Falle wird unbedeutend und entspricht somit einem quasi-Kontinuum
von Zustinden, analog der Situation eines freien Teilchens.

Der Fall quasi-freier Atome (wy, < I') beschreibt also in der Tat ein Verhalten &hnlich dem
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Abbildung 5.3.: Vereinfachtes Energieniveauschema, in welchem die Entartung des angereg-
ten Zustands nicht dargestellt wurde. Die Zustinde der Falle sind durch die
dquidistanten Niveaus angedeutet und konnen direkt durch geeignete Ver-
stimmung des Photons angesteuert werden, da wy, > I.

freier Streuer. Letztere sind wiederum als Wellenpakete zu beschreiben, um der Quantennatur
der Streuer gerecht zu werden. Das wird uns spéter bei einer alternativen Interpretation noch
dienlich sein.

5.3. Enge Falle (w, > T)

Im Fall wy, > T erwartet man nun Effekte aufgrund der Tatsache, dass die Atome eigent-
lich gebunden sind und sich nicht wirklich frei bewegen kénnen, insbesondere geht hier im
Gegensatz zu quasi-freien Streuern die Fallencharakteristik wy ein. In der Tat bedeutet die
Bedingung

wh>T,
dass die einzelnen Fallenniveaus direkt aufgelost werden kénnen, was in der zuvor betrachteten
Situation wy, < T’ nicht moglich war, da aufgrund der Breite I' des Ubergangs immer sehr

viele Oszillatorniveaus involviert waren. Hier treten daher Resonanzen auf und die diskrete
Struktur der Falle ist sichtbar (Abbildung 5.3).

5.3.1. Ergebnis erster Ordnung

Wir gehen von den Ausdriicken fiir 74 (5.20) und I (5.21) aus. Die darin auftretenden
Funktionen & lassen sich in der Form

k(t) = we ™l pyelnt gy (5.40)
schreiben, wobei
=), y= () +1) (5.41)
= o , = o ) )

Nehmen wir nun an, dass w;, < wp und die Temperaturen hinreichend niedrig sind, damit
(n) nicht zu groB ist, so konnen wir den die Funktionen  enthaltenden Exponentialfaktor
entwickeln und die verbleibenden Integrale auswerten. Man erhélt auf diese Weise wieder eine
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Abbildung 5.4.: Plot des Uberhshungsfaktors a!) erster Ordnung als Funktion der Verstim-
mung 0 bei verschiedenen Temperaturen. Die Temperatur wird durch die

mittlere Besetzungszahl (n) ausgedriickt. Sie gibt hier also direkt an, wie
stark der erste angeregte Zustand besetzt ist. AuBerdem wurde 2wy, /T" = 20

und n? = 0.01 gewiihlt.

systematische Reihenentwicklung in beliebiger Ordnung.
Um den wesentlichen Mechanismus zu verstehen, reicht es aus, die Korrektur erster Ordnung

zu untersuchen. In a (5.22) fallen die ungeraden Potenzen von a heraus, so dass das Ergebnis

erster Ordnung isotrop ist.
Bei dieser Entwicklung treten nach Integration Faktoren der Form

i 0 +il/2 neN (5.42)

yFnwp (8§ Fnwy) +i0/27

Vin

auf, welche fiir wy > I" Resonanzen bei § = £nwy liefern. Diese Resonanzen werden umso
schirfer, je grofer das Verhiltnis wy, /I ist. Im Folgenden wird die Abkiirzung vy = v
verwendet, da in erster Ordnung nur diese auftreten. Es ergibt sich dann

L0 = L4 2a(v-P = 1)+ 2y(lvs P = D+ alv- = ) +y(va|* = 1] (5.43)
c® — h% [1 +22(lv_* = 1) + 2y(Jv4|* = 1) + 2Re {z(v? — 1) +y(} - 1)}] ,
(5.44)

bis auf Korrekturen der Ordnung O(z?, %2, 2y) und dem an dieser Stelle nicht interessierenden

Polarisationsfaktor.

Ein Plot des Uberhohungsfaktors

c®
M) = i
() =1+ 0
fiir verschiedene Temperaturen und damit Besetzungszahlen (n) ist in Abbildung 5.4 als

Funktion der Verstimmung ¢ dargestellt. Wie man sieht, erscheint bei T' = 0 an der Stelle
6 = wy, eine ,, Absorptionslinie*, wihrend bei steigender Temperatur sich eine zweite Linie bei
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Abbildung 5.5.: Mogliche Ubergéinge nullter O(1) und erster Ordnung O(n?), sowohl bei T = 0
((n) = 0) als auch bei (schwach) angeregtem ersten Niveau ({(n) = 0).

0 = —wy, herausbildet. Bei weiter zunehmender Temperatur gleichen sich diese beiden Linien
immer weiter an.

Mathematisch ist dieses Verhalten bereits in (5.43) bzw. (5.44) ersichtlich. v_ tritt nur in
Verbindung mit x auf und v4 entsprechend nur mit y. Fiir T'= 0 ist x = 0 und es verbleibt
lediglich vy, d.h. die Resonanz bei § = +wy,. Mit steigender Temperatur wird der v_-Anteil
beigemischt. Die Paare z,v_ und y, v4 treten in den Ausdriicken in symmetrischer Weise auf,
so dass sich diese Linien bei hinreichend hoher Temperatur immer mehr angleichen.

5.3.2. Interpretation

Zum Versténdnis dieses Verhaltens betrachten wir zunéchst den Entwicklungsparameter

2 _ Wr

= = = (kinhn)?,

wh
auch bekannt unter dem Namen Lamb-Dicke Parameter. Die Bedingung 7? < 1 sagt nun
aus, dass die Schwerpunktsbewegung der Atome auf einen Bereich beschrinkt ist, welcher
wesentlich kleiner als die Lichtwellenlédnge ist. Das bedeutet aber, dass die Entwicklung nach
diesem Parameter tatséchlich einer Multipolentwicklung entspricht. Die hier betrachtete erste
Ordnung wire also ein Dipoliibergang, wobei das im harmonischen Oszillator den erlaubten
Ubergiingen An = +1 entspricht.

Verallgemeinert auf beliebige Ordnungen liefert ein Ubergang An = £N im harmonischen
Oszillator einen Faktor n?Y. Die allgemeine Ordnung o setzt sich damit aus allen Kombina-
tionen moglicher Ubergéinge zusammen, welche die vier Absorptions- und Emissionsprozesse
begleiten, unter der Nebenbedingung, dass sich in der Gesamtbilanz aller Freiheitsgrade und
beider Atome der Faktor 7%° ergibt. Der Term nullter Ordnung O(1) entspricht der Situa-
tion von lediglich An = 0 Ubergéngen. Entsprechend treten dann in n-ter Ordnung Faktoren
Vi, k < n auf, in erster Ordnung gibt es also derer genau die beiden v;.

Abbildung 5.5 zeigt alle moglichen An = 0,41 Ubergéinge eines Atoms fiir T = 0 (a,c und d)
und schwacher thermischer Anregung (n) = 0. Die beiden an der Doppelstreuung beteiligten
Atome koénnen nun beliebige Kombinationen dieser Moglichkeiten annehmen.
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Atom 1 Atom 2 Atom 1 Atom 2 Atom 1 Atom 2

(a1) (B1) (711)

Abbildung 5.6.: Mogliche Prozesse erster Ordnung bei der Doppelstreuung, wobei jeweils zwei
nebeneinander liegende Diagramme zusammengehoren. Der Index gibt an,
welches Atom seinen Fallenzustand &ndert.

Die fithrende Ordnung O(1) ergibt sich durch die beiden Prozesse a und b, welche den Fal-
lenzustand unveréindert lassen und damit maximalen Kontrast (o = 2) zeigen.

In der néichsten Ordnung O(7?) kann genau ein Ubergang O(n?) aus Abb. 5.5 auftreten, so
dass sich, zunéchst fiir den einfacheren Fall T = 0, die ersten vier in Abbildung 5.6 darge-
stellten Kombinationen ergeben.

Betrachten wir zunéichst Weg A, bei welchem zuerst an Atom 1 gestreut wird. In der Situation
«q erhélt man fiir einlaufende Photonen der Frequenz § = +wy, resonante Streuung, und zwar
beziiglich beider Atome, ganz im Gegensatz zu Fall as, in welchem an Atom 1 nicht-resonant
gestreut wird. Fiir Weg B kehren sich die Verhéltnisse genau um. Mit anderen Worten heif3t
das, je nach Streupfad A bzw. B ist die Situation (aj) bzw. (ag) wahrscheinlicher. Da aber
nur genau einer der beiden Streuer seinen Fallenzustand &dndert, enthalten die externen Frei-
heitsgrade Information dariiber, welche der beiden Situationen (a1),(a2) vorlag. Und damit
besitzt man auch Kenntnis iiber den mit groflerer Wahrscheinlichkeit gewéihlten Weg A oder
B, was zwangsldufig zu Interferenzverlust fithren muss (siehe dazu ausfiihrliche Diskussion in
Kapitel 6).

Ein vollig analoges Verhalten ergibt sich bei § = 0 fiir (81),(82). In der Tat erkennt man in
Abb. 5.4 bei genauerem Hinsehen eine leichte Einbuchtung bei § = 0. Dass der Effekt hier
viel geringer ist, verglichen mit § = 4wy, liegt daran, dass die O(1) Uberginge dominieren.

Nimmt die mittlere Besetzung des ersten angeregten Fallenzustandes endliche Werte an, so
kommt eine ganze Reihe weiterer moglicher Kombinationen hinzu. Damit sind die Unter-
schiede zu T = 0 aber auch schon erschopft. Insbesondere liefert eine nahezu identische
Argumentation, dass das Paar (7y1),(72) fiir die Linie bei 6 = —wy, verantwortlich ist.

Abschlieflend ist die Bemerkung angebracht, dass die hier gemachte Entwicklung nicht an die
Bedingung wy, > T' gekniipft ist, sondern fiir beliebige wy,/T" giiltig ist. Insbesondere liefert
die Entwicklung der in L und C' enthaltenen Faktoren vy, (5.42) fiir kleine wy,/I" wieder die
in Unterkapitel 5.2 gewonnenen Ergebnisse.
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Abbildung 5.7.: An einem Strahl aus heiflen Strontiumatomen wird die kohérente Riickstreu-
intensitdt gemessen. In diesem Strahl herrscht eine anisotrope Temperatur-
verteilung vor.

Als Ergéinzung sei noch zu erwihnen, dass sich bei hinreichend grofem 7% = w;/wy, die Sattel-
punktsmethode anwenden lisst. Im Gegensatz zum vorherigen Fall ist dies moglich, da hier
sehr viele Maxima des Arguments beitragen, so dass diejenigen mit einem der s,t,s’,t = 0
nur einige wenige unter sehr vielen sind und damit kaum ins Gewicht fallen. Daher kénnen
wir die Integrationskontur deformieren, ohne dass der dabei gemachte Fehler an den Integra-
tionsgrenzen fiir die Asymptotik von Bedeutung wire.

In diesem Fall treten auch Resonanzen auf, wieder genau an den Stellen § = nwy, ,n € Z.
Diesmal #ndert sich das Aussehen von benachbarten Linien nur sehr wenig und es gibt sehr
viele davon (n kann grofl werden). Die Breite dieser Resonanzen ist durch die natiirliche
Linienbreite I' gegeben. Mathematisch zeigen sich diese in einem Faktor der Form

1
2miy  °
l1—e“n

Der allgemeine Fall, in dem Rénder und Inneres des Integrationsgebietes gleichermaflen zum
Wert des Integrals beitragen (d.h. im Ubergangsbereich wy, =~ T'), ist extrem schwierig und
es sind viele unterschiedliche Félle zu behandeln. Ausgenommen ist natiirlich die Situation
x,y < 1, in welcher man systematisch entwickeln kann.

5.4. Einfluss anisotroper Temperaturverteilung

Nach dem ausfiihrlichen Studium des Verhaltens bei Streuern mit isotroper thermischer Bewe-
gung untersuchen wir schliellich noch die allgemeinere Situation anisotrop angeregter Schwer-
punktsfreiheitsgrade. Betrachten wir aber zunéchst ein in diesem Zusammenhang relevantes
Experiment.

5.4.1. Experimentelle Motivation

Ein wesentlicher Bestandteil des Experiments ist zunéchst der Ofen, aus welchem Strontium-
atome durch eine kleine Offnung entweichen koénnen [23]. Der austretende Effusionsstrahl hat
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eine gerichtete mittlere Geschwindigkeit in z-Richtung (siehe Abbildung 5.7) und um die-
se eine Geschwindigkeitsverteilung der charakteristischen Breite vy. Die zur Strahlrichtung
transversalen Bewegungsfreiheitsgrade besitzen ebenfalls eine Geschwindigkeitsverteilung, je-
doch mit kleinerer Breite v.. Diese Verteilungen kann man in guter Ndherung als Gauf3’sch
annehmen.

Weiterhin wird der Strontiumstrahl von der Seite mit einem Laser untersucht und die kohéren-
te Riickstreuintensitét gemessen. Dazu wird zirkular polarisiertes Licht verwendet, um die un-
erwiinschte Einfachstreuintensitéit herauszufiltern. Darauf wurde in den vorangehenden Dis-
kussionen bereits eingegangen und die Funktionsweise polarisationssensitiver Messung wird
in Anhang A genauer beleuchtet.

Aus Griinden der Einfachheit wird angenommen, dass die beiden Strahlrichtungen von Laser
und Strontiumatomen genau senkrecht aufeinander stehen. Die gerichtete Bewegung der Ato-
me lésst sich nun eliminieren, indem man in das mitbewegte Bezugssystem transformiert. Das
fiihrt auf einen transversalen Dopplereffekt, welcher jedoch von der Ordnung (v/c)? ist und
damit im vorliegenden Fall keine Rolle spielt. Fiir eine von der senkrechten Konfiguration ab-
weichenden Situation liefert die Transformation aber auch einen longitudinalen Dopplereffekt,
welcher genau die gleiche Groéflenordnung besitzt, wie die hier zu erwartenden Korrekturen
durch die thermische Bewegung. Allerdings lassen sich durch Renormierung der Laserfre-
quenz § = wi, — wp auch solche Situationen beriicksichtigen (vergleiche dazu auch Diskussion
in 5.1.2).

Das transversale Dichteprofil des Atomstrahls ist inhomogen und besitzt in der Mitte seine
grofite Dichte. Betrachten wir aber einen Fall, in dem ein Photon an genau zwei Atomen
gestreut wird (d.h. Doppelstreuung), dann fithrt das dazu, dass beide beteiligten Streuer in
etwa gleich weit entfernt vom “Rand“ des Strahls liegen [8]. Das bedeutet aber, dass hier im
Wesentlichen ¥ ~ 7/2 vorherrscht. Situationen, in denen ein Streuer am Rand liegt und der
andere weit im Inneren des Strahls (¢ ~ 0) sind dagegen sehr unwahrscheinlich, zumal diese
aufgrund des zusétzlichen Faktors (A.7) durch polarisationssensitive Messung ohnehin kaum
beitragen.

Abschlielend steht noch die Frage aus, welchen Einfluss Streuprozesse hoherer Ordnung ha-
ben. Ein betréichtlicher Teil solcher Prozesse kann durch Einfiihrung eines effektiven Mediums,
anstatt der unserem Modell zugrundeliegenden freien Propagation im Vakuum, beriicksichtigt
werden. Beispielsweise konnen wihrend der Propagation des Photons im Strahl weitere Streu-
prozesse auftreten, insbesondere auch zwischen den beiden ausgezeichneten Streuern, deren
Doppelstreubeitrag wir untersuchen. Genau solche Situationen beriicksichtigt das effektive
Medium. Dessen Einfluss beruht im Prinzip darauf, dass sich durch inelastische Prozesse der
Streuquerschnitt in der Ndhe der Resonanz merklich dndert (siehe auch Unterkapitel 2.4).
Klar ist, dass die zum Streuquerschnitt proportionale optische Dichte von der Temperatur
abhingig ist. Je hoher die Temperatur, desto mehr Atome sind wegen der Dopplerverschie-
bung nicht ldnger resonant mit den Photonen, weshalb die optische Dichte abnimmt. Daher
ist die optische Dichte in Strahlrichtung kleiner als in den dazu transversalen Richtungen. An-
dererseits ist der Strahl “unendlich® lang verglichen mit dem Durchmesser und eine beliebige
Anzahl von Streuprozessen konnte auftreten.

Die Frage, ob die Beschrankung auf Doppelstreuung alleine schon ausreicht oder ob Streupro-
zesse hoherer Ordnung relevant sind, ist noch nicht ausreichend geklart. Trotzdem soll unser
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Modell darauf angewandt werden, da es einen interessanten Effekt gibt. Dieser tritt eigent-
lich gerade deshalb auf, weil unser Modell nur reine Doppelstreuung im Vakuum beschreibt,
insbesondere ohne effektives Medium.

5.4.2. Ergebnis

Die Verallgemeinerung auf den anisotropen Fall erfolgt in Formel (5.11) fiir die thermische
Mittelung und ergibt sich direkt zu

<eik1u(t1)eik2u(t2) . eian<tn>> — exp —% z: kighi = {k: (6(t; —t:) + @) 12:]-}

1<J
(5.45)
Definiert man den Besetzungszahltensor n, so lauten die daraus abgeleiteten Tensoren*
Wy
=—1, =—(2 1 5.46
p=1. 4 wh( n+1), (5.46)
£(t) = ipsin(wnpt) + ¢ (cos(wpt) — 1) , (5.47)

vollig analog zu (5.9) und (5.10). Die Eigenwerte des Besetzungszahltensors sind einfach die
Besetzungszahlen (n) in Richtung der Hauptachsen der anisotropen Temperaturverteilung.

An die Stelle der Integrale (5.20) und (5.21) treten nun die Ausdriicke

In = 3(1-4% /dt dt/ ds/ ds’ st =" ()

exp{ ﬁgs —s Ro—l—kmﬁ(s —l—t'—s—t)l::

o [5(t) = £(—t) + (s 5= 1) = £ — 5+ ) fco} : (5.49)
welche im isotropen Fall wieder direkt in die alten iibergehen. Man bemerke, dass hier
a= kinﬁo = cos(¥) .
Da es sich um freie Atome handelt, betrachten wir natiirlich den Fall quasi-freier Streuer und
in Analogie zu Unterkapitel 5.2 erhilt man die beiden relevanten Parameter aus
(2t/|) = i2xdt — 3647 (5.50)

wobei die Anisotropie der Temperatur auf den Tensor £? iibertragen wurde (siehe (5.28) und
(5.36)). Dessen Eigenwerte sind gegeben durch

<2 kinvrms > 2 :
7l

4Tensoren werden hier immer durch doppelte Unterstriche gekennzeichnet.
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wobei vys durch die effektive Temperatur in der entsprechenden Richtung gegeben ist. In
unserem Fall sind das also v, und v.. Explizit lautet dieser Tensor daher:

& 0 0
g=10 & o, (5.51)
0 0 &

wobei &, & 52 fiir die heifle Strahlrichtung und &, ~ 4/3 fiir die kalten transversalen Richtun-
gen. Weiterhin ergibt sich bei unserer Geometrie

sin ¢

ki, =é, und Ry= 0
cos Y

Der erste Term in (5.50) ist wieder fiir reine Riickstofeffekte verantwortlich, spielt aber hier
keine Rolle, da fiir Strontium y = ﬁ ~3.3-107 [14].

Damit ergibt sich schliefflich:

Iy = ;(1-a / dt/ dt’/ ds/ ds' XA =27 (/1)

exp{— (s — s)? [gh—a ]—%Cs—i-t/ s —t)?
—152[ +12 - (s—s+t) (s' )2]}, (5.52)

Ie = ﬁl—a / dt/ dt’/ 217 (s+t) o =20 (s'+t')
h a? ]

exp{ s—s) [§ —% [S+t) +(s+t)2]
—Efca[t — (s—s+t) + (s — 5 —t)? —23’2—1—232]}. (5.53)

Man erkennt direkt, dass fiir €2 — 0 die beiden Ausdriicke fiir 74 und I¢ dieselbe Form
annehmen, weshalb es damit keinen Kontrastverlust in Riickrichtung gibt. Selbst bei nicht-
verschwindendem &2, aber immer noch klein gegeniiber 5}%, wird das Verhalten durch £2 be-
stimmt, also des Freiheitsgrades der Schwerpunktsbewegung in Richtung Ein. Das heift aber
offensichtlich, dass der Richtung ﬁo in diesem Zusammenhang nur eine untergeordnete Rolle
beikommt.

Im vorliegenden Fall lautet dann die Vorhersage fiir die dominierende Situation a = 0 (d.h.
¥ = 7/2) und verschwindender Verstimmung ¢ = 0:

a(@=")~159.
2
Ein kurzer Blick auf Abbildung 5.2 zeigt in der Tat, dass dieser Wert eher der kalten Richtung
(& =~ 4/3) zugeordnet werden kann, als der heifien.

Die zentrale Aussage an dieser Stelle ist, dass die Relativinode in Richtung ki, der einlaufen-
den Photonen den Effekt des dynamischen Zusammenbruchs der kohérenten Riickstreuung
dominiert. Insbesondere ist der Einfluss der Richtung Ry der zwischen den beiden Atomen
ausgetauschten Photonen kleiner, als man zunichst aus dem isotropen Verhalten schlieflen
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wiirde.

Diese Aussage findet sich auch direkt im Term niedrigster Ordnung (2.9) wieder, in welchem
die Relativbewegung auf ki, projiziert wird. Im néchsten Kapitel werden wir das im Zuge
einer Interpretation auch auf anschaulichere Weise verstehen.
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6. Quantitative Quantendualitat

In diesem Kapitel werden wir die kohérente Riickstreuung durch zwei atomare Streuer unter
einem anderen Blickwinkel betrachten, ndmlich unter Gesichtspunkten der Quanteninforma-
tion, im Speziellen dem Vorhandensein von welcher-Weg Information und dessen Wechselspiel
mit dem Interferenzkontrast.

Seit dem historischen Doppelspaltexperiment von Young [24] und Bohrs Komplementaritéts-
prinzip gilt die Erkenntnis, dass ein Interferenzmuster auf dem Schirm genau dann sichtbar
ist, falls man sich mit der Unkenntnis iiber die Wahl des Spalts zufrieden gibt. Wenn man
andererseits den Weg, den das Photon genommen hat, eindeutig identifizieren kann, so ver-
schwindet die Interferenz. Man spricht in diesem Zusammenhang von Welle-Teilchen-Dualitét.
Das Licht zeigt je nach Situation Welle- oder Teilcheneigenschaften. Beide Beschreibungen
sind in der Quantentheorie enthalten.

Es gibt aber nicht nur diese beiden Extremsituationen, sondern sicherlich auch interessante
Zwischensituationen, in denen beide Eigenschaften gleichzeitig vorliegen. In diesem Zusam-
menhang hat Englert [25] eine Ungleichung abgeleitet, welche imstande ist, genau solche
Situationen quantitativ zu beschreiben. Sie baut auf zwei verschiedene Groflen: Der Inter-
ferenzkontrast als Welleneigenschaft und ein Maf fiir das Wissen iiber den gewihlten Weg
(bezeichnet mit welcher-Weg Information) als Teilchencharakteristikum. Es gilt nun allge-
mein fiir alle erdenklichen Quantensysteme, dass Wellen- und Teilcheneigenschaften zueinan-
der komplementéir sind. Konkret heifit das, je mehr welcher-Weg Information vorhanden ist,
desto geringer ist die Interferenz zwischen den verschiedenen Wegen. Experimentelle Unter-
suchungen diesbeziiglich findet man beispielsweise in [26, 27], welche dieses Verhalten auch
quantitativ bestétigen.

Wir wenden in diesem Kapitel unser Modell auf diesen Formalismus an, um genau dieses Ver-
halten in Bezug auf den dynamischen Zusammenbruch der kohédrenten Riickstreuung durch
bewegte Atome zu studieren. Insbesondere wird auf die Fragestellung eingegangen, in wel-
cher Weise welcher-Weg Information vorhanden ist, oder wie diese durch den Streuprozess
im System der Streuer hinterlassen wird. Um eine Analogie zu Youngs Interferenzexperiment
herzustellen, identifizieren wir die beiden Streupfade Weg A und B mit den beiden Spalten,
an welchen jeweils ein Detektor angebracht ist, der dann Auskunft iiber den gewéihlten Weg
des Photons geben soll. Unsere Freiheitsgrade der Schwerpunktsbewegung nehmen daher die
Funktion eines welchen-Weg Detektors an.

Weiterhin widmen wir uns dem Einfluss der Kopplung an ein thermisches Bad, d.h. der ther-
mischen Dekohérenz. In diesem Zusammenhang ist der Detektor wiederum an eine Umgebung
gekoppelt: das thermische Bad, welches in unserem Fall den Kiihl-Lasern entspricht.
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6.1. Quantitative Quantendualitat bei Streuprozessen

Wir werden zunéchst die relevanten Groflen in einer fiir uns niitzlichen Form herleiten. Gehen
wir von [25] aus, so stoflen wir auf das Problem, dass der Streuprozess nicht durch eine unitére
Zeitentwicklung beschrieben wird. Mit einem genaueren Blick auf die Operatoren (4.43) und
(4.44) tiberzeugt man sich in der Tat davon, dass T4 und Tp nicht unitér sind.

Gliicklicherweise gibt es eine neuere Betrachtung von Englert und Bergou [28], welche nicht
auf einer unitéren Zeitentwicklung basiert. Stattdessen ist die einzige Voraussetzung an das
betrachtete System, dass man eine Dichtematrix, welche die Verschrinkung der miteinander
interferierenden Alternativen mit dem Detektorsystem enthilt, angeben kann, was ja bei
gegebenem System im Prinzip immer moglich ist.

Angewandt auf unseren Fall ergibt das folgende Zusammenhinge. Das einlaufende Photon
kann zwischen zwei zuniichst vollig gleichberechtigten Alternativen (Weg A bzw. Weg B)
wéhlen. Entsprechend der Terminologie von Englert und Bergou nennen wir diesen binéren
Freiheitsgrad ein Qubit. Mit |A) und |B) bezeichnen wir diese beiden moglichen Alternati-
ven. Die Freiheitsgrade der atomaren Schwerpunktsbewegung entsprechen dem welchen-Weg
Detektor, in [28] bezeichnet als Umgebung (environment).

Der Streuprozess verschrankt nun Qubit und Detektor in einer komplizierten Art und Weise.
Diese Verschrinkung kann durch eine Dichtematrix fiir das Gesamtsystem, bestehend aus
Qubit und Detektor, beschrieben werden, welche nun bestimmt werden soll. Diese Dichtema-
trix enthélt alle notwendigen Informationen, insbesondere iiber den Interferenzkontrast und
die Unterscheidbarkeit der beiden Wege.

Dazu gehen wir von der anfinglichen Dichtematrix des Gesamtsystems aus. Der Detektor,
respektive das System der Schwerpunktsbewegung befindet sich vor der Streuung im thermi-
schen Gleichgewicht bei inverser Temperatur 3 = 1/kpT, die Dichtematrix lautet also

: 1
p(l) — Ee_ﬁHext (6.1)
mit der Zustandssumme
Z = Tre PHext (6.2)

Da anfinglich keine der beiden Alternativen ausgezeichnet ist, befindet sich das Qubit im
reinen Zustand der symmetrischen Superposition:

plis = 3(14) + 1B)) (Al + (B)) ! (6.3)
Der Anfangszustand des Gesamtsystems ist dann einfach das direkte Produkt
prok = Pl © (6.4)

Den Endzustand erhélt man dann vermoge der Transformation
© _  TpTt
tot = - )
"o {rplrt)

!Man kann auch einen beliebigen Phasenfaktor in der Form |A)+¢%?|B) einfiihren, aber an den hier relevanten
Groflen wiirde das nichts é@ndern, sondern lediglich das Interferenzmuster verschieben.

(6.5)
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mit dem Ubergangsoperator des Gesamtsystems aus Qubit und externen Freiheitsgraden

=|A)(A|®@Ta+ |B){B|®Tp . (6.6)
Explizit schreibt sich
. i)t @)t
Tpi Tt = Tfm(i)T?1 TAp(nT? - (6.7)
TppWT, TppVWTg

Da es sich um eine nicht-unitiare Transformation handelt, miissen wir noch dafiir sorgen, dass

()

Piot DOrmiert ist, was zu dem zusétzlichen Normierungsfaktor
Tr {Tpﬁ}tTT} — T {TAp(i)T};} +Tr {TBp@)T;} — [+ Ip (6.8)
fiihrt.

Wir kénnen nun direkt die von Englert und Bergou gegebenen Definitionen aus [28] auf
unseren Zustand pg(f))t anwenden.
Fiir den Interferenzkontrast V (wvisibility) und die Unterscheidbarkeit D (distinguishability)

ergibt das

@)t

b s Tr{IiB—fIZAH 7 (6.9)
Dt _ all

D = r{frae IfA+IZBp TBH, (6.10)

wobei Tr{|X|} = Tr{VXTX} = >, |\| die Spurklasse-Norm (trace-class norm) des Ope-
rators X darstellt.? Diese Norm ist durch die Summe der Betriige aller Eigenwerte \; des
Operators X gegeben, weshalb sie mathematisch wesentlich komplizierter ist, als dies bei-
spielsweise bei der Berechnung der quadratischen Norm Tr{XTX} =", |Ail* der Fall ist.

Der Interferenzkontrast entspricht der iiblichen Definition

[max - [min
V= [max + [min

und gibt den Kontrast des eigentlich beobachteten Interferenzsignals an (in unserem Fall ist
das die Interferenz der Photonen, prinzipiell beobachtbar mit Hilfe eines Photodetektors). In
der Tat dhnelt V bereits sehr stark dem Uberhshungsfaktor (5.1), wenn man bedenkt, dass
der Kontrast im Wesentlichen durch C/L gegeben ist, bis auf den feinen Unterschied, dass
bei letzterem nur der Realteil anstatt des Betrags genommen wird. Dieser Unterschied riihrt
daher, dass wir den Uberhshungsfaktor o bei genau einem bestimmten Winkel # = 0 betrach-
ten. Dort muss aber nicht notwendigerweise ein Interferenzmaximum liegen, was dazu fiihrt,
dass C/L < V. Um tatséchlich auf den Wert V zu kommen, muss man immer einen ganzen
Bereich von der Groflenordnung der Variationen des Interferenzmusters (in unserem Fall ist
das belsplelswelse A =~ 1/kiy Ry) mit einbeziehen. Bei symmetrischen Streu81tuat10nen zum
Beispiel bei kaO = 0 oder nach der Mittelung iiber alle Orientierungen Ro, liegt das In-
terferenzmaximum genau bei 8 = 0, weshalb hier kein Unterschied zwischen beiden Gréfien
besteht.

2Ein Operator X wird als trace-class Operator bezeichnet, falls Tr {| X|} < oo.
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Die Unterscheidbarkeit D liefert die Kenntnis tiber den Weg, welche man durch eine optimale
Messung am welchen-Weg Detektor erhélt. Mit anderen Worten entspricht das der nach der
Streuung im System vorhandenen welchen-Weg Information, welche prinzipiell, durch eine
geeignete Messung, aus dem Detektorsystem extrahiert werden kann. Fiir D = 1 kann man
eine Vorhersage iiber den Weg mit Sicherheit treffen, fiir D = 1/2 ist die Vorhersage nur in
75% der Fille korrekt. ¥V und D geniigen beide der fundamentalen Dualitéitsrelation

V2iDpi<i. (6.11)

Sie liefert genau die Aussage, dass Interferenz und welcher-Weg Information zueinander kom-
plementér sind. Insbesondere enthélt sie die beiden Spezialfille V = 1 = D = 0 (maximaler
Kontrast impliziert die Absenz von welcher-Weg Information) und D =1 = V = 0: aus der
genauen Kenntnis des Weges folgt ein vollstindiges Ausloschen der Interferenz.

Es gibt noch zwei weitere interessante Grofien, welche lauten: Vorhersagbarkeit P (predicta-
bility) und die Kohérenz C (coherence).

\Tr {TAp“’T,Z - TBP“’TEH Iy — Ip|
P= = 6.12
Ix+1Ip Ipn+1p (6.12)

und

w {fusi]

C =2
Ira+1p

(6.13)

sind ebenfalls durch eine Relation miteinander verkniipft, &hnlich wie zuvor gilt die Unglei-
chung
P24C?<1, (6.14)

welche auf den Namen erasure relation hort.
Die Vorhersagbarkeit P liefert, im Gegensatz zur Unterscheidbarkeit D, wieviel welcher-Weg
Information bereits vor der Streuung, d.h. a priori vorhanden ist. Ein Beispiel ist das Doppel-
spalt Experiment von Young mit verschieden groflen Spalten, so dass einer davon bevorzugt
durchlaufen wird. Ein weiteres Beispiel werden wir spéter in unserem Modell finden. Fiir
ein symmetrisches Interferometer mit /4 = Ip erhilt man sofort P = 0. Wir haben zuvor
erwihnt, dass D die welcher-Weg Information bei einer optimalen Messung angibt. Quan-
tifizieren wir mit X die welcher-Weg Information bei einer beliebigen Messung, so gilt fiir
diese

P<KLSD, (6.15)

insbesondere geht bei einer Nicht-Messung I in P iiber. Diese Ungleichung impliziert auch
P < D: die a-priori bekannte Information muss natiirlich immer kleiner sein, als die insgesamt,
inklusive einer nachfolgenden Messung, verfiighare.

Die Kohérenz C haben wir nur der Vollstdndigkeit halber angegeben und werden diese in
Bezug auf unser Modell nicht weiter betrachten. Im Prinzip sagt diese Grofie aus, wieviel
Interferenzkontrast man maximal durch eine geeignete Messung am Gesamtsystem wieder-
herstellen kann. Dieses wird als Quantum Erasure bezeichnet (siehe z.B. [27]), wobei der
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Name seinen Ursprung in der Dualitdt (6.11) hat, namlich dass das Wiederherstellen von
Interferenzkontrast typischerweise auf Kosten der welchen-Weg Information erfolgt.3

Wir haben bei der Herleitung keinerlei Gebrauch von spezifischen Eigenschaften des betrach-
teten Systems gemacht. Die einzige Annahme ist, dass es sich um Zwei-Wege-Interferenz
handelt. Die Ergebnisse bleiben natiirlich giiltig fiir beliebige andere Streuprozesse, nur eben
mit anderen T4, T und p(i).

6.2. Interferenz, Unterscheidbarkeit und Vorhersagbarkeit bei
Doppelstreuung

Wenden wir nun Definitionen (6.9), (6.10) und (6.12) auf unser konkretes Modell an, d.h. wir
setzen T4 bzw. T aus (4.43) bzw. (4.44) ein.

Allerdings ist der Ausdruck fiir D (und auch der fiir C) in unserem Fall schwierig auszuwer-
ten, da dieser nach einer Berechnung der Spurklasse-Norm auf dem unendlichdimensionalen
Hilbertraum der harmonischen Oszillatoren verlangt, was im Prinzip einer Diagonalisierung
unseres komplizierten Operators TAp(i)Tj1 — TBp(i)T]J; gleichkommt. Fiir ein analytisches Er-
gebnis miissen wir uns daher mit einer Entwicklung dieses Operators und der Beschrinkung
auf die fithrende Ordnung begniigen. Diese Entwicklung erfolgt formal nach dem Lamb-Dicke
Parameter n = kin A\, = Vw;/wp, wie er auch in den Exponentialfaktoren der Ubergangsope—
ratoren T4 und T aus (4.43) und (4.44) auftritt. Entwickelt man diese Faktoren, so lassen
sich die Integrale ausfiithren und man erhélt bis zu Termen linear in 7:

V2

TapOTh — TppOTh, = T5in |—kow(a +at) — kwn(2a +v2ah)| p@ + he . (6.16)

vl
wobei h.c. fiir das hermitesch Konjugierte steht. Die Konstanten v sind definiert als
F—— (6.17)
Y+ &h

und entsprechen den Resonanztermen (5.42) aus Unterkapitel 5.3. Die hier auftretende Oszil-
latormode A

a= (ag — al)kin (618)
ist die auf die Richtung Ein projizierte antisymmetrische Mode der Schwerpunktsoszillationen.
Warum eine relative Mode die entscheidende Rolle spielt, wurde zuvor schon durch die Tat-
sache erklart, dass symmetrische Bewegung durch Transformation in das mitbewegte System
eliminiert werden kann. Symmetrische Bewegung ist daher nicht geeignet, um welcher-Weg
Information (d.h. Unterschiede in den beiden Streupfaden) im System zu hinterlassen. Die
Richtung Ry fillt heraus, da in unserer Naherung der Photonenaustausch zwischen den beiden
Atomen instantan erfolgt (Vernachlissigung der Propagationszeiten).

Der Ausdruck fiir D in fithrender Ordnung 7 schreibt sich zusammen mit dem auf die Mode

a reduzierten statistischen Operator
PV =1 —eP)e e 5= ph,

3Genau genommen ist die Bezeichnung erasure irrefithrend, da es Fille von Quantum Erasure gibt, in denen
jedoch zuvor iiberhaupt keine welcher-Weg Information vorhanden war [27].
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als

2wh

wobel der Parameter v definiert ist als

} : (6.19)

v = (2-1)—eP0? 1)
[(7*7;%)2—1] —e P <ﬁ>2—1] . (6.20)

Andererseits konnen wir die Spurbildung, sprich die thermische Mittelung in den Ausdriicken
fiir den Interferenzkontrast V und der Vorhersagbarkeit P exakt auswerten (vergleiche Un-
terkapitel 5.1).

An dieser Stelle brauchen wir aber nicht den vollstdndigen Ausdruck, sondern wir kénnen
uns mit einer Entwicklung zufrieden geben, da wir D ohnehin nur in fiihrender Ordnung ver-
wenden und wir diesen Ausdruck dann mit dem von V bzw. P vergleichen wollen. Letztere
konnen aber im Wesentlichen direkt aus Kapitel 5 iibernommen werden.

Allerdings beschrinken wir von nun an unsere Betrachtungen auf das Regime der quasi-freien
Atome wy, < I'. Die entgegengesetzte Situation der engen Falle wy > T ist in diesem Zusam-
menhang weniger interessant und das Wesentliche wurde bereits in Abschnitt 5.3 herausge-
arbeitet, auch wenn das, die Aspekte der Quanteninformation betreffend, nur in qualitativer
Weise zutrifft. Das einzige Erwahnenswerte ist die Struktur der Konstante v aus (6.20). Hier
treten die beiden fiir Resonanzen verantwortlichen Terme v4 auf. Fiir T — 0 bzw. 3 — oo
bleibt nur der Anteil vy. Bei steigender Temperatur mischt sich ein Anteil (v_) dazu. Im
Grenzfall 3 — 0 gehen beide Anteile schlieBlich gleichberechtigt ein. Dieses Verhalten erin-
nert in der Tat sehr an das in Abschnitt 5.3 kennengelernte.

6.3. Quasi-freie Atome

Wir werden nun die in 5.2 gewonnenen Ergebnisse genauer unter dem Gesichtspunkt der
Quanteninformation beleuchten.

VY und P erhilt man direkt unter Zuhilfenahme der Ausdriicke (5.29) und (5.30).
V lautet im quasi-freien Fall

2|IC| 2 52 2 2 4 3 2
=9 18222 — 2+ 0(4 ¥, . 6.21
T ng 3 (€5 x5 x€%) (6.21)

Man erkennt, dass es sich hierbei nicht exakt um den gleichen Ausdruck handelt, wie fiir den
Interferenzkontrast C'/L = a—1 in (5.32). Der Unterschied liegt in dem bereits zuvor erwihn-
ten Auftreten zum einen des Betrags in V und zum anderen des Realteils in a begriindet.
Offensichtlich macht sich dieser Unterschied im Gegensatz zum &2-Term im y2-Term bereits
bemerkbar.? Dies fithrt dazu, dass o stirker abnimmt, als dies fiir den Interferenzkontrast
V der Fall ist. Der physikalische Grund ist eine Verschiebung des Maximums weg von der

“Das sieht man leicht ein, denn wegen |1 +z +iy| = /1 +2)2 + 2 =~ 1+z+ %y2 geht der Imaginérteil nur
quadratisch ein.
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exakten Riickrichtung 6 = 0. Das kann offenbar nur bei asymmetrischen Streusituationen
a # 0 auftreten, da es bei a = 0 keine Vorzugsrichtung gibt. In der Tat tritt in I (5.30)
immer nur die Kombination ia auf, was auch sofort aus der Symmetrie If|q.—q = Ic folgt.
Bei einer Konfigurationsmittelung fithrt das verschobene Maximum dann lediglich zu einer
Deformation des Riickstreukonus.

P ist der Betrag von

Is—1Ip _ 5 1¢2 4 .2 2

T = e { A ERY -2+ 0 x| (6.22)
Der Vorfaktor a kann aus jedem Term herausgezogen werden, da a in jeder Ordnung nur als
ungerade Potenz vorkommt. Das folgt aus

IB - IA|a<—>—a

in Verbindung mit der Tatsache, dass a im exakten Ausdruck (5.25) nur in der Form ax bzw.
a&?, also zusammen mit unseren Entwicklungsparametern auftritt. Daher ist

weshalb es sich in der Streusituation a = 0 offensichtlich um ein symmetrisches Interferometer
handelt. Andererseits folgt P(a = 0) = 0 sogar schon direkt aus Ip = Ig|qe—q.

Da D wegen der Spurklasse-Norm etwas komplizierter zu bestimmen ist, werden wir es spéter
an entsprechender Stelle tun.

6.3.1. Verschwindende Temperatur

Beginnen wir zunichst mit dem rechnerisch einfacheren Fall T = 0 bzw. § — oo, in welchem
sich beide Atome in den entsprechenden Grundzustdnden der harmonischen Falle befinden,
sprich der welcher-Weg Detektor befindet sich in einem reinen Zustand. Daraus folgt allge-
mein, dass die Dualitéitsrelation (6.11) gesiittigt ist (siche Anhang C), d.h. fiir ein p() = | W) (|
gilt
V2eDpi=1.

Daher geniigt in diesem Fall die Bestimmung einer der beiden Gréflen, da die zweite dann
durch die Dualitétsrelation bereits eindeutig festgelegt ist. Wir brauchen also nur das uns
bereits bekannte V zu verwenden, um D zu bestimmen. Andererseits kommt die Berechnung
des Ausdrucks fiir D in der Form (6.19) bei 3 — oo der Diagonalisierung einer 2 x 2-Matrix
gleich. Das dann zu erhaltende Ergebnis bestétigt diesen Sachverhalt noch einmal.

Die fiir uns in diesem Zusammenhang relevanten Mafle lauten daher

Vi o= 1-0%6)—2¢%, (6.23)
D? = (0 +22=1-V?, (6.24)
P2 = 0%(6), (6.25)

wobei wieder Terme der Ordnung O(¢?, x3, ¢2x) vernachlissigt wurden. ¢? geht fiir T = 0 aus
¢2 hervor (siehe Formeln (5.34) und (5.28)).
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b) a — +1

! kout

Weg A Weg B Weg A Weg B

Abbildung 6.1.: Asymmetrische inelastische Streuung durch Riickstofliibertrége fiihrt zu einer
Differenz in den Streuwahrscheinlichkeiten fiir Weg A und B, welche maximal
ist fiir a — +1 und bei a = 0 verschwindet.

Die in allen drei Ausdriicken auftretende Grofle
0(6) = 4amx (6.26)

beschreibt den Einfluss des RiickstoBiibertrags wy (bei 7' = 0) in Verbindung mit der Streu-
geometrie a = Ryk;,. Spezifische Eigenschaften der harmonischen Falle gehen in ¢ nicht ein.

Inelastische Streuung

Um nun die Herkunft der Terme p(d) zu verstehen, betrachten wir eine Situation, in wel-
cher RiickstoBeffekte verglichen mit dem Einfluss der Nullpunktsfluktuationen ¢? der Schwer-
punktsbewegung dominieren. Man denke beispielsweise an eine sehr schwache Falle wy, < w;.
Zumindest in der betrachteten Niherung gilt dann also bereits V2 4+ P2 = 1, was zusammen
mit P < D (6.15) erfordert, dass P = D. Bezogen auf obige Ausdriicke (6.23)-(6.25) ist das in
der Tat der Fall. Das heifit aber, dass sdmtliche Information iiber den Weg bereits vor einer
Messung bekannt ist, man nennt diese daher a priori welcher-Weg Information.

In diesem Fall sind das ungleiche Streuamplituden, welche zu verschiedenen Streuwahrschein-
lichkeiten der beiden Wege fiihren. Die allgemeine Formel fiir P (6.12), welche der relativen
Differenz der beiden Streuintensitéiten entspricht, gibt genau diese Aussage in mathematischer
Weise wieder.

Ein erster Hinweis auf den Ursprung dieser Asymmetrie ist die Proportionalitit derselben zu
a= ﬁolAcin. Betrachten wir dazu die beiden Extremsituationen der Streugeometrie, wie in Ab-
bildung 6.1 dargestellt. Sowohl im Fall a = 0 als auch fiir a = 1 sind die Ubertrige w, auf die
Atome fiir beide Wege vollkommen identisch. Energieiibertriige fithren aber zu inelastischer
Streuung. Im Fall ¢ = 0 ist der Gesamtenergieiibertrag auf beide Atome jeweils gleich 2w,
und keiner der beiden Wege ist ausgezeichnet. Liegt die Verbindungsachse der Atome parallel
zur Einstrahlrichtung Ein (a = +1), so ist jedoch der Nettoimpulsiibertrag auf den vorderen
Streuer (Atom 1) gleich 0, fiir den hinteren (Atom 2) dagegen 2w,. Das fiihrt dazu, dass am
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hinteren Atom immer Photonen mit der Laserfrequenz 0 = wi, — wg gestreut werden. An
Atom 1 haben die gestreuten Photonen eine Frequenz abhéingig von der Wahl des Weges. Fiir
Weg A ist diese ¢, fiir Weg B aber § — 2w,. Bei quasi-resonanter Streuung hat eine Frequenz-
bzw. Energieéinderung des Photons eine Verschiebung auf der Lorentzkurve

o(8) = 2%

O

zur Folge. Korrekturen sind dann auf der Skala w,/|7y|, d.h. unserem vertrauten Parameter
X, zu erwarten. Im Lichte dieser Betrachtungen wird jetzt auch der zusétzliche Faktor /|y
verstidndlich: auf dem flachen Maximum ¢ = 0 der Lorentzkurve édndert sich die Intensitét in

erster Ordnung nicht, wihrend bei § = I'/2 diese Anderung maximal ist.

Man kann das Ganze sogar noch viel konkreter werden lassen, indem man die relative Ande-
rung des Streuquerschnitts unter einer kleinen Frequenzénderung Aw = 2w, < || betrachtet.
Aus

0o
_A -
e ¢ NEENWE)E
~ g0 _ 90 1 - 26Aw
=~ 52 4 (P/2)2 — 25Aw - ’,Y’2 1— 2|6A‘2w ~ 0(5) (1 + \’Y|2 )
Y
_ Ao _ PYaw (6.27)
o v |

folgt zusammen mit Aw = 2w,a, dem von der Geometrie abhéngigen effektiven Frequenzun-
terschied, dass Ao /o = p(9), also genau die in (6.23)-(6.25) auftretenden Korrekturen.

In dem eben betrachteten Fall ' = 0 und vernachlissigharen Nullpunktsfluktuationen ¢? kann
man sogar noch einen Schritt weitergehen und die exakten Ausdriicke fiir P und V betrachten.
Dazu bemerken wir zunichst, dass P? 4+ V? = 1, falls gilt

!
Izlp = Ialplas—a = IcIc|a——q - (6.28)
Dieses folgt direkt aus
I4—1p)? IcI; Iylg — IcI}
7)2+y2:( +4 C _—1-_42=2 " C_ 6.29
(Iq+ Ip)? (Iq+ Ip)? (Iq+ Ip)? ( )

Aus den exakten Ausdriicken fiir 14 (5.25) und I (5.26) erkennen wir fiir €2 — 0 und a = 0,
dass (6.28) tatsiichlich erfiillt ist und damit P? 4+ V? = 1 exakt gilt, woraus in Verbindung
mit (6.15) zusétzlich D = P folgt, d.h. alle welcher-Weg Information ist bereits a priori
verfiighar! Letztere Aussage ist dem mathematisch komplizierteren Ausdruck (6.10) fiir D
nicht ohne weiteres zu entnehmen. Natiirlich gilt das nicht mehr, falls die Fluktuationen
(sowohl thermischer als auch quantenmechanischer Natur) relevant werden.

Eine Mittelung {iber alle Orientierungen a fiihrt offensichtlich zum Verschwinden von P. Ma-
thematisch folgt P = 0 aus dem Vorzeichenwechsel von I4—1I4|,_,_, unter der Transformation
a — —a. Zuféllig orientierte Streuer besitzen keine Vorzugsrichtung mehr und wie erwartet
ergibt sich wieder ein symmetrisches Interferometer. Die Unkenntnis iiber die Anordnung der
Streuer ermoglicht uns eben auch keine a priori Aussagen mehr. Natiirlich folgt daraus nicht
notwendigerweise das Verschwinden von D. Eine nachfolgende Messung am Detektor kann
(zumindest) implizit Informationen {iber die Streukonfiguration liefern, z.B. via Bestimmung
der RiickstoBiibertrige.
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Qt=0
Ot=1/]
it =2/y]

Abbildung 6.2.: Der Uberlapp atomarer Wellenpakete bestimmt iiber die Verfiigbarkeit von
welcher-Weg Information. Die genaue Beschreibung des Vorgangs erfolgt im
Text.

Nullpunktsfluktuationen

Kommen wir nun zur Diskussion iiber den Ursprung der Korrekturen ¢? = 4w,wy,/ |7|2, welche,
zumindest bis zu der betrachteten Ordnung, nur in V und D vorkommen. Andererseits ist
P = 0 fiir a = 0, was fiir V und D nicht zutrifft, denn es bleiben ¢2-Korrekturen, selbst
bei einer symmetrischen Streukonfiguration. Das besagt aber, dass welcher-Weg Information
dieser Art erst nach einer geeigneten a posteriori Messung am Detektor zur Verfiigung steht.

Allerdings haben wir zuvor bereits festgestellt (siehe Unterkapitel 4.4), dass bei kout = —lz:in
die Impulsiibertrage auf die Atome fiir beide Wege identisch sind und somit nicht zur Bestim-
mung des Weges geeignet sind. Wir miissen also einen anderen Mechanismus finden. Dazu
bietet es sich an, die Vorgénge in einem zeitlichen Bild zu betrachten.

In diesem Bild besitzen wir Kenntnis iiber den Streupfad, falls wir wissen, welches Atom zuerst
gestreut hat. Wir machen noch davon Gebrauch, dass es sich an dieser Stelle um eine Situation
quasi-freier Atome handelt. Mit anderen Worten, wir beschreiben die Schwerpunktsbewegung
durch atomare Wellenpakete, welche sich frei bewegen kénnen. Natiirlich ist das Attribut fre:
fiir den Anfangszustand (bei 7' = 0 ist das der Grundzustand in der harmonischen Falle)
sicher nicht korrekt. Allerdings bendtigen wir nur die Annahme, dass nach Aufnahme der
RiickstoBenergie das Atom in der Falle so hoch angeregt wird ((n) > 1), dass anschlieend
die Zeitentwicklung der Schwerpunktsbewegung durch ein atomares Wellenpaket beschrieben
werden kann. Auf den hier relevanten Zeitskalen 7, ~ 1/T" < 7, = 27/wy, sieht das dann
tatsdchlich wie eine freie Bewegung aus. Die einzige Eigenschaft der harmonischen Falle, die
wir bendtigen, ist die rdumliche Delokalisierung A\, = /fA/2mwy, der Grundzustandswellen-
funktion, denn diese bestimmt die anfingliche Ausdehnung A des atomaren Wellenpakets und
damit die Unsicherheit in der Positionsbestimmung. A gibt an, auf welcher kleinsten Skala
wir Bewegungen des Atoms noch auflésen konnen. Konkreter heifit das, wir kénnen eine von
dem Wellenpaket zuriickgelegte Strecke Az noch auflosen, falls

Az 2 \.

Betrachten wir nun den Streuvorgang in diesem Zusammenhang anhand Abbildung 6.2. Der
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erste Streuer nimmt einen Riickstofimpuls in Richtung ki, auf, aufgrund dessen er sich mit
der Geschwindigkeit

2hwy
m

vy =
in diese Richtung bewegt. Nach der charakteristischen Zeit 7 fiir resonante Photonenstreuung
geht das Photon instantan auf das zweite Atom iiber (wir haben Propagationszeiten im Va-
kuum vernachlissigt) und fiihrt zu einem quasi gleichzeitigen Ubertrag von RiickstoBenergie
in Richtung ﬁo auf die beiden Atome.

Diese Streuzeit 7 entspricht allerdings nicht genau der Wignerzeit

d 5 d " (25 ) 21
Tw = —¢ = —arctan(—) = =—
Voodw” dé L’ Ty
fiir resonante Photonenstreuung. Denn zusétzlich zu dieser realen Zeitverzogerung 7, tritt bei

& # 0 auch noch eine asymmetrische Deformation des gestreuten photonischen Wellenpakets
auf, als Folge der resonanten Streuamplitude

1

0= 57

Das fiihrt dazu, dass eine effektive Zeit 7 = 1/|y| > 7y, die relevante Zeitskala ist, was sich
mit einem Argument der stationdren Phase zeigen ldsst. Bei exakter Resonanz § = 0 gibt es
aus Symmetriegriinden keine solche Deformation und 7 = 1/|y| geht iiber in 7.

Nach einer weiteren Zeitverzogerung 7 wird das auslaufende Photon i%m = —Em emittiert und
hinterldsst wiederum einen Riickstofliibertrag bei Atom 2, jedoch von Betrag und Richtung
gleich zum allerersten Ubertrag in Richtung Eip und damit ungeeignet fiir eine Unterscheidung
der beiden Wege. Allerdings gibt es eine merkliche Zeitverzogerung

2

At =27 = —
17l

zwischen diesen beiden Ubertriigen in Richtung ki,, so dass der erste Streuer aufgrund der
Geschwindigkeit v, einen raumlichen Vorsprung

Az = v, At

gegeniiber dem zweiten Streuer besitzt.

Wir erwarten also das Auftreten von welcher-Weg Information auf der Skala

4,/wy
Az 2 1 _ wwh:%’ (6.30)

—_— =V —
A [ Aw ]
was damit in der Tat den korrekten Parameter liefert.

Es soll noch einmal darauf hingewiesen werden, dass die Falleneigenschaft wy, einzig durch die
anfingliche Unsicherheit )\, der Schwerpunktspositionen eingeht.

61



6.3.2. Endliche Temperatur

Wir betrachten hier analog zur Vorgehensweise in Unterkapitel 5.2 den Grenzfall
B = Bhwy, < 1
bzw. hoher Besetzungszahlen (n) > 1, so dass der relevante thermische Parameter
¢% = coth(38)¢? (6.31)
in den von der Falle unabhéngigen klassischen Parameter

§c1 - 2kinvrms/h/‘

iibergeht (vergleiche dazu auch (5.36)). In der Tat ist das genau der semi-klassische Grenzfall,
in welchem die Schwerpunktsbewegung vollstdndig durch quasi-freie atomare Wellenpakete
beschrieben werden kann.

Neu ist hier, verglichen mit 7' = 0, die Kopplung des Detektors an ein thermisches Bad, d.h.
der Anfangszustand des Detektors ist kein reiner Zustand mehr, weshalb nun im Gegensatz
zu vorher D und V unabhéngig voneinander berechnet werden miissen.

Da V bereits bekannt ist, gehen wir gleich zur Bestimmung von D iiber. Wir wollen aber nicht
versuchen, die in D auftretende Norm exakt auszuwerten, stattdessen werden wir uns ganz
auf den Fall § < 1 beschrénken und einen in diesem Limes giiltigen Ausdruck fiir D herleiten.

Im Fall wy, < || und 3 < 1 geht v aus (6.20) iiber in

wphRey — wnd

v = 42220y (6.32)
el 7l
und damit ergibt sich aus (6.19) in fithrender Ordnung in (3
Vwrwn|d| - Bata Gata
D = Qﬁ%wﬂTr‘—ie_ﬁaT“d—i—idTe_B“T“
Y
8| 2v; 8 Gt e
- x/iuléTr(e—ﬁa*ap : (6.33)
vl | R

wobei, wie schon zuvor, v, die Geschwindigkeitséinderung des Streuers der Masse m durch die
Aufnahme des RiickstofSimpulses ist, d.h. aus der Impulserhaltung folgt

Bk [2hor
_ M _ , (6.34)
m m

v = Av
Im letzten Schritt von (6.33) haben wir noch ausgenutzt, dass a' und e=P4'a in fiihrender
Ordnung 8 kommutieren, denn
ale=Pa'a — gfe—Palagt o o—Palagt (6.35)
Anschliefend wurde noch der Impulsoperator

ih
A Y A-i— A
p= AL (@' —a) (6.36)
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eingefiihrt. Wegen (6.35) kommutieren auch e~Pata ynd p in fithrender Ordnung 3. Da |[UV| =
|U||V| fiir zwei kommutierende Operatoren U und V, ist die Strategie, den positiven statisti-
schen Operator e=Pi'a aus dem Betrag zu ziehen, ohne dabei in fithrender Ordnung 3 einen
Fehler zu machen. Die Rechtfertigung dafiir erfolgt spéter.

Ebenfalls in diesem Grenzfall 3 < 1 bzw. dem dazu #quivalenten hoher Besetzungszahlen
(n) > 1 geht der statistische Operator in seine klassische Form

_ .1 _ 2 2
e~P@laty) — eXp{—ﬁRﬁ,) ¥ +<A_73> ﬁ2]}
_ 2 (A \2 .
~ 6_5<ﬁ> x2e_5<7h> P e Pamew?a? 627” (6.37)

einer Maxwell-Boltzmann’schen Geschwindigkeitsverteilung iiber. Das ist nur eine weitere
Manifestation dafiir, dass wir hier tatséchlich den klassischen Grenzfall beziiglich der Schwer-
punktsbewegung betrachten. Gleichung (6.37) besagt auch, dass Vertauschung von & und p
auf die fithrende Ordnung von D keinen Einfluss hat.

Damit erhalt man
BTr‘ —B “T“ p

= BT {751 | = (| (6.39)

und weiterhin

() = ﬁ/ dp |p| (p\e_ﬁ_(?;}l) @26_5(%) ‘ﬁ2\p>

- 5/ W[ e ﬁ‘,@ (wle P (3) A (3) 2

1
- \/_ )\h \/7mvrms ) (639)

wieder nur bis auf Terme hoherer Ordnung in 3.Daraus ergibt sich der in fiihrender Ordnung

3 giiltige Ausdruck

5| ZUT <|ﬁ|> |5| 2kf’mvrms
D= v 2 ) : 6.40
Tl A~ VEhl Al (6.40)

Physikalische Interpretation

Zeitbild
Die erste Form von (6.40) zeigt, dass D proportional zum thermischen Erwartungswert des
Betrags des Impulsoperators ist. Dieser unterscheidet sich jedoch nur durch einen numerischen
Faktor von pZ,, = (p*) (vergleiche mit (6.39)). Zusammen mit der thermischen de-Broglie
Wellenlénge

)\th = h/prms
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Abbildung 6.3.: Einfluss der antisymmetrischen Mode in Richtung k;, auf die Dopplerver-
schiebung. Aufgrund dieser ist die Verschiebung ungleich fiir beide Wege.

stellt dieser Ausdruck eine direkte Manifestation der zuvor bei T' = 0 gegebenen Interpretation
der Skala ¢? dar. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Wellenpakete anstatt Ay, bei
T = 0 hier eine charakteristische Ausdehnung A, haben. In der Tat ist

Ar 1 5 1 2kjvmms

i
und liefert damit die korrekte Skala, auf der welcher-Weg Information zu erwarten ist. Ins-
besondere wird damit verstindlich, warum bei einer Zunahme der Temperatur D ebenfalls
ansteigt, denn die atomaren Wellenpakete sind dann wegen Ay, = h/prms stérker lokalisiert.
Der Abstand Az ist als Folge davon genauer bestimmbar und es kénnen bereits kleinere
Distanzen Ax aufgelost werden.

Andererseits verstehen wir in diesem Bild nun auch, warum der Richtung ﬁo nur unterge-
ordnete Bedeutung zukommt (siche Ergebnis aus Abschnitt 5.4.2). Die entgegengerichteten
Impulsiibertrédge sind in unserer Naherung instantan und entsprechende Freiheitsgrade in
dieser Richtung kénnen damit keine differentielle Information der beiden Wege A und B auf-
nehmen. Die Richtung ﬁo tritt aber dennoch in unseren Ausdriicken auf, da sich aufgrund
der Dopplerverschiebung die Frequenzen der Austauschphotonen dndern, und zwar abhingig
von der jeweiligen Geschwindigkeit der Streuer.

Die Ry betreffenden Aussagen stimmen aber nicht mehr, falls das Vakuum durch ein, die
beiden Streuer umgebendes, effektives Medium ersetzt wird. Dann kann man nicht mehr da-
von ausgehen, dass die Propagationszeit zwischen den beiden Atomen vernachlissighar ist,
da diese dann auch in der GréBenordnung + liegt (siehe z.B. (2.13)).

Frequenzbild

Um die 6-Abhéngigkeit von D zu verstehen, betrachten wir die Situation in der Energiere-
prisentation. Die Aquivalenz dieser beiden Bilder ist einfach eine Folge des Ubergangs zwi-
schen diesen Darstellungen durch Fouriertransformation (vergleiche mit dem Schritt (4.41)).
Zunéchst bemerken wir, dass nur die Relativmode in Richtung ki relevant ist, aus Griinden
der Einfachheit ignorieren wir daher alle anderen Moden. Aus Abbildung 6.3 entnimmt man,
dass die Streuung abhingig von Weg A oder B bei den verschobenen Frequenzen wiy & ki Vrms
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erfolgt. Sind die Verschiebungen klein, so kann man wieder analog zum Fall T' = 0 die relative

Anderung |Ac/o| des Streuquerschnitts betrachten. Durch Vergleich mit (6.40) ergibt sich in
der Tat ) 2 16| |Aw|
w

D=l = mn (6.41)

mit dem Frequenzunterschied Aw = 2k;,vrms zwischen den beiden Streualternativen. Insbe-

sondere verschwindet D fiir § = 0, da es auf dem flachen Maximum der Lorentzkurve 1/|y|>

in erster Ordnung keine Anderung gibt.

Im Gegensatz zu T = 0 verschwindet jedoch P in dieser Ordnung, da die Symmetrie der
beiden Alternativen A und B durch die thermische Mittelwertbildung wiederhergestellt wird.
Das bedeutet also, dass eventuell vorhandene Information iiber den Weg erst nach erfolgter
Streuung durch Messung der atomaren Schwerpunktsbewegung zugénglich ist.

Fithrt man die obigen Gedankengéinge entsprechend fort, so erwartet man, dass im Grenzfall
hoher Temperaturen die Unterscheidbarkeit gegen Null geht. Die Energiedifferenzen werden
dann so grof}, dass der Einfluss der Lorentzférmigen Streuwahrscheinlichkeit vernachlassigbar
wird, denn diese ist ja nur auf einen Bereich der Groflenordnung I' beschréankt. Diese Aussage
steht im Widerspruch zum vorherigen Paragraph, gem#fl welchem die Unterscheidbarkeit
immer weiter steigen sollte. Man kann sich jedoch davon mathematisch {iberzeugen, dass D
fiir T — oo in der Tat verschwindet. Die zuvor gegebene Interpretation im Zeitbild scheint
also bei genauerer Betrachtung nicht ganz der physikalischen Wahrheit zu entsprechen.

Einfluss der thermischen Badfreiheitsgrade
Wir konnen schliellich das Endresultat angeben:

VP o= 1-285+0(&Y) (6.42)
D? = 40 0 O(&4 6.43
= ;WSCH‘ (&) (6.43)

2 2 2 52 2kinvrms 2 4

wobei wir analog zu Formel (5.37) angenommen haben, dass Riickstoleffekte (x) gegeniiber

31 vernachlissigbar sind. Obwohl die Abnahme von V? und die Zunahme von D auf derselben
Skala &2 erfolgt, ist die Dualitétsrelation (6.11) wie erwartet nicht mehr geséttigt, d.h. V2 +
D? < 1. Das ist auch verstindlich, wenn man bedenkt, dass der Detektor an eine Umgebung
gekoppelt ist und damit nicht in einem reinen Zustand vorliegt. Es gibt also eine zusétzliche
statistische Unsicherheit, welche einem verbietet, vollstindige welcher-Weg Information zu
erlangen.

Man kann auch anders argumentieren: Das Gesamtsystem, bestehend aus Detektor und Bad
(isoliert vom Rest der Welt), befinde sich in einem reinen Zustand, weshalb fiir dieses Gesamt-
system dann natiirlich V? +D? = 1 gilt (siehe Anhang C). Fiir vollstindige Information iiber
den Weg bedarf es dann allerdings einer optimalen Messung im Gesamtsystem. Da jedoch
nur der Detektor einer Messung zugénglich ist, erreichen wir nur einen Teil der verfiigba-
ren Information, denn aus der Sicht des Gesamtsystems entspricht dies einer nicht-optimalen
Messung. Die Zunahme der Temperatur erfolgt durch starkere Wechselwirkung mit dem Bad,
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weshalb immer mehr welcher-Weg Information in fiir uns unzugéngliche Freiheitsgrade ge-
langt. Im Gesamten nimmt zwar die welcher-Weg Information zu, denn wie wir zuvor gesehen
haben nimmt auch D zu, aber der relative Anteil der aus lediglich der Schwerpunktsbewegung
extrahierten Information nimmt ab.

Rechentechnische Erganzungen

Abschlieflend steht noch die Klidrung iiber einen zuvor gemachten Schritt aus, némlich dass
|UV| =~ |U||V] fiir die beiden n&herungsweise kommutierenden Operatoren U = e~Pala ynd
V = p. Dazu schreiben wir

|;UV| = UMHUV)

~ JUTD)VTV) = VenlUD)enViv)

— /el(UTU)+In(ViV)+&n(UT0) In(ViV)] : (6.45)

wobei im letzten Schritt die allgemeine Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) Formel verwen-
det wurde und €(X,Y’) fiir eine Linearkombination aller moglichen, beliebig geschachtelten
Kommutatoren steht, d.h.

EX)Y] =X\ Y]+ X, [ X,)Y]] + [V, [X, Y]] + a4[[ X, Y], X] + -+,

mit der Hoffnung, dass diese Korrekturen klein sind. Das Ziehen der Quadratwurzel dieses
Operators ist nun einfach und eine weitere Anwendung der BCH-Formel ergibt

UV e% In(UTU)+3 In(VIV)+Len(UTU),In(ViV)]

Q

e% 1n(UTU)e% In(VIV) e[In(UTU),In(ViV)]
_ |U||V|es[ln(UTU),1n(vTV)]

U||[V|(1+ e[ln(UTU),In(VIV)] + 3e2---) . (6.46)

Wenn es uns jetzt noch gelingt, zu zeigen, dass
e[n(UTU), In(VIV)] = [-2Ba’a, In(p?))]

nur Beitriige zu hoheren Ordnungen in 3 liefert, so sind wir fertig. Davon iiberzeugt man sich

am einfachsten in der Impulsbasis:
(LY (Y
o) e\ )

in welcher sich die Berechnung der Kommutatoren zwischen —28H und Inp? auf Ableiten
reduziert. Anschlielend ist

H=a'a+

D=

TOV| % Te {e P |p|(1+ e[~28H,mp?) } = (lpl) — 28 (Iple[H, np?])  (6.47)

zu betrachten, wobei sich die Korrekturen durch Mittelung mit einer Geschwindigkeitsvertei-
lung geméafl Maxwell-Boltzmann abschétzen lassen. Die dabei auftretende Integration iiber p
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bedarf allerdings der Einfiihrung eines unteren Cut-offs, um Divergenzen in den dann auf-
tretenden Termen wie 1/p™ zu vermeiden. Dieser Cut-off ist gerechtfertigt, da fiir kleine p
die oben gemachte Niéherung durch die klassische Verteilungsfunktion sicherlich nicht mehr
korrekt ist. Andererseits gibt es keinen physikalischen Grund dafiir, dass im Limes grofler
Besetzungszahlen (n) > 1 das Verhalten durch niedrige Zusténde wesentlich beeinflusst wird.
Damit erhélt man die Erkenntnis, dass der zweite in (6.47) auftretende Term bereits von
hoherer Ordnung in 3 ist.

Ohne weitere grofie Bemerkungen registrieren wir an dieser Stelle, dass in fithrender Ordnung
(B der Schritt

Tr‘e_ﬁémﬁ

— Tr {6—5&%1} (6.48)

in der Tat gerechtfertigt ist.

In diesem Zusammenhang merken wir noch an, dass in dem hier betrachteten Grenzfall der
Lamb-Dicke Parameter n nicht unser eigentlicher kleiner Parameter ist, obwohl die Entwick-
lung von D urspriinglich (zumindest formal) nach diesem Parameter erfolgte (siehe (6.19)).
Vielmehr sind diese y und ¢? im Fall T = 0, was wegen D? = 1 — V? und dem exakten
Ausdruck fiir V ((6.9) in Verbindung mit (5.26)) evident ist. Andererseits lauten fiir grofie
Besetzungszahlen (n) > 1 die kleinen Parameter y und 5621. Diese tatséchlich relevanten Pa-
rameter treten aber erst nach Auswerten der Spur auf. Potenzen von y und &2 werden dabei
ausschliellich durch entsprechende Potenzen von n generiert, weshalb die Entwicklungen ent-
weder nach 7 oder nach y, ¢2 formal identisch sind. Der einzige Unterschied liegt darin, dass
die Reihenfolge von Entwicklung und thermischer Mittelung vertauscht ist.

Fiir die Groflen V und P ist dies offensichtlich, denn bei diesen konnten wir die Spurbil-
dung exakt durchfiihren, was genau auf die genannten Parameter fithrt (vergleiche (5.25) und
(5.26)). Im Fall von D ist dies etwas trickreicher, denn dort gilt das nur fiir 77 = 0 und bei
hinreichend hohen Besetzungzahlen (n) > 1, was zumindest in letzterem Fall nicht ganz so
leicht einzusehen ist.

Eine Moglichkeit, sich letztere Aussage dennoch klarzumachen, kénnte in Folgendem bestehen.
Analog zu ) )
e—ﬁafaﬁ ~ ﬁe—ﬁafa
lsisst sich zeigen, dass T4 und p® in fithrender Ordnung 3 miteinander vertauschen. Wenn es

nun gelingt zu zeigen, dass

D o | TapOT] - T

~ Tr {p(i)

TaTh — ToTh|} = (|TaTh - ToTh]) (6.49)

analog zu (6.38) in dieser Ordnung giiltig ist, so kann man durch formale Entwicklung der
Operatorwurzel | X| = vV XX im Prinzip alle Mittelungen der auftretenden Operatorprodukte
(TIxTA)v (T;TB) und beliebiger Kombinationen von Potenzen davon mit Hilfe von Formel
(5.11) durchfithren. Diese Prozedur fiithrt dann in jeder Ordnung wieder nur auf die beiden
Parameter x und &g.
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7. Zusammenfassung

Um den dynamischen Zusammenbruch der kohérenten Riickstreuung von Photonen zu stu-
dieren, haben wir uns die Doppelstreuung von Photonen an zwei Atomen einfacher interner
Struktur im Vakuum zunutze gemacht. Dabei wurden die externen Freiheitsgrade der Schwer-
punktsbewegung durch harmonische Oszillatorzustdnde realisiert, eine Situation, wie sie bei-
spielsweise in Atomfallen auftritt. Die physikalische Observable ist der Uberhshungsfaktor,
welcher als Verhiltnis von Gesamtintensitidt zu inkohérentem Anteil definiert ist und damit
Aussagen tiber den Interferenzkontrast liefert.

Im Laufe der Rechnung hat sich herauskristallisiert, dass die Zeitdarstellung eine Reihe von
Vorteilen bietet, und zwar sowohl in technischer Hinsicht als auch das Verstédndnis betreffend.
Die Ubergangsoperatoren fiir die Doppelstreuung nehmen in dieser Darstellung eine sugges-
tive Form an, in welcher die einzelnen Absorptions- und Emissionsprozesse in zeitgeordneter
Weise erscheinen. In diesen Operatoren treten zwei fundamental unterschiedliche Zeitskalen
auf: die Verweildauer des Atoms in seinem angeregten Zustand und die freie Propagationszeit
des Photons im Vakuum. In diesem Bild sind beide Zeiten letztendlich fiir den dynamischen
Zusammenbruch verantwortlich. Dabei ist im Fall resonanter Streuung die Propagationszeit
gegeniiber der natiirlichen Lebensdauer vernachléssigbar.

Ebenso gestaltet sich die thermische Mittelung als unproblematisch und es kénnen sowohl kol-
lektive Schwingungsmoden der Atome als auch eine anisotrope Temperaturverteilung beriick-
sichtigt werden. Im Zuge dessen zeigt sich, dass die relative Schwingungsmode, projiziert
auf die Richtung der einlaufenden Photonen, den dominanten Einfluss auf die kohérente
Riickstreuung zeigt. Das stimmt jedoch nur, solange sich beide Streuer im Vakuum befin-
den.

Es wurden die beiden unterschiedlichen Regime der quasi-freien Atome und der engen Falle
untersucht.

Im Fall wy, < T' zeigen die Atome ein Verhalten dhnlich dem freier Streuer und die Fallen-
eigenschaft wy spielt keine Rolle mehr, falls zusétzlich die Besetzungszahlen hinreichend grof3
sind. Bei verschwindender Temperatur 7' = 0 geht w;,, wegen der charakteristischen Ausdeh-
nung der Grundzustandswellenfunktion dennoch ein. Daneben gibt es noch den Einfluss der
RiickstoBBiibertrage auf die Atome, welcher selbst bei T' = 0 erhalten bleibt. Der eigentliche
dynamische Zusammenbruch ergibt sich durch die Temperaturabhiingigkeit des Uberhéhungs-
faktors und ldsst sich wiederum in Grenzfillen analytisch bestimmen. Die Interferenz zeigt
iiber den gesamten Temperaturbereich ein monoton abnehmendes Verhalten. Der relevante
Parameter ist bei exakter Resonanz gegeben durch die mittlere thermische Dopplerverschie-
bung bezogen auf die natiirliche Linienbreite.

In der Situation der engen Falle wy, > I treten aufgrund der Moglichkeit des gezielten Ansteu-
erns einzelner Fallenzustéinde Resonanzen auf, die sich ebenfalls auf den Uberhshungsfaktor
iibertragen. Diese Linien im Uberhchungsfaktor konnen im Sinne einer welchen-Weg Inter-
pretation verstanden werden.
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In einem weiteren Abschnitt haben wir die zuvor gewonnenen Ergebnisse unter Aspekten der
Quanteninformation genauer untersucht. Um die welcher-Weg Information zu quantifizieren,
hat Englert die beiden Groflen Vorhersagbarkeit und Unterscheidbarkeit fiir ein allgemei-
nes System definiert. Vorhersagbarkeit ist die a priori verfiigbare welcher-Weg Information,
wihrend die Unterscheidbarkeit die insgesamt verfiigbare, und im Prinzip durch eine geeig-
nete Messung zugéngliche, Information im System darstellt. Unterscheidbarkeit und Inter-
ferenzkontrast gehorchen der fundamentalen Dualitdtsrelation. Diese ist der mathematische
Ausdruck dafiir, dass Wellen- und Teilcheneigenschaften nicht gleichzeitig in beliebiger Weise
vorliegen konnen. Bei T' = 0 ist diese Dualitét generell geséttigt.

Betrachtet man den bei T' = 0 auftretenden Effekt der Nullpunktsfluktuationen, so stellt sich
heraus, dass welcher-Weg Information erst nach erfolgter Streuung im System vorhanden ist
und damit vom Typ der a posteriori vorhandenen welcher-Weg Information ist. Dieser Effekt
ldsst sich wiederum in einem Zeitbild durch Betrachten des Uberlapps atomarer Wellenpakete
verstehen. Ist die Unsicherheit in der Bestimmung der Schwerpunktspositionen hinreichend
klein, so kann man das zuerst streuende Atom identifizieren und damit lassen sich die beiden
Wege unterscheiden. Mit der charakteristischen Ausdehnung der Grundzustandswellenfunk-
tion liefert dieses Argument genau die relevante Skala, auf der die welcher-Weg Information
zunimmt.

Weiterhin kénnen die Riickstofeffekte allein als Folge des Vorhandenseins von a priori welcher-
Weg Information interpretiert werden.

Bei endlichen Temperaturen ist im Limes hoher Besetzungszahlen (semi-klassischer Grenzfall)
die Bestimmung eines analytischen Ausdrucks fiir die Unterscheidbarkeit moglich. Dabei ist
zum einen die Zunahme der welchen-Weg Information und zum anderen die Abnahme des
Interferenzkontrasts durch genau denselben relevanten Parameter (mittlere thermische Dopp-
lerverschiebung bezogen auf die natiirliche Linienbreite) gegeben. Die welcher-Weg Informa-
tion nimmt zunichst in fiihrender Ordnung mit steigender Temperatur zu, da der relative
Streuquerschnitt zwischen den beiden Wegen in dieser Ordnung linear mit dem Frequenzun-
terschied steigt. Diese Differenz der Photonenfrequenzen zwischen den beiden Streupfaden
rithrt von der Doppler-Verschiebung aufgrund asymmetrische Bewegung der Atome her.
Dieser physikalische Mechanismus der welchen-Weg-Information unterscheidet sich fundamen-
tal von dem in nullter Ordnung auftretenden Effekt, bei welchem die welcher-Weg Information
im Betrag des RiickstoBimpulses selbst steckt.

Schliellich ist die Dualitéitsrelation in diesem Fall nicht mehr geséttigt, was als Verlust von
welcher-Weg Information in die unzugénglichen Freiheitsgrade des thermischen Bades gedeu-
tet werden kann.
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A. Polarisation

Wir werden uns hier dem Einfluss der Polarisation in dem fiir uns interessanten Fall einfacher
interner Struktur der Atome widmen, so wie in Abbildung A.1 skizziert.

A.1. Einfachstreuung

Nehmen wir an, ein einlaufendes Photon habe Polarisation €; und das gestreute é;. Die
Streuamplitude ist dann proportional zu

Voo Y (Jy=0,my=0De}|J = 1,me)(Je = 1,me| D& Jy = 0,mz =0). (A1)
me=0,£1

Wir stellen €;, € in sphérischen Koordinaten mit der Basis
€ = (0707 1) , €41 = % (:Flv —1, 0) ) é;éq’ = 5q,q’ (A2)

dar:

q=0,%+1
€ = Z Bqaeq- (A.3)
q=0,%+1
me = —1 me =0 me = +1
e — 1
q=0
mg =0 Jg=10

Abbildung A.1.: Ubergiinge zwischen dem nicht entarteten Grundzustand und einem Triplett-
Anregungszustand. ¢ beschreibt die Komponente des elektromagnetischen
Feldes in sphérischen Koordinaten, welche den Ubergang induziert.
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Abbildung A.2.: Zur Bestimmung der Abh#ngigkeit der Doppelstreuamplitude von der Streu-
geometrie bei polarisationssensitiver Messung.

Damit ergibt sich unter Ausnutzung des Wigner-Eckart Theorems [29]

U oo > agBy Y (0,0|DTET = 1,me) (Jo = 1,mc|Dé[0,0)

q'=0,+1 o=0,%1
" " d* (17me‘17q/7070>* d<1’mc|1’q’ 0’0>
—_————
5mc,q’ 5me,q
o d* Y a8 = d*(&€)) . (A1)
q=0,%1

Im letzten Schritt wurde angenommen, dass d reell ist. Man erkennt sofort, dass bei Einfach-
streuung keine Riickstreuintensitéit im helizitétserhaltenden Kanal auftritt.

A.2. Doppelstreuung

Lésst sich die Doppelstreuung in zwei unabhéngige Einzelstreuungen zerlegen, so ergibt
sich die Streuamplitude einfach multiplikativ aus den entsprechenden Einzelstreuamplituden
(A.4), d.h.

Vocd' Y (&8)(€7E) = d'e; (11 ko 12:’) &= d (& A8), (A.5)
ek

~

wobei Ay = (1 — ko IAc/) einen Vektor auf die zu k” senkrechte Ebene projiziert.

A.3. Detektion im helizitatserhaltenden Kanal

Die einlaufenden Photonen sind zirkular polarisiert, beispielsweise

~

€; :€+1 =

(—1,-1,0). (A.6)
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Detektiert werden nur diejenigen Photonen mit erhaltener Helizitdt, d.h. wegen der Betrach-
tung in Riickrichtung sind das Photonen mit Polarisation é; = é_; = €. Abbildung A.2

entnimmt man Ry = (sin 9,0, cos 9). Damit ergibt sich gem#B Formel (A.5)

. S P

EfAR € = 5 sin 9. (A7)
Insbesondere verschwindet fiir 19 = 0 die Intensitdt, d.h. wenn Einfallsrichtung und Verbin-

dungslinie der Atome parallel zueinander liegen.
In Kapitel 5 tritt genau dieser Faktor in der Form

€ AR & g L1—a?)? (A.8)

auf, wobei a = Rokin.
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B. Details zur Berechnung von o im Limes
hoher Temperaturen

Ausgehend von der Diskussion in Unterkapitel 5.2.2 schreiben wir fiir die Grofilen I4 aus (5.29)
und I aus (5.30) bei Vernachléssigung von reinen RiickstoBeffekten (y-Beitriige)

(ﬁh>2/OO /OO ’/Oo /OO I o—ER(8 +t' +s+t) ik (s'+t' —s—1)
Ip=|— dt dt ds ds’ e”SE e !
W 0 0 0 0

exp{—2(s' —s)? — (s +t' —s—t)* + 2a(s' = s)(s' +t —s— 1)} (B.1)

(O [ [ [ s

exp {— 2s" —5)2 = (s +1)2 — (s + )% + 2a(s’ — s)(s +t'+s+t)} (B2)

wobei die beiden Grofien

§r = \/§< L/z > (B.3)

kinvrms

b = ﬂ( J ) (B.4)

kinvrms

eingefithrt wurden. Diese spielen in diesem Grenzfall die Rolle des kleinen Parameters. Mit
dem vertrauten Parameter &2 stehen diese im Zusammenhang

2__8 B.5
G o

so dass

Die asymptotische Entwicklung ist nun nicht so einfach, wie dies fiir tiefe Temperaturen der
Fall war, insbesondere erhiilt man keine systematische Entwicklung in beliebiger Ordnung,
sondern wir miissen uns mit dem fithrenden Term der Entwicklung zufriedengeben.

Im Grenzfall £ — 0 liefert der Exponentialfaktor mit der quadratischen Form im Exponen-
ten den dominanten Beitrag zum Integral. Daher ist man geneigt eine Entwicklung in eine
Potenzreihe fiir die kleinen Parameter g zu machen. Allerdings schldgt der Versuch mit-
tels €r, & = 0 den fithrenden Term zu erhalten, zunéchst fehl. Nach Diagonalisierung der
quadratischen Form stellt sich heraus, dass es Eigenwerte gleich Null gibt, welche nach Ver-
nachlissigung des konvergenzsichernden Exponentialfaktors e $2('+t'+s+1) zy Divergenzen
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fithren wiirden. Gliicklicherweise sind alle anderen, von Null verschiedenen Eigenwerte ne-
gativ und sorgen damit fiir ein konvergentes Integral. Deshalb ist unsere Strategie, zunéchst
beziiglich der verschwindenden Eigenwerte zu integrieren, und zwar bei Vorhandensein des £g-
abhingigen Exponentialfaktors. Danach kann man im verbleibenden Ausdruck &g = & = 0
setzen. Obwohl der Integrand nach Diagonalisierung eine relativ einfache Form annimmt, ma-
chen die endlichen Integralgrenzen bei der Variablentransformation noch einige Probleme und
werden ziemlich uniibersichtlich. Es ist jedoch nicht notwendig vollstédndig zu diagonalisieren,
sondern nur beziiglich der verschwindenden Eigenwerte.

Im Fall der inkohédrenten Intensitét I (B.2) gibt es aber noch eine weitere kleine Kompli-
kation. Im allgemeinen Fall gibt es nur einen verschwindenden Eigenwert, jedoch gibt es bei
a = £1 zwei davon. Das ist letztendlich die Ursache fiir das unterschiedliche asymptotische
Verhalten dieser beiden Fille und wir miissen diese getrennt voneinander betrachten.

Nach geeigneten Transformationen der Integrationsvariablen lauten die Ausdriicke fiir in-
kohérente und kohérente Intensitét:

L= <—> / da/ dr e—érlo+7) =307 =72
Wy gR

{6_2 cosh (2a(o + 7)o) cos & (o + 1)

+ €27 cosh (2a(o — 7)0) cos 1 (0 — T)} , (B.6)

Cllal < 1) = %<@> / {/m dv/l:lzy 2(@+y— o))
/ dv/yyvlv| z(x+y—|v|) / dv/y de2x+/+oodv/|vl+ydx2y}

e R cog (£70) exp (-~ (1-a)2? - (1+a)y’—(1—avr+(1+a)y} , (B.7)

2 o oo
clol =0 = (2 & [~ au{smis ) [ aw e

+ /_y dv (1 — cosh (&r(y — ]v])))} e =RV cos (&v) exp {—v? — 2y + 2vy} , (B.8)

wobei teilweise schon ausintegriert wurde. Die in den Klammern stehenden Integrale sind als
Integraloperatoren aufzufassen, welche auf alles wirken, was rechts davon steht.
Die fiihrenden asymptotischen Terme sind damit

_1(BR\ L w
L_2<wr> i (B.9)

ool =1 =4 (2) (B.10)

Wr gR
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<0 = (2 ra=3 (L) ool [ oo et
/ w [ sy [ [ " 2z 4 [T [ }

exp{—v®— (1 —a)2® — (1 +a)y® — (1 —a)vz + (L +a)vy} , (B.11)

wobei f(a) ein nur von a abhéngiges kompliziertes Integral ist, welches numerisch ausgewertet
werden kann (siehe Abbildung 5.1 fiir einen Plot von g(a) = v2 — a?f(a)).
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C. Dualitat bei Systemen in reinen
Quantenzustanden

Wir wollen zeigen, dass die Dualitétsrelation (6.11) fiir den reinen Anfangszustand
P = Ji) il (C.1)

die gesittigte Form
D4V =1 (C.2)

annimmt. Mit |A; B) = T'a,plt) schreibt sich V aus (6.9) und D aus (6.10) in der Gestalt

2|Tr {|A)(B|} |
_ C.3
Ira+1p ( )
Tr {||A)(A] — |B)(B||}
D C4
Iq+1Ip ’ ( )
wobei wie zuvor I4.p = Tr {|A; B)(A; B|}.
Trivialerweise ist 2/(A1B)
y =/ C.5
Iy +1p (©5)

Zum Auswerten der Spurklasse-Norm bietet sich folgende Wahl der Orthonormalbasis an:

1
1) = \/—I_A‘A> (C.6)
2) = n—2<\3>—rl><1\3>>, (1)

mit den Definitionen ¢ = ﬁ(/ﬂB} und 72 = Iz — |¢|*. Damit erhilt man

(1]4) =vIa,  (2/4) =0,
(11B) =&, (2|B) = n,

und der Operator X = |A)(A| — |B)(B| schreibt sich in dieser Basis als

(Ia—Ip+n* =&y >
X = < iy 1) (C.8)

Bestimmen der Eigenwerte Ay, Ay von X liefert schlielich

[A1] + Ao 4(A|B)?
Iy +1p (Ia+1p? " (C9)
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womit (C.2) gezeigt ist.

Ebenso sieht man leicht, dass

o 2Tr {|(A|B)|}  2|(A|B)]

= = V. C.10
I+ 1Ip Ip+1Ip ( )

Das heifit aber, dass die ganze im System vorhandene Kohérenz sich vollstindig im Inter-
ferenzkontrast manifestiert.
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