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Einleitung

In dieser Arbeit wird die Existenz einer schwachen Losung des dritten Randwertproblems
der statischen Elastizitétstheorie in L? (1 < ¢ < oo) fiir die Lamégleichung gezeigt. Die-
se Gleichung beschreibt die Auslenkung eines linearen, isotropen, homogenen elastischen
Mediums unter Einwirkung einer dufleren Kraft im statischen Fall. Fiir die Randbedin-
gung, auch harter Kontakt genannt, sind die Normalkomponente der Auslenkung und die
Tangentialkomponente des Druckvektors am Rand gegeben.

Der Nachweis einer Losung wurde bereits von Kozhevnikov [Ko2] 1993 mittels der Theorie
der Pseudodifferentialoperatoren fiir beschriinkte Gebiete im R3 mit ¢ = 2 behandelt. Vor-
liegende Arbeit zeigt die Existenz einer schwachen Losung in R™ sowohl fiir beschriankte
Gebiete als auch fiir Aulengebiete ohne auf die Theorie der Pseudodifferentialoperatoren
zuriickzugreifen.

Zunéchst wird die schwache Losbarkeit der Lamégleichung fiir den Fall des oberen Halb-
raumes und des gesamten R” gezeigt. Durch die so erlangten a-priori-Abschétzungen und
zugehorigen Regularitdtsaussagen konnen mittels der Piolatransformation die Resultate
des gekriimmten Halbraumes auf die des Halbraumes zuriickgefiihrt werden. Die Piola-
transformation wird in diesem Falle fiir den Erhalt der Randbedingung benétigt.

Wegen der Invarianz der schwachen Form der Lamégleichung beziiglich Translation und
orthogonaler Transformation ist eine Riickfithrung der Problemstellung von beschriankten
Gebieten und Auflengebieten mittels Zerlegung der Eins-Methoden auf Resultate fiir den
gestorten Halbraum und den gesamten R™ moglich.

Ein Teil der Randbedingungen wird im gewé&hlten Losungs- bzw. Testraum versteckt
(hier: am Rande verschwindende Normalkomponente des Feldes). Der noch fehlende Teil
ergibt sich aus der Wahl der zugehorigen Sesquilinearform.

Wenn die gleiche Differentialgleichung mit verschiedenen zusétzlichen Randbedingungen
(vgl. I) und II) unten) im Sinne der schwachen Losungen behandelt werden soll, so sind
den Randbedingungen angepasste, unterschiedliche Sequilinearformen zu wihlen (vgl. da-
zu auch Bemerkung 5.3 und 5.4).



Betrachte von nun an die Lamégleichung
Au + A\Vdivu = div f

mit den Randbedingungen

Y TN,

0 > ouTY N,

ik=1

und < u, N >|,, =0,

o0

) Y 0T N; + TN

ik=1

= Zn: fika(j)Ni

und < u, N >[,, = 0.

o2

Hierbei sei T7U)(z) = (T (x), ..., T¥(x)), j = 1,..,n — 1 eine Basis im Tangentialraum
von 02 im Punkte x und N(x) = (Ny(z), ..., Nu(z)) der &uBere Normalenvektor in z € 0.

Eine schwache Form der Randbedingung
<u,N >[)q=0
ist

/QV\Ildx = —/divgllldx VU e CP(R™).
Q 0

Die schwachen Formulierungen obiger Probleme lauten (vgl. Bemerkung 5.3 und 5.4):

Fiir Randbedingung I: Gesucht ist

ueYH(Q):=ve LMQ): /QV\IJd:U = —/divy\Ifdx VU e Cie(R")

Q 0
mit (f € LIY(QY), i,k =1,...,n gegeben)

By(u, ®,\,9) : =< Vu, VO >q +\; < divu, divd >q

= Z /fz’kaiq)kdx fiir alle @ € Xl’q/(Q). (1)

ik=1"
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Fiir Randbedingung II: Gesucht ist
R? (vgl. Def. 4.18) im Falle des beschrinkten Gebietes
ue Z9Q) =
Y(Q) im Falle des Auflengebietes
mit (fir e(u) vgl. Def. 2.2)

1
By(u, ®,X9,9) : = 5 < €(u), e(®) >q + (A2 — 1) < divu, divd >q

= Z /fik@-(l)kd:c fiir alle ® € Z7 (). (2)

ik=1"(,

Die schwache Form der Randbedingung (< u, N >|,, = 0) ist dabei in der Definition
des Raumes Y'9(Q) bzw. Z%(Q) enthalten, die andere ergibt sich durch die Wahl der
Sesquilinearform (vgl. Bemerkung 5.3 und 5.4).

Ausgangspunkt fiir diese Fragestellung war die Arbeit [Si2], in der
—Au+ Vp =divf und divu =0

im oberen Halbraum H := {z € R" mit x,, > 0, n > 2} mit der Randbedingung II be-
handelt wurde.

Zunéchst wird eine Losung von (1) in H gesucht. Dafiir sei mit 1 < ¢ < 0o

XGH) = { L), o LG (H), 2 () |

(fiir die Réume L3%(H) bzw. HyY(H) vergleiche Definition 1.2).

Ausgestattet mit der Norm [|V.[[, 5 ist X SY(H) ein reflexiver Banachraum.
Weiter sei ¢’ := q_Ll der zu ¢ duale Exponent.

Als Erstes wird fiir alle 1 < ¢ < co die Variationsungleichung

<Vu, Ve >y
IVell,

IVull, ; <C sup
0£0eX 5 (H)

fiir alle u € X 5%(H)

II1



mittels der jeweiligen Resultate beziiglich LgY(H) bzw. Hy*(H) ([Si2] Corollary 3.15 und
Corollary 3.6) gezeigt. Diese Variationsungleichung ist dquivalent (Satz 2.1) zur Losbarkeit
der Funktionalgleichung

< Vu, V® >= F*(®) fiir alle & € X57 (H)
mit u € X5/(H) und F* € Xg'(H)". (3)

Im n#chsten Schritt (Satz 2.6) wird gezeigt, dass eine Losung von

< Vu, VO >=< p,div® > fiir alle ® € X57 (H)
mit u € X5)(H) und p € LI(H) (4)

existiert, fiir die gilt:

4 1
divul g = pund |[Vaull, z <027 Clpll; g

Wegen (3) und (4) ist es nun moglich fiir A\; # —1 eine Losung der Funktionalgleichung

Bi(u, @, Ay, H) = F*(®) fiir alle & € Xg7 (H)
mit u € Xg'(H) und F* € X5'(H)* (5)

zu konstruieren.
Auf dhnliche Weise kann die folgende Regularitdtsaussage gezeigt werden.

Aus u € X5 (H) mit 1 <7 < 0o und

< Vu,V® >y + A\ < divu, divd >g
sup < 00
0£DED (H) IVell,

folgt u € X59(H).

Fiir alle 1 < s < 0o ist hierbei D, (H) ein dichtliegender Raum von X 5°(H).

IV



Das analoge Regularitéitsargument in Léq(R") kann ebenso wie die Existenz einer Losung
der Funktionalgleichung

By (v, @, \,R") = F*(®) fiir alle ® € L5? (R")

mit v € LgY(R") und F* € L(R™)*

bewiesen werden.

Wegen (Lemma 2.17)
Z /@'Uk@kq)idx =< divu, div® >p fiir alle & € Xéq/(]—])
ik=1"Y

und

Byupdh Vide =< divy, div® >gn fiir alle ¥ € LE7 (R™)

ik=1n

gilt das Regularitdtsargument sowie die Funktionaldarstellung ebenfalls fiir
By (u, ®, Ay, H) beziehungsweise B (v, &, Ao, R™).

Um nun die Funktionalgleichung fiir 7 = 1, 2
Bf(% @7 >\‘ra Hw) = F*(@) (6)

im gestorten Halbraum H,, zu l6sen, war der erste Gedanke, durch normales Glattziehen
mittels des Diffeomorphismus

y: H, — H mit
yi(x) == fir allex € H,undi=1,...,n—1
Un(z) == 2, — w(a)pe(zy,) fiir alle x € H,

und der Umkehrabbildung = : H — H,, die Losbarkeit von (5) zu nutzen.



Doch bei der zugehérigen Transformation T'(v) = v(z(y)), v € Y (H,,), geht i.A. die
schwache Form der Randbedingung

/QV(I)dx = —/dz‘vy@dm fir alle ® € C3°(R") (7)

H, H,

in H verloren.

Die Piolatransformation

T(v)(y) := (detDx)(y) Du(z(y))

hilft in dieser Situation weiter, da hier die Bedingung (7) durch die Transformation nicht
verdndert wird (siche dazu Lemma 3.15).

Durch diese Transformation treten nun neben (in Abbhéngigkeit von [|w||  und ||Vwl|,.)
,kleinwerdenden® zusétzlich kompakte Storungen der Sesquilinearform auf. Die zu (6) zu-

gehorige Variationsungleichung kann aber durch Nutzung der Kompaktheit dieser zusétz-
lichen Stérungen gezeigt werden (Satz 3.31).

Eine wichtige Voraussetzung des Satzes 3.31 ist die Eindeutigkeit der Losung von (6)
(Lemma 3.30). Im Beweis dieses Lemmas wird auch die Einschrinkung von A; > —=
beziehungsweise A\ > 1 erkennbar.

Ist p € T(X5*(H)) und fiir 7 = 1,2

B.(p, @, )\, H,) = 0 fiir alle ® € T(X*(H)),

so erhalt man im Fall 7 = 1:

VTS, + M [divT@)]]S, =0

Fiir A\; > —% folgt daraus p = 0.

Im Fall 7 = 2 folgt p =0, falls Ay > 1 ist.

VI



Ist p € T(X&Y(H)) mit ¢ > 2 und fir 7 = 1,2 gilt B.(p, @, A, H,) = 0 fiir alle
¢ e T(X éql(H )), so erhélt man p € T(X &*(H)) durch Zuriickfithrung des Problems
auf H und die Benutzung der Regularitdtsaussage in H.

Im Falle ¢ < 2 folgt durch sukzessives Anwenden der Sobolevungleichungen p € T'(X, GA(H)).

Fiir die Losung von

B, (u, @, A, Q) = F*(®)

fiir ein beschrianktes Gebiet oder Auflengebiet (2 kann der Rand des Gebietes lokal durch
eine Translation und eine orthogonale Transformation auf den Fall des gestérten Halb-
raumes zuriickgefiithrt werden.

Mittels Zerlegung der Eins-Methoden folgen dann schliefflich die gewiinschten a-priori-
Abschétzungen.

An dieser Stelle m6chte ich mich ganz herzlich bei meinem Doktorvater Professor Simader
fiir die intensive Zusammenarbeit, die vielen Anregungen und die zahlreichen Hilfestel-
lungen wahrend der gesamten Entstehungszeit dieser Dissertation bedanken.

Mein grofler Dank gilt meiner Verlobten, die mich wahrend dieser Zeit immer unterstiitzt
und gerade in schwierigen Zeiten fest an meiner Seite gestanden hat.

Bayreuth, im Mai 2006

Alexander Gerlach
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1 Notationen und Vorbereitungen
Notationen 1.1.

Wir betrachten im folgenden Teilmengen des R™ mit n > 2.
Seien A, B C R", A CC B ist definiert als A C B offen, A C B und A kompakt.

Wir schreiben Q2 (BG), falls @ C R"™ ein beschrinktes Gebiet (d.h. offen und

bogenweise zusammenhdngend) ist.

Wir schreiben 2 (AG), falls Q C R"™ ein Auflengebiet ist, d.h. ) ist offen,

zusammenhdngend und es existiert ein K C R™ mit folgenden Eigenschaften:
KCcCcR" 0€ K und Q=R"\K (1.1.1)
Fiir ein Auflengebiet sei
Ro(Q) :=inf{R>0: K C Bg}. (1.1.2)
Seien vy, gir - R™ — R Funktionen fir alle i,k =1, ...,n.

So sei v : R" — R" der Vektor v = (vy, ..., v,) mit den Komponenten vy,

und g : R" — R"*" die Matriz g = (gix) mit den Elementen ggp,.
Ist1 < qg<oo, soseiq := Ll der zu q duale Fxponent.
q —

Im folgenden sei fiir R > 0, und z € R"
Br(z) :={2z € R": |z —z| < R},

Bpr := Bg(0) und sei
Bf:={zeR":|z| <R, z, > 0}.

Fiir x € R" sei o' := (21, ..., xp_1), alsox = (2',x,).



Definition 1.2.

Sei 1l < g < oo und sei M C R"™ ein Gebiet mit OM € C°. Fir m € N setzen wir:

H™(M):={ue LY(M):3DeLI(M)V |a] <m}
L™I(M):={veL,(M):3D% e LI(M)V |a] =m}

Lm9(M) = veLm’q(M):/DaUdQU:OV o <m—1p mit0#G CC M
G

L(RY) :={v:v, € L/(R)Vi=1,.,n} mit0+£GCCR"

YH(M) = ue LY(M) : /Q_LV\I’daZ = —/divgllldx VI e O (RY)

M M

Sei H := {x € R" mit x,, >0, n > 2} der obere Halbraum und
H ={xeR":2,<0, n>2} der untere Halbraum.

Weiter seien:
Hy'(M) == {v: M — R messbar, v € LY(M N B,) fir alle r > 0,
Vu e LYM)" und es existiert eine Folge (vy) C C3°(M), so dass

v = vl amm, + IV (0 =)l 0r — O fiir jedes v >0 und k — oo}

X5U(H) = {y vy, € LGYH)Vi=1,...,n—1, v, € f]&’q(H)} mit 0 # G CC H

Bemerkung 1.3.

a) Firve L™YM) zeigt man, dass fir |G| < m —1 die schwachen Ableitungen
DPv e LY (M) existieren (Beweis siehe [Sil] Theorem 3.1).

b) Fiirve LY(H) gilt sogar
v € {u: H — R messbar und u| .y € LY(AN H) fir jedes kompakte A C H}
(Beweis siche [Si2] Lemma 3.9).

c¢) YY(M) ist wohldefiniert, da aus [Sil] Theorem 4.3 folgt fiir u € L(M)
ist u € LY(M N Bg) fiir alle R > 0.

d) Es gilt: C*(M) c H"(M)



Lemma 1.4.

Sei Q (AG)/(BG), K; CR" offen und 0 C | J K.
i=1
Sei Ro(Q2) wie in (1.1.2) erkldart und weiter seien:

M = Q\|J K; falls © (BG)
=1
und

M = (2N Birye) \|J K falls @ (AG)
=1

Dann gilt M, M C Q und M, M sind kompakt.

Bewezs.

Esist M =QnN ﬂ CK; abgeschlossen und M C Q beschrinkt.

i=1 abgeschlossen

Daher gilt: M ist kompakt.
Wegen 02 C UKi ist C0Q > C (U Ki) = ﬂCKi.
i=1 i=1 i=1

Also ist Mﬂ@Q:QﬂaQﬂﬂlEKiCQﬂ@Qﬂ@C@Q.
Wegen QUIN =Qund M C Qistnun M =MNQ=MNQUMNIQ C Q.
=0

Lemma 1.5.

Seil<qg<oo, QCR" undQ (AG)/(BG) mit 02 € C°. Weiter sei u € Y(Q)

und u = ¢c € R™.

Dann ist u = 0.
Beweis.

Fiir alle ¥ € C5°(R") gilt:

n

0=— / divuVdr = / VU = / Zci(?i\lfda:
=1

Q Q Q!



Sei nun S = (s;5)i j=1,..n € R"*" eine orthogonale Matrix und sei ¢ € C5°(R"),
dann gilt ¢(Sz) € C5°(R") und damit ¥(x) := ¢(Sx) € C°(R™).

n

Es ist ;¥ (x) = Z(@kcﬁ)(Sx)ski und

k=1
n

Z GO (x) =Y e Y (hd)(Sw)se = > _(0x0)(Sx) Z CiShi-

i=1 = k=1

Somit ergibt sich:

0= /Z(@kgb)(Sx) Z CiSpidx
o k=1 1

1=

Trafo Sé | ;@m (y) ;‘ ciswi | det(DS(y))| dy

=1

n

= [ S@owsoudy

s(q) k=1

Zu jedem ¢ € R" existiert ein S € O(n,R) mit Sc = |c|e,, wobei ¢, der n-te

Einheitsvektor ist.

Sei 2 (BG) :

Sei ohne Einschrénkung 0 € Q und sei B, := {z € R" " : |2/ — 0'| < €}.
Da Q offen ist, existiert ein 1 > ¢ > 0 mit B, X | —¢,e[ C S(Q).

Sei nun ¢, € C°(R) mit 0 < ¢,.(t) <1, r > 4 und

(t) = 0 fir t<—-1 und t>r+1
T 1 fi t>1 und t<r—1"°

() ist ein beschranktes Gebiet. Daraus folgt: S(2) ist beschrénkt.
Deshalb existiert ein ' > 0 mit S(Q2) C B,..
/
Sei ¢(y) = je(y' ) (%) € C3°(R™) mit r" := % +4
wobei j. € C5°(B(0)) den Glattungskern der Friedrichsschen Glattung bezeichnet.



Wegen supp(9,¢) C BL(0') X | — €, €[ gilt:

1 : Yn
[oowar== [ i ()
5(€) Be(0")x ]—ee
1 [ Y
o .o 1t / In
Fubini / Jely)dy € /_6 Pr ( € ) @
B(0')

————
=1

1
~ [ Gttt = (1) = (1) =1
-1

Da aber || / Ond(y)dy = 0 ist, folgt: |¢| =0
S(Q)
Daraus folgt u = ¢ = 0.

Sei ) (AG) :
Sei ohne Einschrankung 0 € K mit K aus (1.1.1).

Dann existiert ein 1 > € > 0 mit BL(0') X | —¢,e[ C K. Sei Ry(2) wie in (1.1.2)
definiert. Fiir R’ := Ry(Q) + 4 gilt B/(0') x | —e+ R, e+ R'[ C Q.

Weiter sei

Dann gilt:
7 1 . AN UYn
On(y)dy = - Je(W)@r <?> dy
5(Q) BL(0')x ]—e+R/,e+R'|

1 €+R/ y
_ 'e’d’—/ H(—”)dn
Fubini / J (y) y € —e+R! SDRT € Y

Be(0)

1+RT, R/
=/ ¢ (H)dt = pr <1+—)—¢m(
_1+i/ € € € €

(1.5.1)



Da aber |c| / Ao (y)dy = 0 ist, folgt: |¢| =0
S(Q)
Daraus folgt u = ¢ = 0.

Korollar 1.6.
Seil < q < 00,Q sei (AG) mit 02 € C°.
Weiter sei Ro(2) wie in (1.1.2) erklirt und R > Ry(Q2) + 2.
Seiu € L"(QN Bg) und / uVV¥dr = — / divuVdz fir alle Ve C5°(BR).

QNBpr QNBRr

Dann folgt ebenfalls aus u=c € R", u = 0.
Beweis.

®(y) aus (1.5.1) ist ebenfalls aus C§°(Bgr). Deshalb folgt die Aussage

des Korollars analog.

Definition 1.7.
Sei G C R" ein Gebiet. Fir1 < q < oo setzen wir:

1

IVl = Z/ 0" | fiir ve LY(H) oder v € HY(H)
i=1 %y

n

Er by / I e
=1 fel
g

IVull,o = [ S0 / Bt | fiir u € LM(G)

ik=1"¢

Q=

n

X S| g e o)

ik=1"¢

Qe

1
1Pl g = (WPl + IplEG) " firp e H'(G)

Fiir beschrinktes ¢ € C°(R™) sei ||¢]|, = sup |¢(x)].
rER?



Lemma 1.8.

Seil < q< oo, QCR" und Q(AG)/(BG) mit 0Q € C°.

Dann ist a) V.||, Norm auf Y1(Q)
und b) ||V.||, ; Norm auf L&Y (H) und Hy'(H).

Bewezs.

a) Aus 0 € Y(Q) folgt IVull,q=0.
Aus ||Vull, o =0 folgt u = ¢, da 2 zusammenhéingend ist. Weiter gilt

wegen Lemma 1.5 u = 0. Die restlichen Eigenschaften folgen trivial.

b) Mit [Na/Si] Lemma 4.1 und [Si2] Theorem 3.2 folgt die Behauptung.

Lemma 1.9.

Die Riume (Xg"(H), VIl ), (Lg"(R"), V-l z0)

sind reflexive Banachrdume.

Beweis.

Sei f: Xg"(H) — L(H) mit f(®) — V. Esist |V, ;= [ /(®)]l, 4
fiir alle ® € X59(H). Daher ist (X57(H), V.1l zr) isometrisch isomorph zu
(F(XG1(H)), {1 g.z)- f(XHI(H)) ist abgeschlossener Unterraum von LY(H),
da Lg%(H) und Hy?(H) vollstéindig sind.

Durch die Reflexivitét von L? erhélt man nun mit [Al] Lemma 5.8, die Reflexivitét

von f(Xg%(H)) und weiter mit [Al] Lemma 5.9 folgt, dass X 57(H) reflexiv ist.

Analog erhélt man die Reflexivitdt von L5?(R™).
Mit [Sil] Theorem 3.4 folgt dann die Behauptung.



Lemma 1.10.

Seil < q< o0, QCR" und sei Q(AG)/(BG) mit 99 € C°.
Sei Ro(2) wie in (1.1.2) erklirt, R > Ro(€2) + 2 und seien weiter:
Q:=Q falls Q (BG) und Q := QN By, falls Q (AG)

Dann existiert ein C = C(Q,q) > 0 mit ull,o < CIVull,q fir alleu e YyhaQ).

Bewezs.

Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann existiert eine Folge

(w,) € Y(Q) mit [lu, [, =1und |[Vy,|,q — 0.

o

Fiir alle £ =1,...,n sei u,(/k) die k-te Komponente von wu,,.

Weiter sei cl(,k) = ﬁ ul(,k). Mit der Holderungleichung folgt dann:
Q
1 7 |~l"7
] < = 1Pl |2 < |9
v Q v q7Q
QY — 22
<1

Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge c,(f;,) mit cl(f:,) — ),

Sei nun v\ 1= u® — ®)
J Vj vj

Dann gilt:

/v](-k) =0 (1.10.1)
o

Mittels der Poincaréungleichung folgt dann :

k k k k k k
Hvﬁ)—vl() mSCp V(v](-)—vl( )> qQ:Cp V(ug)—ul( )> q’Q—>O
Daraus folgt die Existenz von v® e L(Q) mit ||v® — vj(.k) _—0.
AY




Fiir alle ® € C°(Q) und i,k = 1, ..., n gilt:

/v(k)@@dx = lim v](-k)ai(bdm
j—o00

Q Q

= — lim 81} )dds
j—o0

Q

= —lim [ 9;uPddx
j—oo J
Q
=0

Daraus folgt 9;v™ = 0 und damit dj, :== v™ = const fiir alle k =1, ...,n

Wegen (1.10.1) ist / UJ(-k) = 0 fiir alle j € N. Mittels der Hélderungleichung

Q
folgt dann
1
|dg| ‘Q’ < /v(k)dx = /U(k) —U§k)dx < ‘Q 7 ) v](k) =0
Q
- . v q7
Q Q <00
und weiter v := Zv(k)ek =0.
k=1
Weiter gilt:
‘ ul) — Pl = v 4 e — Ul(k) — Ml
l/J 1% q7Q 7 V] 14 q,Q
1
< vj(-k) — vl(k) _+ c(yk) cl(,'f) Q" —0
q,2
Daher existiert ein «*) € L9(Q) mit ) = hmu ) und Hu k)” = 1.

J*)OO
Es gilt «® = lim v( ) cl(,];) = o® — ™ Daraus folgt u™ = const

Jj—o0

und damit u := Zu(k)ek =const fir alle k =1,...,n
k=1



Fiir alle ® € C°(Q) und i,k = 1, ..., n gilt:

/u(k)aﬁbdx = lim ug-k)&q)d:v

Jj—o0
) Q
= —lim [ 9l ®dx
Jj—00
Q
= —/Q(de
Q
Daher gilt:
du®) =0 und u € LM(Q) (1.10.2)

Sei Ry(€2) wie in (1.1.2) erklért und sei R > Ry(2) + 2.
Sei M :=R" falls Q2 (BG) und M := Bp, falls 2 (AG).

Mittels der Holderungleichung gilt fiir alle ¥ € C3°(M) :

/(u — ;) VUdz < [Ju—wl| o V¥, q
—_—

Q -0 <C

und
/dz‘v(u —u))Wdz < ||V(u—u), 5 1%,
| N ~ N —
9) —0 <C

Fiir alle ¥ € C5°(M) gilt:

J—00

/QV\I/CZCL’ = lim [u,;VVdzx
Q

Q

= —lim divgj\lldx

Jj—00

Q

= —/divg\lfdx

Q

10



Aus (1.10.2) folgt u = const.
Mit Lemma 1.5 fiir Q (BG) und Korollar 1.6 fiir Q (AG) folgt dann u = 0.

Dieses steht aber im Widerspruch zu [Jul|, g = 1.

Definition 1.11.

Sei M C R"™ ein Gebiet.

Fiir ein mefibares v : M — R erkldren wir den Trdger durch

supp(v) = M\ {:B €M :3e>0, sodass Be(x) C M und v|p ) =0 fu}

Lemma 1.12.

Sei 1l < q < oo und sei Q (AG)/(BG) mit 992 € C°.

Dann ist (Y14(Q), IV.|l,q) ein reflexiver Banachraum.
Beweis.

Nach [Sil] Theorem 3.5 folgt, dass L'9(Q) ein linearer Vektorraum ist.
Sei u,v € YH(Q), u € R. Es ist:

/(MH +0)VUdr = u/gvllldx + /QV\I/dx = —,u/divgllldx — /divy\lfdx
Q Q Q Q

Q
= —/div(ﬂu+2))\11dx fir alle U e Cg°(R")
Q

Daraus folgt die Linearitéit von Y4(€).
Zeige nun die Vollstandigkeit von Y¢(Q) beziiglich ||V.|| .0

Sei u, € Y(Q) mit ||V(y, — gu)”%Q — 0.

11



Sei 2 (BG) :
Mit Lemma 1.10 und C' > 0 gilt:

Ju, ~ 1], < € |90, -0

v #Hqﬂ l‘)Hq,Q

Somit folgt die Existenz eines u € L?(Q2) mit:
lu—u,l,q—0 (1.12.1)

Aus H@gy — Jiu

1y ||q,Q

Fiir alle ¢ € C3°(£2) gilt:
/g@iqbd:c = lim [ u,0;¢pdx = — hm O, pdr = /f odx

— 0, folgt die Existenz eines f, € L?(£2) mit:

f~_aiﬂ

)

— 0 firallet=1,..n

v q,{2

Q Q
Daher gilt:
O = f. und |Ou —du,[|,q — 0 firallei =1,..n (1.12.2)

Es gilt wegen (1.12.1) und (1.12.2):

/QV\I’d$ + /divgllfdx
Q Q

IN

/(g —u,)VWdr + /QVV\IId:U + /dz’vgl,\lfdx +/dz’v(g —u,)Wdx

Q Q Q Q

N J/
-~
=0

< lu—wllyq [V + ldiv(e — ), q [P
M—/\ﬁ/—/ ~ N~
—0 <Ci —0 <Cs

Daraus folgt: u € Y'"()
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Sei nun Q (AG) :
Weiter sei mg € N mit mg > Ro(Q2) (Ro(2) aus (1.1.2)) und sei
Q,, .= QnN B, fir alle m € N mit m > mjy.

Mit Lemma 1.10 und C,,, > 0 gilt:

—0

H@v _Qqu,nm ﬂ#)Hq,ﬂm

Daraus folgt die Existenz eines u(™ € LY(Q,,) mit Hg(m) — QVHqQ —0

fur alle m > my.

Des Weiteren gilt:

Hg(erl) _ < ||g(m+1) _ 0

u, | u, |
=V 1lq,Qm i q,Q'rrH»l

(m+1)‘

Somit ist w o = U, fast iiberall. Durch eine Anderung auf einer Nullmenge

m+1)|

aus Q,,, ist u = u,, sogar ohne Einschréankung iiberall.

m

(o]
Sei nun = € ). Wegen () = U Q,, existiert ein m; € N mit x € Q,,

m=mg

fiir alle m > m; und es gilt u™ ) (z) = w™)(z) fiir alle k € N.

Sei nun u(x) := lim u™(x) fiir alle 2 € Q.

Dann gilt fiir alle m € N :

u € LY(Qy) und |lu —u,ll,q, < Hg(m) — 0 (1.12.3)

_QVH‘LQm

Aus HE)Z@V — (()igquQ — 0 folgt die Existenz eines L € L) mit

1.0,

— 0 fir alle: =1, ...n.
q,2

13



Sei nun ¢ € C3°(Q2) beliebig, dann existiert ein my € N mit supp(¢) C Bip,.
Es ist:

/ wdrdda — / )9, b

Q Qimy

= lim [ w,0i¢dx

V—00

Qg

=—lim | OQu, ¢dx

V—00

Q’"L2

= —Ziiqbd:c

Daher gilt:
O = f. und |Ou — [, q — 0 fir allei = 1,..n. (1.12.4)

Sei nun ¥ € C5°(R") beliebig, dann existiert ein mgz € N mit supp(V) C Bp,.
Wegen (1.12.3) und (1.12.4) gilt:

/QV\I’d$ + /divgllfdx
Q Q

IN

/ (u—u,)VW¥dr + /QVV\IJd:c + /divgy\lldx —|—/dz’v(g —u,)Vdx

Qg Q Q Q
N -~ 7
=0

o0,

<=0 IV + 1V —w)l,q,, 1Y
—_—— < >

-~

—0 <Ci —0 <C2

Daraus folgt v € Y(Q).

Die Reflexivitéit folgt analog zum Beweis des Lemmas 1.9.
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2 Funktionaldarstellung in H

Satz und Definition 2.1.

Seien (X, ||.||lx) und (Y, |.|ly) je reflexive reelle Banachrdume.
Weiter seit B : X XY — R eine beschrinkte Bilinearform, d.h. es gibt ein
C >0, so dass fiir alle (x,y) € X XY gilt:
1Bz, )| < Cllally [lylly (2.1.1)

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Es existieren Konstanten Cx > 0, Cy > 0 mit

. Bz,
i) llallx < Cx sup 2Y)
oty |[Ylly

. B(z,y
i) lylly < Cy sup &)
Ve S P

fir alle x € X

fiir alley €Y

2) Zu F* € X* (bzw. G* € Y™) existiert genau ein yp« € Y (bzw. xe« € X) mit
F*(x) = B(x,yp~) fir alle x € X
G*(y) = B(xg+,y) fir alley €Y.

Es gibt weiter Konstanten Dx > 0, Dy > 0 mat:
i) Dy |lyrlly < [ F* Iy < Cllyp-lly fir alle F* € X*
i) Dx ||lze- | x < |G7]

ve SOzl fir alle G* € Y™

Siehe hierzu auch [Ha] Theorem 2. und [Sa/.

Wir nennen im Folgenden:
Die Eigenschaft 1)
Fin Paar dualer Variationsungleichungen beziiglich der Bilinearform

B(.,.) auf X x Y.
Die Figenschaft 2)
Ein Paar dualer Funktionaldarstellungen beziiglich der Bilinearform

B(.,.) auf X x Y.

15



Beweis.

A) Es gelte 1)

Fir yp+ € Y seil F*(z) := B(z,yp+) fiir alle z € X. Wegen (2.1.1) gilt F* € Y™.
Seio:Y — X* o(y) = B(.,y) firy € Y.

o ist linear und stetig und es gilt o(y) € X™.

Wegen 1) ii) folgt fiir alle y € Y

Il < Cy sup 288 _ o g, W)@

= = Cy [lo(y)]
oreex |lzllx ozeex |7l x

- (2.1.2)

Seifir ke NL; Co(Y), L* € X" und || L} — L*|
Zu Lj gibt es wegen (2.1.2) genau ein y, € Y mit o(yx) = L.
Weiter folgt aus (2.1.2)

v« — 0 fiir k — oo.

lyx = willy < Cy llo(ys —w)llx- = Cv llo(yr) —o(@)llx- =0 I,k — o0)

und damit die Existenz von y € Y mit |lyx — y|lx. = 0 (kK — 00).

Dann ist aber auch [|o(yx) —o(y)||x« = 0 (k — o0o) und daher
L; = o(yx) — o(y), andererseits ist L; — L*, also L* = o(y).

Dabher ist o(Y") abgeschlossener Unterraum von X*.

Angenommen o(Y) C X*.
Dann gibt es nach Hahn-Banach ein L™ € X™ mit L™ # 0 und L™|, ) = 0.

Wegen der Reflexivitéit von X gibt es zu L™ genau ein = € X derart, dass gilt:
L™ (z*) = 2" (x) fiir alle z* € X*

Wegen L™ # 0 ist x # 0.

Andererseits ist fiir y € Y durch z*(x) := B(x,y) = o(y)(x)
fir alle x € X ein 2* € X definiert.
Wegen 0 = L™ (0(y)) = o(y)(z) = B(x,y) fir alle y € Y folgt nach 1) i)

B(z,y
lally < Cx sup 2
ozyey |lylly

= 0 im Widerspruch zu z # 0.
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Also ist o(Y) = X™ und fiir jedes F* € X gibt es ein y € Y mit
F*(z) = B(x,y) fir alle z € X. Wegen 1) ii) folgt:

. F*(x)
||F ||X*: sup
ozex ||7]| x
B
— sup (z,y)
oteex |7l
> Cy lylly

und
(P

x <C ||y||y

Also gilt 2) i) mit Dy = C;', woraus auch die Eindeutigkeit des erzeugenden
Elements y € Y folgt. Vollig analog folgt die Darstellung der Funktionale G* € Y*
vermoge 1) i) und 1) ii) sowie die Abschitzung 2) ii) mit Dx = Cy'.

B) Es sei 2) erfiillt.

Ist y € Y, soist durch F*(z) := B(z,y) fir alle z € X ein F* € X™* definiert.
Wegen 2) gibt es genau ein yp« € Y mit F*x = B(z,yp«) fir alle x € X.
Daher ist B(x,y) = B(x,yp~) fiir alle x € X und wegen der Eindeutigkeit
des erzeugenden Elements yp« € Y folgt y = yp«. Daher ist nach 2) i)

v < 1Pl = sup )
0#£zEX ||$||X
— sup B(z,yp-)
ozzex ||zllx
< Cllyp-

(2.1.1)

Dy ||yF*

Y

woraus 1) ii) mit Cy = D' folgt. Analog folgt 1) i) aus 2) ii).
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Definition 2.2.

Sei M C R"™ Gebiet und A € R. Es sei X € LY(M) und Y C LY (M) derart,
dass V.|, Norm auf X bzw. [|V.||, ; Norm aufY ist. Weiter seien

(X, IVl yar) und (Y, IVl ar) Je reflexive reelle Banachrdume.
Mitue X und ® €Y sei

< Vu, VP > = Z / Oiup0;®pda.

ik=1",

Mit €;x(u) = Oyuy, + Opuy; firik =1,...,n sei

< e(u), e(P) >pi= Z /eik(g)eik(@)dm

ik=1"

Weiter set
Bi(u,®,\, M) :=< Vu,V® > +\ < divu, div® >,

und

By(u, @, A\, M) :=< Vu,V® >, + Z /@uk@kcbzdx + (A —=1) < divu, divd >y

ik=1",

1
=5 < e(w),e(®) >y + (A — 1) < divu, divd >, .

Lemma 2.3.

Set 1 < g < co. Dann gilt:

Vi) = {g € LMHVYi=1,..n—1, v, € ﬁé’q(H)}
Beweis.

Seiw € YM(H).

Zeige u € {y vy, € LMH)Yi=1,..,n—1, v, € f]&’q(H)} :

0 firt<l1

Sei @ € C5°(R") und n € C*(R), 0 <n <1 mit n(t) = { 1 firt> 9

. 0 firt<
und sei n == n(kt) = { 1 fiir ¢ >

7| b0z~
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Sei nun @4 (z) := ®(z)n(z,). Daraus folgt 4|, € C5°(H).
Firi=1,...n—1ist 0;Px(z) = (0;P(x)) ni(xn).

Sei R > 0 derart gewihlt, dass gilt: supp(®) C Br
Wegen w; € LY(Br N H) gilt dann :

k—oo

H H

/ui(x)&@(x) v = lim [ w(z) (0,0(x)) mp ()

= lim [ u;(x)0;Py(x)dz

k—>oo

- / de(E) el
= —/&ui(x)(b(x)dx
H

Es ist also fiir ¢ = 1,...,n — 1 und fiir alle & € C;°(R") :

u; € LM(H) < u; € LY(H) mit /u,( /0 w;(z

H

Aus /UV(IMM = —/divg@dm folgt dann:

7un /8 up(2)®(x)dx

H

up(z)  fir x, >0

Sei v(z) == { 0 fir o <0 "md (Dv)(z) := { gnun(:c)

Fiir alle @ € C;°(R") gilt dann:

/v@nd)dx = /unanqm

R™ H

19
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Also existiert 0,v = Dw.

Aus u, € L"(H) folgt wieder fiir i = 1,...,n — 1 und fiir alle ® € C°(R") :

/v(a:)@i@(x)dx = /un(x)ﬁiq)(a:)dx
= lim | u,(z) (0;®(x)) e (xy,)dx

k—o0
H

= lim [ u,(2)0;P(z)rdx

k—o0

Osun(z)  fir x, >0
0 fiir x, <0

Somit ist also v € L(R™).

Also existiert dv(x) := {

Sei § > 0, vs(z) := v(x — de,), wobei e, der n-te Einheitsvektor ist.

Dann gilt fiir alle: =1,...,n — 1 und ® € C°(R") :

/ vs(2)9,® () da = / v(x — 6e,)0®(x)dx

R™ Rn

-, [0 @@+ ey
(zn=yn+9) S

— [t ety + e.))dy
(2§4) —R/n@iv(y)q)(y + dey,)dy

T —R/n (Ov) (x — be,)P(x)dx

20
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Also ist dyvs(z)
Weiter ist vs(x)

(Ov) (x — dey,).
0, (0w) (x —de,) =0 firz, — 6 <0 & x, <4.

Es ist fiir R > 0 wegen der Stetigkeit im Mittel :

05 =l 3, — 0 und [V (05 = )], — 0 fix 6 = 0

Sei 0 < € < ¢ und vs () = /je(a: — y)vs(y)dy die Friedrichssche Gliattung von vs.
R

Somit ist vse € C®(R™) und vs.(2',0) = 0 fiir alle 2’ € R*" ',

Wegen Vus. = (Vug), in R" ist Vs € LY(R").

Daraus folgt mit [Si2] Theorem 3.4:
Vse|y € Hy'(H) fiir alle 0 < e < § und 6 > 0

Aus [Si2] Theorem 3.2 folgt die Vollstéindigkeit von Hy(H).
Es ist:
IV (vse = vs)l,p — 0 fiilr € = 0 und ||V (vs — )|, — 0 fiir § — 0

Daraus folgt vs € Hy'(H) und weiter v € Hy'(H).
Somit ist u, € Hy?(H).

Sei u € {y vy, € LM(H)Yi=1,...,n—1, v, € f]ol’q([-[)} .
Zeige u € Y'I(H) :

Wegen u,, € Hy'(H), existiert eine Folge (uP) € C5°(H) mit
— 0 fiir alle R > 0 und ||V (u, — u{?)]| ;= 0(k — o00).

lan =2 :

q,BrRNH

Sei @ € C5°(R™) mit supp(P) C Bg.
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Dann ist:

k—o0

H HNBg

/un(x)0n®($)d$: lim / ul® ()0, ®(z)dx
= —lim /6nu£lk)(a:)<1>(m)da:

=— / Ot (2)®(z)dx mit u® ¢ CF(H)
H

Daraus und aus (2.3.1) folgt u € Y"9(H).

Lemma 2.4.

Ser 1 < g < o0.

Die dualen Variationsungleichungen gelten beziiglich der Bilinearform

< V., V.>p auf XgU(H) x X57(H).
Beweis.
Firi=1,.n—1sel ®; € qul(H).
Sei e; der i-te Einheitsvektor und sei @(i) = De;.
Fiir i = n sei @™ := ®,e, mit @, € H7 (H).

Somit ist $ := Z@(i) € Xéq/(H). Weiter gilt:

i=1

= | X2 ||val’
¢-H <k;:1

1

) q 4
va@ ) — |V, fiir alle i =1,..,n
q,H ’

22



Sei nun v € Xéq(H) und ¢ = 1,...,n, dann gilt mit [Si2] Corollary 3.15
fiir L5Y (H) und [Si2] Corollary 3.6 fiir HY? (H) -

sup > sup |
0£BEX G (H) IVl n 0£0Dex L (H) ‘V@(l) ' H
q7
<V’IJ1',V‘I>¢>H .. . .
SUP el 08 0= Len =
_ ) 0#£®;eLg? (H)
- <V, V®;>g o .
sup ||V‘I>in/,H_ fur 1="nN

0B €HY (H)
> Oz ||VU1||qH fiir alle i = 1,...,n ist Oz >0

Daraus ergibt sich:

-

q

IVllg = (Z HVUZ'HZ,H)
=1

n

Z 1 <Vu, Vo >y

— sup
Cio;@ezéq'(m IVl m

7\

=1

1
n

<Vu,VP > . 1\°
=C  sup qu = it C = (Z@> >0
0£eX ;" (H) IV2ly o =1 1

(2
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Lemma 2.5.

Seil < q<oo, feLy(H) und x € R™.

3 0 fir xz, =0
Sei f(x):=< f(z) fir x, >0 .
fl@',—x,)  fir xz, <0

Es gilt: f € Ly (R™)

Firi=1,..,.n—1

. 0 fiir x, =0
ist 0;f(x) = < 0if(x) fir x, >0
(O f) (2, —x,)  firz, <0

_ 0 fiir x, =0
und On f(r) = § Onf(7) fiir x, >0 .
— (Onf) (2!, =)  fiir x, <O

Beweis.

siehe [Si2] Lemma 3.10

Satz 2.6.

Seil < qg<ooundpe LIY(H). Dann gilt:
Es existiert genau ein u € Kéq(H) mit < Vu,VP® >p=<p,divd >y
fiir alle ® € X57 (H).

Es ist divuly = p und [|[Vull, 5 < n27 C [F2 P
Beweis.

Sei p € LY(H). Man setze p durch 0 auf R" fort.
Sei jetzt wie in [Si2] Theorem 2.4. w € L%*(R™) mit B := B;(0) und Aw = p.

Fiir alle z € R" sei w(z) := w(z', —x,) und @; := 0;(w + )| .
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Fiir alle ¢ = 1, .., n folgt unter Benutzung der Transformationsformel:

IVall, o < V0w, g + VO],
= [[Vowl|l, y + IVOwll,

1
X ,
< 27 IVl + Vol )"

1

27 > / 0;0pw|%dz | und mit [Si2] Theorem 2.4.

ik=1gn

IA

< 27 C || Awl|, g mit C >0
1
=27C|p|l,

Daher gilt: || Vall, , < n27 C [F2 [P

Wegen d;w, dqb € L, (R") folgt @; € Lj,.(H).

Firi=1,...,n—1sei mit G CC H u;(x) :

I
;:z
&

|

Q
Q

N
=
=

QU
<

Dann ist u; € Lg/(H) mit i = 1,....n — 1.
Nach [Si2] Theorem 3.5 gilt @, € Hy(H). Setze uy, = .
Dann ist u = (uy, ..., u,) € X5 (H).

0 firz, =0
Sei U,(x) :=< P(x) fir z, >0 .
o2, —x,) firx, <0
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Esist fir¢e=1,...,n—1und ¥, € qu/(H) ;

H

k=1 "

+ i: / (akalw) (37 ) xn) (akq)z) (x)dgp
- / (On05w) (2, =) (0,P;) (x)dx

Mit Lemma 2.5 folgt dann ¥;(x) € Lé’ql(R”) firallei=1,....,n— 1.
Aus [Si2] Theorem 3.11 folgt die Existenz einer Folge (¥()) ¢ C$°(R™) mit
|Ve® — vl

R 0.
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Hieraus folgt firi =1,....n —1:

k=1 Zn
= lim / > (Ok0w) ()0, 0 (x)dz
k=1

:/ZAw(x)@-\Pi(m)dm
o k=1

=<p, &CI%(I) >y da p|H7 =0

Sei p := Aw. Dann ist p|, =0. Zu ¢, € H} (H) existiert eine Folge

(@) c C°(H) mit ||V (®, — W)
Daher ist:

H
||q’,H 0.

< Vu,, Vo, >y = ]gz'm < Vo, (w+w), VCIDT(I’C) >p
= lim < Aw + A, 0, " >

=<Dp, anq)n >H

Zusammen mit (2.6.1) gilt also:

< Vu,V® >py=<p, divd >y fiir alle ¢ € Xé’q,(H)

Weiter ist fir z € H :

divu(r) = 0w () + Y (Op0hw) (2, —2n) + (OnOpw) (2, —2,)

27
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Eindeutigkeit:
Fiir i = 1,2 sei u¥ € X5%(H) mit
< Vi) VO >py=< p,divd >y fiir alle ® € X57 (H).

Dann folgt
<V (u? —u?), Ve >u=0 fiir alle & € X357 (H).

Aus Lemma 2.4 folgt dann ut =@,

Satz 2.7.

Sei 1 < q<oound )\ #—1.

Es gelten die dualen Funktionaldarstellungen beziiglich der Bilinearform

<V, V.>p +M < div., div. >y auf X5'(H) x X57 (H).
Beweis.

Fiir Ay = 0 folgt die Behauptung mit Lemma 2.4 und Satz 2.1.
Betrachte nun \; # 0.

Sei F* € Xé}q/(H)*. Da wegen Satz 2.1 und Lemma 2.4 die dualen

Funktionaldarstellungen fiir < V., V. >y gelten, existiert ein
z€ XE(H) mit < Vz,V® >y= F*(®) fiir alle ® € X57 (H) und

V2l < 1F g e < €7 192

Sei p := divz € LI(H). Aus Satz 2.6 folgt die Existenz von u € X g%(H) mit:
1
IVull, r <127 Cpll, g (2.7.1)
divu|y = p (2.7.2)

< Vu, VO >p=<p,div® >y fiir alle ® € X5 (H) (2.7.3)
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A1

Fiir Ay # —1 sei nun v(z) := z(z) — T 1@(17).
1
Dann ist v € Xéq(H) und divy = T 1div§.

Fiir alle ® € X5 (H) ist:

<Vu,V® >py +A < dz’vy, div® >g

= <Vz, VO >y +)\ < divz, divd >y —
(272) ~— A +1

=p

<Vu, VP >y

2

)\1—|—1

= <Vz,V® >y
(273)

- (@)

< p,div® >g

Weiter gilt

1Vull, y < ||Vg||q,H+\ ’nv .

A +1
< ! F* C
0o I gty + o Il
5 1F g+ O Wizl
< 01 |F*[| g1 ggy- mit C1 >0

und

|[F*(®@)] = |< Vu, VO >y +)\ < divy, divd >p|
< [IVully i IVl 5 + Ml lldivell, g l|div@], g
< Co IVl m VR -
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Daraus folgt ||F™]| < Gy ||V, g mit Cy > 0.

1, ! *
¢ (H)

Zeige nun die Eindeutigkeit:

Sei v € XgY(H) mit
< Vu, VO >y +\ < divw, div® >p= 0 fiir alle ® € X57 (H).

Zu p = —M\dive € LY(H) existiert nach Satz 2.6 ein u € X5*(H) mit
divu = p

und
<Vu,V® >p=< =\ divv, divd >y fiir alle ¢ € Xéql(H)

Daraus folgt fiir alle ® € Xg? (H) :

<V(w—u),V® >y =< Vu,V® >y +A, < dive, divd >
=0

Wegen Lemma 2.4 gilt dann v = u.
Daher gilt:
divv = divy

=P

= —\idivy
Wegen (1 + ;) # 0 folgt dive = 0.
Daraus folgt fiir alle ® € Xéql(H) :

<Vu,V® >x=10

Wegen Lemma 2.4 gilt dann v = 0.
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Satz 2.8.

Sei 1 < q < oo und )\ #—1.

FEs gelten die dualen Funktionaldarstellungen beziiglich der Bilinearform
< V., V. > 4N < div., div. g auf LE'(R") x Lg? (R™).
Beweis.
Sei v € LG (R™).
Nach Bemerkung 1.3 folgt, dass v € L (R") und Vv € LY(R") ist.
Mit [Si2] Theorem 3.11 folgt, dass C5°(R™) dicht in qu/ (R") liegt.
Nach [Si/So] Lemma I1.2.1 gelten daher die dualen Variationsungleichungen
beziiglich der Bilinearform < V., V. >g. auf Lg/(R") x Léq/ (R™) fiir skalare

Funktionen.

Damit ist die Behauptung fiir A\; = 0 gezeigt.

Sei nun A\; # 0.
Firi=1,..nsei ®; € Lé’q/ (R™) und 3 .= d,e;, wobei ¢; der i-te Einheitsvektor

ist. Es ist @ € qu/ (R"™) und HV@”

ign ”V@Hqcm fiir alle 2 = 1,...,n.
q7

Sei nun v € qu(R") und ¢ = 1, ...,n, dann gilt:

< Vu, VO >gn < Vuy, VO >p.
sup Vo = sup :
oot ey IVElgzn 0£eeLg? (R") vam R
q R
< Vl)i, V&, >pn
= sup
0£d, L5 (R™) IV®illy 2

> Cz ||sz-||q7Rn mit Oz >0
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Daraus ergibt sich:

n .
IVl g = (Z ||vvi||Z,R”>
i=1

1
q =
n q

Z i sup < Vy, VQ >Rn
IV g

IN

i=1 \ ~tozeeLy (R

1

< Vu,VP >gn "1\

=C  sup Q;ID_ B it € = <Z@> >0
O#QGqul(Rn) ||V—||q’,R” i=1 A

Daher gelten mit Satz 2.1 die dualen Funktionaldarstellungen

beziiglich der Bilinearform < V., V. >g. auf L5/(R") x qul (R™).

Sei nun F* € L57 (R™)*.
Dann existiert genau ein z € L5?(R™) mit
< Vz, VO >gn= F*(®) und [|Vz||,g. < C1[|F7,

éq/ (Rn)* .

Zu divz € LYR") existiert mit [Si2] Theorem 2.4 genau ein m € L%%(R™) mit:

Am = divzund | > [ID*ml g | < Coldivz], 5 (2.8.1)

|af=2

Sei u := Vm. Daraus folgt u € Léq(R”) und

divy = Z 0;0im = Am = divz. (2.8.2)
i=1

32



Aus [Si2] Theorem 3.11 folgt, dass zu ® € qu/ (R™) eine Folge W) Ce(R™)

Vo — vo®) — 0 und es ist:

q,R™

existiert, mit }

< VU, VO >pn = lim < Vu, VO >pa= —lim < u, AQ¥) >p.

= —lim < Vm,A®Y) >p.= lim < m, Adiv®") >gn

= lim < Am, div®") >Rn(2§2) lim < divu, div®") >ga

=< divu, div® >gn (2.8.3)
A1

u(r). Dann ist v € L5 (R").

Sei nun v(z) := z(z) — V]
1

Fiir alle ® € L5Y(R™) ist mit (2.8.2) und (2.8.3):

< Vu,V® >pn +A < divy, divd >gn

=< Vz, VP >pn +A; < divz, divd® >gn
2

1 . . 1 . .
— < divu, div® >gn — < divu, div® >gn
AMtl =~ = M+l ~~ =R
=divz =divz
=< v§7 V@ >Rn
= F*(2)

Weiter ist:
Vol gn < [IV2l, 50 + N +1 Ul e
< CUlE et gy + O IVl o
< O F ] e + O [divz] g
(2.8.1)

< c’ HF*HLé’q/(R“)* mit ¢’ = Ci + C’)\IC’QCl >0
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Es ist:

|F*(®)] = |< Vu, VO >pn +A; < divy, divd >gn
< Vllgn [VElgn + [ ldive|gn [|div@|[gn
< C"[Volgn [IVElgn

Daraus folgt:

1E]l, < C"||Vull,gn mit C” >0

1, ! *
¢t (R™)

Die Eindeutigkeit folgt analog zum Beweis des Satzes 2.7.

Definition 2.9.

Seil <qg<oo, GCC H, G' cC R" und sei:
CeP(H) :={® € C®(H) : 3Ry > 0, so dass ®(x) =0 fir z € H mit |z| > Re}

Dg(H) :={ O(z) : &(x) = () — é/@(t)dt, wobei ®(x) € C°(H)

5 ™= Ax'Ax:x—L wobei (x F(R"
DGI<R>.{<1><>.<1><> a(z) |Gf|f“>dt’ bei D(z) € C°(R")
D (H) = {g: O, € Do(H)Vi=1,..,n—1, ®, € OgO(H)}

Bemerkung 2.10.

Mit [Si2] Corollary 3.12 folgt: Dg(H) ist dicht in L' (H).
Somit ist D(H) dicht in X 59(H).
Weiter folgt mit [Si2] Corollary 3.11: Da/(R™) st dicht in LEI(R™).
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Lemma 2.11.
Seil<q<oo, 1<r<oo, ve Ly (R") und sei
< Vo, VP >gn
sup

n < 0.
0£de D (Rn) HV(I)

q R™

Dann gilt: v € LG (R™)

Beweis.
Wegen Bemerkung 1.3 folgt: v; € L] (R") fir allei=1,....n
Zu ® € Dg(R™) existiert ein ® € CS°(R™) mit

A

O(x) = P(x) — é/@(t)dt fir alle x € R™.
G

Bs gilt < Vo,V >g=< Vo,V >g0 und |V, g0 = [V

q/’Rn ’
Daraus folgt mit [Si/So] Lemma 2.1 die Behauptung.

Lemma 2.12.

Seil<q<oo, 1<r<oo, f€Ly(H) und sei
<Vf, VO >y
sup

0£deDg(H) HV(I)Hq’,H

Dann gilt: f € Lg% (H)
Beweis.

Sei f € Ly (H) und sei f(z) wie in Lemma 2.5 definiert. Dann gilt:
19700 < |97] <2191, (2121)
¢,R™

Sei fir ¥ € C3°(R") und G CC H :

(Z20) (2) = W(2) + V(2 —a,) — ‘é/ () + U(F, —t,)] dt fir = € H
G

Dann ist (ZV) € Dg(H) und es gilt:
IV (Z0)], 0 <2V, 2122
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Weiter gilt:

ViV =Y [@n@ow @i+ Y [0

- [N @) 0.0) (@)

n n—1

=3 [epworwaia+ 3 [0

T

Somit ist fiir alle ¥ € C5°(R") :

<Vf, Vo >y
o0 > sup
0£deDg(H) qu)Hq’,H
< VI,V (Z¥) >
sy EVEYEY)
ozvece IV (ZY)yn

< Vf, V\D >Rn

> sup
@12.2) opvece ) 2|Vl gn

z,) (V) (z)dx

Y, —yn)| dy

Mit Lemma 2.11 folgt f € L4 (R™) und wegen f ‘ = f folgt die Behauptung.
H

Lemma 2.13.

Seil<qg<oo, 1<r<oo, ve Xy (H)
und set  sup
ozeenyH) IV, m

Dann gilt: v € XG'(H)
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Beweis.

Aus Bemerkung 2.10 folgt, dass D (H) dicht in X 5%(H) ist.

Sei nun v € X' (H) und fiir i = 1,..n — 1 sei e;der i-te Einheitsvektor.
Weiter sei ®; € [)G(H), ) .= ®;e; und mit ¢, € C5°(H) sei oM = P,e
Somit ist & € D, (H) und es gilt weiter firi =1,...,n —1:

n

<Vy,V® >y
oo > sup
ozeeny) IV, n
> Sup :
070 eD g (H) HV@‘”

q,H
< V'UZ', V(bz >H
= sup

0#£®;€Dg(H) HV(Din/,H

Mittels des Lemmas 2.12 folgt dann v; € L5?(H).

Fiir ¢ = n gilt:

<Vu,VO® >y
00 > sup
ozeenyH) IV,
< Vo, Vo >y

> sup
0£0M €D (H) HV@(”)
q.H
< Vuv,, Vo, >4
= sup
0#£®,€C (H) ||V(Dn||q’,H

Mittels [Si/So] Lemma 2.4 folgt dann v, € Hy?(H).

Somit folgt insgesamt v € X 57(H).
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Korollar 2.14.

Sei 1 < q < o0, 1<r<oo,y€Lé:r(R") und set

A

Do (R™) := {@ L@, € Do(RM) Vi=1, n}

) ; < VQ, V@ >gn
Sei weiter sup
ozaeD @y | Vly mn
Dann gilt: v € Lg*(R™)
Beweis.

Der Beweis ist analog dem von Lemma 2.13, nur wird Lemma 2.11

anstelle von Lemma 2.12 angewendet.

Lemma 2.15.

Seil<q<oo,1<r<oo,y€&ér(]-]), A # -1

. < Vu,V® >y +); < divy, divd >y
und sei weiter — sup < 0.
0£®ED . (H) V|, g

Dann gilt: v € X5*(H)
Beweis.

Wegen v € X' (H) gilt fiir alle ¥ € XgTI(H) :
|< Vo, V¥ >y +\ < divy, div® >y| < C[|Vul|, ; [V¥],, 5 mit C >0

Also ist < Vo, VU >g +A, < divy, div® >p=: F*(®) € X5 (H)".

Nach Lemma 2.4 existiert genau ein z € XET(H) mit < Vz, V¥ >p= F*(¥)
fiir alle ¥ € Xg" (H).

Ist p = divz € L"(H), so gibt es nach Satz 2.6 genau ein u € XéT(H) mit
< Vu,VV¥ >p=<p,div¥ >p fiir alle ¥ € XéT/(H).
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A
N _{1_ € XZ'(H). Dann gilt:

< V0, VU >y +\ < divd, div® >p=: F*(¥) fir alle ¥ € X5 (H)

Sei v =z —

Wegen der Eindeutigkeit (Satz 2.7) ist v = 2.

Da Dg(H) C X&' (H) ist, gilt fiir alle ® C D (H) :
<Vu,VO® >y + A\ < divy, div® >g=< Vz, VP >y

Somit gilt nach Voraussetzung:
<Vz, VO >y
sup

ozveng () IV, n

Daher folgt mit Lemma 2.13 z € Xéq(}l) und deshalb ist divz = p € L.

Dann gilt:
<Vu,V® >y < p,divd >y
sup = BT e TH—
ozeenyH) IVl m ozveng () IVl 4w
< Calpll, 1
< 00

Aus Lemma 2.13 folgt nun u € X %(H) und schlieBlich
A1

c xhim.
)\1+1y X' (H)

|

V=0=2z—

Korollar 2.16.

Seil<q<oo, 1<r<oo, ve L (R") und \y # —1.
Weiter sei D (R") := {Q - ®; € Dg(R™) Vi =1, ,n}
< Vu, VO >pn +A < divy, div® >gn

und sup < 00.
0#4DeD (R™) ||V@||q/,Rn

Dann gilt: v € Lg*(R™)

39



Beweis.

Der Beweis ist analog dem von Lemma 2.15, nur wird Satz 2.8 und

Lemma 2.14 anstelle der Lemmata 2.4, 2.13 und der Sétze 2.6, 2.7 angewendet.

Lemma 2.17.

Seil < q< oo, u€ X5 (H) und v € L*(R™).
Dann gilt

a) Z /&-uk@k@id:c =< divu, div® >y fir alle ® € Xéq/(H)

ih=1"%

und

b) Z /&-vkﬁk%dx =< divv, divV >rn  fiir alle ¥ € Léq/ (R™).

ik=1n

Bewezs.

a) Wegen Bemerkung 2.10 existiert eine Folge u') € D (H) mit
IV (" - w)

_)
Hq,H 0.

und analog zu ® € X7 (H) eine Folge @) C D (H) mit
|v (2 -2)

— 0.
q',H
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Sei N = —e,, die &ulere Normale von H. Dann gilt:

Z /&'Ukakfbidl‘ = lim Z /aiu;”)awbg”)d:p
k=17

i,k=1 H i,k=1

= lim Z /@u,(f)Nk‘I)E”)dwz o Z /aﬁku,(:)@g'j)dfc
e i k=15 ik=1"y

= Ui _ w0 e _ W) a7 ™)

=lim =2 / 0w, @ dwr = 3 / Opui! N doo,

| Tlom ecpm k=15

+ Z /8ku,(€y)8i<bgu)dx
ik=1"y

= lim /&gu,ﬁ”) OV dw, + /8ku(”)8i61>§”)dx
V—00 ; \ , ikz_l k

oH €Cs°(H) ’ H

=< divu, div® >y

b) Sei ¥ € Dg(R"). Dann gilt:

Z /&uk@k%d:p = lim Z /&ug)ﬁk\lfidx

ik=1 ik=1
n
= lim E /8;{14,(:)81-1112-(11’
V—0o0
ik=1

=< divu, div¥ >gn
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Satz 2.18.

Seil<g<oound —1#XeR.

Es gelten die dualen Funktionaldarstellungen beziiglich der Bilinearformen
Bo(, M\ H) auf X51(H) x X&7 (H)

und
Ba(. o, AR auf LE(R™) x Le? (R™).

Die Regularititsaussagen von Lemma 2.15 und Korollar 2.16 gelten ebenfalls
fiir die Bilinearformen Bs(.,., A\, H) und Bsy(.,., A\, R").
Beweis.

Wegen Lemma 2.17 gilt fiir v € Xg(H) und & € X57 (H) :

Bi(u,®,\, H) =< Vu, VO >y +\ < divu, divd >y
=< Vu,V® >y + < divu, div® >y
+ (A= 1) < divu, divd >y

=< Vu, VP >p + Z / Oup O ®da

ik=1"
+ (A —1) < divu, divd >y
= BQ(QJ @7 )\7 H)

Ebenso gilt fiir v € L5(R™) und ¥ € L7 (R™) :

B, (27 W, A, Rn) = 32(27 W, A, Rn)
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3 Funktionaldarstellung in H,
Definition 3.1.

Setmit 0 < R<1lundl <& <o0:

Mpe :={w e CiR" ) : [Vw| < R, w(0) =0, Vw(0) =0, supp(w) C B¢(0)}
Fiir w € Mg sei:

H, ={zreR": z, >w()}

Lemma 3.2.

Ser 1 < & < o0.
Es ezistiert pe € C*°(R) mit folgenden Eigenschaften:

a) 0 < pe <1,

/ 2 /! O
Pg(t)‘ < i? Pg(t)| < 5_21
b) pe(t) =0 fiirt > 4€ und pe(t) =1 firt < 2¢
Beweis.

Siehe [Mii] Bemerkung nach Lemma III.15.

Definition und Lemma 3.3.
Set 0 < R<1,1<{<00, we Mgg, pe wie in Lemma 3.2. Dann sei
y: R — R" definiert durch y'(z) := 2’ und y,(x) := x, — w(@')pe(x,).
Dann gelten folgende Eigenschaften der Abbildung y :

1) yly, + Ho — H ist bijektiv.
2) Die Jacobi-Determinante von y(x) ist J[y(x)] = 1 — w(z’) e (zn)
1
und erfillt J{y(z)] > 3 fir alle x € H,,.

3) Es existiert eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung x(.).
1

T 1 w(y)p(za(y)

4) Die Jacobi-Determinante von x(y) ist J[z(y)]

und erfillt J[z(y)] > g fir alle y € H.

5) Es gilt:
HN(R"\B ) = H, N (R"\B, ) und y(x) = x fiir alle v € R"\ By, /e
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Beweis.

Zu 1)

Sei z,7 € R” und y(z) = y(&). Dann folgt 2’ = ' und

zp — w(@)pe(xy) = &y — w(a")pe(y,). Weiter mit Hilfe des Mittelwertsatzes ist
= i = (&) (pe(n) — Pen)) = (&) Ph7) (@ — ).

Angenommen x, # &, dann wiirde folgen w(z’)p;(n) = 1. Mittels des

Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt wegen w(0) =0 :

1
lw(z")| = / Vuw(s-z')a'ds| < ||Vw]| |2'| < R¢ (3.3.1)
0

2RE

¥ < 1, ein Widerspruch.

Somit ist dann |w(z’) || pe(n )| <

Sei 2’ fest gewihlt und fiir w(z') < z sei f(z) = yu (2, 2).

Fiir ,, > 4¢ ist f(z,) = z, und fir w(z') <z, <4 ist

flw(z)) =w(@’) —w(@') -1 =0. Weiter gilt f(48) = w(x’) —w(z’) -0 = 4&.
Durch die Anwendung des Zwischenwertsatzes auf f im Intervall [w(z'),4¢]

folgt somit die Surjektivitét.

Zu 2)
Wegen Lemma 3.2 und (3.3.1) folgt:
1

Tly(@)] =1 —w(@)pe(za) > 1 — |w(@)] |pe(za)] > 1= —éRE
Zu 4)
Wieder mittels Lemma 3.2 und (3.3.1) gilt:

)
1 —w(@)pe(zn) <14 |w(@’ ‘pgxn’<1+3§R§<—

Die restlichen Eigenschaften sind trivial oder folgen aus [Mii] Bemerkung
nach Lemma IIT.15.
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Hilfsrechnung 3.4.

Fiir x,y aus Definition 3.3 gilt weiter:

Jy; L :
a—ai(x) =0 firj=1,..,n—1lundi=1,...n
n o
oz, (2) = =0w(2")pe(xn) firi=1,..,n—1
OYn N 1
GIn iy =1 — -
2 ) = 1wl ) >
0%y, . .
Sz, (x)=0firj=1,..,n—1undi,k=1,...,n
(1) = 00 pelan) fir ik =1,.m 1
3r.00, 0w (") pe () fiirik=1,...,n
O b () = —Oiw () pe(xy) firi=1,..,n—1
Ox;0x, ‘ Peltn Y
*Yn

S (@) = —(a) ()

(y) =0 firj=1,...,n—1lundi=1,..,n

Oy = wW)pe(Tn) pi 1

9y L —w(y)pe(aly))
e
oy, T 1 w(y)pe(xaly)) = 5

aijg;k(y) =0firj=1,..n—1undi,k=1,...n

P, 00w () pe(n(y)) + 0w (Y ) pl(a(y)) Go ()

oy~ 1 —w(y)pe(a(y))

+ d-w(y/)pg(xn(y))@a gnn( ) fiiri,k=1,...n—1

P (O (¥)pe(xa () + (¥t (2 (y)) G (y) it .n—1
0yi0yn (1 = w(®)p(za(y)))”

P, . W) (Ea(y))

00y (1= w(@)pk(a(y)))’
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Daraus folgt, dass x und y C*-Diffeomorphismen sind.

Definition und Hilfssatz 3.5.

Sei 1 < q < oo. Seien M, M' C R" Gebiete. Weiter sei
ve LY (M), x: M — M, y: M — M wobei x € C*(M), y € C*(M")
bijektiv seien mit y = v~ und det(Dx) # 0, det(Dy) # 0.

Fiir x € M’ sei die Piola-Transformierte von v :

O(x) = (det Dy)(z)(Dx)(y(x))v(y(x))

Dann gilt:
divd(x) = (det Dy)(z)dive(y(x)) fir alle x € M’

Das iibliche ,,Glattziehen“ des Randes (wéhle den Diffeomorphismus
y: R" — R" mit y(H,) = H gemé&f Definition 3.3) fiihrt hier nicht zum
Ziel, da die Randbedingung

/gV@dw = —/divg@dm fir alle @ € C5°(R")
H. H.,
(schwache Form von u- N|,, =0)

i.A. nicht erhalten bleibt. Betrachtet man hingegen die mit diesem
Diffeomorphismus gebildete Piola-Transformation eines Vektorfeldes auf H,,,
dessen Normalkomponente am Rande im schwachen Sinn verschwindet,

so hat die Piola-Transformierte in H die gleiche Eigenschaft.
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Definition und Bemerkung 3.6.

Sei0<R<1, &€ K}jq(H) und seien die Abbildungen x,vy wie in
Definition 3.3 erklart.

Sei T(2)(x) := (det Dy)(x)(Dx)(y(x))2(y(x)).

Weiter sei T(X&'(H)) == {T(®): & € X5'(H)}.

Da x,y (aus Definition 3.3) von w € Mp¢ und somit von R,&
abhingen, ist T(.) ebenfalls von R, & abhdngig.

Hierbei sei stets G CC H\ By me gewdhlt. Dann ist y(G) = G und 2(G) = G.

Es soll nun der Gradient von @ in Abhéngigkeit von T'(®) (bzw. umgekehrt)
ausgedriickt werden. Die Anwendung von Produkt- bzw. Kettenregel fiihrt
zum Auftreten einer Reihe von Stortermen, die alle noch von der Funktion
w € CF(R" ') und der Abschneidefunktion pe abhingen.

Diese Storterme teilen wir in zwei Gruppen ein, die wir mit S bzw. K
zusammenfassen:

Die mit S beziehungsweise St bezeichneten Terme kénnen durch die Wahl von
w bzw. p¢ in geeigneter Norm , klein“ gemacht werden.

Die mit K beziehungsweise K7 bezeichneten Terme erweisen sich in geeigneter

Topologie als kompakt.

Bemerkung 3.7.

Da x,y C*-Diffeomorphismen sind, folgt:

T(®) € Ly, (H.) (3.7.1)

~

Mit (Dz)(y(x)) = (Dy) = (z) folgt
(@)(x) = (det Dy)(2)(Dy) " (2)2(y(x)) und weiter
(y(x)) = ((det Dy)(x)) ™ (Dy)(z)T(2)(x) und schlieplich

|KH

D(y) = ((det Dy)(=(y))) ™ (Dy) ()T (2)(z(y)). (3.7.2)
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Betrachte nun:

02, 9
Oy

t 2 g_fé(“y))w@)‘(x(y))ax” () fir j,k=1,...n.

oT(2); . Ow () pe(xn(y))
oz, W)t T )

T ety T = b L

48

fir 3, k=1,....,n— 1.



= oy ) n ()T (@) (2(v))

a0 R S T 0 0)

=Y 0 petea) D ()

—~
<

~—
~—

S e (a1 OT@ o Dy )pe(a(y)
Za ¥ )pe(2n(y)) o ((y))l_w(y,)p,é(xn(y»

1 OT(2)n
1—w(y)pi(za(y)) Oy (@)
1 Ol (®)n . Opw (i) pe(xn(y)) S

n — 1.

Z@w pf Tn(y )1 —w(y’)p’g(xn(y))T@)’(w(y))
1
W T T W)
— w x aT(Q)i x !
Z e T [2EA0)
v a@;—n) (x(1)
Weiter ist:
Oy )pe(a(y)) +w (¥ ) (@) PP o
By = 5 firk=1,...n—1.
(1 —w(y)pe(zn(y))]
B, — — “W)relan(y))

)
[1— w(y)p(waly))]’
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Definition 3.8.

Sei 0 < R < 1, xz,y wie in Definition 3.3, ® € Xéq(H) und sei:

Sng<T(@)) = agfi)] (z(y)) [1 _ w(y’)lpé(xn(y)) -1

2] fur j,k=1,...n—1.

N w(y')pe(zn(y))
(1 —w()pe(zaly)))

T L aT(@)j 1
N T, ) ((1 o) 1)
firg=1,...,n—1.
T L oT(2), 1
T ((1 —e W) 1)
1 N ot ol (o OT @
- 1—w(y’)p’£(xn(y)) [ ;5’ (v pe(zn(y)) e (z(y))

Y 1—w< NP (@a(y))
. ! oT(®), )
1= w(y)pe(zn(y)) Ozy
firk=1,...n—1.

Ol pelra()
=T >p5<xn<y>>]

str@) = () <1 e e 1)
aT@)i 1
— 8 (.U xn x 2
Z y)pe( oy, (=(9)) (1- (y’)pg(xn(y)))
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KN (T(®):=0 firj=1,..,n—1und k=1,.

KRI@) = Zaakw ) pelarn(6) T (®):(2())
_"_1 (Vo (o 8kw( )pg(frn( )) .
— 8kw(y')p’g(xn(y))T@)n(fE(y))
RICTAY A akw( )p§($n( )) X
firk=1..n-—1
1
KN T(®)) :=
o (1) (1= w(@)pk(a(v)))’
= 0w P (@ () T(R)i(x(y)) — w(y)pf (Scn(y))T@)n(:v(y))]

K2(T(®)) = BkT(CD) (x(y)) fiirj=1,..,n—1und k=1,...,n.
KT Zaw V)o@ () T(2):(2(y))

+ By, (1 —w(¥)Pe(xn(y)) T(R)n(2(y)) fir k= 1,...n.

Sei nun K3 (®) == KN (®) + K}2(®) fir j,k:=1,..,n

FEs sind also alle Terme, in denen Ableitungen von T'(®)(x(y)) auftreten in Ska
und die Terme, welche die nicht differenzierte Funktion T(®)(x(y)) enthalten, in

T
K, zusammengefasst.

Seten Sj, und Kj, die auf analoge Weise definierten Storterme der inversen

Piolatransformation aus (3.7.2).
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Bemerkung 3.9.
Insgesamt gilt also fir j,k=1,...n und ® € Xéq(H) :

03,
Oy

) = T (a(y) + SRUT@) o) + KET (@) 510)

Auf analoge Weise mit analogen Definitionen ist:

ag;%)j %(y(x)) + 5k(2)(y(x)) + Kjr(P)(y(z))
Lemma 3.10.

Seil <g<oo, 0<R<o0.
Dann ezistiert ein C = C(R) > 0 mit [|®[|, yrp, < CIV|, 4
fir alle ® € Lg'(H).
Beweis.
Sei ® € L(H).
Setze ® wie in Lemma 2.5 als in z,, gerade Funktion auf R™ fort und sei mit ®

diese Fortsetzung bezeichnet.
Sei nun R’ > R > 0 so gewihlt, dass ) # G CC Bg.

1 .
Mit cg 1= Bl / ®(z)dz und C, = C,(R') > 0 gilt nach der Poincaréungleichung:
R/

Bp/
Hé —wl| <o |vé
Q7BR/ q,BR/
Weiter gilt:
fo-el,, 26, oot
q,Bpr q,Bry

Esist G C H und CID‘ = ®|, . Daher gilt:
a

1

|BrAG|

Br| |ca| = /(i)(z)der / B(2)dz| — /Cf)(z)dz < |

B \G B \G

q,Bpr
G
——
=0
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Somit gilt weiter:

~ ~ B 7 G q
d — o > ||® 1— ﬂww
quR’ q,BR/ |BR/ |
1
— @ <1_ IBRf\Grq'>
- 1
quR/\ |BR/|? y
::C'];:G>O
Es ist
|9
o = / |®(x)|? dx + / |D(2, —x,)|* dx
q,Bp/
BR/ﬂH BR/QH_
_ / 1®(2)|" d + / B (2!, )| der
BR/ﬁH BR/ﬁH
Y-
und
Vo 0;®(x)|" dx + / ! —x)|Tdx
| qBR/Z/| ) Z @) (o', ~,)|
L B 7= BanH_
+ / |— (0,®) (', —2,,)|? d
BR/ﬁH_
— / 0,9 (x \qd:c—l—z / 10;,@ (2, x,)|" dx
=t Bl =t oAl
=2V 5 -

Also folgt insgesamt:

120y 5o0m < N®lg50n < CreCol VO, 4
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Lemma 3.11.

Seil <g<oo, 0<R<o0.
Dann ezistiert ein C = C(R) > 0 mit [|®|, yrp, < CIV|, 5 fir alle

e Hy'(H).
Beweis.

Fiir & € H)‘(H) liefert [Si2] Theorem 3.1:
Mit a > 0und H, :={z € R": 0 <z, <a} gilt [|®[, 5 <a|VP|, , .

Sei nun a := 2R so ist:

1Pl sinmy < 1®nllgrmy, < 2RIV, b, < 2R[V®][, 4

q,Har

Lemma 3.12.

Seil <qg<oo, 0<R< .
Dann existiert ein C' = C(R) > 0 mit || @[, yrp, < CIVe|, 5 fir alle

e XGU(H).
Bewezs.

Sei ® € X5(H).
Es ist ®; € Lg(H) fiir i = 1,...,n — 1. Mit Lemma 3.10 folgt :
19illy, s, < CillVPilly 1

Fiir &, € H)'(H) liefert Lemma 3.11:
1®illy s, < Cn VOl 4

Somit folgt die Behauptung mit C' = (Z C’Z-q) > 0.
i=1
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Lemma 3.13.

Seil < q<oo. Firjk=1,.,nist Kjz: Xg(H) — LI(H)

ein kompakter Operator.

Beweis.

a) Seiv e Lg'(H), GcC H, G~ :={z cR": (2, —z,) € G}
und sei G := G U G~. Daraus folgt G cC R™

Sei © wie in Lemma 2.5 definiert. Dann ist ¢ € qu(R”).
Fiir 0 < R < oo ist 9|p € W4(Bg) und es existiert ein C' > 0 mit

|| <OV, g fiir alle v € qu(R") (vgl. Beweis von Lemma 3.10).

q,Br

Weiter gilt:
VOl g n < 2[[V0lly fr -

Sei nun v, C L3?(H) eine Folge mit Vo ||, < M fiir alle v € N,
Dann gilt fiir die Folge der Fortsetzungen 9,|p C W4(Bg) und
60l < C IVl 50 < 20 [V, < 200

Somit ist (9,) eine in W'9(Bpg) beschriinkte Folge. Also existiert

eine Teilfolge ©,, C W"?(Bg) und ein 5y € W"4(Bg) mit | = Bo.

Wegen der Kompaktheit der Einbettung J : W"(Bg) — LY(Bp)

(Satz von Rellich) ist ||, — @ol|, 5, — 0 und daher auch

||UVk - UOH(LBRQH — 0 mit Vo = 60|BROH . (3131)

b) Fiir v € HyY(H) folgt mit Lemma 3.12:
10llg,pnm < 1Vl 1
v ooy fir y,, > 0
Setze 0(y) := { oy —yn) fir g, <0
Mit [Si/So] Lemma 2.3 folgt dann |, € W"(Bg) und

- 1 1 ~ .
190,55 < 28 ol 15 < 25C V]l gy < €V 5 mit & > 0.

q,Br
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Analog zu den vorherigen Ausfithrungen folgt fiir eine beschréankte Folge
(v,) € Hy'(H) die Existenz einer Teilfolge (v,, ) und eines v, € Hy'(H) mit

vy, = vg in HyY(H) und ||v,, — Volly e — 0 (3.13.2)

Sei nun v, € X5%(H) mit Vo, ||, < M fiir alle v € N.

Mit (3.13.1) und (3.13.2) folgt, dass eine Teilfolge v,, C XG4(H) und ein
vy € X5U(H) existiert mit v, — v in X5(H) und ||v
fir R > 0.

— 0

—Vk UOHqBRﬁH

c) Alle Terme K, sind von der Struktur K (®) = vji(w, p)(y(x))2(y(z))
fiir alle j,k = 1,...,n wobei v C CJ(R™).

Es existiert ein R > 0 mit supp(y) C Bg.

Somit folgt mittels Beweisteil a):

H k —Vk ]k Yo HqH - H jk —Vk) Kjk’(yO)Hq,HﬂBR
< HV”OO H—Vk yo”q,BRﬂH - O
<C

Lemma 3.14.

Seil < q<oo, & X (H).
Dann gilt T(®) € L™(H,) und es existiert ein C' > 0 mit
INT (@)l g, < CIVR, gy fiir alle d € Xg'(H).

Bewezs.

Wegen (3.7.1) ist T(®) € L;,.(H,).
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Weiter gilt mit C' > 0 :

HVT( M.z,

= Z 10T (®)illg s, e

i,k=1
q

dx

)+ Sin(@))(y(2)) + Kin(2)(y(x))

Bemerkung 3. 9 8yk

(T:fo>i;1/ 1_‘*)(?/)/)/5 Zn(y))
S 2 [0

(Holder Summe)

q

dy

“(y) + S (@) (y) + Kin(2)(y)

’ 0P,
Oy,

4 1Sk@) )7 + ymk@xy)ﬂ d

Fiir alle k,7 = 1, ..., n existieren C” > 0, C;, > 0, R > 0, so dass gilt
[ 1Ka@)1 o < C"Co |21

und

/ 1S4 (@) de < C"Cy VB2,

Wobei die Cj, von Produkten der Grofien ||[Vw||? ,
H p"Hq abhingen. Mit Lemma 3.12 folgt somit:
IVT (@), 5, < CIIVE],  mit C>0

w2 loelte s NIkl -
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Lemma 3.15.

Sei 1l < q < oco. Seien M, M' C R" Gebiete mit OM, OM' € C°. Weiter sei
ve LM(M),xz: M — M, y: M — M wobei x € C*(M), y € C*(M")
bijektiv seien mit y = ' und det(Dx) # 0, det(Dy) # 0.

Weiter gelte:
i) Es existieren Cy,Cy > 0 mit Cy < |det Dy(z)| < Csy fir alle z € M.

Oy,
(@)

< C und <C firallek,i=1,...,n

O(x) := (det Dy)(z)(Dx)(y(z))u(y(x)) € LM (M)

/ W)V F )y = — / divo(y) f(y)dy fir alle | € CF(R™),

M

Dann gilt fir alle f € C3°(R") :
/Q(m)Vf(x)dx = —/div@(:c)f(x)da:
M M
Beweis.
Sei f € C3°(R™).
Mit g(y) := f(z(y)) fir y € R" gilt dann: g € C;°(R")

Es ist weiter

2, = 2= g WD @)

und aus (Dz)(y(z)) = (Dy) ! (x) folgt

ayk ZEj B
Z . 9, () gy, W) = B
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Insgesamt folgt:

/ 0(x)V f(x)dr = / (det Dy)(x)(Da)(y(x))v(y(x))V f(x)dz

= e x -~ 01 x))v; (y(x 99,
- z (det Dy >Z o @) @) 5
/ (det Dy)(z Z u(y 3yk (y(z))dx

= /sgn [(det Dy)(x(y))] v(y)Vg(y)dy

(Trafo)
M

Da z,y € C*(R") und M ein Gebiet ist, folgt:
sgn [(det Dy)(z(y))] = const fir alle y € M

Also gilt weiter:

/ B(2)V f(2)da

M/

= sgn [(det Dy)] /Q(y)Vg(y)d (: —sgn [(det Dy)] /dwv

M M

_ sgnl(det Dy)] / (det Dy) ()] (dive) (y(x))gy(2))da

(Trafo)

_ / divi(x) f (x)dx

(Piola)
M/
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Satz und Definition 3.16.

Ser 1 < g < o0.
Es gilt:

T(XYI(H)) = YS(H,) = {g € Y (H,) / Wdy = 0 fiir i=1,...n-1 }
G

Beweis.
a) Wegen Lemma 2.3 ist:

Xg'(H) = {E €YM(H): /L-dy = 0 fiir i=1,...,n-1 }
G

Also folgt mit den Lemmata 3.14 und 3.15:

T(XG(H)) C {g cY"(H,): /gidy = 0 fiir i=1,...,n-1 }
G

b) Sei v € Y"(H,).
Wegen (3.7.2) ist fir y € H :
T~ (v)(y) = ((det Dy)(z())) " (Dy)(z(y))v(=(y))

Da z,y C?-Diffeomorphismen sind, folgt
T (v) € Ligo(H).

Wieder gilt fiir 4,5, k,l=1,...,n

aTé—;iy)j(y) = S—Z(x(y)) + Si()(2(y) + K (v)(z(y))
wobei gilt

Se)(o ) = 3 v g (o) mit v € CHR?)
und

Kp(v)(z(y)) = Z(sijkvi(x@)) mit 0,5, € CO(R™).
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Aus Bemerkung 1.3 ¢) folgt v; € LY(H,, N Bg) fiir alle R > 0.
Daraus folgt:

/\w@)

q
dy < oo

Oy

Somit ist 7' (v) € L"(H) und mit Lemma 3.15 folgt 7' (v) € Y (H).
Wegen Lemma 2.3 ist dann 7! (v) € X5%(H) und somit v € T(X5(H)).

Wir benotigen noch eine Poincaré-Ungleichung fiir die nachfolgend definierte
Menge M (=Bild der Halbkugel Bj, unter der Abbildung = : H — H,).

Da diese Menge weder einen glatten Rand hat noch konvex zu sein braucht,
folgt die Behauptung nicht aus den ,,iiblichen“ Voraussetzungen iiber die

Giiltigkeit der Poincaré-Abschéatzung.

Lemma 3.17.

Sei 1 < qg<oo,0< R < oo und seien die Abbildungen y : H, — H bzw.
x: H — H, wie in Definition 3.3 erklirt. Sei M := {z(y) : y € B} C H.,.

Dann gibt es ein C' > 0 derart, dass |ull, ,, < C[|[Vull, 5

fiir alle w € WHY(M) mit /u(m)dm =0 gilt.
M
Beweis.

Angenommen, die Behauptung sei falsch, dann existiert eine Folge
(u,) C WHI(M) mit:

/ul,(x)dx =0, [luyll,p =1 und [[Vu,|,,, — 0
M
Sei @, (y) := u,(x(y)) fiir y € B;f. Dann folgt @, € W"(B}).

Es ist:

J1awl s = [ @01 ly@) o

Daher folgt mittels Lemma 3.3:
Cillupllgar < ||ﬂy||q7B§ < O luyll, 5y mit C; >0, i=1,2 (3.17.1)
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Weiter gilt fiir alle y € B :

n
8{L‘k

Ostiy (y) = Y (D) (x(y)) m (v)

k=1

Wegen

k (y)’ < C folgt die Existenz eines C’ > 0 mit:

%

\Va,(y)| < C'|(Vu,) (z(y))] fiir alle y € B

Also ist:

IVal, s <€ | [ IVu)ldy | =0 | [ 190017 @) do
Bt M

< C"[[Vuy |, 0 — 0 filr v — o0

1
Sei ¢, := —/ﬁy(z)dz.
| Bxl
Bt

Mit der Holderungleichung folgt |c,| < Cj fiir alle v € N.
Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge ¢, mit ¢,, — c.

Sei im Weiteren diese Teilfolge wieder mit ¢, bezeichnet.

Mit der Poincaréungleichung folgt dann:

1 ~ ~
i = Tully s = | BEI" lew = cul < (@ = ) = (@ = )l

< CIV (i = )l g — O

Also existiert ein @ € LY(B}) mit ||a — 11,,”qu§ — 0.

Sei u(z) = u(z(y)).
Dann ist v € LY(M) und wegen (3.17.1) gilt:

lu = wylly 0y < O Il = @l gy — 0
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Fiir alle ® € Cj°(M) ist:

Jutwoetdy = tim [w)a2t)dy =~ lim [du)2()dy =0

V—00
M M

Daraus folgt Vu = 0 und somit ¢ := u = const.

Aber wegen

¢|M| = /u(x)dx = lim [ u,(z)dx =0

M M
folgt u = 0.

Dieses steht im Widerspruch zu ||ul|, ,, = lfz_@o sl ar = 1-

In unserer Anwendung verfiigen wir nicht {iber die Information / udx = 0,
M

sondern nur iiber /uda: =0, wobei G CC M.

G
Dieser Fall wird nun betrachtet.
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Lemma 3.18.

Setl <g<ooundl <& < oo.

Weiter sei T(Xg*(H)) in Abhingigkeit (siehe Bemerkung 3.6)

von § mit G CC H\Byme gewdhlt.

Seir = 4y/né und r <r' < oo mit G CC B,.. Sei weiter M’ := H,, N B,.

Dann ezistiert ein C > 0 mit |ull, ,, < Cl|Vull, 2 fiir alle u € T(XG(H)).

©)

'lII

[ i

Abbildung 1

Beweis.

Angenommen, die Behauptung sei falsch, dann existiert eine Folge

(w,) C T(Xg"(H)) mit [lu, |, 20 =1 und [Va,[l, 20 — 0.

Sei ¢, \M’\/ z)dz. Dann folgt mit Lemma 3.17:

o < ClIV, ||,y mit C1 >0 (3.18.1)

u, — ¢ vllg

[i2]

Mit der Holderungleichung folgt |c,| < Cy fiir alle v € N.

Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge ¢, mit ¢, — ¢

Sei im Weiteren diese Teilfolge wieder mit ¢, bezeichnet.
Mit (3.18.1) folgt dann:

Hﬂu _Qqu,M' — M) |Qv _Qu‘ <G HV (gv - uu)Hq,M' —0
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Also existiert ein u € LY(M') mit [lu —w,[, p» — 0.

Fiir alle ® € C§°(M') gilt:

/ (y)0i®(y)dy = lzm/ ¥)0:®(y)dy = —lim | B, (y)®(y)dy = 0

V—00

M’ M’

Daraus folgt die Existenz der schwachen Ableitung d;u € LY(M') und Vu = 0.

I
I

1
Mit der Holderungleichung folgt ¢, — ] / u(z)dz

Also ist mit (3.1 ) lu—cll,ar < Cs ||VuH ap = 0mit O3>0
und daher ist u

Wegen Satz 3.16 gilt fiir alle U € C5°(B,) :

/QVV‘I/CZ]? = —/divgl,\l/dx

M’ M’

Also folgt wieder mit der Holderungleichung / uVWUdr =0 fiir alle U € C;°(B,).

M/

Mittels des Satzes von Gauf} ist:

0—/208\11 / Z z)dz fiir alle U € C°(B,)

My =1 oH,NB, =1

Andererseits gilt (vgl. Satz 3.16)

V—00

G G
und somit ¢; =0 fir alle7 =1, ...,n — 1.

¢ |Gl :/uda;— lim [ u;,,dx=0

Also ist 0 = / o INo (1) ¥ (z)dz fiir alle U € C5°(B,).

O0H,NB,,
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Sei nun ¥ € C5°(By\B,) mit 0 < ¥ <1, ¥(z) =1 fir alle

1 3

Z(r, —r)+r<|z|< Z(T’ — 1) 4 r. (Siehe dazu ebenfalls Abbildung 1.)

Dann ist 0 = — / ¢, V(x)dx und wegen / U(x)dx > 0, ist ¢, = 0.
aHWﬁBT/ 8HwﬂB,r/

Also folgt u = 0 im Widerspruch zu HQH(LM/ =1

In Lemma 3.14 wurde die Abschitzung [[VT(®)|, ;, < C V]|, gezeigt.
Nun soll umgekehrt ||V, durch [VT(®)|, ;; abgeschitzt werden.

Lemma 3.19.

Sei 1 < q < oo und sei T(®) € T(XZ(H)).
Dann gilt ® € LY(H) und es ezistiert ein C > 0 mit
IV, 5y < CUVT(R)|, p, fiir alle ® € X§(H).

Beweis.

Wegen (3.7.2) ist ® € L, (H).
Weiter gilt mit C' > 0 :

VeI

= > 10:®ill} 1 dy

i,k=1

Berriug 39 Z / ’ T (4(y) + SET@) w0) + KET()(a(0)

_1H

q

dy

q

(2); dx

= Z / 11— ()l |’ S (@) + SLT(®)(@) + KE(T(@)(x)

q
< ' ’ +
(Holder Summe) Z / H 833'k :L')

le

ST (@) ()] + |K,%;<T<@><x>\q] da
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Fiir alle k,¢ = 1,...,n existieren C” > 0, Cj;, > 0, R > 0, so dass gilt

/ [KE(T(@))["di < C"Cop | T@) |2 s
H,

und
/ STT@)|* dz < C"Co [VT@)]| .
H,

Wobei die Cj; von Produkten der Gréfien ||Vw]||? |
H ngZo abhéngen. Mit Lemma 3.18 folgt somit:
IV, s < CIVT(@)], . mit C >0

V2wl loellsy s (loelle,

Lemma 3.20.

Sei 1 < q < o0.
Fir j,k=1,...,n ist ka T(XGYH)) — LY(H,) ein kompakter Operator.

Beweis.

Sei nun T'(v,) C T(X5'(H)) mit IVT (), gr, < M fiir alle v € N.
Dann folgt mit Lemma 3.19:
IV llgu < CIVT (@)l g, < CM

Geméif Beweisteil a) von Lemma 3.13 folgt die Existenz einer Teilfolge v,
und v, € LY(H N Br) mit

|v — 0 fiir alle R > 0. (3.20.1)

—Vk - QO | ‘ q,BRﬁH

Alle Terme Kka sind ebenfalls von der Struktur

K5(2)(y) = ve(w, p) () T(2(x(y))) fiir alle j,k =1,...,n mit 5 C Cy(R").

Es existiert ein R’ > 0 mit supp(y) C B
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Somit ist :

|K3(T(w,) ~ KATw))], .

= || K(T (v, >>—Kﬁ(T<Qo>>IIq,HmBR,
< o 17 @) = T, 5,0,
<C
- 8@ !
<C Z (det Dy)(z) ay(y(x))(vuk(y(x))—vo(y(w)))j dx
U BNt j=1 =
1
, 8361 !
< C Z Za y) —vo(y));| dy
Trafo e 1B g = 1 y]
< C" vy, = voll, 5 gy — 0 mit (3.20.1)
R/

(Holder Summe)

Lemma 3.21.

Sei 1 < g < oco. Dann gilt:

Aus ®, % @ in X5U(H) folgt T(®,) % T(®) in T(X5(H)).
Beweis.

Sei T(v) € T(X5'(H)).

Esist V: T(Xg?) — LY(H,) mit T'(v) — VT(v)

und es ist T(Xg?(H)) — {VT(v) : T(v) € T(XG'(H))} == M

isometrisch isomorph.

Sei nun F* € T(X5(H))* und sei F*(VT(®)) := F*(T(®)).
Somit folgt: F* ist stetig und linear auf M.
Da M ein linearer Teilraum von L(H,,) ist, folgt

mit Hahn-Banach die Existenz der Fortsetzung F* auf LY(H,).

Im Falle 1 < ¢ < oo ist die Hahn-Bannach-Fortsetzung F* eines auf einem
Unterraum von LY(G) (G C R™ messbar) definierten und dort stetigen

linearen Funktionals F' auf ganz LY(G) eindeutig bestimmt.
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Zu F* existiert daher genau ein g€ éq/(Hw) mit

Jo

< g, VT(v) >p.= F*(VT(v)) = F*(VT(v)) = F*(T(v)).

= 1F* e x oy

=[#

quHw éq(Hw)*

und

Somit folgt:
Zu P € T(XE(H)) und T(o) € T(X(H)
existiert ein g € éq/(Hw) mit < g, VT'(v) >p,= F*(VT(v)).

Sei nun @, &, € XGU(H) mit |F*(®,) — F*(®)| — 0
fiir alle F* € X2(H)*. Dann ist mit §(y) := g(z(y)) :

[FH(T(2,)) — F*(T(®)] = |< g, V(T(

=)

1/) - T(g)) >H,

< 0<QWQ—@+gg—@+gg—@>4

(Trafo)

Sei weiter:
F{ (@) =< g,V® >,
P (@) =< g,S5(2) >
und

Fg(g) =< gaé(@ >

Analog zum Beweis des Lemmas 3.14 gilt dann

F@l<|g| 1Vl

|F5 (@) <

|, IVl

q/
und

|F5 (@) < 7

|, Iv@ly-
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Somit sind F € X% H)* fiir alle i = 1,2,3 und es gilt:

[F(T(2,)) — @)l < Z |E (T F(T(@)] — 0

Lemma 3.22.

Ser 1 < g < o0.

Fir 5,k =1,...,n seien

ST, (T(X” J IV M, ) = (L), )
Kkj (Txlq ) IV, ) = (L) )
o ¢ (X)) = (L0, ||qH)

Kkj:(x H), NV ) = (L) Ul

wie in Definition 3.8 erkldrt.

Dann sind dies lineare beschrdnkte Operatoren.
Beweis.

Linearitét folgt trivial nach Definition. Der Rest folgt wie im Beweis
der Lemmata 3.14 und 3.19.

Lemma 3.23.

Set 1 < g < co. Dann gilt:
Aus T(®,) = T(®) in T(X'(H)) folgt @, = & in X5'(H).

Beweis.

Analog zu Lemma 3.21 unter Verwendung des Lemmas 3.22.
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Lemma 3.24.

Seien 1 <& < oo und 0 < R < 1. Fiirw € Mgg¢ (vgl. Def 3.1)
sei die von w abhdngige Piolatransformation T gemdfs Def 3.6 sowie die

Umkehrformel aus Bemerkung 3.9 betrachtet. Fir die dort auftretenden
Storterme Sji, bzw. S]Tk, die von w abhdingen, gilt dann:
Zu jedem € > 0 gibt es ein 0 < Ry = Ry(€,q,n) < lderart, dass fir alle w € Mp¢
mit 0 < R < Ry gilt

1Sk (@), 5 < €IV@l, gy fiir alle @ € X¢'(H)
und

1S (T @D, ;. S €NIVT(@), g, fiir alle T(®) € T(Xg(H)).
Beweis.

Sei pe wie in Lemma 3.2 definiert.
Wegen (3.3.1) ist |w| < R und nach Definition der Klasse Mg, (vgl. Def. 3.1)
ist |Vw|l, < R.

2
Aus Lemma 3.2 folgt 0 < pe < 1 und |p’§(t)| < 3%

Somit ist:

1 "pk(xy,
(v )pﬂ(“T W) <92R =0 fir R — 0
3

T PATH) R

Ebenso ist:
|0k (y) pe (20 (y))] < VW] 1] £ R — 0 fiir R — 0

Definition und Bemerkung 3.25.

Seil < q< oo, veT(X5(H)) und ® € T(X5Y (H)).
Die Haupteigenschaft der Piola-Transformation ist folgende Reproduktion

der Divergenz:

divT(®)(z) = ((det D) (y())) " div(y(x))
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Somit ist:

< divT(v), divT(®) >y, = / ((det D) (4)) " divo(y)div®(y)dy

H

=< divy, div® >g +/ (((det Dz)(y))~" = 1) divo(y)div®(y)dy

. J/

=5(v,2)

Ebenso gilt:

< divy, div® >p= /((det Dy)(z))~'divT (v)(x)divT (®(x))dx
=< divT(v), divT(®) >p, +/ (((det Dy)(z))~" = 1) divT (v)(2)divT (®)(x)dx

Hy,

J/

-~

=57(T(v),T(®))

Analog zum Beweis des Lemmas 3.24 gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein 0 < Ry = Ry(€,q,n) < lderart, dass fir alle w € Mg
mit 0 < R < Ry gilt

Sw.®)| < Vel 1V
und

Sr(T (), T(@)] < IVT@), 0 IVT(@)]1
fiir alle v € Xéq/(H) und ® € X(H).

Weiter seien mit A € R :

SW(v, ) := AS(v, @)+ < S(v), VO >p
+ < Vu,8(®) > + < S(v), S(2) >n
+ < S(v), K(®) >n + < K(v),S(®) >n
KD (v,®) :=< K(v),V® >y + < Vo, K(®) >y
+ < K(v), K(®) >5

) ——
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ST (v), T(®)) = ASr(T(v),
+ < VT(v),S™(T
+< ST(T(). K

T(2)+ < SN (T(v)), VT(2) >p,
@)) .+ < 8(T(), 8N (T(2)) >n,
HT(@) >n, + < EN(T(), S'(T(R) >,

EQ(T(0), T(®)) =< KX (T(v)), VI(®) >p, + < VT(0), KT (T(®)) >p,
+ < KN(T(0), KT (T(®)) >4

S (v, ®) == SV (v, @) — S(v, ®)+ < S'(v), V®
+ < Vu,S(®) >p + < S(v),S4(P ) >u
+ < S(v), K'(®) >y + < K(v), S'(®) >

K®(0,0) .= KW (v, )+ < K'(v), V@ >y + < Vo, K'(®) >p

g
+ < K(v), K'(2) >x

EP(T(),T(®)) == Ky (T(0), T(®))+ < (E7) T(v)), VI(®) >4
+ < VT(0), (KT) >u, + < KT(T()), (K)" >u,

Dann ist firt=1,2

B.(v,®,\ H)

= B-(T(v), T(®),\, Hy) + S (T(v), T(®)) + K (T(0), (D)) (3.25.1)
und

B(T(v), T(®), \, H.,)

= B.(v,®,\, H) + ST (v, ®) + K (v, ®). (3.25.2)
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Weiter gilt mit Lemma 3.2/ fiir™=1,2:
Zu jedem € > 0 gibt es ein 0 < Ry = Ry(€,q,n) < lderart, dass fir alle w € Mg
mit 0 < R < Ry gilt
ST (v. )] < €|Vl V2l
und

SPT @), 7(@)| < IVT@, i, V@)1,
fiir alle v € Xg(H) und ® € X57 (H).

Lemma 3.26.

Sei 1 < q < o0.

T(XGU(H)) ist ein refleviver Banachraum.

Bewezs.

Sei T(®,) C T(Xg'(H)) mit |V (T(&,) = T(@,))], . = 0-
Mit Lemma 3.19 folgt:
IV (2, -2,

Iy =0

Wegen der Vollsténdigkeit von X 5/(H) (Lemma 1.9) existiert ein
O, € XGU(H) mit &, — D,
Wegen Lemma 3.14 gilt:

IV (T(2,) = T(@)llg ., < C IV (R, = Lo)llyy — 0

Damit folgt die Vollsténdigkeit von T'(X*(H)).
Da T(X5(H)) C L“(H,,) linearer abgeschlossener Teilraum ist,
folgt die Reflexivitit von T(Xg*(H)) aus der von L“I(H.,).

Lemma 3.27.

Ser 1 < g < o0.
Dann gilt: T(D(H)) ist dicht in T(X5(H)).
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Beweis.

Sei T(u) € T(XY(H))
Somit ist u € X5?(H) und geméf Bemerkung 2.10 existiert eine Folge
(w,) C De(H) mit ||V (uw, — )|, 7 — 0.
Mit Lemma 3.14 gilt:
IV(T(w,) = T@)llgn, <CIV(w —w)l,z =0

Wegen T'(u,) C T(D(H)) folgt dann die Behauptung.

Lemma 3.28.

Sei 1 < q <n. Dann gilt fir alle 0 < R < 00 :

a) Aus u € L3'(H) folgt u € LY (H N Bg) mit ¢* := g

n—q

b) Es existiert ein C = C(q, R, G) > 0, so dass fir alle w € L5 (H) gilt:

¢*,HNBg < C”quq,H

Ju
Bewezs.

a) Sei u € Lg'(H). Setze u wie in Lemma 2.5 fort.
Sei mit @& € Lg*(R™) diese Fortsetzung bezeichnet.
Wegen [Si2] Theorem 3.11 folgt die Existenz der Folgen (¢x) C R und
(ur) C C5°(R™) mit:
IV (ur, — @), gn — 0 und uy —cx € LG (R™)

Wegen der Sobolevungleichung ist:

llur — u; ¢ R" < Cso ||V (up — uj)”(LRn —0

Daher existiert ein u* € LY (R™) mit |ju* — U] g gn — 0.

Sei nun v := u*|, € LY (H) und sei ¢ € C3°(H).

Es ist:
/vajgpdx = klzm /UkajSOdIB = —klim /(%-ukgOd:E = /@-ugpdm
H H H H
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Also folgt die Existenz der schwachen Ableitung d;v in H und 0ju = d;v.

Esist u —v € L'(H N Bg) fiir alle R > 0 und V(u —v) = 0.

Daher ist ©w — v = ¢ = const.

Da nun ¢ € LY (HN Bg) und v € LY (H) ist, folgt u € LY (H N Bg).

b) Wegen
c|G| = /cdx:/udx—/vdx
G G a
——
=0
folgt
1
c=—— [ vdz
|G

Sei nun R’ > R mit G CC Bg. Dann gilt:

HUHq*,HmBR, =lv+c q*,HNB

1
¢ HNBp T @/Udm
G

1
omng,, T 1 Br N H|T |G
<Clwv

= limC
k—o0

<l

q*, HNBps

1
< v o

q*,G

q*,HNBgs

Ukl g+ g, Mit C>0

Wegen der Sobolevungleichung ist [|ux||, grp,, < C'|[Vug || g fiir alle & € N.

Daher gilt mit C” > 0 :

Hqu*,HmBR, < klﬁgocﬁ Hvuqu,Rn
= C" Vil zn
1
=2:C" || Vull,

Da R > R ist, folgt nun |lu
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Lemma 3.29.

Sei 1 < g < n und seien &, G wie in Definition 3.6 erkldrt.
Dann gilt fir alle 0 <r < 00 :

a) Aus T(u) € T(XL(H)) folgt T(u) € L9 (H, N B,) mit ¢* == —2—.
n—q
b) Bs existiert ein C' = C(q,r,G) > 0, so dass fiir alle T(u) € T(XG'(H)) gilt:
1T g+ 18, < CNVT @), 0,

Bewezs.

Die Sobolevungleichungen in Hy?(H) liefern zusammen mit

Lemma 3.28 fiir 7' := max {4v/n&,r} :

1) Aus v € X3(H) folgt v € LY (H N By).

2) Es existiert ein C = é’(q, r',G,n) > 0, so dass fiir alle v € Xé’q(H) gilt:

6/l g, < ClIVEll,n (3.29.1)

Fiir v € X% H) und = € H,, ist nach Definition 3.6 :
T(v)(x) = (det Dy)(z)(Dx)(y(x))u(y(z))

Somit gilt fiir alle v € X3%(H) N LY (H N B,) :

n q* -
ox
1T @)ye 11,05, = Z / (det Dy)(z) ‘ (z))| dz

j=1 7Y

B/ﬂHw

L*
/ 81'1 !
< oy Z dy
(Trafo) i—1 s
B,./NH
< C" ol g,y mit &', C" >0 (3.29.2)

(Holder Summe)
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a) Sei nun T'(u) € T(X5(H)). Dann ist u € X3/(H).
Aus 1) folgt w € LY (H N B,+). Weiter mit (3.29.2) folgt T'(u) € LY (H, N B,).
Wegen 7' > r folgt nun T'(v) € LY (H, N B,.).

b) Wegen Lemma 3.19 gilt fiir alle u € X5%(H) :
IVull, g < C"IIVT ()], g,

Zusammen mit 3.29.1 und 3.29.2 folgt dann fiir alle u € X éq(H ) die Existenz
eines C' = C""C"C > 0 mit:

17 (w)

¢ HoNB, = 1T (w)
< C"lull g 5,
< C"CIVull, 4
< CIVT W)l g,

q*  H,NB,,

O
Lemma 3.30.
Ser 1 < g < 0o und seien &, G wie in Definition 3.6 erkldrt.
Sei A\ > —% und Ny > 1. Weiter sei T(p) € T(XG(H)), 7 =1,2 und fir alle
T(®) € T(Dg(H)) gelte
B.(T(p), T(®), A\, H,) =0. (3.30.1)

Dann folgt T'(p) = 0.

Beweis.

Beweisstrategie:
Im Fall ¢ = 2 kann T'(®) = T'(p) gewihlt werden und die Behauptung

folgt mit Teil e) dieses Beweises. Fiir die Fille ¢ # 2 wird in Teil ¢) und d)
gezeigt, dass aus T'(p) € T(XG(H)) unter der Voraussetzung (3.30.1)

T(p) € T(Xg (H)) folgt.
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1
a) Sei r := y/n4€ und sei ' := §dz’3t(G, B.)+1r>r.

0 firt<r

Weiter sei ¢ € C(R) mit p(t) := { 1 firt>r"

0 furl|z|<r

Sei n(x) := p(|]z]). Dann ist n € C*°(R") und n(z) = { 1 fiir || >

Zeige nun: Fiir p € XGI(H) ist np € XG(H).

Fiir i = 1,...,n — 1 ist p; € L3(H).

Daraus folgt np; € L},.(H) und mit Bemerkung 1.3 b) p; € LY(H N B.).
Weiter gilt:

IVl < IVopill g i + IVl 1
< IVl Ipilly mrmm, + 10l 1VPill,

< Vil yu
Lemma 3.10

< 00

Wegen 7|, =1 ist /npi = /pi = 0, und somit ist np; € qu(H)-
G G

Zu p, € Hy'(H) existiert eine Folge (p®)) € CS°(H) mit

19 = 5l = 0 i alle 17> 0 und [ (5 =), =0

Daraus folgt np) CS°(H) und
Hn <p(y) _pn) quHﬁBT// < ||77||oo Hp(’/) _an%HﬂBT// — 0 fiir alle 7" > 0.

Wegen supp(Vn) C B, ist:

IV [ (0 = )]l e < V0 0% = )] + IV 0¥ = pa) 1],
< IVall IPY = pull, e, + Il IV ) = 2a)], 1

/ (v) _
= VY =)l —0

Also ist np € X5(H). (3.30.2)
b) Fiir alle T(®) € T(D(H)) ist:
BT<T(B)7 T(Q), )\7’7 Hw) =0
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Sei 7 =1.
Dann folgt mit (3.30.2) :

0=< VT( ), VInT'(®)) >p, +M < divT(p),div(nT(®)) >mu,

sz’l

/)\12 [T (p):OknT () + 0T ()0 T ()] da (3.30.3)

Es ist:

<V(nT(p),VT(®) >p, +\ < div(nT(p)), divT (L) >
- / (06T (p):RT(®); + 0T (D) O T(®);] da
+ [0 [T ()T (@) + 0T ROk T (B)ur] da

_ / (04T (p): 0T (®): — 0T (p):OT(®);] der

+ [0S BT )OI @) - 0T (p) O T (@] d

Weiter ist mit Lemma 3.3 5):

<V(np), V@ >y +\1 < div(np), dive >g
=< V(T (p)), VT(®) >p, +M < div(nT(p)), divT (D) >pg,

/ Z Onp, Ok —3&_?101977@@}

sz 1

A [@m_oic‘?kgk - &Qi@kn@k} dz (3.30.4)

ik=1
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Sei 7 = 2.
Dann folgt mit (3.30.2) :

O—BQ(T( )T (D), A2, Ho)

n

+/ Z [T (90T ()i + 0T (p):OT(®) ] da

H, i,k=1

n

+ [0a=1) 3 DT@OT(@): + AT ()T (@] do (3.30.5)

ik=1

Z 0T (p)iT(®); + T (p)indT(®);] dz
i, k=1

+/ (0T (p): 0T (R) + T (p) 0T ()] d
i,k=1

n

+ / (o = 1) 3 (00T ()T (@)s + BT (p)inds T (2] de

o / > [T @A) = AT ()T ()]
+/A2—1 (0T (p)iOT(©)x — AT (p): DT (@),] da
H., i,k=1
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Weiter ist mit Lemma 3.3 5):

BQ(T]Ba @7 /\27 H)
= BZ(nT(z_?)7 T(Q% )‘27 Hw)

n

_ / zn: [ka_?ﬁk% _ak;_giak@i} + / > [éhcmgi@iék —&J_?iamik]

B hk=1 g Lk=1
n

+ o= 1) Y [omp, 0, - O, 00, | do (3.30.6)

ik=1

c)Seinung>s>1lund 7=1,2.

Sei weiter A := (B,/\B,) N H.

Aus T'(p) € T(XG'(H)) ¢ LY (H,) folgt mit Bemerkung 1.3 T(p) € L' (A)|,.
Wegen |A| < oo folgt mittels der Holderungleichung T'(p) € L*(A)[, und
analog VT'(p) € L*(A).

Wegen (3.30.4), (3.30.6) und der Holderungleichung ist also mit ® € D (H) :

|Bonp, @A, )| < IV3l1c C, [[l2]l, , 19 @1+ V2], I21l4]
< |V, mit ¢’ >0

Lemma 3.12
Somit ist:
BT ) (I)J )\Ta H
sup (TIB — ) < C' < o0
0#®€D,(H) Hv@Hs’,H

Also folgt mit Lemma 2.15 beziehungsweise Satz 2.18 np € X5 (H).

Dabher ist ]—)’H\B € X&' (H\By).

Daraus folgt p|BS+\B € L*(Bf\By) fiir alle § > r’ und V]_)‘H\B € L°(H\By).
Wegen der Holderungleichung ist p[p+ € L*(B) und Vplg+ € L*(B)).
Daraus folgt pl|p y € L*(Bs; N H) fiir alle 6 > 0 und Vp € L*(H).

Daher ist p € X&°(H).

Ist s = 2, folgt fiir ¢ > 2:
p € X5 (H)
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d) Sei g < 2.

Wir gehen analog zum Beweis von Lemma 7.12 aus [St] vor:
Es gibt genau ein k£ € N mit 1§k:<2§k:—|—1.
q

Es sei g; := ™ iy j=0,...k.

n—7q
Dann gilt g5 >n > 2 und fiir j =0, ...,k — 1 ist ¢g; <n.

nqj

Weiter gilt fiir die Sobolev-Exponenten ¢; =
n — Qj

die Beziehung

¢ = qjq1 fir j=0,..,k— 1

Fiir den dualen Exponenten gilt:

G =14, qy<nfiralle j=1,..,kund (¢j)" = ¢;_, fir j=1,...,k

Mit Bemerkung 3.25 folgt:

i) 0= B.(T(p), T(®), \r, Ho) = B-(p, @, A\, H) + SV (p, @) + KV (p, @) (3.30.7)
fir alle T'(®) € T(D¢(H))

ii) Zu jedem € > 0 existieren 0 < R <1 und 1 < £ < oo,
so dass fiir die von w € My abhéngige Storung S () gilt:
|S(T)(]_J,Q)| <e ||V£Hq7H V|, 5 fiir alle p € XE(H) und @ € X5 (H)
(3.30.8)

In Satz 2.7 und Satz 2.18 unter Verwendung von Satz 2.1 wurde gezeigt:

Sei 1 < s <oo. Fiiralle p e X5 (H) existiert ein C(s) > 0 mit:
B’T(}z? Q’ >\T7 H)
Vel o

sup
0£BeX S (H)

= C(s) [[Vall,

fir s =¢;,q,2und j =0, ...,k
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C
Wegen (3.30.8) existiert also zu é8> >0 ein R > 0, so dass

‘BT(Ba Qa )\Ta H) + S(T)(B’ 9)}

sup
0£beX L (H) ”V@HSI,H
BT p?@)A’T?H C
>y PRI Ol yg,
0ABEX ;™ (H) =lls'.H
C(s)
> —= Ve,

Also gelten fiir A\, # —1 die dualen Variationsungleichungen
beziiglich der Bilinearform B, (.,., Ar, H) + S™(.,.)
auf X5°(H) x X&' (H). (3.30.9)

Sei nun p € XS YH)mit j=1,.... k.
Sei weiter F*(@) = —K™(p, ®) mit & € X" (H).
Nach Definition 3.25 ist
KW (p,®) =< K(p),V® > + < Vp, K(®) >5 + < K(p), K(®) >p
und
K?(p, @) = KW(p, @)+ < K'(p), V& >5 + < Vp, K'(®) >4
+ < K(p), K'(®) >un,
wobei Kji(p) und Ky, (@) fiir j, &k = 1,...,n die Struktur
Vp, beziehungsweise 7@, mit ¢ = 1,...,n und v C CJ(R™) haben.

Die Sobolevungleichungen in ﬁé “I(H) liefern zusammen mit

Lemma 3.28 fiir 0 < 7 < 00
p € L%(H N B;) und Hz_)qu’HmBy_‘ <C HVBH%_I,H

und ebenfalls
@€ L9 (HNBr) und (@], o, < OV, 4
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Daher ist |F*(®)| < HVBHq-_l L IVel, 5 mit ¢’ > 0.

Somit folgt wegen (3.30.9) die Existenz von v € Xéj‘“(H) mit:
By (v, @, A, H) + §7(v, @) = F*(®) fiir alle ® € X" (H)

Da q; > ¢;_ ist, folgt mit Teil ¢) v € X5" ' (H).
Ebenso gilt auch:
B, (v,®, A\, H) + ST (v, ®) = F*(®) fiir alle & € D (H)

Mit (3.30.7) folgt nun fiir alle ® € X450 (H) -
BT(Q_]_97Q7 >\T7H) + S(T)(Q_Z_?ag) - O

Also folgt mit (3.30.9) p=wv € XCI;’qj(H).
Durch Iteration folgt nun p € X5%(H) und mit Teil ¢) fiir s = 2 gilt
p € XG5 (H).

Fiir alle 1 < ¢ < oo folgt also p € X5 (H).

e) Sei nun T(®,) C T(Dg(H)) mit ||V (T(2,) — T(p)) ||27Hw — 0.
So gilt:

0=B,(T(p), T(2,), \r, Ho) — B(T(p), T(p); A+, Ho)

Sei nun 7 = 1.
Dann folgt mit (3.30.10):

HVT(B + A Hdz’vT(]g =0

2 2
yHw yHw

Ist Ay > 0 soist T(p) = 0.

1
Selnun — — < A\; < 0.
n

Angenommen: T'(p) # 0
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Es ist ||dz'UT(]3)HZ w ST HVT(]_?)HEHW und somit
0= VT, + X [ dieT @],
> [VT@ILp, + M VT @),
Wire HVT(]_Q)H2 i # 0, so wiirde 0 > Ayn + 1 folgen,

1
d.h. — — > )y, was ein Widerspruch ist.
n

Sei nun 7 = 2.

Aus
0 :B2(T(Z_7)= T(@V)7 )‘27 Hw) - BQ(T(]_Q)v T(B), )‘27 Hw)

zusammen mit (3.30.10) folgt:

1 n
— 9 Z |0:T (p)r. + 31@T(£)z‘H;Hw (A2 — 1) ||divT (p

ik=1

Mz,

Fiir Ay > 1 folgt:

O_ZHaT e + 0T (p >H2H

i,k=1

Nach [Gr] Satz II1.1.6 in Verbindung mit [Gr] Bemerkung I11.1.7 folgt

0="T(p)

und daraus folgt

o
I
s
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Satz 3.31.

1
Seil<g<oo, \i>——, a>1undl <& < .
n

Es existiert ein 0 < R = R(q,n) < 1 derart, dass fir alle w € Mg ¢ mit den

zugehorigen Transformationen T(X 5 (H)) = T,(XGU(H)) (siche Bemerkung 3.6)

die dualen Variationsungleichungen beziiglich der Bilinearform

Br(oy o Ay Hy) auf T(XEU(H)) x T(XEY (H)) mit 7= 1,2 gelten.
Beweis.

a) Mit Satz 2.7 und Satz 2.18 folgt die Existenz eines C' > 0 mit

B (u,®, A\, H)
IV, g

sup

> C[Vull, »
0£BEX G (H)

fiir alle u € Xg%(H) und 7 = 1,2.

C
Zu £) > 0 folgt geméB Bemerkung 3.25 die Existenz eines R > 0 mit
- C
57w @) < 5 [Vull, 4 V2], 4
fiir alle uw € Xg%(H) und ® € X&7 (H).

Wegen Lemma 3.14 existiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle v € Xg7 (H) gilt :
INT @)y a, < CIVlly 1

Nach (3.25.2) gilt daher

| B-(T'(w), T(2), Ar, H,)|

sup

0£T(®)eT(X 57 (H)) ||VT(§)||q/,Hw
1 | Br(u, @, Ar, H)|
> Yol sup Vo
0£BEX L (H) IVl
157 (u, @) KO (u, D)

- sup  Goanr sup
Oyégeié’q/(]—[) Hv@Hq’,H OfQEKé’ql(H

Rz
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Somit gilt weiter:

B(T(w), T(®), A, H.,)

sup

0£T(®)eT(X 57 (H)) IVT(2) Hq’,Hw
Lo 1 KT (u, @)
> 29 IVT (@), 5, — o sup W (3311)
N—— O#QEXEIZ (H) 2llg,H
=C"

Angenommen die Behauptung des Satzes sei falsch, dann existiert eine Folge

T(u,) C T(X/(H)) mit |[VT(w,)], ;. =1 und

B (T'(u,), T(®), A, Ho)
IVT(@)|, 5,

€ 1= sup — 0. (3.31.2)

0£T(®)eT(X L7 (H))

Da gemiB Lemma 3.26 T'(X57(H)) ein reflexiver Banachraum ist, folgt
die Existenz eines T'(u) € T(Xg%(H)) und einer Teilfolge T(u,,)
mit T(u,,) % T(w).

Nach Lemma 3.23 folgt dann:
U, = U (3.31.3)

Fiir T(®) € T(X5Y (H)) gilt einerseits
B-(T(w,), T(2), Ar, Hy) — B (T'(w), T(2), A7, H.)

Vg

und andererseits

}BT(T(QV]C)’ T(Q% /\77 Hw)| S €uy, ”VT(@)Hq’,Hw — 0.

Dabher ist fiir alle T(®) € T(&gq/(H))
BT<T(E)7 T(@), )\7'7 Hw) = 0.

Geméfl Lemma 3.30 folgt 7'(u) = 0 und somit,

(3.31.4)

=
I
o
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b) Sei v € X5Y(H). Es existiert ein &, € Xéql(H) mit ||Vl ; =1 und

KMy, &
KO &) =  sup S 0®)

O#Qegéq,(H) ||v§||q’7H
Nach Bemerkung 3.25 gilt fiir alle ® € X 57 (H) :

KW (v, ®) =< K(v), V® > + < Vo, K(®) >y + < K(v), K(®) >4

K® (v, @) = KV (v, @)+ < K'(v),V® >5 + < Vo, K'(®) >g
+ < é(y%ét(g) >H

Aus Lemma 3.13 folgt:
K, ; sind kompakte Operatoren.

Fir 1 <t <oound ¥ € X5 (H) ist K;;(¥) = a¥ mit a € CO(R").

Es existiert eine Folge &, C X gq/(H ) mit:

K" (v, 2,) )
——= S sfirv— o0
IV, |l n
. o, _ ) _
Sei @, := ——~—— Dann ist K (v,®,) — s und HV@,, =L
Vo, i
Daraus folgt die Existenz eine Teilfolge iyj mit il,j = io, io € X éq/(H ) und
Hvio < lim inf Hviy, =1.
q'.H Tlg' H
Annahme:
) Vol <1
q.H

Wegen K (v, iuj) — KD (v, ®,) = s ist
KO@d) s
. T

> s,

q,H q H

=1.
¢ H

ein Widerspruch, also ist HV@O
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c¢) Wende jetzt Beweisteil b) auf die Folge u,, an.
Es existiert also cine Folge ®, € X&7 (H) mit V@l ;7 =1 und

KO (u, ,®) _g®

—— (u,,, ®y).
IVl k1

Sp 1= sup
0£2eX 57 (H)

Daraus folgt die Existenz eine Teilfolge @kj mit @kj = @, und @, € X gq/(H ).

Sei im Weiteren diese Teilfolge wieder mit @, bezeichnet.

Aus (3.31.3) und (3.31.4) folgt: u,, — 0

Wegen der Kompaktheit der & — Operatoren folgt fiir 7 =1

Sk = K(l) (gl/k ) Qk’)

=< K(u,,), V&, >n + < Vu, ,K(®;) >n + < K(u, ), K(®,) >n
—<0,Ve; >y + < V0, K(Dy) > + < 0,K(®)) >y=0

Fir 7 = 2 ist:

Sk = K(z)(gyk7gk)
= KW u, , P+ < K'(u,), VO, >g + < Vu, , K'(®,) >
+ < K(u, ), K"(®}) >n

— 0+ < 0,V®) >y + < VO0,K () >5 + < 0, K(Py) >p=0

Somit folgt wegen (3.31.1), (3.31.2) und [[VT'(w, )|, 5, =1:

1
0«—e¢, >C"— ask — "

Dieses ist ein Widerspruch zu C” > 0.

Lemma 3.32.

Seil<qg<oo, 1 <7 <ooundT(p)ec T(XG (H)).
1
Sei weiter \; > — Ao > 1 und
B, (T'(p), T(2), A, Hy)

sup < o0.
0AT(®)ET (D (H)) VT (@) 1,

Dann gilt: T (p) € T(XG'(H))
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Beweis.

Sei 7 > gq.
Seien 7, r, ' wie in Teil a) des Beweises von Lemma 3.30 erklért.
Weiter sei A := (B,\B,) N H.

Mit @ € D (H) gilt

n

Bi(np, ®, A1, H) = Bi(p,n®, A1, H) + / [@J@a& - 3kzgi8kn@i] dx
k=

—_

+ / MY [@mgiakék - &'Qﬁm@k} dx
H

ik=1

und

n

Ba(np, @, X, H) = Ba(p,n®, A2, H) + / [awz_ﬁﬁ& - (%gakn@i] dx
H

ik=1

+ / > [@ngié‘i@k —akz_?ié‘m@k} dx

7 k=1
+ / Mo—1) > [sz_?ié’kék - &z_?i@wik} dz.
I ik=1

Mittels der Holderungleichung gilt fiir alle 7,k =1, ...,n :

i

/'aipk(x”quﬁ /|az’pk($)|q:dl’ 1A
A A

aq
T

T—q

| [1omtarar ) 14
A
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Daraus folgt HV}_?”qA < \A]q;rq

| B (np, @, A\, H)|
< [Br(p.n@ A\, H)|[ +C" || Vp| IV, 4
< |Br(p.n2, Ae, H)| + C" || Vpl|, , V2l 4

Es gilt HN A= H,N A und supp(Vn) C A.
Daher ist n® € T(D(H)) N D (H) und somit gilt:

BT(np7@7 )\T7 H)
sup =
ozeenym) Ve, i
BT T 7T \D ) >\7'7 Hw
<o sup (T(p), T(¥) )
0£Ter(De(m) VT (Y)lg .
+C"C" ||VT(p)|. , < oo mit C" >0

i

Daraus folgt zusammen mit Lemma 2.15 beziehungsweise Satz 2.18
np € Xg'(H).

Wegen 77|H\B/ =1 folgt
Plgrs, € LY(Bj\B,) fiir alle 6 > 1’
und

Vp| c LY(H\B,).

H\B,,

Wegen p, Vp € L"(B}}) mit 7 > ¢ und ‘B: < oo ist

p|B+, € L'(B})

und
Vp’Bt € Lq(B:C)-

Daraus folgt plp y € LY (Bs N H) fiir alle 6 > 0 und Vp € L(H).

Somit ist p € X&?(H) und T(p) € T(Xg'(H)).
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Sei 7 < q.
Fir T(®) € T(D(H)) sei
F*(T(®)) = B(T(p), T(®), \r, ) fiir alle T(®) € T(Dg(H)).

Wegen der Setigkeit dieses Funktionals folgt:
F*(T(®)) := B:(T(p), T(®), A, H,) fiir alle T(®') € T(&gq/(H))

Nach Satz 3.31 und Satz 2.1 existiert genau ein T'(v) € T(Xg5*(H)) mit
B (T(v), T(®), Ar, H) = B+(T(p), T(¥), Ar, Ha)

fiir alle T(®') € T(X 57 (H)).

Weiter ist:

B.(T(v), T(®), A, H.)
osr@erogny V@0
L, BOT@0 )

0AT(®)ET (D (H)) IVT(®@)3 g,
<|IVT ()|, . <o°

Da jetzt ¢ > 7 ist, folgt nach dem ersten Teil des Beweises (3.32.1)
T(v) € T(XG (H)) und weiter

B-(T(v—p),T(®), A, H,)
V (Tw)-Tm)|. ., < sup a
VOO =T = W5, ™ INT@I

=0

und somit T'(v) = T'(p). Also ist T'(p) € T(XG(H)).
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4 Funktionaldarstellung in ()
Bemerkung 4.1.

1) Ist Q C R" offen, xy € R", so sei Q,, :={x —z9:2 € Q}.
Ist f: Q0 —R", so seiz:QxO — R, z(x) = f(x + o).

Man sieht sofort fiir 1 < q < oo :

i) feYM(Q) e f ey Q)

i) Istp e Y'(Q), ve YH(Q) so gilt:
Br(p,v, A, Q) = B (p, 0, Ar, Q)

iii) |[Voll, o = [V2ll,q,
Somit ist das Verhalten der Sesquilinearform und der Gradientennorm gegeniiber

Translationen des Gebiets ) invariant.

2) 0Q € C? bedeutet, dass es zu jedem xo € O ein r > 0 und ein o € C*(B, (o))
mit (Vo)(zo) #0, QN B(xg) = {x:0(x) <0} und 02N B,(x¢) = {z:0(z) =0}
qibt.

O.E. sei xg = 0 (sonst: Translation xo — 0) und (0,0)(0) # 0 (sonst nummeriere
Koordinaten um). Nach dem Satz diber implizite Funktionen gibt es ein 0 < p < t,
ein h >0 und ein ¥ € C*(B)), wobei B, = {z' € R"™" : |a| < p} ist, mit folgenden
FEigenschaften:

i) Fiir den geraden Kreiszylinder
Z:=Z,,={x= (2" 2,): |x| <p, |z, <h}
gilt
Z C B,(0).

i) Fir 2’ € B), gilt:
(2", V(x")) € Z und o(2',¥(2")) =0
Umgekehrt folgt aus (z',xz,) € Z mit o(2’,x,) =0 :
v’ € B, und x, = ¥(x')
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Wegen o(0) = 0 folgt ¥(0) = 0. Falls man nun den C*-Diffeomorphismus
y:Z — R" mit y;(',z,) =; fiiri=1,...,n—1
und

yn(2' ) = 2, — V()

betrachtet, K := y(Z), so ist firv e CY(Z) v(y) == u(y,yn + ¥(¥)), y € K,
ein v € CY(K) definiert. Insbesondere gilt fiiri=1,..,n—1:

ov

g; (y) = (gz) W'y +P(y) + (%) (¥, yn + ‘I’@/))ayi () (4.1.1)

In den neuen Koordinaten tritt neben dem Term

ou
/ n \Ij /
(85@-) (W' yn +9(y))
noch der Term

(52) 0o+ WD)

v
auf. Da i.A. tber die Grifie von g
Yi

grof$ werden, was fir spdtere Zwecke technisch unbrauchbar wdre.

nichts bekannt ist, kann diese ,Storung*

Falls jedoch V'W(0) = 0, so folgt nach Taylor
W) < ClYP fir ly) <4 <p

und der zweite Term in (4.1.1) wiirde eine ,kleine“ Storung darstellen,

falls nur p' > 0 geniigend klein ist.

Die Bedingung V'W(0) = 0 bedeutet jedoch, dass die Ebene {x, = 0}
Tangentialhyperebene an den Graphen {(«',¥(z')) : 2" € B,} von ¥ im Punkte
0 € R" ist. Dies legt nahe, statt einer Teilmenge der euklidischen Koordinaten-
hyperebene {x, = 0} eine Teilmenge der Tangentialhyperebene in x = 0 als
Parametergebiet einzufiihren. Dies ist durch Anwendung einer orthogonalen

Transformation W des R" zu erreichen:

Es gibt ein W € O(n,R) mit W [Va(0)] = |Va(0)| e, (e, = n-ter Einheitsvektor).
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Um dieses Programm bei unseren Abschdtzungen verfolgen zu kénnen, ist das
Verhalten der Sesquilinearform und der Gradientennorm gegeniiber orthogonalen

Transformationen zu studieren. (vgl. Lemma 4.2)

Definition und Lemma 4.2.

Seil < q<oo, Q(AG)/(BG) und sei u € Y(Q).
Mit der orthogonalen Matriz W € O(n,R) sei fir alle x € W(Q)
O(u)(z) = Wu(W™(x))

die zugehorige Piolatransformation.
Dann ist O(u) € YY(W(Q)) und fir alle v € YY(Q) und ® € Y (Q) gilt
BT(O(Q)v O(Q), )\‘r: W(Q)) = BT(Qy Qa )\7'7 Q)

sowte
2
IVO@) |, wey <17 [Vl q
und
29
IVl < nd [[VO@)|, wo -

Bewezs.

Sei v € Y(Q).
Firz e W(Q) und i,k =1,...,n ist

O(v)i(z) = Z wijv; (W ()
und

OO()i(x) = Y wiwldw, (W (x)).

vj=1
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Somit ist:

HakO(Q)iHZ,W(Q)
_ / 10,0(v)s(2)|" da

W ()

-]

W (Q)

q

Z wl-jwf,k&,yj(W’l(:c)) dx

v,j=1

n

Si,}&axnﬂwiﬂ}?q/ <Z|3yyj(W_l(x))’> dx
W(Q)

""" v,j=1

ﬁ n
< max (Pt 3 [ (o0 @) ds
(Holder) ©JE€L,n N~ ]
<1 Ca
5 19|l
S n ”vQHq,Q
(Trafo)

w(Q)

Daraus folgt
2
IVO@)llgwie <7 [Val,q
und analog

2q
IVally, <n [VO@)lgwe) -

Wegen Lemma 3.15 gilt dann O(v) € Y (W (Q)).
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Weiter gilt fiir alle ® € Y19 (Q)

< VO(v), VO(®) >w ()

=2 [ 2 g i W Oy (W (@)W ))da

=Wy

Z 8710, 0,0; (W1 (2)) 8,8 (W () )da

W(Q)V]ul 1

= <Vu, VP >q
(Trafo)

und

< din(0(0) din(O(®)) >wie
:Z / Z wijw,,;: 0,0 (W (2))wyw),, 8,8 (W (2))da
i,k=1 W(Q) v,7,u,l=1

= < divy, div(®) >q
(Trafo)

sowie

Z/ao )kOKO (D) sda

zkl

:Z / Z wijw,,;0,0;(W ™ () )wyw),, 8,8 (W (2))da

Z)kzl W(Q) V7]7/J'7l:1

Y 000 (W ()0, 8 (W () da

W(Q) v,J,u,l=1

(Trafo :

Also ist
BT(O(Q)7 O(i)) )\’Ta W(Q)) = B'r(Q, gy )\Ta Q)
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Lemma 4.3.

Seil < q<oo, M CR" ein Gebiet mit OM € C*, p € Y"(M), n € C3°(R™).
Dann gilt: np € Y(M)

Beweis.

Es ist np € Ly,.(M). Somit ist Oy (np;) = piOkn + nokp; € L(M)
fiir alle ¢ = 1,...,n. Daraus folgt np € L"(M).

Fir ¢ € C5°(R") gilt:

/an@dw = /pV (n®) dx — /anq)dx
P p
M eC§e(R™) M

/ divp (n®) d / Vn®dx

M M
/dw p77 CIDdx +/V77p<l>dx — /an(Pd:z:
M M

[\ J/
-~

=0

Lemma 4.4.

Sei 1 < q < oo, Q(AG) und sei p € L"().

Weiter sei n € C°(R™) mit 0 <n <1, n(z) =0 fir |z| < Ry(?) (siehe 1.1.2)
und fir ein r > Ry(Q) sein(x) =1 fir |x| >r.

Dann gilt: np € Y()

Bewezs.

Es ist np € L}, .(Q). Somit ist Oy (np;) = piOkn + nokp; € L1(Q) fiir allei =1,...,n

Daraus folgt np € L"(Q).
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Fir ¢ € C5°(R") gilt:

~—
Q €0g° ()

/UBV(I)CZ$ = /QV (n®) dx — /}_DVW(I)d:U
Q

/dwp n®) dx — /QVU(I)dx
Q

Q
/dw P77 dex +/V77p<1>dx — /anCI)da:
Q Q

N J/
~~

=0

Lemma 4.5.

Sei 1 < q < oo, Q (BG)\(AG), p € L"(Q) und sein € C°().
Dann gilt: np € Yha(Q)

Beweis.

Mit gleicher Rechnung wie im Beweis von Lemma 4.4 folgt np € L™(Q) und

/U}jvq)dx = —/div (77]_9) ddz.

Q Q
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Definition 4.6.
Sei M C R"™ Gebiet. Im Weiteren sei:
Hé’q(M) — W”'“l,q,lw

HY(M) := {v: M — R messbar, v e LY(M N B,) fir alle r > 0,
Vu € LY(M)" und fir jedes n € C°(R™) ist nu € Hé’q(M)}
~o}.
HNB,.,
Weiter sei ¢ € C*(R"), 0 < ¢ <1, ¢(x) =0 fur |z| <1,
x
r

o(x) =1 fir |x| > 2 und sei p,.() ::<p< ) mit 0 < r < oo.

Sei mit r’ >0

Ogo(HﬂBr/) = {(I) S COO(HQBTI) = (:P € CSO(BTI) mat (i)

Fir Q (BG) sei
D(Q):={deC(Q): /gwfda: - —/diz@‘lfdm VU e C(RY)
Q Q
Fiir Q (AG) sei
D(Q) = {@4—%0230 :® € CHQ), a € R, es existiert r = r(®) > 0 mit ®(z) =0

fir alle |z| > r und /@V\Ide = —/div@\Pdaj VU e C°(RY)
0

Q

Ziel ist nun zu zeigen, dass D(Q) dicht liegt in Y'5(Q) fiir alle 1 < ¢ < 0.

Lemma 4.7.
Sei Q) (AG)/ (BG) und sei ® € D().
Mit der orthogonalen Matriz W € O(n,R) sei fir alle x € W(§2)
O(@)(z) == We(W ()
die zugehorige Piolatransformation.

Dann gilt O(®) € D(W(2)).
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Beweis.
Nach Lemma 4.2 ist O(®) € YW (Q)).
Zusammen mit O(®) € C'(W(Q)) folgt O(®) € D(W(Q)).

Lemma 4.8.
Seil<q<oo, 0<r <7 <oounduc Ly'(H) mit supp(u) C B, N H.
Dann ezistiert eine Folge u, C C2°(H N Byr) mit ||V (uy, — w)|l .z — 0
Beweis.
Sei u die gerade Fortsetzung von u auf R". Wegen Lemma 2.5 gilt dann
i € L (R™). Weiter gilt supp(@) C B, und mit 0 < € < ¢y = ' — 7 gilt fiir die
Friedrichssche Glattung supp(i.) C B, .

1
Sei nun kg := — und sei mit k € N, k > kg, 1y := 12%.
€0

Dann ist
iy, C C5°(By) fir alle k > ko und ||V (4% — @)||, gn — 0 fiir & — oo.

Sei uy = |, . Dann ist

IV (ux — )|y r < NIV (i — @)| g g — O fiir & — oo.

Lemma 4.9.
Seil<q<oo, 0<r <t <oounduec Hy'(H) mit supp(u) C B, N H.
Dann ezistiert eine Folge uy C Cg°(H N Byr) mit ||V (ug — u)l|, ;7 — 0.
Beweis.
Nach Lemma 2.1.1 aus [St] folgt H2(H) = Hy(H).
Somit gilt weiter gemafl [St] Lemma 7.1.1:

Aus n € C°(B,) und nu € Hy'(H) folgt nu € HY(H N B,).
Sei n € Cg°(B,) mit 5|z = 1.
Wegen supp(u) C B, N H ist dann nu = u und daher v € Hy(H N B,/).

Somit existiert nach Definition eine Folge
u, C C°(H N By) mit ||V (ug —u)|, ; — 0 fiir k — oo.
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Satz 4.10.

Sei Q CR™ 1< q< oo und sei Q (AG)/(BG) mit 99 € C*.
Dann liegt D(Q) dicht in Y (Q).

Bewezs.

1) Sei 1 > R > 0 so klein gewihlt, dass die dualen Variationsgleichungen
von Satz 3.31 gelten und sei x, € 0f).

Nach Bemerkung 4.1, Lemma 4.2 und Lemma 4.7 sind sowohl die
Sesquilinearformen, als auch die Funktionenrdume invariant unter

Translationen und orthogonalen Transformationen. Deshalb kann

geméf [St] Lemma 6.3.1 folgendes angenommen werden:

Es existiert ein wg € Cg(R"™ ") mit | Vwgl||, < R, wr(0) =0 und Vwg(0) = 0.

Weiter existiert ein R, > 0 mit

Br. N H,, = Bp. N

Ohne Einschriankung sei 0 < R, < 1. Daein 1 < ¢ < oo existiert mit
supp(wg) C B, ist nach Definition 3.1 wg € Mpg.

Seien die Funktionen z,y wie in Definition 3.3 erklart und sei 7" die zugehorige

Piolatransformation.

Es ist y(Bgr,) Gebiet und es existieren 0 < R, < R, < co mit:
Br, C Bry C y(Bkr.)

Dann gilt:
x(Bg,) C Bg, und x(Bpgy) C Bkg,.

Sei nun R.'(x.) > 0 mit By C 2(Bgr,).
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Sei @ € Y"(Q2) und sei ¥, C C5°(Bgm).
Gemi Lemma 4.3 ist ¥, ® € YY(H,,).

Sei G’ wie in Definition 3.6 erklédrt. Dann folgt mittels des Satzes 3.16
U,® € T(Xg(H)).

Weiter folgt T7'(0,®) € X5%(H) und supp(T~'(V,®)) C Bg,.

Aus den Lemmata 4.8 und 4.9 folgt die Existenz einer Folge

(CI)S‘V))VEN C {QZ v, € CCOO(H N BR;/) fiir i = 1, ey — 1 und v, € CSO(H N BRQ)}

mit

|V (2 -1 (w.2))

— 0.
q,H

Aus Lemma 2.3 folgt dann fiir alle v € N :
/ DIV fdr = — / div®d) fdz fiir alle f € C°(R™)

H H

Sei €, := QN Bg,.
Sei nun T(®)) durch 0 auf Q, fortgesetzt.
Dann gilt T(®); ¢ CY(Q,) fiir alle i = 1, ..., n.

—%

GeméalB Lemma 3.14 ist mit C' > 0 und v — o0 :

fe(ra) v

qu*

— 0
q,H

<C Hv (2 -7 (w.0))

Sei d¥) == T(2%)) c C'(Q.).
Wegen z(Bpry) C Bg, gilt nun nach Lemma 3.15:

/ dVV fdx = — / div(d") fdz fiir alle f € C°(R™)

Qe Qe
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Setze d™) durch 0 auf Q fort.

Dann ist

o w0

— 0
q,{2

und

49 pds =~ [ div(a@t) s
Q Q
fir alle f € C5°(R™).

2) Sei Q(BG).
x, € 002 war beliebig. Dann bildet {BR(I*)(:v*) = 8Q} eine offene
Uberdeckung der kompakten Menge 0.

Also existiert ein m € N mit 02 C U Bryr (e, (Tk)-
k=1
Sei B,/CH = BR;C”(ock)(xk>

Weiter sei B := Q\ U BY. Wegen Lemma 1.4 folgt B kompakt und B C Q.

k=1
. 1 .
Also kann B durch endlich viele Kugeln vom Radius < §dz’st(B ,00)

uberdeckt werden.

Also existiert ein m € N und fiir j = 1, ..., m existieren Bj C R" offene Mengen,

so dass gilt:

BCGBjund GB]-CCQ

J=1 J=1

Sei B := U B;. Dann ist Q C U By

j=1 k=0

Sei 1= Wy(x) mit ¥, C C5¥(BY).
k=0
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Fiir k = 1,...,n existieren wegen Teil 1) dieses Beweises gl,(:) C C'(Q) mit

fo (a0 -

—0
7,9

und

09 pds =~ [div@?) s

Q 0
fur alle f € C°(R™) und k£ =1,...,m.

Wegen B CC Q, ist ¢ := dist(By',0Q) > 0.
Durch Anwendung der Friedrichsschen Glédttung erklart man die Folge

2
(Wod)ven == / Jelw —y)@(y)dy fiv v = =, wobei j. € C5°(B(0)) den
Q
radialsymmetrischen Kern der Gléttung bezeichne.

Somit ist |V ((¥o@), — Yod)l|, — 0 fiir v — oo und fiir f € C7°(R") gilt:

[(ws2), Ve =~ [ai(uip), iz

Q Q

Sei nun d[()'/) = (Ue®), und d¥) = Zc_lg/).
k=0

Dann ist d, € C'(Q) und es gilt fiir alle f € C°(R") :

/ dVV fdr =" / AV fdx

Q k=0"q

=-y / divd” fdx

k=0 "¢

= / divd™ fdx

Q

Daraus folgt d, C D(2) und es ist

Hv (4 - o) < ; Hv (4 - w,0)

— 0.
q,9
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3) Sei Q (AG).
a) Sei Ry(Q) wie in (1.1.2) definiert und ® € Y'"9(€2). Weiter sei ¢, (z) wie in
Definition 4.6 erkléirt. Mittels des Lemmas 4.4 folgt ¢ap,@)® € Y(Q).

Fiir n € C°(R") gilt supp(npary@)®) C R"\Bsg, und es existiert ein ¢y > 0, so
dass mit 0 < € < ¢ fiir die Friedrichssche Glattung gilt:

(np2re)®), C CF°(Q)
und

| ((n2r0 @), = NP2 D) ||qQ + |V (n92r0) @), — NP2R0(2) P) HqQ — 0

flire — 0

Daraus folgt n@ar,o)® € H&’Q(Q) und daraus @ap, )P € ]:I,lq(Q)

Seig>n:

Nach [Si/So] Theorem 1.2.7 gilt: H29(Q) = Hy(Q)

Also existiert nach Definition von Hy?(Q) eine Folge v/, € C(£) mit
IV (poro® = 2]) ||, = 0

und
/QLV\I’dx = —/divyfj\lldx VU e C°(R™).
Q 0

b)Seil<g<n:
Nach [Si/So] Theorem 1.2.16 gilt:
Hy1(9) = Hy" () ® {apar, : @ € R}

Also existiert ein o € R", so dass mit

Paro L = (P2r()P — AP2r©@)) + AP2RN@)
gilt:

Poro@) @ — apary (o) € Hy'(Q)
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Somit folgt die Existenz einer Folge v/, C C5°(Q) mit
IV ((p2r02 = aaro) =0 ||, = O

und
/QLV\I’dx = —/divyfj‘lldac VU e C°(R™).
0 0

Daraus folgt:
IV (£2r022 = (v, + ap2ro@)) [, 0
= |V ((#2m00)@ — aparo(@) — 1) ||, q — 0

Wegen (1 — gpgRO(Q)) ®ecYh(Qn Bupry(a)) folgt mittels Teil 2) dieses

Beweises, die Existenz einer Folge v}, € D( N Byg,(q)) mit
[V (1 = paro() @ —vy) | — 0.

0N Byry(0)

Setze nun v’ durch 0 auf Q fort, so ist v” € D(Q2) und es gilt:
[V (1 = p2ro(e) 2 — 7))

— 0

7,92

Sei nun @, := v/, + v. Dann gilt ®, € C'(Q2) und es folgt die Existenz von
r, =r(®,) >0 mit ¢, (x) =0 fir |z| >r,.

Weiter gilt
[V (2~ (2, + avarye)) |, 0
< ||V (020 @ — (1), + avaro@)) |0 + IV (1 = p2roi@) 2 = 0) ||, o — 0

sowie

/ ®,Vdr = — / divd, Udz ¥V ¥ € C(R™).
Q Q
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Lemma 4.11.

1
Seil < q< oo, Q(AG)/(BG), mit 9Q € C* und \; > _E’)\z > 1.

Zu jedem xg € OQ existiert ein 0 < R' = R/(x¢,09,q) < 1 und ein C = C(R') > 0

mit
HV (77}_)) Hq,QR/(wo)
s - B (np, v, Ar, Qe (20))
- Oséyexl’q/(QR/ (z0)) ||vy|lq’,QR/(xo)

fiir alle p € Y24(Q) mit Qg (x0) 1= QN Br(wo), n € C5° (B (20))-
- 2
Beweis.

1) Sei 1 > R > 0 so klein gewihlt, dass die dualen Variationsgleichungen
von Satz 3.31 gelten und sei zy € 0f).

Wie im Beweisteil 1 von Lemma 4.10 kann o.E. (nach geeigneter Drehung und

Translation) angenommen werden:

Es existiert ein wg € CH(R™™!) mit ||Vwg|,, < R, wr(0) =0 und Vwg(0) = 0.
Weiter existiert ein R’ > 0 mit

B N H,, = Bp N

Ohne Einschrinkung sei 0 < R’ < 1. Da ein 1 < € < oo existiert mit
supp(wr) C Be ist nach Definition 3.1 wgp € Mp.

2) Sei nun p € YH(Q).

Mit n € C{);(B%/) gilt wegen des Lemmas 4.3 np € Y9(Q2).

Also ist np € Y"(H,,,, N Bg').

Setze nun_ng durch 0 auf H,, fort. Mit G wie in Definition 3.6 ist daher
np € Y ¢*(H.,,,) und supp(np) C Bp.

Sei p € C§°(Bar ) mit 0 < p < 1und p(z) =1 fir z € Bp'.
3 2
Weiter sei 0 # v € X};’q,(HwR).
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Wegen Lemma 4.3 gilt daher:

p € Y (Hoy)
Weiter ist
<V(np),Vo >p, =<V(np),V (pv) >nu,,
und
< div(np), dive >p,, =< div(np), div (pv) >5,

sowie

> [atmidwde= 3" [ o6 (o), do

k=1, ik=lpy,
Mittels Satz 3.16 gilt weiter:

IV (o)l g 1., < IVPOllg 1, + VRN

S VAl GVl 1Pl V2l

< (1+CIVol) IVully g, mit ¢ >0

(.

:2‘6/

Aus (4.11.1) folgt pv € ng/(HwR) und es ist supp(pv) CC Bpr.
Somit ist pv € Xl’q’/(HwR N Br) = Xl’q/(Q N Br) = Xl’q/(QR/).

Weiter gilt:

|B;(np, v, Ar, Hep)|
IVlly

|BT(771_)7 PY; )‘7'7 QR’)
IV ()l oy,

<
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Somit ist:

IV (o)l g,
= ||V(p)

¢ Hop

B (np,v, A+, H,
< 0 s (np, v )

Satz 3.31 00eY L (H, ) HVQHq/,HwR
<C sup BT(T/B)Q7 >\T7QR,)
s G

orpey (0, IVelga,

Lemma 4.12.

Seil < q< oo, QAG)/(BG) und xy € S
Weiter sei 0 < r < 0o mit Ba.(xg) CC Q.

Dann existiert ein C = C(q,r) > 0 mit
IV (np) |
B (np, v, Ar, By (@
<C sup (77]2 v 2r(0))
oot Bor(oo)) V2B eo)

fiir alle p € Y'4(Q) und 1 € C§°(B,(z0)).

(LBQT (IO)

Beweis.

Sei p € C5°(Bar(9)) mit 0 < p < 1 und p(z) =1 fiir alle 2 € B,(zy).
Sei ® € Léq/(R") mit G CC R™\ By, (z0) und sei v := pP.
Dann gilt mittels des Lemmas 4.5:

v € Y (Byy(10))

Weiter gilt mittels [Sil] Theorem 3.6:

IVUlly By @) = IV (02l 5y, (20
< HVPQH(;/,BQT(IO) + Hpv@”q/,Bzr(azo)
< IVolloo [12llg 5y, (wo) + IVl 5y, (o)
< Vol ClIVEly gn + IV, 5y, (@0)
< (14 OVl V], g

~
=C">0
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Wegen [|Vpl|,

‘BT (z0) = = (0 und p|BT($O) =1 ist VQ|BT(930) = V@BT@O)-

Somit gilt nun fir 0 # ¢ € Léq/ (R™) mit der Eigenschaft V(p®) # 0
wegen p® € Y (B, (20)) :

| B-(np, ®. A, R™)|
Ve[, zn

| B-(11p, (p®), Ar, Bar(20))]
||V(P®qu,3%(xo)

‘Br(m_% v, Ar, Bzr($0))|
||vqu’,Bgr(m0)

<

< sup
0#£veY 1 (Bar(z0))

Sei nun p € Y'"(Q). Dann ist mit Lemma 4.3 np € Y19(€).
Setze nun np durch 0 auf R™ fort. Wegen G CC R™\ By, (1) ist np € Lg*(R™).

Also folgt aus letzter Abschédtzung mit Satz 2.8 beziehungsweise Satz 2.18:

IV ()|, 5, o)

=V ()|, g

| B (np, @, A+, R™)|
VO] o

S C/Ic/ sup |BT(7H_97Q7 )\T7BZ7‘($0>>‘

0£veY 7' (Bay(w0)) HVQ”‘?”B%(J”O)

<C"  sup
0£2eLg” (R)

Lemma 4.13.

Seil < q< oo, Q(AG) und 00 € C?. Sei Ry(Q) wie in (1.1.2) definiert.
Weiter sei pary (o) wie in Definition 4.6 erklirt.
Dann existiert ein C' = C(q, Ry, Q) > 0 mit

IV (e2ro@p) ],

B (SOQR()(Q pav )‘ Q)

<C su
= P Vol g

0AvEY ()
fiir alle p € Y9(Q).
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Beweis.

Sei pe yla () und sei weiter @, Ro(@)P auf R"™ durch 0 fortgesetzt.
Dann ist pary (0 P L?OC(RTL>‘

Somit ist O (P2re@P) = PiOkP2re() + P2ro@)0kp, € LI(R").
Daraus folgt war,)p € L& (R™) mit G cC K wobei K wie in (1.1.1) definiert ist.

Sei nun ¢ € qu/(R”) mit G CC K und sei v := @py)@.
Dann folgt mittels des Lemmas 4.4 v € Xl’ql(Q).
Es ist pry)(x) = 1 fiir alle 2] > 2R,(£2) und daher ist:

vy’R"\BzRO @ V@’R"\Bmo (@)

Sei v durch 0 auf R" fortgesetzt. Dann ist v € qu' (R™).
Weiter gilt mittels [Sil] Theorem 3.6:

IVullya= |V (¢ro @) e
< [Ver@2|, o+ lor@ Ve[, 4
< [|Vero@|lo 121l 5,785, + V2l 2o
<|[Veryo| . ClIIVEl,gn + VLI, g
< (4 CIVer@lle) IVl e

fC’>O

Somit gilt nun fiir v # 0 :

’B P2Ry(Q pvq) /\ R )}

IV, zn
B, A, Q)
S C | (902R0 U, )|
HVQHq/,Q

Also folgt mit Satz 2.8 beziehungsweise Satz 2.18:

IV (e2ro@) ],

=V (902R0(Q)E)HqR"
B, <902R0 p2 A, R )

<C"  sup

0£2eLy (R) Hv@“t]’,ﬂ%“
< C”C/ sup BT(@2R0(Q)B7 v, )\Ta Q)
B OveY 11(Q) Vull, o
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Lemma 4.14.

Sei Q(BG)\(AG) mit 90 € C°, p € YH(Q), A\, # —1 und sei

B.(p, ®, A\, Q) =0 fir alle ® € Y (Q).
Dann existiert ein p € C*(Q2) mit p = p f.i. in Q.

Beweis.
Trivialerweise gilt:

CF(Q) C Y (©)

Somit gilt:
B-(p,®, A+, Q) = 0 fiir alle ® € C°(Q2)

Sei ¥ € C5°(Q) und @' := V. Dann ist &’ € CF°(Q).

Also gilt fiir 7 =1

und fir 7 = 2

0= Z /dpk&akllldm + Z /@pkakaztlldx —+ ()\2 — 1) Z /azplakak\l’dx

Mit partieller Integration folgt dann fiir 7 = 1,2 :

0=(1+A) ) / 0;pi0, 0, Udx:

ik=1"(

Aus dem Weylschen Lemma (siche auch [Si4] Lemma 2.7) folgt die

Existenz eines h € C*(Q) mit divp = h f.i. und

Ah = 0.
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Sei jetzt @} = Zajajllfi mit U, € C5°(Q) fir alle i = 1, .., n.
j=1
Es gilt ®” € C(Q) und es gilt mittels partieller Integration fiir 7 = 1,2 :

ig,k=1" k=1 "¢ ij=1
S
= 0
(4.14.1)

Also ist Z /piAQ\Ili =0 mit U, € C5°() fir allei = 1,...,n.
i=1 %

Sei jo € {1,...,n}. Firalle j =1,....,n, j # jo setze U; =0 € C5°(12).
Dann folgt:

Z /pioA2\I}jo = 0 fiir alle \Ijio S CSO(Q)
i=1"g

Also folgt nach dem Weylschen Lemma fiir A? ([Si4] Theorem 3.4) die Existenz
eines pj, € C*°(Q2) mit pj, = pj, f.ii. in Q. Also existiert ein p € C*(£2) mit
p=pLi. in Q.

Lemma 4.15.

Sei Q(AG), 0Q € C?, Ry(Q) wie in (1.1.2) erklirt und r > Ry(€2).
Sei A # —1, p € Y(Q) und B, (p, ®, \,, Q) =0 fiir alle ® € Y7 ().

Dann gilt: VE‘RH\BQ € L*(R"\B,)
Bewezis.

Durch Anderung auf einer Nullmenge ist wegen Lemma 4.14 p € C™(9Q).
Sei A, = {x € R" mit r < |z| < 2r} CC Q.

Dann gilt p € L*(4,) und Vp € L™(A,) fiir alle r > Ry(Q).

Sei ¢, (z) wie in Definition 4.6 und K wie in (1.1.1) erklért.

Weiter sei G cC K und ® € D,(R™). Dann ist ® € qu, (R™) C LY (R™).
Somit folgt wegen Lemma 4.4 ¢, @ € Xl’q/(Q).
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Es ist p € L"9(Q). Also folgt wieder mittels des Lemmas 4.4 ¢,p € Y"(Q).
Setze ¢,p durch 0 auf R" fort. Wegen G CC K folgt ¢,.p € L& (R™).

Also gilt:
B (p, (¢r®) ; Ar,€2) =0

Daraus folgt

Bl(90r1_97 @7 /\17 Q) = / [&c@rﬂﬁk@z - akglak(zpriz] dx

Q ik 1

und

n

Z [@:%p Oh®; — Okp, Oy @ ] dr

i,k=1
n

BQ(@T‘E) g? )\27

[@%z_oiaiik - 3@@%@4 dx

i, k=

—

n

(A2 —1) Z [ai%«]_ﬁiak@g - 8@'1_7101990er] du.

i,k=1

+

+

Wegen supp(Vp,) CC ) ist

Bi(prp, @, A1, R") = / [@%Qi@k@i - akgﬁk%@i} dx

ik=1

T‘

n

1 / zsorp Dy, — &;g.aksor@k] dx

A, i,k=1

und
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By(prp, @, A2, R") = [@C%Z_?ﬁk@i - ak]ziak@r@z} dx
ik=1

[@q%}_?iai@k - akgiai@r@k} dx

_l’_
P B

i,k=1

+ -y [am,,giak@k . aﬂ_giakgo@k] dz.

i,k=1

b

r

Da Dg,(R") dicht in Li*(R") liegt und p, Vp € L*(4,) folgt mittels
der Poincaréungleichung:
‘BT((SOTE) a@a )‘Ta Rn)‘ é C HVQHZR”

Wegen ¢,p € L5Y(R™) folgt mittels Korollar 2.16 bezichungsweise Satz 2.18
V(erp) € L*(R").

Somit ist V£|Rn\32 € L*(R™\Bzp).

Lemma 4.16.

1
Seil < q< oo, Q(BG) mit 00 € C*, xo € 00, A\ > - und Xy > 1.
Weiter sei p € Y9(Q) und
B (p, ®, A, Q) = 0 fiir alle ® € Y (Q).

Dann existiert ein Ry > 0 mit:
np € Y'2(Q) fiir alle n € C§°(Bg,(10))
Beweis.
Wegen Bemerkung 4.1 1) sei nun ohne Einschrénkung xy = 0.
1) Sei g > 2.

Fiir jedes Ry > 0 folgt aus Lemma 4.3:
np € Y29(9) fitr alle n € G (B, (x0))

Wegen der Hélderungleichung ist np € Y'"*(€).
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2) Sei ¢ < 2.
Wie in Teil d) des Beweises von Lemma 3.30 gibt es genau ein k € N

mit1§k<ﬁgk:+1. Es sei ¢; :== i fir j =0,..., k.

q n—73q9
Dann gilt g > n > 2 und fiir j =0,...,k — 1 ist ¢; < n.

7’Lq]'
n — Qj

Weiter gilt fiir die Sobolev-Exponenten ¢; = die Beziehung

*_

q] qj+1 fU.I']:O,,k’—l

Fiir den dualen Exponenten gilt:

G =14q, q;<nfiralle j=1,.. kund (¢j)" = ¢;_, fir j =1,...,k

Fiir 1 < § < oo sei R(G,n) wie in Satz 3.31 definiert.
Sei R :=min{R(g;,n):j=0,....k}.

Wie im Beweisteil 1) des Lemmas 4.11 existiert zu diesem R ein wg € Mp
und ein 1 > R; > 0 mit

Br, NH,, = B, NS
Wegen Lemma 4.2 sei ohne Einschrénkung Bg, N H,,, = Bg, N L.

Fiir j = 0,...,k+ Lseir; :== Ry - 27U und Q; == B,, N Q.

Seien T"und G in Abhéngigkeit von w wie in Definition 3.6 gewéhlt.
Sei v € T(Dg(H)) € Y5 (H,,) und fiir j =0, ...,k + 1 sei p; € C5°(B,,) mit

0<e<lund ¢; =1, .
Tit+1

Aus Lemma 4.3 folgt ¢;u € Y7 (Q) und pip € YH().

Wegen B, (p, v, Ar, Q) = 0 gilt

Bi(pjp, v, M, Q) = / > [ak‘;@j]_)iakyi - akﬂiak@jﬂz} dx

o k=1

+h / > [@%Bﬁwk - az-zgﬁksojyk] dx (4.16.1)

o k=1
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und

B (pjp, v, A2, Q) = [(%sojz_?i@kyi - akzgﬁksojyi} dx
ik=1

[%%Qi@-yk - 0@2@-%%} dx

o~
—

i

_|_

_I_
O — OT— o~

i,k=1

Zeige nun mittels Induktion fir alle j = 1,....;k + 1:
1,q;
pip € Y5 (Hop)

Aus Lemma 4.3 und ¢y € C5°(B,,) folgt pop € Y(QNB,,).
Sei pgp durch 0 auf H,, fortgesetzt. Dann gilt:

9001_) € Zéqo (HwR)

Fiir j = 1,...,k sei nun p;_1p € ngjfl(HwR).
Aus Lemma 3.29 folgt fiir alle 7 > 0 :
wj-1p € LY (H,, N By)

Wegen ¢;_1 € C5°(B,,_,) folgt v;_1p € LY (H,,) und es ist ;1 =1[; .
p -

Daraus folgt:

HB”%QJ. < H@j—l]j”qﬂ_ﬂ% < 00

Zusammen mit M; := ||[Vy,|| . und v € T(D,(H)) folgt dann

/ (ﬁ: [%@jljiﬁwi] + M\ En: [aisé?jgiakyk}) dx

o \ik=1 ik=1
<251+ 30 [l o, 19l 1,

J
und
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(Z Okpjp,0kv; + Oripip,0; vk} + (A2 —1) Z [@‘%Bﬁwk]) dx

i,k=1 k=1
M L+ 22) pll, o 1V2ly m, -

Aus Lemma 3.29 folgt fiir alle 7 > 0 :

[elly, mopnm, < C IVl

Wegen supp (@;) C B,, folgt

/ Z Op, 31&0]_@} + A Z [@‘Qiakwﬁk] dx

Q i,k=1 i,k=1
< Cy\,M; vaH o, IVl

a;Hop

und

/ (Z [&c]_?i@k@jyi + akﬂiai@jyk} + (A2 —1) Z [@‘Z_?iak@jﬂk]) dx
6 \ik—1 i k=1

< O\, M; HVPH |VU|| Hop

Zusammen mit (4.16.1), (4.16.2) und C" = C’(p, R, j, A;) gilt also
fir v € T(D(H))
‘87’(903'27 U, Ar, Q)‘ < ' HVQHq;,HwR

Aus Lemma 4.3 folgt ;0 1p = ¢;p € Kéqj’l(HwR).
Zusammen mit Lemma 3.32 folgt ¢;p € Y 5" (H,,).

Fiir j = k ist g, > 2. Mittels Teil 1) dieses Beweises folgt @xp € Y5 (H,y,).
Sei nun Ry := r441. Fiir n € C5°(Bg,) gilt wegen Lemma 4.3
np = nerp € Y& (Hay).

Es ist Br, N H.,, = Br, N Q C Q. Daraus folgt np € Y"*(Q).
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Lemma 4.17.

Sei Q (BG), u € L"(Q) und €(u) = 0.
Dann gilt u(z) = A(z) + a mit a € R", A € R™" und A' = —A.

Beweis.

Wegen €(u) = 0 gilt fiir alle ® € C3°(Q) und i, k, 7 =1,....,n:

0= % /6ik(ﬂ)8j¢dﬂ7 — /eﬂ(g)ﬁk@dx + /ekj(g)aid)dx
Q Q Q
Q Q

Q
1
Q Q @

Q Q Q

Q
= /&uk(‘?]@dx
9)
Daraus folgt 9;,0;u;, = 0 fiir alle 4, 5,k = 1,...,n.
Daher ist u(z) = Az + a mit a € R" und A € R™".

Fir alle i,k =1, ...,n ist

0 = e (u) = Oiuy + Oku; = gz + ag;.

Daraus folgt A" = —A.
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Definition und Bemerkung 4.18.

Seil < q<ooundQ (AG)/(BG).
Weiter seien:
S(n,R) :=={AeR™™: A'=—A}
S1Q):= {2 e Y"(Q): ®(z) = Az +a mit A€ S(n,R) und a € R"}

Fir A,B € S(n,R) sei

< A,B >1= i azkbzk

ik=1

Ist Q(BG), so gilt gemafs Lemma 4.17 S1(Q) = {@ cYh(Q):e(®) = 0} )
Weiter gilt S1(Q2) = S™(Q2) fir alle 1 < r < oo.

Ist Q(AG) und 1 < r < oo, so gilt fir alle 0 # A € S(n,R)
V(A-+a)=A¢ L (Q).
Fiir ® € YY" (Q) mit ® = a € R" folgt gemdff Lemma 1.5 a = 0.
Daraus folgt
5(0) = {0}

Fir Q(AG)/ (BG) sei daher S(2) := S9(Q).

S(Q) ist endlichdimensionaler linearer Teilraum von Y (€2).

Weiter set
RY(Q) = {y S Zl’q(Q) < Vu, V¥ >q=0VV € §(Q)} i

Wegen der Stetigkeit der Sesquilinearform < V., V. >q: Y(Q) x Y1'(Q) —» R
ist RY(Q) abgeschlossener Unterraum von Y 7(€2).

Somit ist R1(Q)) ein Banachraum.
Aus [Al] Lemma 5.8 folgt dann die Reflezivitit von R?(€2).
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Falls uw € S(§2), so ist natirlich wegen e(u) =0
By(u, ®, X5, Q) = 0 fiir alle ® € Y ().

Die folgende Zerlegung von Y "%(Q) erlaubt es, diesen endlichdimensionalen

Nullraum S(Q2) auszuschlieflen.
Lemma 4.19.

Sei 1 < q < oo und ) (BG).
Dann gilt: Y (Q) = RY(Q) @ S(Q)

Bewezs.

Sei
veYH(Q)

und
M(Q):={A € S(n,R): Zu A existiert ein a € R" mit A-+a € S(Q)}.

Wegen der Linearitidt von S(2) folgt die Linearitat von M (€2).

LA 1a)es).

Sei A € M(Q2) und u := Q)

Daraus folgt:

1
u € Y(Q) und B /(duk — Opu;)dx =A
Q kji=1,..,n

Mit

1 1

3 (0;Py, — dx P e Y ()

Q kji=1,...n

gilt daher

M(Q) € K(Q) C S(n,R).

Weiter gilt dim(M(©2)) < oo.

Somit ist M () abgeschlossener linearer Teilraum von K((2).
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Daher folgt die Existenz der orthogonalen Projektion P : K ()
1
P 5/(8iyk — Ok, )dx =:|Q| B
Q kji=1,..n

und fiir alle A € M(9) gilt

0=< /(@gk — Oy, )dx — Q| B,A>
Q kji=1,....n
Z / [( 8 U — 8;4)1) + bzk) ak1:| dz.
i,k=1 Q

Wegen B € M(Q) existiert ein b € R" mit B - +b € S(Q2).

Sei vV (z) := v(z) — Bx — b und v (z) := Bz + b fiir alle z € Q.

Zeige nun: v'Y € RI(Q)

Sei ¥ := A - +a € S(2). Dann gilt:

< Vo, VI > = Z/@vk 0, dx

lk‘lg

:—Za;ﬂ/avk der + = Zakl/avk

i,k=1 'Lk 1
:—Za;ﬂ/ﬁvk da:——Zalk/é?v,(g)dx
i,k=1 i,k=1
:—Za;ﬂ/ﬁvk dx——Zakl/akv
i,k=1 i,k=1
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Weiter gilt:

(
_! Y ki /((aﬂik — Okv;) = (bri — bir)) da

= - ki /((@Uk — Okv;) + 2by,) d
s

Wegen v e S(Q) c YH(Q) und v € Y(Q) folgt oM e YhQ).
Daraus folgt vV € R1(Q).

Definition 4.20.

Firl <t < oo sei

YY(Q) fir T=1 im Falle Q(BG)
ZHQ) =< RY(Q) fir =2 im Falle Q(BG) .
YY(Q) fir 7=1,2 im Falle Q(AG)

Lemma 4.21.
1
Sei Q(AG)/(BG), 00 € C?, A\ > - und Ay > 1, p € Z(Q2) und
mit T = 1,2 sei B.(p,®,\,,Q) = 0 fir alle & € Y7 ().

Dann gilt: p =0 f.i. in
Beweis.
1) Sei ©2 (BG).
Es ist p € Y"9(Q). Aus Lemma 4.16 folgt:

Fiir alle zy € 0N existiert ein Ry > 0, so dass fiir alle n € C3°(Bg,(x¢)) gilt
np € Y*(Q).
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Da 0f) kompakt ist, existiert ein m € N und z € 902 mit k = 1,...,m und

o) C U BRk<Ik)

k=1

Fir k= 1,...,m sei By := Bg, (k).
Sei B := Q\ U By,. Wegen Lemma 1.4 folgt B kompakt und B C Q.
k=1
. 1 3
Also kann B durch endlich viele Kugeln vom Radius < §dist(B ,002)

uberdeckt werden.

Also existiert ein m € N und fiir j = 1, ..., m existieren Bj C R" offene Mengen,

so dass gilt:

BCOBjund OBjCCQ

j=1 j=1

Sei nun By := U Bj. Dann ist Q C U B;.
k=0

j=1 =

Sei 1 = Z\I/k(m) mit ¥, € C5°(By).
k=0

Dann folgt aus Lemma 4.16 Up € Y'"*(Q) fiir alle k =1,...,m.
Wegen Lemma 4.14 existiert ein p € C*(€2) mit p = p f.ii. in Q.
Weiter gilt Wop € C5°(Q) € Y"(Q) und Wop = ¥op f.ii. in Q.
Somit folgt Wop C Y'2(Q).

Also ist

p=Y WipeY Q).

k=0
Aus Satz 4.10 folgt, dass fiir alle 1 < ¢’ < oo D(€) dicht in Y"9(2) liegt.

Somit gilt:
B (p, @', A\;,Q) = 0 fiir alle &’ € D(Q)
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Wegen der Setigkeit des Funktionals
F*(Ql) = BT(E? 9/’ )\7'7 Q)

folgt:
B, (p, ®", \,, Q) = 0 fiir alle 9" € Y'2(Q)

Also ist B-(p,p, M-, Q) = 0.
Sei nun 7 = 1.
Dann folgt:

HVBH;Q + A HdiUBH;Q =0

Ist)\lzosoist];):O.

1
Seinun — — < A\; < 0.
n

Angenommen: p # 0
Es ist ||dz'vg_)H§Q <n ||VBH§Q und somit

0=|p|[5 , + M [|divp]3,,
> (Vo5 + an || Vol[5 -

1
Also ware 0 > \yn+ 1, d.h. — — > XAy, ein Widerspruch.
n

Sei nun 7 = 2.
Aus By (p, p, A2, §2) = 0 folgt dann:

1 n
0= 5 Z |0ipr + 3sz'“;,9 + (A2 —1) HdwEH;Q
ik=1

Fiir Ay > 1 folgt:
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0= Z 10:px + Opill g

ik=1

Nach Lemma 4.17 folgt die Existenz von A - +a € S(2)
mit p(z) = Az + a fiir alle v € Q.

Wegen p € RY(Q) folgt fiir alle ¥ = B - +b € S(1)

0=<Vp, VI >o= > auby |9 .

i,k=1

Mit ¥ := A - +a folgt Z az, = 0 und weiter A = 0.
ik=1
Wegen Lemma 1.5 gilt a = 0.

Daraus folgt insgesamt

QzO.

2) Sei Q (AG).
Sei ¢, (z) wie in Definition 4.6 erklért. Fiir Ry(€2) aus (1.1.2) folgt mittels

des Lemmas 4.4:
P2, (r)p € Y(Q)

Wegen p € Y4(Q) folgt daher:
(1 = ¢2ro@) p € Y(Q)

Wegen supp((l — gszO(Q)) p) C Byg, verschwindet (1 — gogRO(Q)) P

in einer Umgebung von 0Byg,.

Also folgt:
(1 = @2ry(@)) P € YUQN Bigy(e)

Da QN Bug,ya) (BG) ist, folgt mittels des ersten Teils dieses Beweises :
(1= w2ry(@) p € Y2 (20 Bigy (@)

Wegen des Lemmas 4.14 folgt die Existenz eines p € C*(€2) mit p = p f.ii. in €.
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Somit ist par,)P € C™(2) und Yar,@)P = Pary@)p f.i. in Q.
Daraus folgt:
()OQRO(Q)I_) € Llloc<Q) und (:OQRO(Q)]_9 € L?OC(Q)

Es ist

Wemoplio= [ Vel <o
supp(Voarg ()

und mit Lemma 4.15 folgt:

Vool = [ 19of <o

R™\By Ry ()

Somit ist V (@230(9)1_9) € éQ(Q)
Also gilt mittels des Lemmas 4.4 par,)p € Y%(Q) und zusammen mit
(1 — ngO(Q)) pE Y1#(Q) folgt pE Y2 (Q).

Fiir den Fall 7 = 1 folgt analog zu Teil 1) dieses Beweises p = 0.

Im Fall 7 = 2 folgt wieder

0= Z 10:px + Okpill5 g -

ik=1

Nach [Gr] Satz II1.1.6 folgt dann
p=0

Satz 4.22.
Seil < q< oo, Q(AG)/(BG) mit 9Q € C?, \; > —% und Ao > 1.
Dann gelten die dualen Variationsungleichungen beziiglich der Bilinearform
B, A, Q) auf ZUQ) x Z7(Q) mit T =1,2.
Beweis.
1) Angenommen die Behauptung sei falsch. Dann existiert eine Folge

p, C Z%(£2) mit HV}_?k =1 und es gilt:

q,9

B:(p,. 2, A, )
IVe|, o

(") ._

€ — 0 fir £k — o

sup
0£2eZ? ()
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Da Z9(Q2) ein reflexiver Banachraum ist (Bemerkung 4.18 bzw Lemma 1.12),

folgt die Existenz einer Teilfolge p,  C Z(£2) mit p, = p, wobei p € Z%(9) ist.
Sei im Weiteren diese Teilfolge mit p bezeichnet.

Fiir & € Z7(Q) gilt einerseits
B:(p,, 2, A, Q) — Br(p, 2,7, Q)

und andererseits

By(p,. 2,2 Q)| <& [IVO|, -

Also ist B, (p, ®,),, Q) = 0 fiir alle & € Z7(9). (4.22.1)

Fiir 7 = 1 folgt geméfl Lemma 4.21 p = 0.
Fiir 7 = 2 und Q (AG) folgt ebenfalls geméafl Lemma 4.21 p = 0.

Sei nun 7 = 2, Q (BG) und ¥ € Y1 (Q).
Aus Lemma 4.19 folgt die Existenz von ¥V € R (Q) und ¥? € $(Q) mit:
U=yl 4 g®

Wegen p € R(Q2) folgt
BQ(B? 2(2)7 )\27 Q) =0

und mit (4.22.1) folgt
BQ(E? 2(1)7 /\27 Q) =0.

Daraus folgt
Ba(p, @, X5, 9) = 0 fiir alle € Y'(Q).

Wegen Lemma 4.21 ist daher p = 0.
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2) Sei Q@ (BG) und 7=1,2:

Es gilt p, C L"(Q) und 09 € C?. Nach [Sil] Theorem 4.3 gilt p, C wh(Q).
Wegen der Kompaktheit der Einbettung .J : W(Q) — L9(2) (Satz von Rellich)
gilt:

p, > 0in L9(Q) (4.22.2)

3) Sei jetzt 2 (AG) und 7 =1,2:

Sei r > 2R,(Q) mit Ry(2) wie in (1.1.2) definiert, n € C3°(B,) mit n|z, = 1.
2

Sei p € YH(Q) und sei Q, := QN B,.

Wegen r > 2R,(Q) folgt 99, € C* und €, ist (BG).

Wegen Lemma 4.3 folgt np € Y1) und weiter wegen supp(np) C B, ist
np € Y(Q,).

— 0 fiir alle » > 2R,(2).

qvﬂ%
Sei [* € YH(Q,)* mit |F*(v)| < [ F* Iy rago,y [Vl 0, flirve YhiQ,).
Aus p € Y(Q) folgt np € Y(€,). Somit ist L*(p) := F*(np) wohldefiniert.

Zeige nun |/p,

Aus Lemma 1.10 folgt die Existenz eines C' > 0 mit:
IBll, 0, = €IV, q,

Somit ist:

IV (D)0, < IVl I2I, 0, + 192, o,
< (IVill. € +1)[[VB|, , mit C" >0

~
=:C

Daher gilt:
L@ < 17 lyra@y- € IVEl, 4
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Daraus folgt L* € Y"(Q)* und L*(p,) — 0 und damit F*(np,) — 0
mit beliebigem F* € Y'19(0,.)*.

Somit gilt:
Py, = 0in XLq(QT)

Mittels des Satzes von Rellich gilt:
np, 20¢e LYQ,)

Da n\Q% = 1 ist, folgt nun:

0 0 fiir alle » > 2Ry (2) (4.22.3)
@5

2

4) Sei Q (AG)/(BG) und 7 =1,2:
Aus Lemma 4.11 folgt fiir z € 012 die Existenz eines

diSt(BgRO(Q),x) falls Q (AG)
1 falls Q (BG)

und eines C” > 0, so dass mit Qp/(z) := QN Br/(x) gilt

0<R':R'(x)<{

IV ()|, 0, 0y
BT » Uy )\Ta Qr(x
<o sup (np r (7))
0£veY L (Qpi (z)) HVQHq/,QR/(m)
fiir alle p € Y'"(Q) mit n € C°(B (2)).

Da 092 kompakt ist, existiert ein m € N und z, ..., x,, € 02 mit

00 C U BR'(Ik) (.%'k) Fir k=1,...,m sei B, := BR/(zk) (.lek)
Pt 1 1
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Wegen Lemma 4.12 folgt fiir alle Z € Q die Existenz von 0 < R = R(Z) < oo
und C" > 0 mit Bz(Z) CC Q, so dass fiir n € C;°(B: (7)) gilt
2

IV ), 5. a0

< o sup BT(UB% /\T7BR(‘%))
0#veY ' (B (7)) ”VQ”q’aBR(:E)

fiir alle p € Y"(Q).

Sei Q (BQ) :
Aus Lemma 1.4 folgt Q' := Q\ U By, € Q und € ist kompakt.
k=1

S
Daher existiert ein s € N und Z,41, ..., Zs € Q mit Q' C U B, (7).
j=m-+1 4

Fiir j =m+1,...,s sei Bj := Baa, (7;).
i

Sei Q2 (AG) :
Sei Ry(f2) wie in (1.1.2) erklért und sei Q" := QN Byg,)\ U By.

k=1
So folgt aus Lemma 1.4 Q" C Q und Q" ist kompakt.

Daher existiert ein s € N und Z,,41, ..., Zs € Q mit Q" C U B, ().
Fiir j=m+1,...,s sei B; := Baga, (7;).
-

Sei @r(z) wie in Definition 4.6 erklért.
Weiter seien BO = Rn\B4RO(Q), \IJO = P2Ry(Q) und QO = Q.

5) Sei Q (AG)/(BG) und 7 =1,2:
Firi =1,...,m sei ¥; € Cg°(B ey (z:)) mit 0 < ¥; < 1Tund ¥l =1

und sei Q; := QN Bry(z,)(7:).
Firi=m+1,...,ssei ¥; € C°(Bg,z,) (T;)) mit 0 < ¥; <1und ¥,|p =1
5 2

und sei ; := QN B, ;. (%)
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Wegen der Lemmata 4.11, 4.12 und 4.13 gilt mit C; > 0 :

o =7 ()

<C; sup
0#veY 9" (Q))

Hvﬂk

q7Qi

BT(‘Iji]_?k7 v, )\T7 Qz)
IVl o

BT(\Iji]_?ku y? )\7'7 Ql)
1Vully o,

Sei d,(f) = sup
0vEY ' ()
Seii =0, ..., s fest gewihlt. Dann existiert eine Folge v, C Y19 (€;) mit
IV, [l o, =1
und

BT(\IIi]_jk7yl/7 )\7-, Q’L) — dg)

Also existiert zu jedem k € N ein v, € Y19 (€;) mit
”Vkaq’,Qq; =1

und

0<d) — B(Tip,, v, Ar, ) <

| =

Weiter ist fiir 7 =1:

i 1
d]g) S E + Bl<\11i]_?k7yk7 )‘17 QZ)

1 n
= E + / Z [Gj\lfipklajvkl + @jpkl\lfﬁjvkl + )\1 (8]'\Ijipkjal’l)kl + ajpkj \I]ial’l]kl)] dx
0, =1
1 n n n
= + / Z 0;V,pg, O vy, dx — / Z 0;pr, 05V vy, dx +X / Z 0;Vpy, Orvy, dx
0, =1 0, =1 0, ii=1
;?1 ;?2 ;;3
-\ / Z 9ipr; OViv, dr +Bi(p,, Vivy, A1, )
0, =1
L

2 4
1
< k + ; [ L] + | A Z [Tl + ‘Bl(]_jk’ Pivg, M, )

p=3
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Daraus folgt:

2 4
o 1 1
ay) < 2 DL Y+ 6 IV (Tl
pn=1

n=3

Fiir 7 = 2 gilt:

i 1
dy) < -+ Ba(Wip, vy Ao, Q)
1 n
= E + / Z [aj\ljipkl ajvkl + 0jpkl‘11i3jvkl + aj‘ljipklaﬂ}kj —+ @pkl\llialvkj] dx

0, =1

+ ()\2 — 1)/ Z (6j\11ipkj8wkl + 8jpkj\lfialvkl) dx

o, =1

1 n n
— E + / Z @\I&pkl@jvkldx — / Z @pkl@j\llivkldx —|—/ Z 8j\111-pk18jvkldx
=1 Q. 7l=1

. J/ J/ .
g g v~

=11 =:15 =:13

_ / Z @pkl@j%vkldx —|—(>\2 — 1) / Z 8]-\Ifipkjalvkldx

q, =1 q, J1=1
A TV 4 TV

=:14 =:I5

— ()\2 — 1) / Z @pkj@l\llivkldx +Bg(£k, \I/,-yk, /\27 Qz)

n

J/

J/

~
=:1g
6

4
DL+ e = U L+ Bl Wit de, )
p=1

=5

<

=

Daraus folgt im Falle 2 (AG) :

4 6
a1
A< 3+ Dl Do =1 D1+ 62 I (i)l

p=1 pu=5
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Sei Q2 (BG)
Aus Lemma 4.19 folgt die Existenz von (W;1,)" € R7(Q)
und (;v,)® € S(Q) mit:

(Wivy,) = (Pivy) W + (Vi) @

Wegen p, € RY() folgt
Bl (£k7 (\Ij’lyk)(2)7 /\17 Q) = 0.

Wegen dim(S(€2)) < oo, R(2) abgeschlossen und S(€2) N RY(2) = {0}

existiert ein C' > 0 mit:

v (W0;,)"

+ || (i)

< Hv ()| i,

<C|Vv (\I’iﬁk)nq,g

Daraus folgt:

a9 < 1 +Zu ]+]A2—1|Z|I |+’Bka, (W0, >,A2,Q)‘

u5

1
(1
<3 Zurmz—uZuHek v )|
1
<< ZUHW—HZIIH% IV (Wivg) 0
pn=1 n=>
SeiT=1,2.

Esist [Vl q, =1 fiir alle i = 0,...,; s. Daher existiert eine Teilfolge
Uk, C Kl,q/(ﬂi) mit Vg, et v in KLq/(Qi).

Sei diese Teilfolge im Weiteren mit v, bezeichnet.

Fiir alle s =1, ..., s gilt:
Ko := supp(VV) C (2N Bygyo)) und K; := supp(V¥;) C ;
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Daraus folgt:

|I5] < /Z 0;p, 0;V; (v, — v), dx| + /Z 0;pr,0;V,udx

%, J1=1 %, H=1

)VB;CH%Q (jlzl 10;%; (v, — U)ZHZ:,IQ) + / Z 0;pr, 0; Vv dx

%, Jl=1

IA

Wegen v, Z v in Kl’q/(Qi) folgt mittels des Satzes von Rellich fiir alle i =1, ...

lve = vlly g, — 0

Wie in Teil 3) dieses Beweises folgt fiir i = 0 :

v — QHq',KO — 0

Fiir i =0, .., s folgt daher:
10;%; (v = v)ill i, = 0

Fiir p € Y9(Q) sei
F*(p) =< Vp, V¥u >k, .

F* ist ein stetiges lineares Funktional in Y7((2).

Aus p, %0 in Y(Q) folgt somit F* (p,) — 0.

Zusammen mit HVpkH =1 folgt daher |I5] — 0 fiir kK — oo.
Pellya

Mittels (4.22.3) und (4.22.2) gilt fiir alle i = 0,...,s:

1) < oy <ivwl || otk — o
AT . p

q,K;

q,

Ebenso folgt:
|I3] — 0, |I4] — 0, |I5] — 0, |Is] — O fir k — oo
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Zeige nun die Existenz eines M; > 0 mit ||V (V)| o < M, fiir i =0,...,s:

Fiir i = 0, ..., s folgt aus Lemma 1.10 die Existenz eines C; > 0 mit:
111y, < G [Vl fir alle @ € Y1 (0)

Wegen der Lemmata 4.3 und 4.4 gilt:
v, € Y (Q,) fiir alle i = 0, .., s

Daraus folgt:

HV (\Illyk)Hq’,Ql S HV\Dzkaq/JQ + H\I]ZVQk’|q/7QZ
< CillVully o V¥l + 1VRrlly g,

Somit gilt d,(f) —0firk —-oocundi=0,...,s.

< C’id,(j) — 0 fir £ — oo.
i=0

=1 fiir alle £ € N.
q,2

Daher gilt HV}_)k . < Z HVQk
’ i=0

Dieses ist ein Widerspruch zu HV]_ok

q,B;
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Satz 4.23.

1
Seil < q<oo, Q(AG)/(BG) mit 00 € C?, \; > - und Ay > 1.
Weiter sei f € L(Q), und g € LI(Q).

Dann gilt:

1) Es existiert genau ein p = p(f) € Y (Q) mit

< Vp, VO >g +A < divp, div® >o= ) / fn0i®rdx
i,k=1 Q

fiir alle ® € Y7 (Q).

2) Es existiert genau ein u = u(g) € Z(2) mit

1 n
B < e(u),e(P) >q + (A — 1) < divu, divd >q= Z /gikai\lfkdx

i,k=1"¢

fiir alle ¥ € Z7 ().

Firk=1,2 gibt es Dy, > 0 und Cy > 0 mit:
i) D [pd]| < || <o
=, =

q,2
ii) Dy |[u(g)

p(f)

, [ir alle [ e L)

q,

o fiir alle ge LY(Q)

o SO e@

g, -
Beweis.

Mit £k =1,2 und C} > 0 ist:

ik=1"

ik=1"%,

in Q ||vg||q,Q fur alle 9 & leql(Q)

qu’Q V||, fir alle ¥ € R ()

Daraus folgt gemafl Satz 4.22 in Verbindung mit Satz 2.1 die Behauptung.
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Bemerkung 4.24.

Ist g = (gik)ik=1,..n € L(2), s0 ist durch

F*(®) := i /gikeik(@)dx fiir ® € Z7(Q) (4.24.1)

ik=1"q
natirlich ein stetiges lineares Funktional auf qu(Q) definiert.

Wegen

F*(®) = Z /%‘kﬁ‘k(@)dx

ih=1"%,
= Z /gzk(a&k + akgi)dx
ih=1"%,
=3 [udpide+ Y [anorddo
ih=1"%, ih=1%
= > / gir0iydr + / 9ri0; P dz
ih=1"% ih=1%
=y / (gir + gri) 0; Py da
i1 Y
’ Q =:2g7,

= Z 91 (0i®y + 0 ®;)dx

und g}, = gi; fur alle i,k =1,..,n

kann fiir Funktionale der Form (4.24.1) o.E. die Matriz g € L?(S2)

als symmetrisch angenommen werden.
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5 Die Randwerte
Definition 5.1.

Sei Q) (AG)/(BG) und k € Ny. Weiter sei
k

C'(Q):={feC*(): Vi]a| <k3 fr € COQ) mit D*f(z) = fu(z)Vz € Q}.
Lemma 5.2.

Sei Q) (AG)/(BG) mit 992 € C*.
Seiv € QO(Q) und fiir alle v € 0 sei N(x) die dufsere Normale von Q.
Firxzg € dQ und j=1,...n—1 sei I(j) ein Tangentialvektor im Punkt x.

Weiter sei fiir alle ® € El mit <P, N >|,,,=0:

> / Vi () Ny () D () dwy, = 0

ik=1%0
Dann gilt fir alle j =1,..,n—1:

n

Z Uzk($0>NZ($0)T,§J)dwx =0

ik=1
Beweis.

Sei zp € 00 und ¢, € C°(B1(x)) mit 0 < ¢, <1 und ¢,(z9) =1 fiir alle v € N.
Sei p € 62(9) mit pl,q, =0 und (Vp)(x) = N(z) fir alle x € 0.

Siehe hierzu auch [We] Theorem 6.1. Sei weiter:

@"(x) = ¢, (2)TV — p,(2) < TV, (Vp)(z) > (Vp)(2)

Fiir alle x € 09 gilt:
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Daraus folgt ®” € zl mit < @, N >|,, = 0.
Daher gilt:

n

0= Z / vik(x)Ni(x)gp,,(;v)T,gj)dwx

ik=1

aQﬁBl(mo)
Y [ N @N@ Y T N,
i,k= lanBl Io) =1

i Z / (vike () Ni () 0y () — vir(20) Ni(20)r (20)) Tisj)dwx

= 8QﬂBl (z0)
_ Z / 0 () N ()00 () Ne() S T Ny() oo,
% k=1 oQNB 1 Io) =1

Dieses durch / dw, > 0 dividiert, ergibt:

aQﬁBl (Io)

n

Z Vik ($0)Ni(l‘0)Tk(j)

i,k=1
= Z el oy L ON)2 ) — vinlo) i) ()] T
- .

n

+ ) max Jog(2)Ny(@)p, () Ni(2))

99NB
k1" 1 (@0)

n

Z Tl(j)Nl(l')

\l:l

J/

-~

-0
— 0 fir v — o0

Daraus folgt: Z vik(xo)Ni(xo)Tk(j) =0
ik=1
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Bemerkung 5.3.

1
Seil < q<oo, Q(AG)/(BG) mit 0Q € C? und sei \; > ——.

n
Wegen Satz 4.22 gilt dann firT=1:

Fiir alle f € LY(S2) existiert ein u € Z9(2) mit

ik=1"(

fiir alle ® € Z7(Q).

Gilt zusatzlich uw € Z%(Q) N Q2(Q) und fir € L1(Q2) N 61(9),
so gilt wegen C(Q) C Z7(Q)

Au + M Vdivu = div f (5.3.2)

und

Z /uka\I!dwx = /gV‘Ifd:B + /diUQ_L\IJdZB =0 fir alle ¥V € C5°(R").

k=150 Q Q
Daraus folgt:

<u, N >|g0=0 (5.3.3)

Fiir alle ® € Z7 (Q) 052(9) gilt weiter:

ik=17%q ik=1"

i,k=1 %0 1,k=1"q

> /fikNiq)k:dWa: => /[fikaiq)k + 0, fu Py d
ik=17% ik=1"
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Zusammen mit (5.3.1) und (5.5.2) folgt:

> /[@‘%Ni@k + M0 Ny ] dwy = > /fikNicI)kdwx

ik=1 %0 ik=1 %0

Wegen (5.3.3) gilt:

i /8iukNi(I)kdwx = i /fikNiq)kdwm

ik=1%0 ik=1%0

Sei xg € 0f).

Firj=1,...n—1 seien 70) Tangentialvektoren in xy, die zusammen den

Tangentialraum in xy aufspannen. Dann folgt wegen Lemma 5.2:

> dun(wo) T Ni(wo) = ) firlwo) T Ni(o)

ik=1 ik=1

Bemerkung 5.4.

Seil < q<oo, Q(AG)/(BG) mit 9Q € C? und sei \y > 1.
Wegen Satz 4.22 qilt dann fir T =2 :

Fiir alle f € L(S2) existiert ein u € Z9(S2) mit
B @00, ) = (@)= Y [ fadituds (5.41)

ik=1"q
fiir alle ® € Z7(Q).
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Gilt zusdtzlich w € Z9(Q2) N EQ(Q) und fi, € LY(Q2) N Ul(Q),
so gilt wegen C(Q) C Z7 ()

Au+ Vdivu + (A2 — 1)Vdivu = Au+ A\ Vdive = divf (5.4.2)

und

Z /uka\I/dwm = /QV\I’dI + /divg\lfdx =0 fir alle V € Cg°(R™).

k=150 Q Q
Daraus folgt:

<u,N >|50=0 (5.4.3)

Fiir alle ® € Z7(Q) N EQ(Q) gilt weiter:

i,k=1 %50 i,k=1"q

k=1 %0 i,k=1"q

ik=1%0 1k=1"q

Z /fikNicI)dex = Z /.fik [0;®x + 0, fir Py] da
i,k=1 %0 i,k=1"q

Zusammen mit (5.4.1) und (5.4.2) folgt:

i,k=1 90 i,k=1 90
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Wegen (5.4.3) gilt:

> /[@‘%Ni@k + O N; D] dw, = Y /fikNi(I)kdwz

ik=1 %0 ik=1 %

Sei xg € 0.
Firj=1,..,n—1 seien TV Tangentialvektoren in x¢, die zusammen den

Tangentialraum in xo aufspannen. Dann folgt wegen Lemma 5.2:

Z [@Uk(ﬂ?o)T/gj)Ni(on) +3kui($o)T1§j)Ni(fco)} = Z Fu(o) T Ny ()

ik=1 ik=1

Ist also fiir alle zo € 02

Z fik(xo)T;gj)Ni(Io) =0,

ik=1

so erfillt u die Randbedingung des dritten Randwertproblems der statischen
FElastizitdtstheorie. Siehe hierzu auch [Kol] (8.4) und [Ko2] (0.7).
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