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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit zwei Schétzern bzgl. diskreter Beobachtungen
innerhalb des funktionalen Regressionsmodells

Y;j = M(%j) + Zi(iﬁij) + €44, 1=1,...n, j=1,...,p

wobei /i ein Schitzer fiir den Trend g, und R ein Schitzer fiir die Autokovarianz der
Zufallsfunktion Z darstellen soll. Fiir die Schitzer wird asymptotische Erwartungstreue,
asymptotische Normalitdt, sowie Konsistenz, jeweils im funktionalen Sinne nachgewie-
sen. Darauf aufbauend, werden gleichméfige, oder auch simultane Konfidenzbander kon-
struiert und zusétzlich eine (naive) Bootstrap-Methode vorgestellt - inklusive zugeho-
rigem Beweis der fast sicheren Konsistenz, bedingt auf die Stichprobe. Weiterhin wird
durch eine Simulation die Giiltigkeit der Konfidenzbénder fiir die Autokovarianz mittels
mehrerer Datensettings iiberpriift, sowohl fiir den normalen Fall, als auch fiir den Boot-
strap.

Bzgl. der Messpunkte z;; werden zwei Falle unterschieden: Synchrone Messpunkte inner-
halb jeder Stichprobeneinheit, d. h. x1; = 29; = ... = x,,;, und asynchrone Messpunkte,
d. h. z;,; # z,,; fiir mindestens ein j = 1,...,p und 7; # 5. Auch wenn die Beweisstruk-
turen von letzterem Fall auf ersterem aufbauen, gibt es doch wesentliche Unterschiede,
weshalb die Beweise, wenn auch teilweise stark verkiirzt, erneut vollzogen werden.



Abstract

The present work deals with two estimators regarding discrete observations within the
functional regression model

Y;j = M(ﬂfij) + Zi(ﬂiij) + €ij, 1=1,...n, 7=1,...p

with /i being an estimator for the trend p, and R being an estimator for the autocovarian-
ce of the random function Z. For the estimators, asymptotic unbiasedness, asymptotic
normality and consistency will be established, everything within a functional point of
view. Based on this, simultaneous confidence bands will be constructed and additionally
a (naive) bootstrap version for these bands will be proposed - including a proof of consis-
tency, conditionally on the random sample. Furthermore, the validity of the confidence
bands for the autocovariance will be checked with a simulation, considering several data
settings, both for the normal and the bootsrapped bands.

There will be two cases, regarding the observation points z;;: Synchronous points within
every sample unit, i. e. x;; = x9; = ... = x,;, and asynchronous points, i. e. z;,; # Tiy;
for at least one j = 1,...,p and iy # i3. Even if the proofs for the asynchronous case
are pretty much based on the proofs for the synchronous case, there are some crucial
differences, hence the proofs will be accomplished once again, however not that detailed.
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1. Einleitung

1.1. Ein Uberblick uiber funktionale Daten

Die Entstehung und Ausarbeitung von mathematischen Funktionen hat eine lange Ge-
schichte hinter sich. Mit hoher Wahrscheinlichkeit wurde das Konzept von Funktionen
bereits in der Vorzeit, wie dem alten Orient oder Agypten, sicher aber in der Antike
unter den ersten berithmten Mathematikern wie Pythagoras, Archimedes oder Euklid
verwendet, wenn auch vermutlich in stark vereinfachter Tabellenform. Richtig formali-
siert wurden Funktionen jedoch erst im 17. Jahrhundert von René Descartes und Pierre
de Fermat[!] was auch schnell die Untersuchung wichtiger Beschaffenheiten - wie Stetig-
keit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit - nach sich zog. Gottfried Wilhelm Leibniz
und Isaac Newton beschéftigten sich als erstes mit den Grundlagen der Infinitesimal-
rechnung, was schlieflich iiber Leonard Euler in der Analysis miindetd? Wihrend die
Analysis damals noch das reine Studium von Eigenschaften eindimensionaler Funktio-
nen darstellte, hat sie sich heute zu einem Oberbegriff verschiedenster Teilgebiete ent-
wickelt. Eines der wohl wichtigsten davon ist die sogenannte Funktionalanalysis, welche
ebenfalls Konzepte wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit ausarbeitet, jedoch nicht von
Funktionen f : D — Z per se, sondern von Funktionalen und Operatoren, welche wie-
derum selbst auf eben genannte Funktionen angewendet werden. Es ist also eine noch
viel allgemeinere Herangehensweise, bei welcher die Funktionen quasi selbst als einzelne
Variablen innerhalb eines bestimmten Raumes (wie eines Banach- oder Hilbertraumes)
betrachtet werden. Die Funktionalanalysis entstand im Laufe der 20er Jahre, wobei vor
allem Stefan Banach, Frigyes Riesz und Maurice René Fréchet als Begriinder geltenf]
und ist heutzutage die Basis vieler weiterer Forschungsgebiete; bspw. dient sie als allge-
mein anerkannte Basis zur Formalisierung der Quantenmechanik}

Verglichen mit obiger Teildisziplin, ist die Stochastik noch ein relativ junges Fachgebiet
der Mathematik. Auch wenn durchaus davon ausgegangen werden kann, dass bereits
im Altertum einige Berechnungen durchgefithrt wurden, welche den Begriff des Zufalls
mit einfliefsen haben lassen, wurde die moderne Wahrscheinlichkeitsrechnung erst 1933
von Andrei Kolmogorow in seinem Lehrbuch ,Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung” in umfassender Weise beschrieben und, soweit moglich, axiomatisiert. Eines
der wichtigsten Konzepte in allen stochastischen Bereichen sind die Zufallsvariablen,
welche erlauben, mathematisch schwer bzw. nicht zu verarbeitende Ereignisse innerhalb
eines abstrakten Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, A, P) mittels einer messbaren Abbildung
X : Q — Q in Objekte zu iiberfithren, fiir welche allerlei mathematische Eigenschaf-

! [You76] 2 [Dun99] 32 [Pie07] * [Davi5]



1.1. Ein Uberblick iiber funktionale Daten

ten gelten oder anwendbar sind. Prinzipiell sind dabei dem Bildraum €' keine Grenzen
gesetzt, solange man ob der Messbarkeit eine dazu passende o-Algebra A’ sinnvoll de-
finieren kann. In vielen Féllen ist € = N oder 2 = R die passende Wahl, seien hier
Torzahlen von Sportmannschaften, welche einer Poisson-Verteilung folgenE], oder Tem-
peraturschwankungen, welche einer Normalverteilung folgen?] als zwei von unzihligen
Beispielen erwahnt. In der etwas weiterfithrenden Stochastik ist es allerdings auch gang
und gébe, fiir 2’ einen Funktionenraum zu wihlen, was zu den sogenannten Zufallsfunk-
tionen, oder auch stochastischen Prozessen fiihrt. Hierbei wird nun auch die Briicke
zu oben erlauterter Funktionalanalysis geschlagen, da wir nun (Zufalls)Variablen haben,
die Funktionen sind, und damit natiirlich auch andere Eigenschaften fiir sie gelten. Sto-
chastische Prozesse sind mittlerweile ebenfalls in nahezu allen Anwendungsgebieten zu
finden, sei es im Finanzsektor, bei der Modellierung von Aktienverlaufen, oder aber auch
in der Physik, bei der Angabe der Aufenthaltswahrscheinlichkeit von Elementarteilchen.

Aufgrund dieser Tatsache hat sich innerhalb der letzten Jahrzehnte ein mehr oder we-
niger neues Fachgebiet entwickelt: Die Funktionale Datenanalyse, oder kurz FDA.
Es ist ein eigensténdiger Bereich innerhalb der induktiven Statistik und beinhaltet ganz
klassische Methoden, wie Schéitztheorie und Hypothesentests, allerdings mit dem gra-
vierenden Unterschied, dass die Input Daten bzw. die zugrunde liegenden Modelle nicht
aus reellen Zahlen oder endlichdimensionalen Vektoren, sondern aus Funktionen beste-
hen. Dieses Vorgehen ist nur konsequent, denn liegt in der Natur von vornherein eine
Funktion mit stetigem Trager vor, wie z. B. ein zeitabhéngiger Temperaturverlauf, so
wiirde eine Vereinfachung in die diskrete Ebene immer Genauigkeitsverluste beinhalten.
Auch wenn in der Praxis logischerweise immer nur an endlich vielen Stellen beobachtet
werden kann, so wird die zugrunde liegende Entstehung der Daten als Funktion mit steti-
gem Definitionsbereich, wie z. B. Zeit oder Raum, angesehen. Dies wird dadurch erzielt,
indem man annimmt, dass nahe beieinander liegende Werte einen hinreichend kleinen
Abstand haben, also den Daten eine einigermafen glatte Funktion zugrunde liegt, und
dass diese theoretisch beliebig fein ausgewertet werden kann. Dadurch kénnen zum Einen
sehr hilfreiche Funktionseigenschaften - Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit -
angenommen und ausgenutzt werden, zum Anderen miissen aber natiirlich vollkommen
andere Ansitze zur Uberpriifung wichtiger stochastischer Aussagen verwendet werden.
Bestes Beispiel ist der Satz von Donske7JE]7 eine funktionale Erweiterung zum zentralen
Grenzwertsatz, welcher in dieser Arbeit auch noch Anwendung finden wird. Ein breites
Spektrum an wissenschaftlichen Arbeiten zu funktionalen Daten bietet vor allem James
Ramsay, hdufig in Zusammenarbeit mit Bernard Silverman, siehe z. B. [Ram82], [RS07]
oder [EV06]. Bevor wir in medias res gehen, werfen wir einen kurzen Blick darauf, wie
die funktionalen Daten in unserem Fall vorliegen und verarbeitet werden.

! [Dam10] 2 fcda] 3 [DonbI|



1. Einleitung

1.2. Analyse und Interpretation der Daten

Wie bereits erwahnt, liegt den Daten, die beobachtet und analysiert werden sollen, ei-
ne Funktion mit stochastischem Charakter zugrunde. Wir nehmen an, dass sich diese
durch eine deterministische Komponente p : T — R, und eine stochastische Komponente
Z T — R darstellen lasst, welche unbekannt sind, aber ihrerseits wieder ein gewisses
Mindestmak an Eigenschaften erfiillen, darauf wird spater noch genauer eingegangen.
Wir beobachten also Daten, die der Funktionsgleichung Y = u(x) + Z(x) folgen, wobei
jede Beobachtung ebendieser Daten eine andere Ausprigung annehmen kann - denn Z
ist eine Zufallsfunktion und jede Beobachtung eine Realisierung ebendieser.

Da es in der Praxis schwierig bis unmoglich ist, die Daten beliebig fein, quasi iiberabzahl-
bar oft zu messen, ist es zweckmafig, sich hier auf p € N viele Messstellen zy, ..., z, zu
beschrinken. Was dabei auch noch berticksichtigt werden muss, ist der stets auftretende
und nicht beeinflussbare Messfehler ¢, was zu Daten der Form Y; = p(z;)+Z(x;)+<j, j =
1,...,p fiihrt. Abbildung soll dies ein klein wenig veranschaulichen. Die schwarzen Li-
nien zeigen zwei verschiedene Ausprigungen der Zufallsfunktion p(x) + Z(x) (p ist hier
eine Sinusfunktion), die roten Punkte sind die in der Praxis durchfiihrbaren Beobach-
tungen der Form Y; = u(z;) + Z(z;) + ¢, wobei an p = 100 &quidistanten Punkten aus
dem Intervall [—2, 2] gemessen wurde.

Abbildung 1.1.: Zwei verschiedene Realisierungen und die dazugehorigen Messungen
der Daten.

Unser Ziel ist es nun, eine moglichst gute Schiatzung fiir die wahren Parameter, also p
und bspw. die Kovarianzfunktion von Z zu kreieren. Die Umsetzung davon werden wir
in Kiirze erfahren. Zunéchst aber noch ein paar Worte zum Aufbau der Arbeit.



1.3. Kurzzusammenfassung der Arbeit

1.3. Kurzzusammenfassung der Arbeit

Auch wenn, wie in Abschnitt erwahnt, die Beobachtungen diskret vorliegen, und es
sich somit streng genommen um reellwertige Zufallsvariablen, also ein klassisches Re-
gressionsmodell handelt, sollen ja nach wie vor Aussagen fiir den komplett funktionalen
Fall getroffen werden, was durch eine Grenzwertbildung gelingt, indem immer mehr -
im Grenzfall unendlich viele - Messpunkte miteinbezogen werden und somit eine Vers-
tetigung erfolgt. Damit dies gelingt, werden zunéchst einmal in Kapitel [2] grundlegende
stochastische Konzepte rekapituliert bzw. auf den funktionalen Fall erweitert; allen voran
der funktionale zentrale Grenzwertsatz in Abschnitt spielt dabei eine entscheidende
Rolle, jedoch in einer leicht anderen, fiir unsere Zwecke zugeschnittenen Version, als in
der klassischen Formulierung nach Donsker.

Kapitel [3] fithrt das konkrete Modell und die Schétzer von Interesse ein. Fiir beides wer-
den mehrere Annahmen formuliert, welche fiir die erarbeiteten Ergebnisse unabdingbar
sind, und weil das Modell und die Schétzer sehr allgemein formuliert sind, werden auch
konkrete Beispiele angefiihrt, um das Ganze etwas anschaulicher zu gestalten.

Kapitel 4] bildet den Hauptteil der Arbeit, da dort die wichtigsten Eigenschaften - allen
voran die asymptotische Normalitédt - der Schitzer ausgearbeitet werden. Aus diesen Ei-
genschaften werden in Kapitel [5| simultane Konfidenzbénder fiir die tatséchlichen Funk-
tionen abgeleitet und Kapitel [f] liefert eine (konsistente) Bootstrap-Methode fiir diese
Konfidenzbénder, fiir den Fall einer zu kleinen Stichprobe.

In Kapitel [7], [§} [9] und [10] werden prinzipiell alle Aussagen und Beweise aus Kapitel [4]
und [6] erneut durchgefiihrt, allerdings fiir den noch allgemeineren Fall, dass sich die
Messpunkte innerhalb jeder Stichprobe unterscheiden kénnen, was zuvor ausgeschlossen
wurde. Die Giiltigkeit der Aussagen fiir diesen Fall mag auf den ersten Blick offensicht-
lich erscheinen, allerdings bedarf dies durchaus einer detaillierteren Uberpriifung, da des
Ofteren eine Mittelung iiber die Stichprobenwerte, also beziiglich der Messpunkte statt-
findet. Unterscheiden sich diese in jeder Einheit, unterscheiden sich natiirlich auch die
Funktionswerte, somit ist erst einmal nicht gesichert, dass die erorterten Methoden noch
funktionieren.

Kapitel bestatigt zum Einen die Giiltigkeit der Konfidenzbénder und der dazuge-
horigen Bootstrap-Methode fiir einen Schétzer und verschiedene Datensettings in einer
Simulationsstudie, zum Anderen werden die verschiedenen Methoden miteinander ver-
glichen und vorgeschlagen, in welcher Situation welche Methode vorzuziehen ist. Ab-
schliefend werden in Kapitel [12] alle Resultate noch einmal kurz zusammengefasst und
zudem ein kleiner Ausblick fiir mogliche weitere Forschungsaufgaben, diese Thematik
betreffend, angegeben.



2. Mathematische Grundlagen

Auch wenn diese Arbeit im Wesentlichen dem Fachgebiet Stochastik zuzuschreiben ist,
spielen funktionale Daten, also letztlich Funktionen eine wesentliche Rolle, daher werden
wir kurz auf ein paar funktionalanalytische Konzepte eingehen, bevor in Abschnitt
und detailliertere Aussagen folgen. Wir werden uns aber generell auf einer etwas
fortgeschritteneren Ebene bewegen und absolut Grundlegendes als bekannt voraussetzen,
wie z. B. die Definition eines stochastischen Prozesses oder die populéare Cauchy-Schwarz-
Ungleichunyg.

2.1. Konvergenz- und Stetigkeitsarten
reellwertiger Funktionen

Viele der in diesem Abschnitt auftretenden Definitionen sind wohl in den meisten Ein-
fithrungsbiichern zu Analysis, wie [Kon03] und [Kén06] zu finden; gegen Ende wird es
jedoch etwas spezifischer, wobei man auf weiterfithrende Fachliteratur wie [CR87] oder
IMV13] zuriickgreifen kann.

Seien (f,)neny und f mit f, f, : D — R reellwertige Funktionen. Da in dieser Arbeit
Konvergenzaussagen von stochastischen Prozessen, also letztlich von Funktionenfolgen,
eine grofse Rolle spielen, wollen wir diese noch einmal kurz rekapitulieren. Fiir eine

Funktionenfolge gibt es zwei Konvergenzbegriffe, die fiir uns von Bedeutung sein werden.

Definition 2.1. (Punktweise Konvergenz)
fn konvergiert genau dann punktweise gegen f, wenn:

Ve € D,Vy > 0,3ng € N,Vn > ng: |fu(z) — f(x)] <~

Aquivalente Formulierung: lim f,(z) = f(x) fir alle x € D.
n—oo

Definition 2.2. (Gleichmdfige Konvergenz)
fn konvergiert genau dann gleichmafsig gegen f, wenn:

Vv > 0,3ng € N,Vn > ng,Vr € D : |f.(x) — f(x)| <~

Aquivalente Formulierung: lim sup |f,(z) — f(x)| = 0.

n—oo €D
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2.1. Konvergenz- und Stetigkeitsarten reellwertiger Funktionen

Die Definitionen mogen sehr dhnlich aussehen, sind jedoch nicht dquivalent, erkennbar an
der Reihenfolge der Quantoren. Gleichméafige Konvergenz ist stérker als punktweise, ins-
besondere folgt aus gleichméfiger Konvergenz auch immer die punktweise Konvergenz,
aber nicht umgekehrt. Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist die Funktionenfolge f,(z) = 2™
definiert auf dem halboffenen Intervall D = [0, 1). Diese konvergiert zwar punktweise ge-
gen die Nullfunktion f = 0, allerdings nicht gleichméfig. Die gleichméfige Konvergenz
bietet im Gegensatz zur punktweisen Konvergenz den Vorteil, wichtige Eigenschaften
der Funktionenfolge, wie z. B. Stetigkeit, auf die Grenzfunktion zu iibertragen, daher ist
in dieser Arbeit generell die gleichméafige Konvergenz die erstrebenswerte Aussage.

Die Stetigkeit einer Funktion ist ebenfalls ein hinlédnglich bekannter Begriff, aber auch
hier gibt es verschiedene Arten.

Definition 2.3. (Stetigkeit)
f st genau dann stetig, wenn:

Vaeg € D,)Vy > 0,30 >0,Ve € D : |z — x| <0 = |f(z) — flxo)| <7

Aquivalente Formulierung: lim f(x) = f(xo) fiir alle xy € D.

T—T0

Definition 2.4. (Gleichmaiffige Stetigkeit)
f ist genau dann gleichméifig stetig, wenn:

Vy > 0,30 > 0,Va,x0 € D: |z — x| <= |f(z) — f(zo)| <7

Auch diese Definitionen sind nicht dquivalent, bspw. ist die Funktion f(z) = z* zwar
stetig, aber nicht gleichméfig stetig. Die gleichméfige Stetigkeit ist also wieder stérker
und aus ihr folgt die Stetigkeit.

Betrachtet man nun Funktionenfolgen, so kann der Stetigkeitsbegriff noch einmal anders
festgelegt werden.

Definition 2.5. (Gleichgradige Stetigkeit)
fn ist genau dann gleichgradig stetig, wenn:

Vag € D,Vy > 0,30 > 0,Vn e N\Ve € D : |z — x| <0 = |fulz) — fulzo)| <7

Die gleichméfige Stetigkeit besagt also im Prinzip, dass die Stetigkeit in jedem Argu-
ment der Funktion, die gleichgradige Stetigkeit wiederum, dass die Stetigkeit fiir jede
Funktion der Folge ,gleich stark® ausgeprégt ist. Hitte man nur die reine Stetigkeit, so
kann bei vorgegebenem + fiir jedes o € D bzw. jedes n € N eine separate Konstante 4,
bzw. J,, existieren. Bei gleichméfiger bzw. gleichgradiger Stetigkeit muss dieses § global
bzgl. xq bzw. n konstant sein.

Diese Stetigkeitsbegriffe konnen zu guter Letzt auch noch zusammengefasst werden.
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2. Mathematische Grundlagen

Definition 2.6. (Gleichmafige gleichgradige Stetigkeit)
fn ist genau dann gleichmifiig gleichgradig stetig, wenn:

Vy > 0,36 > 0,Yn € NV, 20 € D : |[x — 20| < = |fulz) — fulzo)| <7

Bei vorgegebenem ~ muss also ein § existieren, so dass die Implikation fiir alle Funktio-
nen der Folge und fiir alle Punkte der Definitionsmenge gilt. 6 hdngt also nur von ~ ab,
weder von n noch xg.

Die gleichméfige gleichgradige Stetigkeit wird spéter noch eine sehr wichtige Rolle spie-
len, weil sich dadurch iiber ein paar Umwege die erwiinschte gleichméfige Konvergenz
herleiten ldsst. Allerdings ist es im Allgemeinen extrem schwierig, diese mittels obiger
Definition zu iiberpriifen. Wir fithren daher ein weiteres mathematisches Werkzeug ein,
welches den Nachweis oftmals deutlich vereinfacht.

2.2. Metrische Entropien

Metrische Entropien und deren Abwandlungen sind mittlerweile ein wichtiger Baustein
in der Stochastik, aber auch in anderen Bereichen wie der Chaostheorie. Grob formu-
liert sind sie eine Art Kennzahl fiir den Grad der Kompaktheit eines metrischen Raumes.
Dadurch lassen sich viele problematische Berechnungen abschétzen, wie z. B. Suprema
von stochastischen Prozessen, was spater noch eine Rolle fiir die gleichméfige gleichgra-
dige Stetigkeit ebendieser Prozesse spielen wird. Erstmalig definiert wurden metrische
Entropien von Andrei Kolmogorow und weiter ausgearbeitet von Jakow Sinai in den
50er Jahren, sie werden daher zum Teil auch als Kolmogorow-Sinai-Entropien bezeich-
net. Einen exzellenten Uberblick {iber metrische Entropien, deren Eigenschaften und
Geschichte bietet [Tik93|, eine Zusammenfassung verschiedenster Arbeiten von Kolmo-
gorow et al. Generell sind aber metrische Entropien heutzutage absolut keine Seltenheit
mehr in fundierten mathematischen Lehrbiichern.

Fiir die metrischen Entropien benétigen wir zunéchst noch das Konzept (pseudo)metrischer
Réaume, welches wir kurz wiederholen.

Definition 2.7. (Pseudometrik und pseudometrischer Raum)
Sei M eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : M x M — R heifit Pseudometrik,
wenn fir beliebige Elemente x,y,z € M die folgenden Bedingungen erfillt sind.

i) r=y=d(z,y) =0

it) d(z,y) = d(y,z)

i) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)

(M, d) heifst dann pseudometrischer Raum.
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2.2. Metrische Entropien

Der einzige Unterschied zur Definition einer Metrik ist, dass i) nicht in Aquivalenz gilt.
Das heifst, es kann Elemente aus M geben, die verschieden sind, deren metrischer Ab-
stand aber dennoch 0 ist. Gibt es solche Elemente in M, dann ist d eine echte Pseudo-
metrik. Gibt es sie nicht, dann ist d sogar eine Metrik. Das bedeutet, jede Metrik ist
automatisch auch eine Pseudometrik, aber nicht umgekehrt.

Definition 2.8. (Kapazitits-, Uberdeckungszahl und metrische Entropie )
Sei (M,d) ein pseudometrischer Raum, T C M und 6 > 0.

Neap(6,d,T) :=max {#Ty | Ty C T, Vt,t' € Ty, t #t': d(t,t') >4}

heifit Kapazititszahl von T fiir 6. Sie kann interpretiert werden als die maximale
Anzahl von abgeschlossenen Hyperkugeln der Dimension D := dim(T') mit Radius §
beztiglich d, welche man inT' packen kann, ohne dass die Kugeln sich tiberschneiden. Sie
wird daher auch als packing Number bezeichnet.

Neov(0,d, T) := min {#MO | Mo C M, YVt € T: inf d(t,t) < 5}

t'e My

heift Uberdeckungszahl von T fiir §. Sie kann interpretiert werden als die minimale
Anzahl von abgeschlossenen Hyperkugeln der Dimension D := dim(T') mit Radius & be-
ziiglich d, welche T wvollstindig tiberdecken. Sie wird daher auch als covering Number
bezeichnet.

Die metrische Entropie von T fiir 0 ist schliefilich definiert durch log (Ncov(é, d, T))

Die Kapazititszahl kann mittels der Uberdeckungszahl beschrinkt werden, und umge-
kehrt.

Lemma 2.9.
Sei (M, d) ein pseudometrischer Raum, T'C M und 6 > 0. Dann gilt:

No(20.0,T) < N3, 0.7) < Nog(8,4.T) < Vo (3.0.7)

Beweis.
Siehe [Diim17], Seite 52 und [Wail9|, Seite 124. O

Es gibt noch einige weitere Moglichkeiten, die Kennzahlen aus Definition festzulegen.
Bspw. kann man die Uberdeckungszahl auch noch in Aufiere und innere Uberdeckungs-
zahl unterteilen, wobei erstere unserer Definition entspricht und bei letzterer die Mittel-
punkte der Hyperkugeln in der betrachteten Menge T liegen miissen. Da es aber fiir all
diese Definitionen ebenfalls gegenseitige Abschétzungen gibt, sind die Definitionen alle
mehr oder weniger dquivalent, dhnlich wie bei der Aquivalenz von p-Normen, siehe dafiir
z. B. [Taol4].

13



2. Mathematische Grundlagen

Beispiel 2.10.

Gegeben sei der (pseudo)metrische Raum (R",d?), wobei dP die durch eine p-Norm
erzeugte Metrik ist. Sei zudem T C R"™ eine Menge innerhalb eines D-dimensionalen
Unterraums von R” und Thyay = max ||¢||,- Dann gilt:

QTmax¢5>D
)

Neov(0,d”,T) < (

Diese Abschétzung ist aus [SSBD14|, Seite 388. Hier bewiesen fiir p = 2, also der eukli-
dischen Metrik, was sich jedoch fiir jedes p € [1, 0o] dquivalent durchfiihren lasst.

2.3. Stochastische Grundbegriffe

Wir kommen nun zu den stochastischen Grundlagen, welche fiir diese Arbeit benotigt
werden. Vieles davon diirfte als klassische Aussage bereits bekannt sein, hier nun er-
weitert auf eine funktionale Ebene. Vorab sei noch erwéhnt, dass wir kiinftig fiir reell-
wertige Zufallsvariablen X : (2, A,P) — (R, B) und reellwertige stochastische Prozesse
X (QAP) — (C(T),%) - B ist die borelsche o-Algebra und % eine geeignete o-
Algebra auf dem Raum der stetigen Funktionen; wir beschrianken uns von vornherein
groftenteils auf stetige Prozesse - auf die konkrete Angabe eines Wahrscheinlichkeits-
raums (2, A, P), sowie des Arguments w verzichten werden, da es uns hauptséchlich um
Konvergenz- bzw. Pfadeigenschaften gehen wird, wofiir der dazugehorige Wahrschein-
lichkeitsraum nicht wirklich eine Rolle spielt. Zudem sei generell fiir alle w € €2 und
t € T die unabdingbare Messbarkeitseigenschaft der Zufallsobjekte erfiillt.

Definition 2.11. (Stochastische Konvergenzarten)
Seien X, (Xp)neny mit X :={X(t) |t € T} und X,, := {X,,(t) | t € T} stetige reellwertige
stochastische Prozesse.

a) X, konvergiert genau dann punktweise bzw. gleichméfig fast sicher (f.s.)
gegen X, wenn qilt:

P(lim [X,(t)-X(t)|=0)=1,Vt €T  baw.  P(lim sup|X,(t)-X ()] =0) =1
n—oo

Schreibweise: X, 5y

b) X, konvergiert genau dann punktweise bzw. gleichméRig in P gegen X, wenn
fur alle v > 0 gilt:

lim P(|X,(t)-X(@{)| >~)=0,VteT  bzw. lim P(sup |X,(t)—X ()] >~) =0
n—oo

Man spricht hier auch von Konvergenz in Wahrscheinlichkeit bzw. stochas-
tischer Konvergenz.

Schreibweise: X, L x.

14



2.3. Stochastische Grundbegriffe

c) Seip € RY. X, konvergiert genau dann punktweise bzw. gleichméfig im p-ten
Mittel gegen X, wenn gilt:

lim E[|X,,(t) - X(t)P] =0, Vte T  baw. lim E[sup |X,(t)— X (¢)[’] =0

Schreibweise: X, =X

d) X, konvergiert genau dann schwach gegen X in (C(T),|| - ||~), wenn fir alle

Tim E[f(X,)] = E[£(X)]
Es handelt sich also um die beschrinkten, bzgl. der durch die Supremumsnorm in-
duzierten Metrik gleichmafSig stetigen, reellwertigen Funktionale f : C(T) — R.

Schreibweise: X, — X in (C(T), || - ||)-

Teil d) bedarf ggf. noch einer etwas ausfiihrlicheren Erklarung. Im Wesentlichen han-
delt es sich hierbei um die relativ gelaufige Konvergenz in Verteilung, formuliert im
maktheoretischen Sinne. Die Beschaffenheit von f ist deshalb so komplex, weil es sich
bei X, (X,,)nen nicht um ,normale Zufallsvariablen, sondern um stochastische Prozesse
handelt, also um Zufallsvariablen, welche Werte im Vektorraum C(7") annehmen. Der
asymptotische Grenzprozess muss demnach wieder in C(7') liegen, wobei || - || wieder-
um die dazu korrespondierende Norm angibt. Theoretisch kénnte man hier auch andere
Normen verwenden, allerdings stellt (C(T),]| - ||s) im Falle eines kompakten Tréigers
T einen Banachraum dar, innerhalb dessen die betrachteten stochastischen Prozesse
messbar bzgl. ¢t € T und w € ) sind. Wére das nicht der Fall, miisste mit duferen
Wahrscheinlichkeitsmafien und Erwartungswerten gearbeitet werden, was noch einmal
komplizierter wére.

Die schwache Konvergenz fiir Zufallsvariablen mit Werten im R" ist dquivalent definiert,
nur dass in diesem Fall f € C,,(R",||-||) und || - || in aller Regel eine p-Norm ist.
Hier lésst sich die Konvergenz iiber das Portmanteau-Theorem oftmals deutlich leichter
durch die punktweise Konvergenz der Verteilungsfunktionen oder der charakteristischen
Funktionen zeigen. Um diese beiden Félle etwas voneinander abzugrenzen, sprechen wir
im weiteren Verlauf von schwacher Konvergenz fiir stochastische Prozesse, und Kon-
vergenz in Verteilung fiir reellwertige Zufallsvektoren, Schreibweise: X, B x. Streng
genommen handelt es sich bei beiden aber um die gleiche Konvergenzart. Zwischen der
schwachen Konvergenz von stochastischen Prozessen und der Konvergenz in Verteilung
von Zufallsvektoren gibt es noch eine weitere Verkniipfung, welche wir spater brauchen
werden.
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2. Mathematische Grundlagen

Definition 2.12. (Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen)

Seien X, (Xp)neny mit X = {X(t) | t € T} und X,, := {X,(t) | t € T} reellwertige
stochastische Prozesse. X,, konvergiert genau dann bzgl. der endlichdimensionalen
Randverteilungen gegen X, falls fiir alle t1,....,t; € T mit j € N gilt:

(XTL(tl)a Xn<t2), ) Xn(tj))T 2} (X(tl)a X(t2>7 ES) X(tj))T

— fad
Schreibweise: X, — X.
Die verschiedenen Konvergenzarten stehen in folgender Beziehung zueinander:

Proposition 2.13.
Seien X, (Xp)neny mit X :={X(t) |t € T} und X,, := {X,,(t) | t € T} stetige reellwertige
stochastische Prozesse.

a) X, Y= X, L X, jeweils punktweise, als auch gleichmdfSig.

b) X, BX=X, 5 X fiir alle p € RT, jeweils punktweise, als auch gleichmdpig.
c) Xn A x punktweise = X, fad x.

d) X, 5 X gleichmafig = X, = X in (D), 1] - [lso)-

e) Vit e T : X,(t) B ueR= X, 5 a punktweise.

f) Xo S aeRin (CT),|| ) = X, 5 a gleichmapig.

g9) X, 5 X punktweise und ¥Vt € T, ¥y > 0 : ZIP’(\Xn(t) —X(t)|>7) <oc
n=1

= X, 3 x punktweise.

Proposition 2.14.
Seien (X,)nen und (Y,)nen Folgen reellwertiger Zufallsvariablen und f : R — R eine
stetige Funktion.

a) an'—SFX undYnf'—SSY:>Xn+ynf'_S;X+yunanYnf._%XY'
) Xo = X und Y, Y = X, +Y, = X +Y und XY, = XY.

¢) X0 S X = f(X0) S F(X), XD X = f(Xa) B F(X), X B X = f(Xa) 3 F(X).

Die Aussagen und Beweise von Proposition [2.13| und [2.14] sind in zahlreichen stochas-
tischen Lehrbiichern zu finden. Anzumerken ist hierbei, dass die Aussagen meist nur
fiir reellwertige Zufallsvariablen, also bzgl. stochastischer Prozesse punktweise formu-
liert sind. Da sich fiir die Gleichméfigkeit bei den Konvergenzarten nach Definition [2.11]
aber lediglich die dazugehorige Norm éndert, sind die Beweise dazu dquivalent.

Zu guter Letzt noch zwei der vermutlich bekanntesten Lemmata, was Konvergenzeigen-
schaften in der Stochastik angeht.

16



2.3. Stochastische Grundbegriffe

Lemma 2.15. (Satz von Slutsky)
Seien (Xp)nen, (An)nen, (Bp)neny mit X, = {X,,(t) |t € T}, A, :={A,(t) |t € T} und
B, :={B,(t) | t € T} stetige reellwertige stochastische Prozesse.

a) FallsVt € T : X, (t) RE X(), A, 5 a punktweise und B, - b punktweise, dann
qilt fiir allet € T':

Ap + BoXo(t) 2 a+bX (1)

b) Falls X,, = X in (C(T), [ - Hoo), A, L gleichmafig und B, Ry gleichmdfig,
dann gilt:
A, + By X, = a+bX, in (C(T),]| )

Beweis.

Siehe [VdVVdVW96] Seite 32. Hier wird das Lemma fiir 4, > a und B, = b bzw.
A, > a und B, = b formuliert, was aber nach Proposition [2.13 H e) bzw. f) jeweils aus
der Konvergenz in P folgt. O]

Lemma 2.16. (Kolmogorows starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Sei (X,)nen eine stochastisch unabhéingige Folge reellwertiger Zufallsvariablen.

= Var(X,,)

(1. SLLN) Falls Z 5 < 00, so0 gendigt (Xp)nen dem starken Gesetz der grofien Zahlen,
n

n=1
also:

Dies ist insbesondere erfillt, wenn Var(X,,) fir alle n € N durch eine Konstante
C € R* beschrinkt ist, denn dann gilt nach dem Basler Problem:

ZVar Cile_Cw “

n=1

(2. SLLN) Falls (X,)nen identisch verteilt ist und zudem E[|X;]] < oo, so gentgt (X, )nen
dem starken Gesetz der grofien Zahlen, also:

—ZX N EX]

Die beiden Aussagen sind auch als Kolmogorows 1. bzw. 2. Gesetz der grofen Zahlen
bekannt, daher (1. SLLN) bzw. (2. SLLN) (1. bzw. 2. Strong Law of Large Numbers).

Beweis.
Siehe [Sch11], Seite 345 - 349. O
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2. Mathematische Grundlagen

Prinzipiell hatten wir nun alle Werkzeuge beisammen, die fiir die Beweise der Aussagen
dieser Arbeit notig sind. Das Problem ist, dass es in vielen Féllen schwierig bis unméglich
ist, die gleichméfigen Konvergenzen direkt, also so wie sie in Definition 2.11] angegeben
sind, zu zeigen; hauptséachlich wegen des Supremums innerhalb der Wahrscheinlichkeiten
bzw. Erwartungswerte. Wir lernen daher nun eine andere Methode kennen, um zumin-
dest die gleichméfige Konvergenz in P nachzuweisen.

2.3.1. Gleichmaillige Konvergenz in P

Die Grundidee hierbei ist, die Konvergenz an sich nur punktweise nachzuweisen, und
an den stochastischen Prozess noch zusétzliche Anforderungen zu stellen, aus denen so
- in Verbindung mit der punktweisen Konvergenz - die gleichméfige Konvergenz folgt.
Hierbei handelt es sich um die gleichméfige gleichgradige Stetigkeit aus Definition
allerdings nun wieder in einem stochastischen Kontext.

Definition 2.17. (Gleichmaflige gleichgradige Stetigkeit in P)
Sei (Xp)neny mit X, = {X,(t) | t € T} eine Folge von reellwertigen stochastischen
Prozessen. Fulls fir alle v,m > 0 ein § > 0 und ein ng € N ezistiert, so dass fir alle
n > ng:
B( sup [Xa(t) — Xolt)] > ) <7
(1) <8
dann heifit (X,)nen gleichmaflig gleichgradig stetig in P. d ist dabei eine geeignete
Metrik auf T'. Fine alternative Formulierung dazu wdire, dass
limlimsupP( sup |X,(t) — X,(¢')| >~) =0

=0 poo d(t,t')<s
fur alle v > 0 gelten soll.

Lemma 2.18.

Seien X, (Xp)ney mit X = {X(t) | t € T} und X, := {X,(t) | t € T} reellwerti-
ge stochastische Prozesse, wobei T kompakt ist. Falls fiir (X,)nen die beiden folgenden
Bedingungen erfillt sind:

i) X, konvergiert punktweise in P gegen X .
i1) (Xpn)nen ist gleichmdflig gleichgradig stetig in P.
Dann konvergiert X,, gleichmdfig in P gegen X.

Beweis.
Siehe [New91| oder [FPOT]. O

Fiir den Nachweis der punktweisen Konvergenz in P gibt es zahlreiche Verfahren, dieser
ist also in aller Regel nicht das Problem. Der Nachweis der gleichméfigen gleichgradigen
Stetigkeit ist allerdings bei weitem komplexer, weil nach wie vor das Supremum innerhalb
der Wahrscheinlichkeit extreme Probleme bereitet. Wir formulieren daher zwei Lemmata,
mit welchen sich gleichméfige gleichgradige Stetigkeit einer Folge von stochastischen
Prozessen folgern lésst.
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2.3. Stochastische Grundbegriffe

Lemma 2.19.
Sei (Xy)nen mit X, := {X,(t) | t € [0,1]P}, mit D € N, eine Folge von reellwertigen
stochastischen Prozessen. Falls gilt:

i) Es existiert ein messbares ® : [0,1]” — R, welches fiir alle n € N die Ungleichung
| X,| < @ und zugleich (E[|®[*])% < oo erfiillt.

i) Fiir alle v,n > 0 existiert ein 6 > 0, so dass

5 D 3
NCOV 7dn7 71 ?
limsupIP’</ <log( (u 0.1] )>) du>7> <n
n—00 0 \/a

dann ist (X, )nen gleichmifig gleichgradig stetig in P. Neoy(u, dy, [0, 1)) ist dabei die
Uberdeckungszahl von [0, 1]P bzgl. der kanonischen Metrik

da(tt) = (B[(Xa(t) = Xu(t))?])

Das Integral im Inneren wird auch als Uberdeckungsintegral bezeichnet.

Im Wesentlichen steht im Inneren die metrische Entropie von [0, 1] fiir d,,, nur ist das
Argument im Logarithmus den Faktor \/la vergrofert. Dieses Integral wird oft als Dud-
ley’s Entropie Integral formuliert. Generell geht das Lemma sehr in Richtung Dudley’s
Theorem bzw. Dudley’s Bound, welches in verschiedenen Varianten gleichméfige Stetig-
keit und Beschrénktheit von (sub)Gaufprozessen impliziert, siehe z. B. [Dud67], [Ad190],
[Tall4] oder [Wail9]. Die Voraussetzungen sind in unserem Fall jedoch stirker, da wir
zur Gleichméfigkeit auch noch die Gleichgradigkeit bendtigen. Genau deswegen auch die
Vergroferung des Logarithmus Arguments: Die Entropie wird kiinstlich aufgebauscht,
um eine ,stirkere” Stetigkeit zu garantieren.

Beweis.
Siehe [Pol84], Seite 150. Hierzu noch einige Anmerkungen.

Pollard beschreibt die Stetigkeit, wie viele andere Autoren auch, schlichtweg als , Equi-
continuity*, was streng genommen nur die gleichgradige Stetigkeit darstellt. Die Gleich-
maéligkeit ist jedoch trotzdem gegeben, da die Funktionsvariable ¢ im daraus resultieren-
den e-6-Kriterium keine Rolle spielt. Um Missverstéandnisse zu vermeiden, werden wir in
dieser Arbeit immer von gleichméfiger gleichgradiger Stetigkeit sprechen.

Generell ist der Satz ein klein wenig anders bzw. etwas allgemeiner als in der hier vorlie-

1
genden Arbeit formuliert. Zum einen gibt er den Integranden mit <2 log (M)) ’

an, was sich jedoch leicht aus unserem ergibt, wenn wir v = 77/ mit 4" > 0 setzen. Dar-
iiber hinaus wird die Uberdeckungszahl dort nicht mit der Metrik d, und der Menge
[0,1]P, also der Indexmenge der stochastischen Prozesse X,,, indiziert, sondern mit dem
empirischen Maf P, und sogenannten zuldssigen Klassen .% . Nichtsdestoweniger erfiillt

der hier formulierte Satz Pollards Voraussetzungen, denn:
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e Die Uberdeckungszahl wird beziiglich der £?(P,)-Halbnorm induzierten Pseudo-
metrik bestimmt. Das ist aber gerade d,,.

e Die Definition der zulédssigen Klassen findet sich auf Seite 196. Sie besteht aus
der Messbarkeit bzgl. A ® B(T'), welche nach unseren Voraussetzungen gilt, und
der Eigenschaft, dass die Indexmenge T ein Suslin-Raum sein soll, was eine Ver-
allgemeinerung eines polnischen Raumes ist. [0,1]P ist aber als abgeschlossene
Teilmenge bzw. Unterraum des polnischen Raumes R? selbst ein polnischer Raum

und somit auch ein Suslin-Raum, wonach diese Voraussetzung ebenfalls gilt, siehe
dafiir z. B. [Baull], Seite 157.

Die Folgerung der gleichméfigen gleichgradigen Stetigkeit, also das e-d-Kriterium, ist
ebenfalls bzgl. zulassiger Klassen formuliert, was aber wieder nur eine Verallgemeinerung
der hier vorliegenden Situation ist. Ebendiese Verallgemeinerung garantiert uns auch die
Gleichmafigkeit. O

Lemma 2.20.

Sei (X,)neny mit X,, = {X,(t) | t € [0,1]7}, mit D € N, eine Folge von reellwerti-
gen stochastischen Prozessen und d eine Metrik auf [0,1)P. Falls fir alle t,t' € [0,1]”
Konstanten C,a € RT und b € (D,00) und ein ng € N existieren, so dass fir alle
n > ng:!

E[\Xn(t) - Xn(t’)ﬂ < C(dtt))’

dann ist (X, )nen gleichmdfig gleichgradig stetig in P.

Dieses Lemma ist eine Abwandlung des Stetigkeitssatz von Kolmogorow-Tschenzow, wel-
cher lokale Holderstetigkeit eines stochastischen Prozess impliziert, siehe z. B. [Klel3],
Seite 470. Da wir hier aber eine stérkere Folgerung unter leicht anderen Voraussetzungen
haben, werden wir das Lemma noch einmal beweisen. Prinzipiell miissen nur die Falle
t # t' betrachtet werden, denn fiir ¢ = ¢’ ist die Ungleichung trivialerweise fiir jedes C, a
und b erfiillt. Dieser Fall wird daher in den Beweisen von vornherein ignoriert. Die strikte
Bedingung b > D ist wesentlich fiir den Nachweis der Gleichméafigkeit der Stetigkeit,
wie wir gleich im Beweis sehen werden.

Beweis.

Der Beweis beruht auf der Idee, das stetige Intervall [0, 1]” in eine abzihlbare Menge
T C [0,1]P dyadischer Briiche aufzuteilen. Da T' dicht in der Menge [0, 1] liegt, geniigt
es die Stetigkeit nur beziiglich T' zu zeigen, weil X,,(¢) dann fiir ein beliebiges ¢ € [0, 1]”
und alle n > ng mit ng € N durch glint X, (r¢) dargestellt werden kann, wobei r, € T

Man spricht hier auch von der stetigen Fortsetzung. Sei fir m > 1 und kq,....kp =
0,1,...,2m+ 1.

AT (k) = {\Xn((kl, k) 27 DY X (g 4 1 kp + 1) - 270D | < q(2—m)}

S . |
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2.3. Stochastische Grundbegriffe

q : [0,1] — R ist dabei eine monoton wachsende nichtnegative Funktion, so dass

q(27") < o0
m=1
und fir alle n > ng
Y s P(\Xn(t) — X, ()| > q(2—m))2D‘m < o0 (2.1)

S d(tt) <2

Eine mégliche Funktion wire ¢(z) = 2° mit 0 < ¢ < =2, denn dann gilt mit der
geometrischen Reihe

ZQ(Q’”):Z( 21 ) <0
m=1 m=1 "\~
<1

und der Markov-Ungleichung bzw. der Voraussetzung aus Lemma [2.20] fiir alle n > ny:

So swp P(IX0(0) - Xa(t)] > g27m)) 20
S d(ty)<2—m
3 B[1G0 - X0 & C(d(t,1))" 2"
< < ,
: ”;d(t’sg_m a2y B n;du,tsf;lg—m q(2=m)"
o0 —m\boyD-m 00
< Z% CY (2 < o
m=t m=1 1 dac<b=D
Es ist
co  2H1 0o 9lH1_7
l=m k1,..., l=m ky,....,kp=0

Il
=)
i
s
7\\
oy
o~
S
~

£

—
>
—
T
_l’_
—_

c ks 1) 27D | q(2*1)>

I=m, d(t,t')<2-t
— 9D sup IP’(|Xn(t) — X, ()| > g(2 ))21”
I d(tt')<2-t
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Da diese Reihe nach Gleichung (2.1)) konvergiert, konvergiert der Ausdruck fiir m — oo
gegen 0, wonach auch

P((A7)) ™57 0, bzw. P(Ar) =571

gilt. Fiirallew € A™und ky, ..., kp = 0,1, ..., 2" =1 mit k271 <7, < (k,+1)2!71 r, €
R gilt

X (1 0070) - 270) = X (ks k)2 070) [ <Y g2

was sich fiir alle n > ny durch vollstdndige Induktion iiber [ beweisen lasst. Fiir [ = 1
soll fiir alle kq,....,kp =0,1,...,2m" — 1 und k, < r, <k, + 1 fiir alle n > ny

’X’n((rlu ) TD) ' 2_(m+1)) - Xn((kh SE) k?) ’ 2—(7714-1))‘ < q(2_m)
gelten, was aber wegen w € A C A (k) klar ist. Fiir [+1 betrachten wir die Ungleichung

X, (1, ...,rD) Lglmit) ((kl,...,k )- 27 )|
<X (1, s r2) - 27HHDY) = X ((r1/2), o, (rp2)) - 270D) |
+ X ( r1/2> ,<rD/2>> 27(mH) — X, (<kr1,-- kp) 27" D)|

wobei (r,/2) den Integer Part von r,/2 bezeichnet. Der erste Betrag ist wegen r, —

2(r,/2) = 0 oder 1 und w € A™* (k) kleiner oder gleich ¢(2=(m*)). Beim zweiten Betrag
m+1—1

greift die Induktionsannahme, wonach er kleiner oder gleich Z q(277) ist. Damit folgt
Jj=m

schlieflich die Behauptung

}Xn((rl’ Y TD) . 2_(m+l+1)) - Xn((kly ceey kD) : 2_(m+1)>|

m-+l—1 ml
<q2 )+ 3 g27) =3 q(27)
j=m j=m

Ein D-Tupel von dyadischen Briichen (t1,...,tp) € T, wobei k, 27 < ¢, < (k, +
1)2=(m+1) “ist darstellbar durch ¢, = r,2= ™+ wobei k,2"7! < r, < (k,+1)27". Es folgt
damit fiir w € A mit n > ng:

sup |Xn(t17...,tD) — X, ((ky oo kip) - 2 m+1) Z

teT _
ke2~ (m+1)<t* (k*+1)2 (m+1) j=m

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass fiir beliebige v,7 > 0 ein 6 > 0 und ein ny € N
existiert, so dass fir alle n > ng:
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2.3. Stochastische Grundbegriffe

P sy 16,0 - X0 >7) <
te’l
d(t,)<6

Sei dafiir my € N so gewahlt, dass Z q(277) < % und P((A0)¢) < 1 und ng dasjenige
Jj=mo

aus der Voraussetzung des Satzes. Fiir § = 27"0FD folgt mit Gleichung (2.2)) auf A™o

fur alle n > ng

sup ’Xn(t) - Xn(t’)‘ <~

teT
d(t,1)<s

oder anders formuliert

{ sujg |Xn(t) —Xn(t’)| > 'y} C (Amo)e
d(tT)<s

= P| sup ‘Xn(t) - Xn(t')| > 'y) <P((A)) <n
d(t<s

fiir alle n > ng.
Kommen wir nun zum wichtigsten Satz fiir die Resultate dieser Arbeit.

2.3.2. Funktionaler zentraler Grenzwertsatz

Wie bereits erwahnt, wird der hier verwendete funktionale zentrale Grenzwertsatz sich
etwas von der klassischen Formulierung nach Donsker unterscheiden. Wir brauchen dafiir
zunéchst noch eine weitere Definition.

Definition 2.21. (Umbhiillende)
Set B C R", n € N. Der Vektor & € R" heifst Umhdiillende von B, falls fiir alle
b= (by,...,bn) € B die Bedingung |b;| < ®; fiir alle i =1, ...,n erfillt ist.

Nun konnen wir den funktionalen zentralen Grenzwertsatz in der fiir uns am brauch-
barsten Gestalt aufsetzen.
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2. Mathematische Grundlagen

Satz 2.22. (Funktionaler zentraler Grenzwertsatz)

Fiir ein Dreiecksschema (X"ﬂ')neN L<icp. Von stochastischen Prozessen mit X, ; 1= {Xn.(t) |
L 0 =hvn

t €T}, wobei T CRP, D € N und die Prozesse in jeder Zeile stochastisch unabhingig
sind, seien fir alle t,t' € T':

2

kn
2
ds-n(t, ) = (ZE [[Xoit) = XalV) ])
i=1
Falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
i) R(t,t') := lim E[S,(t)S.(t")] existiert in R fiir alle t,t' € T.
n—oQ
i) Der Grenzwertd( -, - ) ist fir allet,t’ € T wohldefiniert durch d(t,t') = lim ds,(t,t")
n—oo

und fir alle deterministischen Folgen (t,)nen, (t,)neny € T gilt: lim d(tn,t’n) =
n—o0
0= lim dy,(t,,t,) = 0.

n—oo

kn,
i11) lim SUPZE[@EL,J < 00, wobet @, ; der i-te Eintrag einer Umhiillenden ®,, von
i=1

n—oo

(Xm(t))neN L<icp. Mach Definition |2.21] ist.

kn
iv) lim ZE[qu,il{%pd}} =0 fiir alle § > 0.
i=1

n—>00 4

v) Es gelte Thax = T?aTXHtHl < oo und fir alle 6 € (0,1] ezistieren Konstanten
€

~,C € RT, sodass fiir alle t,t’ € T,ne€ Nundi=1,... k, gilt:

d'(t,t) <6 = | X,i(t) — Xi(t)] < Co,, (2.3)
wobei d* die Manhatten-Metrik, also die von der Summennorm erzeugte Metrik
darstellt.

Dann gilt:

wobei G ein zentriertes, D-dimensionales Gaufs-Feld mit Kovarianzfunktion R ist.

Bewezs.

Der Beweis ist in [Pol90], Seite 53 ff. zu finden. Dort ist das Resultat ein wenig anders for-
muliert als hier: Aus den Voraussetzungen resultiert zum einen Totalbeschréinkheit von
T bzgl. d, zum anderen konvergieren die endlichdimensionalen Randverteilungen von S,
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2.3. Stochastische Grundbegriffe

gegen mehrdimensionale Normalverteilungen mit Erwartungswertvektor 0 und Kovari-
anzmatrizen, welche durch R festgelegt sind, und somit ihrerseits wiederum das Gauf-
Feld eindeutig durch G(0,R) festlegen; das entspricht im Wesentlichen unserer Ausfiih-
rung. Zudem unterscheidet sich dort Bedingung v) dahingehend, dass (Xm)n N.1<i<hn
handhabbar sein muss, was durch unsere Bedingung aber impliziert wird, siehe dafiir

Anhang O

Bevor wir uns endlich dem konkreten Modell widmen, verschaffen wir uns zum Abschluss
noch einen groben Uberblick {iber einige Techniken des Bootstrappings, da auch dies einen
wesentlichen Teil der Arbeit darstellen wird.

2.3.3. Bootstrap-Techniken

Bootstrapping ist eine, von [Efr79] erstmals vorgestellte, Methode des Resamplings, um
die Verteilung eines Schétzers bei kleiner Inputmenge méoglichst gut anzundhern. Sie ging
aus Verbesserungen der Jacknife-Methode hervor, ein Verfahren zur Schétzung der Ver-
zerrung, also des Bias eines Schétzers. Insbesondere wird Bootstrapping dann verwendet,
wenn der Stichprobenumfang verhéaltnisméfig klein und die theoretische Verteilung der
interessierenden Statistik nicht bekannt ist, wobei die tatséachliche Verteilung £’ durch die
empirische Verteilung F;, ersetzt wird. Diese Verteilung ist im Allgemeinen ein zufélliges
Mak, welches in aller Regel dufserst schwer handelbar ist. Man kann diese Komplexitét
einigermafsen umgehen, indem man nicht die empirische Verteilung per se, sondern die
aus einer Stichprobe resultierende Verteilung, also die bedingte empirische Verteilung
betrachtet. Wenn kiinftig von ,empirischer Verteilung von X, ..., X,,“ die Rede ist, dann
ist damit die empirische Verteilung bedingt auf ebendiese Zufallsvariablen gemeint. Fiir
den Anwendungsfall ist das unkritisch, da man hier so oder so mit Stichproben arbeitet.
Allerdings bendétigen wir fiir die bevorstehenden Beweise noch etwas mathematisches
Vorwissen.

Definition 2.23. (Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingter Erwartungswert)

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und Y = (Y;)ie{l,...,n} eine Folge von reellwertigen
stochastischen Prozessen mit Y; := {Y;(t) | t € T'}. Die bedingte Wahrscheinlichkeit bzw.
der bedingte Erwartungswert von X bzgl. Y ist fir alle A € o(X) definiert durch:

P(X€A|Y)=P(X€A|a(Y)) baw E[X|Y]:=E[X]|o(Y)

wobei o(X) bzw. o(Y) == o(Yi, i € {1,...,n}) die Initial-o-Algebrd!] von X bzw. Y ist.
Sowohl die bedingte Wahrscheinlichkeit, als auch der bedingte Erwartungswert, sind von
der mathematischen Struktur her ebenfalls Zufallsvariablen, daher kénnen alle Aussagen
dariber maximal fast sicher getroffen werden. Fir bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw.
Erwartungswerte schreiben wir kinftig abkiirzend P*(X € A) == P(X € A |Y) baw.
E*[X] := E[X | Y]. Worauf bedingt wird, wird sich bei uns immer aus dem Kontext
erschliefien. Uber die bedingten Erwartungswerte lisst sich zudem - analog zum normalen
Fall - die bedingte Varianz Var® und die bedingte Kovarianz Cov* definieren.

! Die von den Zufallsfunktionen erzeugte (kleinste) o-Algebra, siehe z. B. [EIs13], Seite 126.
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2. Mathematische Grundlagen

Fiir den bedingten Erwartungswert gelten natiirlich alle géngigen Eigenschaften, wie
die Linearitit, Monotonie, Turmeigenschaft, iterierte Erwartung etc. (siehe dafiir z.
B. [Klel3]). Da wir in den Bootstrapverfahren Eigenschaften der Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen ausnutzen mochten, jedoch immer mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
und Erwartungswerten arbeiten miissen, definieren wir die stochastische Unabhangigkeit
noch einmal im bedingten Sinne und halten eine weitere wichtige Eigenschaft fest.

Definition 2.24. (Bedingte stochastische Unabhingigkeit)

Seien X1, Xo reellwertige Zufallsvariablen und Y = (Yi)ie{h..,n} eine Folge von reellwer-
tigen stochastischen Prozessen mit Y; := {Y;(t) | t € T'}. X; und Xy sind genau dann
bedingt auf Y stochastisch unabhdngig, wenn fir alle A1 € o(X;) und Ay € o(Xy) gilt:

P*(Xl < Al, Xy € Ag) = ]P)*(Xl € Al)P*(XQ c Ag)

Lemma 2.25.

Seien X1, Xo reellwertige Zufallsvariablen und Y = (Yi)ie{h..,n} eine Folge von reellwer-
tigen stochastischen Prozessen mit'Y; := {Y;(t) |t € T'}. Falls X; und Xy bedingt auf Y
stochastisch unabhdngig sind, so gilt:

E*[X1Xp] = E*[ X, JE*[Xo]

Bewezs.
Siehe [CT97], Seite 234. O

Bemerkung 2.26.

Definition[2.25 und|[2.24] und Lemma[2.25 sind fiir den sehr allgemeinen Fall formuliert,
in welchem die Folge Y, auf welche bedingt wird, aus stochastischen Prozessen besteht.
Die Formulierungen gelten allesamt genauso, falls Y reellwertige Zufallsvektoren oder
Zufallsvariablen sind.

Es gibt eine Vielzahl von Bootstrapverfahren, wie naiver Bootstrap, bayesanischer Boot-
strap, smooth Bootstrap, wild Bootstrap etc., fiir mehr Informationen zu diesen Metho-
den, siehe z. B. [ET93|, [Das08| oder [ST12|. In dieser Arbeit spielt nur der naive oder
i.i.d. Bootstrap eine Rolle. Hier werden aus der urspriinglichen Stichprobe immer wieder
neue Stichproben durch Ziehen mit Zuriicklegen erzeugt, mit welchen schliefslich die Ver-
teilung des Schétzers von Interesse approximiert wird. [BE8I] und [EFre81] lieferten fiir
diesen klassischen Fall bereits friih gute Resultate innerhalb von Regressionsmodellen,
indem die zentrierten Residuen gebootstrap werden.

Wie bei allen statistischen Schitzmethoden stellt sich natiirlich die Frage, wie man die
Qualitdt der Schatzung am besten iiberpriifen kann. Beim Bootstrapping hat es sich
herauskristallisiert, dass die Konsistenz des Schétzers eine sehr erstrebenswerte Figen-
schaft ist. Das bedeutet, der Schétzer soll, je nach starker oder schwacher Konsistenz,
fast sicher bzw. in P gegen den wahren Wert konvergieren. Nun wird beim Bootstrapping
wie bereits erwahnt kein Parameter im herkommlichen Sinne, sondern eine Verteilung
geschétzt. Wir brauchen also noch eine sinnvolle Methode, um den , Abstand“ zweier
Verteilungen zu messen. Zu diesem Zweck fithren wir nun eine Metrik ein, welche in
[Mal72| erstmals beschrieben wurde und sich gut dafiir eignet.

26



2.3. Stochastische Grundbegriffe

Definition 2.27. (Mallows’ Distanz)

Es seien F,G € Z,, zwei Verteilungen, wobei F, s = {F € Fp: : [ ||Z]|"dF(Z) < o0}
die Menge aller Verteilungen auf R® mit s € N, r > 0 und || - || eine geeignete Metrik
i1st. Dann ist die Mallows’ Distanz dieser beiden Verteilungen definiert durch

pr(F.0) = inf (E[IX* - X°|1])"

X1 x2

wobei 9)31’)32 die Menge aller moglichen gemeinsamen Verteilungen des Tupels ()?1, XQ)
mit Randverteilungen Fg, = F und Fg, = G darstellt. Fir zwei Zufallsvariablen X1
und X? ist die Mallows’ Distanz naheliegenderweise tiber deren Verteilungen F'g, und
Fg, definiert, also

pr( X', X?) = pe(Fgr, Fio)

Fiir den Fall, dass es sich um, auf weitere Zufallsvariablen Y := (Y;)icq1,..ny, bedingte
Verteilungen handelt, schreiben wir

pi(F,G) = il (E[IIX = X21])

5
‘7X1,X2

Worauf bedingt wird, wird sich wieder aus dem Kontext erschlieffen. Die bedingte Mal-
lows” Distanz p; ist mathematisch betrachtet erneut eine Zufallsvariable, also konnen
auch hier alle Aussagen hichstens fast sicher getroffen werden.

Wir setzen ab hier r = 2, was fiir unsere Zwecke vollig ausreicht. Nun konnen wir die
Konsistenz eines Bootstrap-Schétzers sinnvoll definieren.

Definition 2.28. (Konsistenz von Bootsrap-Schdtzern)

Sei X = (Xi)ieq1,..n} s F, n € N eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und T, :=
T(Xy,...,X,) eine Folge messbarer reellwertiger Funktionen. Sei weiter X;,..., X} | X s
F,., wobei F,, die empirische Verteilung von X ist, und T := T(X5, ..., X}). T ist genau

dann ein stark bzw. schwach konsistenter Bootstrapschdtzer fir T,,, wenn
P(Tn TS50 baw. p3(T,,Ty) =0
Dabei ist p5 die auf X bedingte Mallows’ Distanz aus Definition [2.27

Die Mallows’ Distanz ist nicht die einzige Art, mit welcher sich die Konsistenz definieren
lasst. [Das08] schligt bspw. auch die Kolmogorov Metrik p(F,G) := sup |F(z) — G(x)|
zeR

vor. Tatséchlich wére hierfiir jede denkbare Metrik zweier Verteilungen moglich. Fiir
die Mallows’ Distanz gelten allerdings einige sehr brauchbare Eigenschaften, welche im
weiteren Verlauf der Arbeit noch des Ofteren benétigt werden.
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Lemma 2.29.
Seien X', X? Zufallsvariablen und (X!),en, (X2)nen Folgen von Zufallsvariablen mit
Werten in R® als separablen Banachraum mit dquivalenten p-Normen || - ||, und py die

Mallows’ Distanz aus Definition [2.27.

a) Fir alle a € R gilt:
pQ(CLXl,CLX2) < ’CL| 'p2(X17X2>

Falls T' ein linearer Operator auf R® mit zugehiriger Operatornorm || - || ist, dann
qilt:
pa(TXTX2) < |IT| - pa(X, X2)

b) Falls ||E[X"]||, < oo und ||E[X?]||, < oo, dann gilt:

—

AEX%) = (po (X~ EIX], X2 - EIX?)) +[|ELX"] - ELX)| 2

¢) Falls (X ey und (X2)nen unabhingig sind und E[X}] = E[X?] fir alle n € N,

dann gilt:
A (A3 <3
i=1 i=1 i=1

d) Falls X .= (X icqoomy = F, n € N und Xi*, .., X | X X F, fiir alle n € N,

.....

wobei F,, die empirische Verteilung von X:ll, - )Z,ll ist, dann gilt:
p(XL X S50
e) po(X1, X1 = 0 gilt genau dann, wenn X! B X1 und IE[H)Z'%H%] — IE[H)?lHIﬂ
f) Falls X} 2 X1 und p2(XE X2) = 0, dann gilt X2 B Xt
Alle Aussagen gelten f.s. fiir die bedingte Mallows™ Distanz ps.

Bewers.
Wir beweisen an dieser Stelle nur f), die Beweise fiir a) - ¢) sind in [BE8I] bzw [ST12]
nachzulesen.
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Wir schreiben zunéchst die Mallows’ Distanz aus Definition ein wenig um. Nach
IBE81] gibt es unter den gegebenen Voraussetzungen ein W-Mafs 7 auf R® x R®, fiir

welches mo (X1)™1 = Fg., mo (X2)! = Fg, und zudem / | X" — X?||?dr minimal wird.

Wegen der Monotonie der Wurzelfunktion lasst sich die Mallows’ Distanz von X! und
X? demnach darstellen durch

=

po( X1, X2) = inf (E[||X'1—X'2||2})2 inf /||X1 X2||? alFXlXZ)5

T31 %2 Tx1 %2
- (/H)?I—X'Q\Fdw)é = (IEW[IIX1 X2 ])

Nach dem Portmanteau-Theorem gilt )?2 DXt genau dann, wenn fiir alle beschrankten
und lipschitzstetigen Funktionen f

lim ‘/deX’Q_/deX'l =
n—oo n

Seien nun 7 und (m,),en MaRe, fiir welche 7o (X1)™! = Fgy, m, o (X1)™! = Fg,,
7o (X% = Fg, und 7, o (X2);' = Fyg,. Dann folgt mit dem Transformationssatz fiir
Maje (x) und der Jensenschen (xx) bzw. der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (% x):

‘/degg—/deil :/fdFX%—/deX}L+/deX}L—/deX1
- /deX2 /deX1 ‘/defl /deXl

:'/fd(wn /fd | +0(1)

F(X?) dm, — /f ) dm,| + o(1 ‘/fXQ XY dm,| +o(1)
= B, [F(R2) — £ +0(1) < Eﬂn[\f<xz>—f<xz>|} +o()
P L B IR - 2] o) E Ly (B 12 - R2E]) o)
= Ly po( X2, X +0(1) =0

\_v_/v

— — 0

Die Beweise konnen alle analog fiir, auf beliebige feste Realisierungen Y (w) = y bedingte
Verteilungen durchgefiihrt werden, danach gelten sie auch f.s. fiir p3. m
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Wir lernen nun das grundlegende Modell bzw. dessen Regressionsgleichung kennen und
gehen kurz auf dessen Eigenschaften und die zu schitzenden Komponenten ein. Anschlie-
fsend definieren wir die jeweiligen Schétzer in einer relativ allgemeinen Form und legen
Annahmen fiir das Modell, wie auch die Schétzer selbst fest, die im weiteren Verlauf
der Arbeit bendtigt werden, um die gewiinschten Eigenschaften der Schétzer zu erzielen.
Das Modell und ein Teil der Annahmen entstammt [Degl1].

3.1. Die Modellgleichung und deren
Eigenschaften

Wir betrachten eine Stichprobe der Groéfse n, von der jede Einheit p verschiedene Mess-
punkte miteinbezieht. Es gibt also insgesamt p - n Messpaare (Y;;, ;) mit 1 <i <n und
1 < j < p. Dabei ist Y;; der Wert der Zielvariable der i-ten Stichprobeneinheit, beobach-
tet an einer festen Stelle ;. x; entspricht der Kovariable, welche wiederum dynamisch
von der Stichprobengréfe und der Anzahl der Messpunkte abhéngen soll, d. h. es gilt
z; := xj(n,p). Im Verlauf der Arbeit werden meistens asymptotische Aussagen getrof-
fen, und zwar immer fiir den Fall n — oco. Zur Abkiirzung werden wir kiinftig darauf
verzichten, das jedes Mal explizit zu erwéhnen, d. h. fiir jede von n abhéngige Folge a(n)
gilt a(n) — a & nh_)rgo a(n) = a. Zudem soll o. B. d. A. z; € [0,1] gelten, weil gerade
fiir dieses Intervall viele hilfreiche Aussagen und Sétze existieren und sich jedes andere
Intervall [a,b], a,b € R leicht zu [0, 1] transformieren lasst. Fiir die Modellgleichung gilt:

Y;j = [L(ZEJ> + Zl(l']) —f-Eij, 7 = 1, Ny ] = ]_, P (31)

it R — R ist eine unbekannte, aber hinreichend glatte Funktion, die Z;’s sind unabhén-
gige Kopien eines Zufallsprozesses Z = {Z(z) | « € [0, 1]}, welcher zentriert ist und eine
Kovarianzfunktion R besitzt, und die ;;’s sind zentrierte reellwertige Zufallsvariablen.
p stellt die systematische Komponente bzw. den Trend dar. Z kann als individuelle (zu-
fallige funktionale) Abweichung des Trends interpretiert werden. ¢ stellt wiederum den
Messfehler selbst dar, welcher bei jeder Datenerhebung in der Praxis unvermeidbar und
nicht beeinflussbar ist.
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Es handelt sich also um diskrete, fehlerbehaftete Beobachtungen, deren zugrunde liegen-
de Struktur jedoch aus dem Banachraum (C([0, 1]), || ||) kommt. Durch eine Erhéhung
der Anzahl der Messpunkte p, im Grenzfall unendlich viele, liegen die Beobachtungen
schlieflich dicht im kontinuierlichen Intervall [0, 1], wodurch der funktionale Charakter
der Daten wiederhergestellt bzw. ausreichend gut angenahert wird. Die Anzahl der Mess-
punkte soll dynamisch von der Stichprobengréfe abhédngen, d. h. es gilt p := p(n), und
insbesondere bei wachsender Stichprobengrofie ebenfalls ansteigen, also p — oo.

Welche Komponenten sind fiir eine Schatzung nun iiberhaupt sinnvoll? Logischerweise
interessiert man sich fiir die Trendfunktion, welche im Prinzip dem Erwartungswert des
Modells entspricht, also der Funktion, welcher die Beobachtungsdaten im Mittel folgen.
Daher bendtigen wir einen Schétzer fi fir p (der funktionale Schitzer des Trends). Weil
die Beobachtungen von Grund auf durch die Funktion Z in jedem noch so kleinen Punkt
zufillig beeinflusst werden, ist auch der Einflussfaktor ebendieser Funktion von groftem
Interesse. Dieser entspricht gerade der Kovarianzfunktion von Z, wodurch ein weiterer
Schitzer R fiir R relevant wird (der funktionale Schiitzer der Kovarianz).

¢ ist ein Messfehler, welcher im besten Fall gar nicht auftauchen sollte, was aber wie
bereits erwahnt in der Realitéat nicht funktioniert. Die Schétzer sollten also so konzipiert

sein, dass dieser Messfehler moglichst gut ausgegléttet wird, und im Grenzfall einer un-
endlich groken Stichprobe bzw. unendlich vielen Messpunkten gar nicht mehr auftaucht.

3.2. Die allgemeinen Schatzer

Wir formulieren zunéchst einen allgemeinen Schétzer fiir , und bauen auf diesem einen
weiteren Schatzer fiir R auf.

3.2.1. Trendschatzer [

fil) = 3 W)Y (32)
= ) = S uta) = 5 S W)Y,

Y;; sind die beobachteten Daten aus Abschnitt 3.1 W;(x) sind klassische Gewichtsfunk-
tionen, wie sie in zahlreichen anderen Gléttungs- und Schétzverfahren auftreten, bspw.
basierend auf Kernfunktionen und darauf aufbauender Kerndichteschdtzung, siehe z. B.
[Nad65]. Prinzipiell ist man bei deren Wahl ziemlich frei, wichtig ist, dass die Beob-
achtungspunkte z; enthalten sind, und zudem eine Bandbreite h, welche festlegt, wie
stark die jeweiligen Beobachtungspunkte z; bei einer Schatzung an einer konkreten Stel-
le x € [0, 1] zu Buche schlagen. Die Bandbreite soll dynamisch von der Stichprobengréfe
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und der Anzahl der Messpunkte abhéngen, d. h. es gilt h := h(n,p), und bei wachsen-
dem n und p abfallen, also A — 0. An die Gewichtsfunktionen werden spéater auch noch
weitere Annahmen gestellt. Da fiir Y;; innerhalb jeder Stichprobeneinheit an den glei-
chen Punkten z1, ..., z, beobachtet wird, kann Gleichung noch wie folgt umgeformt
werden.

i) = =3 ST W @Yy = Wi SV = YW@ (3

i=1 j=1

Y; ist das arithmetische Mittel von Y an der Beobachtungsstelle z;. /i ist also insbeson-
dere ein linearer Schéatzer oder auch linearer Glatter.

Kommen wir nun zum Schétzer fir die Kovarianzfunktion R der Zufallsfunktion Z.

A

3.2.2. Kovarianzschatzer R

R(s, 1) = = 37 (fuls) = fs)) (1) — 1)) = - S juls)it) — s)it)  (3.4)
i=1 =1

Die Umformung ist durch den Verschiebungssatz moglich. Der Schétzer ist im Prinzip
nichts anderes, als die klassisch berechnete Stichprobenkovarianz, nur dass anstatt der
nackten Stichprobendaten Y die Trendschétzer, also mehr oder weniger die geglitteten
Versionen, an den Stellen s und ¢ verwendet werden. Prinzipiell wire es auch moglich,
zuerst die Kovarianz mit Y zu berechnen und danach eine Linearkombination mit zwei-
dimensionalen Gewichtsfunktionen W;(s,t) zu bilden. Das Problem hierbei ist jedoch,
dass durch das Produkt im Schétzer Mischterme der Zufallsfunktion Z und des Mess-
fehlers € entstehen, welche sich mit zweidimensionalen Gewichten nicht mehr ausgliatten
lassen. Man hat in diesem Fall also immer eine (zu) starke Verzerrung bzgl. des Mess-
fehlers. Im Fall multiplikativ trennbarer Gewichtsfunktionen - also falls Wj(s,t) durch
W;(s) - Wi(t) darstellbar ist - wiirde der Schétzer wieder in der urspriinglichen Version

aus Gleichung (3.4) resultieren.

Zudem weist dieser Schétzer den Verzerrungsfaktor % auf, was man aber leicht durch die
korrigierte Version

n

> (i(s) — fu(s)) (fu(t) — fult)) (3.5)

i=1

- 1
R(s,t) =

n—1

ausmerzen kann. Da ansonsten aber alle Rechnungen dquivalent funktionieren, und der
Vorfaktor ﬁ manche Rechenschritte zum Teil deutlich in die Lange ziehen wiirde, ar-
beiten wir in der gesamten Arbeit mit dem Schétzer aus Gleichung und werden
nur an manchen Stellen auf das korrigierte Pendant hinweisen.

Kommen wir nun zu einigen weiteren Annahmen, welche fiir Kernaussagen dieser Arbeit
erforderlich sind.

32



3.3. Annahmen

3.3. Annahmen

Wir benétigen sowohl Annahmen fiir das Modell bzw. dessen Komponenten aus Ab-
schnitt [3.1], als auch die Schétzer selbst aus Abschnitt [3.2] In beiden Féllen sollen diese

dazu

dienen, eine moglichst optimale Gléattung zu erzielen. Wir werden gleich etwas

genauer auf die jeweiligen Annahmen eingehen.

3.3.1. Annahmen an das Modell

Annahme 3.1.

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A-4)

(A.5)

p hat auf [0, 1] holderstetige Ableitungen zum Exponenten o, € (0, 1] mit Konstante
H, >0, schreibe p € C+*+(]0,1]).

Fir alle z, 2 € [0,1] sei |Z(z) — Z(2')| < K|z — 2'|° f.s., wobei K eine Zufalls-
variable mit E[K*] < oo und 8 € (0,1] eine Konstante ist.

Der Zufallsprozess Z = {Z(x) : x € [0,1]} ist zentriert (also E[Z(x)] =0 fir alle
x) und hat die Kovarianzfunktion R und das vierte Verbundmoment M mit den
Abbildungssvorschriften:

R:{[O,I]Q—HR M:{[o,1]4—>]12<
’ (s,t,8, 1) = E[Z(s)Z(t)Z(s)Z ()]

Diese haben auf [0,1]? bzw. [0,1]* jeweils hélderstetige partielle Ableitungen zu
den Ezxponenten ar,apy € (0,1] mit Konstanten Hg, Hy € RY, schreibe R €
Chor([0,1]%) und M € CY([0,1]*). Weil es sich bei den Z;’s nach Modellvor-
aussetzung um unabhdngige Kopien von Z handelt, sind diese beziiglich i auch
unabhdngig identisch verteilt.

Die Zufallsvektoren &; = (gi1,...,ip)", @ = 1,...,n sind beziglich i unabhingig
identisch wverteilt, unabhdngig von Z (und damit natirlich auch unabhingig von
allen Z;’s) und zentriert (also E[&)] = 0). Seien zudem Apax1 b2w. Amaxo die

mazimalen Eigenwerte der Kovarianzmatrizen Cov(£) € RP*P bzw. Cov (&1 ®&)) €
RP**P* . Dann s0ll Apaxts = O(p™), dy € [0,1) und Apaxz = O(p®), dy € [0,2)
gelten, d. h. es sollen endliche Konstanten C1,Cy € RT und pi,py € N existieren,
50 dass Amax1 < Ciph fiir alle p > p1 und Amax,2 < Cop® fiir alle p > ps.
Wir bezeichnen im weiteren Verlauf zur Vereinfachung die Eintrige von Cov(£])
grofitenteils mit o, j, k=1,...,p.

j—05

Die Punkte z;, j = 1,...,p werden durch die Vorschrzft/ f)ydt =

erzeugt, wobei f :[0,1] — R" eine lipschitzstetige positive Lebesgue-Dichte ist.
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3. Das Modell und die Schatzer

Bemerkung 3.2.

- sind Glattheitsannahmen - insbesondere eine Art stochastische Hol-
derstetigkeit - und stellen sicher, dass sowohl die Trendfunktion u, als auch deren in-
dwiduelle Abweichung Z einfach zu handhaben sind. Sie erlauben viele niitzliche Ab-
schdtzungen, bspw. mittels Taylorpolynome. Man kann theoretisch auch annehmen, dass
i, R und M holderstetige (partielle) Ableitungen bis zur Ordnung m haben, was zu
schnelleren Konvergenzraten fiihren wiirde, wie wir spdter sehen werden. 2wingt
den Messfehler € dazu, nicht zu viel Finfluss auf den Schditzer zu haben, so dass er bzgl.
der spdter ermittelten asymptotischen Normalitit ausgeglittet werden kann. Tatsdchlich
schlieﬂt dabei nicht explizit aus, dass die Kovarianzfunktion bzw. das vierte Ver-
bundmoment von Z an den betrachteten Datenpunkten die gleichen Figenschaften wie
der Fehler aus erfillt. Das ist aber eher ein pathologisches Beispiel, weil man
dann im weiteren Verlauf die Zufallsfunktion dquivalent zum Fehler behandeln kénnte,
und der standardisierte Grenzprozess eine entartete Zufallsfunktion f(x) = 0 ergeben
wiirde; fiir unsere Zwecke st eine derartige Zufallsfunktion Z also komplett irrelevant.
sorgt schliefSlich dafiir, dass x4, ...z, dquidistant sind und ein gleichmdfiges Gitter
auf [0, 1] darstellen. Zudem lassen sich mit dieser Annahme tber die Extremwerte der
Dichte Abschdtzung tiber die Lage bzw. die Abstinde der Punkte durchfihren.

Aus|(A.3)| und |[(A.4)| folgt eine weitere wichtige Eigenschaft fiir Z und e, welche wir in
folgender Proposition festhalten.

Proposition 3.3.

Sei Annahme erfillt und m € {1,...,4}. Dann existieren fir alle z1,...,x, € [0,1]
und alle jy, ..., jm € {1, ...,0}, p € N Konstanten Ez1, ..., Ezm, E-1(D), ..., E-m(p) € RT,
fiir welche folgende Ungleichungen gelten:

m

E“ HZ(xk)‘] < Ezm, E[‘ ﬁ&jku < E.m(p)
k=1

k=1

Durch die Jensensche Ungleichung gelten diese Schranken automatisch auch, falls der
Betrag auferhalb des Erwartungswertes steht.

Die Verbundmomente von Z und e lassen sich also bis zum Grad 4 durch universelle
Konstanten beschranken. Fiir € hingt diese Konstante noch von der Anzahl der Mess-
punkte p ab, was aber weiter kein Problem darstellt, da die Schranken fiir alle p € N
existieren.

Beweis.

Die Schranken fiir € lassen sich relativ schnell {iber |(A.4)| herleiten.
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3.3. Annahmen

Logischerweise gelten fiir alle ji, jo, 73,4 = 1, ..., p die vier folgenden Ungleichungen:

E < E .
[‘81.71” = jlergll?%,p} [‘51.71”
Elleijenl] < max  Efley,e,l]
ji1,52€{1,...,p}
Elleijictersl] £ max  Efley,e15,615]
]17]2,]36{1,~-~7P}
E[|e1ji €158 155E15]] < max E[le1, 1526155815 ]

J1,J2,J3,Ja€4{1,...,p}

Wegen Cov(g}) € RP*? bzw. Cov(&, ® &) € RP**P | also der vorausgesetzten Existenz
der Kovarianzmatrizen, miissen fiir alle ji, ja, js, j4 € {1, ..., p} die Erwartungswerte von
€1j15 €15:€15, und €15, €15,€15,€1;, existieren. Wir konnen daher sofort drei der vier Schran-
ken festlegen:

E = Elley, || < oo, E = Elle1,e15,|| <
-1(p) e [le1j]] < o0, E-a(p) , max [le1jie1),]] < o0
EEA(p) = max E[|51j151j2€1j3€1j4u <0

J1,J2,J3,J4€{1,....p}

Fiir die vierte verwenden wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die fiir alle ji, jo, 73 =
1, ..., p gleichermafsen gilt:

[N
[N

(E [e1j3E 5] )

Elleje1pe1l] < (E[(ﬁmﬁljzﬂ)é(E[(Eug)z})% = (E[51j151j151j251j2})

Da die Wurzelfunktion monoton wachsend und zudem > 0 ist, folgt:

[SIE
[N

max E[|51j151j281j3” S ( max E[gljlgljlgljzgljg}) < max E[é‘ljggljg})

j17j2»j3€{17~“:p} j17j2€{1"">p} j3€{17"'7p}
1 1
< (Eea(p))2(Ee2(p))? =: E.3(p) < oo
—— =
< oo < oo

Fiir Z verwenden wir die folgenden Ungleichungen, die fir alle xq, 2, 23,24 € [0, 1]
gelten:

a:le[[),l]

< sup E[|Z(z1)Z(,)]]

z1,22€[0,1]

z1,72,x3€(0,1]

]
]

E(|Z(21)Z(22)Z(xs)]] < sup  E[|Z(21)Z(2)Z(x3)]
]

< sup E[1Z(21)Z(x9)Z (x3) Z (24) ]

x1,x2,23,24€[0,1]
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3. Das Modell und die Schatzer

Nach gilt R € Chx([0,1]%) und M € C*m([0,1]*), R bzw. M sind also auf den
kompakten Gebieten [0, 1]? bzw. [0, 1]* stetig partiell differenzierbar. Das impliziert iiber
den Schrankensatz fiir beide Funktionen die Lipschitzstetigkeit und damit insbesondere
die Stetigkeit. Aufgrund der Stetigkeit der Funktion f(x) = z", r € R, sind auch R"
bzw. M" stetig. Mit dem Satz vom Minimum und Maximum existiert dadurch

r . r [ mon. w. r
R .. = ;2[%?1(] (R(z,z)) = (xrél[%)l(] R(z,z))
M .. = max (M(:L’,ac,x,x))T Jmon . ( max M(z,z,x x))

z€[0,1] z€]0,1]

und zudem entspricht in diesem Fall die Supremumsnorm der Maximumsnorm. Aufgrund
der Definitionen von R und M gilt R(z,z) > 0 und M(x,z,z,z) > 0 fiir alle z €
[0,1], Ry, und M _ sind daher fiir alle » € R wohldefiniert. Mit der Cauchy-Schwarz-

Ungleichung, die fiir alle x1, xq, x3, 24 € [0, 1] gleichermaken anwendbar ist, gilt nun:

5 2 % o 2 2
Ilb&(};l}E[\Z(xl)|} < xlseu[(l)),U (]E[(Z(xl)) ]) = wlbgu{(};ﬂ <R(m1,x1)) = x{rél%)),{l] (R(xl,xl))

1
= Riax = Ez;1
——

< o0

s E[Z@)Z@)] < sw (B2 (E[Z@))

z1,22€[0,1] z1,22€[0,1]

= (s (5[2@))*)( s (BIZ@)")) = B = Bz

z1€[0,1]

sup  E[|Z(21)Z(22)Z(23)[] < S (E[(Z(xl)zm))?]f(E[(Z(xg))z]f

1 1
n 1
2

) RmaX

(m s ({2t 22w ) (s (Blzw)))
< ( o (E[(2( Z(m))“])‘l‘)RéaX
- (s (el :c1>>4})‘1*) (sop (ElZG2))]) )R
~ (s (2 Mz on,or,01)) ) (s (Mo 22,02,2)
= (e, (Mor,on,on,00) ") (e (Mo 0 00,2))

1
= Max Rmax = EZ3
N

<o < oo
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3.3. Annahmen

s E[|Z(@)Z(@) 2@ 2@l < s (E[(Z(e)Z(02)?]E[(Z(25)Z (1)) )

x1,72,23,24€[0,1] x1,72,23,r4€[0,1]
)
=( sup (E[(Z(z1)Z(x2))?
<:E1,:D2€[0,1]( [ ! 2 ])
2 é) <M
. sup E|(Z(x3)Z(x4)) < Mpax =:
(I3,$4E[071}< [ ’ ) ]) ??:
]

3.3.2. Annahmen an die Schatzer

Da es sich um lineare Schétzer handelt, die mit Gewichtsfunktionen arbeiten, betref-
fen die diesbeziiglichen Annahmen ausschlieflich ebendiese Gewichte. Sie sollen fiir alle
r,7’ €[0,1] und j=1,....p, p € N gelten.

Annahme 3.4.

(A.6) [W;(x)] < i—‘;: mit Cy € RT.

Cw_|z — 2|
ph?

(A.8) Falls |x — ;| > h, dann soll W;(z) = 0 gelten.

(A7) W) — W;(2')| < mit Cyy_ € R

(A.9) Zﬂ/j(x) =1 und ZWj(x)(x — ;) =0,

Bemerkung 3.5.

gewdhrleistet die Beschrinktheit der Gewichte bzgl. der Anzahl der Messpunkte
p und der Bandbreite h. ist eine Art Lipschitzstetigkeit, ebenfalls bzgl. p und h.
ist logisch, da h den Bereich der Punkte festlegt, welche fiir einen bestimmten
Punkt x eine Rolle spielen; alle Messpunkte, welche zu weit von x entfernt sind, sol-
len keinen Einfluss mehr haben, daher wird thr Gewicht auf 0 gesetzt. impliziert,
dass der Schitzer Polynome vom Grad 1 reproduziert. Auch diese Annahme kann auf
Polynome vom Grad m erweitert werden, was in Kombination mit den erweiterten Hol-
derstetigkeiten der Ableitungen von u, R und M, siehe Bemerkung[3.9, zu schnelleren
Konvergenzraten fiihrt.

Auch aus diesen Annahmen folgen unmittelbar niitzliche Figenschaften fiir die Gewichte
bzw. flir deren Anwendung, welche wir in drei weiteren Propositionen festhalten.
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3. Das Modell und die Schatzer

Proposition 3.6.
Fiir die Gewichte und Messpunkte seien Annahme [3.1 und[3.4) erfillt. Dann gilt:

a) Fir alle x € [0,1] existiert eine Konstante Cy, € RT, sodass die mazimale Anzahl
der von 0 verschiedenen Gewichte Wi(x), ..., W,(x) ab einem hinreichend grofien
p héchstens Cy,ph betrigt.

b) Fiir alle x € [0,1] und r € R gilt:

p
Cw, :
D W) < —< mit Cw, € R
= (ph)™
Bewers.
a) Siehe [Herl7| Seite 32.
b) Aus Teil a) und |(A.6)| folgt:
=: Cw,
4 Cw\" TmCpy
> [Wj(@)[" < Chyph - (p—;j) = (;Z‘)T_VY? mit Cyy,, Cw € RY = Cy. € RT
j=1

]

Proposition 3.7.

Sei f € CH*(RP), mit D € N und a € (0, 1], eine deterministische Funktion und die Ge-
wichte des Schitzers erfillen Annahme[3.4 Dann gilt fir alle (zj,, ...,x;,), (x1,...,2p) €
0,1]P:

p D p
Z (H ij(xk)> f(xjn 7$JD) = Z Vle(Il) Teeet WjD(ID)f(lev '7ij)
Jis-Jp=1 \k=1 J1yenjp=1
= f(z1,...,xp) + O(R')
Beweis.

(3.6)

wobel Z; := (zj,,...,z;,) und T := (21, ..., xp).
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3.3. Annahmen

Nach dem Satz von Taylor kann f(Z;) fiir m € Ny wie folgt dargestellt werden:

i

Z) + R f(T;

z)

wobei T}, das m-te Taylorpolynom am Entwicklungspunkt # und R,, das dazugehorige
Restglied ist. Dieses Restglied hat verschiedene Darstellungsformen, wir entscheiden uns
hierbei fiir die Lagrangesche Darstellung mit Multiindex-Notation:

Ry, f(Z5;7) =

o O f(E+mE-F

[l|=m+1

)

—

(7; — @)
[

wobei 7; € [0, 1] und 0 der Differentialoperator sein soll. Fiir m = 0 folgt:

f(@5) = Tof (75 7) + Ro f (75 1)

(&) + > o'f(#

=1

(&) + > 0'f(#

llj=1

BT DT

lf=1

+Z(al

\ll 1

=f@)+ ) O f(@+7(5 -7

lf=1

:Jc+7'j

+Zal T+ 7(% ))%l—_'

lf=1

-7) - alf(f))(fjl—_!

7)

+Z (8f(a:+73(x]

891:1

f(Z) beinhaltet keinen Index, der fiir die Summe bzw. das Produkt bzgl. der Gewichte

relevant wére. Daher folgt fiir den ersten Summanden mit |(A.9)f

( D
k=1

J1se-Jp=1

)3 (HW) =

p

IS

Jiyeip=1
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3. Das Modell und die Schatzer

Der zweite Summand lasst sich umformen zu:

p D _ 5 P D
3 (H W, (o ) (Z i, :m) _3- 20 ( > (H W, m)) (s — m)

JiseJD=1 =1

Fiir den Fall [ = k gilt nun fiir den jeweiligen Teilsummanden nach [(A.9)k

3% (ZW xi) (T, —xk)> =0

Da sowohl die dufere Summe, als auch das innere Produkt von 1 bis D laufen, entsteht
in jedem Produkt ein Faktor, der 0 ist, wodurch auch jeder einzelne Teilsummand und
somit der komplette zweite Summand 0 ist. Damit folgt fiir Gleichung (i3.6)):

3 (ngkxk) @ =] 3 (Hw“xk)
J1se-dp=1 J1seip=1

D (7T
' (Z <3f($+(79‘];l ) agil)>(le —xl)> ’

Da f € CY¥(RP), gilt aukerdem fiir alle [ =1, .., D:

€[0.1] o
< Hfo] fo

of (@ + (% — 7))  Of (&)

"<

< Hyl|z+ 7;(%; — &) — &||* = Hyr| |2 — 7|

oxy oxy
wobei Hy die Holderkonstante von f bezeichnet. Wir verwenden fiir H . H wieder die
D
Manhatten-Metrik, also Hfﬂ — :E'H = Z |z, — x| Daraus folgt iiber Gleichung 1}
k=1

P D
> (H ka)) F(&) — £(Z)

Ji,--Jp=1

< ¥ (ﬁ : mk><zgf<z|xjk_xk|> m,_xl)

Ji,--Jp=1 \k=1
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3.3. Annahmen

D
Nach |(A.8)|gilt, dass |[W;, (z)| =0 = H |Wj (zx)| = 0, falls |z, — x| > h. Dass heift,
k=1
|z;, — x;| muss fiir alle k = 1, ..., D kleiner oder gleich h sein. Damit folgt schlussendlich

mit Proposition [3.6| iiber obige Gleichung;:

p D P D D D a
> (ijmk)) f@) - 1@< Y ( }ijmk){) (ZHf (Zh) h)
J1,eip=1 \k=1 1,eip=1 \k=1 =1 k=1
D P
_ Dl+aHfh1+a (H (Z W](xk))>
k=1 \j=1
D

< D1+aHfh1+a <H CW1> — D1+aHfC£/1 h1+a
k=1
— O(h1+a)

]

Bemerkung 3.8.

p
Erweitert man|(A.9) dahingehend, dass fir einm € Nund allek =1,...;m : Z W;(z)(x;—
j=1

z)* =0, dann gilt Proposition fdr f € C™(RP) ebenfalls in leicht verinderter Form.:

D D
Z <H M/Jk(xk)) f(le? ""ij> = f(mh "'7xD) + O(hm+a>
J1renjp=1 \k=1

Genau diese Figenschaft wirde zu schnelleren Konvergenzraten fiihren, wie in Bemer-
kung[3.3 und 3.8 erwihnt. Der Beweis dafiir ist deutlich komplizierter - gerade weil man
es 1m Taylor-Polynom dann mit verschiedenen m-ten Ableitungen zu tun hat - funktio-
niert vom Prinzip her aber genauso.

Proposition 3.9.

Sei A € RP” XpD, mit D € N, eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix, fir die,
fiir p — oo, die folgende Figenschaft gilt: Der maximale Eigenwert ist von der Ordnung
O(p?) mit d € R. Anders formuliert: Es existiert eine endliche Konstante C € R* und
ein po € N, so dass fiir den mazimalen Eigenwert Apax von A gilt Amax < Cp? fiir alle
p > po. Zudem erfillen die Gewichte des Schatzers Annahme[3.4).

Dann gllt fur’ alle (xla ---axD)a (yh st yD)7 (xllv "'7x/[))7 (yia 7y/D) < [Oa 1]D




3. Das Modell und die Schatzer

D

wobei W (z) 1= (Wi(z), Wa(z), ..., Wp(x))T und ® fir das D-fache Kronecker-Produkt
k=1

steht.

Beweis.

a) Die Aussage wird wieder iiber die betragsméfige Differenz zu 0 untersucht. Sei
(-,-) das Standardskalarprodukt auf dem RP”. Dann gilt mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:

D D
< || QW] - ||4- @ W
k=1 2 k=1 2
D D
< Al [ @ W], || @ W
k=1 k=1
| ‘ ‘ ’ 1 18t eine geeignete Matrixnorm, | } ‘ ’2 ist die euklidische Norm, welche mit dem
D
Kronecker-Produkt multiplikativ vertauschbar ist. Damit gilt fiir ‘@W(xk)
k=1

mit Proposition [3.6}

D

| @], ~ T ], =TT (S wier)

(' (%)

D
Analoge Abschitzung natiirlich fiir H ® H .
k=1

-1
11
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3.3. Annahmen

Fiir die Matrixnorm verwenden wir die mit der euklidischen Norm vertragliche
Spektralnorm. HA‘ ! o entspricht dann wegen der Symmetrie und positiven Semi-
definitheit von A deren groftem Eigenwert, welcher nach Voraussetzung fiir alle

p > po € N durch Cp? beschrinkt wurde.
D T D C D 1
W A W <ot (22} o ——
(k=1 <xk)) (k 1 (yk)) =P < ph ) (pD_th)

=

da C,Cy, € RT konstant.

Wir betrachten auch hier die betragsméfige Differenz und wenden die Dreiecksun-

gleichung, sowie die Abschétzung aus Gleichung (3.8]) an.

_ ‘ <(§> W a) —é) W (a)), A (é)vv(y) - éw<y>)> ‘
<[|@ o - @b [l4- (@ P - @)

<1l [| @17 - @i | @7F0 - @7F )],

<l (| @] +[|@web],) - (| @], + [ @won)
<tk ((5) (5 ) (%) +(5))
=l o ()’

AD hier ist das Vorgehen identisch zu a), abgesehen vom Faktor 4, was aber inner-
halb der O-Notation keine Rolle spielt.

]

Bemerkung 3.10.

Proposition und werden wir in zahlreichen Beweisen fir p, R und M aus
und[(A.3) bzw. Cov(g]) und Cov(£1®¢1) aus[(A.4) verwenden. Da hier jeweils die gefor-

derten Voraussetzungen gelten, werden wir dies nicht jedes mal explizit in den Beweisen
erwdahnen, sondern nur kurz auf die Propositionen selbst verweisen.
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3. Das Modell und die Schatzer

3.4. Konkrete Beispiele

Bevor wir nun die Eigenschaften der Schétzer erortern, wollen wir zunéchst noch illustrie-
ren, wie die Bedingungen aus Annahme [3.1] an den Fehler nachgerechnet werden kénnen
und werfen danach noch einen Blick auf einen speziellen Schétzer, welcher Annahme
erfiillt und somit natiirlich auch alle weiteren Aussagen aus dieser Arbeit.

3.4.1. Fehlerterme

Hat man nicht genug Informationen zu den Eigenwerten von Cov(£7) und Cov(£]®é7), ist
es hilfreich, die einzelnen Eintrdge davon zu betrachten und gewisse Gesetzméafigkeiten
festzustellen. Sie sind als Kovarianzmatrizen beide symmetrisch und positiv semidefinit,
der grofite Eigenwert entspricht damit gerade der jeweiligen Spektralnorm. Diese kann

wiederum durch H . H2 < \/H : H1 : H : Hoo abgeschétzt werden, wobei H . Hl die Spal-
tensummennorm und H . HOO die Zeilensummennorm darstellt. Aufgrund der Symmetrie
der Matrizen, gilt in diesem Fall H . Hl = H . HOO, der grokte Eigenwert ist also jeweils

durch die Spalten- und Zeilensummennorm gleichermafsen beschréankt. Wir werden zur
Untersuchung die Zeilensummennorm heranziehen.

Beispiel 3.11. (Unabhéngigkeit bzgl. der Messstellen)

Falls der Fehler nicht nur bzgl. der Stichprobeneinheiten ¢, sondern auch bzgl. der Mess-
punkte z; unabhangig ist, also falls ¢;; fiir alle ¢ = 1,...,n und j = 1, ..., p, unabhingig
ist, so gilt fiir die Kovarianzmatrix von &7:

o2 0 0

. 0 gg o0
Cov(e)) = | . . S o} =E[e}]

0 O 012,

da E[eljlém} = ]E[sljl]E[sljz] = 0 fiir j; # js. Die Eigenwerte dieser Kovarianzmatrix

sind nun gerade o7, 03, ...,ag, also gilt A\pax1 = I{nax }0]2. (A.4) ist demnach erfiillt,
Je{l,..p

wenn das maximale zweite Moment von e;; bzgl. j von der Ordnung O(p™), d; € [0,1)

1st.

Die Kovarianzmatrix von &7 ® &) wird zeilenweise durch 7j;, jo und spaltenweise durch
J3, Ja indiziert. Demnach gilt fiir die Zeilensummennorm:

p
H COV(€1 & 1)‘ ’OO = 'max E ‘ COV(€1j1€1j2, €1j3€1j4)’
]1’J2€{1’...7p}j‘3 j4:1
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3.4. Konkrete Beispiele

Wir betrachten nun einen Beispieleintrag mit dem Verschiebungssatz:

Cov(erjiezn: E115) = E[e1j:810€1556 1] — Elersi €15, Elerjsery]
mit ji, jo, js, ja € {1,...,p} beliebig. Durch die Unabhéngigkeit von &1, ist dieser Term
0, falls ein einziges j, von allen anderen verschieden ist, denn dann lésst sich der Er-
wartungswert auf diese, von den anderen unabhéngige Variable einzeln anwenden und
eliminiert dadurch den ganzen Term. Genauso ist er 0 fiir j; = jo # j3 = js, denn dann
gilt:

Ele1s€15€155615) — Elers, €15)Elerse15,] = Elel; e1,] — Elel;, JElel ]
= E[E%jl]E[gijg] - E[E%jl]E[‘g%jg] =0
Es verbleiben noch drei weitere Félle.
Ljp=Je=Js=J1 220 =JFj=Jr 3 h=j1Fj2=17J
Sehen wir uns nun einmal eine p* x p?-Matrix, welche quasi die Indizes von Cov (&} ® &})

enthélt, also eine Matrix mit Eintrdgen jijsj3j4, Wobei zeilenweise die ersten beiden
Eintrage, und spaltenweise die letzten beiden Eintrage jeweils bis pp ansteigen.

1111 1112 1113 ... 111p 1121 ... 1lpp
1211 1212 1213 ... 121p 1221 ... 12pp
1311 1312 1313 ... 131p 1321 ... 13pp
1pll 1pl12 1pl3 1ppp
2111 2112 2113 21pp
ppll ppl2 ppl3 ... pplp pp21 ... pppp

Fiir jede Zeile dieser Matrix konnen nur zwei verschiedene Félle auftreten:

e Die Zeile enthélt einen Eintrag mit j; = jo. Betrachte o. B. d. A. die erste Zeile,
hier gibt es den Eintrag j; = jo = 1. In dieser Zeile tritt der Fall 1. genau einmal
auf, und zwar bei j; = jo = j3 = j4 = 1. In allen anderen Eintrégen ist entweder
ein j, von allen anderen verschieden, oder es gilt j3 = j4 # 1 = j1 = jo # J3 = Ja-
Cov(£® £) hat also in jeder Zeile mit j; = j, hochstens einen von 0 verschiedenen
Eintrag.

e Die Zeile enthélt einen Eintrag mit j; # js. Betrachte o. B. d. A. die zweite
Zeile, hier gibt es den Eintrag 1 = j; # jo = 2. Der Fall 1. kann in dieser Zeile
nicht auftreten. Der Fall 2. kann nur in den Spalten mit j3 = 1 auftreten, also
in den ersten p Spalten. Hier gilt aber wiederum nur ein einziges mal jo = j; (=
2 in Spalte 2). Der Fall 3. kann nur in den Spaten mit j, = 1 auftreten, also in
Spalte 0-p+1/1-p+1/2-p+1/.../(p — 1) - p+ 1. Hier gilt aber wiederum nur
ein einziges mal jo = js3 (= 2 in Spalte p + 1). Cov(&] ® €)) hat also in jeder Zeile
mit j; # jo hochstens zwei von 0 verschiedene Eintrége.
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3. Das Modell und die Schatzer

Das bedeutet, die Summe jeder Zeile der Matrix hat entweder die Form E[e}; |- (E[e3,,]) ?
oder 2E[e}; €7,,] mit j1, 4o € {1,...,p} und j; # jo. Sei nun das maximale vierte Moment
von €1; bzgl. j von der Ordnung O(p™), ds € [0,2). Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung fiir alle ji, jo € {1,...,p} und j; # jo:

2
E[gélljl] - (E[gfﬁ]) < E[giljl] < jle%%%,p}E[g%jl] = O(pd2>

oE[2, 62, ] < 2(Eled )7 (Bl,])? <2 max E[eL | = 0(p™)

Amax2 = || Cov(&1 ® &1)][, < || Cov(er ® &1) ||, = O(p™)

wonach [(A.4)| gilt.

Dieses Beispiel ist insofern sehr hilfreich, weil fiir die Fehler gar keine konkrete Verteilung
festgelegt werden muss. Bspw. konnte es ja durchaus sein, dass an Messpunkten mit
niedrigem Wert, also nahe der 0, Messfehler mit anderer Verteilung auftreten, als an
Messpunkten mit hohem Wert, also nahe der 1. Sofern die Messfehler untereinander
unabhéngig sind, gelten nach wie vor alle in dieser Arbeit untersuchten Eigenschaften.

Beispiel 3.12. (White Noise)

Ein allgemeiner diskreter White Noise Prozess ist (in unserem Fall) definiert durch
{X(t) | t € T} mit T abzdhlbar, E[X(¢)] = 0 fiir alle t € T und E[X ()X ()] =
02(5t7t/ < oo fiir alle ¢t,¢' € T, wobei 6, das Kronecker-Delta darstellt. Im Falle eines
allgemeinen White Noise Fehlers &) gilt also T'= {1, ..., p} und damit:

o> 0 --- 0

0 o2 .- 0
COV(gl) =

o 0 -.- o2

2

Diese Kovarianzmatrix besitzt nur den Eigenwert o2. Insofern ¢? von der Ordnung

O(p™), dy € ]0,1) ist, gilt damit sofort [(A.4)|

Fiir die Kovarianzmatrix von £; ® &) miissen allerdings weitere Annahmen getroffen
werden, da im Falle eines allgemeinen White Noise Fehlers die Komponenten von €7 nicht
zwangslaufig unabhéngig sind. Das bedeutet, Cov (£} ®¢7) ist im Allgemeinen vollbesetzt
und man hat auch keine konkrete Kenntnis iiber die einzelnen Eintrage. Eine Moglichkeit
ware es, die Unabhéngigkeit der Komponenten einfach direkt wieder vorauszusetzen =
Independent White Noise. Des Weiteren kénnte man die Verteilung des Fehlers durch
1 ~ N, (0,Cov(£})) festlegen = Standard White Noise. In diesem Fall folgt, dass die
einzelnen Komponenten von &) ebenfalls (eindimensional) normalverteilt sind. Aus der
zugehorigen Kovarianzmatrix folgt auferdem, dass die Komponenten unkorreliert sind.
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3.4. Konkrete Beispiele

Daraus und der Normalverteilung folgt wiederum Unabhéngigkeit. gilt unter einer
dieser beiden Annahmen dann nach der gleichen Argumentation wie bei Beispiel [3.11}]

Beispiel 3.13. (Moving Average)
Ein Moving-Average Fehler £ der Ordnung ¢ € N ist (in unserem Fall) definiert durch:

€15 =: bog; + b15;'—1 + o bye] j=1..p

J—a
wobei by, ..., b, € R und (});ez ein Independent White Noise Prozess oder ein Standard
White Noise Prozess ist. O. B. d. A. sei by = ... = b, = 1, (€});ez ein Standard White
Noise Prozess und p hinreichend grofs. Die Eintrige der Kovarianzmatrix sehen dann wie
folgt aus:

Oj1ja = E

(Z 531—i> <Z 8;2—2')] = Z Z E [83'1—i1€;2—i2} (3‘9)

11=0142=0

mit jy,jo € {1,...,p} beliebig. Fiir den Erwartungswert gilt:

/ /
E |:€j1 —i1 gjz —i2

] = o2, fir ji —ip = jo — iy
0, sonst

q q
+
= 0jjy = 07 Z Z {j1—ir=jo—iz} =0 (q + 1 — (max{j, j2} — min{jlan}))

11=012=0

q+1 q q—1 qg—2 1 00 0
q q+1 q qg—1 2 1 00
q—1 qg q+1 q 32 10
q—2 qg—1 qg q+1 4 3 2 1
= Cov(&)) =0 | : ' ‘ ‘ (3.10)

- O OO
O O =N
O = N W

= DN W

Cov(&y) ist also eine symmetrische Bandmatrix der Bandbreite 2¢ 4 1. Fiir diese Matrix
gilt:

q
| Cov(E)||, =0’(q+1+2) i) =0*(g+1+qlg+1) =0(¢+1)
i=1
was sich auch durch die konkrete Definition der Normen iiber o}, ;, bestétigt:

p

P +
H COV(gl)Hoo = jl.gnﬂ?%’p}; 00| = 07 'jlen{“ﬁfp}j <q +1 — (max{ji, ja} — min{jth}))
2= 2

(3.11)
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3. Das Modell und die Schatzer

max{ji, jo} —min{ji, jo} ist dabei nichts anderes als der Abstand von j; und j,. Wegen
dem Positivteil der Summanden, spielen nur Absténde von 0 bis ¢ eine Rolle. Wenn man
J1 passend wihlt (moglichst mittig zwischen 1 und p), kann jeder dieser Abstande von j,
aus genau 2 mal erreicht werden (mit Ausnahme von Abstand 0, hier nur 1 mal). Damit
gilt insgesamt fiir die Norm:

| Cov(@)]|, =c*(g+1—-0+2(¢q+1-1)+2(q+1-2)+..+2(¢+1—¢q)
—— N - < —————

vV vV
Abstand 0 2 mal Abstand 1 2 mal Abstand 2 2 mal Abstand q

q
=0’ (q+1+20+2(q— 1)+ .. +2)=0(g+1+2) i) =0(q+1)

i=1
Wenn o2 wieder von der Ordnung O(p#), d; € [0,1) ist, gilt:
AlmaX—HCovalH2<HC0V51H =0 (q+1)>=0@(p"™)
~——

eN
und damit [(A.4)]

Fiir die Kovarianzmatrix von £] ® €] betrachten wir wieder einen Beispieleintrag. Mit

Gleichung (3.9) gilt:

Cov(e1j1€1jy, €1j5€154) = Ele1j,€15,61j515,) — Elerz,€15,]Ele1j35€154]

| (35 (5) () (S

q q
/ /
- E : E :E[Ejl—hgjé —i2 2 : 2 : ]3 i1 ]4 12]
11=012=0 11=012=0

q q
12=013
q q
2=0

q

/
£

(A
q
—11%J2—12"J3—13~Ja—ia
0

—F g::
23

11=012=
q

= / , — /> . ,. . /. . /> .
Z Z Z Z E Jl i1 ]2 —ig€js—i3€ja— 14] E[6J1—215J2—22]E[€]3—13€J4—24])

11=012=0143=0174=0

>

0
i3=014=
q

Ej1—i1 83'2 *1'2} E [593 —1i3 694*1'4]

q
>
=0144=0
q
Z E
0

mit ji, j2, js, ja € {1, ..., p} beliebig. Fiir E[¢ € i) —El€) i i |E[€iiEruil]

]1 i1 ]2 12 J3— 13 Ja— 14 J1—t1 7 J2—12 J3—137J4— %4
gilt nun:

204, flirj; —i1 = jo—ia = J3 — i3 = js — iy

)ty firji—ii=js—is A Jr—ta=Ja— U4
ol firjy —iy = ju— 4 # Jo— iy = j3 — i3
0, sonst
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3.4. Konkrete Beispiele

Dies gilt wegen der Unabhéngigkeit und den Momenteigenschaften der Normalverteilung.
Daraus folgt:

q q q q
Cov(er),e1jys E1j5E1jy) = O Z Z Z Z <2 {1 — i = Jo — iy = J3 — i3 = ja — is}

11=0122=0143=0i4=0

+ 1{j1 — i1 = js — i3 # Jo — g = ja — la}
"‘]l{jl_il:j4—i475j2—i2:j3—2'3}>

+
=o* (2(q +1- (max{jl,jQ,j3,j4} - min{jl,jQ,j3,j4})> )

+ (g4 1= (maxtjn, jok = minfgi, 3s})) (0= (max{n, i} — min{jo, ja})

)

_l’_

+ (a1 = (maxti, o} —minfin, i) (g = (max{i s} — min{ia,js}) )

(3.12)

Nun gilt es wieder

p
| ‘ COV(gl & 51) | ‘oo = i j;él{aix ” Z | Cov(glﬁgljw €1j3€1j4)‘
’ T gsiga=1

zu ermitteln. Wir untersuchen dafiir jeden Summanden einzeln, was iiber die, fiir den
Betrag und das Maximum giiltige, /\-Ungleichung legitimiert wird.

p

. . . . . . . . . +
Comax Y (q + 1 — (max{ji, jo, j3, ja} — mln{]la]2733,34})>
]11]26{17"'71)} j3 ]4:1

max{ji, j2, js3, ja} —min{ji, jo, j3, j4} kann wieder als Abstand interpretiert werden,
dieses mal zwischen den gekoppelten Werten 71, j» und js, j4. Wegen dem Positivteil
des Summanden, spielen wieder nur die Abstande 0 bis g eine Rolle. 0 kann wieder
nur 1 mal erreicht werden, und zwar genau fiir j; = jo = j3 = js. Daraus folgt
direkt, dass j; = js sein muss, sonst wiirde der (grofste) Summand ¢ + 1 niemals
auftauchen. Um wieder alle weitere moglichen Absténde zu erreichen, muss j;
bzw. js wieder passend (moglichst mittig zwischen 1 und p) gewédhlt werden. Die
Absténde sind nun genau zu den folgenden Anzahlen erreichbar: 6 mal Abstand
1, 12 mal Abstand 2, 18 mal Abstand 3, ..., 6(¢ — 1) mal Abstand ¢ — 1, 6¢ mal
Abstand q.
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3. Das Modell und die Schatzer

p

= max + 1 — ( max{J1, — min )
Jagaedlop} q J15,7J25 735 74 J15,7J25735 74

=q+1-0+4+6(¢g+1-1)+12(¢+1-2)+...+6(¢q—1)(¢g+1—-q+1)+6g(¢+1—q)

q
=q+1+6(g+2(q—1)+3(g—2)+..+(q—1)2+¢) =q+1+6) i(g+1—1)
=1
q

=g+ 1+6(q+1) (ZQ:Z_ZZ2> =g+ 1+6(g+1) <q(Q+1) —q(Q+1)(2Q+1)>
=1

2 6
1) =(¢+1)(1+3¢° +3q—2¢° — q)

= =1
=(g+1)(1+3q(g+1) —q(2¢+
=(q+1)(¢*+2¢+1)=(qg+1)

p . . . . . + . . . . . +
o e > <q+1—(maX{Jl,m}—mln{Jldg})) (q—(maX{Jz,ﬂ}—mln{Jz,m}))
J1.J2€d,--, Dy .
Js,ja=1

Dieser Summand kann ohne Probleme in 2 Faktoren zerlegt werden. Diese werden
wiederum nach dem gleichen Schema wie in Gleichung (3.11)) berechnet.

p

. . . . . + . . . . . +
B 3'3]24:1 (q +1— (max{ji, js} — mm{h,Js})) <q — (max{j2, ja} — mln{Jz,J4})>
u +
= (e, 22 (o1 (ot~ minti i) )

/N

. < A maxp} Zp: q— (max{jg,j4} — min{jg,j4}))+> = (¢+1)%¢

Nach selbiger Argumentation folgt auch direkt:

p

. . . . . + . . . . . + 2 2
Jnax > (q+1—(maX{Jl,J4}—mm{Jl,J4})) (q—(maX{Jz,Js}—mm{Jz,Js})) = (¢+1)°q
PIEEL 73,Ja=1

Schlussendlich gilt nun mit Gleichung (3.12)) und folgende:

)\Q,max = H COV(§1®51)H2 S H COV(51®51)‘ ‘oo S 204((q+1)3+(q+1)2q2) = O((pdl)Q) = O(del)

und damit [(A.4)| mit dy = 2d; € [0,2).
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3.4. Konkrete Beispiele

3.4.2. Der lokal lineare Schatzer

Ein Schitzer, welcher durch Gleichung ausgedriickt werden kann und Annahme
erfiillt, zumindest unter ein paar wenigen weiteren Annahmen, ist der sogenannte lokal
lineare Schitzer. Dieser wurde bereits detailliert untersucht, unter anderem von [Tsy(09],
[Degll] und [Herl7]. Dieser basiert auf Kleinste-Quadrate- und Kern-Regression Tech-

niken und entspricht im Grunde dem bekannten Nadaraya-Watson Schdtzer, siehe z. B.
[W.J94].

Der Schétzer kann zunéchst fiir alle x als konstante Losung eines Minimierungsproblems
ausgedriickt werden:

fi(x) = argmini (yj _ M(33)>2K (cc —hﬂlig>

p(z)eR 5

wobei K eine Kernfunktion ist - z. B. ein Gaufs-Kern oder ein Epanechnikov-Kern - und
Y;—p(z) die Residuen darstellt. Im néchsten Schritt wird () mit einem Taylorpolynom
der Ordnung m angenéhert. Dieses Polynom kann als Produkt zweier Vektoren ausge-
driickt und danach mit den sogenannten Normalgleichungen gelost werden, wodurch
eine Darstellung als Gleichung (3.2)), also eine Ausdrucksform fiir die Gewichtsfunktio-
nen erreicht wird, wenn auch implizit. Hier sehen wir nun die Bedeutung des Grads der
Ableitungen bzw. Polynome aus Bemerkung und 3.5} Wenn ein Taylorpolynom der
Ordnung m verwendet werden soll, muss offensichtlich auch die m-te Ableitung von pu
existieren und gewisse Eigenschaften erfiillen; je hoher die Ordnung, desto akkurater
wird der Schétzer. Der Schétzer, der durch diese Technik erreicht wird, wird auch als
lokal polynomialer Schdtzer bezeichnet.

Der lokal lineare Schdtzer nutzt dagegen eine Taylorapproximation von g der Ordnung
m = 1, was einer Anndherung mittels einer Gerade/linearen Funktion entspricht. Fiir
diesen Fall haben [Degll] und [Herl7| gezeigt, dass die Gewichtsfunktionen explizit
darstellbar sind und mit ein paar weiteren Anforderungen an den Kern, wie z. B. die
kompakte Definitionsmenge [—1, 1] und Beschrianktheit, sind auch alle weiteren Annah-
men erfiillt. Siehe z. B. [Fan92] fiir mehr Informationen zum lokal linearen Schétzer.

Eine weitere Kategorie von Schétzern, welche die Annahmen zumindest grofstenteils
erfiillen, wéren Splineschdtzer, bei welchen die Gewichtsfunktionen auf Splines basieren,
siehe hierfiir z. B. [Was06]. Diese sind ebenfalls lineare Schétzer und [Sil84] zeigt, dass
sie ndherungsweise Kernschétzern entsprechen, wobei die Kernfunktion, wie auch die
Bandbreite auf eine ganz bestimmte Art und Weise berechnet wird. Auch wenn zum Teil
geforderte Voraussetzungen verletzt sind, legen Simulationen nahe, dass die im Folgenden
formulierten Aussagen genauso fiir Splineschétzer gelten.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Wir werden nun jeweils drei Giitekriterien fiir die Schétzer formulieren. Zum einen eine
Abschétzung fiir den Bias und die Varianz, und damit automatisch einhergehend asym-
ptotische Erwartungstreue und eine Abschitzung fiir den Mean Squared Error. Weiterhin
wird die asymptotische Normalitit nachgewiesen und schlussendlich Konsistenz. Da es
sich um Schétzer funktionaler Daten handelt, konnen diese Eigenschaften, vor allem
wenn Grenzwerte involviert sind, entweder punktweise oder gleichmdj$ig durchgefiihrt
werden, wobei natiirlich die gleichméfige Abschitzung eine deutlich stirkere Aussage
ist, die wir auch oft, jedoch nicht immer, erreichen werden. Meist werden wir die jewei-
lige Aussage erst punktweise beweisen, und dann zur Gleichméfigkeit erweitern.

4.1. Bias und Varianz

Wir stellen zunéchst Schranken fiir den jeweiligen Bias und die Varianz auf. Die asym-
ptotische Erwartungstreue lésst sich iiber den Bias tiberpriifen, denn dafiir muss er gegen
0 konvergieren, die Abschétzung fiir den Mean Squared Error wiederum durch die Bias-
Varianz-Zerleqgung MSE = Bias® + Var.

4.1.1. Trendschatzer

Satz 4.1.
Sei ji der Schitzer aus Gleichung (3.2)) innerhalb des Modells aus Abschnitt[3.1 Weiter
seien Annahme und [3.4) erfillt. Dann gilt fir alle x € [0,1]:

. N « 7 L+ h1+aR 1
Bias (ji(z)) = O(h'™**), Var (i(z)) = O ( " npldlh)
1+ hiter 1
MSE (i _ 2(14ay)
= MS (u(x)) o <h + n np1d1h>

Der Bias entsteht durch die Gldttung, wie wir gleich im Beweis sehen werden. Aus h — 0
folgt Bias (u(z)) — 0 < E[fi(z)] — p(x), also die punktweise asymptotische Erwartungs-
treue von fi. Da die Schranke des Bias fiir alle x € [0,1] existiert, gilt die Abschdtzung
auch bzgl. des Supremums tber x, was nichts anderes bedeutet, als dass E[ji(x)] gleich-
masig gegen u(x) konvergiert. Der Schatzer ist also auch gleichmdflig asymptotisch er-
wartungstreu.
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4.1. Bias und Varianz

Beweis.
Wir bilden fiir den Bias den Erwartungswert des Schétzers. Fiir alle z € [0, 1] gilt tiber

Proposition [3.7}

:—;;W CUJ ‘|‘Z(ZL"] +51] = ;;W +E[Z(0 )}—F]E[E;]])
:%ZXWWMW:ZWMMmzmMOWW)

= Bias ((x)) = E[j(x)] — u(x) = O(h*")
Die Varianz berechnen wir iiber den Verschiebungssatz und bestimmen dafiir zunéchst

E[(ju(x))7].

2

i e~y
E[(i(z))’] =E (gz Wj@)yij) = nz Z Z Wi ()55, Wi, (%) Vs
i=1 j=1 i1,42=1 j1,j2=1

p
- n2 Z Z WJl )E[}/Zml)/le}

11,52=1 j1,j2=1

Z Wi, (z (ZE Ymez Z E 2131 2232])

Ji,j2=1 i17£12=1

) Z W]l (ZE Yl]lylm] Z :u(le)ﬂ(xh))
J1,j2=1 i1#i2=1

) Z WJl (ZE Y1J1Y1J2] + n(n - 1) (le)ﬂ(sz))
J1,j2=1

(%) gilt, da sich die Unabhéngigkeit von Z und € bzgl. i auf Y tibertragt. Weiterhin gilt:

E(Yij, Yij,| = E[(u(xj,) + Zixs,) + €ijy) (u(2jy) + Zi(),) + €i4,)]
=B [ ) pu(xg,) + p(ey) Zi(es,) + pleg)ei, + Zileg)w(xs,) + Zi(z) Zi(zs,)
+ Zi(xj, )eigy + €ijy 1u(5,) + €ijy Zi5,) + €ijy €ijy ]
= M(%)N(%) + :u(le) E[Zi (ij)] +H(1Uj1) E[gljz] + E[ (13]1)] (J"JQ) + E[ (le)Zi(x]é)]
—_————— —_—— ————

=0 =0 =0 = R(wj;,zj,)
+ E[Zi(xh } [%2] [52JJ (@) + E[Em] E[Zi($j2)] +E[5ijlsij2]
———— —— -
=0 >0 % =0 =0 = 0510
(xh) ($32) (le ) x]é) + Oj1jo
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4. Eigenschaften der Schatzer

Daraus folgt mit Proposition [3.7 und [3.9;

le (x)sz (l‘) (Z (M(le)ﬂ(sz) + R(xijjz) + Ujl.j2) + n(n - 1)M(xj1)ﬂ(xj2>>
Wi, ()W, () (n (s, ) p(es,) + R, 25,) + 0j,5,) +n(n— D, )p(z;,))

= i 4 Z le (.Z‘)sz (Z‘) (nQM(le)M(xJQ) + nR(le ) sz) + najljz)

= (ZW](I‘)M(l'])) +% Z le(x)sz(x)R(xijjz)_‘_* Z le(x)sz(x)o'jljz

J1,J2=1 J1,52=1

( V) L B+ O(hltor) N W (z)T - Cov(&) - W(x)

n n

oo (iwjmu(mj)) Lot O ()

Proposition @ vt n n
J:

2
- 1+ pitor 1
- (Z Wj(ff)ﬂ(%)) +0 ( " + npl—dlh)
i=1

Gleichgg Var (ﬂ({E)) _ E[(ﬂ(x))Q} — (E[[L(l’)])2 =0 (

1+ hitor 1
n npl—dh
]

Bemerkung 4.2.
Unter Annahme einer Hoélderstetigkeit der (partiellen) Ableitungen bis zur Ordnung m
von i und R, und Reproduzierbarkeit von Polynomen bis zum Grad m des Schitzers -

siche Bemerkung[3.9 und[3.5 - ergeben sich fiir Satz[{.1] die Abschdtzungen

. ~ m—+ao Iy 1 + hm+aR 1
Bias (fi(z)) = O(h™*), Var (i(z)) = O ( " npldlh)
1+ hmtor 1
MSE (i — 2(m+ay)

Zur Begrindung, siche Bemerkung[3.8
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4.1. Bias und Varianz

4.1.2. Kovarianzschatzer

Satz 4.3.
Sei R der Schiitzer aus Gleichung 1} innerhalb des Modells aus Abschnitt . Weiter
seien Annahme und[3.4) erfiillt. Dann gilt fiir alle (s,t) € [0,1]*:

Bias (R(s, 1)) = O (hHaR + o 1d1h + 1) Var (R(s,t)) = o(1)

= MSE (R(s, t)) =0 <(h1+°‘R + pl—ldlh + %) 2> +o(1)

Bei der korrigierten Version des Schdtzers aus Gleichung , wiirde der Faktor %
im Bias entfallen, die anderen beiden Summanden entstehen durch die Gldttung und
den Fehlerterm, wie wir gleich im Beweis sehen werden. Aus h — 0 und unter der
zusdtzlichen Annahme, dass p*~“h — oo - welche wir im Ubrigen in Abschnitt @
so und so brauchen werden - folgt Bias (ﬁi(s,t)) — 0, und damit auch unmittelbar die

punktweise asymptotische Erwartungstreue von R. Da die Schranke des Bias fir alle
(s,t) € [0,1]* ezistiert, gilt die Abschitzung auch bzgl. des Supremums tber (s,t); der
Schatzer ist also auch gleichmdflig asymptotisch erwartungstreu. Auch hier wdre unter
den erweiterten Annahmen aus Bemerkung und [3.5 analog zu Bemerkung [{.9 eine
schnellere Konvergenzrate erzielbar, wieder durch den grofieren Exzponenten m + agr von

h.

Beweis.
Zunéchst iiberlegen wir uns, dass fiir alle € [0, 1] und alle i = 1, ..., n gilt:

ﬂi(x)—ﬂ(x)zzm(x)ﬁj—zwj Z ZJ—ZW ZZW

ll]l

_ZW w(z;) + Zi(z;) —|—€U ——ZZW p(x;) —I—ZZ(ZU])—G—EZJ)

*ZW ( p(z;) ——Zu@)

-~

=0

1 o &

L1 Z — W) Zi(zy)) + = 3 (Wyla)ey; — Wia)ey)

j=1 =1 j=1

J/

=: WZ;(z) =: W‘/rsl(z)
=WZ(z) + Wei(x) (4.2)

Die Unabhéngigkeit von Z und ¢ ibertrégt sich auf WZ und We. Damit kann der
Schiitzer R fiir alle (s,t) € [0, 1]* wie folgt zerlegt werden.
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4. Eigenschaften der Schatzer

n

Ris 1) = =3 (ja(s) — o) (aa(t) — (1)) = - S (W Zils) + We(s)) (WZilt) + Wei(1)

i=1 =1

= % Zn: (WZi(s)W Zi(t) + W Zi(s)Wei(t) + WZi () Wei(s) + Wei(s)Weilt))

= E[R(s,t)] = % Z (E[WZi(s)W Zi(t)] + E[W Zi(s)|E[Wei(t)] + E[WZi(t)|E[Wei(s)]

—|—E[W€i(8)wsi(f))]) (4.3)

Wir untersuchen nun die einzelnen Summanden. Mit Proposition [3.7] gilt:

=1 j=1 =1 k=1
1 & 1 - <&
= 2 > Wi(s)Wi(t) ElZi(25) Zi(zx)] — 5 > W)Wt EZi(x;) Ziy (1)
I1,la=17,k=1 — Rryn) I1,la=17,k=1 0 fir ot
1 1 &
Ly > Wi VELZ () Zien)] +5 D D Wils)Wilt) EIZi, (27) 2 (4]
blz=13,k=1 — 0 fiir Ly ble=13,k=1 — 0 fiir [yl
p 1 n p
= > Wils)Wi(t)R(xj, xx) Z Wi R(zjap) +—5 > > Wils)Wi(t)R(xj, x)
J,k=1 ]k 1 =1 j,k=1
2 1 —
1+« 14+« 1+«
= R(s,t) + O(h}Tor) — E(R(s,t) + O(hMTer)) + 712; (R(s,t) + O(h'or))
-1
= — (R(s,1) + O(h'**m)) (4.4)

Auf analogem Rechenweg folgt fiir den vierten Summanden iiber Proposition [3.9;

E[Gii(wj@% g,j)< SN (Wi(t)ew — Wit m)]

=1 j=1 =1 k=1
=) Wi(s)Wk(t)oji —% Z Wi(s)Wi(t)oje + — Z Z W;( t)oji
Ji.k=1 Jik=1 I= ljk 1
— ()T - Cov(2) - (1) — %W( )" Cov(a)  TW(1) + LS )T - Cov(@) (0
n—1 1
=— .0 (pl—dlh> (4.5)
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4.1. Bias und Varianz

Fiir den zweiten Summanden gilt:

E %Z Z (Wi(s)Zi(x;) — Wy(s) Zi(zy)) | E % (Wi(t)eun — Wk(t)glj)]
- (% >0 (W (JEIZ(e,)] - Wj<s>E[Zz<xj>J)> (% > (WiltBfea] - Wk<t>E[6uD>
- (% D NUACHIIEE 0)) <%ZZ (WA)-0 = WA 'O)) ~0 (10)

Selbiges gilt fiir den dritten Summanden. Da keiner der Summanden mehr von ¢ abhéngig
ist, folgt insgesamt fiir den Bias des Schétzers iiber Gleichung (4.3):

E[R(s,t)] — R(s,t) = o ; ! (R(s, t) + O(htTer) + O (ﬁ) ) : %Z 1 —R(s,t)
i=1

=1

- (owaR) +0 (ﬁ) ) - Rl

R(-)I<E —1 1 1
g (004 () ) +o ()
roposition |3. ( ) p n

=01

—0 (h1+aR + 1 + l) (4.7)

pl=dih ~ n

Der Schétzer ist also zum einen iiber den ,falschen Vorfaktor % durch O (%) verzerrt,
was sich aber leicht iiber den ,richtigen“ Vorfaktor ﬁ korrigieren léasst. Zum anderen
iiber die Glittung durch O(h'*te®) - was logisch ist, da man nur an endlich vielen Stellen

beobachten /approximieren kann - und tiber den Fehler durch O <zﬁ>

Die Berechnung der Varianz gestaltet sich hier deutlich komplexer als bei fi. Wir zeigen
daher nur relativ allgemein, dass auch hier die Varianz im Unendlichen verschwindet,
ohne eine genauere Rate anzugeben und werden auch an einigen Stellen, mit entspre-
chender Begriindung, abkiirzen.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Nach Gleichung (4.3)) und den darauffolgenden Rechenschritten gilt:

(E[R(s,t)]>2 - % | En: (E[W Zi, ()W Zi, (£) [ E[W Ziy ()W Ziy (1)]
+ 211l-z[2V:V121 ()W Z;i, (8) | E[Wei, (s)Weiy (1))
+E[Wei, (s)Wei, ()] E[Wes (5)Weiy (1)])
(R(s,0))* = S (W Za (YW 2 (8) + W 2o, ()W (6) + W Zas (0 Wei () + Wen ()Wei (1)
(;Vlzz ()W Ziy (£) + W Ziy ()W (£) + W Ziy () Wesy (5) + WsiQ(s)M(/Zié)(t))

Bildet man davon den Erwartungswert, konnen wegen der Unabhéngigkeit von Z und
e und wegen E[W Z;(-)] = E[We;(+)] = 0 fiir alle ¢ = 1, ...,n die Summanden, bei denen
W Z und We einzeln auftritt, ausgeblendet werden. Es verbleibt:

E[(R s, }:nQ Z ( YW Zi, (YW Ziy ()W Ziy (1)] + E[Wes, (5)Wes, () Wey (5)Wes, (£)]

i1,t2=1

+E [WZ’U (S)WZ’Q (S)] E [ngl (t)W€i2 (t)} +E [WZM (t)WZ'lQ (t)] E I:W‘C:il (S)WEiQ (S)]
+ 2E [WZ“ (S)WZiz (t)] E [W5i1 (S)WEiz (f,)] + 2E [WZ“ (S)VVZZ‘1 (t)] E [WE,‘Z (S)WEiz (t)] )

Damit gilt fiir die Varianz iiber den Verschiebungssatz:

n

i1,42=1

+E [WEH ( )WEZI (t)ngz ( )W€12 ( )] - [W€i1 (S)Wgh (t))] E [WEiQ (s)ngz (t))]
+E[WZi, (s)W Zi, (s)|E[Weg, () Wei, (8)] + E[W Zi, )W Zi, (1) |E[Weg, (s)Wei, (s)]

+2E [Wz“< W Ziy (O] E[Wey, (5)We, (1)) ) (4.9)

Nun wére es immens von Vorteil, wenn WZ; (-) und W Z,;,(-) bzw. We; (-) und We,,(+)
fiir 41 # i stochastisch unabhéngig wéaren, weil man dann die Erwartungswerte aus-
einanderziehen kann. Leider ist das nicht der Fall, weil in diesen Termen jeweils die
Summe iiber alle Z; bzw. ¢; auftritt, somit sind tatséchlich alle WZ; (-) und WZ,(-)
bzw. We;, (+) und We,,(+) fiir alle 41,9y = 1,...,n abhéngig. Wir diirfen die Erwartungs-
werte trotzdem fiir ¢y # 45 auseinanderziehen und mit einem +o(1) versehen, weil sich der
dadurch entstehende Ausdruck zum tatsédchlichen Ausdruck nur durch einen additiven
Term unterscheidet, der wiederum asymptotisch verschwindet.

o8



4.1. Bias und Varianz

Wir betrachten dazu o. B. d. A. den Term E[W Z;, (s)W Z;,(t)]. Fiir alle (s,t) € [0,1]?
und i; # iy gilt:

n

1 n D 1 p
ﬁ > (Wi(s)Zi, () — Wy(s) Zi(x5)) (n > (Wi(t) Ziy () — sz(t)Zl(fEk))>
1 =1 I=1 k=1
= 3 > W Zn(%)Zzz (@1)] =5 Wi(s)Wi(t) EZi, (25) Z1, (wrc)]
il2=15k=1 = 0 da i1 i Ih=15k=1 = 0 fiir oA
" @ Z ElZ1 (%)) Ziy(z1)] + 5 > Wils)Wi(t) E[Zy, (25) Zi, ()]
Ll2= — 0 fiir l17éi flo=1j,k=1 — 0 fiir [yl
2 zp: R(xj,xk) Z Z Wi( R(zj,zp) = 1 ( R(s,t) +O(h'R))
n n —— —
k: = 1]k 1 ~~~ "|<EZ,2<OO — 0

— 0

— (1) e E[W Zi, (s)|E[W Ziy (t)] + o(1)

Nach dem gleichen Prinzip lassen sich alle anderen Erwartungswerte der zweifachen
Produkte diskutieren. Fiir die vierfachen Produkte wére es ein zu grofer Aufwand, es
explizit zu beweisen, da man hier insgesamt 16 Summanden iiberpriifen miisste, es wiirde
aber genauso asymptotisch nur noch der erste Summand eine Rolle spielen. Im Fall von
E[W Z;, ()W Z;, ()W Zi, ()W Zy, (t)] wire das:

4 Z Z le Wkl Wj2 (5>Wk2(t)E[le (le)Zil (‘Tkl)Zi2 (xj2)Zi2 (ku)]

ll la_4 j1,k1
l3l4 1J2k2 !

= Z VVh Wk‘l M/]é(S)Wk’z (t)E[Zil (xj1)Zi1 ($k1)]E[Zi2(xj2)Zi2 (xk‘z)]

- ( Z WJl Wk1 R x]17$k1 ) ( Z M/Jz Wk2 R(wj2’$k2)>

(s 1) + O(+any)? Ceichuns (ﬁ—:VE[WZil(s)WZil(t)}E[WZi2(s)WZi2(t)}
%7

=E[WZ,(s)W Z;, 0)|E[W Zy, (s)W Zi, (t)] + o(1) (4.10)

Alle weiteren Summanden haben mindestens den Vorfaktor % und waren damit alle, we-
gen der Endlichkeit der 2. bzw. 4. Verbundmomente von Z und ¢ (siehe Proposition ,
auch o(1).
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4. Eigenschaften der Schatzer

D. h. es gilt fiir alle (s, ) € [0,1]* und i; # is:

E(W Zi, ()W Zi, ()W Zi, ()W Ziy (8)] = B[W Zs, ()W Zi, ()| E[W Ziy ()W Ziy (1)] + 0(1)

I
S~—

E[Wei, (s)Wey, () Wey, (s)Weyy (t)] = E[Wey, (s)Wey, ()| E[Wey, (s)Wey, ()] + o(1)
E[WZi\(s)W Zi,(t)] = E[WZ;, (s)] E[W Z;,(t)] +0(1) = o(1)
E[We;, (s)Wey,(t)] = EE[W_ail(s)lEE[W;Q ()] +o(1) =o(1)  (4.11)

und somit fiir die Varianz nach Gleichung (4.9):

Var (R(s,t)) = % > (IE (W Zi(s)W Zi(6)W Zi(s)W Zi(t)] — (E[W Zi(s)W Zs(t)])”
=1

+ E[Wei(s)Wei(t)Wei(s)Wei(t)] — (E [Waz-(s)Wai(t))Dz
+E [WZi(S)WZi(S)] E [WEi (t) W&“l‘ (t)] +E [WZZ' (t)WZZ' (t)] E [WEZ‘(S)WEZ‘ (8)]
+ 9R[W Zy(s)W Zi(t)|E [Wsi(s)Wei(t)D +o(1)

Wir fithren nun eine, zugegebenermafen sehr grofiziigige Abschétzung durch, die zumin-
dest darlegt, dass der Term im Unendlichen verschwindet. Dies ist genau dann der Fall,
wenn die komplette Summe fiir n — oo mit einer geringeren Rate als n? gegen Unend-
lich konvergiert. Wir schétzen die innere Summe der Erwartungswerte nach oben ab.
Die Erwartungswerte der zweifachen Produkte haben wir in Gleichung und (4.5))
schon berechnet, damit folgt fiir alle (s,¢) € [0,1]> und i = 1, ...,n mit Proposition
und [3.6] und der A-Ungleichung:

||
E[WZi(s)W Zi(t R(xj, xy) Z (W5 ()W (0| R(5, 2 )|
W—/jk 1 7,k=1
- p p
< Egzp <Z !Wj(s)!> (Z |Wk(f)!> < Ez50%, <0
j=1 k=1
n—1 g ]
E[Wei(s)Wei(t)] = > Wis)Wi(t)og < ... < E-a(p)Chy, < 00
\Q—/j,k:l
<1
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4.1. Bias und Varianz

Fiir die vierfachen Produkte miissten wir nun eigentlich wieder 16 Summanden auswer-
ten. Das ist aber nicht notig, da nach gleicher Argumentation wie bei Gleichung
nur der erste Summand eine Rolle spielt, weil wieder alle weiteren Summanden mindes-
tens den Vorfaktor % besitzen und somit asymptotisch verschwinden. Fiir die jeweils ers-
ten Summanden von E[W Z;(s)W Z;(t)W Z;(s)W Z;(t)] und E[We;(s)We; (t)We;(s)Wei(t)]
gilt nach den gleichen Voraussetzungen wie oben mit Proposition |3.3]

1 - <
2 D WaWi (W, ()W, (DELZi(x;,) Zi(,) Zi(s,) Zi(n, )
l1,l2 1]1 k1 -1
13 ly™ " jo,ko™

= Z le Wkl Wj2 (S>W/€2 (t)M(le y Lk1y Ljos ku)

n ﬁé—l
]
< Z (Wi ()Wt (O1Wi, ()W ()M (2, Ty s T, Ty )|
=]
p p p p
< Ezq <Z |Wj1(8)|> (Z |Wk1(t)|> (Z |Wj2(8)|> (Z \Wkg(tﬂ) < Ez4Cy, < 0
Jj1=1 k1=1 jo=1 ko=1

Il
4 Z Z WJl Wkl Wj2<S)W/€2 (t)E[EiﬁgihgijzsikQ] <..< E6,4<p)cé[/1 <0

ll la_qJ1,k1
=1 =1
I3,la™ " g2, k2

= E[WZ,(s)WZi(t)W Z;(s)W Z;(1)] % Ez4Chy + 0(1) < 00
E[We;(s)We;(t)We;(s)Wes (1)) ‘g E.4(p)Cyy, + o(1) < 0

Insgesamt folgt jetzt fiir die Varianz:

. M1 <&
Var (R(s,t)) < — > (EZAC{%Vl +0(1) + EZ 5Cyy, + E=4(p)Chy, + o(1) + Ez2(p)*Cyy, + 4Ez2E- 2(p)Ciy, ) + o(1)

i=1

_ EZ,4C€V1 + E%’QCéVl + E5’4(p)CéV1 + EE’Q(p)2CéV1 + 4EZ’2E5’2(p)CéV1

- +o(1) = o(1)
~~
(4.12)
Der letzte Gleichungsschritt folgt aus der Endlichkeit des Zéhlers. O]
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4. Eigenschaften der Schatzer

4.2. Asymptotische Normalitat

Wir weisen nun fiir beide Schétzer die asymptotische Normalitdt nach, d. h. die Kon-
vergenz in Verteilung der standardisierten Schéatzer gegen eine Normalverteilung bzw.,
da es sich um funktionale Schétzer handelt, gegen einen Gaufs-Prozess (Trend) und ein
Gauf-Feld (Kovarianz). Wegen der Funktionalitét, handelt es sich auch nicht um Vertei-
lungskonvergenz von Zufallsvariablen im klassischen Sinne, sondern um die allgemeinere
schwache Konvergenz innerhalb des Banachraums (C([0,1]), ||-||«), siche Deﬁnitionm
d).

4.2.1. Trendschatzer

Satz 4.4.
Sei fi der Schitzer aus Gleichung (3.2)) innerhalb des Modells aus Abschnitt[3.1 Weiter

— 1
seien Annahme und erfiillt und es gelte \/nh'™ — 0 sowie Z —_—
n=1

S, < 00.
Dann gilt:

V(i) = p(@)) = G(0, R) in (C([0,1]),[] - ||o)
G(0, R) ist ein eindeutig bestimmter Gauf$-Prozess mit Erwartungswert 0 und Kovari-
anzfunktion R, wobei R der Kovarianzfunktion von Z aus entspricht.

Es sei hier noch einmal erwahnt, dass p implizit von n, und h implizit von n und p
abhéngt, sonst wiren die geforderten Voraussetzungen gar nicht moglich. Ein Beleg
dafiir, dass die Konvergenzen hiervon erfiillbar sind, findet sich in Anhang[A.3]

Beweis.

Den Beweis haben im Wesentlichen [Degl1] sowie [Her17| durchgefiihrt, allerdings wurde
dort von einer mehrdimensionalen Normalverteilung des Fehler € ausgegangen, was bei
uns nicht gegeben ist. Daher werden nur nachweisen, dass unter den gegebenen Voraus-
setzungen, die Verteilung von ¢ keine Rolle fiir die Prozesskonvergenz spielt.

Mit der letzten Zeile von Gleichung (4.1) ldsst sich der empirische Prozess wie folgt
zerlegen:

(0 — nln - NOAYALY nln - () n - 14+ay
V(@) —p(e)) = vn <n ZZW )Zi( J>> + Vi (n ZZW ) ) +f?s(3f(») )
= g%(x) = g':%(x) ” o

Die schwache Konvergenz kann nun nach Lemma [2.15 iber die Konvergenz der einzel-
nen Summanden bestimmt werden. Fiir den ersten Summanden gilt S}(z) = G(0, R)
n (C([0,1]),]] - ||ec), siehe dafiir [Her17]. Fiir den dritten Summanden gilt nach den
Voraussetzungen aus Satz [£.4;

S3(x) = O(y/nh'To), Vo € [0,1] = sup |S3(z)| = O(v/nh'™) = 0

z€[0,1]
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4.2. Asymptotische Normalitat

Fiir S2(z) muss die Konvergenz in P gegen 0 natiirlich auch bzgl. der Supremumsnorm,
also gleichméfig gezeigt werden. Wir kombinieren daher nun die punktweise Konvergenz
in P mit der gleichméfig gleichgradigen Stetigkeit in P, wie in Lemma [2.18] erwihnt.

Punktweise Konvergenz in P

Wir wenden hier Proposition an. Sei z € [0, 1].

sf(sti0) ~x| (va (zzw o)) |-

=1 j=1

Z Z Wi, (x )511]152212]

11,52=1 j1,j2=1
p

- Z Z VVJl )E [511]1512]2 lii 12 Z le )E [51]’151]'2]

zlzg 1 j1,52=1 =1 j1,j2=1
- - 1
= Y W@ @, = W@ - Cov(d) - W) = O (ﬂ) =0
Ji,j2=1

(4.13)
Dies folgt aus der Voraussetzung Z S h < 00, denn dies ist nur moglich, falls pREYA
eine Nullfolge ist.
Gleichmiifige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)
zu i):
Sei &(x) = HS2 )Hﬁ = ; ( - ; ZW SU)> . Dann gilt offensichtlich
fiir alle n € N und z € [0,1]: [S%(z)| < ®(z) & |S?| < @. Mit Gleichung (4.13) folgt
weiterhin:

E[|2(2)] = E[||S3(2)][] =E Z( (;Z Wi (x ))
ad A 1
-3x| (v ( ) 0 (5r27)

o0

= 3C € R" : E[|®)?] Z - <o0= E[|®]%)? < oo
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4. Eigenschaften der Schatzer

zu ii):

Wir schétzen zunichst einmal die Uberdeckungszahl bzgl. der kanonischen Metrik ab.
Auf gleichem Rechenweg wie in Gleichung (4.13)) folgt mit Proposition [3.9|fiir alle x, 2" €

0,1]:
2 (r.2) = E <\/5 (% : : I/[/J(a:)ei]) —Vn (% : : W](x/)gzj>>2
B (e
()= ) Cod) () — ) = 0 (plldlh)
L IO E R (o) < ﬁ = dy(x,2') < (%) ‘—c, (4.14)

Die Bezeichnung (), ist bewusst so gewahlt, weil sowohl p, als auch h implizit von
n abhéngen. Da alle Punkte x,2’ € [0,1] einen maximalen Abstand von C, bzgl. d,

haben, benétigt man fiir v < C, maximal — Kugeln mit Radius u, um das Intervall
u

[0, 1] zu iiberdecken. Ist u > C,,, so geniigt eine einzige Kugel. Fiir die Uberdeckungszahl
Neov(t, dyp, [0,1]) =: Neoy bedeutet das nun:

Neoy = 1, fur v > C,,
1< N, <& firu<C,

u ?

Daraus lasst sich herleiten:

N < Cn o Ncov < Cn log<:r>n-w. (1 (]Vcov>)é < (1 (Cvn>)é
cov > T > —3 O < O —

— 0 und der Stetigkeit der Wurzelfunktion:

Aukerdem gilt fir C,, wegen —— .
p 1

C \?

Es gibt also ein hinreichend grofses n, ab welchem C, < ¢, fiir alle 6 > 0. Um im
weiteren Verlauf die Wohldefiniertheit diverser Ausdriicke nicht zu verletzen, setzen wir
von vornherein 6 < 1.
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4.2. Asymptotische Normalitat

Mit der Monotonie des Integrals folgt fiir das Uberdeckungsintegral:

[ (s () o= [ e () e [ (o ()
Cn i 5 L
L) L)
\[/C\/ log (¢ d“+—/ V—Tog(u)du (4.16)

Die beiden Integrale werden nun separat untersucht.

Beim ersten Integral gilt fiir die Integrationsvariable durch die obere Grenze

W< Cp= Criu< CrdCy=C3 =0 (4.17)

wegen Gleichung 1) und der Stetigkeit von f(z) = 23. Ab einem hinreichend grofsen
n ist daher C~3u < 1 und \/ —log (C‘§u> wohldefiniert. Das Integral wird zunéchst

umgeformt zu:
Cn o3 —log (C_§u>
/ \/ log du—/ Tizu~ - du
0 20, %u \/_ log <C’;§u)

Wir substituieren nun mit den Funktionen

2z° exp(—x —2 , 1
ey = 22Oy < [t (0 ) = ) = - :
Cn? ~3
2u\/— log (Cn u)
Cn —log ( C 2u ~ log(C)
= / 20 u < ) du = — %g / u? exp(—u?)du
0 267 \/—10g <C’ §u> Cp?® Joo

—u? exp(—u?)du
—log(C})

Nach Gleichung (4.17)) ist \/ — log(C’é) fiir ein hinreichend grofses n wohldefiniert.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Mit partieller Integration folgt weiterhin:

2 oo
/ —u - uexp(—u®)du = — .
—log(CF) Cp?®
Civ/ —log(CF) L[
Votoscd) 2
(4.18)

o
2
o 2
—1 o0
= Cn 0g(Cn) 12 / —exp(—u?)du
V3 Cp ® J\/—log(CF)
1
Fiir das nun verbleibende Integral gilt wegen \/ —log(C) < u < 1 < ———— und
—log(CiF)
der Monotonie des Integrals:
o oo .2 02
12/ — exp(—u?)du < 12/ : uexp(u)du: 12 _exp(—u?)
Cr  J\ = log(C) Cn T\ —tog(c) \/_ 3 Cn? _ 3 R
IOg(Cn) 2 log(Cn) u= —log(Cf)
_ 1 i _ CnVB
oI /—log(Cé) 2y/—1log(C,,)

(4.19)

Mit Gleichung (4.18)) folgt schlieflich:
Cu/3

v/ —log(C,) N
3 2./ log(Cy)

V3

/Ocn \/— log (O;%u>du < G

Nun zum zweiten Integral aus Gleichung (4.16]). Das Vorgehen ist in weiten Teilen iden-

1

tisch, wir substituieren mit den Funktionen
2uy/—log(u)

~log(u) = ¢/(u) =

= —22% exp(—2?), p(u)

flz) =
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4.2. Asymptotische Normalitat

5 5 “log(d)
2 —1 &
= / Vv — log(u)du = / ml L(u)du = —2/ u? exp(—u?)du
Cn Cn 2U /= log(u) ~log(Cn)
£/ — log(Ch)
= 2/ u? exp(—u?)du
—log(9)

U

B 2 |:u o eXp(—uZ):| \/—log(Cn) B /‘\/ *log(cn) . eXp(_u2)d
2 /= Tog(d) 2
£/ —log(Ch)
—log (C )+/

—log(9)

u=+/—log(9)

= §y/—log(o

£/ —log(8)<u —log(Chn) 2

< d+/—log(o —log (C, )+/ uexp( )
/—Tlog(3) — log(o

—log(Chp,

exp(—uz) ] g(Cn)

_log(é) u=+/—log(d)

)
= 04/ —log(d —log (Cy) + — Cn

2¢/—log(d) 24/—log(d)
(4.20)

exp(—u?)du

= 4/ —log(d —log (Cy) +

Dabei sind die Wurzelfunktionen wegen C, < 6 < 1 alle wohldefiniert. Mit Glei-
chung (4.19)) und Gleichung (|4.20]), ldsst sich Gleichung (4.16|) nun endgiiltig abschétzen.

[ () o3 (25 f = f’iﬁcn>)

+— (5\/ log(d —log (C,,) + 5 0 — Cn )

—log(0)  24/—1log(9)
(4.21)

Wir untersuchen nun fiir jeden Summanden einzeln, was passiert, wenn n — oco. Die
konstanten Vorfaktoren spielen dabei keine Rolle, weswegen diese teilweise ausgeblendet
werden. Die Summanden, welche weder p noch h beinhalten, sind diesbeziiglich ebenfalls
konstant, diese werden als letztes diskutiert.

Als kurze Voriiberlegung, betrachten wir die Funktion

f(z) = xy/—log(x) (4.22)
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4. Eigenschaften der Schatzer

Diese miindet fiir + — 0 im unbestimmten Ausdruck 0 - co. Nach der Regel von de
L’Hospital ergibt sich aber:

- 1 - l ! X — log(x
lim 2/~ Tog(#) — lim Y1080 _ yp (W log(@) 20y lonte)
z—0 z—0 s xz—0 <E>/ z—0 -3
—0
= lim 0

“x
2202/ —log(x) a
—_———
—00

Daraus folgt, mit C,, — 0, fiir den ersten und vierten Summanden direkt die Konvergenz
gegen 0. Fiir den zweiten und sechsten Summanden folgt ebenfalls mit Stetigkeitsargu-

menten schnell:
—0 —0

=~ N
Co V3 C
—— — 0, —— =0
2+/—log(C,,) 24/ —log(0)
—_———

Aus diesen Konvergenzen konnen wir fiir Gleichung (4.21)) bereits folgern:

lim 06 (log (%))du < % (5 “log(0) + 2%@@) (4.23)

Die beiden verbleibenden Summanden beinhalten ausschliefslich ¢ als Variable. Wir {iber-
priifen nun, was passiert, wenn ¢ immer kleiner wird, also letztlich § — 0.

Der vordere Summand konvergiert nach der Argumentation aus Gleichung (4.22)) gegen
0. Und auch fiir den hinteren Summanden folgt mit Stetigkeitsargumenten schnell:

— 0

=

4
24/ —log(0)
—_———

—00

—0

Daraus kénnen wir letztendlich die folgende Aussage treffen: Fiir jedes v > 0 gibt es, bei

N

oder etwas mathematischer formuliert: Fiir alle v, > 0 exisitert ein > 0, sodass

§ N 1 %
lim sup P / (log ( cov (1 n, [0, ]))) du>~]=0<n
n—o0 0 \/ﬂ

Damit ist S?(z) nach Lemmam gleichmafig gleichgradig stetig in Wahrscheinlichkeit.
O

6 =
NCOV 2 .
einem hinreichend grofsen n, ein 4 > 0, sodass / <log < >) du < ~ fast sicher,
0
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4.2. Asymptotische Normalitat

4.2.2. Kovarianzschatzer

Satz 4.5.
Sei R der Schiitzer aus Gleichung 1} innerhalb des Modells aus Abschnitt . Weiter
seien. Annahme und erfillt und es gelte \/nh'tor — 0, vn

——— — 0 sowte
pl—dlh

1 > 1 .
Z pdip, < oo und E e < 00. Dann gilt:
n=1

n=1

Vi(R(s,t) — R(s,t)) = G(0,R) in (C([0,1]*),]] - ||oo)

G(0,R) ist ein eindeutig bestimmtes Gauf-Feld mit Erwartungswert 0 und Kovarianz-
funktion

0,1]* - R
R :
(s, t,s",t') — M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s', )

wobei M bzw. R dem vierten Verbundmoment bzw. der Kovarianzfunktion von Z aus

(A.3) entspricht.

Ein Beleg fiir die Erfiillbarkeit der Konvergenzen von n, p und h, findet sich ebenfalls in

Anhang

Bemerkung 4.6.

Die wvierdimensionale Kovarianzfunktion des Gauf-Felds entspricht dabei gerade der
Kovarianz des Produktes zweier Z an verschiedenen Stellen. Denn fiir dieses gilt fiir
(s,t,8,t') €[0,1]* mit dem Verschiebungssatz:

Cov (Z(s)Z(t), Z(sZ(t')) =E[Z(s)Z(t)Z(s) Z(t')] —E[Z(s)Z(t)|E[Z(s)Z(t)]
= M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s', ')
= R(s,t, s, 1)

Dies erscheint insofern auch intuitiv sinnvoll, wenn man bedenkt, dass die zweidimen-
stonale Kovarianzfunktion im Grenzprozess des lokal polynomialen Schdtzers ji fir u der
Kovarianzfunktion von Z entspricht. Im Kovarianzschdtzer R treten wiederum Produkte
des Schatzers [ auf, wodurch sich eben auch die Kovarianzfunktion in dessen Grenzpro-
zess bzgl. des Produktes dndert.

In R treten nur noch Komponenten von Z auf, der Fehlerterm ¢ kommt nicht mehr vor.
Das liegt daran, dass R als Input fir die Kovarianzschitzung die bereits gegldtteten Werte
aus i verwendet. Wiirde man die Kovarianz bzgl. reinen Beobachtungen Y berechnen
und danach erst ausglditten, hdtte man zwar immer noch ein Gauf-Feld, jedoch wdre
in der Kovarianz des Grenzprozesses G die Kovarianz von ¢ in irgendeiner Weise mit
enthalten, wie [Reil9] zeigt. Das ist genau das bei Abschmtt erwahnte Problem von
zweidimensionalen Gewichtsfunktionen.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Beweis.

Fiir den Beweis des Satzes muss zunéchst der Schétzer in handhabbarere Komponenten
zerlegt werden. Die hierfiir nétigen Umformungen finden detailliert in Abschnitt
noch einmal statt, daher werden wir hier darauf verzichten und nur die resultierende
Zerlegung angeben. Mit Gleichung erhalten wir fiir alle (s,t) € [0, 1]

Vi (R(s,t) — R(s,t))

n

= \/ﬁ (% Z (WZI(S)WZZ(t) -+ WZZ(S>W€Z(t) + WZl(t)WEZ(S) + ng(s)Wei(t)) — R(S, t)

i=1

= «ﬁ(% S0 3 Wi Walt)(Zilay) Zila) - R(xj,m))} —: S}(s.1)

+ \/E %Z Z W]<S)Wk(t) (5ij5ik — O'jk)) } = Sﬁ(s, t)

+/n %Z Z Wj(s)Wk(t)Zi(xj)z—:ik>} =: S3(s,1)

S und S? entsteht aus W Z;(s)W Z;(t), S? und S8 aus We;(s)We,(t), S2 und S? aus
W Z;(s)We;i(t) und S und S8 aus We;(s)W Z;(t). In St und S? werden die Zufallsva-

riablen noch durch eine Nullergéinzung zentriert, was fiir S? zwar gar nicht nétig wire,

uns aber an spéterer Stelle etwas Arbeit ersparen wird.
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4.2. Asymptotische Normalitat

Es wird nun zeilenweise gezeigt, dass im Grenzfall unter den gegebenen Voraussetzun-
gen der erste Summand die postulierte Verteilung festlegt und alle andere Summanden
gleichméfig in P gegen 0 konvergieren. Mit Lemma folgt danach insgesamt die
Grenzverteilung. Die Konvergenzen miissen aber, wegen des funktionalen Charakters
des Schétzers, wieder bzgl. der Supremumsnorm gezeigt werden.

1600 = V(130 D0 WA (Ao ~ R ))

i=1 jk=1

Fiir diesen Summanden wird der funktionale zentrale Grenzwertsatz aus Abschnitt [2.3.2]
verwendet.

FirneN, i=1,..,nund T = [0, 1]? sei:

Xoi(s,t) = \/_ZW SYWi(t) Zi(x;) Zi (k) (4.25)

7,k=1

Sl(s,t) = Z (Xm(s, t) — E[X,.i(s, t)})

=1

Diese stochastischen Prozesse X,,; bilden ein Dreiecksschema mit k, = n und sind in
jeder Zeile unabhéngig, weil fiir ¢ = 1,...,n alle Z;’s unabhéngig sind und damit auch
alle Produkte der beiden.

Mit dieser Festlegung gilt:

Sks.) =3 (2 D2 WWDZiw) Zilan) B | = S0 WioWelt)Z(a)Zi(o)
=3 | = X WM ZE) Al - = 30 WD E[4 () Z )]
i=1 G k=1 jk=1 — R(‘;j’xk)
—Vii(5 X 3 WO (L) Zie) - Rlay0) ) ¢ (4.20

Es miissen nun alle fiinf Bedingungen des funktionalen zentralen Grenzwertsatzes nach-
gewiesen werden.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Wir beginnen mit der Existenz einer Kovarianzfunktion fiir den Grenzprozess. Fiir

(s,1),(s',t') € [0, 1)* gilt nach Gleichung (4.26)):

n

Z Z le Wk1 sz (Sl)WkQ (t,) (]E[ZH ($j1)Zi1 (‘rkl)ZiQ (sz)Zlé (ku)]
t1,2=1j1,k1_
J2,k2™

3\'—‘

—E [le (le )le (wkl )} R(‘T]é ) xk2) - R(xﬁ » Lhy ) E [le (ij )Zw (xk2)] +]%(xjd » Ly )R(sz y Lo ))

= R( Tjq CE791) = R(Z]Q’xkz)

1 n
=- > S W) Wi (O, () Wi () (E[Zi(0) 20 (00) Z2a (232) Zia (1)) = Rlajo o0 ) R, ) )
e 15; ]lz;_l = R(Ijl ,:L‘kl)R(ij 71192)7 fiir 41 #i2
1 n
= S W) Wi (W5, ()P, () (B[Zi(@3) Zilw) Zi(0) Zi(ons)) = Rz, on) R, i) )
i=1j1,k1_
J2,k2™

e Z le Wkl Wj2 (s/)sz (t/) (M(wjlvkaxijb) - R(mjlvmkl)R(mijkz)>

Juk1_q
Ja,k2™

= Z WJl Wk?l WjQ (S/)sz (t/)M(:Ejlvxknx]'zﬂ‘rkz)

k
J; ko=t
P
- Z Wi, (S)Wkl (t)R( x]l’xkl Z W]z sz )R(x]é?xkz)
jlvklzl ]z k‘2 1

Por B M (s, 0, 1) + O(R) — (R(s,0) + O ) (R(', 1) + O(hH+m)
|R(-)|<Ez.2

A Uy 1+an 1+ar
Propos;i0n®]\4(s7 ts,t ) R(S’ t)R(S ¢ ) + O(@_v_/—‘r@w_/)

— 0 — 0

— M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s',t') =: R(s,t,s",1)

Bedingung i) ist also erfiillt.
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4.2. Asymptotische Normalitat

Sei weiterhin (s, t), (s',t') € [0,1]2.

dzn((svt)a (Slvt,)) = (ZE{(Xn,Z(Svt) - Xn,i(slvt,))2:|>

e
ST DT (W (W () = Wi ()W, () (Wi () Wi (0) = W (5 Wi (1)) E [ Z430) 22 ) 2 32) )]
T
Ud Z (Wh(s)Wkl(t) le(s/)Wkl(t/))(sz(S)sz(t) Wj2(s/)Wk2(t ))M(xh?kaszﬂmkz)
Juki_y
J2.ka™

1
2

= d2 n((87t)7 (Slat/)) - Z le(S)Wkl(t)sz(S)Wb(t)M(xjuxkl?‘rjz?x/m)

k
Tl
Z Wh Wlﬂ sz (Sl)sz (t/)M($]’1 s ks Lja xk‘z)
Juski_y
Ja2,k2
+ Z Wkl )sz (S/)sz (t/)M(le 1 ks Lo xkz)
gk _y
J2,k2

= M(s,t,s,t) + O(h'ToM) + 2(M(s,t, ', t') + O(h'TM))
+ M(s', 1,8, t') + O(htTon)

o !4l oyl gl 14+an

= M(s,t,s,t) +2M(s,t,s',t")+ M(s',t', s, t")+ O(h )

— 0

— M(s,t,s,t) +2M(s,t, 8, t') + M(s', ', s, t') = d((s, 1), (s, 1))
Weil ds~,, ((s, ), (s',¢)) fiir alle (s, t), (s',¢) € [0, 1]* nach Definition nicht-negativ ist, gilt

dies auch fiir d((s,t), (s',t')). Der Grenzwert ist also wohldefiniert. Weil zudem h'*eu
nicht von (s,t), (s',t') abhéngt, ist diese Konvergenz gleichméfig.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Demnach gilt fiir alle Folgen ((xl, yl)")neN’ ((3,;27 92)")%1\1 c [o, 1]27 welche
lim d((a:l’ yl)ﬂa (*1.27 y?)n) =0 erfiﬂlen:
n—oo

0 <dsn ((x1,91)n: (T2, ¥2)n) = ds>n (21, ¥1)n: (T2, ¥2)n) — d((T1,Y1)n, (22, y2)n) + d((21,Y1)n, (22, Y2)n)
< ‘ ($17y1 ny (T2, Y2)n ) ((xl,yl)m(fﬂz,m) )+d((z1ay1)m(x2;y2)n)|
<Ny n (21, 91)ns (T2, ¥2)n ) ((xlayl)n (xz,yz )| +[d((@1,91)n, (22,92)n) |
< o izl 0) — (0 )] (v ()
(s:t),(s’, t’)e[O 1]2
— sup |d((s,t), (s, ) —d((s,t),(s',t))| =0

(s8,t),(s’, t/)E[O 1]2

= nlirrolodZﬁ((xlvyl)nv (‘rQ?yQ)”) =0

Also gilt auch Bedingung ii).

Fiir die beiden néchsten Bedingungen wird fiir die X, ;’s eine geeignete Umbhiillende ®,,
fiir n € N benoétigt. Aus kann fiir z;, z;, € [0, 1] folgende Ungleichung ermittelt
werden:

< (12:0)] +|Zi() = Z(O)) (1Z:0)] + |Zi(w) = Z:(0)])

< (|2:0)] + Milz; = ") (1Z(0)]| + Mifei — 0)
x]xkEO 1]

(‘Z )| +Mi)

WEeil es sich bei Z; um jeweils identische Kopien von Z handelt, gilt die Ungleichung
auch fiir alle unabhéngig identischen Kopien K; von K. Damit und mit Proposition
kann die Umbhiillende fir n € N;7 =1, ...,n und alle s,¢ € [0, 1] bestimmt werden.

Xoslont)| = = | 3 WiWZa) Zia)| < <= 3 (W) [Wil)||Ziay) ZiCon)
7,k=1 k=1

1

< — )| + K:) W(s)||Wi(t)

a0+ K0 32 oo
p 02

T(‘Z (0)] + K) (ZW )(Zwk(t)><\/%(|z 0) + K;)* = @
k=1

(4.28)

O, = (D1, ..., Py ) ist also fiir alle n € N eine Umbhiillende.
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4.2. Asymptotische Normalitat

Nach den binomischen Formeln gilt fiir alle a,b € R

(a —b)* = a* — 2ab + b
& (a —b)* + 2ab = a* + b*
= 2ab < a? + b*
(a+0)* =a*+2ab+b* < a® +a* + b* + b
= (a+b)? < 2(a® +V?)
= (a+0b)' = (a+b)*(a+0b)?<2(a®+b*)2(a* + b*)
= 4(a® + b*)? < 8(a* + b) (4.29)

und damit fiir die Summe der Erwartungswerte der quadrierten Umbhiillenden
>_E[e]] Z £
i=1

(Sqao)+w) | =S 3e[gz0] + 0]

zc;*vl (120 + K)"] < CiE |8(]2(0 y+K4]
=8Cy, (E [Z(0)] + E[K"]) = 8Cy, (M(0,0,0,0) + E[K*]) < o0

weil E[K*] und M(0,0,0,0) fiir alle n € N nach |(A.2)| und Proposition allesamt

endlich sind, was sich auch durch den limsup nicht veréndert.

Da durch die Existenz der vierten Momente von Z(0) und K auch die niedrigeren Mo-
mente existieren, gilt zudem fiir alle 6 > 0:

i=1 ﬁ

n 2
Y E[®] 1, 5] ZE ( (|12 )HKi)Z) 1{%

z (0)|+K1~)2>6}

iid ~4
= Oy, E

(]2 |+K 1{03V1(|Z(0)|+K)2>\/55}] =0

Bedingung iii) und iv) sind somit ebenfalls erfiillt.
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Als letztes muss noch die Implikation aus Bedingung v) nachgewiesen werden. Diese

ergibt sich fiir alle n € N, i = 1,...,n, (s,t),(s.t') € [0,1]? und § € (0,1] mit Glei-
chung (4.25) und Gleichung (4.28|) durch:
|s—8’|+|t—t’| <5
= f Z W,(s)Wi(t) Zi(; Z W,(s Zi(x) Zi(x)| < CoB,
j,k=1 ]k 1
|3 Wi S W W 2 Za() | < C5C (|2:0)] + Ko’
7,k=1 7,k=1

(4.30)

wobei v,C € RT Konstanten sein miissen. Hier werden nun zwei Fille bzgl. h® un-
terschieden, wobei 8 € (0, 1] die positive Konstante aus ist. Wir berechnen also
jeweils zwei separate Konstanten ~y;, C, v, Co € RT fiir die beiden verschiedenen Falle.
Danach kann schlichtweg v := max{v, 72} und C' := max{C}, Cy} gewihlt werden, weil

so die Implikation definitiv gilt.

1. Fall: n* < ¢
Zunéchst einmal wird Gleichung (4.30]) wie folgt umgeformt:

;W ;W 22 )
= ;1W ;lw ()Wt Zi(zy)
+ ;lw () ) Wit ;lw Zi(x;) Zi(zx)
i@wmm>mumw>
+Zmﬂ fAM@mm—mwmmﬂ
< Xi: )| Zi(z5)| ki( — Wit )Z(xk))‘
DI LAGIETEN g(vwzw w6100
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Nun gilt mit Proposition [3.6| und Gleichung fir alle z, 2’ € [0,1]:
p p
S Wi@)|| Zix)| < (|1Z:(0)] + Ki) D |Wi(x)] < Cw, (|Z:(0)] + K;)
=1 =1

sowie fir |z —2'| < §7 mit

Z (W) Zi(e;) = W) Zi(x) ‘
— i W/j(x)Z,(xj)—W/j(x')Zi(ij—I—Zz(x)—ZZ(x)—i-Zl(I/) Zi(x")
< iwj@)z(%)—zz(x) + | Zi(x) = Zi(a')| + Z@(x’)—jiwg(x’)Zz(xj)
< gwmzl(xj)_zz(x)gm(x) + Ko —a2'|7 + Zz(%’)jZ:WJ(:v’)—;VVJ(Q:’)Z%(%)
< gIW@HZK%) — Zi(x)| + K6+ JZ: Wi ()| Zi(a") = Zi(ay)]

IN

p p
j=1 i=1
< K; b’ Cw, + Ki6 + K; b’ Cw, <2K;5Cy, + K6

<6 <6

—~
N

(%)

< 3Ki0Cw, < 350W1(|Zi(0)‘ + K’)

(%): Da W;(z) = 0 fiir |z — z;| > h.
p p

(*%): Wegen 1 = ZVVJ(.T) < Z |W'j(x)‘ < Cw, = Cy, > 1.
=1 j=1

Wenn nun |s —s'|+ [t —#/| < 5% gilt, so folgt sofort |s —s'| < 57 sowie [t—t'] < 57, also
lasst Gleichung (4.31]) mit insgesamt abschétzen durch:

S Wi Wilt)Zilw)) Zian) — S Wil )Walt) Zi(ay) Zilew) | < 65C3, (| 2:(0)] + K.)’

J,k=1 7,k=1

Mit den zugehorigen Konstanten v, = % und C = 6 ist die Bedingung somit erfiillt.
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4. Eigenschaften der Schatzer

2. Fall: A% > §
Die Umformung von Gleichung (4.30)) erfolgt hier etwas anders.

W, () Wilt)Zi(x; W)W (¢) 242 Zin)
- — Wi(s"Wi(t)) Zi(z) Zi(wk)
\/_jkzl )
< 3 [WisWilt) - Wxs')Wk(t')\%m(mzi(xk)\
<37 W) Walt) — \ 0)] + K;)?
k=1

= 2 Wis)Wilt) = Wy(s)Wilt)| @

Jk=1

= > [Wi(s)Wilt) = Wi(s)Wil(t) + Wy(s)Wi(t') — Wi(s ) Wi(t)|@n,

J,k=1

< (3132 et -+ 3 32 i -, .
= (Z [Wi(t) — Wi(t')] + Z [W;(s) — Wﬂs’)}) Cor, P

Fiir alle z, 2’ € [0, 1] kann Z |W —W;(2' ’ mit Proposition [3.6|insgesamt hochstens

2Cw,ph ungleich 0 be81tzen In Kombination mit |[(A.7) - folgt so:

Cw_|zr —a'|  2Cw,Cw_|z — 2|
ph? N h

Z W (2 ()] < 2Cw,ph

Wenn mun [s— /| +|¢ —#| < 8% gilt, so folgt sofort s —s'| < §"F sowie | —#] < §'5.
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4.2. Asymptotische Normalitat

Damit folgt insgesamt:

% > Wi(s)Wi(t) Zi(s) Zi(y) — % > Wi ) Walt) Zi(x;) Zi(xe)

Ji:k=1 j.k=1

o oy 14+
S 2CWOCW_‘8 S ’ i QCWOCW_“ t | C’W1<I>m S 4CWOCW_(S B C’W1<bm
h h ’ h ’
1
> 68

< 4CW0 Cw_ CW1 5(I)n7l

Mit den zugehorigen Konstanten v =1 + % und Cy = 4Cy,Cw_Cyy, ist die Bedingung
somit ebenfalls erfiillt. Damit haben wir Bedingung v) komplett nachgewiesen.

Nach dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz gilt also schlussendlich

\/ﬁ(%z > Wils)Wa(t) (Zi(w;) Zily) —R(l’jyxk))) = G(0,R) in (C([0,1%), ]| [|sc)

i=1 j k=1
mit

R [O, 1]4 — R
' (s,t,s',t') — M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s, ')

wobel M bzw. R dem vierten Verbundmoment bzw. der Kovarianzfunktion von Z aus

(A.3)| entspricht.
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4. Eigenschaften der Schatzer

1~ <
Sa(s,t) = (n Wi(s )(€ij€ik — Uﬂc))
=1

7,k=1

Wir kombinieren wieder die punktweise Konvergenz mit der gleichméfigen gleichgradigen
Stetigkeit.
Punktweise Konvergenz in P:

Sei (s,t) € [0,1]%

2
n

1 p
ﬁ E Wj z’fzj&‘ik — Ujk)
i=1 j,k=1

n

p
=—-E Z Z WJ1 IWi, ( )sz (5) W, (t)(€i1j15i1k1 - Uj1k1)(5i2j25i2k2 - szkz)

n
Li1yi2=1j1,k1_
J2J€2
1
=K Z Z Wi, () Wiy ( )WjQ(S)Wkg(t)(5i1j15i1k15izj25i2k2

Lirsie=1j1,k1_
J2,k2

- €i1j15i1k1 Tjaky — EinjaCiokaOjiky T Ojik1 Oioks

. Z Z Wi ()W, ( )sz(S)Wk2(t)(E[5i1j15i1k15i2j25i2k2}

11,l2 1j1,k1_
Jo,ka ™

—E [5i1j1 8i1k1] Ojgks — E [51'2]'251'2192] Ojiky T Ojiky szkz)

. Z Z Wi, ()W, ( )Wj2(3)Wk2(t)(E[€i1j1€i1k15i2j25i2k2] _Uj1k10j2k2)

Z1,12 ik
J2,k

0l Z Z Wi, ()W, (6) W, (8) Wiy (8) (E [€441 Sk €ijoiks] — Tjiks Tjoks)

i=1j1,k1_y
J2,k2 ™

.. p
EONT W)W (Wi () Wiy () (o1 1, €175 100) — Ele1j1610, | E[e16 18]

Jiki_yq
J2J€2

Z Wi, (8) Wiy () Wiy (8) Wiy (8) Cov(er €1k, 5 €1j2E 1k,)

.]1 7k1 1
Jo,ka

— (W(s) oW (1) - Cov(e®e) - (W(s) @ W(t))
Proposiion@(9 ( > -0 (4.32)

p2—d2 h2
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4.2. Asymptotische Normalitat

(*): daE[6i1j15i1k15i2j25i2k2] hzi E[EiljlgthE[Eiﬂzghkz} = E[gljlglh]E[sljzglkz] = 0j1k10jzks

Die Konvergenz folgt wieder, weil m wegen Z e < oo eine Nullfolge sein

n=1
mauss.

Gleichmaéfige gleichgradige Stetigkeit in P (iber Lemma [2.19)

~—

zZu 1

Sei @(s, 1) = [|5265, 0] = |3 (f (%z S0 WA e m)) Dann

n=1 i=1 jk=1
gilt offensichtlich fiir alle n € N und (s, t) € [0, 1]% |S%(s, )| < ®(s,t) & |S2| < ©. Mit
Gleichung (4.32) folgt weiterhin:

E[j@(s, )] = E[||S2(s,0)]|2] =E |3 [ v (% SN W) Walt) (eijen — ajk)>>

ziﬂz (ﬁ(%;:lexs)wk(t)(eijeik—am)) Z ()

[o.¢] 1 1
:EICER*:E[|<I>|2]§CZ]W<OO:> (E[|®]*])? < o0
n=1

~—

zu 11):

Wir schétzen die Uberdeckungszahl mit der kanonischen Metrik ab. Auf gleichem Re-
chenweg und den Konventionen wie in Gleichung (4.32)), folgt mit Proposition fiir
alle (s,t), (s',t') € [0,1]?
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4. Eigenschaften der Schatzer

( (; Z W;(s)Wi(t)(esjeir — Ujk))

i=1 j,k=1

1 < 2
—Vn (n ’ Z W(s" Wi (t') (eiein — Ujk)) ) ]

2
% A Z (Wi(s)Wi(t) — Wi(sWi(t')) (ijem — ij)))

|

(4.33)

Da alle Punkte (s,t),(s',t') € [0,1]* einen maximalen Abstand von C,, bzgl. d,, haben,
C.\’

benétigt man fiir v < ), maximal <—) Kugeln mit Radius u, um das Rechteck [0, 1]?
u

zu iiberdecken. Ist u > C,,, so geniigt eine einzige Kugel. Fiir die Uberdeckungszahl
Neov(t, dy, [0,1]%) =: Neoy bedeutet das nun:

Neow = 1, fir u > C,
1 < Neow < (7")2, fir u < C,

Wir konnen wieder herleiten:

2 1 1
O, m w. Ncov 2 2 2
u \/ m.w. \/ﬂ u2

— 0 und der Stetigkeit der Wurzelfunktion:

Auferdem gilt fiir C), wegen m

1

C 2

also gibt es ein hinreichend groftes n, ab welchem C),, < ¢, fiir alle § > 0.

82

() @W(t) = W(s) @ W(t)" - Cov(e®e) - (W(s) @ W(t) — W(s') @ W(t))



4.2. Asymptotische Normalitat

Wir setzen wieder 6 < 1. Mit der Monotonie des Integrals folgt fiir das Uberdeckungs-
integral:

[ (o) e [ (35) o [ e 35)
</ n<log(§—g>> du—l—/cn (m(%)ydu
\[/C\/ log dU+—/ V/—log(u)du (4.35)

Die Abschétzung dieser beiden Integrale erfolgt nun exakt auf gleiche Weilse wie bei
4 2

Gleichung (4.16]), nur mit dem Argument C, *u statt C), >u innerhalb des Logarithmus,
wodurch z. B. die Integration durch Substitution leicht angepasst werden muss. Die
Wohldefiniertheit aller dabei entstehenden Ausdriicke garantiert uns Gleichung
und die Ungleichungskette

_4 _4 1

Es folgt also fiir Gleichung (4.35))

[ () o5 (5 f . i”iﬁcﬁ

+— (5\/ log (¢ —log (C,) + 5 0 — Cr )

—log(0)  24/—log(9)

Ab hier sind alle Schritte vollkommen identisch zu denen von S2(z), der Fehlerterm bei
fi (siehe Gleichung ff.). Der einzige Unterschied in den beiden Gleichungen ist der
Faktor \/5, dieser entsteht gerade durch den anderen Exponenten von C,,. Da /5 aber
eine Konstante ist, spielt diese fiir die weiteren Argumentationen iiberhaupt keine Rolle.
Folglich gilt fiir S%(s,t) die gleichmiiflige gleichgradige Stetigkeit.
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4. Eigenschaften der Schatzer

205.0) = Vi (2 30 3 W0 Z(r)eu

i=1 j k=1

Punktweise Konvergenz in P:

Sei (s,t) € [0,1]%

E|(S3(s,1)°] = Kf ( Z Z Wi ( <>k>)]

i=1 j,k=1
E Z Z Wh Wi, (¢ Wj2(5)Wk‘2(t)Zi1(xj1)€i1k1Zi2(xj2)Ei2k2
i1,92=1j1,k1_
J2,k2
lem
:EZ Z Vle(S)Wkl(t)Wj2(S)sz(t)E[Zi(mjl)Zi(ij)]E[eik15ik2]
i=1j1ki_,
J2,k2
+— Z Z le Wk1 W (S)sz(t)E[ZH(le)]E[Ehh]E[Zi2($j2)]E[5i2k2]J
117'512]1 Z‘l 1 -0
j2,k2

=Y Wi ()W (OWi () Wia (OB [Z1(a) 21 (2)| Bleasy 1]

k
s ki !
Z VVh YW, (¢ sz(S)sz(t)R(le’sz)ak‘lka
Jik1_q
J2,k2
p
= Z Wi, ()W, (s) R(2jy, xj,) > Wiy () Wiy () ok,

Ji,J2=1 k1,ko=1

Ji,j2=1

= ( Z Wi (3>Wj2 (S)R(‘rjl’xh)) ) W(t)T - Cov(e) - W<t)

Proposition:und (R(S, 5) + (’)(h1+O‘R)) -0 <1>

pl—d1h
|R(-,)|<Ez,2 (1 + h”aR)
A= LG Y

I 4.36
Proposition plfdl h ( )

1
Diese Konvergenz folgt aus der Nullfolgeneigenschaft von a, und A — 0.
p
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4.2. Asymptotische Normalitat

Gleichmafkige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)

zu i):

Sei ®(s,t) = HSZ(s,t)Hez = \IZ< ( Z ZW (xj)szk>> . Dann

n=1 i=1 jk=1
gilt offensichtlich fiir alle n € N und (s, t) € [0, 1]% |S%(s, )| < ®(s,t) & |S2| < ©. Mit
Gleichung (4.36) folgt weiterhin:

E[1®(s, )] = E[|| S5 (s,0)|[,] EE( ( ZZW ”))]

n=1 =1 j,k=1

iE[( (:L" L W )Z(xjglk)>] Zo(lih;aﬁ»)

:1]:

N[

1—|—h1+°‘Rh1
= 3C e R" : E[|®]?] <CZ S Czldh<002>([|@\])

Tpap o0
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4. Eigenschaften der Schatzer

zu ii):

Wir schétzen die Uberdeckungszahl mit der kanonischen Metrik ab. Auf gleichem Re-
chenweg und den Konventionen wie bei Gleichung (4.36)), folgt fir alle (s,t),(s',t) €
[0, 1]2

@2 ((5.1),(s',¢)) = E

k1,k2=1

( Z WJ1 2 )R $]1,$]2> ( Z Wkl WkQ )Uk1k2)

‘ QR R ]‘
= (R(s,s) + O(h'*HoR))O @ h) s,8') + O(h't ))0<p1_dlh)

+ (R(s',s") + O( h1+aﬁ))c9< — )

PI‘OpOblthH@ 1+ hitor
© <pldlh (4.37)

C(1 + pltor C(1 + pitar)\ 2
=30 e RY 1 d3((5,1), (s, 1) < % = du((s, 1), (s,1)) < (%) o

(4.38)

Praktischerweise sind ab hier alle Schritte identisch zu denen von S2(s,t), 81e unter—
scheiden sich lediglich innerhalb von C,,. Fiir das jetzige C,, gilt aber wegen 1+1h e h 0
Voraussetzung einfiigen und der Stetigkeit der Wurzelfunktion genauso:

C(1 + hitor) e
2<—p1—d1h ) —0

Das ist das Pendant zu Gleichung (4.34)), auf welcher alle restlichen Argumentationen
aufgebaut haben.
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4.2. Asymptotische Normalitat

S(s,1) ( Z Z Wi (s (m)%)

i=1 j,k=1

Dieser Summand funktioniert vollkommen analog zu S3 (s, t).

So(s,t) = ( ZZW )(ii y Wi(t m)

=1 j=1
Im Beweis zu Satz Wurde gezeigt, dass

Shz) = ( ZZW x]> % G(0,R) in (C([0,1]),]| - ||o). Daraus folgt

=1 j=1

sup |S}(z)| et [|G(0, R)||oo und demnach mit f % 0 und Lemma [2.15}
z€(0,1]

Ao

=1 j=1

1
—_— Sup
\/ﬁ ( s€[0,1]

Da 0 eine Konstante ist, folgt aus dieser Konvergenz in Verteilung mit Proposition
direkt die Konvergenz in P. Ein weiteres Anwenden von Lemma fiithrt zu:

1 e 1 e
sup |S2(s,t)| = sup \/ﬁ<— W-sZix->(— Wi (t)Zi(x )‘
(s,t)e[0,1}2| (s, 1) WO ”lezl j(8)Zi(x;) nzlkzl k() Zi(2k)
1 p 1 2
= — | sup W;(s ’ | sup |vn| = Wi(t) Z;(x ‘ =0
\/ﬁ <se[0 1] ( ;; J ) ) <te[0,1] (n i=1 kX_; k< ) ( k)
L 2 116(0,R)]s

Proposition impliziert wieder die Konvergenz in P, also konvergiert S (s, t) gleich-
méakig in P gegen 0.
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4. Eigenschaften der Schatzer

st(o) = Va3 03w, ) (5300 ko)

Im Beweis zu Satz haben wir zudem gezeigt, dass sup |S2(x)| — 0 mit

z€[0,1] "
S2(x ( Z Z W;(z slj). Daraus folgt mit Proposition

2.14] direkt:
=1 j=1

sup [S;(s, 1) =

l =
sup ( W;(s @)(— Wk(t)gik)
! P
- b (A S )) (s (A o) ) 2
Y \sclol] i=1 j=1 tefo.]
5o ~

i=1 k=1
Lo

~~

S0 = va( > ZZW )2 T )

i=1 k=1
Hier folgt schnell iiber die Argumentationen der beiden vorherigen Summanden und
Lemma und Proposition [2.14}

sup  [S)(s,t)] =

(s.0)€l0.1]2 ﬁ(iizp: i(5)2 )( n im €zk>
_ %< .

W
i=1 j=1 i=1 k=1
n p b
N ZZW Zi(z;) | sup |vn Wi(t)em =0
s€[0,1] 1 el t€[0,1]
=~ =1 = N
%o -

sup
(s,t)€[0,1]2

BIH

':MH

k=1
D
= 119(0,R)|leo

7

7
-~

1=

0
und aus der Konvergenz in Verteilung gegen 0 wieder mit Proposition [2.13] die gleich-
méakige Konvergenz gegen 0 in P
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4.2. Asymptotische Normalitat

S5(s, 1) ( S5 W) ew> (%iiwk@)zm))

i=1 j=1 =1 k=1

Dieser Summand funktioniert vollkommen analog zu S’ (s, t).

S9(s,1) ( > Wyls R(z;j,xp) — R(s,t))

j,k=1

Aus Proposition [3.7| folgt fiir alle (s, t) € [0,1]%

\/ﬁ( Z W;(s)Wi(t)R(x;, 2) — R(s,t)) = Vi (R(s,t) + O(h'*°7) — R(s, 1)) = O(y/nh'+"#)
= ( :?[181]2 1S2(s,t)] = O(y/nh' ") — 0
(s, 1) = Vi (Z Wj<s>Wk<t>0jk)

Mit Proposition [3.9] gilt fiir alle (s,t) € [0, 1]%:

v (Z Ws)Wk(t)ajk) — VAT )T Cov(e) - (1) =0 i) 0

J,k=1

= sup \S;O(s,t)]:(9< Vi >—>O

(5,£)€[0,1]2 plt=ah
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4. Eigenschaften der Schatzer

4.3. Konsistenz

Die Konsistenz eines Schatzers kann auf mehrere Arten definiert werden. Wir unterschei-
den die drei folgenden:

e schwache Konsistenz < der Schétzer konvergiert in P gegen den wahren Wert.

e Konsistenz im quadratischen Mittel < der Schétzer konvergiert im 2-ten bzw.
quadratischen Mittel gegen den wahren Wert.

e starke Konsistenz < der Schétzer konvergiert f.s. gegen den wahren Wert.

Da es sich um funktionale Schétzer handelt, konnen diese Konsistenzen zudem entweder
nur punktweise, oder gleichméfig gelten - d. h. entweder bzgl. der Betragsnorm, oder
der Supremumsnorm, wobei letzteres natiirlich eine deutlich stédrkere Eigenschaft ist.
Wir werden nun verschiedene Konsistenzarten der beiden Schétzer eruieren.

4.3.1. Trendschatzer

Satz 4.7.

Sei fi der Schitzer aus Gleichung (3.2)) innerhalb des Modells aus Abschnitt[3.1 Weiter
seien Annahme[3.1 und[3.4) erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz[{.4. Dann
qilt:

a) [i ist punktweise konsistent im quadratischen Mittel.
b) [ ist punktweise stark konsistent.

c) fuist gleichmafig schwach konsistent.

Beweis.

a) Diese Eigenschaft folgt relativ schnell aus Satz [1.1] Fiir alle z € [0, 1] gilt wegen
n — 00, h — 0 und p'~4h — oo

E[|ji(x) - pu(x)[?] = MSE (i) = O (W%) gL h) 0

n npl—h

Das entspricht der punktweisen Konsistenz im quadratischen Mittel.
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4.3. Konsistenz

b) Die punktweise starke Konsistenz zeigen wir direkt. Fiir alle € [0, 1] gilt fiir j
ausgeschrieben mit Proposition (3.7}

ZZW ZZW ulws) + Zilws) +ei)

11]1 zljl
p
=Y Wi@)ulz;) ZZW ZZW
j=1 lel ’51]1
= p(x) + O(hrow) + ZW +izzp:w] z)e;  (4.39)
Zl]l =1 j=1

Fiir feste z; € [0,1] ist Z;(z;) eine reellwertige Zufallsvariable. Genauso ist die
deterministische Funktion W;(z) fiir alle j = 1,...,p und = € [0,1] eine reelle
p p

Zahl. Wir konnen daher Z Wi(z)Z;(z;) =: X3, und Z Wi(z)ey; = Xa,; jeweils
j=1 j=1

als einzelne Zufallsvariablen betrachten (welche wiederum aus einer Summe von
p Zufallsvariablen inkl. reellen Vorfaktoren bestehen). Da die Z;’s nach den Vor-
aussetzungen aus Abschnitt unabhéngige Kopien von Z sind, sind die Z;(z;)’s
unabhangig identisch verteilt, genauso wie die €;;’s nach , jeweils bzgl. i. Das
ibertrégt sich wiederum auf X;,; und X, ;. Aufierdem gilt mit der Dreiecksunglei-
chung, Proposition [3.3] und [3.6] fiir alle ¢,p € N:

E[X00] =E|| S W) Z(x)) } < S Wi @E[|Z(x)]] < Ezn S Wi (@)

L j=1 j=1 j=1

< EZ10W1 < 0

]EUXMH =E

- =1 7=1 7j=1
S Es,l(p>CW1 < 0

Demnach ist [(2. SLLN)|anwendbar und die folgende Darstellung ist legitim:

1 n
= EZ:XM = X1 1 + Ofs ZW Zl :Ej)} -+ Of.s.(1> = Of.s.(l)
ZX2 1= E[Xz.1] + o ( Z W;(2)E[es] + 055.(1) = 05.(1)

Damit folgt fiir Gleichung (4.39):

i) = p) + O o) + Xy + Xy = ufw) + O(h+*) + o (1) 5 p(a)
—— ——

— 0 ﬂ_s).o
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4. Eigenschaften der Schatzer

c) Fiir die gleichméfig schwache Konsistenz machen wir uns die asymptotische Nor-
malitdt zunutze. Aus Satz [4.4] folgt:

Vil = pllee 211G (0, R) |

1
Wegen — 50 gilt nach Lemma [2.15}
n

vn

1 plloo = —

Da 0 eine Konstante ist, folgt in diesem Fall nach Proposition direkt die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit:

N D
V1| — plles = 0

N D N P
[t = plloo = 0= || — pil[oc =0

Das entspricht gerade der gleichméfig schwachen Konsistenz.

4.3.2. Kovarianzschatzer

Satz 4.8.

Sei R der Schitzer aus Gleichung || innerhalb des Modells aus Abschnitt m Weiter
seien Annahme[3.1 und|[3.4) erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz[4.5. Dann
qgilt:

a) R ist punktweise konsistent im quadratischen Muittel.

b) R ist punktweise stark konsistent.

c) R ist gleichmafig schwach konsistent.

Beweis.

a) Diese Eigenschaft folgt schnell aus Satz[4.3] Fiir alle (s,t) € [0, 1) gilt wegen h — 0
und p'~ U h — oco:

E[|R(s,t) — R(s, )] = MSE (R(s,t)) = O ((h”aR + plldlh) ) +o(1) =0
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4.3. Konsistenz

b) Die punktweise starke Konsistenz wird wieder direkt gezeigt. Gleichung (4.2)) und (|4.3))
lieferte uns fiir alle (s,t) € [0, 1)*

n

Rls,t) = % SO (WZ()W Zi(t) + W Zi(5)Wei(t) + W Z(D)Wey(s) + Weils)Wei(t))

=17 = II = III :??V
(4.40)

Wir untersuchen nun die einzelnen Summanden inklusive der aufleren Summe auf
ihre Konvergenz.

_ %iWZi(s)WZZ-(t)
1= %Z (%sz(s)Zi(%)—W( ) Zi(x;) ) (% Z (Wit — Wit >Zz<xk>)>
(w2 ZW 4200 = 7 3 S WA () o)
_ ig Z Z W Zh(JIJ)Zz(Ik)"’% Z Wj(S)Wk(t)le(ZEj)Zl2(ZL’k))
o—1 k=1 I la=1 j k=1
= 2 D WA ) ) (%ZZWxs)Zi(xj)) (% ZwazzQ(xk))
1jk i=1 j=1 lr=1 k=1
1

Lmion) (13 Emos)
n i le mﬂ)(%Zi le Ik>
> Wi(s)7 ) (% Wk<t>zi<:ck>)

p
i=1 k=1

1
Z Wj(s Zi(%;)Z “\n

1=1 j,k=1 i=1 j=1

3

3
S

3

Fiir feste x;, z; € [0,1] sind Z;(z;) und Z;(zy) wieder reelle Zufallsvariablen, die
deterministischen Funktionen W;(s) und Wy(t) fir alle j,k = 1,...,p und s,t €
[0, 1] reelle Zahlen.
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4. Eigenschaften der Schatzer

Wir setzen Z Wi(s)Wi(t) Zi(z;) Zi(xg) = X1, ZW Zi(zj) = Xo; und

7,k=1
ZWk(t)Z,(xk) =: X3,, was wieder jeweils als einzelne Zufallsvariable betrach-

ten werden kann (bestehend aus einer Summe von p? bzw. p Zufallsvariablen in-
kl. reellen Vorfaktoren). Die unabhéngig identische Verteilung der Z;(x;)’s bzw.
Zi(xy)’s ibertragt sich wieder auf Xi;, Xo; und Xs;. Mit der A-Ungleichung,
Proposition [3.3] und [3.6] gilt fiir alle 7,p € N:

£ = E[| 32 Wm0z 20| £ 32 100 H0IE 26700
< Egz, (Z}Wj(s)\) (Z\W,ﬁ)]) < Bz5Ch, < o0
e[ = B[ w2t | < S o el )|

< EZ,I Z ‘W](S){ < EZ,IOW1 < 0

|X31 = |:

1] = Z Wi () [E]] Zi(n) ]

< Egz, Z ‘Wk:(t)l < E7:Cw, < o0

k=1

Nach [(2. SLLN)folgt die Darstellung:

= %ZXM =E[X11] +ors(1) = Z W;(s)Wi()E[Z1(2;) Z1 (1)) + 0£..(1)

= Z W;(s)Wi(t)R(z;, xx) + 055 (1)

Z Xoy = E[Xa1] + 0ps ( Z W;($)E[Z1(z5)] + 0g5.(1) = 055.(1)

Z X3 1= ]E[Xg 1| + Ofs Z Wk; Zl xk)} + Of.s.(l) = Of.s.(l)
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4.3. Konsistenz

Damit und mit Proposition [3.7] gilt:

I=X,— Xy X3 = Z W;(s)Wr(t)R(zj, x1) + 055 (1) — 05 (1) - 0p5.(1)

Jk=1

= R(s,t) + O(R'R) + 0p4 (1)

Z W Zi(s)Wey(t

Uber die gleichen Umformungen wie bei I folgt:

ZZW Zi(x; &k—( iiwj )(ii . Wi (t alk>

'Lljk:l i=1 j=1

Seien hier nun X;,; = Z W;(s Zi(x))ein, Xy = ZW z;) und
7,k=1

p
X3, = ZWk<t>5z‘k wieder fiir feste z;,s,t € [0, 1] reelle Zufallsvariablen. Auch

k=1
hier gilt nach die unabhéngig identische Verteilung und mit der Unabhén-
gigkeit von Z und ¢ fiir alle 7,p € N:

] il s)IWi(®)[E[|Z:(x;) | E[ €]

7,k=1

|Xlz - |:‘ Z W Wk LC] Eik

J,k=1

< Ez1E.:1(p) (Z \Wj<s>\> (Z \Wk(t>|> < Bz B (p)Ciy, < 00

k=1
]E“XZ,zH S EZ,ICW1 < 00, EUX&@H S Ee,l(p)CW1 <00

=

Es ist also wieder |(2. SLLN)|anwendbar und die folgende Darstellung legitim:

ZX“ — E[X11] + o5s.( Z W;(s YE[Z1(2)|Elex] + 0rs.(1) = 055.(1)

=1 ]kl

ZXZZ = E[X21 + Ofs ZW Zl xj ] + OfAs.(l) = Of.s.(l)

ZX:’,Z = E[X51] + os.( ZWk Ele1x] + 0s.(1) = 0£5.(1)
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4. Eigenschaften der Schatzer

Damit folgt schnell:

Il = Xl - X2 ' XS - Of.s.(l) - Of.s.(1> . Of.s.(l) = Of.s.(l)

= % Z W Z,(6)Wei(s)

Dieser Summand ldsst sich exakt so wie Summand 77 diskutieren.

= % z”: Wei(s)Wei(t)

Uber die gleichen Umformungen wie bei I und I7 folgt:

3

Z Z W;(s t)eijcin — (n Z 1 Wj(s 51j> <% ZWk(t)€¢k>

1=1 j,k=1 1=1 j= i=1 k=1

p p
Seien hier nun X, := Z Wi(s)Wi(t)eijcin, Xoyi = Zﬂfj(s)eij und X3, =

k=1
p
ZWk(t)Eik wieder fiir feste s,t € [0,1] reelle Zufallsvariablen. Auch hier gilt

k=1
wegen der unabhéingig identischen Verteilung fiir alle ¢, p € N analog zu I:

E[|X1]] < Ee2(p)Cyy, < 00, E[|X2,4]] < Eca(p)Cw, < 00, E[|X5,4]] < Eo1(p)Cw, < o0,

Es ist also wieder (2. SLLN)| anwendbar und die folgende Darstellung legitim:

ZXII —E[Xll +Ofs Z W [81]'814 +0f.s.(1)
= 7,k=1
—ZW (t)ojr + 0r.s.(1)
7,k=1

= %ZXz,i =E[X21] +05s(1) = W;(s)E[e1;] + 0ps.(1) = 055.(1)

_ 1 <&
= ZXS,i =E[X31] +05s5.(1) =

Wi (t)E[e1x] + 0r5.(1) = 0r5.(1)

ol <.
M- 11
— =
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4.3. Konsistenz

Mit Proposition [3.9] folgt:

p
1V = Xl — XQ : Xg = Z VVj(S>Wk<t>0'jk + Of.s.(1> ’ 0f.s.<1)
J,k=1

=W (s)" - Cov(&) - W(t) + 0r5.(1) = O <pl_;dlh) + ors.(1)

Schlussendlich folgt fiir Gleichung (4.40) fiir alle (s, t) € [0, 1]*

. 1 8
R(s,t) = R(s,t) + O(h'"") + O (T) + 014 (1) =3 R(s,t)
~—— p 1h ~——

c) Der Beweis der gleichméfig schwachen Konsistenz ist vollkommen analog zum

Beweis von Satz [4.7| ), legitimiert durch Satz
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5. Konfidenzbander

Satz und kénnen nun zur Konstruktion von asymptotischen Konfidenzbandern
benutzt werden, also oberen und unteren Grenzfunktionen, welche fiir n — oo die tat-
sdchlichen Funktionen p bzw. R mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens (1 — ) -
100%, ~ € (0,1) einschliefen. Da die asymptotische Normalitdt jeweils auf funktiona-
ler Ebene berechnet wurde, ist es moglich, die Konfidenzbander nicht nur punktweise,
sondern simultan zu formulieren. D. h. fur die Béander B, ,, ,(x) und B, , r(s,t) gilt:

lim P(p(z) € Bynul(z), z€[0,1]) >1—»
n—oo
lim P(R(s,t) € Bynn(s, 1), (s,1) € [0,1]*) > 17
n—ro0

Das ist eine deutlich stéirkere Aussage als eine punktweise Uberdeckungswahrscheinlich-
keit von 1 — ~, da derartige Béander im Allgemeinen eine simultane Uberdeckungswahr-
scheinlichkeit aufweisen, welche kleiner als 1 — « ist, siehe z. B. [FFdR16].

5.1. Trendschatzer

Satz 5.1.

Sei i der Schitzer aus Gleichung innerhalb des Modells aus Abschnitt[3.1 Weiter
seten Annahme und erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz [4.4)
Dann ist ein asymptotisches simultanes (1 —-)-100% Konfidenzband fiir die tatsachliche
Trendfunktion p gegeben durch

. Cyp Cy, . - .
(o) = |(0) = 2, i) + 52 2 (60, > ) =
wobei R der Kovarianzschitzer von Z nach Gleichung 1' st und in P* auf die Stich-
probe Y bedingt wird.

¢y, kann in gewisser Weise als das (1 — 7)-Quantil des Gauk-Prozesses G(0, R) bzw. das
(1—7y)-Quantil seiner Supremumsnorm aufgefasst werden. Da es sich um einen stochasti-
schen Prozess und keine reellwertige Zufallsvariable handelt, muss die Supremumsnorm
zu dessen Bestimmung herangezogen werden.

Bemerkung 5.2.

FEs sei hier erwdihnt, dass dieses Konfidenzband auch schon in [Degl1)] angegeben wird.
Dort wird der empirische Prozess /n(ji — p) jedoch noch standardisiert - insofern man
bei einer funktionalen Zufallsvariable davon sprechen kann - indem zusdtzlich durch die

geschitzte Standardabweichung von Z, also 67(x) == \/ R(x, ) diwidiert wird.
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5.1. Trendschatzer

Da R nach Satz @ ein gleichmafig schwach konsistenter Schdtzer ist, fihrt dies tber
Lemma zu einer schwachen Konvergenz gegen G(0, pz), wobei py die Korrelations-
funktion von Z, also die Normierung der Kovarianzfunktion R ist, und zu den Bdndern:

Bl (@) = | i) = & 03(?, i) + UT(n)
. X AN _ R(s,t)
P (HQ(O7PZ)HOO > C’y,u) =7 pZ(S,t) = —62(8)52(75)

Beide Versionen funktionieren, zumindest ab einer hinreichend groffen Stichprobe n und
Anzahl von Beobachtungspunkten p. Bei einer sehr kleinen Stichprobengrofle fiihren al-
lerdings die Bdander B;JW(JU), in Kombination mit einem gebootstrapten Quantil ¢, ,, zu
einer marginalen Verbesserung der Uberdeckungswahrscheinlichkeit. Demgegeniiber muss
aber auch erwihnt werden, dass bei der normalen Berechnung die Binder B!, (v) et-
was schlechter abschneiden als B., ,, (). Beides werden wir spdter in Kapitel anhand

einer Stmulation belegen und diskutieren.

Die wahre Kovarianzfunktion R fiir den Gauft-Prozess ist nicht bekannt, deshalb wird die
geschétzte Version R verwendet, deshalb muss in der Wahrscheinlichkeit zusétzlich noch
auf die Daten Y bedingt werden. Wir beweisen nun die Giiltigkeit der Konfidenzbéander
B, . u(z) in aller Ausfiihrlichkeit. Der Beweis fiir die Bénder B! ,, (z) aus Bemerkung|5.2
funktioniert bis auf geringfiigige Abweichungen genau so, daher werden wir diesen nicht
explizit durchfithren, sondern jeweils nur kurz auf die Unterschiede eingehen, sofern

notig.

Beweis.

Sei ¢, so definiert, dass P (||G(0, R)||sc > ¢,u) = 7, wobei R die (tatséchliche) Ko-
varianzfunktion von Z ist. Dann folgt wegen der in Satz [£.4] ermittelten schwachen
Konvergenz:

Y= (IG0, Rl > e = Jim B(sup [Viite) = ()] > e,

& lim P(sup [vn(a() —u(@))] < cpp) =1-7

n=oo zeo,1]

-~

C {lvn(i(z)—p(@))|<ey,u, z€[0,1]}
= lim P(|Va(i(z) = ()] < 0 2 € [0,1]) > 17

& lin P (o) - 22 < ) < o) + S v 1)) 210 (6)

was genau der Definition eines asymptotischen Konfidenzbandes zum Niveau 1 — v ent-
spricht. Da allerdings, wie bereits erwahnt, R statt R verwendet wurde, was in dem von
¢y,u verschiedenen Quantil ¢, , miindet, muss noch gezeigt werden, dass:

. % A ~ f.s. ~
Tim P* (1160, B)l|oe > &) = P IGO0, B)] oo > E5,)
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5. Konfidenzbander

Denn daraus folgt 7 = P (]|G(0, R)||oo > ¢,,,) und Gleichung ist auch fiir ¢, ,, er-
fiillt. Es ist also zu zeigen, dass G(0, R) | Y in (C([0,1]),]]-||e) schwach, also gleichmifig
schwach, f.s. gegen G(0, R) konvergiert. Fiir die Binder B/ ,  (z) miisste man ¢, , durch

P (1|G(0, pz)||lsc > €y,u) = 7 definieren, was zu einer erforderlichen gleichméfig schwa-
chen Konvergenz von G(0,pz) | Y gegen G(0, pz) fiihren wiirde.

Zur gleichmékig schwachen Konvergenz folgendes Lemma:

Lemma 5.3.
Seien (Py)nen und P W-MajfSe auf C([0,1]). Dann sind dquivalent:

a) P, 5P

b) P, P und (P)nen ist straff.

Beweis.

Siehe [Klel3|, Seite 495. Anzumerken ist hierbei noch, dass die Aussage dort fir W-
Mafke auf C(Ry) formuliert ist, was aber wegen C([0,1]) C C(Ry) keine Einschrinkung
darstellt. O

Es muss also {.s. G, fad G und die Straffheit von (G, ),en nachgewiesen werden, wobei

G :=G(0,R) und G, := G(0,R) | Y, da R natiirlich implizit vom Stichprobenumfang n
abhéangt.

fdd-Konvergenz:

G, ist fiir alle n € N ein Gaufs-Prozess, was bedeutet, dass all seine endlichdimensionalen
Verteilungen multivariaten Normalverteilungen entsprechen. Genauer: Falls {X,,(¢) | t €
[0,1]} ~ G, so ist fiir alle ¢y, ....t; € [0,1], j € N die Verteilung des Zufallsvektors

(Xn(t1), ..., Xu(t;))" durch eine j-dimensionale Normalverteilung gegeben. Wir betrach-

ten also Zufallsvektoren X,,, X € R7 als endlichdimensionale Teilvektoren von {X,(t) |
t € [0,1]} ~ G, bzw. {X(t) | t € [0,1]} ~ G. Diese Vektoren sind verteilt nach
N;(0,%) | Y bzw. N;(0,%). Da sich die Eintrige von ¥ bzw. ¥ aus den Funktionen

R bzw. R bilden, wéare z. B. die Komponente 212 bzw. X9 die Kovarianz von X, (1)
und X, (t2) bzw. X (t1) und X (t3), also

Cov* (X, (t1), Xn(ta)) = R(t1,t2) (geschitzt), Cov(X (1), X (t2)) = R(t1,ts) (tatsichlich)
(5.2)

Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy gilt nun X, DX genau dann, wenn lim on(Z) =

<b( r) fiir alle # € R/, wobei ¢, bzw. ¢ die (bedingte) charakteristische Funktlon von

X, bzw. X ist. Fiir diesen Beweis der punktweisen Konvergenz verwenden wir noch ein
kurzes Lemma.
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5.1. Trendschatzer

Lemma 5.4.
Seien f, : R7 — R bzw. g, : R — R punktweise gegen f bzw. g konvergente Funktio-
nenfolgen und h : R — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

a) fn+ g0 — [+ g punktweise.
b) ho f, = ho f punktweise.

Beweis.

Fiir feste ¥ € R’ sind die Funktionen f,,(Z) und g, (%) nichts anderes als Folgen reeller

Zahlen. Damit folgt a) direkt aus der Linearitdt des Grenzwertes. Da h eine stetige

Funktion ist, gilt lim h(a,) = h(a) fir jede reellwertige Folge (ay)neny mit lim a, = a,
n—oo n—oo

also insbesondere auch lim A(f,(%)) = h(f(Z)) fiir alle (festen) 7 € R/. O
n—oo

Die (bedingte) charakteristische Funktion bei den hier vorliegenden j-dimensionalen
Normalverteilung ist gegeben durch:

1 e 1
On(T) = exp (—5_'T2f) bzw. o(7) = exp (—EfTZ:E>

Nun folgt mit Lemma [5.4 und der punktweise starken Konsistenz von R aus Satz [4.8] fiir
alle 7 € R7 und j € N:

. _' . 1 _'TA - . 1 J ~
nh_)rrolo On(T) = JSEOGXP (—éx Zx> = T}Lrgo exp <—§ ( Z a:jla:jQR(tjl,th)))

Ji,J2=1

1 4 . A f.s. 1 d
= exp (-5 ( > g, Jm R(%’Jﬁ))) = exp (-5 ( > @, Rt t,)

Ji1,.J2=1 Ji1,.J2=1

1
= exp (—ﬁfTZf) = ¢(7)
Insgesamt also:
X, 2X=36,%g fs

Fiir B!, (v) funktioniert die fdd-Konvergenz genauso, da die punktweise starke Kon-

sistenz von R eine punktweise starke Konsistenz von py impliziert.

~

101

)



5. Konfidenzbander

Straffheit:

Zur Straffheit ein weiteres Lemmas

Lemma 5.5.
Sei (Py)nen eine Folge von W-Mafen aqu([O, 1]) Dann ist die Folge genau dann straff,
wenn gilt:

i) Fur alle n > 0 existiert ein v > 0 und ein ng € N, so dass fir alle n > ny:
IP’n<$ L |z(0)] > 7) <n
it) Fir alle v,n > 0 existiert ein 6 > 0 und ein ng € N, so dass fir alle n > ngy:

P, <9[; . osup |z(t) —z(t)| > ’y) <
d(t,t)<5

wobei x eine beliebige messbare Funktion auf [0, 1] und d eine Metrik auf [0, 1] ist.

Beweis.

Siehe [Bil99], Seite 82. O

Diese Schreibweise ist z. B. fiir i) eine dquivalente Darstellung zu IP’(’XAO)! > 7) mit

X, ~ P,, da P, ja gerade die Verteilung der messbaren Funktion z festlegt. Da es sich
bei uns um eine bedingte Verteilung handelt, miissen die Wahrscheinlichkeiten ebenfalls
bedingt betrachtet werden.

zu i):

Sei wieder X,, ~ G,,. Mit der bedingten Markov-Ungleichung folgt:
2

E*[(X,(0))%] _ Var'(X,(0)) + (E*[Xn(0)])

72 '72
_ Cov*(Xa(0), X(0) + (E*[Xa(0)])" _ R(0,0) rs. R(0,0) +a

72 o 72 72

P*(|Xn(0)] > 7) <

2

wobei (an)nen eine f.s. Nullfolge ist, d. h. a, % 0. Dies folgt wieder aus der punktweise
starken Konsistenz von R. Unter diesen Voraussetzungen gibt es ein ng € N, so dass

R(0,0)

P(a, < a,,) = 1 fur alle n > ng. Wahle v > + ano, dann folgt 1) f.s. aus der

Ungleichung;: R(0,0) 4+ &
* fs. ’ + Qp,
P*(1Xn(0)] > ) < " R0.0) 2y =
) no
—_———

<1, fs.
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5.1. Trendschatzer

zu ii):

Bei genauerer Betrachtung wird klar, dass die zweite Bedingung nichts anderes als die
gleichmafige gleichgradige Stetigkeit in Wahrscheinlichkeit aus Definition darstellt.
Weil es in diesem Fall sehr schwierig bzw. unmoglich ist, den Gaufs-Prozess zu beschran-
ken, verwenden wir Lemma [2.200 Wir benétigen zudem eine Eigenschaft der multivaria-
ten Normalverteilung, welche aus diversen Teilbereichen der Statistik wohl bekannt sein
sollte.

Proposition 5.6.
Sei X ~ Nj(u, %), A€ R und b € R¥, dann gilt:

Y = AX + b~ N (Ap + b, ALAT)

Das ist eine fundamentale Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung: Sie bleibt
nach ewner linearen Transformation, ggf. in anderer Dimension, erhalten.

Diese Aussage lasst sich leicht mittels der Transformationsformel fiir Dichten und den
Eigenschaften der mehrdimensionalen Normalverteilung beweisen.

Zunichst einmal gilt nach den Argumentationen bei Gleichung (5.2)) (X, (t), X,,(¢'))" ~

. . ® » /
No(0,%) | Y fiir alle ¢,¢ € [0, 1], wobei X = (g((;l?) gg,”i,))). Nun gilt mit Proposi-

tion und der Symmetrie von R als Kovarianzfunktion:

1

=X (t) — X,(t) ~ N <(1, —-1)-0,(1,-1)% <1

>) | Y = N(0, R(t, t) — 2R(t,¢) + R(t',¥')) | Y

Exakt die gleiche Verteilung hat f.s. nach den Eigenschaften der Standardisierung eine
Zufallsvariable der Form

(R(t,t) — 2R(t. ') + R, t'))* - N, mit N ~ N(0,1)
Der Ausdruck unter der Wurzel ist f.s. grofer oder gleich 0, da fiir ¥ als positiv semide-

finite Kovarianzmatrix o757 > 0 fiir alle 7 € R? f.s. gilt, damit ist die Darstellung der
Zufallsvariable in dieser Form wohldefiniert.
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5. Konfidenzbander

Zudem ist er messbar bzgl. R. Unter diesen Voraussetzungen gilt nun:

|

Eﬂ E
© (Rt 1) — 2Rt ) + R(E 1)) - B [NY]

Xa(t) = X (1)[] =

(R(t,t) — 2R(t,t') + R(t, t’))%NH

v (R(t,t) — 2R(t, 1) + R(¢',¥))* E[NY]
unabh. ——
= 3-12

= 3(R(1,1) - R(t,¢) + R(t,1') = R(t,1)" +

wobei (@ )nen wieder eine f.s. Nullfolge ist. [(A.3)[setzt R € C**% ([0, 1]?) voraus, R ist
also auf dem kompakten Gebiet [0,1]? stetig partiell differenzierbar. Nach dem Schran-
kensatz impliziert diese Voraussetzung fiir R die Lipschitzstetigkeit. Damit folgt:

f.s.

E*[|X,(t) — X, (t)[*] < 3(|R(t,t) — R(t, )] + |[R(t, ') — R(t,)])° + an
<BLA([t—t]+ |t =t + [ —t|+ |t = t])° + an
= 1204t —t'|° + a,

mit Lg als Lipschitzkonstante von R. Wihle nun ng so, dass P(a,, < 12L%[t —t'|?) = 1,
was durch die Nullfolgen-Eigenschaft fiir alle ¢,¢ € [0, 1] moglich ist. Dann gilt auch
insbesondere fir alle n > ng:

f.s.
E*[1X,(1) — X, ()] < 243t — 2

Damit ist Lemma mit C =24L% a=4und b=2 > 1= D fiir alle n > ny f.s.
erfiillt, wonach auch ii) f.s. gilt. Aus i) und ii) folgt f.s. die Straffheit und schlussendlich,

in Kombination mit der fdd-Konvergenz, f.s. die gleichméifig schwache Konvergenz von
G(0,R) | Y gegen G(0, R).

Fir B!, ,(x) kann die Straftheit von G(0,pz) | Y z. B. durch Entropie-Berechnungen

Vs

mittels Kapazitits- und Uberdeckungszahlen aus Definition nachgewiesen werden.
m
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5.2. Kovarianzschatzer

5.2. Kovarianzschatzer

Satz 5.7.

Sei R der Schiitzer aus Gleichung innerhalb des Modells aus Abschnitt . Weiter
seien Annahme und erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz [{.9
Dann ist ein asymptotisches simultanes (1 —~)-100% Konfidenzband fiir die tatsachliche
Kovarianzfunktion R von Z gegeben durch

. Er N . . )
By nn(s,t) i= [R(s,t) - R0+ %} P (160, R)llse > ém) =7
s [[0,1* >R

wobei R : { (5.8, 5',1') > M (s, ,5',#) — Bs, t)R(s', 1)
Y bedingt wird.

und in P* auf die Stichprobe

M sei dabei der 4. Verbundmomentschdtzer von Z.

V(5,1 = T3 () — () (1) — (1)) (") — () (1) — )
i=1
Der Begriff ,Momentschétzer” ist hier nicht zu verwechseln mit der Momentenmetho-
de, ein spezielles Verfahren zur Gewinnung von Schétzfunktionen. Es handelt sich hier
tatsdchlich um einen Schétzer fiir das 4. Verbundmoment von Z, basierend auf der
empirischen Verteilung der Stichprobe, dhnlich zum Stichprobenmittel oder der Stich-

probenvarianz.

Bei numerischen Berechnungen der Bander ist es sinnvoller, R vor der Anwendung des
Verschiebungssatzes zu berechnen, da sonst Ausloschungseffekte auftreten konnen. Nach

Bemerkung ist R(s,t,s',t") = Cov (Z(s)Z(t), Z(s')Z(t')), der dazu korrespondieren-
de Schétzer ist also:

23 () = ) ) = ) = Rlsvt)) () = ) () = ) = (') )

bzw. in korrigierter Version bzgl. der Erwartungstreue mit Vorfaktor
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5. Konfidenzbander

Bemerkung 5.8.
Prinzipiell kénnte man hier nun auch wie in Bemerkung[5.4 eine Standardisierung von
V(R — R) vornehmen, indem man durch die geschdtzte Standardabweichung von Z - Z,

also 677(s,t) := ﬁ(s,t, s,t) teilt, was wiederum zu den Bandern
- . Ozz(s8,1) = . Ozz(s,t
B'IynR( ) = [R(S,t) _C’Y,Rma R(Sat) +C'~/,Rm

vn Vn

R(s,t, 5. 1)
P* OaA OO>A =7 0 7ta ,7t, = ——
(1100, pz2)l| C%R) Y, Pzz(s;t,8, 1) 6272(5,0)677(5 1)

fiihren wiirde. Auch hier schneiden diese Bander fiir sehr kleine Stichprobengriffen mit
einem gebootstrapten Quantil ¢, p leicht besser ab. Allerdings nur, wenn man von vorn-
herein davon ausgeht, dass die gesuchte Kovarianzfunktion R einen verhdltnismdf$ig mo-
deraten Charakter hat. Bei zu grofien Schwingungen oder Anderungsraten von R auf kur-
ze Distanzen, performen die Binder B! , p(s,t) innerhalb des Bootstraps schlechter und
versagen bei normaler Berechnung komplett wie wir in den Simulationen in Kapitel [1]]
noch sehen werden. Fine magliche Erkldrung hierfir wdre, dass R zwar punktweise stark
konsistent ist - das werden wir im folgenden Beweis zeigen - jedoch nicht gleichmdifig
schwach konsistent sein konnte, wodurch Lemma[2.15 nicht mehr anwendbar ist und der
empirische Prozess ggf. nicht gegen ein Gaufl-Feld konvergiert. Wir zeigen daher wieder
nur den Beweis fiir die normalen Binder B, , r(s,t) und gehen nur an wenigen Stellen
néher auf B!, p(s,t) ein.

Beweis.
Sei ¢, g so definiert, dass P (||G(0, R)||oc > ¢y,r) = 7, Wobei

- 0,1]* = R
(s, 8 ) = M(s,t, 8 ) — R(s, t)R(s', 1)

Fiir das so deﬁnierte cy,r folgt die Validitdt der Konfidenzbénder mit Satz 4.5 analog
zu Gleichung ((5.1). Das Problem ist, dass in Satz auch wieder R statt R verwendet

wurde. Es muss also wieder iiber Lemma E f.s. nachgevvlesen werden, dass (G, )nen
mit G, := G(0,R) | Y, gleichmikig schwach gegen G := G(0, R) konvergiert.

fdd-Konvergenz:

G, ist fiir alle n € N ein zweidimensionales Gauf-Feld, was bedeutet, dass all seine
endlichdimensionalen Verteilungen matrixvariaten Normalverteilungen entsprechen. Ge-
nauer: Falls {X,(s,t) | (s,t) € [0,1]*} ~ G,, so ist V(s;,tx) € [0,1]% j,k € N die
Verteilung der Zufallsmatrix

Xn(Sl,tl) Xn<81,t2) Xn(slatk)
MX, — Xn(5:27t1> Xn<5.27t2) Xn<8.27tk)  Rixk (5.4)
Xn(Sj,tl) Xn(8j7t2) Xn(Sj,tk)
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5.2. Kovarianzschatzer

durch eine j x k-matrixvariate Normalverteilung gegeben. Diese Eigenschaft ldsst sich
jedoch auch Vektorwertig formulieren. Und zwar ist die matrixvariate Normalverteilung
von M X, dquivalent dazu, dass der Zufallsvektor

N T ‘.
Xn = (Xn(slatl)a ...7Xn(81,tk),Xn($2, t1)7 ...,Xn(SQ,tk), ...,Xn(Sj,tl), P Xn(Sj, tk)> - ]Rj k

eine (j - k)-dimensionale Normalverteilung besitzt. Das Wort ,Feld bezieht sich dabei
nur auf die Menge, auf welcher der Prozess definiert ist, deswegen kann die gaufssche
Eigenschaft nach wie vor durch einen endlichdimensionalen multivariat normalverteilten
Vektor definiert werden, siche fiir diese Korrespondenz z. B. [GN99).

Wir betrachten also Zufallsvektoren Xn, X € RI* als endlichdimensionale Teilvektoren
von {X,(s,t) | (s,t) € [0,1]*} ~ G, bzw. {X(s,t) | (s,t) € [0,1]*} ~ G. Diese Vektoren
sind verteilt nach N.(0,%) | Y bzw. N;.(0,%), wobei sich die Eintréige von 3 bzw.
Y aus den Funktionen R bzw. R bilden. Z. B. wiire die Komponente 5312 bzw. 9 die
Kovarianz von X,,(s1,t1) und X,,(s1,t2) bzw. X(s1,t1) und X (s1,t2):

Cov™ (Xn(81, tl), Xn(Sl, tg)) = 7%(81, tl, S1, tQ) (55)
= M(Sl, tl, S1, tg) — R(Sl, tl)}?(sl, tg) (geschéitzt)
Cov ()((Sl7 tl), )((817 tg)) = R(Sl, tl, S1, tg)
= M(Sl, tl, S, tg) - R(Sl, tl)R(Sl, tg) (tatsachhch)
Ab dieser Stelle sind die Argumentationen analog zu Gleichung (5.2) ff., mit dem einzigen
Unterschied, dass die > bzw. > hohere Dimensionen haben. Letztendlich muss also fiir
alle (s,t),(s',t') € [0,1)* die punktweise f.s. Konvergenz von

R(s,t,s' ') = M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s',t')

bzw. wegen Proposition

~ ~

M(s,t, s t") und  R(s,t)

iberpriift werden. Nach Satz gilt f.s. die punktweise Konvergenz fiir R.

M ist ein deutlich groferer Aufwand, denn hier muss Konvergenz erneut explizit gezeigt
werden. Mit der Darstellung von fi;(xz) — fi(z) tber Gleichung (4.2)), spalten wir den
Momentschéatzer auf.

Wi(s,1,5/,8) = = 3 (Guls) — ) (iat) — (1) (i) — () (i) — (1)
=1

— % Z (WZi(s) + Wei(s)) (WZi(t) + Wei(t) (WZi(s') + Weil(s) (WZi(t') + Wei(t'))
=1

(5.6)
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5. Konfidenzbander

Um genaueres iiber das Konvergenzverhalten zu erfahren, bleibt jetzt nichts anderes
iibrig, als das Produkt auszumultiplizieren. Einen dhnlichen Fall hatten wir bereits im

Beweis zu Satz fiir (]%(s, t))2, jedoch war dort ein Erwartungswert im Spiel, welcher
einige der Summanden direkt eliminiert hat, was hier leider nicht der Fall ist. Nach dem
Ausmultiplizieren ergibt sich:

% i W Zi(s)W Zi ()W Zi(s )W Zi(t) + % i W Zi(s)W Zi ()W Zi(s Y We(t)

+ %zn:WZ( W Z,(t) Wei(s') ZWZ () Wei(s)Wey(t)
+ %iwz( YWe (t YW Zi(s) ZWZ YWei(t YW Zi(s ) Wei(t)
+ %Zn:WZ( YWe (1Y Wei(s) )+ — ZWZ YWei(tYWei (s Wei(t')
: -
+ % S Wei(s)W Zi(O)W Zi()W Zi(1 Z Wei(s)W Zi(OW Zi(s ) Wes(t')
+ %zn: Wei(s)W Zi(t)Wei (s \W Zi(t Z Wei(s)W Z;(t)We(t)
+ %i Wei(s)Wei ()W Zi(sW Z;( Z Wei(s)Wei ()W Z;(s ) Wey(t')
+ %Zn:ng(s)ng(t)ng( "W Z,(t ZW& Wei(t)Wei(sYWei(t')  (5.7)
) e ’

Es geniigt, die mit I - V gekennzeichneten Summanden zu diskutieren, da sich die
restlichen nur bzgl. der Auswertungsstellen (s, ¢, s’,t") unterscheiden und die Argumen-
tationen dquivalent durchgefiihrt werden kénnen. Nach der Festlegung von WZ und We
aus Gleichung , miissten wir nun erneut fiir jeden dieser fiinf Summanden 16 neue
Summanden, also insgesamt 80 Summanden untersuchen. Wir zeigen daher o. B. d. A.
an Summand 7, dass sich diese 80 Summanden insgesamt auf nur 5 relevante reduzieren,
da alle anderen fiir alle (s,t,s’,t') € [0, 1]* fiir n — oo verschwinden.
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5.2. Kovarianzschatzer

(53030 7)) = W) ) (3 30 D (W))Wt i) )

- %Z % Z Z WJ1<S)W/€1 (t)WjQ(S/)Wk2(t/)Zl(le)Z (mlﬁ)Z (xJQ)Z (xk2>>
_% ( Z Z le Wk1 W ( )Wk2<t’)Zi(x]1)Z (mkl)Zi(J}j2)Zl4(ZL’k2)> =+ ...
SE
= %Z Z I/le(s)Wlﬁ (t)I/ij(S/)WkQ (t/)Zl(x]1)Zz($k1)ZZ(I'JQ)Zz(ajkz)
R , R /
(530 3 WO O ) 2 A ) (53 Y W) 2o ) +
i=1 j1,k1_, i=1 ko=1

In diesem Term betrachten wir nun das Konvergenzverhalten des zweiten Summanden
Sei hier X ; := Z W, (8) Wiy (VWi (8) Zi(5,) Zilany ) Zi(5,) und Xy = Z Wi, (1) Zi(28,),
Jik1_q ka2=1

J2
nach der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Satz [4.7] und [4.§| reellwertige, bzgl. i
unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen. Mit der A-Ungleichung, Proposition
und [3.6] gilt auferdem fiir alle i,p € N:

E[|X1,4]] < Ez3Cy, < 00, E[|X2,4]] < Ez1Cw, < o0

SN - 1 «—
( Xl =— ZXM =E[X1 1] + o0rs.(1)
n =1

Z W (8) Wiy (W, () E[Z1(2,) Z1 (k) Z1 (2,)] + 08.5.(1)

Jiki_yq
J2
Xo ZX2 i =E[X21] 4+ ors.( Z Wi, (t)E[Z1 (w1,)] + 0£.5.(1) = 0£.5.(1)
=1 ko=1
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5. Konfidenzbander

Damit folgt schliefslich:

( Z Z Wi, () Wiy (YW, (') Zi(2:5,) Zilw, ) Zi(, )( ZZWk2 xkz))

- Z W ()W (W <'>E[Zl<le>Zl<a:k1>zl<xj2>]+of.s.<1>)of.s.<1>
< ( S W ()W (OIWn () [ELZ (23) Za () 2 (3] +of.s.<1>)of.s.<1>
Jik1_q
|VVJ1 |W1<t>| |Wj2(8,)| +0f.s.(1> Of-S-(l)
< (a2 o) (32 190 01) (35 01 vt
< (Ez3Chy, +0.s.(1))0rs. (1) = 0p5.(1)

Der Summand konvergiert also f.s. gegen 0. Bei allen weiteren Summanden aus Glei-

chung , abgesehen vom ersten, kann genau auf die gleiche Weise argumentiert wer-

den, da sich der Summand immer in ein Produkt aufspalten lasst, wobei immer mindes-

tens ein Faktor auftritt, der f.s. gegen 0 konvergiert, und alle anderen Faktoren kleiner

Unendlich sind. Asymptotisch verschwinden aus Gleichung also alle Summanden,

auker dem ersten. Das bedeutet, wir kénnen I - V' aus Gleichung umschreiben,
p p

indem wir einfach WZ;(x) bzw. We;(z) durch Z W;(z)Z;i(z;) bzw. Z W;(x)e;; erset-
j=1 '

zen, fiir alle z € [0, 1], inklusive einem additiven, f.s. gegen 0 konvergierenden Term.

Dieser Restterm wird kiinftig ignoriert und die asymptotisch fast sichere Gleichheit mit

< symbolisiert. Wir wenden im Folgenden mehrfach die A-Ungleichung, Proposition
und und |(2. SLLN)| und erwéhnen dies nicht jedes mal erneut.
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5.2. Kovarianzschatzer

f.s.
~

Z Wiy (8) Wi, )W, (8)YW, (V') Zi(25,) Zi (w10 ) Zi(43) Zi (2, )

i=1 j1,k1_y
Jo2 k2™

3I>—‘

Sei hier X; := Z W, (8) Wiy ()W, (8YWiey (1) Zi (4, Zi (w0, ) Zi(25,) Zi (k) mit B[ XG]] <

Jik1
J2, k’z_l

E74Cyy, < oo fiir alle i,p € N. Mit Proposition gilt fiir alle (s,t,s',t') € [0, 1]*:

X = E[Xl + OfS Z le Wk1 sz(S/)sz(t/)E[Zi(le)Zi<xk1>Zi(xj2)Zi<xk2)] + 0f~S~(1)

Juki_q
J2,k2

p
Z le (8>Wk1 (t)WJQ (S,)W]Q (t,)M(le y Lhys Lo Ikg) + Of.s.(]-)

Jiki_y
J2,k2

= M(s,t,s,t) + O™ £ or (1) 53 M(s,t, 8, ¢)
— =

—0 f_s).o

lSJ Z VVh Wkl W (S/)sz(t/)Zi(le)Zi(xlﬁ)zi(xh)gikz

=1 ji,k1_y
J2,ka ™

3I>—‘

Sei hier Xj := Z W71 Wkl( )VVJé(S/>W/€2(t/)Zi(xj1)Zi(xkl)Zi(ij)gikz mit E“XZH <

Jik1_q
J2,k2

Ez3E.1(p)Cyy, < oo fiir alle i,p € N (wegen Z und e unabh.). Es folgt fiir alle
(s,t,8,t') €[0,1]*"

X =E[X1] + o (1 § Wi ()W, (W, (8" YWy, VB[ Zi(25,) Zi(wky ) Zi(2,) | E ik, ] 4015, (1)
k V
]1 1_ 1 =0
o,k
= o (1) 30

Dieser Summand verschwindet also asymptotisch ohne grofsere weitere Annahmen.
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5. Konfidenzbander

f.s
I‘UN Z Z W]l Wk?l WjQ(S,)Wm(t,)Zi(le)Zz‘(fkl)&?ich‘?ikQ

=1 j1,k1_
Ja2,ka™

P
Sei hier X; := Z W, (8) Wiy ()W, (8 YWy (1) Zi(4,) Zi (w4, )Eijuin, mit E[|IX;]] <

J1,k1
J2, k2_1

Ey2F. 2(p)Cyy, < oo fiir alle 4,p € N (wegen Z und ¢ unabh.). Mit Proposition
und [3.9| folgt fiir alle (s, ¢,s',') € [0,1]*:

X = E[Xl +0fs Z I/Vh Wkl V[/j2(5/)Wk2(t/>E[Zi<xj1)Zi<Ik1)]E[gijggikg} +0f.s.(1>
Tor—1
= Z Wi, (8) Wiy ()W, (8 ) Wiy (V) R (0, )0y + 015, (1)
j; 22—1
:( Z W, ()W, (t R(:cjl,%)) : (WT(S') cov(avff(t'>> + 0p4.(1)
Jj1,k1=1

1 s.
= (R(S,f;) + O<h1+aR)) -0 < - ) —|—0f.s.<1) f—> 0
N—— pl=h N——
—0 N ——— — f.s.

0 —0

Dieser Summand verschwindet also mit unseren Annahmen asymptotisch ebenfalls.

Ve - Z Z Wi ()W, (W3, (8 )Wy (1) Zi(2 5, )€ty €12 i
i=1 ji,k1_
Jo,ka ™

Dieser Summand lésst sich vollkommen analog zu I1 behandeln, nur dass in diesem Fall
E[-] = 0 aus dem Faktor Z und nicht aus ¢ kommt. Ansonsten ist die Argumentation
absolut identisch.
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5.2. Kovarianzschatzer

fs. 1
= - D Wi () Wiy (YW (8") Wiy (t) €, €k oS
i=1 jiki_,
J2,k2

p
Sei hier Xz = Z le (S)Wkl (t)Wj2 (SI)VV,Ig2 (t,)gij1€ik1€ij25ik2 mit ]E“XZ” S E674(p)C'€V1 <

Jik1
J2, k’z_l

oo fiir alle i, p € N. Mit Proposition folgt fiir alle (s,t,s’,t') € [0, 1]*:

X =E[X1] + 0551 Z Wi, (8) Wiy ()W, (8 ) Wiy (t)E €1, €18, €155 18, ) + 085.(1)

Juki_q
Jo2, k2™

p
Z Wj1 (S)Wkl (t)WjQ (S,)W/Q (t,) ( COV(61j1€1k1, 81]'251/62) + Oj1kq 0j2k2)

Juki_y
J2,k2

= (W(s)@W®)" - Cov(E@a) - (W(s) @ W(t)) + (W(s)T - Cov(2) - W(t))* + ors.(1)

() (o (k) e

%/_/ %/_/ .S.
%20

Dieser Summand verschwindet also mit unseren Annahmen asymptotisch ebenfalls.

Insgesamt gilt also mit Proposition und der Argumentation eines durch die ver-
schiedenen Schritte entstehenden, zwar sehr grofen und komplexen, dennoch f.s. im
Unendlichen verschwindenden Terms:

M5 M (5.9)

Demnach konvergiert M bzw. R punktweise f.s. gegen M bzw. R womit die fdd-
Konvergenz endgiiltig nachgewiesen ist.
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5. Konfidenzbander

Straffheit:
Die Straffheit wird wieder mit Lemma [5.5) nachgewiesen.

Zui):

Sei wieder X,, ~ G,,. Da nun X,, eine zweidimensionale Funktion ist, verwenden wir fiir
0 den Nullvektor (0,0). Es gilt wieder mit der bedingten Markov-Ungleichung:

E*[(X,(0,0))7) _ Var'(X,(0,0)) + (E*[X,(0,0)]))°

P*([X(0,0)] > 7) <

72 2
Cov*(X,,(0,0), X,,(0,0)) + (E*[X(0,0)[])*
ts. R(0,0,0,0) ts. R(0,0,0,0) + d,
= = S > (5.10)

mit (G,)neny Nullfolge f.s.. Diese folgt aus der punktweise f.s. Konvergenz von R gegen
R, was gerade ausfiihrlich erldutert wurde. Wéhle nun wieder ny € N so, dass P(a, <

R(0,0,0,0)
U]

+ % Dann folgt:

p,) = 1 fiir alle n > ny und'y>\/

. ts. R(0,0,0,0) + an
s Uy Uy no

-~

<1

wonach i) f.s. gilt.

zu ii):

Wir weisen die gleichméfige gleichgradige Stetigkeit wieder mit Lemma [2.20| nach.
X(s,t) — X(¢,t') hat nach analoger Argumentation wie im eindimensionalen Fall fiir
alle (s,t), (s',t') € [0,1]? f.s. die gleiche Verteilung wie

(ﬁ(s,t, s,t) — 2R (s,t, s 1) + R(s', ¥, &, t'))% - N, mit N ~ N(0,1)

was wieder durch die positive Semidefinitheit von ¥ wohldefiniert ist.
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Durch die Messbarkeit bzgl. R gilt:

B[ X (5, ) = Xl )| = B[] (R(5.1,5,) = 2R(s, 1,8/, ) + RS, 2. t/))%N\ﬁ]

[

S (ﬁ(s,t, s,t) — 27€(s,t, st + ﬁ(s’,t', s’,t’))3 .E* [NG]

MR O15(R(s,t,5,8) — 2R(s,t, 8, ) + R(s', ¢, ', t'))* E[NY]
unabh. —_——
= 15-16

™

oy 15(R(s, t,s,t) — 2R (s,t, 8 t') + R(s', ¥, ¢, t’))3 +an

mit (a,)nen Nullfolge f.s.. Mit R € C=([0,1]?), M € C** ([0, 1]*) aus|(A.3){und der
daraus resultierenden Lipschitzstetigkeit gilt iiber Proposition [3.3}

R(s,t,s,t) — R(s,t, 8, 1) = M(s,t,s,t) — (R(s, t))2 — M(s,t,s',t")+ R(s,t)R(s', ")
= M(s,t,s,t) — M(s,t,s',t') + R(s,t) (R(s',t') — R(s,1))
< |M(s,t,s,t) — M(s,t,s',t")| + |R(s,t)||R(s',t') — R(s,t)]
< Lals — sl + 1t — ] +1s — ] + |t — 1) + EzoLa(ls’ — 5| + |¢ — 1)
= (Ly + EzaLg)(|s = §'| + [t — 1]

mit Ly, und Lg als Lipschitzkonstanten von M und R. Aus der analogen Herleitung fiir
R(s',t', s t') —R(s,t,s, 1) folgt damit:

f.s.
E* [ X (5,8) — Xn(s, t')ﬂ < 120(Las + EzaLp)* (s — 8| + [t — )% +

Wiéhle nun ng so, dass P(a,, < 120(Ly + EzoLg)*(]s — s'| + |t — '])?) = 1, was durch
die Nullfolgen-Eigenschaft fiir alle (s, t), (s,¢') € [0, 1)> moglich ist. Dann gilt auch ins-
besondere fiir alle n > ny:

f.s.
E*[|Xn(s,t) — X, (s, ¢)|°] < 240(Los + Ez2LR)*(|s — | + [t — t'])°

Damit ist Lemma [2.20| mit C' = 240(Ly + Ez2Lg)*, a =6 und b =3 > 2 = D fiir alle
n > ng f.s. erfiillt, wonach auch ii) f.s. gilt. Aus i) und ii) folgt f.s. die Straffheit und
schlussendlich, in Kombination mit der fdd-Konvergenz, f.s. die gleichméfig schwache
Konvergenz von G(0,R) | Y gegen G(0, R).

O
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6. Bootstrap-Methode der
Konfidenzbander

In Kapitel 5] wurde die asymptotische Normalitét aus Satz [4.4] und [4.5] benutzt, um si-
multane Konfidenzbénder zu konstruieren. Die Beweise der Sétze basierten wiederum
auf dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz aus Abschnitt also letztlich auf
einer Art Normal-Approximation des empirischen Prozesses. Diese Approximation ist
natiirlich erst ab einer hinreichend groften Stichprobe legitim, was bereits seit einem der
ersten zentralen Grenzwertsétze iberhaupt - dem Satz von Moivre-Laplace, die Annéhe-
rung der Binomialverteilung an die Normalverteilung - klar ist, siehe z. B. [Sac13], Seite
129. Bei einem zu kleinen n ist der empirische Prozess bzw. dessen Verteilung schlichtweg
zu weit entfernt von einem Gauk-Prozess, wodurch die Quantile ¢, , und ¢, r in Satz
und falsch geschitzt werden. Fiir diesen Fall formulieren wir nun naive Bootstrap-
Varianten zur Bestimmung eines validen Quantils ¢} , und ¢ p, ebenfalls basierend auf
einem Vorschlag aus [Degli].

6.1. Trendschatzer

Satz 6.1.

Die in Satz angefiihrten Konfidenzbinder B, , ,(x) behalten unter sonst gleichen
Bedingungen {.s. ihre Gliltigkeit, wenn ¢, ,, durch ¢ ,, ermittelt iber folgendes Bootstrap-
Verfahren, ersetzt wird:

(B.1) Berechne [i; := ji;(x) fir allei =1,...,n und daraus i nach Gleichung (3.2)).
(B.2) Ermittle eine Bootstrap-Stichprobe pi, ..., 1k, wobei pf fir alle i = 1,...,n durch

1 n
Ziehen mit Zuriicklegen aus {fi1, ..., fin} bestimmt wird und berechne p* = — E s
n
i=1

(B.3) Berechne X« = v/n||1* — fi]|oo-

(B.4) Wiederhole Schritt|(B.2) und|(B.3) N mal und verwende die bedingte empirische

Verteilung von X1, ..., Xy | Y zur Bestimmung des (1 —+)-100%-Quantils c%,

----------

Stichprobe ist.
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Bemerkung 6.2.
Werden dze Bénder B!, ,(x) aus Bemerkung verwendet, so muss in X =

LY
Vil
g, *

chung der p}’s ist.

berechnet werden, wobei o, die empirische funktionale Standardabwei-

Es passiert im Prinzip hierbei nichts anderes, als dass der empirische Prozess v/n(fi — 1)
(mit zufélligem £ und deterministischem p) durch seine Bootstrap-Version y/n(u* — i)
(mit zufélligem p* und deterministischem i) ersetzt wird. Das ist ein sehr gdngiges und
auch - beziiglich der Mallows’ Distanz aus Definition - stark konsistentes Verfahren,
siehe z. B. [Das08]|, Seite 465. Mittels mehrmaliger Berechnung der Supremumsnorm,
wird schlieflich das Quantil ¢, , durch ¢ , numerisch angenéhert. Auch wenn die Kon-
sistenz fiir endlichdimensionale Zufallsvariablen wie bereits erwahnt schon héufig unter-
sucht wurde, kommen wir nicht wirklich umhin, die Validitdt des Bootstraps explizit zu
beweisen, da es sich bei uns um die Supremumsnorm einer funktionalen Zufallsvariable
handelt.

Bewes.

Der Beweis lauft darauf hinaus, dass v/n(p* — i) | Y = G(0, R) in (C([0,1]), ]| - ||ec) f.s.
gezeigt werden muss. Dies lasst sich zum Einen auf eine mehr oder weniger anschauliche
Art, zum Anderen auf eine etwas technischere mathematische Art erkldren.

Sei wieder P (]|G(0, R)||s > ¢y,) = 7. Dann wissen wir aus Gleichung (/5.1)), dass:

C C
lim P & _ k< < { B 171 >1—
i P (7(0) = 52 < o) < o) + S, 2 € 0,1]) 21

Unter Annahme der oben erwédhnten Konvergenz gilt nun:
. % * ~ * f.s. *
Tim P (Vall — fllso > ¢4,) 2 B (|60, Bl > ¢5,.)

alsoy = P (116(0, R)||o > ¢ ,,), wonach Gleichung auch fiir ¢, erfiillt ist. Konkret
bedeutet das, dass das Konfidenzband zum Niveau 1 — ~ f.s. seine Giiltigkeit behélt,
oder anders formuliert, dass die Schranke ¢ , liber die Bootstrap-Variante f.s. korrekt
berechnet wird.

Die andere Betrachtungsweise stiitzt sich auf die Uberpriifung der Konsistenz von X o
im Sinne von Definition [2.28) Die Schranke ¢ , muss das (1 — ) - 100%-Quantil fiir

e
1G(0, R)|| sein. Das ist gerade dann f.s. erfiillt, wenn X,- ein stark konsistenter

Bootstrapschitzer fiir ||G(0, R)||~ ist, also wenn p3(||G(0, R)||s0, X,+) % 0. Wenn nun
Ve =) | Y 5 G(0,R) in (C([0,1]),] - [|) f.s., dann impliziert das X,
1G(0, R)||s f.s.. Aukerdem gilt fiir die stetige Funktion f(z) = z? mit dem Satz von der
stetigen Abbildung (X,+)* |Y RE (1160, R)HOO) und damit logischerweise

2] = B [(X,)7] S E[(16(0, R)l|=0)”] = E[[1G(0, B)| | ]

E*[|X,.
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Damit folgt schlieflich die starke Konsistenz von X - aus Lemma e).

Es ist also /n(u* — ) | Y = Q(O R) in (C([0,1]),]| - [|lc) f.s. zu zeigen bzw. im
Fall von Bemerkung \/_ (

) | Y 5 G(0,pz), was aber aus der f.s. schwach

O
gleichméfigen Konsistenz von o, - denn o,- ist dquivalent zu 6 definiert und dieser

Schétzer ist schwach gleichméfig konsistent, sieche Bemerkung [5.2] - mit Lemma [2.15]
sofort folgt. Wir benotigen dafiir erst wieder eine geeignete Zerlegung von /n(u* — ).

Vil (@) = ) = Vi 3 (Z mej) - ﬂ(x))
~ Vn %ZZWJ-(%)K; - ﬂ(x))
+ Z

=n —ZZW + Zi(x;) + €45)" —/1(96‘))
=+v/n % Z Z Wi(z) (uz;) + (Zi(x;) +i5)7) — ﬂ($)> (6.1)

Hier entsteht nun ein Problem: Da nur die Stichprobe gebootstrapt werden kann, ist
innerhalb jeder Bootstrap-Stichprobeneinheit der Prozess Z sowie der Fehler ¢ gleicher-
maken mit enthalten. Unser Ziel ist es, dass Z die Grenzverteilung festlegt und ¢ aus-
geglittet wird. Dieser Nachweis gelingt, wenn man von einem separaten Bootstrap fiir
Z und € ausgeht, sprich (Z;(x;) + €;;)* durch Z7(z;) + ¢j; ersetzt. Im Allgemeinen sind
das aber nicht die gleichen Zufallsvariablen, denn beim gemeinsamen Bootstrap entsteht
eine Abhéngigkeitsstruktur zwischen Z und e. Wir wollen daher vorher noch begriinden,
dass beide Varianten, zumindest asymptotisch f.s., die Verteilung von Z;(x;) + ¢;; fiir
alle z; € [0,1] und j =1, .., p korrekt ,simulieren®.

Aufgrund des Bootstrap-Charakters (Ziehen mit Zurticklegen), gelten bzgl. der Zufalls-
stichprobe Y die folgenden empirischen Verteilungen:

* * iid 1
Z1(@s), oo Zy(s) | Y~ _Z5Z (@), =1,
* iid 1
IR n]\Yw—ZdS”, j=1,..,p

* iid 1
(Z1(z5) +e15)", s (Znlg) +E05)" | Y ~ —252 (@)4eir J =1, (6.2)

Die Unabhéngigkeit gilt dabei im Sinne von Deﬁmtlon Z* und €* sind also bedingt
auf die Stichprobe Y unabhéngig bzgl. i.
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Die so definierte empirische Verteilung ist ein zufélliges Maf, womit im Allgemeinen
auflerst schwer umzugehen ist. Da wir hauptsédchlich nur Momente empirisch verteil-
ter Zufallsvariablen benétigen, formulieren wir nun eine Proposition, welches uns den
Umgang mit ebendiesen etwas vereinfacht.

Proposition 6.3.

,,,,, n} s F, n € N eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und Y :

(Y;)Ze{l 77777 ny eine, von X linear abhdingige Stichprobe, das bedeutet Y; ist abhdingig von

f(X;) mit f linear fir alle i € N. Set weiter X{, ..., X} | Y ~ % F, fir allen € N, wobei F,,

die empirische Verteilung von X ist. Falls das k-te absolute Moment von X existiert,
dann qilt fir allet=1,...,n

E*[(X))"] = E[(X1)"] + 0r.(1)

Analoge Aussage gilt fiir Verbundmomente verschiedener Folgen von Zufallsvariablen.
Dabei ist zu beachten, dass auf der rechten Seite nach wie vor eine Zufallsvariable steht,
die jedoch fiir n — oo fast sicher gegen einen deterministischen Wert konvergiert, ganz
im Sinne des starken Gesetz der grofien Zahlen, welches auch im Beweis verwendet wird.

Bewezs.
Mit F;, als empirischer Verteilung von X gilt fiir alle k£ € N:

ii 1 ii 1
X7, X*|Y3—26X:> (XY K Z(S(X

Wegen der Linearitét gibt es eine messbare Funktion g, fiir welche X (w) = = = ¢g(y) fiir
feste Realisierungen Y (w) = y. Es folgt also:

n

. . iid 1 . iid 1
XEy o X2 Y (w —yN—Z(S o) = (XD QO 1Y (@) = 9% = Gy

i=1
Daraus folgt fiir den bedingten Erwartungswert fiir allez =1,...;n

n n

B[O V(@) = 4] = Do) = = 3w

Das Faktorisierungslemma (siehe z. B. |[Baulll], Seite 71) rechtfertigt damit f.s. die
Darstellung:

n

E[(X1) Y] =~ S (000 = - S (x)F

i=1 i=1

Fiir X* kann nach den gegebenen Voraussetzungen [(2. SLLN)| angewendet werden:

= Z FERE[(X)] o - Z(m — E[(X)] + 0r..(1)
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Fiir Verbundmomente funktioniert der Beweis auf die exakt gleiche Weise. Weil eine
préazise allgemeine Formulierung aber sehr uniibersichtlich sein wiirde, verzichten wir in
diesem Fall darauf und weisen nur an den relevanten Stellen darauf hin. m

Wir halten noch in einer weiteren kurzen Proposition zwei weitere Eigenschaften von Z*
und €*, welche spéater von Relevanz sein werden.

Proposition 6.4.
Fiir allen,D € N und j1,...,7p = 1, ..., p gilt:

D D * 1
ﬁVmw) )YB«H&m@) [y %= Z%M )
k=1 ie{l,...,n} k=1

16{177,”}

D D D * iid 1
(H 62}]@) ) Y = <<H81]k> > ‘ Y ~ Zénk L€
k=1 i€{l,..,n} k=1

i€{l,...,n}

Diese Proposition besagt letztlich nichts anderes, als dass sich die empirische Verteilung
auf beliebige Produkte von Z* bzw. £* bzgl. der Messpunkte iibertragt und es zudem
egal ist, ob man zuerst die Variablen bootstrapt und dann multipliziert, oder umgekehrt.
Diese Schlussfolgerung riihrt daher, weil der Bootstrap bzgl. i, nicht aber bzgl. j statt-
findet: In jeder Bootstrap-Stichprobeneinheit wird effektiv der komplette stochastische
Prozess Z bzw. Vektor £ simultan fiir alle x4, ...,x, bzw. 7 =1, ..., p gezogen wird. Man
befindet sich also fiir jede Bootstrap-Stichprobeneinheit in einer bestimmten urspriingli-
chen Stichprobeneinheit, die sich jedoch fiir alle x4, ..., z, bzw. j = 1, ..., p nicht dndert.
Je nach Beschrankung der urspriinglichen Verbundmomente dieser Bootstrap-Variablen,
kann fiir Verbundmomente von Z* bzw. * Proposition angewendet werden.

Seien nun die Folgen (X, )nen, (X2 )nen und (X2),en definiert durch:

n

X = (Zi+ &) = ((Zilwr) +2)", - (Zi(wy) + 24)7)
+ & = (Z (1) + €51y oo Zi () + 25) T

T

Fiir feste xy,...,x, € [0, 1] entspricht das p-dimensionalen Zufallsvariablen. Da Z und ¢

bzgl. i unabhéngig identisch verteilt sind, gilt )?n)neN % F und aukerdem nach Glei-
chung (6.2) X* | Y ~ F, also nach Lemma d) und e):

pi(X1, X)) — 1y B X fs

(X:T%*)neN kann wiederum durch ( ( )) dargestellt werden, wobei I, die
neN

p X p Einheitsmatrix ist - selbiges gilt fiir ( n)neN ( ) ist eine reellwertige p x 2p
Matrix, wonach die Abbildung o (Ip, 1 )v fiir alle ¥ € R? ein linearer Operator auf
R? ist. Fiir die Operatornorm ||-|| bietet sich hier die Spaltensummennorm als natiirliche

120



6.1. Trendschatzer

Matrixnorm an, was H(Ip, Ip) H = 1 liefert. Schlieflich gilt erneut mit der empirischen
Verteilung von Z* | Y und * | Y und Lemma [2.29

) = ez ) = ((05) (2) . ()

7
Sl ((2)-(%)) = ((2) (%)

3)2,21*|Y2>)Z'1fs

3% :N*

Nach dieser Argumentation spielt es schlieflich keine Rolle, ob wir im empirischen Pro-
zess (X ) en oder (X2),en verwenden, weil im Grenzfall n — oo - und nur dafiir inter-
essieren wir uns - beide f. s. die tatséchliche Verteilung von Z + ¢ gleich gut wiedergeben.

Der empirische Prozess kann also iiber Gleichung (6.1)) geschrieben werden als:

Vil (@) = i) ( S S Wita) () + Zi o)+ €5) - /l(x))

11]1

( lelw i)+ 27 () + j)—]E*[u*(x)]JrE*[u*(fﬂ)]—ﬂ(:v)>

2 steht hier fiir sasymptotisch in Verteilung f.s. gleich®, f.s. bzgl. der zufélligen Stich-
probe Y. Zur weiteren Vereinfachung betrachten wir nun noch den bedingten Erwar-
tungswert des Schétzers p*. Fir alle x € [0, 1] gilt:

B )] = B ( ;;w ) |- 1zw
_E —ZZW () + Zi(x) +e55)"
;izpjwj w(zy) + Zf () + € ):
:lz inj ( w(z;) + B [ZF ()] + B [e;;}) (6.3)

w1 ist eine, auf Y bedingte Schatzfunktion fiir /i, also

Z W) (u(z;) +E*[Z] (x;)] +E*[e];]) — ilx) = E* [p*(2)] — fi(x) =: Bias" (u*(z))
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Da es sich um einen naiven Bootstrap handelt, ist pf wie in definiert empirisch ver-
teilt, wobei sich dhnlich zu Gleichung (6.2]) und Proposition [6.4]{die empirische Verteilung
wieder auf beliebige Produkte bzgl. des Funktionsarguments tibertragt:

* 11 1
(), o (1) | YR —Zém > 71 € [0,1]

=1

* * iid 1
1 (@) i (22), ooy o (T1) gy (2) [V~ — Z% (z0)fs(z2), T1, T2 € [0,1]

(6.4)

Die Unabhéngigkeit gilt wieder im Sinne von Definition [2.24] also bedingt auf die Stich-
probe Y. Dadurch folgt, wegen der Festlegung von ji aus |(B.1)] fiir den Erwartungswert
des Schétzers fiir alle z € [0, 1]:

%Zu;(@] ZE** ()] = 3 ) = )

(6.5)

E* [y ()] =

Der Bootstrap-Schétzer ist also ein bedingt erwartungstreuer Schéatzer fiir 4 und mit
Gleichung (6.3 folgt fiir den empirischen Prozess:

(@) — i) ( S W) (Zy) E*[Zf(xm))}::s;*m

i=1 j=1

Vn (% Z Z Wj(x) (6;'kj - E [52])) } =: Sy (x)

i=1 j=1

Die Grenzverteilung kann nun wieder wegen Lemma [2.15 durch Diskussion der einzelnen
Summanden ermittelt werden.
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Dieser Term wird wieder mit dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz aus Abschnitt[2.3.2]
bearbeitet. Fiir n € N, i =1,...,n und 7' = [0, 1] sei:

X;ile) = 2= S W@)Zi ) (6:6)
St @) = 3 (Xoae) — B [0, 0)])

Diese stochastischen Prozesse X7 ; bilden bzgl. ¢ ein Dreiecksschema mit £, = n und
sind in jeder Zeile bedingt unabhéangig, weil fiir ¢ = 1, ..., n alle Z’s bedingt unabhéngig
sind. Mit dieser Festlegung gilt:

51 =3 (o= W@ i) —E %ijmz:(xj))

1 & 1 <
- Z NG ;Wj(x)25(xj) v ;Wj(a:)E* [Zf(asj)])

= Vi %Ezvvj(x)(z:(mj)—E*[Z;*(xj)})) v (6.7)

i=1 j=1

Es miissen nun alle 5 Bedingungen des funktionalen zentralen Grenzwertsatzes f.s. nach-
gewiesen werden. Wir beginnen mit der Existenz einer Kovarianzfunktion fiir den Grenz-

prozess. Fiir x, 2’ € [0, 1] gilt nach Gleichung (/6.7)):
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

_ %E* Zn:_l ile )W ) (2, (e30) — B (25, 3)]) - (Zi () — B 20, )])1
:%E* Z_l f:_le (@)W @) (22 (@3) 2, (@32) = 25, (2 " [ 27, (@3,)]

—E* (2} (2,)] Z;,(zj,) + E* [ Z] (25,)|E* [ 2], (2; )J)
:% il Aile (@)W, (x’)(]E* (77 () 72 (2,)] — 287 [ 25, ()| E* [ 22, (25)]

ji=1 J2=1 i ]
E [( i W; (I)Zl(l'g ))TE*[( i W; (z )Zl(ﬂﬁj )) }
= 3](S2w te)) (3 W0 203)] o
ji=1 J2=1
(E]( 32w 01)] 00 0) (2] 32 W) 40 )
Ji=1 j2=1
=Y W WA )E[Zi(e) Zu(e)] + ora ()
J1,J2=1
_ ( i W, ((L')E[Zl(xj )} +os (1)) ( i Wi, (x )]E[Zl(;vjz)] +0f~s.(1)>
J1=1 T J2=1 T
= zp:_ Wij, (2)Wij, (2" R(45,, 45,) + 0.5.(1)
Propostion B0 py o) 4 O(RITOR) + oy (1) 3 R(x,2') (6.8)
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(%): Wegen der bedingten Unabhéngigkeit von Z} und Lemma [2.25]
(*%): Nach Proposition , was nach Proposition und Proposition anwendbar ist.

Bedingung i) ist also f.s. erfiillt.

Sei weiterhin x, 2’ € [0, 1].

( Zn x, ) ZE*[ X* Xr*m(x'))Q]

- “ 1 § 1 & o 2
R (W ; Wi@)Zi (@) = 7 ; W)z, (aa-))
=2 E (Z (Wi (@) = Wm’))zmj))

= LS| 3D ()~ W) (W) — W) 22 03)2 m»]

= 3T ST (W) — W () (W) — Wi, () B[ ) 25 )]

i=1 j1,j2=1
p p

i . {( ™ (Wi @) = Wi (@) Zata)) (30 (W) = W, <~f’>)Zl<%>>*}

} + o01s.(1)

“E [( S (Wila) = Wi @) Zues) (32 (Wie) = Wi @) Zi(a) )
= Z (le (ZL’) - Vle ($/)> (sz (37) - Wj2 (x/))E[Zl(wﬁ)Zl(xh)} + Of.s.(l)
= D (Winla) = Wi () (Wi () = Wy, () Rz, 1) + 06 (1) (6.9)

(%): Nach Proposition .

Ab hier ist das Vorgehen identisch zu dem aus dem Beweis von Satz 4.4, Bedingung ii)
ist demnach ebenfalls f.s. erfiillt.

Fiir Bedingung iii) - v) benédtigen wir wieder eine Umbhiillende. Fiir alle x, 2’ € [0, 1] und
i=1,...,n gilt nach|(A.2)| die Ungleichung:

z'€[0,1]

f.S. x,
| Zi(x) — Z;(2")] < K;|x — x’\ﬁ < K; (6.10)
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Damit folgt nun fiir alle z € [0,1] und i =1,...,n

-

1Z: (@) = 1 Zi@)]" = 1 Z:0) + Zilw) = Zi(O)]" < (1Z:(0)] + | Z() — Z:O)])" < (!ZZ-EE)HS K;)’

und daraus wiederum

1 p
ZW 2)Z} (z;) <ﬁ;\wj(x)|\zi(xj>\ 7( 0)| + K;) Z|W

(‘Z( )|+ Kz)* = CI):;J

CW1
\/_

oy = (®,,..., P} ,) ist also eine Umhiillende fiir X (x) und entspricht gerade der
gebootstrapten Version von ®,, aus dem Beweis von Satz Nun gilt fiir alle k¥ € N
wegen der empirischen Verteilung die folgende Implikation:

11 1
(121(0)] + K1 )", ooy (12 (0)] + K)" \Y3—26|z Ol+K,

und auferdem mit und Gleichung (4.29):

E[|®,.|"] = C;VIE [(\Zl<0)| +K1)2} < 2(’;% ( E[(Z1(0))*)] +E[(K1)*]) < o0

o =R(0,0)<Ez><co < oo

(6.13)

da die K;’s durch die Festlegung der Z;’s unabhéngige Kopien von K sind und dessen
Eigenschaften erben. Somit ist fiir das zweite Moment der Eintrége von ®} fiir allen € N
Proposition anwendbar.

C’W1

D _E[00] = D E[@0] +ora (1) = ZE (1Z:(0)] + £1))°] + ors.(1)

= CHEN(10) + K] + o) < 20k, ( E[Z0)] +E[K1)7]) + s (1)
=R(0,0)<Ez <00 < oo
2o

fiir alle n € N und damit auch fiir den lim sup.
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Daraus folgt weiterhin fiir alle 6 > 0:

ZE* 1{‘1>* >6} ZE[Cbi,ll{@n,paﬂ + 0r.(1)

=1
ZE

G
Wl !Z1 |+K1)
= CHE[(12:0)] + )" 1

+ Of.s.(l)

{Cwl(\zl(O)H'Kl) >5}

NG

f.s.
{Cw, (|21(0)|+K1)>\/ﬁ(5}i| +o0rs.(1) =0
f.s.

-0 =0

denn Propositionist auch fiir (¢Z,i)21{¢>; _>sy anwendbar, da die bedingt unabhéngige
identische Verteilung vererbt wird und die Existenz der Momente durch Gleichung ((6.13))
fir alle @,,; > § > 0 gesichert ist. Also gelten auch die Bedingungen iii) und iv) f.s.

Fiir Bedingung v) ist zu zeigen, dass fiir alle n € N, i = 1,...,n und z,2" € [0, 1] eine
Konstante C' € R existiert, so dass f.s.:

< CoPY,

/ o 1O * 1 ¢ N
lz -2 <07 = %;Wj(l‘)zi (z) — %;‘/Vj(x)zi (z5)

Aufgrund der denkbar einfachen, jedoch erlaubten und duferst effektiven Umformung:

Zi(z;) \/_ZW

Ln > Wil@)Zi () - % 2 Wil Zi(a)

sind im Inneren alle Schritte dquivalent Beweis von Satz[.4] durchfiihrbar, welche schliefs-
lich auch zur geforderten Implikation fiihren.

Also auch Bedingung v) f.s. erfiillt und nach dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz
gilt dadurch:

(ZZW (2 () E*[Z;(:cj)]>>|yﬁ>g(o,}z)

=1 j5=1

f.s.in (C([0,1]),]] - ||s), wobei R die Kovarianzfunktion der Zufallsfunktion Z darstellt.
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st = Vi (133w -2 )

Die asymptotische Vernachlissigbarkeit wird im Sinne von Lemma [2.18) wieder durch
Kombination von gleichméfiger gleichgradiger Stetigkeit und punktweiser Konvergenz
gezeigt, wobei natiirlich auch hier nun, wegen der empirischen Verteilung von £*, mit be-
dingten Wahrscheinlichkeiten bzw. Erwartungswerten bzgl. Y gearbeitet werden muss.
Die insgesamt gleichméifige Konvergenz gilt also wieder nur f.s. bedingt auf Y.

f.s. Punktweise Konvergenz in P:

Die f.s. punktweise Konvergenz gegen 0 in PP kann im Bootstrap sogar auf zwei verschie-
dene Arten gezeigt werden. Entweder wie im Rest der Arbeit als Folgerung aus der f.s.
Konvergenz im 2-ten Mittel, oder {iber die Mallows’ Distanz. Da beides durch die bereits
erbrachte Vorarbeit relativ schnell vonstattengeht, werden wir fiir diesen einen Fall auch
einmal beide Varianten durchfiihren.

Mittels Konvergenz im 2-ten Mittel:

Fiir alle z € [0, 1] gilt:
E*[(S(2)"] = E* K\/ﬁ (:L i i Wj(x) (ef; — E° [52‘3'])) ) ]

- %E* |: Z Z WJl )( Cijr — E* [Ejljl}) (EZ’;JQ -E [E;ﬂé])]

i1,52=1 j1,j2=1

[ Z Z WJl )( 21]15j2j2 - 1131E*[ jzjé]

11,52=1 j1,j2=1

B[, e B[ B [%Q])]

l Z Z WJI )( *[ :1J1 12J2] E*[ ;klj1]E* [6?23'2}

i1,52=1 j1,j2=1

-E [ ’Z]l]E* [ Zz]z] +E* [E?1j1]E* [E?QJQ])

3

1 - z * * * * *
2 ;Z Z (@) (B [, €5, ] — B [ef;, J B e, ]
=1 :
V4
= Z @) (E* el eh,] — E[en, JE [e1,,)) (6.14)
= ::;r;ljz
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(%): Wegen der bedingten Unabhéngigkeit von &} und Lemma [2.25]

Dieses o7 ,;, wollen wir nun ein wenig genauer inspizieren. Nach Gleichung (6.2)) gilt:

J132
1 & 1 &
= E Eiir1€ijo — —E Eii —E Eii
J1j2 1j11j2 n 4 2J1 n 4 ©)2
=1 =1

Es handelt sich dabei um die bedingte, iiber gebootstrapte Werte von e, geschétzte
Kovarianz von € an den Stellen j; und js, also letztlich f.s. die Stichprobenkovarianz
von € an den stellen 7; und jo. Die Stichprobenkovarianz ist unter unseren Annahmen
stark konsistent, was sich leicht mit Lemma [2.15] und [2.16] zeigen ldsst. Das bedeutet,

a ., ~ fus. . .
= 0,4, + @, mit a, — 0, oder in Matrixform

fiir alle j1, 70 =1, ..., p gilt o

]1]2
Cov*(e¥) = Cov(e]) + A, € RP*P mit A, 5 0,

0, = p x p Nullmatrix. A, ist fiir alle n € N ebenfalls symmetrisch, denn durch die
Symmetrie von Cov*(¢}) und Cov(e]) gilt:

AT = (Cov*(e?{) - Cov(s}))T = Cov(e})T = Cov*(e))T = Cov*(e}) — Cov(sy) = A,

= AT = A,. Aus der Nullfolgen-Eigenschaft folgt auferdem ||A, ]|, 30, es muss also
ein ng € N geben fiir welches f.s. 1, = [|Apn||z < [|Angll2 = fin, < 00 fiir alle n > ny,
dabei bezeichne p, den betragsméafig grofiten Eigenwert von A,,. Damit gilt fiir den
maximalen Eigenwert Aj . , von Cov* (%) als f.s. symmetrischer, positiv semidefiniter
Matrix fiir alle n > ng:

- ~ ~ f.s.
Amax,t = || Cov(e7)[|2 = || Cov(el) + Anll2 < [| Cov(€l)]]2 + [|Anll2 < Amaxa + Hng

max,

Nach |(A.4)| gilt Apaxa = O(p?) und da p — oo, d; € [0,1) und o < oo, folgt daraus
N1 = O(ph), wodurch Propositionmﬁir Cov*(e}) anwendbar ist. Es folgt schlieRlich

max,

fiir Gleichung (6.14]):

* = > =, 1 f.s.
[ Sz Z le ) ]1]2 W ( ) COV(El) . W(l’) = Of.s, (pl_—d1h> =0

Ji,J2=1

S2*(x) konvergiert somit fiir alle z € [0, 1] bedingt auf Y f.s. gegen 0 in P.
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Mittels Mallows’ Distanz:

In diesem Fall wird nicht £* einzeln betrachtet, sondern eine Verbindung zum urspriing-
lichen Fehler ¢ hergestellt, was mit der Mallows’ Distanz gut gelingt.

Sei im Folgenden wieder &; := (51-1, ...,5Z~p)T und & = (8;‘1, ...,az‘p)T, also beides p-
dimensionale Zufallsvariablen. Fiir ein festes x € [0,1] ist W (z)” eine reellwertige 1 X p
Matrix, wonach die Abbildung @ — W (z)T# fiir alle & € R? ein linearer Operator auf
R? ist. Fiir die Operatornorm || - || bietet sich hier die Zeilensummennorm als natiirliche
Matrixnorm an. Wir betrachten nun die Mallows’ Distanz zwischen S**(x) und S2(z)
aus der Zerlegung des urspriinglichen Prozesses (sieche Beweis zu Satz fiir ein festes
z € [0,1] und wenden die verschiedenen Eigenschaften aus Lemma fiir die bedingte
Mallows’ Distanz an.

p3(S2(x), P () = p3 (\/ﬁ (% P Wj(f)fij) Vn <%ZZWJ‘(@ (5 — E*[e])

i=1 j=1

9 1 ( W ()&, W) (& - E*[eﬂ))

9 (% > 2 (W )2, W) (5 E*[e:f‘])))

id <% > o (W ()&, W) (5 —E*[f?{])))

= p3(W(2)"21, W(2)"&; — E7[2}))

LW @) - (5 e~ BT = 3 Wi @)] - 3655~ ELE))

n -
fd) h o
.S. «
=0 f5

Z &; konvergiert als konsistenter empirischer Stichprobenmittelwert f.s. gegen E[&7].
i=1

Wie wir aus dem Beweis zu Satz wissen, konvergiert S2(x) in Wahrscheinlichkeit,
also auch in Verteilung, gegen 0. Nach Lemma f) konvergiert damit S?*(z) f.s. in

Verteilung gegen 0 und da 0 eine Konstante ist, nach Proposition [2.13| auch f.s. in P.

1

n
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6.1. Trendschatzer

f.s. gleichmifige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)

zu i):

2
. ) > 1 m & e e .
Sei @*(z) = |92 (z)||,, = Z (x/ﬁ (5 2.2 Wi(z) (e5; —E [6”])>> . Dann gilt
offensichtlich f.s. fiir alle n € N und z € [0,1]: |

Gleichung (6.14)) und (6.15) folgt weiterhin:

n=1

SH(z)| < () & S| < . Mit

n

elowr -2 it -2 (3 (v (L3S e -w)))

- ZE* (x/ﬁ (% ZZWJ'(JJ) (ef; — B [523‘]))) = Zof-& (p1—1d1h>

. . f.s. © 1 . . 1 fs.
= 3C e R* : E*[|®*[?] §02m<oo:> (E*[|®*]4])? < oo

zu ii):

Wir schitzen wieder die Uberdeckungszahl bzgl. der kanonischen Metrik ab. Auf gleicher

Argumentation wie bei Gleichung (6.14]) und (6.15]) folgt mit Proposition fiir alle
z, 2" €0, 1]:

a2 (a,2') = E° Q%CL12WW“%me>W«i

L =1 j=1
p
= > (Wil2) = Wy (@) (Wi(2) = Wi, (') o5,
J1,J2=1
N N .l N (1 1
= (@)~ ) Cov (T @)~ 1) = 00 ()
2 f.s. C " f.s. C 2 ‘

AD hier sind alle weiteren Schritte identisch zu denen von Gleichung (4.14]) und folgende,
also ist S%*(x) bedingt auf Y f.s. gleichmiRig gleichgradig stetig in P. O
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

6.2. Kovarianzschatzer

Satz 6.5.

Die in Satz angefiihrten Konfidenzbinder B., , r(s,t) behalten unter sonst gleichen
Bedingungen . s. ihre Giiltigkeit, wenn ¢, g durch ¢ p, ermittelt durch folgendes Bootstrap-
Verfahren, ersetzt wird:

(B.1) Berechne ji; := (fu(s), fu(t)) fir alle i = 1,...,n und daraus ji und R nach Glei-
chung (3.2)) und (3.4)).

(B.2) Ermittle eine Bootstrap-Stichprobe pi, ..., u5, wobei pf fir alle i = 1,...,n durch
Ziehen mit Zuricklegen aus {fi1, ..., fin} bestimmt wird.

(B.3) Berechne fir allei=1,...,n

a) R;(s,t) = (u:‘(s) — /l(s)) (u;“(t) — ,&(t)) und daraus R*(s,t) = %ZR;(s,t)
oder

b) Ri(s,t) = (ui(s) — p'(s)) (ui(t) — p*(t)) mit p* = %Zu? und daraus

R(s,1) = — ST R, 1)

n — -
=1

(B.4) Berechne Xpe = /n||R* — R||s.

(B.5) Wiederhole |(B.2), |(B.3) und|(B.4)) N mal und verwende die bedingte empirische
Verteilung von (Xge1, ..., Xpen) | Y zur Bestimmung des (1 — ) - 100%-Quantils

..........

die Stichprobe ist.

Man sollte hier natiirlich innerhalb der N Durchldufe nicht zwischen |(B.3)| a) und b)
wechseln sondern sich von vornherein fiir eine der beiden Methoden entscheiden.
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6.2. Kovarianzschatzer

Bemerkung 6.6.

Werden die Binder B , p(s,t) aus Bemerkung verwendet, so muss Xp =
R*—R
vl

berechnet werden, wobei og« die funktionale empirische Standardabwei-
O R+

chung der R ’s ist. Wird zudem der Schitzer R aus Gleichung 1) betrachtet, so muss

[e.e]

1
die Berechnung von R* in|(B.3) a) durch R*(s,t) = —7 E R (s,t) und in b) durch
n E—
i=1

1 n
R*(s,t) = - Z R (s,t) angepasst werden.
i=1

Die verschiedenen Berechnungen riihren daher, dass R* wieder moglichst ein bedingt
erwartungstreuer Schétzer fiir R sein soll. Fiir p; und dessen Produkte bzgl. verschie-
dener Argumente, kann die Verteilung wieder aus Gleichung entnommen werden.
Es gilt fiir R* nach a) bedingt auf die Stichprobe Y mit Gleichung und der
Y -Messbarkeit von fi:

B[R (5,)] = B | = 37 (uf(s) — ) (1) - ﬂ<t>)]
AP LG UL S OB IOED SIHOR: ﬂ(S)ﬂ(t)]
B3 ()t 0) — A (5) — i) (6 + )it
= ISR (6] = GOE [57()] — A [ (8)] + ls)i(t)
— B ()i (8)] — A()ilt) — fls)lt) + als)i(t)
= lalt) = Als)a(t) = Rs,1) (6.16)
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Nach |(B.3)| b) gilt fur R* wiederum:

E*[R*(s,t)] = E*

LS ()~ () (1 0) u*(t))]
i=1

=E |- ! : ﬁ;ms)u:(t) - u*(t)ni - ﬁ;uz‘(s) - 1(s)~ : 7 iuf(ﬂ
+— 1u*(8)u*(t)]
_ g [n L guj(s)/ﬁ( ) = (1) = —— () + — 1u*(8)u*(t)]
= - i : ZH;E* [ ()m3 (0] — — ﬁ TE [ (s)u” (1))
25 i () ()
= :LG;m(sm(t) E' {nl | ilums)ug <t>] )
- ;iuxsm(t) =3 Z_E ZACTS <t>})
- iguxsmw ¥ (Z E* (15 (s)u} ()] + ; E* [, (s) | E* [uwﬂ))
== igm(s)m(t) g (n E* (i (s)ui(t)] + z; MS)N(U))
= (i, ﬁ;wsmz(t) - (2_: fa()ia(t) + - (0~ 1) u(S)u(t)>>
=~ . - (; ilﬂi(s)ﬂi(t) — f(s)a(t) — % (i iuxsmu) - /SL(S)ﬂ(t)))
S (; zn;uxsm(t) - ﬂ(S)u(t)> = R(s.t) (6.17)
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6.2. Kovarianzschatzer

Verwendet man fiir R die korrigierte Version aus Gleichung 1} so ergibt sich:

) G0 = 3 (6) A0 (0) 0) = 75 3 40 = ) ) )
o] = 2 2 e - ) ) - )|
et €I LS () () ()~ 0) = Rl
) = 3 (0 = ) (0 = 00) = P D ) =) 0 =)
S B[R (0] =" [n S (0 ) ) 1)

GleichUgg n n n-1 (111 Zﬂz(S)ﬂz(t) - ﬂ(s)ﬂ(t)) = R(S’ t)
=1

n—-1 n-1 n
Bei einem falschen Vorfaktor wiirde wieder der klassische Verzerrungsfaktor % auftau-
chen, was bei einer groferen Stichprobe wegen % — 0 zwar keine grofe Rolle spielt, sich
bei einer kleineren Stichprobe jedoch durchaus bemerkbar machen kann. Gerade weil der
Bootstrap fiir kleine Stichproben gedacht ist, sollte man in diesem Fall die unverzerrte
Variante heranziehen.

Beide Bootstrap-Methoden funktionieren, es stellt sich jedoch nun die Frage, welche
Methode die bessere ist. Beziiglich der Berechnungsdauer ist a) besser, weil in
b) in jedem Bootstrap-Durchlauf p* neu berechnet werden muss. Beziiglich der
Uberdeckung ist wiederum b) zum Teil leicht im Vorteil, weil die so berechneten
Bénder eine etwas grofere Spannweite aufweisen. Darauf werden wir in Kapitel [11} noch
genauer eingehen.

Beweis.
Wir validieren aus Griinden des Umfangs o. B. d. A. nur den Schétzer nach |(B.3)[a).

Nach gleicher Argumentation wie im Beweis zu Satz , muss (R —R) | Y 5 G (0,R)
R —R

Y|y %
O R+

n (C([0,1]),]] - [|lsc) f.s. gezeigt werden, bzw. fiir Bemerkung @ vn(

Q(O, p@. Letzteres miisste nun explizit gezeigt werden, da wir uns, wie in Bemer-

kung bereits erwahnt, einer gleichméfig schwachen Konsistenz von R nicht sicher
sein konnen und damit Lemma 2.15] evtl. nicht anwendbar ist. Da die Simulationen aus
Kapitel [11|suggerieren, dass die Bénder nach B! , p(s, 1) fiir gewisse Settings nicht wirk-
lich einen Vorteil bieten, verzichten wir auch an dieser Stelle auf den Beweis.
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Zunéachst iiberlegen wir uns, dass fiir alle x € [0,1] und alle ¢ = 1,...,n, zumindest
asymptotisch f.s. nach der Argumentation wie bei Gleichung (6.1]) und den Verteilungs-
eigenschaften nach Gleichung (6.2), gilt:

i (@) — i) = (Z WJ-(x)Yij) =S W) Sy = S W) (v - —ZYU)

j=1 j=1 i=1 j=1
f.s. p 1 n
D
23 W) () + 20 () + 2y = = 3 () + Zilwg) + =)
j=1 i=1
Sowiw) (wles) = = D7 plag) 421 () = D Zilwy) + Zew)
J=1 N i=1 , =1
=0 . [Z*(m],)} = Ex[efy]
= > (Wi@Zi () —E W (@) 2 (@)] ) + D (Wi, — B [Wy()=;] )
j=1 J=1
= WZ; (2) = Wei(2)
Damit gilt fiir den Bootstrap-Schéatzer:
R (5,) = S (i (s) = ls)) (3 (0) = (0)) = - S (W25 s) + We ) (W25 (1) + Wi (1)
i=1 i=1

S WZHOWZH () + WZ (W) + WZH O 5) + Wel ()W (1)
=1
> B[R (0] = 5 3 (B W2 (W2 0] + B [WZ ()] [Wei ()] + B [W Z; ()] [Wei ()]
=1
+ B [We ()W (1))

da sich die Unabhéngigkeit von Z und ¢ auf WZ* und We* bedingt auf Y iibertragt.
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6.2. Kovarianzschatzer

Nun kann der empirische Prozess mit der bedingten Erwartungstreue von R* nach Glei-
chung ((6.16)) wie folgt zerlegt werden:

V(R (s,t) — R(s, 1) = vn(R*(s,t) — E*[R*(s,1)])

f.s.
R/ <i 3 (WZ;‘(s)WZf(t) —EX[WZ (s)WZ} (ﬂ]))

i=1

+v/n (; > (Wsz(s)Ws;(t) ~E* [Wﬁ@)%;@)}))

=1

n-
=1

+v/n (1 > (Wzis)Wei(t) — B [W 2 ()| E* [Wef (t)D)
4 (711 > (WziWei(s) - B [WZ; (0]E [We] (3)]>>

i=1

Wir vereinfachen o. B. d. A. den ersten Summanden:

P

WZi ()W Z; (1) = (Z (Wi ()2 () — B [Wj<s>zz‘<xj>])) ( (W02 (@) ~ B [Wj@)Z:(xj)]))

j=1

5 7.
Il
—

= 37 (W) 2; (o) Wi () 2Z; (k) — Wi(5) 2 () B [Wi(8) 2 ()]
k=

— Wilt)Z (r)E" [W; ()2 (2)] + B [W; ()2 () | E* Wi (D) Z; (1))

=SS W WD S (- S W W2 ()2 (o) — B [Wel0)Z5 ()] - S0 Wi ()7 )
j k= i=1

k=1 i=1

E* [W;(5)2; (a,)]

B (W ()25 ()] = D0 Wa(t) 27 ) +B° (W) 2 ()] [Wit) 2 (1))

J,k=1 i=1
= % > B [WZi(s)WZ; (t)] =B Lll Z WZ; (s)W Z; (t)}
= 3 (= S W)W [ 2 (23) 2 ()] — B2 [W)(5) 5 )| B2 [ Wi (1) 2 (20)])
J,k=1 =1
= S (W W) B W W O]) = - S Wi Welt)(Z: ()75 () — B (7 ()2 (1)
i=1 i=1j,k=1
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Genau auf die gleiche Weise konnen die anderen 3 Summanden ebenfalls umgeformt
werden, wodurch sich die Zerlegung vereinfacht zu:

i=1 j,k=1

fAS
V(R (s, t) — R(s, t ( Z Z W;( ( P (25)Z] (xy) — B [Zj(xj)Z;‘(xk)])) } =: Sy

i=1j,k=1

+vn %Z > Wi(s)Wi(t) (8262} - E [%%])) } —: §2*(s,1)

p

i=1 j,k=1

p

i=1 j,k=1

Praktischerweise muss hier iiberhaupt nichts ergdnzt werden, was bei der Diskussion der
asymptotischen Verteilung von R so nicht funktioniert hat, eben weil R kein erwartungs-
treuer Schétzer fiir R ist. Wir erhalten die Grenzverteilung wieder durch Diskussion der
einzelnen Summanden, wobei die Verteilungen der verschiedenen Verbundmomente von
Z* und €* aus Gleichung und Proposition entnommen werden konnen:

st = v (£35S womnn (#1002 - 000 200

i=1 j k=1

Fir diesen Summanden wird der funktionale zentrale Grenzwertsatz verwendet.

FirneN,i=1,...nund T = [0, 1)?* sei:

Xoa(s:t) \/_ZW S)Wi(t) 2 () Z (1) (6.19)

7,k=1

Diese stochastischen Prozesse X, ; bilden ein Dreiecksschema mit k,, = n und sind nach
Proposition in jeder Zeile bedingt unabhéngig.
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6.2. Kovarianzschatzer

Mit dieser Festlegung folgt:

1% _ . i z - - T *:L‘
(=3 ﬁj;wx Wi(t)Z (2)) 2 ( {ﬁ Zl (J)Z(k)])
=; \}5ij2le< S Wi(t)Z <J>Z:<xk>jﬁmzlWJ-(s)Wk(t)E*[Zz‘(mj)z:(xk)})
=Vn % Z Wi(s)Wi(t) Z; (« % Z Wij(s t)E* [Z*(%)Zz*(iﬁk)])
=1 j,k=1 1=1 j,k=1
n P
= v [ 323 Wi W) (20 ) 2 (o) — [Z;*(xj)Z:(mk)})) v (6:20)
i=1 j,k=1

Es miissen nun alle 5 Bedingungen des funktionalen zentralen Grenzwertsatzes f.s. nach-
gewiesen werden. Wir beginnen mit der Existenz einer Kovarianzfunktion fiir den Grenz-
prozess. Fiir (s,t), (s',t') € [0, 1)* gilt:

= —E* l Z Z le (S)Wkl (t)sz (Sl)sz (t/) (Zz*l (mjl )Zz*l ('xkl)Zi*z ('/L‘jz)Z;; (xkz)

i1,92=1 j1,k1_
Ja2,k2

= 23 (2.) 2, (2o )BT [ 27, (23,) 27, (wk,) ) — B[ 25, (2,) 25, (200)) 25, (20) 25, ()

+ B (2, (250) 23, o, ) B [ 20, (03,) 23, ()] )

p

> Wi (Wi (Wi (YW () (B [ 2 (23,2, (01 22, (32) 2 ()
t2=1j1,k1_;

J2,ka™

[
Rl
M:

= B[ 2], (25) 27, (o) | B [ 25, (240) 25, (s )| — BY( 25, (2,) 25, (o) | B [ 25, (2,) 25, (k)]

11 2

+ B (2, (03,) 20, (o0 )| B (23, (032) 2, (002))

ST Wi () Wiy (Wi, (8) Wi, (t) (E* (25 (24,) 2 (wor, ) 25, (24,) 27, (2, )]
i17i2:111721:1
J2,Kk2

— (2}, (25,) 22 (on ) B [ 27, (@32 23, (1) )

SRS
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

2o Z S W Wi () Wi () (B[ 27 (2) Z; (w00,) 23 (12) 25 ()]

i=1g1,k1_q
J2,k2 ™

— B (2] (@3,) 2 (@0, B[ 2 (22) Z: (1)) )

e [( 2 w04 00) (2 W) (3 w615 000) (3 W) |
~E[(2 W 0a0) (2 W 0e) 52 w614 ) (2 Weraen) |
() ]E[(]i le(s)Zl(le))(kil Wi, ( )Zl(gc,ﬁ))(;i:1 Wi, (') 2 (25, )(kzl Wies(t) Z1 (k) ) | + 0r..(1)
- (E[(ﬁi W ()21 (es, )( >~ Wi 07e2)] o1 1)
E[(; W) Z1(e) Z Wi (#)21(01,))] + 00 ()

Z Wh Wkl ]E[Zl(xh)zl(xkl +0fS )( Z sz sz )E[Zl(sz)zl(x]w)]+0f~S~(1))

Ji,k1=1 J2,k2=1
p
= Z Wi, (S)Wkl (t)sz (Sl)sz (tl)M(‘rjl 3 Thys Ljas xkz)
Juki_y
J2 k2

_< Xp: le(S)Wkl(t)R(ijuﬂ?kl))< zp: sz(s/)sz(t/)R(%,xkz))+0f.s.(1)

J1,k1=1 j2,k2=1
PropetonBA N (s, 1,8/, 1) + O(RH) — (R(s, ) + O(h5)) (R(s',¢') + O(h)) + og...(1)

|R(-,-)|<Ez,2 N 1oyt 1+an 1+ar .
= M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s',t") + O(h +h )+ ors.(1)

Proposition
posit @ — 0 — 0 fs
=0
LS M(s,t,8',t') — R(s,t)R(s', 1) (6.21)

* * * * * 11702 oy * * * * *
(*) rdaE [Zil (le )Zz'l (Ikl )Ziz (Ij2)Zi2 (xk2 )} =" E [Zil (le )Zil ('rkl )] E [Ziz (xj2)Zi2 (:EkQ )} )
legitimiert durch Lemma [2.25]
(#%): Nach Proposition was nach Proposition [3.3]und Proposition [3.6|anwendbar ist.

Bedingung i) ist also f.s. erfiillt. Sei weiterhin (s, ), (s',t') € [0,1]2.
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:% ZE* l A Z (le (S)Wkl (t) - le (S/)Wkl (t/))Z;(‘rjl)Z;k(xkl)(Wj'z (S)WkQ (t) - Wj2 (s/)sz (t/))Z:(ZL'jQ)Z:(.’Ek2)

= jzzzé 1
:% 2": EP: (Wi () Wiy () = Wi, (8 )Wy (t)) (Wi (8) Wiy (8) — Wy (8" ) Wiy () B [ Z] (25,) Z; (2, ) Z7 (25,) Z; (k)]
T
= i (Wi ()W, (8) = Wi, (8" ) Wiy (8)) (Wa (8) Wiy (8) = Wiy (") Wiy (1) B [ 27 (2,) Z1 (2, ) 21 (,) 27 (k)]
=t
- |( > W, () Z1(z5,)) ( 3 Wi, (0Z1(21,)) ( 3 Wia(9)Z1(e1,)) ( 3 Wiy (1) Z1(a1,)) |
j1=1 k1=1 jo=1 ko=1
o (3w ) (3 00 (35005 (3 W)
Jj1i=1 ki=1 ja=1 ka=1
+E[( Xp: W, () Za(a)) Xp: Wi () Z(z,)) Zp: W;u(s) Za(a,)) zp: Wi, () Za (1)) |
j1=1 ki=1 jo=1 ko=1
QE[( Zp: Wh(s)Zl(%))( Zp: Wkl(t)Zl(-Tkl)) ( zp: Wi, (s)Z1 (25, )( zp: Wi, (t Zl(%))} +ors.(1)
Ji=1 ki=1 jo=1 ko=1
(3 W2 0) (30 Wer0Z100)) (30 W) 211 gp: Wia(®)Z1(1,))] +ora (1)
Ji=1 ki=1 ja=1 =1
+E[(ijwﬁ(s >zl<xj1>)(ijwmt')zl(ml))( W () 2 () )(im {) 2 (@r,) ) | + 0. (1)
Ji=1 ki=1 ja=1 =1
= i Wi, (8)Wie, ()W, (8)Wie, () E[Z1 (2 5,) Z1 (21, ) Z1 (25,) Z1 (28,
Ftie =M (2, T, g k)
-2 zp: Wi, (8) Wiy ()W, (8" ) Wiy (') E[Z1(2,) Z1 (21, ) Z1 (25, ) Z1 (28, |
J; 2; =M(2jy Tk Ty Thy)
+ EP: Wiy (8" ) Wiy (8 )W, (8 ) Wiy (') E[ Z1(25,) Z1 (w0 ) 21 (2,) Z1 (28, )| +o0ts.(1) (6.22)
ﬁ ’;i; 1 =M (@5, Ty T Ty

(*): Mit Proposition [6.3]
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Ab hier ist das Vorgehen identisch zu dem aus dem Beweis von Satz 4.5 nur mit zusétz-
lichem o4 (1), was aber f.s. im Unendlichen verschwindet. Bedingung ii) ist demnach
ebenfalls f.s. erfiillt.

Wir brauchen nun wieder eine Umbhiillende. Mit Gleichung ((6.11)) folgt fiir alle (s,t) €
[0, 1] schnell:

1z 0] = 12:(9)]|2: )] < ((1Z:0)) + K.))’ (6.2

und daraus wiederum:

1| 1 <
X - = j; WisWi(t)Z; (2:) 2 ()| < = Z W5 ()| [We ()] | 27 () Z ()|
1 CI%Vl * 2 *
<= (1zor+xy)’ S ()] [ Wl < (1201 + K)) =2,

7,k=1
oy = (@} ,,..., P} ) ist also eine Umbhiillende fiir X} ;(s,t) und entspricht wieder der
gebootstrapten Version von ®,, aus dem Beweis von Satz [£.5] Wegen der empirischen
Verteilung von (Z + K)*, siehe Gleichung ((6.12)) gilt fiir alle ¥ € N die folgende Impli-

kation:

= ((1Z0(0)] + K1), oo (1Z0(0)] + K))? | Y 2 125|Z o1

= (@,‘;71)'“, o (P y y id 125 k mit ®,,; = %(yzi(o)\ + Ki)Q (6.24)

und auferdem mit Gleichung -, (A.2) und Proposition [3.3}

E[|®,,["] = szlEf l(|Zl(0)| +K1>1 < 86;?1 (E[(Zl(o))“] +E[(Kl)4]> <
—_—— T ST

o =M(0,0,0,0)<c0 < oo

(6.25)

Somit ist fiir das zweite Moment der Eintrdge von ®; fiir alle n € N Proposition
anwendbar.

n

iﬂz*[@gﬂ.} = E[®2,] +ors(1) = Ciy ZE {(|Z1 |+K1> } + 05.(1)

i=1

—CLE [(|Zl(0)| +K1> 1 +op4.(1)

<sci, (E[(Zl(o))“] +E[(K)] ) 4o (1) £ 00
N~ N N—— Y

< oo =M(0,0,0,0)<oc0 < oo
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6.2. Kovarianzschatzer

fiir alle n € N und damit auch fiir den limsup. Daraus folgt weiterhin fiir alle § > 0:

Z E*[D] 1w, .>5)] = Z E[®2 1(0,, 6] + 0rs.(1)

i=1 =1

Civ, © 4
= MNTR|(12,00)] + K1) 1 >y | +ors (1)
o LB (PO K T, Y
4 4 f.s.
= CWIE[(\Zl(O)! + K1> 1{% (2a015) > i) } +0rs (1) 0
~ - f.s.
_‘)’0 =0

Also gelten auch die Bedingungen iii) und iv) f.s.

Fiir Bedingung v) ist zu zeigen, dass fiir allen € N, i = 1, ...,n und (s,t), (s, ') € [0, 1)?
eine Konstante C' € R existiert, so dass f.s.:

|s —&'|+ |t =t <7

1 < 1 <
= |—= Y Wi Wilt) Z; () Z; (wx) — —= > Wyi(shWi(t') Z () Z; () | < CoP},,
\/ﬁ Ji,k=1 \/ﬁ gk=1
Proposition [6.4] erlaubt die Umformung
1 < 1 &
7 > Wi(s)Wilt) Z; () Z; (i) — N > WY Wilt) Z; (25) Z; ()
J.k=1 j.k=1
1 & 1 & ’
NG > Wi(s)Wilt) Zi(y) Zi(y,) — NG Wi(s YWy (') Zi(x5) Zi(z)
k=1 k=1

also sind auch hier im Inneren alle Schritte dquivalent Beweis von Satz[4.5] durchfiihrbar,
welche schliefllich auch zur geforderten Implikation fiithren.

Somit ist auch Bedingung v) f.s. erfiillt und nach dem funktionalen zentralen Grenz-
wertsatz gilt dadurch:

/L:]‘ j7

Wi Walt) (22 ()7 () B[ 27 <xj>zz‘<:ck>})> Y 3 G(0.R)

1

f.s.in (C([0,1]?),]] - ||s), wobei R durch Satz 4.5 gegeben ist.

§24(s,t) = Vi (% SN Wils Wil (e — B [e:;e:k]))

i=1 j,k=1
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Wir kombinieren wieder f. s. die gleichméfige gleichgrade Stetigkeit und punktweise Kon-
vergenz in P.

f.s. Punktweise Konvergenz in P:

Wir haben es hier mit einer Doppelsumme eines Produkts zweier Zufallsvariablen zu
tun, was sich noch durch ein Vektor-(Zufalls)Matrix-Vektor-Produkt ausdriicken liefe.
Allerdings haben wir fiir beide Darstellungen keine Aussagen bzgl. der Mallows’ Distanz,
da diese maximal mit gewchnlichen Vektoren von Zufallsvariablen arbeitet, nicht jedoch
mit Produkten oder Matrizen. Moglicherweise gelten die Aussagen auch dafiir, was aber
definitiv weiterer Nachforschung bediirfte, also beschrénken wir uns dieses mal auf den
Beweis mittels der Konvergenz im 2-ten Mittel. Durch die bedingte unabhéngig iden-
tische Verteilung von &* - €* bzgl. der Stichprobe ¢ und Lemma [2.25] entsprechen die
Rechenschritte hier exakt denen aus Gleichung (4.32). Fiir alle (s, t) € [0, 1]? gilt also:

E*HS%%&tD2]]E*{(Vﬁz(i/. > m@@ﬁﬂ@xw(s;eaE*k%ea}i>) ]

i=1 j,k=1
p
= Z W]l (S)Wkl (t)W]2 (S)Wk2 (t) ( ]E* [Eij1€>{k1€>{j2€>{k2j| - ]E* [ETj1€Tk1:|]E* [gijggikg] )
j 7k . * * t * *
;;kifl = Cov (51j151k1 ,€1j2€1k2)
(6.26)

Cov™(e1,ETk, s €1j,E1k,) entspricht nun gerade wieder der bedingten, {iber gebootstrapte
Werte von e, geschitzten Kovarianz von ¢ - ¢ an den Stellen (ji, k1) und (jo, k2), also
letztlich f.s. der Stichprobenkovarianz:

n n n
I L NI C0 U T EE U
ov 61]’151141751]'251/@ _n €ij1€ik1Eigaiko n €ij1Eiky n €ijoEiksy
i=1 i=1 =1

Auch hier gilt fiir alle ji, k1, j2, k2 = 1,...,p die Konsistenz Cov*(e}; €1y, €15E0,) =

~ ., ~ fs. . .
Cov(e1j,€1k, 5 €155E1ky) + Gy mit @, — 0, oder in Matrixform

Cov'(¢* ® &) = Cov(E® &) + A, € R mit A, ™5 0,2
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6.2. Kovarianzschatzer

Mit der gleichen Argumentation wie bei der Herleitung von Gleichung (6.15) existiert
nun wieder ein ny € N, so dass fiir den maximalen Eigenwert Ay , von Cov*(e] ® €7)
fir alle n > nyg:

= = N N f.s.
Aaxz = || Cov*(ei@e}) |2 = || Cov(e1@e1)+A,| |2 < || Cov(e1@e1)[[3+[Anllz < Amax,2H1ng

mit Apaxo als beschrinkten maximalen Eigenwert von Cov(é] ® £1) und p,, als be-
tragsmafig grofiten, ebenfalls beschréankten Eigenwert von A, Nach gilt Apax2 =
O(p®) und da p — oo, dy € [0,2) und pp < oo, folgt wieder /\max2 O(p™), wodurch
auch wieder Proposition fiir Cov*(e} ® &) anwendbar ist. Es folgt schlieklich fiir

Gleichung ((6.26)):

* * 2 * * * * *
E [(Si (Svt)) } = Z W]l Wk1 Wj2(S>Wk2(t) Cov (51j151k1751j2€1kz2)

o
. . e o 1 5.
= (W(s)® W(t))T +Cov(ef @ej) - (W(s) ® W(t))T = Os. (p—2d2h2> =0
(6.27)

S?*(s,t) konvergiert somit fiir alle (s, ) € [0,1]* bedingt auf Y f.s. gegen 0 in P.

f.s. gleichméfige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)

zu i):

~ nop 2
Sei @7 (s, t) = |[SZ*(s.1)]|,. = Z( (%Z W;(s (t)( eren, — Er[ele k}))) .
Dann gilt offensichtlich f.s. fur Zjlle n €N m;l (J ; ‘52* s t)‘ < O*(s,t) <
’Sﬁ* < ®*. Mit Gleichung (6 und ( - folgt Welterhm

2
B (1" (s, 1) = E*[[] 52 (s, 0)|[}.] = {Z( ( > Wj<s>wk<t>(s;;s:kE*{@;a&]))) ]

n=1 i=1 j,k=1
2
< 1 ‘e Tk N
:ZE {( (nz Wi(s t)(eijaik—]E [‘%Ezk]))) ] :Zof.s. (pg_d2h2
n=1 i=1 j,k=1 n=1
= 3C e RV EA|0*Y] < CZ = flh2 <o (ERP])? oo
n= 1
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

zu ii):

Wir schétzen die Uberdeckungszahl mit der kanonischen Metrik ab. Auf gleichem Re-
chenweg und den Konventionen bzw. Argumentationen wie in Gleichung (/6.26]) und (6.27]),
folgt mit Proposition [3.9| fiir alle (s, t), (s',t') € [0,1]?

d22<(57t)ﬂ (5,7t/)) =E*

- Kﬁ (:L D2 D0 (Wils)Wi(t) = Wi(s)Wi(t)) (e;}s?k ~E* [62}62%]))

—. —.

)|

—.

— (W(s) @ W(t) = W(s) @ W) - Cov(eF @eh) - (W(s) @ W(t) — W(s') @ W(t))

f.s. f.s. 2
=30 e R (s, 0), (1)) S ——— = & ((s, 1), (5, 1)) < (L> —.C,
p

2—dso h2

AD hier sind alle weiteren Schritte identisch zu denen von Gleichung (4.33]) und folgende,
also ist S%*(s,t) bedingt auf Y f.s. gleichméRig gleichgradig stetig in P.
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6.2. Kovarianzschatzer

S3%(s,t) ( Z Z W;(s < (xy)en, —EF [ 2] (x))]E e zk]))

1=1 j,k=1

Wir kombinieren wieder f. s. die gleichméfige gleichgrade Stetigkeit und punktweise Kon-
vergenz in PP.

f.s. Punktweise Konvergenz in P:

Wegen den bereits erwdhnten potentiellen Problemen der Mallows’™ Distanz bei Produk-
ten von Zufallsvariablen, verwenden wir wieder die Konvergenz im 2-ten Mittel. Fiir alle
(s,t) € [0,1]? erhalten wir mit der Unabhéngigkeit von Z* und ¢* und Lemma[2.25]iiber
die gleichen Rechenschritte bzw. der Argumentation bei Gleichung :

S|

B [(53(s5,1)7] = ( ( ZZW (2 @) — B [27 )] E [e@])))

1

Z Wi (8) Wiy (8) Wi, (5) Wiy ()

Juki_y
Jo,k2™
(B[ 21 (25,) 25 (2,) | E* [€1h, €1k ) — B[ 27 (25,) | B [ 27 (2,) | E* [Tk, |E* [€1k, ])
Z Wi, (8) Wi, (0) Wi, (8) Wi, (¢ )(]E* €Tk, € ) (B[ 27 (2,) 21 (21,)] — B*[Z] (25,)|E* [ 21 (5,)] )
= = Cov* (27 (2;,).25 (a15))
+E[Z] (2,)] B[ 21 (25,)] - (B"[elx, €0k, ) — B [eTh, JE [k, ] )
= ( Z Wi, ()W, (£)E” [Eikklfilw}) Cov” (( Z Wi, (8)Z1(x;, ) (Z 8)Z1(xj, )*)
k1,k2=1 Jji=1 Jj2=1
22 (X Wiz |5 (X waezen) (X maom. <t>ozlk2)
Jji=1 J2=1 ky,ka=1
(6.28)

Wir betrachten jeden dieser Faktoren einzeln, angefangen beim Letzten.

Nach den Argumentationen bei Gleichung (6.15)) gilt:

p
. 1
Z Wkl (t)WkQ (t)ak’lkz = Of's' (pl—d1h>

k1,k2=1
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

Nach Proposition gilt:

(3 W 0te) o (3 w2 |

e szﬁ )Zu(230))] + o (1) <E[(iwj2<s>zl<%>)}+Of,s,<1>)
- (Z Wy, () E[Zi(25,)] +05..(1)) (Z Wis(8) E[Z1(2,)] +ora (1)) = 0. (1)

=0

Wegen der starken Konsistenz der Stichproben Kovarianz gilt nach Proposition
und [6.3] legitimiert durch Proposition [3.3 und [3.6}

Cov* ((ZWJI 21(21)) (ZWD )Z1(n) >

— Cov ((ZWJI Zi(x5,)). (Zm )21, )) + ors (1)
- yw 5) Cov (Z1(2), Z1(w1,)) + 055, (1)

J1,j2=1

- Z le (S)W/ﬁ(S)R(le?ij) + Of‘s.(l) = R<S7 S) + O(h1+aR) + Of.s.(1>

Ji1,92=1

Fiir den verbleibenden Faktor muss ein wenig ausgeholt werden. Nach Proposition
wieder legitimiert durch Proposition , gilt E* [e*fkla’{,@} =E [51k151k2} + 05.(1) fiir alle
ky, ko =1, ..., p. Schreibt man dieses bedingte zweite Verbundmoment wieder als Matrix
bzgl. der Indizes k; und ks, so erhélt man:

E* [5’1‘ . 871‘T} = E[s} . éﬁT} + A, = Cov(el) + E[aﬂ ~E[51]T +A, = Cov(e]) + A, € RP*P
\C_/ Wr/
=0 -0

mit A, 53 0,. Durch die Symmetrie von Cov(g7) und E* [67{ : g}‘T] (denn das Verbund-

moment ist symmetrisch), ist A,, auch wieder symmetrisch fiir alle n € N. Durch die
Nullfolgen-Eigenschaft, gibt es wieder ein ng € N, fiir welches fir alle n > ng f.s.
pin = |[Anll2 < || Ang |2 = piny < 0.
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6.2. Kovarianzschatzer

— T
Es gilt also auch hier fiir den maximalen Eigenwert A}, von E*[e] - € | als f.s. sym-
metrischer, positiv semidefiniter Matrix fiir alle n > ng:

—

N w12 3T . ~ . ~ f.s.
M = [E*[e7 - €1 JIl2 = || Cov(e1) + Anll2 < || Cov(€D)llz + [[Anllz < Amax,1 + Hng
und somit ist erneut Proposition anwendbar:
P - - -T = 1
> WalOWelE [eheie] = 7705 [ '] 70 = 0ne ()
k1,k2=1

Insga;amt folgt damit fiir Gleichung 1} durch die Nullfolgeneigenschaft von pl,;dlh
un — 0:

E[(5(s,))] = Or (ﬁ) (R(s:9) + 005 + 010 (1) ) + o1 (1) Ot (ﬁ)

= Of.s.(l) = Of.&(l)

|R()|<Ez, 14 h'Tory ¢
Propos;ion@(gfs < pl—dlh —0 (629)
f.s. gleichmifige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)
zu i):
Sei
- 2
¥ (s.8) = |53 (5.8)] [ o = || 2 ( ( S 3 Wi (2 o)~ B2 J)))
n=1 1=1 jk=1
Dann gilt offensichtlich f.s. fur alle n € N und (s,t) € 20|53 (s, )] < *(s,t) &

‘Sf;*‘ < ®&*. Mit Gleichung ) und ( - folgt Welterhln
E[|0 (s, 1)) = B

—E Z(f( >3 W0 (Z )< E*[Z*@»]E*[:A)))Q

n=1 i=1 j,k=1

|53 (5,1) || 2]

=iE ( ( > W0 (Z )< E*[Z*@»]E*[:A)))Q

=1 jk=1
1+h1+aR
-S o (St

* * fs 1+h1+aR h<1 > 1 " w21y & fs
= 3C € R : E*[|®*|? <CZ i, 2szr—l<oo:>(]EH<I>]])2 00

n=1
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6. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander

zu ii):

Wir schétzen die Uberdeckungszahl mit der kanonischen Metrik ab. Auf gleichem Re-
chenweg und den Konventionen wie in Gleichung (/6.28]) folgt mit Proposition |6.3| fiir alle

(s,1), (s, t") €]0,1]%

3\’—‘

n p
d;Q((s,t),(s',t’))lE*K ( >° D0 Wil Wit (27 (wy)efy — B[ 2 ()] [gjk])>
i=1j,k=

1

1j,k=1

( i i Wi(s YW (t') (27 (25)e5, — B[ 2] () |E” [%J))) ]

n P 2
= [( (iZ > (Wi Wa(®) Wj<s’>wk<t'>)(z:<xj>a:k—E*[Zi*(xj)]E*[a;fk]))) ]
i=1j,k=1
P
= > (Wi ()W, () = Wy, (") Wi, (1)) Wiy (8) Wiy (£) — Wiy (8 ) Wiy ()
Jik1_q
o,k

- (E* [aiklaikz] Cov* (Z{(%,), Z7 (x5,)) + E* [ 27 (Ijl)JE[ZT(Ijz)}UZIkZ)

® ( Xp: Wiy () Wiy (DE” [54, €11, ] ) Cov* (( > Wi () Z1() s ( Z Wiy ()71 (25,)) )

k1,ko=1 Jji=1 J2=1

[(Z Wi, (5)Z1(z,)) " |E [(Z 2(9)71(25,)) ] ( ) Wkl(t>wk2(t>azlk2)

j1=1 J2=1 k1,k2=1

P

-2 ( S Wy (W ()" [etklet,@o Cov* (( > Wiy ()Z1(30)) 5 (32 Wi <s'>zl<wj2>)*)

k1,ka=1 Jji=1 j2=1

P

_2E*[< zp: Wj, (8)Z1(x5,) ) ] [( Z Wi, (s " Z1( xﬂ)) ] < Z Wk1(t)Wk2(t/)ozlk2)

Jj1=1 Jj2=1 ki1,k2=1

P P

+ ( S Wy ()W ()5 [eﬁm@]) Cov* (( > Wi (N Zi@i) s (D W (s'>zl<sc]-2>)*)

ki1,ka=1 Jji=1 j2=1

[( Z Wi, (s Z1(ac]1 )) ] [( zp: sz(sl)zl(xh))*} ( Xp: Wiy (t/)Wk2(t,)0-Zlk2>

Jji=1 J2=1 ki1,ka=1

< 0re (s ) (Rl + 00 + 00 (1) )+ 0001) Ot (o)

plfdlh
= 0r5.(1) = 0r5.(1)

1 / 14+apr 1
+2- Ot (Im) (R(s,s )+ O(h )+ ors.(1) ) +2- o0s.(1) Ofs. pi=dip,

= 0¢5.(1) = O¢5.(1)
1 0na (g ) (B )+ OBHm) 1+ 00, () )+ 00a (1) Ot (ot
f.s. plfdlh 5,8 Of 5. Of 5. f.s. plidlh
= Or.s.(1) = Or.s.(1)

RCISEz2 o (LhTeR
Propos;ion @ p17d1 h
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6.2. Kovarianzschatzer

ts C(1+ hi+er) fs. (0(1 + hlw))% o

= 3C e R d*?((s,1),(s,1)) < = = d:((s,1),(s,t)) < =

Nun sind wir wieder bei der Aussage von Gleichung (4.38]) angelangt, nur dass die Aussa-
gen alle nur f.s. gelten, alle restlichen Argumentationen sind identisch. Also ist S3*(s, t)
bedingt auf Y f.s. gleichmékig gleichgradig stetig in P.

St (s,t) = V/n (% DD Wils)Wi(®) <Zf($k)€§j — B[ Z7 ()| B [523']))

i=1 j k=1

Dieser Summand lisst sich vollkommen analog zu S3*(s,t) diskutieren.
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7. Erweiterung auf asynchrone
Messpunkte

In Kapitel 3 und [6] wurde ausschlieflich der Fall synchroner Messpunkte behandelt,
dass die zu Yj; gehorigen z; fir alle ¢ = 1,...,n gleich sind. Das kann man zu einer
allgemeineren Situation erweitern, indem fiir jedes Y; ein separater Messpunkt x;; her-
angezogen wird, fiir welche - im Gegensatz zum synchronen Fall - fiir mindestens ein
j=1,....,pund iy # iy gilt, dass x;,; # x;,;. Daraus resultieren p - n Messpaare (Y;;, z;;)
mit 1 <¢<nund 1 <j <p, wobei wieder z;; := z;;(n,p) und o. B. d. A. z;; € [0, 1]
gelten soll. Fiir die Modellgleichung gilt damit:

Yii = w(xiy) + Zi(wij) + €45 (7.1)

, Z und € sind die gleichen mathematischen Elemente wie in Kapitel 3| Da jeder Mess-
punkt quasi ,seine eigene” Gewichtsfunktion braucht, verdndern sich die Schétzer aus
Abschnitt [3.2] durch diese neue Festlegung zu:

fii(x) = Z Wij(2)Yi (7.2)
N 1 o= _ l =

= [i(x) = 1 2 fii(z) = - ZWM(@Y@J

R(s,t) = - > (i(s) = f(s)) ((t) — filt)) = % ‘ fii(s) i (t) — fu(s)i(t)

bzw. als unverzerrte Version

R(s,t) = —

S (fuls) — fils) (ult) — i)

=1

n—1

Eine Umformung von j im Sinne von Gleichung (3.3]) ist somit nicht mehr moglich.
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7.1. Annahmen (asynchrones Modell)

Der wesentliche Unterschied von /i und /i ist, dass bei Ersterem zuerst die Daten Y;; ge-
mittelt werden (kénnen) und dann gegléttet wird, wohingegen bei Letzterem unabding-
bar zuerst gegliattet werden muss, und danach gemittelt wird, gerade weil die Gewichte
nun auch von ¢ abhiangen. Fiir den Spezialfall 1; = x9; = ... = x,,;, fir alle j = 1, ..., p,
sind die Schatzer f und [ identisch.

Wir miissen nun die geforderten Annahmen etwas verédndern bzw. erweitern, damit die
bereits eruierten Eigenschaften und Rechenmethoden der Schétzer erhalten bleiben.

7.1. Annahmen (asynchrones Modell)

7.1.1. Annahmen an das asynchrone Modell

Hier bleiben die Annahmen groftenteils gleich, bis auf die Erzeugung der Messpunkte
x;; und eine Forderung der Existenz hoherer Momente von Z und e.

Annahme 7.1.

(A.1) Identisch zu
(A.2) Identisch zu

(A.3) Identisch zu . Zudem soll das achte Verbundmoment M von Z mit der Ab-

bildungsvorschrift
M 0,1]® - R
(st 8t 87t S ) E[Z(s)Z(t)Z(s’)Z(t’)Z(s”)Z(t”)Z(s”’)Z(t’”)}

existieren und hélderstetige partielle Ableitungen zum Exponenten ayg € (0, 1] mit
Konstanten Hpg € RY haben, schreibe M € CH+([0,1]%).

(4.4) Identisch zu . Sei zudem Apaxa der mazimale Eigenwert der Kovarianzmatriz
Cov(e1 ®E1® & ®e) € RP**P* . Dann soll Amaxa = O(p™), dy € [0,4) gelten, d.
h. es soll eine endliche Konstante Cy € R existieren, so dass Apaxa < Cyp™. Die
Beschrinkung soll ebenfalls gleichmdf$ig in n und p gelten.

(A.5) Fiir alle i = 1,...,n werden die Punkte zij, J = 1,...,p durch die Vorschrift

2z 0.5
fit)dt = J erzeugt, wobei f; : [0,1] — RT lipschitzstetige positive
p

0
Lebesgue-Dichten sind. Zudem existieren Konstanten cy,Cy € Rt sodass fir al-
lei=1,..,nund x € [0,1] die Bedingung c; < f;(x) < C} gilt.

Wir brauchen diese neue Annahme hauptséichlich deswegen, weil die, durch die asyn-
chronen Messpunkte, bzgl. ¢ ebenfalls asynchronen Gewichtsfunktionen nun oftmals die
identische Verteilung zerstoren, wodurch einige Aussagen anders als im synchronen Fall
bewiesen werden miissen. Es ist nun eine Erweiterung von Proposition moglich.
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7. Erweiterung auf asynchrone Messpunkte

Proposition 7.2.

Sei Annahme erfillt und m € {1,...,8}. Dann existieren fir alle 1, ...,x, € [0,1]
und alle jy, ..., jm = 1,...,p, p € N Konstanten Ez1, ..., Ezm, E.1(p), ..., Eem(p) € RT,
fur welche folgende Ungleichungen gelten:

E“ ﬁZ(xk)’] < Ezm, E[‘ ﬁ&jku < E.m(p)
k=1 k=1

Durch die Jensensche Ungleichung gelten diese Schranken automatisch auch, falls der
Betrag auflerhalb des Erwartungswertes steht.

Bewezs.
Aquivalent zum Beweis von Proposition , nur in héherer Dimension, legitimiert durch
[(A.3) und [(A.4)] O

7.1.2. Annahmen an die asynchronen Schatzer

Da wir es nun auch mit asynchronen Gewichten bzgl. i zu tun haben, miissen die Annah-
men daran vollstdndig angepasst werden. Sie sollen nun fiir alle x,2" € [0,1], i =1,...,n
und j =1,...,p, n,p € N gelten.

Annahme 7.3.
!

(A.6) |Wi(z)| < CZV mit Cy, € R*.
p

Cly |z — 2|

(/17) ‘W@J<$) - Wz(x/)’ < th

mit Cf,, € RY.
(A.8) Falls |x — x| > h, dann soll Wij(z) = 0 gelten.

p P
(A.9) ZVVU(x) =1 und ZW”(x)(x — ;i) =0.

j=1 j=1
Unter diesen Voraussetzungen folgt wieder eine dquivalente Proposition zu Propositi-
on [3.6

Proposition 7.4.
Fir die Gewichte und Messpunkte seien Annahme 7.1 und[7.3 erfillt. Dann gilt:

a) Fir allei =1,...n und v € [0,1] existiert eine Konstante Cy,, € RT, sodass die
mazimale Anzahl der von 0 verschiedenen Gewichte Wii(x), ..., Wi,(x) ab einem
hinreichend grof$en p héchstens Cyy, ph betrdigt.

b) Fir allei=1,...,n, x € [0,1] und r € R" gilt:

/

p OW
; (Wij(z)|" < W, Cy, <00

154



7.1. Annahmen (asynchrones Modell)

Bewezs.

a) Siehe [Herl7] Seite 32 und 76/77.

b) Aus Teil a) und folgt:

—.
=: CWr

P C/ T Cl Clr
Z [Wij(z)[" < Ciy,ph - <p2’> - (p”;;)r_”f, mit Cyy,,Cj, € RT = Cf;, € RY

=1
[l
Nun lassen sich auch Proposition [3.7] und wie folgt neu formulieren, in deren

Beweisen wir nur die marginal anderen Stellen anpassen.

Proposition 7.5.
Sei f € CY*(RP), mit D € N und a € (0,1], eine deterministische Funktion und
die Gewichte des Schitzers erfillen Annahme [7.3, Dann gilt fir alle i = 1,...,n und

(ZL‘Z‘]‘I, -“axijp)7 (I'l, ...,ZED) < [0, 1]D

p D D
>, (H Wijk(fck)> F@ijs o mizy) = Y Wi (@) - oo Wig (2) f (i, s i)
J1yeip=1 \k=1 Jiyip=1
- f(mb ,[E’D) + O<h’l+a)
Bewezs.

(7.3)

Jiyejp=1

mit T;; == (T4, .. Tijp) und T := (21, ...,xp) zu untersuchen. Auf exakt gleiche Weise
wie im vorherigen Beweis gilt fiir alle ¢ = 1, ..., n die Gleichung:

P D p D
Z ( Wij,, (ka)> f(&5) = Z (H Wi, (wk)> F(@)
k=1 Jisend

J1yenjp=1 \k=1 /1, ip=1 \k=1
p D D Of(z
T Z (lejk(xk)> (Z gijw(xwl xl))
J1y-ip=1 \k=1 =1
P D D Of(F 4 (T — D) OF(E
+ 2 1(}!1Wijk($k)> <lz:< /(@ Ta]:c(f] 7)) _ ga(j‘)
J15--JD= =1 -1
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7. Erweiterung auf asynchrone Messpunkte

f(Z) beinhaltet nach wie vor keinen Index, der fiir die Summe bzw. das Produkt bzgl.
der Gewichte relevant wére. Daher folgt fiir den ersten Summanden mit |(A.9)| fiir alle
1=1,..,n

Jiyeip=1

Der zweite Summand lasst sich wieder umformen zu:

£ (frre) (5001222 () )

JiyeiDp=1

Fiir den Fall [ = k gilt fiir den jeweiligen Teilsummanden nach |(A.9)|fiir allei = 1,...,n

8$k (Z Wii(zg) (@i, — )) =0

also ist auch hier dieser komplette Summand 0. Das Mittel iiber n spielt daher fiir den
ersten und den zweiten Summanden keine Rolle mehr und es folgt fiir Gleichung ([7.3))
mit der A-Ungleichung;:

Z (H Wi, (ffk)) f(Zj) — f(Z)

JiseJD=1

D D
S Z <H ‘M/Z]k ZEk )
Ji,--jp=1 \k=1
D
. (Z

=1

Of (7 + 1 (T — ) Of(2)
ox; Oz

Da f € CY¥(RP), gilt wieder fiir alle = 1,..,Dundi=1,....,n

< Hyl[#; - ||"

Of (7 + (73 — ) 0f (@)
893; Oa:l
mit H; als Holderkonstante von f. Daraus folgt tiber Gleichung ((7.4)):

> (H%m) )~ I@)| < 3 (H;mkxk>

: (Z Hy (Z |45, — fffk|> |25, — l‘l|>
=1 k=1
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7.1. Annahmen (asynchrones Modell)

D
Nach |(A.8) gilt fiir alle i = 1,...,n, dass [Wy, (z)] = 0 = J] Wi (ze)] = 0, falls
k=1
|zij, — ;| > h. Dass heifst, |z;;, — z;| muss fiir alle & = 1,..., D kleiner oder gleich
h sein. Damit folgt schlussendlich mit Proposition annahmen gewichte iiber obige

Gleichung:
5 () ol

4 Z (H VV%(%)) f(&) — f(2)

J1yeinp=1 \k=1 J1yeip=1 \k= =1 1
D p
AT
k=1 \j=1
D
< D1+aHfh1+a <H CI//V1> — D1+aHfCI//$1h1+a
k=1
— O(h'*?)

]

Proposition 7.6.

Sei A € RP"*P” mit D € N, eine symmetrische, positiv semidefinite Matriz, fir die,
fiir p — oo, die folgende Figenschaft gilt: Der maximale Eigenwert ist von der Ordnung
O(p?) mit d € R. Anders formuliert: Es existiert eine endliche Konstante C € R™ und
ein po € N, so dass fiir den mazimalen Eigenwert Amax von A gilt Amax < Cp? fiir alle
p > po. Zudem erfillen die Gewichte des Schitzers Annahme 7.3

/

Dann gilt fiir allei =1, ...,n und (21, ...,2p), (Y1, .., yp), (@}, ... &), (W], ..., ) € [0,1]P:

a) ( Wl(:vk))TA (é qi(?Jk)) =0 (leth)

i) - R mx;))T A (é ) - R :64)) = 0 (s )

D
k=1
D
k=1

wobei Wi(z) := (Wit (z), Wia(), ..., VVip(x))T und ® fiir das D-fache Kronecker-Produkt
k=1
steht.

Beweis.

Uber die Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt wie im Beweis zu Proposition [3.9¢

(kD Wi(.%’k))T'A' ((é)vﬁ(yk)) < HAHM’H(]él)w"@k)ufHém(yw’t

=1
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7. Erweiterung auf asynchrone Messpunkte

Nun gilt nach Proposition [7.4}

k=1 k=1 k=1 \j=1
D 1 D
<H(C‘//V2)2 B <OI//V2 2
P ph ph
D
Analog fiir ‘®Wz(yk)H . Der Rest ist absolut identisch zum Beweis von Propositi-
2
k=1
on 2.9

]

Proposition 7.7.

-----

von f(X;) mit f linear fir alle i € N. Sei weiter X7,..., X} | Y ~ S F, fir alle n € N,

wobei F,, die empirische Verteilung von X ist. Falls fiir alle n € N das 2 - k-te Moment
von X, existiert und Var(XF) durch eine Konstante C' < oo beschrinkt ist, dann gilt fiir
allei =1,...,n

o] ZE ]+ ors (1)

Analoge Aussage gilt fiir Verbundmomente verschiedener Folgen von Zufallsvariablen.

Bewezs.

Der Beweis ist identisch zum Beweis von Proposition , allerdings kann fiir (X%),cy
nicht mehr angewendet werden, da dieses eine identische Verteilung voraus-
setzt, was hier im Allgemeinen nicht mehr der Fall ist. Wir miissen daher auf
zuriickgreifen. Wenn nun Var(X,,) fir alle n € N durch eine Konstante C' € R™ be-
schrankt ist, dann gilt nach dem Basler Problem:

yo Vartt,) CZ =T <o (7.5)

neN neN

Gilt also Var(X*) < C < oo fiir alle n € N, so folgt mit |(1. SLLN)

3T (0 —EIO)) B0 e S S0 - S B[00 = ora 1)
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8. Eigenschaften der asynchronen
Schatzer

Wir werden nun die Giiltigkeit der in Kapitel @] [f] und [6] ausgearbeiteten Sétze fiir den
asynchronen Fall verifizieren. Manches davon léasst sich mehr oder weniger eins zu eins
iibernehmen, manchmal miissen die Sdtze und allen voran die Voraussetzungen aber
leicht umformuliert werden. Da die Beweise teilweise vollig analog zum synchronen Fall
durchfithrbar sind, werden wir an diversen Stellen abkiirzen. Der grofite Unterschied
wird sein, dass nun deterministische Funktionen und Fehlerterme zuerst geglattet und
dann gemittelt werden. Ein exemplarischer Vergleich fiir x4, R und o

Synchroner Fall: Verwende Proposition und .

LS Wil ZW ) + O(+)

i=1 j=1
1 e <
- Z WJ(S)Wk $Jaxk Z W ($j,l‘k) = R(S,t) + O(hlJraR)
N e ]k 1
e & L . 1
=N W) Wity = Z W;(s)Wi(t)ogn = W(z)" - Cov(8) W (z) = O |
n =1 j,k=1 G k=1 p 1h

Asynchroner Fall: Verwende Proposition und .

1<

E Z Z W”(QJ)IU(QJU) = E Z (/,L(.I') -+ O(hlJrau)) = N(JZ‘) + O(hlJrau)
%Z Z Wi (s) Wik (t) R(ij, x41,) = %Z (R(s,t) + O(h'T*R)) = R(s,t) + O(h'TR)
i=1 jk=1 =1
% ;J;l Wij(S)Wik(t)O'jk = %Zz:; <VT/Z(:L’)T . COV(g_) . WA:L’)) = % ; @ (]ﬁ)

1
=0 (pldlh)
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

8.1. Bias und Varianz

8.1.1. Trendschatzer

Satz 8.1.
Sei i der Schitzer aus Gleichung (7.2)) innerhalb des Modells aus Kapitel@. Weiter seien
Annahme und erfillt. Dann gilt fir alle x € [0,1]:

‘ 3 N ~ 1 + hl"!‘OCR 1
Bias (fi(z)) = O(h'***), Var (i(z)) = O ( " npldlh)
1+ hltor 1
MSE (i — 2(1+ou)
= MSE (fi(z)) = O (h + - npl—dlh>

Aus h — 0 folgt Bias (ﬂ(m)) — 0, und damit auch unmittelbar die punktweise asympto-
tische Erwartungstreue von [i. Da die Schranke des Bias fir alle x € [0,1] existiert, gilt
die Abschdtzung auch bzgl. des Supremums tiber x, der Schdtzer ist also auch gleichmdfig
asymptotisch erwartungstreu. Bemerkung[{.3 gilt ebenfalls im asynchronen Fall.

Beweis.
Mit Proposition [7.5] und [7.6] erfolgt der Beweis absolut analog zum Beweis von Satz
[l

8.1.2. Kovarianzschatzer

Satz 8.2.
Sei R der Schitzer aus Gleichung 1' innerhalb des Modells aus Kapitel @ Weiter
seien Annahme und [7.9 erfiillt. Dann gilt fir alle (s,t) € [0, 1]%:

. I o 14+
Bias (R(s,t)) = O (h R+ eIy

D a 1 1 a ?
= MSE (R(s,t)) = O ((h” R4 Sagn Tt p20+ N) ) +0(1)

1 ~
+o+ h2(1+°‘“)) , Var (R(s,t)) = o(1)

Bei der korrigierten Version des Schitzers, wiirde der Faktor % im Bias entfallen, die
anderen drei Summanden entstehen durch die Gldttung, den Fehlerterm und die asyn-
chronen Messpunkten, wie wir gleich im Beweis sehen werden. Aus h — 0 und mit
p'=4h — oo folgt Bias (R(s,t)) — 0, und damit wieder die punktweise asymptotische
Erwartungstreue von R. Da die Schranke des Bias fiir alle (s,t) € [0,1]* existiert, gilt
die Abschdtzung auch bzgl. des Supremums dber (s,t), der Schitzer ist also auch gleich-
mafsig asymptotisch erwartungstreu. Auch hier wdre unter den erweiterten Annahmen
aus Bemerkung und analog zu Bemerkung [{.9 eine schnellere Konvergenzrate
erzielbar, wieder durch die grifieren Exponenten m + ag bzw. 2(m + «,,) von h.
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8.1. Bias und Varianz

Beweis.
Fiir alle x € [0,1] und alle ¢ = 1, ..., n gilt mit Proposition [7.5}

o) = () = YWl - LSS w@y,

=1 j=1
1 e~ o
—Z% 1) + Zi(y) + £3) —5;2% (217) + Zi() + <17)
J
——Z(Z% 2% pio)
J=1
Ceom = p@rouen)
1 e~ 1 =
+— > (W) Zilwsg) — Wis(x) Zi(ay)) + - DN (Wya)ey — Wij()ey) )
=1 j=1 =1 j=1
=: WlZl(x) =: VIZE,(w)
= Wi Zy(x) + Wig; () + O(hM+) (8.1)

W;Z;(z) und Wie;(z) sind die Aquivalente zu WZ;(2) und We;(z) aus Gleichung (4.2),
nur dass W nun ebenfalls vom Index der Stichprobeneinheit ¢ abhéngt. Damit kann der
Schétzer R nach Gleichung (7.2) fiir alle (s,t) € [0, 1] wie folgt zerlegt werden.

= %Z (VV121<5) + Wz‘&z‘(S) + O(h1+au>) (VVlZz(t) + I/Vz'é%(t) + O(h1+a#))

Daraus wiirden insgesamt 9 neue Summanden entstehen. Jedoch begriinden wir nun,
dass jeder Summand, welcher genau einen Faktor O(h!T@") enthilt, gleich 0 ist, wodurch

sich der Term auf insgesamt 4 Summanden —|—((’)(h1+%))2 = O(h?(1+aw)) reduziert. Wir
betrachten o. B. d. A. den Summanden W;Z;(s)O(h'To®).

%Z Wi Z;(s)O(h'Hon) = O(hi+on) Z ( Z Z Zi(2;) le(s)zl(xw))>

=1 j=1

h1+a“ ( Z Z Wz] x” Z Z VVU Zl Ilj )

i=1 j=1 lljl

=0

O(h**er) darf aus der Summe herausgezogen werden, da dieser Term zwar von n, nicht
jedoch von ¢ oder der Variablen s abhangt, denn Proposition wurde gleichméfig fiir
alle t =1,...,n und z € [0, 1] formuliert.
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

= R(s,t) =

S|

i (WZ‘Zi(S)WiZZ‘(t) + WiZi(S)WiEi(t) + WZZZ(t)Wlé'Z(S) + WiEi(S)WiEi(t)) + O(h2(1+a“))

o
Il

= E[R(s,t)] = (E[W;Zi(s)W:Z;(t)] + E[W;Z;(s)|E[Wiei(t)] + E[W;Z;(t)|E[Wiei(s)]

S|

ATt

+ ch‘:‘z(S)WlEz(t))]) + O(h2(1+a“)) (82)

Dies sind wiederum die exakten Aquivalente zu Gleichung (4.3)), fiir welche sich alle
Schritte wegen dem angepassten Proposition [7.5] und [7.6] analog durchfiihren lassen. Es
folgt somit direkt durch Gleichung (4.7)):

- ~n—1 1+a 1 1 ¢ 2(14-ay,
E[R(s,t)] — R(s,t) = - (R(s,t) + O(httery + O <p1_dh> ) i ;_1: 14+0(R* o))y — R(s,t)
—_1
1
_ 1+a - 2(1+ayp)
_O<h R+p1_d1h+n+h H> (8.3)

Wir haben also hier wieder eine Verzerrung durch den Vorfaktor (’)( ), die Glattung

1
O(h'“r) und den Fehler O <ﬁ> Zudem tritt hier ein weiterer Term der Ordnung
O(h?1+auw)) auf. Dieser Term ist auf die asynchronen Messpunkte zuriickzufiihren. Da
an verschiedenen Punkten z;; beobachtet wird, ergo auch p in jeder Stichprobe an ver-
schiedenen Punkten ausgewertet wird, hebt sich dieser Teil in den Faktoren fi;(s) — fi(s)
und fi;(t) — fi(t) nicht auf. Erst die Ausglattung durch die Gewichtsfunktionen fiihrt zum
konkreten Wert ju(s) — u(s) bzw. pu(t) — u(t), allerdings erneut mit dem Fehler O(h!tox),
innerhalb der Kovarianz quadratisch O(h2(1+ex)),

Fiir die Varianz benotigen wir wieder den quadrierten Erwartungswert und den Erwar-
tungswert des quadrierten Schétzers. Nach Gleichung (8.2)) und den darauffolgenden
Rechenschritten, insbesondere E[WlZl()} = IE[I/V@()] = 0 gilt:

R(s,t) = % i (WiZi(s)W;i Zi(t) + Wi Zi (s)Wigi(t) + Wi Zi(t)Wigi(s) + Wigi (s)Wiei(t)) + O(20+e))
Z (E [WiZi(S)WZ'ZZ‘(t)] + E[ngl(s)WZgl(t))D + O(h2(1+aﬂ))

i=1

E[R(s,1)] =

S|~
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8.1. Bias und Varianz

Und mit der 1. binomischen Formel:

n 2
(R(S, t))2 — (:L Z (WZ’Zi(S)WiZI'(t) + WZ'Zi(S)WZ'Ei(t) + WiZi(t)Wi&(S) + WZ’Ei(S)WZ’Ei(t))>

+2 (Tll Zn: (WiZi(s)WiZi(t) + WiZi(s)Wiei(t) + WiZi(t)Wiei(s) + Wiei(S)Wi€i<f))>
=1
. (’)(hQ(H‘O‘M)) + (O(hQ(H‘O‘M)))g

n

(E [R(S, t)])Q = (711 Z (E [WiZi<8)WiZi(t>] + E[WZEZ(S)WZ&“%(Q)] ))

(n n SYWiZi(t)] +E[Wz5,(S)W152(t))])> O(R20+en) | (O(h2(1+au)))2
=1

Wiirde man nun alle Ausdriicke fiir sich untersuchen, hétte man insgesamt 28 Sum-
manden, die man betrachten miisste, wir beschréinken uns daher auf einige Beispiel-
summanden, da sich die restlichen dhnlich diskutieren lassen. Die jeweils ersten ent-
sprechen gerade den Summanden aus Gleichung , mit dem einzigen Unterschied,
dass hier W,;Z; bzw. W;e; statt WZ; bzw. We; auftaucht. Trotzdem lassen sich we-
gen Annahme alle Rechenschritte analog zu denen von Gleichung und folgende
durchfiihren. Wenn nun die vier restlichen Summanden im Unendlichen verschwinden, so
verschwindet damit auch die Varianz asymptotisch. Dass der Summand (O(hQ(H‘”“)))2

gegen 0 konvergiert, ist offensichtlich. Da fiir die Varianz auch noch von (fi(s, t))2 der
Erwartungswert gebildet wird, geniigt es fiir alle restlichen Summanden o. B. d. A.

O(h21Fen)) ZE (W;Zi(s)W;Z;(t)] zu betrachten. Fiir diesen gilt aber mit Propositi-

on [7.5, liber den gleichen Rechenweg wie bei Gleichung (4

n

O(h21ew)) ZE (WiZi(s)W Zi(t)] = (’)(hg(”‘“”))% y o L(R(s,1) + O(nt+om))

n
i=1

=R, FOT)) O(H) = o(1)
)¢

7

~
"1 <Ez <00 —>0 —0

Somit folgt insgesamt: .
Var (R(s,t)) = o(1)
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

8.2. Asymptotische Normalitat

8.2.1. Trendschatzer

Satz 8.3.
Sei [i der Schitzer aus Gleichung (7.2)) innerhalb des Modells aus Kapitel[i]. Weiter seien

o0

1
Annahme und erfillt und es gelte /nh'*te — 0 sowie Z a4, < 00. Dann
p 1

n=1
gilt:
V(i) — p(x)) = G(0,R) in (C([0,1]), ] - |s)
G(0, R) ist ein eindeutig bestimmter Gauf-Prozess mit Erwartungswert 0 und Kovari-

anzfunktion R, wobei R der Kovarianzfunktion von Z aus|(A.3) entspricht.

Bewezs.
Der empirische Prozess ldsst sich iiber Gleichung (4.39) mit Proposition wieder wie
folgt zerlegen:

3
3

p

Z Wi (x)gij) +v/n-O(h1Few)

i=1 j=1

SRS
SRS

Va(i(z)—p(z) = Vn < ZWij(x)Zi(xj)> +vn <

i=1 j=1

Durch die Erweiterungen in Annahme [7.1] und lassen sich alle Summanden wieder
vollkommen analog zum Fall synchroner Messpunkte diskutieren, da die Annahmen alle
simultan fiir alle © = 1, ..., n gelten. O

8.2.2. Kovarianzschatzer

Satz 8.4.
Sei R der Schitzer aus Gleichung 1D innerhalb des Modells aus Kapitel E‘ Weiter

seien Annahme und erfillt und es gelte \/nh'ter — (), v — 0 sowie

pl—dlh
o0 1 d o] 1 ]'
Zm<ooun Zm<oo.Danngzt.
n=1 n=1

Vi(R(s,t) = R(s,1)) % G(0,R) in (C([0,1]2),]] - ||oc)

G(0,R) ist ein eindeutig bestimmtes Gauf-Feld mit Erwartungswert 0 und Kovarianz-
funktion

- 0,1]* = R
| (s,t,8, ) — M(s,t,s',t') — R(s,t)R(s', ')

wobei M bzw. R dem wvierten Verbundmoment bzw. der Kovarianzfunktion von Z aus

entspricht.
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8.2. Asymptotische Normalitat

Beweis.
Aus Gleichung ({8.2) folgt die, zu Gleichung (4.24) identische Zerlegung:

> Wi (s)War(t) (Zi(wi) Zi(wan) — R, x@k)))

=1 j,k=1
1 < & p
V(20 D W) et ) ) + v ( 2. Wij<s>wik<t>ajk>
1=1 j,k=1 g.k=1
1 o <
V(=D > WiylsW (t)Zi(Iz‘j)Sik>
eyl
p

+
5
S|
i
=

s
Il
—
<.
E
Il
—

S|
NE
\'M% :
=

SH

i ()W (t)Zz'(ﬂfz‘k)gij>

)3 i (8)Zi( ..)) (%iiWik(t)Zi(xik)>

i=1 k=1

N
Il
—_
.
I
—

+ O(y/nh2(1Fen) (8.4)

Abgesehen vom letzten Summanden, lassen sich durch Annahme [7.1] und alle an-
deren wieder vollkommen analog zum Fall synchroner Messpunkte diskutieren, da die
Annahmen alle simultan fiir alle i = 1,...,n gelten. Zudem gilt fiir alle n € N und mit
den Voraussetzungen aus Satz

sup |\/ﬁh2(1+o‘“)| _ \/ﬁhQ(l—&—aH) thQ(l—&—au) 0
(s,t)€[0,1]2

wodurch auch der letzte Summand bzgl. der Supremumsnorm asymptotisch verschwindet
und damit die asymptotische Normalitét erfiillt ist. O]
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

8.3. Konsistenz

8.3.1. Trendschatzer

Satz 8.5.
Sei i der Schitzer aus Gleichung (7.2)) innerhalb des Modells aus Kapitel@ Weiter seien
Annahme 71 und[7.3 erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz[8.3. Dann gilt:

a) [i ist punktweise konsistent im quadratischen Mittel.
b) i ist punktweise stark konsistent.

c) fi ist gleichmdaf$ig schwach konsistent.

Beweis.

a) Diese Eigenschaft folgt wie bei Satz aus Satz .
b) Analog zu Gleichung (.39) folgt mit Proposition [7.5}

ila) = ) + OH™) + 2 3 S W) Zia) 4 2 303 Wisaleyy (55)

zljl i=1 j=1

Nun lésst sich mit Annahme im Prinzip alles komplett analog zum Fall syn-
chroner Messpunkte diskutieren, bis auf zwei kleine aber feine Unterschiede.

1. Fiir die, fiir alle p € N und feste z,z;; € [0,1] reellen Zufallsvariablen

Z Wij(x)Z;(x;;) und Z Wij(x)e;; wurde |(2. SLLN)| verwendet, welches auf

7j=1
der unabhéngig identischen Verteilung bzgl. + beruht. Da wir hier aber nun

asynchrone Messpunkte - und damit auch asynchrone Gewichte - haben, sind
die gerade erwahnten Zufallsvariablen zwar nach wie vor unabhéngig, jedoch
nicht mehr identisch verteilt. Wir miissen daher auf zuriickgreifen
und zeigen wieder Var(X;) < C' < oo, was nach Gleichung (7.5) die Anwen-

dung von |(1. SLLN)| rechtfertigt.
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8.3. Konsistenz

Wir verwenden den Verschiebungssatz, womit die Existenz des 2. Moments
ebenfalls gleich gesichert ist. Die Ungleichungen folgen fiir alle ¢ € N aus
Annahme und Proposition [7.2]

(Z Wij(2)Zi(zi ) - {(i Wij(s)Zi(xi ) } - (E {i WzJ(S)Zz(fEU)])

2
Z Wiji (8)Wijy ($)E[Zi(45,) Zi(wi5,)] — ZWij(S)E[Zi(ﬂ?z‘j)])
j=1

Ji,J2=1

2
§ u
< E22 Z |W1]1 )||W2J2(5)| = EZ,Q (ZWZJ(S))
j=1

Ji,j2=1
12
< EZ,QCW1 < 00

(Z EU) - < Boo(p)CfF, < o0 (8.6)

Statt |(2. SLLN)|[ im Fall synchroner Messpunkte, kann also hier immer
SLLN)| verwendet werden.

. Durch die nicht identische Verteilung der oben erwahnten Zufallsvariablen,
ist logischerweise auch deren Erwartungswert fiir alle ¢ € N nicht gleich. Die

Aussagen von |(1. SLLN)| gelten also jeweils in der Form:
X =25 X = LY BN 4o (1) (8.7)
= - i i] T Ofss. .
- n !

Das spielt hier jedoch keine Rolle, denn in diesem Fall gilt:

DHAIE xw——zﬁ{zm 260 + o)

i=1 j=1

S S W@ B ()] ora (1) = o)

11]1 -0

n p

% YO Wia)ey; = % i E [ i Wi (x)ffij} +0ps.(1)

i=1 j=1

B Z Z Wij(z 8@] +ops. (1) = 0r5.(1)

11]1 O
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

Mit dieser Argumentation sind die Rechenschritte identisch zum Fall synchroner
Messpunkte, wodurch fiir Gleichung (8.5) fiir alle = € [0, 1] folgt:

() = p(x) + O ) +op (1) 53 ()
—— =

— 0 f_@)o

c) Der Beweis der gleichméfig schwachen Konsistenz ist analog zum Beweis von
Satz [4.7] ¢), legitimiert durch Satz [8.3]
O

8.3.2. Kovarianzschatzer

Satz 8.6.
Sei R der Schitzer aus Gleichung ‘) innerhalb des Modells aus Kapitel@. Weiter seien
Annahme 71 und[7.3 erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz[8.4). Dann gilt:

a) R ist punktweise konsistent im quadratischen Muittel.
b) R ist punktweise stark konsistent.

c) R ist gleichmdpig schwach konsistent.

Beweis.

a) Diese Eigenschaft folgt wie bei Satz aus Satz .

b) Die punktweise starke Konsistenz wird wieder direkt gezeigt. Gleichung ({8.2)) liefert
uns als Schétzer:

R(s,t) = % zn: (Wi Zi(s)W; Zi(t) + WiZi(s)Wiei(t) + Wi Zi(t)Wiei(s) + Wigi (s)Wie (1)) + O(R2(+ew))y

(8.8)

Auch hier ldsst sich nach Annahme [7.3] alles analog zum Fall synchroner Mess-
punkte, bis auf die beiden Unterschiede, wie bereits schon im Beweis von Satz
erwahnt.

1. Fiir die, fiir alle p E N und feste x”, Tig, S, t € [0, 1] reellen Zufallsvariablen

p
Z VVZJ( mz] Z Vsz 51]7 Z Wz] Z(xzj>Zz(xzk);

7,k=1

Z Wz] zk 51]51k und Z Wl] W (t)ZZ(ZL’U)é‘Zk muss erneut (1 SLLN)
7,k=1 7,k=1
verwendet werden.
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8.3. Konsistenz

Wir zeigen wieder Var(X;) < C < oo, fiir alle ¢ € N mit Annahme und
Proposition [7.2}

p Glelchung
p
Var <Z Wij(s)eij> < .. < E.»(p)Ci, < o0
j=1

=E ( Wz’j(S)Wik(t)zi($ij)zi($ik)> - (E [Z Wij(8)Wir(t) Zi(wi5) Zi(wix)

>2

=1
p
= D Wi, () Wik, (Wi, ()W, (OEZi(i5,) Zi(winy ) Zi(5) Za(ins )]
Juk1_q
J2,k2 ™

_ ( Z I/Vij(s)Wik(t)E[Zi(xz‘j)Zi(xik)])

Gk=1

2
I
< Eza Z Wi ()W, (D)1 Wigo (8)]|Wik, ()] + E7Z <Z|Wzg ) Wik( )!)

.71 kl_l ]k‘ 1
J2,k2

— (Epat F2y) ((Z Wis(s) ) (Z |w;-k<t>r))2 < (Bya+ B2)Cl, < oo

(Z Wi;(s 5135#6) <L S (Eoalp )—|—E22)C{?/1 <0

J,k=1
(Z Wi;(s (%g)&k) <..< Ez,zEg,z(p)C{,él < 0 (8.9)
J,k=1

Statt |(2. SLLN)| im Fall synchroner Messpunkte, kann also hier immer
SLLN)| verwendet werden.
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8. Eigenschaften der asynchronen Schatzer

2. Auch hier gelten die Aussagen von [(1. SLLN)| wegen der nicht identischen
Verteilung jeweils in der Form von Gleichung (8.7). Am Beispielsummanden

p
X, = Z W;(s)Wi(t)Zi(z;)Zi(x)) sehen wir aber schnell, dass das im End-

Gk=1
effekt keine Rolle spielt, denn nach Proposition [7.5] gilt:

p
X = iZE[ Z Wz‘j(S)Wik(t)Zi(xz’j)Zi(xik)} +ors.(1)

= %Z > Wi (s)Wik(OE[Zi(wij) Zi(ar)] + or.5.(1)
i=1 jh=1

= % DD Wi()Wa(t) R(xij, zie) + ops.(1) = - D (R(s,t) + O(h' 7)) + 0g.(1)
i=1 jk=1 i=1

Nach den gegebenen Anforderungen an die Gewichte, egalisiert die Glattung
quasi die Asynchronitdt der Messpunkte und die {ibergeordnete Mittelung
bzgl. ¢ spielt keine Rolle mehr.

Ab hier sind die Rechenschritte identisch zum Fall synchroner Messpunkte, wo-
durch fiir Gleichung (8.8) fiir alle (s,t) € [0,1]? folgt:

R(s,t) = R(s,t) + O(h"T*") + O ( > +ops (1) + O(h20+e)) 15 R(s 1)
—— —— N——

pl—dlh
— 0 N——— fAsAO — 0
— 0 -

c) Der Beweis der gleichméfig schwachen Konsistenz ist analog zum Beweis von

Satz [1.7] ¢), legitimiert durch Satz [8.4]
[
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9. Konfidenzbander (asynchroner
Fall)

0.1. Trendschatzer

Satz 9.1.

Sei i der Schitzer aus Gleichung innerhalb des Modells aus Kapitel @ Weiter
seten Annahme und erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz [8.5
Dann ist ein asymptotisches simultanes (1 —-)-100% Konfidenzband fiir die tatsachliche
Trendfunktion p gegeben durch

- N Cop - Cry, . ~ .
By () = [u(x) - % fi(z) + ﬁ} , P (HQ(O,R)HOO > cw> =y

wobei R der Kovarianzschitzer von Z nach Gleichung 1} ist und in P* auf die Stich-
probe Y bedingt wird.

Bemerkung 9.2.
Auch hier ist es moglich, die Bdnder tiber den standardisierten empirischen Prozess

Vn(p — @) mit 6z(z) ==/ R(z,x) zu berechnen:

B;7n,u($) = [/1@7) - 57,u&f/(;>a () + E%M&ZT(:)
P (160,72 > ) = dzlost) = =

Siehe dazu Bemerkung[5.2,

Beweis.

Im Fall synchroner Messpunkte, baut der Beweis der Konfidenzbdnder im Wesentlichen
auf der punktweise starken Konsistenz von R auf. Diese gilt aber fiir R nach Satz
genauso, wodurch alle Beweisschritte identisch zu R durchgefithrt werden kénnen. [
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9. Konfidenzbander (asynchroner Fall)

0.2. Kovarianzschatzer

Satz 9.3.

Sei R der Schitzer aus Gleichung innerhalb des Modells aus Kapitel @ Weiter
seien Annahme [71] und [7.3 erfillt und es gelten alle Voraussetzungen aus Satz [8.4)
Dann ist ein asymptotisches simultanes (1 —-)-100% Konfidenzband fiir die tatsachliche
Kovarianzfunktion R von Z gegeben durch

B, prls.t) = [R(s,t) - 0’775 R(s,t) + %Tﬂ P (1160, R) e > &) =7
0,1]* - R

wobei R { (5,6, 5',1') > Ni(s,t,s Py — R(s t)f%(s’ ) und i P* auf die Stichprobe

Y bedingt wird.

M sei dabei der 4. Verbundmomentenschétzer von Z.

n

V(s 1,5/, = 3 ((s) = 7)) (3(8) = 0) (7)) — () (it = (1)
Bemerkung 9.4.

Auch hier sind die Binder nach einer Standardisierung von \/n(R — R) mit 65(s,t) :=

R(s,t,s,t) maglich:

2 & . 0zz(s1) 4 . Ozz(s,t)
ny,mR(S? t) = [R(S,t) - C%RT’ R(S,t) + C%RT

R(s,t, st

5'22(87 t)a'zz(sl, t/)

P* ([1G(0, pzz)lloc > v ,r) =7, Pzz(s,t,s',t) =

Siehe dazu Bemerkung[5.8

Bewezs.
Auch hier baut der Beweis hauptséchlich auf der punktweise starken Konsistenz von
R und M auf. R ist nach Satz punktweise stark konsistent. Fiir M gilt nach Glei-

chung (E1):

o 1) = 13 (i) = o)) (38) = 8 () = ) (l®) = (0
= LS (Wizto) + W) + O ) (W) 4 W) + O )
W) + Wiedls) + O (WZi(¥) + Wiss(¢) + O(h**)
(9.1)

Das wiren insgesamt 81 zu untersuchende Summanden, die sich jedoch wieder sehr &hn-
lich diskutieren lassen, also beschrénken wir uns wieder auf einige wesentliche Beispiele.
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9.2. Kovarianzschatzer

1 n
Wir zeigen daher zunéchst wieder o. B. d. A. an — Z Wi Zi($)Wi Zi( )W, Zi(8) O (b Tow),
n
i=1
dass alle Summanden, die den Faktor O(h!'***) mindestens einmal beinhalten, vernach-
lassigbar sind. Durch dhnliche Umformungen wie bei Gleichung (5.8)) folgt:

_Z( ZZ Wij(s) Zi(wij) — Wis(s) Zi(xij) )( ZZ i(ir) Wz’j(t)Zl(fL"ik)))

=1 j=1 =1 k=1

= O(h'* ") > (ﬁ YD Waul(s)Wa, (f)Wz‘jz(S')Zz'(fﬁz‘jl)Zz'(xikl)Zz'(ﬂfijQ))
i=1 l1l,l2:1 Jiki_q
3 J2

O<h1+a 7112 ( Z Z VVZ]1 zk:1 )VVijz(S/)Zi(wih)Zi($ik1)Zl3(xij2)) + -

lila_q g1,ki_y

I3 J2
o 1 - .
O(h'+en) nz > Wiy (9)Wiky (W Wiy (8) Zi (i) Zi (i, ) Zi(wi5,)
1= 1.]1'k171
J2
hlJraM ( Z Z VVUl lkl )Zi<'rlj1 ‘rlkl )( Zzwljl xi]l)) + ..
i=1 j1,k1=1 i=1 j1=1

In diesem Term betrachten wir das Konvergenzverhalten des ersten Summanden. Sei

Z i () Wiy (OOWisy (8") Zi(245,) Zi(Tin, ) Zi(4j, ), eine fiir alle p € N und feste

]l'kl_l
J2

s,t,s" € [0,1] reellwertige, bzgl. i unabhéngig, aber nicht identisch verteilte Zufalls-
variable. Um anwenden zu konnen, muss deren Varianz wieder durch eine
Konstante beschrankt werden. Die Rechenschritte und Umformungen funktionieren nach
dem gleichen Prinzip wie bei Gleichung , weswegen wir aus Griinden des Umfangs
wieder darauf verzichten werden. Letztlich gilt mit Annahme [7.3] und Proposition

S Wi (5) Wi >Wz~j2<s'>zz~<xij1>zi<ml>Zi<xm>) < (B + EL)Cl. < oo

Juk_q
J2
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9. Konfidenzbander (asynchroner Fall)

ergo fiir den ersten Summanden aus obiger Gleichung mit (1. SLLN)

O(h o) X = O(h1Ton) ( ZE[ Z Wi, () Wik, )I/Vm(s')Zi(xijl)Zi(xikl)Zi(a:ijQ)] +of,s,(1)>

Jl kl -1

O(h'*on) < Z Z Wijy () Wik, )Wijz(SI)E[Zi(wz'jl)Zi(ﬂ«“z‘kl)Zi(fEijz)]+0f.s.(1))

1= 1J1k’1 -1

B 1 P
Courn (15 (5w 0) (5 0) (55 0 )
j1=1 k1=1 Jjo=1
O(ntrer) 12%0 +0ra(1) ) = O )(EzaCRy, +01s.(1)) 25 0
Wh f.s. Z,3 Wi f.s.

Alle weiteren Summanden in diesem Term lassen sich genauso mit |(1. SLLN )[abarbeiten,
wobei O(h!T®) immer fiir die Konvergenz gegen 0 sorgt und alle anderen Faktoren
endlich sind. Fiir Gleichung (9.1)) bedeutet das:

n

My (s, t,8',t') = % Z (WiZi(S) + VVigi(S)) (WiZi(t) + Wigi(t))

- (WiZi(s') + Wiei(s')) (Wi Zi(t') + Wigi(t')) + or..(1) (9.2)

Jetzt befinden wir uns im asynchronen Aquivalent zu Gleichung (5.6, woraus die gleiche
Zerlegung wie bei Gleichung (5.7)) folgt, nur jeweils inklusive +or (1).
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9.2. Kovarianzschatzer

Die Diskussion der einzelnen Terme erfolgt nun wieder analog, nur dass statt
verwendet wird, welches wegen der nicht identischen Verteilung wieder eine
beschrinkte Varianz statt einem endlichen absoluten Moment fordert. Nach Annah-
me an Z und ¢ ist diese endliche Varianz aber gesichert und es gilt fiir die im letzten
Schritt relevanten Summanden aus den Termen I - V' von Gleichung :

I: Z Wiy (8) Wik, (1) Wiy (8") Wik, (t')Zz'(fL"z'jl)Zz‘(%kl)Zz'(fEijz)Zi(wik2)> < (Ezs+ EZ,)Ciy,

jlakl_l
J2,k2

IT: Z Wijy (8)Wig, (¢ )Wz‘jQ(S')Wz’kz(t')Zz‘(sz‘jl)Zi(xikl)Zi(fUijz)Eik2> < Ez6E:2(p)Ciy,

Juki_q
J2J€

I1r: < Z Wiy (8)Wik, (t )Wib(SI)VVHQ(t,)Zi(mijl)Zi($i/€1)sihgi/@> < (EzaEB-2(p) + E72E2,)(p)Ciy,
Z Wiy (8) Wik, () Wiy (8") Wik, (t')Zz'(ffz'jl)€z‘k1€z‘j2€ik2> < Ez2E-6(p)Ciy,
Juki_q

2212; :
1V . (
Jz,kz
V: Vi < Z Wij, (8)Wig, (t )M/z‘jg(S/)I/Vz'kz(t/)gijlgiklgijzgikz) < (Ees(p) + E=a(p)*)Ciy,

‘7‘17k171
J2,k2

Alle Terme auf der rechten Seite sind letztlich endliche Konstanten, ist dem-
nach anwendbar und alle Schritte wie im Fall synchroner Messpunkte durchfiihrbar. Die
punktweise starke Konsistenz gilt also auch fiir M, woraus nach den gleichen Argumenten
wie im synchronen Fall die Giiltigkeit der Konfidenzbénder resultiert. O]
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10. Bootstrap-Methode der

Konfidenzbander (asynchroner
Fall)

Dass die Bootstrapverfahren aus Kapitel [6lauch hier funktionieren, ist keineswegs selbst-
Verstéindlich Der synchrone Fall hatte den Vorteil, dass Zufallsvariablen der Art

ZVVZ] Zi(z;;) bzw. ZVVZJ x)e;; fiir alle x € [0,1] bzgl. ¢ identisch verteilt waren,
j=1

da Ty, = Ty; = ... = Tp; und damit auch Wi;(z) = Wy(z) = ... = Wy;(x), was nun
jedoch nicht mehr der Fall ist. Insbesondere bedeutet das, dass jedem Z; bzw. €;; nun ein
separater Punkt z;; und damit auch ein separates Gewicht W;; zugeordnet wird, was im
Nachweis des Bootstraps beriicksichtigt werden muss. Da dadurch einige Beweisschrit-
te erheblich angepasst werden miissen, werden wir beide Beweise im Vergleich zu den
vorherigen relativ ausgiebig durchfiihren.

10.1. Trendschatzer

Satz 10.1.

Die in Satz angefiihrten Konfidenzbinder wa(x) behalten unter sonst gleichen
1

Bedingungen, und der zusdtzlichen Voraussetzung Z W < o0, f.s. ihre Gliltigkeit,

n=1
wenn Cy, durch ¢, ersetzt wird, welches nach dem gleichen Bootstrapverfahren wie aus

Satz[6.1] berechnet wird, wobei ji durch fi ersetzt wird.
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10.1. Trendschatzer

Bewes.

Dadurch dass sich die Messpunkte z;; - und dadurch auch die Gewichte W;; - nun in je-
der Stichprobeneinheit d&ndern (kénnen), konnen innerhalb des Bootstraps nicht nur die
Zufallsvariablen an sich, sondern auch die Messpunkte und die Gewichte alle Werte zwi-

1
schen x;; bis x,; bzw. Wy; bis W,,; mit der Wahrscheinlichkeit — annehmen, und werden

somit mehr oder weniger auch zu Zufallsvariablen. Da ihre W%rte jedoch im normalen
Modell deterministisch sind, verzichten wir auf eine weitere Abanderung der Schreibwei-
se. Wichtig dabei ist jedoch, dass in jeder Bootstrap-Strichprobe die Zufallsvariablen,
die dazugehorigen Datenpunkte und die Gewichte gleichzeitig gezogen werden, sie sind
also jeweils voneinander abhéngig.

VA (@) — () = v | = (memj) ﬂ(x))

=n (i > (Z me)u(mj)) F S (W) Zilag))* + (Wis(w)eis)”) ~ ﬂ(x))
i=1 ;
Der vorletzte Schritt gilt mit Proposition [7.5
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Fiir den bedingten Erwartungswert gilt nun:

E [ (@) = E* (; > > Wil m)

—E* % Z > (Wij(@) (i) + Wiy () Zi(i) + Wz’j(w)ﬁij)*]

L =t=t
L g {i : E (Wig(@)(ai))* + (Wij(@) Zilig))* + (W (”“”)E”)*)]
B jL g (Z W (w)u(%)) ] +a g > (B 07s(0)2iasy) )+ B (W (023
_® :i nl () + O(H*)" | + - ZZ (B (Wi (@) Zi(a)') + E* [(Wys(@)=is)"])
= u(z) + O(A+er) + ZZ (B [(Wiy () ZuCaig)) ] + B [(Wig(@)zig)'] ) (10.2)

und somit fiir die Zerlegung des Schétzers:

V(' (x) — (e ( ZZ ((Wij (@) Zi(wig))" — B [(Wis(2) Zi(x:))"] )) } = S, (x)

( ZZ x)ei;)” — B (Wi (w)e;)"] )) } =S¥ ()
+O(hTe) (10.3)

Hier gelten nun bzgl. der Zufallsstichprobe Y, dhnlich zu Gleichung (/6.2 die folgenden
empirischen Verteilungen:

11 1
(Wij(2) 22 (1)), ooes (Wi (2) Zi ()" | Y R —25% ) TE[0L], j=1,..p

% iid 1 .
(le(‘r)glj) S (W”J( 8”] ’ Y~ _Zéwl] x)Ei) VS [07 1]7 J = 17 Y Y

(10.4)
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10.1. Trendschatzer

Nach analoger Argumentation zu Gleichung und Proposition , Ubertragt sich
auch hier wieder die empirische Verteilung auf beliebige Produkte bzgl. der Messpunk-
te, und nun auch Funktionsargumente der Gewichte, was wir wieder in einer kurzen
Proposition festhalten.

Proposition 10.2.
Fiir alle n,D € N und j1,....,jp = 1,...,p bzw. 1, ...,xp € [0,1] gilt:

D * . 1
(H(Wijk: (xk)Zi<xjk))*> << H Wij, (z1)Z xn)) > Y X = Zfsnk Wi, (21) Zi (25,

k=1 i€{l,...,n} =

D *
* D iid 1
(H(Wijk(l‘k)%k) ) RS << 11 Wijk(ﬂfk)&jk) ) Y~ = Z‘Snk L Wigy, (@h)eis,
ie{l n}

k=1 /Je{n,.., k=1 i€{l,...,n}

Die Grenzverteilung wird wieder von den einzelnen Summanden determiniert, die dazu-
gehorige Diskussion ist ahnlich zum Fall synchroner Messpunkte, jedoch mit der ein oder
anderen Abweichung wegen der nicht identischen Verteilung der Ausgangsvariablen. Der
Summand O(h!**) bedarf keiner weiteren Diskussion, da er unabhingig von z, also
gleichméfig gegen 0 konvergiert.

Si'(x) = (ZZ %))*—E*[(%(m)zxwzj))*]))

i=1 j=1

Dieser Term wird wieder mit dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz aus Abschnitt[2.3.2]
bearbeitet. Fiir n € N;i =1,...,n und T = [0, 1] sei:

X, i(x) = (Wij(2) Zi(2is))" (10.5)

p

<
—_

5

St @) = 3 (Xoe) — B [0, 0)])

1

i

Die Voraussetzungen sind nun wie bei Gleichung und gegeben. Um etwas Zeit
zu sparen, kiirzen wir hier einige Schritte ab, die wegen der bzgl. « bedingt unabhéngig
identischen Verteilung von (W;;(z)Z;(z;;))* und deren Produkte bzgl. j dquivalent zu
Gleichung funktionieren, mit dem einzigen Unterschied, dass die Gewichte inner-
halb der Bootstrap-Variablen betrachtet werden miissen.
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Der erste gravierende Unterschied entsteht bei der Verwendung von Proposition
anstatt Proposition [6.3] Fiir 2,2’ € [0,1] gilt also:

(Z Wiy, () Z1 (21, ) ( zp: Wij, (x Zl 331]2))*]

Jji=1 j2=1

E* [Sl*( )Sl*

[ —

@
Il
—
.
[V}
Il
—

*Z Z Wij, () Wij, (2") R(ij, , 2ijy ) + 0ps.(1)

=1 j1,j2=1

roposition [7-5] 1 -
PrerelmEE SN (R(w, o) + O(BHR)) + o (1) = Ra, @') + O(hHR) +or (1)

=1
—0 f.:).o

% R(z,2') (10.6)

(#x): Nach Proposition was nach Proposition und Proposition anwendbar ist.

Die Kennzeichnung () ist hier bewusst so gewéhlt, um einen transparenten Vergleich
zu Gleichung zu schaffen. Bedingung i) ist also f.s. erfiillt.

Uber ebenfalls nahezu identische Schritte zu Gleichung , lasst sich auch Bedingung
ii) nachweisen, nur dass hier ebenfalls die Gewichte innerhalb der Bootstrap-Variablen
betrachtet und die Propositionen fiir den Fall asynchroner Messpunkte verwendet werden

miissen.
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10.1. Trendschatzer

Bedingung iii) - v) basiert hauptséchlich auf der Umhiillenden von X ;(z). Diese ent-
spricht aber mit Gleichung (6.10]) und (6.11) tiber

*

1 |<& '
|X§z(l“)| = % ;(Wz‘j(i’f)Zi(% ij (@) Zi(w35)| < T <Z ‘Ww HZ Lig ‘)
< 7( 0)] + K;) Z Wi (x ) < (’:/V% (1Z:0)| + K;) " =: @,

gerade der Umbhiillenden aus dem Fall synchroner Messpunkte, abgesehen von den beiden
unterschiedlichen Konstanten Cyy, und Cyy,. Da in ®; = (®;, , ..., ®; ) die Messpunkte,
sowie die Gewichte keine Rolle mehr spielen, ist fiir Bedmgung iii) und iv) durch die die
unabhéngig identische Verteilung von |Z;(0)| + K;, und der daraus resultierenden unab-
héngig identischen Verteilung von @7 ; sogar Proposition aus dem Fall synchroner
Messpunkte anwendbar. Die Beweisschritte sind also in diesem Fall tatséachlich absolut
identisch. Und auch Bedingung v) gilt wegen der erneut erlaubten Umformung

p p
Z Zi(zi5))” — Z Zi(wi5))

1
\F Z Wij(2) Zi(wij) — —= > Wi

J=1

S\

Nach dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz gilt also

( Z Z Zi(ig))" — B [(Wij(2) Zi(2i5))"] )> |Y =5 Q(O, R)

=1 j=1

f.s.in (C([0,1]),]] || ), wobei R die Kovarianzfunktion der Zufallsfunktion Z darstellt.
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

S (z) = <n . x)ei;)* — B [(Wij(x)ey)"] ))

Wir kombinieren wieder f. s. die gleichmé'déige gleichgrade Stetigkeit und punktweise Kon-
vergenz in PP.

f.s. Punktweise Konvergenz in P:

Auch hier sparen wir uns etwas Arbeit, da die Schritte wegen der bedingt unabhéngig
identischen Verteilung von (W;;(z)e;;)* und deren Produkte wieder im Prinzip identisch
zu Gleichung (6.14)) sind, nur mit ebenfalls gebootstrapten Gewichten. Fiir alle z € [0, 1]
gilt:

2
E*[(5%(x))"] = K (711 > Z_: r)ei)" — B [(Wz‘j(fv)ﬁz‘j)*]))) ]

= Z (E* [(lel (x)€1j1)*(W1j2 (x)eljz)*] - E [(lel (x)glh)*] E* [(leé (x)gljz)*] )

Ji,52=1

3

=Cov* ((lel(z)éln)*7(W1j2($)61j2)*)
(10.7)

Nach Gleichung (10.4) gilt wiederum:

n
§ : Ul E':Ul 1]2 51]2 < § :W'LJI EZJI) < E :lez 61]2)

Cov™ (Whj, (x)e1z,)", (Wi, (@)e1y,)"

:\)—'

Nun brauchen wir jedoch ein anderes Vorgehen als im synchronen Fall, da dieser Aus-
druck zwar die Form einer Stichprobenkovarianz besitzt, aber dennoch nicht als solche in-
terpretiert werden kann, da hierfiir eine identische Verteilung von Wy, (x)e1j,, ..., Whj, (2)enj,
bzw. Wi, (x)e1jys .oy Whjy (¥)enj, vorlegen miisste, was aber durch die unterschiedlichen
Gewichte nicht der Fall ist.
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10.1. Trendschatzer

Nach obiger Gleichung gilt mit Gleichung ({10.7)):

[(SQ* Z Z VVUl 1]2 )(Eijlgi]é - 0j1j2) - (% i ZVV’J(Q:)&ZJ>

=1 j1,j2=1 =1 j=1

T Z Z W’JI 132 >Ujlj2 (10.8)

=1 j1,j2=1

Wir benétigen eine f.s. Konvergenz gegen 0, dafiir iberpriifen wir jeden Summanden
einzeln.

Der dritte Summand ist kein Problem, da er reellwertig ist und nach Proposition [7.6}

n

_Z Z VVUl zyz 03132 = ZWT COV éj WT< ) O (ﬁ) . %Zl

i=1 j1,j2=1 =1
1 1
= O (p—l—dlh) = OIP’ <p1_d1h)

Fir die anderen beiden Summanden konnen wir uns die Diskussion der Fehlerterme aus
der Grenzverteilung der normalen Schétzer zu Nutze machen. Diese entsprechen némli-

1 1
che gerade T - S%(z, x) aus Gleichung (4.32) und (7 . SZ(JE))Q aus Gleichung (4.13]),
n n
nur bzgl. asynchroner Messpunkte. Da wir aber mit Proposition ein Aquivalent zu
Proposition fiir die asynchronen Messpunkte haben, folgt schnell:

(g st Bl -0 ) o )
() -l -o ) 2o )

Daraus folgt nun

1
- Z Z Wig (€)W, (2) (€35,845, — Tnjn) = Op (W)
i=1 j1,j2=1 p
2
1 1 2 1 1
(5 ; ; Wij(m)gij) B (OP (pl—dlh» - ((pl‘dlh)Q) - (pl‘dlh)
also insgesamt

. N 2 1 1 1 1 1 P
E [(Si (x)) ] = Op (m)+OP <p1—d1h)+O]P <p1—d1h) = Op (p2—d2h2 + pl—d1h> — 0

Die punktweise Konvergenz in P gilt also im 2-ten Mittel und dadurch auch stochastisch
(daher die O-Notation bzgl. P).
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Damit die Konvergenz in IP auch fast sicher gilt, betrachten wir noch die beiden folgenden,
durch die Markov-Ungleichung geltenden Ungleichungen, die fiir alle n € Nund alley > 0
gelten:

=

8
N TN N TN

I
(]
~
7~ N 7 N

’ SQ(.’IL',LE) >

n

S 1

)

=> P )
n(, ) >7) SCi]ﬁ<oo

)

)

n=1

5]
©

- <= 5l

:>E|CER+:§:IP’

n=1

i
L

. Sfl(x

Sl= Sl- gl
R
OIS
V
2
VAN
1[0
Qo
N\
3
-
S
~—

:>EICER+:iIP’(

n=1

1

n=1

Diese beiden endlichen Reihen gewihrleisten nach Proposition [2.13] auch die fast si-
chere Konvergenz der ersten beiden Summanden von Gleichung ([10.8]), also gilt fiir

Gleichung ((10.7)):

1 1 5
B (52 0)") = Ora (i + oy ) 50 (10.10)

S2(x) konvergiert somit fiir alle z € [0, 1] bedingt auf Y f.s. gegen 0 in P.
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10.1. Trendschatzer

f.s. gleichmifige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19)

zu i):

Sei @*(z) = ||S2*(x)||,» = JZ ( < ZZ r)e;;)* — E* [(sz(x)gzj)*])>) :

n=1 =1 j=1

Dann gilt offensichtlich f. s. fiir allen € Nund x € [0, 1]: ‘Sfb* (z)] < *(z) & S

Mit Gleichung (10.7)), (10.8)) und (10.10|) folgt weiterhin:

< P,

E[|o"(2)") =B

|52 ()| |,.] = E* [Z( ( ZZ x)ey)" — E [(Wij(x)ffz’j)*])>> ]

n=1 i=1 j=1

= ZE* [(\/ﬁ (% : x)ei;)" — B [(Wij(ﬂf)ffij)*])>> }

1
—ZOfs < 2— d2h2 pl—dlh)

. . f.s. 1 > 1 . lfs.
=1 n=1
<00 <oo
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbénder (asynchroner Fall)

zu ii):

Wir schiitzen wieder die Uberdeckungszahl bzgl. der kanonischen Metrik ab. Auf gleicher
Argumentation fiir die bedingte Unabhéngigkeit bzgl. ¢ wie bei Gleichung ((10.7) folgt
mit Proposition [7.6| fiir alle z, 2" € [0, 1]:

dy?(x,2') = [( (;ZZ Wij(x)eij)" — E* [(Wz’j(x)ﬁz‘j)*]))
2
f(’i > (Wij(a)ey) —]E*[(Wij(x')ﬁz‘j)*]g)]
i=1j

_ [(\f (i S (Walw)ew) — (W )esy)” — B [(Wim)em*—<Wij<x')g“)*”)) ]

= Z (B [(Wy, (z)ers, )" — Wy, (@)1, ) ") (Wi, (2)er,)* — (W, (2)e1,)") ]
— B [(Why, (2)er),)" — (Wag, (2)ery, ) JE (Wi, (2)e1s,) — (Wi, (2')e15,)*])
=y (]E* (W, (@)erj) (W, (2)e1z,) "] = X [(Why, (2)e15,)" (W, (2')e15,) "]
J1,J2=1
— B [(Way, (2")erz,) (W, (2)er,) ] + B [(Way, (2)er, ) (Wi, (2)er,)"]
— B [(Why, (2)ery, ) JB* (Wi, (2)e1s,)*] + B [(Why, (2)e1z, )" B (W, (2" )e1z,) "]
+ B [(Way, (2" )ers, ) B (W, (2)e1,) "] — B [(Why, (2')eny, ) B [(lez(l“/)flh)*])
Z Cov™ (Why, (2)e15,)", (Wi, (z)erj,)" Z Cov™ (Wi, (2)e15,)", Wi, (2")er,)")
J1,j2=1 J1,J2=1
+ Z Cov™ (Wi, (2)e15,)*, (Wi, (2')ers)”) (10.11)
J1,J2=1

Nun kann jeder dieser drei Summanden nach dem gleichen Schema wie bei Gleichung
und folgende mittels Gleichung abgeschétzt werden (es spielt dabei auch keine
Rolle, dass nun im Allgemeinen verschiedene x und z’ in Cov* auftreten, da samtliche
Schritte dquivalent ausgefiihrt werden koénnen). Letztlich ergibt sich also auch wieder,
iiber die Schreibweise der O-Notation:

* 2 ]- ]_
dn (xa x/> - Of.s. (p2_d2h2 + pl_dlh)

f.s. 1 1
+ . %2 /
=3JdC eR" : d;7(x,2") < C<p2—d2h2 +p1—d1h>

—

= d (z,2') < \/6( + h) =:C,

p27d2 h2 p17d1
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10.2. Kovarianzschatzer

Die Konstante C),, hat zwar nun erneut eine andere komplexere Form, wegen C, — 0
sind jedoch ab hier alle weiteren Schritte wieder im Prinzip identisch zu denen von
Gleichung (4.14)) und folgende, also ist S**(x) bedingt auf Y f.s. gleichméRig gleichgradig
stetig in PP. O

10.2. Kovarianzschatzer

Satz 10.3.

Die in Sa,tz . angefiihrten Konfidenzbdinder BQMR(:B) behalten unter sonst gleichen
1

Bedingungen, und der zusdtzlichen Voraussetzung Z W < 00, t.s. thre Giiltigkeit,

wenn Cy g durch i, p ersetzt wird, welches nach dem glezchen Bootstrapverfahren wie aus
Satz. berechnet wird, wobei R durch R ersetzt wird.

Beweis.
Wir beweisen aus Umfangsgriinden wieder o. B. d. A. nur den Schitzer nach a)
Zunéchst wird wieder uf(x) — fi(z), fiir alle i = 1, ..., n vereinfacht.

i) — ) = (2%@%) S W) SV = 3 (Wal@)Vs)' — > Wila %z
j=1 7j=1 =1 7j=1 7=1 =1
=3 (W) (ulag) + ZiCosg) +2)) = = D0 D2 Wiy () + Zilang) + 17)
=1 =1 j=1
f-S~J p N j
2 (Z Wyt ) =503 Wynter)
j=1 =1 j=1

- = u()+ORI o)
p p 1 n p p 1 n
+Z(Wz’j(x)Zz'(fvij))* =D D W) Zi(wy) + Y (Wis(w)eiy) _ZEZWZJ el
X j=1 7=1 =1

=E* [(Wi; (2)Zi(xi7))*] =E* (Wi (2)eis)*]

—O(h+en)
Y (W) Zilwig)* = B [(Wij(2) Zilig)*]) + > (Wi (@)eig)* — B [(Wij(2)ei;)*])
Jj=1 j=1
=(WiZi)* () =(Wizs)* (2)

= (WiZi)"(z) + (Wies)"(z) + O(h'en)
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Daraus folgt fir R*:

R (s,1) = 3 (1 (s) = (o)) (1) — (1)
=1
- % D ((WiZi)* (s) + (Wier)*(s) + OB ) (WiZ)*(8) + (Wigi)"(¢) + O(h'Fon))
=1
- %Z (WiZi)* (s) (Wi Zi)* () + (WiZy)*(s) (Wiei)* (t) + (WiZ;)*(s) O (R Tow)
i=1

+ O(h1+a“)(W¢Zi)*(t) + O(h1+a“)(Wi€i)*(t) + (O(h1+au))2)

= B[R] == 3 (B [NZ) ()W) (0] + B [(Wi20)"(5)(Wiei)* (0]
=1
B [(WiZe) (6)(Wieo)" ()] + B [(Wiea) " (5) (Wiei) " (8)]) + O o))

Die Vereinfachung des bedingten Erwartungswertes folgt aus dessen Linearitit und der
Tatsache, dass E*[(W;Z,)*(-)] = E*[(W;e;)*(-)] = 0. Aufgrund der Erwartungstreue von
R*, folgt nun:

V(R (s,) — R(s, 1)) = vn(R*(s,t) — B*[R*(s,1)])

i=1
n

f.s. n
NG (i > (Wizey (s)(Wizi)' (1) — B [(Wizn*(s)(WiZz-)*(t)}))
+ /i (i > ((Wiei)"(s)(Wiei)* () — E* [(Wia»*(s)(ma)*(t)}))

i=1

= Z ((WiZi)*(S)(WiEi)*(t) —E*[(WiZ:)*(s)| E* [(Wﬁi)*(t)]))

+vn iZ(WiZi)*(5)> O(h* o) +/n (; Z(Wﬂﬁ*(t}) O(hi+on)
=1
(Wiei)*(3)> O(h'™2) +/n (i Z<Wz‘€i>*(t)) O(h!* o)
=1

+vn ( ((WiZi)*(t)(Wi&)*(S) —E*[(WiZ;)*(t)|E* [(Wm)*(s)])>
=1
(2

+ O(h20Faw)) (10.12)
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10.2. Kovarianzschatzer

Wir begriinden nun zunéchst, dass die unteren fiinf Summanden vernachléassigbar sind.
O(ht+on), wie auch O(h?(1+)) konvergieren dabei wieder unabhingig von s und ¢, ergo
gleichméfig gegen 0.

Nun gilt fiir die jeweils ersten Faktoren der Summanden:

Vn (% Z(Wizi)*(')> =Vn (% > D ((Wis()Zi(ay))" — B [(W;j(-)Zi(xij))*})>

(5 3omiere) - v (1303 om0 - ()

Das entspricht praktischerweise genau den Summanden S}*(-) und S?*(-) aus Glei-

chung (10.3), fiir welche wiederum SY*(-) | Y 3 G(0,R) und S*()) | Y = 0, jeweils
f.s.in (C([0,1]),]] - ||oc). Damit und mit Lemma gilt schlieflich f.s.:

n

1
‘ v (‘ Z<WiZz->*> O(h+en)|| Y = O(hFo). [|S¥]| | Y 20
n i1 - —_——— N——
o B116(0,R)|s

und da 0 eine Konstante ist, auch direkt f.s. die gleichméafige Konvergenz in P iiber
Proposition [2.13] sowie mit Proposition f.s.

1 n
Hﬁ (‘ Z(Wis»*) O(hF )| |Y = O(h ) [|S%]|o | Y = 0
n i1 N N——

o
Lo Lo
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Nun lésst sich, durch die exakt gleiche Vorgehensweise wie bei Gleichung (6.18)), o. B.
d. A. der erste Summand von Gleichung ((10.12)) wieder umformen zu:

. Z (W () (Wi (1) — B (W2 (s) (Wi 2oy (1)
== Z Z ( Zi(xi) ) (Win(t) Zi(za))* — E? [(Wij(s)zmj))*(Wi,ﬁ@)zim,ﬁ))*})

wodurch sich der empirische Prozess wie folgt vereinfacht:

(i Z Z ( Zi(xi5)) (Wir(t) Zi(xi))" — E [(Wij(s)Zi(a:ij))*(Wik(t)Zi(mk))*])) } =: S (s,1)
( (8)eij)" (Wi (t)ea)” — E* [(Wij(5)51‘]‘)*(Wik(t)5ik)*])) } =: 57 (s, 1)

( 8)Zi(x4i5))" (Wik(t)eir)" — E [(Wij(S)Zi(xij))*(Wik(t)€ik)*])) } =: 52%(s,1)

+vn

+ op(1) (10.13)

op(1) ibernimmt dabei die Rolle der fiinf restlichen, asymptotisch verschwindenden Sum-
manden, wie eingangs erklart. Ein detaillierterer Restterm ist nicht notwendig, da wir uns
nur fiir die funktionierende Prozesskonvergenz, nicht aber fiir deren Rate interessieren.
Es erfolgt nun wieder eine Diskussion der einzelnen Summanden, die jeweils relevanten
Verteilungen kénnen aus Gleichung und Proposition erschlossen werden.
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10.2. Kovarianzschatzer

p

Sy (s, 1) <i > ( Zi(wi;))" (Wik(t) Zi(zir))" — E* [(Wz‘j(S)Zz‘(fij))*(mk(t)zz‘(m))*}))

i=1 j k=1

Dieser Term wird wieder mit dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz aus Abschnitt[2.3.2]
bearbeitet. Fiir n € N;i =1,....n und T = [0, 1]? sei:

Xalot) = <= D0 Wy(s)Zula) (W)’ (10.14)
Sy (i) = D0 (XKoo ) — B [X;(s.1)])

Die Voraussetzungen sind nun wie bei Gleichung (6.19)) und (6.20) gegeben. Wir kiirzen
hier wieder die, zu Gleichung ([6.21)) dquivalenten Schritte ab. Fiir (s,t), (s',t') € [0, 1)?
gilt:

E*[S2* (s, £) 52 (s, )]

2 LS5 W) (32 Won 07 w><;wm ) (32 WiV 0 )
(;gE[(;mﬁ(s xm)(Zm ein))] + o 1)

(1ZE[(ZW %)(k;m Ziza))] +ora ()
= % :1 | %p: Wij, () Wik, () Wij (8 Y Wiy @ VE[Zi(4,) Zi(win, ) Zi(45) Zi(wik, )| + 0p.5.(1)

Taks =1

1=1 jo,ko=1

i=1 j1,k1_
;2 kot
1
( Z Z Wzm zk1 (xiju-rikl)) <TL Z Z th zkz )R(mijz"rikz)) + Of,s'(l)
i=1 j1,k1=1 =1 ja,k2=1
Proposgionlzn: (M(S L t/) +O(hl+a) _ l n 5 t +O(h1+a lzn: (R(S/ t/) +O(h1+a)) + 056 (1)
n i=1 Y n 1:1 n =1 ’ -
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

= M(s,t,s' t') + O(R'T*) —(R(s,t) + O(h'*) ) (R(s', ') + O(h'"*) ) + 01.5.(1)
N——

N—— N—— N——
— 0 — 0 — 0 £5
Y M(s,t,8',t') — R(s, ) R(s',¢') (10.15)

(#x): Nach Proposition was nach Proposition und Proposition anwendbar ist.

Die Kennzeichnung () ist hier wieder fiir den Vergleich zu Gleichung (/6.21]). Bedingung
i) ist also f.s. erfiillt.

Uber ebenfalls nahezu identische Schritte zu Gleichung , lasst sich auch Bedingung
ii) nachweisen, nur dass hier ebenfalls die Gewichte innerhalb der Bootstrap-Variablen
betrachtet und die Propositionen fiir den Fall asynchroner Messpunkte verwendet wer-
den miissen.

Bedingung iii) - v) basiert wieder auf der Umbhiillenden von X ;(s,t). Diese entspricht
aber mit Gleichung (6.10)) und (6.11) und Proposition iber

*

X2 4(5,1)] = % Z<Wz-j<s>zi<xij>>*<Wz-k<t>zi<xik>>* - % 3 Wi 3) Zulai) W0 Zit )
<L (Z ol ol |
j,k=1

}((lz )|+ K) Z!% )W) |) S%(('Z*O)'*KO*)Z:%

wieder genau der Umbhiillenden aus dem Fall synchroner Messpunkte mit der geringfiigig
anderen Konstanten Cfy, statt Cy,, wodurch der Beweis wieder identisch zu diesem
Fall wird. Und auch Bedingung v) gilt wegen der durch Proposition legitimierten
Umformung;:

% Z (Wij(s)Zi(wi;))" (Wi () Zi(ig))" — —= D (Wis(s') Zi(wig)) (Wi () Zi(wi5))*

= T Z )Zi(wi5) Zi(wi5) — Ln > Wii( YWy (t) Zi(i7) Ziiy)
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10.2. Kovarianzschatzer

Nach dem funktionalen zentralen Grenzwertsatz gilt also

(Tll Y ((Wii(9)Zilwiy)) Wik (D) Zilzae))* = B* [(Wis(5) Zi(iz))" (Wit Ziin))"] )) [V = G(0,R)

i=1 j,k=1

f.s.in (C([0,1]),]] - ||), wobei R durch Satz 4.5 gegeben ist.

Sy (s,1) = ( Z Z ( s)€ij)" (Wi (t)ew)" — E* [(Wz‘j(5)5z‘j)*(Wz‘k(t)€ik)*]))

Wir kombinieren wieder f. s. die gleichméafige gleichgrade Stetigkeit und punktweise Kon-
vergenz in PP.

f.s. Punktweise Konvergenz in IP:

Uber Proposition kénnen die Rechenschritte wieder aus Gleichung (4.32) entnom-
men werden, was in Gleichung (6.26)) resultiert, nur eben zusatzlich mit gebootstrapten
Gewichten. Fiir alle (s,t) € [0,1]? gilt also:

E*[(Sﬁ*(s,t))Q] = |:( (; Z ( s)eij) (Wi(t)ew)™ — E* [(W (s)eij)” (Wzk(t)fzk)*}))) ]

i=1 j,k=1
p
= > (B (Wi, (s)ery) " Wik, ()e15,) " (Wrs (8)€155)* (Wi, (H)e1£,)"]
Juki_q
J2,k2

— B (Wi, ()e1j) (Wi, (B)e1n,) JES (Wi, (s)er,) (Wi, (He1r,)])

Z Cov™ Wl]l )51]'1)*(W1k1(t)51k1)*7(lez(5)51j2)*(W1k2(t)51k2)*)

Jik1_q
J2,k2 ™

(10.16)

und nach Gleichung (10.4) und Proposition [10.2}
Cov™ (W1j, (s)e1jy)" (Wik, (err,)"s (Wi, (s)e1,)" (Wi, (¢ )51k2)*)

1
- Z lel 81]1 ik ( )81k1 Wijz (S)Sijz Wle 81k2 ( Z Wl]l 61]1 ik ( ) ikl) (TL Z Wij’z (3)€ij2 Wikz (t)sik’z)

i=1

193



10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Wir bemiihen nun das gleiche Vorgehen wie bei Gleichung ((10.7)), da

lel (8)81]’1 W1k1 (t)e’flkl, vy anl (S)Enjl Wnk1 (t>8nk1 bzw.

Wij, (8)e1js Wk (£)€1ky s -+ Wy (8)€ngo Wik, (£)€nk, durch die verschiedenen Gewichte wie-
der nicht mehr identisch verteilt sind. Uber obige Gleichung folgt fiir Gleichung ({10.16)):

1 p
E*[(5%(s,1))"] = - ST Wiia () Wik, (O Wij, () Wik, (8) (€1, Sk Eijoiks — B[€iji i CijoEits])

i=1 jl,klzl
J2.k2
2
1= & e &
nZ > Wisls J(eijeir — ojr) + gz > Wis(s)Wa()aj
i=1 j,k=1 i=1 j,k=1
1 n D
+o D> Wi ()W, () Wiy () Wik, () (E[ei, €iks €65k ] — 0k ks )
i=1j1,k1_q —
j2,k2 ”:COV(&ljlslkl, 51_j251k2)
2
e | &
+ 2| 2 W)Wt
i=1 \j,k=1

z=1j1,k1_1
J2,k2™
n 2
- (\/15 - Sa(s,t) + % 2 Wi(s)" - Cov(&) - Wz(t)>
+% (Wi(s) @ Wi(t))" - Cov(e® &) - (Wi(s) ® Wi(t))
I, o > \2
3 (W)™ - Cov(e) - Wih) (10.17)

S2(s,t) entspricht wieder dem aus Gleichung (4.32)). Die drei hinteren Summanden sind
schnell erklart. Mit , Proposition [7.6{und der gleichen Argumentation wie bei Glei-

chung ((10.8) und folgende gilt:

2 2
1, 1 1 1
<\/ﬁ S:(s,t) EZ - Cov(e) - W( )) = (Of.s <p2—d2h2> +0 (pl_dlh)>
Gleichun, -4.29
o (s )+ 0 (s
(p27d2 h2)2 (plfdl h)2

;Z(Wi(s)@@fv()) Cov(E® ) - (W, ()®Wi(t)):(’)<p2_22h2>.221:0<m>

=1

n n 2
:LZ (Wi(s)T - Cov(&) - vf/i(t))z = (o (plldlh> : %Z 1) =0 (M)

=1
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10.2. Kovarianzschatzer

= E*[(57(s,1)) E E Wiy (8) Wik, (8) Wiy (8) Wik, (8) (€1, i Eig ke — B [E1j1 € EignCins ] )
=1 j1,k1_ 1
Jo,ka™

1 1 1
Ot (<p2—d2h2>2) o (ph> O (@Hﬁh)?)

Der erste Summand wird nun wieder {iber die Konvergenz im 2-ten Mittel iberpriift. Wir
sparen uns auch hier wieder einiges an Schreibarbeit und verweisen auf Gleichung (4.32)),
da die Schritte hier im Prinzip wieder identisch sind, abgesehen von der hoheren Dimen-

N

1
sion und dem Vorfaktor — statt —.
n n

2
[( Z Z Wijy (8)Wik, )Wij2(3)Wik2(t)(eijlfihgijzgib_E[eiﬁgiklgihgikz}))}

=1 j1,k1_ 1
j2,k2

1 n
=32 S W () Wity (Wi 6 Wi ()15, () Wity (Wi (6) Wi 1)
i=1 j1,k1,52,k2_
Ja,k3,4,ka

’ ( E [Eijl €ik1 €ijaCika i 6ik3€ij45ik4] —-E [Eijl €4k Eijay 5ik2] E [Eijs Eiks 61'3'451'164] )

iid
=Cov (€1 €1k, €159 E1kys E153E1k3E17,4E1ky)

== Z Y@ W(s)@W(t) -Cov(Ewenens)- (W(s) o W(t) o W(s) @ W(t))
1 1 - 1 neN 1
- <p4—d4h4> | né}l =0 () ' (i) ¢
=1
Das impliziert die stochastische Konvergenz. Durch die Voraussetzung Z i < ©
n=1 p 4h4

kann aber wieder, dquivalent zu Gleichung (10.9)), die f.s. Konvergenz gefolgert werden.
Es folgt damit insgesamt fiir Gleichung ((10.18)):

* * 2 1 1 —1 —1
E [(Si (8,t>) } = OfAS. <]94T4h4) + Of.s. (m) +O <p2_d2h2) + @) ((pl_dlh)2>

2—d —00 N M 1-d —00 N
ven £ ( 2 d2h2) Of&(m) = f.s (plfldlh)
1 1 1 f.s.
— O, <p4d4 it ma o h) 0 (10.18)

S2*(s,t) konvergiert somit fiir alle (s,t) € [0,1]* bedingt auf Y f.s. gegen 0 in P.
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

f.s. gleichméfige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19))

zu i):

Sei

‘I)*(S,t) = ||STQL*(Sﬂt)|

2

|

o0

>

n=1

[+(:

3

=1y,

1

( s)eij)*(Wik(t)eir)* — E* [(Wij(S)Eij)*(Wz‘k(t)Eik)*])) )

Dann gilt offensichtlich f.s. fiir alle n € N und (s,¢) € [0,1]%: |S¥(s,t)| < ®*(s,t) &

|S%

E*[|@" (2)|"] =

HMS HMS

E*

i

n=1

e

S (@)

SRS

SRS

/N

~.
3

TTM“

<

=1

1

< ®@*. Mit Gleichung (|10.16]) 1) und m folgt welterhm

o S
Il
/_\

[

(8)eiz)* (Wir(t)ear)™ — E [(Wz‘j(3)€ij)*(Wik(t)5z‘k)*])

( (8)eij)* (Wi (t)eix)” — E* [(Wij(S)Eij)*(Wik(t)Eik)*])

7, 1

1
(p4 d4h4 p2— d2h2 + pi= dlh)

1 f

= 3C € RY : E*[|®*|? <cz 4dh4+ Z i +C Z 1dh<oo:>(IE[|<I>|]) o0

n= 1

nl

<oo

<oo <oo
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10.2. Kovarianzschatzer

zu ii):

Wir schétzen wieder die Uberdeckungszahl bzgl. der kanonischen Metrik ab. Auch hier
sparen wir uns Schreibarbeit, denn wegen der bedingte Unabhéngigkeit bzgl. ¢ wie bei

Gleichung (10.16)) folgt mit Proposition iiber die gleiche Vorgehensweise wie bei
Gleichung (10.11) fiir alle (s, t), (s, ¢) € [0, 1]*:

4;2((s,1),(s',)) =B K\/ﬁ (Tll Z > ((Wij(S)Eij)*(Wik(t)&k)* —E* [(Wz‘j(8)€ij)*(Wik(t)€ik)*}))
n p 2
(; > 2 (W) Waateiw)” E*[<Wij<s’>eij>*<Wik<t’>eik>*])) ) ]

Z Cov* (Wi, (8)e1sy)* (Wi, (B)ery )*s Wy (s)e1sn) (Wik, (E)e1ry)¥)

Jiski_q
J2.k2

-2 Z Cov* (Wi (s)e1jy)* Wik, (H)ery)*s Wiy (s")ersy) (Wiky (t)e1r,)*)

Juk1_q
J2,k2

+ Z Cov™ (W), (8)e10)" (Wi, (t)e1r)™s Wiz (sN)e1z) " (Wik, (H)e1x,)")

Juk_y
J2 k2

Die Abschitzung erfolgt nun wieder iiber Gleichung (10.17) und resultiert in Glei-
chung ((10.18)):

* 2 !l 1 1 1
dn ((Sa t)) (S 7t)) = Of.s. (p4_d4h4 + p2_d2h2 + pl_dlh)

2 fs. 1 1 1
= 30 e R d%((s,1), (s, 1)) < C (p4d4h4 T ey

f.s. 1 1 1 %
;sd;«s,t),(s/,y))gm(p . N h) .

4—dy h4 p2—d2 h2 pl—d1

Wegen C,, — 0 sind wieder alle weiteren Schritte im Grunde identisch zu denen von Glei-
chung (4.34)) und folgende, also ist S?*(s,t) bedingt auf Y f.s. gleichmiRig gleichgradig
stetig in PP.
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbander (asynchroner Fall)

Sy (s, t) ( ( Zi(xiz))" (Wi (t)ew)" — E* [(Wij(S)Zz‘(%‘j))*(Wz‘k(t)&k)*}))

k=1

Wir kombinieren wieder f. s. die gleichméfige gleichgrade Stetigkeit und punktweise Kon-
vergenz in P.

f.s. Punktweise Konvergenz in P:

Mit Proposition landen wir wieder iiber die gleichen Rechenschritte bei Gleichung (/6.28)),
nur mit gebootstrapten Gewichten. Fiir alle (s,t) € [0, 1]? gilt:

E*[(S3(s,1)* [( Z Wik, (t €1k1> ( Xp: Wlkz(t)glk'z)*] Cov® (( Xp: Wij, (s)Z1(21jy) ) ( Z Wij, (s Zl(xljz))*)

k=1 ko=1 J1=1 J2=1
+E*[( XP: lel(S)Zl(wljl)Y]E*[( Xp: Wij, (s)Z1(215,) ) ]COV (( Z Wik, (¢ auﬂ)*,( Xp: Wle(t)Elkg)*>
ji=1 j2=1 k2=1

(10.19)

Wir betrachten wieder jeden Faktor einzeln, angefangen beim Letzten.

Nach den Argumentationen bei Gleichung ([{10.7]), resultierend in Gleichung ({10.10]) gilt:

p % p * 1 1
Cov* ((I;Wlkl (t)€1k1> ; (I;ng (t)€1k2> ) = O, (p2d2h2 * pldlh)

Nach Proposition gilt:

E*[(Z:vvljl(s)zl 1)) |E [(leln %)) |
— (%iE[(iWw(S)Z(xm)ﬂ + 055 (1 ) ( ZEKZ_ 2 )Zl(xm)ﬂ +0f,s.(1)>
- <% iﬂi Wiy () E[Zi(wi,)] +ors. (1 ) ( 221]221 Wi (5) B[ Zi(w5,)] +0f.5.(1)) = oro (1)

Der zweite Faktor ist nach dem Verschiebungssatz:

Cov* (( Z Whj, (8)Z1 (14, ) < z Wiy (8)Z1( 11]2)> )

Jji=1 j2=1

B[ Wi @2) (X Wi Zien) ]~ 5 [(30 Wi 02160) T [( 3 Win 0 a(e) ]

Jji=1 j2=1 Jji=1 j2=1
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10.2. Kovarianzschatzer

Das ist wiederum das Aquivalent zu Gleichung 1) nur ausgewertet an den Stellen s
und s, statt x und z’. Daher folgt:

cov (( > Wi (s)Zi (1) >*’ (i lez(S)Zl(flflp))*) = R(s,8) + O(h*%) + 0. (1)

Jji=1 Jj2=1

Fiir den letzten Faktor gilt:

E* [( Xp: Wik, (t)&?ml)*( ZP: Wik, (t)81k2>*] _ % Zn: ( Zp: Wik, (t)&kl) < Zp: Wik, (t)eik2>

ki=1 ka=1 i=1 k1 1 ka=1
= — g E Wity () Wiy () (i1 Eiks — Thiis)
1=1 kq,ka=1
+ = E E Wity () Wik, (£) Oy e
=1 kq,ko=1

2
Das entspricht genau Gleichung ((10.8]), nur ohne den Summanden ( Z Z Wij(x z—:”> ,

i=1 j=1

wir konnen also wieder iiber Gleichung ((10.10]) auf

E* [( klzpé Wik, (t)51k1> * ( ; Wik, (t>€1k2) *} = O, (pQ—; 2 T p1_1d1 h)

schliefsen. Insgesamt folgt fiir Gleichung (10.19)):

E* [(S;?’L*(s, t))z} = O, (pQ_}bhz + p1—1d1h> . (R(s, s) + O(h'Tor) 4 Of‘s.(l))

1 1 1+ Ahlter 14 plrory o
+ Of_s.(l) . Of_S. (p2_d2h2 + pl_d1h> = Of_S. ( pz_thQ + pl_dlh -0

(10.20)

S3*(s,t) konvergiert somit fiir alle (s, ) € [0,1]* bedingt auf Y f.s. gegen 0 in P.
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10. Bootstrap-Methode der Konfidenzbénder (asynchroner Fall)

f.s. gleichméfige gleichgradige Stetigkeit in P (iiber Lemma [2.19))

zu i):

Sei

(I>*(S7t) - ||S?l*(sﬁt)||é2

= ( (iz 3 (W) (w) (Wnlew)* ~ B [(Wij<s>zi<xij>>*<Wik<t>sik>ﬂ)))

n=1 i=1 j,k=1

Dann gilt offensichtlich f.s. fiir alle n € N und (s,¢) € [0,1]%: |S3*(s,t)| < ®*(s,t) <

|S§L* < ®@*. Mit Gleichung ((10.19)) und (|10.20]) folgt weiterhin:

E (8" (2)[?] = E [||S3" (@)]| 2]

oo 1 P
=E |13 | ve (- X
n=1 i=1j,k=

P

k

3

2
((Wzg 8)Z;i(x45))* (Wik(t)es)™ — E [(Wij(S)Zi(mij))*(Wik(t)eik)*]))) :|

1

2

=> E* [(\/ﬁ (i > ((Wij(S)Zi(mij))*(Wik(t)Eik)* —E* [(Wij(S)Zi(mij))*(Wik(t)eik)*]))) ]
1=1j,k=1

S 1 hltar 1 pltar
:zof.s.( - L1 )

— p2—d2 h2 pl—dip
1+ hlter 1+ hlter < > 1 =1
+ o
= 3C eRT:E*[|®"|?] <CZ —ra CZ A < czlmmczlm<oo
n= n=
<oo < oo

= (Ee*)? 2 o
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10.2. Kovarianzschatzer

zu ii):

Wir schitzen wieder die Uberdeckungszahl bzgl. der kanonischen Metrik ab. Mit Pro-

position und Gleichung ((10.19)) folgt iiber die gleiche Vorgehensweise wie bei Glei-
chung (10.11) fiir alle (s, t), (s',¢') € [0,1]*:

((Wij(S)Zi($ij))*(wik(t)5ik)* —E* [(Wz’j(S)Zi(wz‘j))*(Wik(t)Eik)*]))
1 n P 2
-vn ;Z > ((Wij(S')Zi(wij))*(Wik(t')az’k)* - E* [(Wij(Sl)Zi(l’ij))*(Wik(t/)aik)*]) > }

= E*K i Wi, (t) Elkl) ( Z Wik, (1) 51k2> ] Cov* (( zp: lel(S)Zl(Iljl)Y, ( Ep: W1j2(S)Zl(fr1j2)>*)

k1=1 ka=1 ji=1 jo=1

FE (3 Wi ()2 6e05) ] Z Wisa(5)21(0112)) ] Cov' (( Z Wity 0162) "+ (30 Waks 01z )
Jji=1 ko=1

— 2E* [( i W1k1 (t 51k:1> ( Z W1k2 t )81k2> ] Cov*™ (( Z lel Zl xlgl ) ,( i WUQ(S,)Z1(IU2))*)
ki=1 ko=1 Ji1=1 J2=1

— 2E* [( zp: Wi, (s )Z1(x1j1))*] [( Z Wi, (s') 21 xln)) ] Cov* (( Xp: Wlkl(t)51k1> ( Z Wi, (t 511@2)*)
ji=1 k1=1 ka=1

B (3 Wi e ) (30 Waka@)ey) ] Cov® (( 3 Wi () 2a(e150) s (30 Wigas V1))
k1=1 ko=1 J1=1 J2=1

‘HE*[( ; Wi, (s’ )Zl(l‘ln))*}E* [( zp: W1j2(5,)Z1($1j2)>*} Cov* (( zp: Wik, (t')51k1> ( Z Wik, (t €1k2)*)
Jji=1 Jj2=1 ki1=1 ko=1

Die Abschétzung erfolgt wieder wie bei Gleichung ((10.19)) und resultiert in Gleichung ((10.20)):

* 2 !yl o 1 + h1+aR 1 + h1+aR
dn ((87 t)’ (S 7t )) o Of's' ( p2_d2h2 T pl_dlh

14 hltar 1 4 pltor
p2 do h? + pl—dl h )
1+ h1+aR 1+ h1+ocR % _.c
pQ*dg h2 plfdlh Tn

= 3C e R : &;*((s, 1), (s, 1)) gs C (

= d:((s,1), (s, 1)) EQVe: (

Wegen (), — 0 sind wieder alle weiteren Schritte im Grunde identisch zu denen von Glei-
chung (4.34)) und folgende, also ist S3*(s,t) bedingt auf Y f.s. gleichmiRig gleichgradig
stetig in PP.

Sy (5,1) <n > ( Zi(wi5))" (Win(s)ew)” — E* (Wi (8) Zi(i5))" (Win(s)eie) D)
i=1 j,k=1
Dieser Summand lisst sich vollkommen analog zu S3*(s,t) diskutieren. ]
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11. Simulationen

Wir werden nun die Giiltigkeit der Konfidenzbéander fiir R nach Satz [5.7] und [6.5] an-
hand mehrerer Datensettings iiberpriifen. Eine Simulationsstudie zu den Béandern fiir
p wurde bereits in [Degll] durchgefiihrt. Der Fall der asynchronen Messpunkte wird
hier nicht betrachtet. Nichtsdestotrotz suggerieren weitere, etwas weniger umfangreiche
Simulationen (fiir i), dass auch hier die Konfidenzbénder korrekt sind, wenn auch mit
einer leicht geringeren Uberdeckungswahrscheinlichkeit. Darauf werden wird etwas wei-
ter unten noch einmal kurz eingehen. Als konkreter Schétzer fiir ji wird der lokal lineare
Schétzer aus Abschnitt [3.4.2] verwendet.

11.1. Settings und Aufbau der Simulationen

Wir betrachten insgesamt vier verschiedene Datensétze, welche sich wie folgt zusammen-
setzen:

(Yij = p(z;) + Zi(z;), i=1,...,n, j=1,...p
(S.1) ¢ p(z) = 62" — 152* + 1023
| Z ~ G(0,R), R(s,t) =(0.25)? - exp {2010g(0.9)(s — t)?}
( (.’L‘]) + ZZ(I']) +€ij7 7 = 1, ., n, j = 1, P
( ) = sin(8mz) exp{—3x}
(82> V2 . 2 2
Z(x) =5 (m — 1) sin(rz) + 5(n2 — 1)(z — 0.5), m ~ x7, n2 ~ Exp(1)
11d . .
[ €ij ~ N(0,0.01), i=1,....,n, j=1,..,p
(Yij = /L(l’]) + ZZ(.Z'J) +€ij7 1= 1, -, N, ] = ]_, .
5.3) p(x) = sin(8rx) exp{—3z}
’ Z(x) = ﬁ(m — 1) sin(107x) + %(772 —1)(z —1), m ~x3, no ~ Exp(1)
iid .
\ Nz/{ [-0.1,0.1]5 ? _17"'7naj:17"'ap
Yj = /JJ( i)+ Zi(xj)+eiy, i=1,..,n, j=1,..,p
(5.4) + p(z) = 62° — 152% + 1023
' 7 ~ ( ,R), R(s,t) = (0.25)? - exp {2010g(0.9)(s — t)?}
5’ wEn ,SN( 0,Cov(€1)), Cov(él) = (0jk)jk=1,. p Mit 0}, = pfl‘g;kl
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11.1. Settings und Aufbau der Simulationen

(S.1)| ist ein sehr angenehmes Setting, da u ein Polynom ist, Z einem Gaufs-Prozess
mit sehr flacher Kovarianzstruktur folgt und das Modell génzlich ohne Fehlerterm e
auskommt. |(S.2)[ und |(S.3)| sind deutlich komplexere Settings, denn p ist kein Polynom
und Z ist durch eine spezifische Funktion iiber zwei weitere Zufallsvariablen definiert.
Explizit berechnet, gilt fiir die Kovarianzfunktion R in diesen beiden Féllen:

[(S2)]: R(s,t) = %Sin(ws) sin(wt) + g(s —0.5)(t —0.5)
: R(s,t) = ésin(lOﬁs) sin(107t) 4+ g(s —1)(t—1)

entspricht im Prinzip genau nur dass hier zusétzlich ein Fehlerterm existiert.
Dieser folgt einer zentrierten Normalverteilung, also eigentlich relativ unproblematisch.
Dennoch werden wir sehen, dass mit diesem Fehler eine prazise Bestimmung der Kon-
fidenzbander nicht mdoglich ist, da eine Abhéngigkeitsstruktur bzgl. der Beobachtungs-
punkte vorliegt, welche nicht erfiillt, sieche Anhang . Abbildung |11.1| zeigt die
Graphen der Kovarianzfunktionen, wobei deutlich erkennbar ist, dass der Verlauf der
Funktionen von Setting zu Setting vertrackter wird.

Abbildung 11.1.: Plot der Kovarianzfunktionen R aus den Settings , und

53]

Die Konfidenzbdnder wurden insgesamt iiber sechs verschiedene Verfahren berechnet:
Mit dem nicht standardisierten empirischen Prozess nach Satz 5.7/ und den beiden Boot-
strapversionen nach Satz und dann noch einmal mit einem komplett standardisier-
ten empirischen Prozess nach Bemerkung 5.8 und Dabei wurden jeweils verschiedene
Kombinationen der Stichprobengrofe n, der Anzahl der Beobachtungspunkte p und der
Bandbreite i betrachtet, wobei die Beobachtungspunkte z;, j = 1,...,p durch die Vor-

—0.5
schrift z; = 2 erzeugt wurden, welche |(A.5)| per Definition erfiillen.
p
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11. Simulationen

Bemerkung 11.1.
Eine Mdglichkeit asynchrone Messpunkte zu erzeugen, ware z. B.:

—(1— =L (1 i
Tij = M’ i = 1’.“727 Tij = M’ — E‘i‘ 1"“’77/
D 2 P 2
falls n gerade und
Tij = M, 7 = 17...,n+ , Ty = J ( n71>, 7 = n+ +1,...,TL
J% 2 D 2

falls n ungerade. Das sind vm Prinzip die obigen Messpunkte, nur in jeder Stichproben-
einheit um einen gewissen Betrag, abhdingig von n, nach rechts bzw. links verschoben,

wodurch wieder per Definition erfullt ist.

Die Schranke ¢, p wurde mittels einer Monte Carlo Stmulation ermittelt. Dafiir wurde R
an insgesamt 10000 Stellen berechnet und in einer Matrix & € R100%100 ghgespeichert.
SchlieRlich wurde 500 mal ein Zufallsvektor X, ~ Nigo(0,%) | Y erzeugt, der jeweils
betragsméfig maximale Wert abgespeichert und aus diesen 500 Werten das empirische
95%-Quantil ermittelt. Das Berechnungsschema von S und X, entspricht dem von Glei-

-1 kE—1
chung || und folgende, wobei s; = ]T bzw. t, = 9 mit j,k =1,..,10. ¢}

wurde bzgl. 100 Stellen (s;,tx) € [0,1]2, j,k = 1,..., 10 jeweils mit N = 5000 Bootstrap-
Wiederholungen berechnet, s; und ¢, definiert wie oben.

Die Bénder wurden jeweils insgesamt 1000 mal ermittelt und an 2500 Stellen (s;,t;) €

—1 k—1
[0, 1]* ausgewertet, wobei s; = ]4—9 bzw. t, = 19 mit 7,k =1,...,50.

Wir werden nun die beiden Félle einer grofen und kleinen Stichprobe separat diskutie-
ren, da genau genommen nur bei letzterem die Bander nach dem Bootstrapverfahren
wirklich relevant sind. Um die Ergebnisse besser interpretieren zu kénnen, betrachten
wir zundchst immer einige Plots der wahren Kovarianzfunktion und der Bénder, und
gehen danach erst auf die jeweiligen Uberdeckungen ein. Da man in einem 3D-Plot mit
insgesamt drei verschiedenen Bandern so gut wie nichts mehr erkennen kann, betrachten
wir ¢-Schnitte an verschiedenen Stellen.

11.2. Fall (hinreichend) groBe Stichprobe

Wir legen eine Stichprobe ab der Grofe n = 50 als ,hinreichend gut” fest, da sich ab
hier auch fiir die komplexeren Settings relativ passable Ergebnisse abzeichnen. Abbil-
dung [11.2} [11.3} [11.4] und [11.5] zeigen jeweils fiir n = p = 100 und h = 0.05 die Verlaufe
fiir die verschiedenen Settings, sowohl berechnet nach dem nicht standardisierten, als
auch nach dem standardisierten empirischen Prozess.
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11.2. Fall (hinreichend) groBe Stichprobe

Abbildung 11.2.: R, R und die Konfidenzbiinder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting |(S.1)}

Schnitt fur t= 0.24 Schnitt fur t= 0.5 Schnitt fur t= 0.76
- | - | - |
= = =
o o o
= = =
- | o | P, T o
= = =
o o o
g i S
R =R =R
Rdach Rdach Rdach
2| t== noma %l (== noma % == bormat
3 — = bootstrap a) J (— = bootstrap a) & (— = bootstrap a)
bootstrap b) " bootstrap b) = = bootstrap b)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
- | s = | = |
= i e = = e me S E s R T ° ] e zmm=m=T==E=TT T === T2z
o ! o
= = =
P —————
- —_— | | _—e
= =i =
ow | SRS R e o | dwnimimn S SIS SR g G | a e e e S o
= SAE . TT o | P SpESSESESSSSSES s s o I e o S o T T S S S S
—r —R B
Rdach Rdach Rdach
Z o |~ = nomal Z: 7= nomal Z 1 |7= nomal
J — = bootstrap a) ¥ — = bootstrap a) J = = bootstrap a)
= bootstrap b) bootstrap b) bootstrap b)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 02 0.4 08 08 1.0 0.0 02 04 0.6 08 10 00 02 04 0.6 08 10

Abbildung 11.3.: R, R und die Konfidenzbénder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting [(S.2)]

Schnitt fir t= 0.24 Schnitt fiir t= 0.5 Schnitt fir t= 0.76

o
e
R, —R [
Rdach Rdach Rdach
Z - |~ = normal Z - |~ = nomal Z - |~ ~ nomal
J — = bootstrap a) ¥ — = bootstrap a) ¥ = = bootstrap a)
bootstrap b) - bootstrap b) bootstrap b)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10
-
i

o
S
Rdach Rdach Rdach
Z - |~ — normal Z o |~ = nomal Z 4 |~ = nomal
J — = bootstrap a) 2 — — boolstrap a) 3 — — bootstrap a)
bootstrap b) = bootstrap b) = bootstrap b)
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 02 04 0.6 08 10 0.0 0.2 04 08 08 1.0 (R 02 0.4 08 08 10
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11. Simulationen

Abbildung 11.4.: R, R und die Konfidenzbiinder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting [(S.3)]

Schnitt fiir t= 0.24 Schnitt fiir t= 0.5 Schnitt fiir t=0.76
-+ | el
= =
o e T o
= =
=l (O — | 2|
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Abbildung 11.5.: R, R und die Konfidenzbénder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting .
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11.2. Fall (hinreichend) groBe Stichprobe

Eines ist in allen Grafiken sofort ersichtlich: Berechnet man die Bénder nicht standardi-
siert, so spielt es keine Rolle, ob man die Bénder normal oder gebootstrapt bildet, da sie
nahezu iibereinstimmen. Erst nach der Standardisierung sieht man in den Béandern mar-
kante Unterschiede. Um diesen Unterschied zu erklaren, werfen wir noch einmal einen
Blick auf die Berechnungsweise der Schranken ¢, g und ¢ p. Die Schranken sind die

empirischen 95%-Quantile von ||G(0, R)||s und v/n||R* — R||o bzw. ||G(0, p22)||s und
R* —
V|

O R+
von 500 erzeugten Zufallsvariablen, welche den Suprema der Gauf-Felder folgen, und die

Mittelwerte der Bootstrap Suprema fiir 5000 Wiederholungen, Supremum wieder jeweils

gebildet tiber 100 Stellen und Schétzer berechnet mit p = 100 und h = 0.05. Wie man

sieht, sind die Mittelwerte fiir ||G(0, R)|| und v/n||R* — R||s durchweg nahezu iden-
R*—R

R
||oo- Tabelle [11.1] zeigt fiir Setting |(S.1)[und verschiedene n die Mittelwerte

tisch, wohingegen die fiir v/n| || bei kleinem n grofer als die fiir ||G(0, pz2)||o

O Rp*
sind. Das liegt schlichtweg daran, dass og- in der Regel deutlich unterschéatzt und da-

durch der Bruch vergréfert wird. Damit gilt natiirlich in aller Regel auch ¢, r & ¢} 5 im
nicht standardisierten Fall und ¢, p < ¢ p im standardisierten Fall, was zur Folge hat,
dass die Spannweite der standardisiert gebootstrapten Bénder viel grofer ist.

Tabelle 11.1.: Mittelwerte 500 Monte Carlo simulierter Zufallsvariablen (Spalte 1 und
4) und Bootstrap simulierter Zufallsvariablen mit 5000 Wiederholungen (Spalte 2, 3, 5
und 6) bei ein und derselben Stichprobe Y| erzeugt nach

1G(0, R)lloo | Y VAlIR* = Blloc | Y 11G(0, pz2)lloc | Y Vil oo | Y
n a) b) a) b)
10 0.0969 0.1012  0.1063 1.4543 6.5253  7.1453
20 0.1112 0.1154  0.1140 1.5811 2.2564  2.7877
50 0.1062 0.1093  0.1093 1.5848 1.8471  1.9481
100 0.1297 0.1281  0.1298 1.4895 1.6664  1.6986

Dieser Umstand bietet allerdings nicht nur Vorteile. Wahrend in Abbildung die
Uberdeckung nahezu perfekt ist, sieht man bereits in Abbildung eine deutlich stér-
kere Schwankung im Verlauf. In Abbildung sind die standardisierten Bander nicht
mehr unbedingt prézise und iiberdecken die wahre Kovarianz immer seltener - vor allem
bei den normal berechneten. Je komplexer die wahre Kovarianz wird, desto fehleranfal-
liger werden die standardisiert berechneten Bander. Hat man also eine verhaltnisméafig
grofe Stichprobe, so sind auf jeden Fall die nicht standardisierten Bander vorzuziehen.
Ob diese normal oder iiber den Bootstrap berechnet werden spielt durch die immer
starkere Annéherung letztlich nicht wirklich eine Rolle. Tabellen [11.2] [11.3] und [11.4]
bestétigen diese Aussagen.

Dariiber hinaus zeigt Abbildung dass |(A.4)| wesentlich fiir die Qualitét der Bénder
ist, weil der Fehler die Uberdeckung des einfachsten Settings vollstandig zerstort, sehr
schon auch noch einmal zu sehen in Tabelle [1.5l

207



nicht standardisiert

standardisiert

Tabelle 11.2.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbinder fiir Setting |(S.1)!

normal bootstrap a) bootstrap b)
n P h | Uberdeckung ¢, p | Uberdeckung ¢ p | Uberdeckung ¢ p
50 50 0.05 0.941 0.2227 0.941 0.2242 0.938 0.2200
| 950 100 0.05 0.942 0.2244 0.952 0.2257 0.945 0.2218
2] 50 100 0.1 0.927 0.2239 0.933 0.2252 0.926 0.2214
£1100 10 0.2 0.937 0.2221 0.938 0.2232 0.93 0.2210
ch 100 20 0.1 0.947 0.2220 0.95 0.2233 0.949 0.2212
1100 20 0.15 0.932 0.2211 0.942 0.2227 0.939 0.2205
@[ 100 20 0.2 0.926 0.2191 0.933 0.2204 0.927 0.2183
Eo 100 50 0.05 0.947 0.2223 0.951 0.2244 0.946 0.2221
'E1100 100 0.05 0.939 0.2227 0.937 0.2235 0.936 0.2214
100 100 0.1 0.945 0.2228 0.95 0.2239 0.947 0.2217
100 100 0.15 0.954 0.2211 0.96 0.2225 0.957 0.2204
50 50 0.05 0.814 2.6476 0.933 3.7371 0.945 3.9742
50 100 0.05 0.824 2.6430 0.945 3.7309 0.963 3.9681
50 100 0.1 0.831 2.6421 0.941 3.7269 0.959 3.9734
E 100 10 0.2 0.883 2.6361 0.946 3.1822 0.949 3.2875
£1100 20 0.1 0.887 2.6431 0.951 3.1822 0.957 3.2898
ch‘ 100 20 0.15 0.886 2.6385 0.936 3.1836 0.948 3.2922
5|100 20 0.2 0.855 2.6390 0.923 3.1648 0.93 3.2724
w100 50 0.05 0.897 2.6491 0.948 3.1834 0.957 3.2906
100 100 0.05 0.897 2.6506 0.949 3.1910 0.955 3.2980
100 100 0.1 0.887 2.6513 0.94 3.1776 0.946 3.2817
100 100 0.15 0.875 2.6449 0.933 3.1709 0.939 3.2771

Tabelle 11.3.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbinder fiir Setting |(S.2)!

normal bootstrap a) bootstrap b)

n p h | Uberdeckung ¢, g | Uberdeckung COR Uberdeckung ¢ p

50 50 0.05 0.87 0.8097 0.867 0.8047 0.86 0.7778
50 100 0.05 0.871 0.7791 0.871 0.7768 0.864 0.7512
50 100 0.1 0.882 0.7783 0.877 0.7710 0.872 0.7466
100 10 0.2 0.89 0.8496 0.887 0.8397 0.885 0.8263
100 20 0.1 0.922 0.8468 0.921 0.8392 0.917 0.8249
100 20 0.15 0.896 0.8167 0.89 0.8089 0.887 0.7948
100 20 0.2 0.891 0.8087 0.897 0.7996 0.89 0.7867
100 50 0.05 0.903 0.8418 0.907 0.8315 0.9 0.8183
100 100 0.05 0.914 0.8221 0.915 0.8114 0.909 0.7984
100 100 0.1 0.899 0.7957 0.893 0.7862 0.889 0.7732
100 100 0.15 0.915 0.8158 0.914 0.8057 0.911 0.7934
50 50 0.05 0.491 2.8093 0.894 9.7150 0.888 9.2332
50 100 0.05 0.544 2.7614 0.886 10.0051 0.876 9.3973
50 100 0.1 0.519 2.7307 0.899 10.0320 0.892 9.3343
100 10 0.2 0.594 2.7947 0.884 6.1867 0.874 5.9046
100 20 0.1 0.657 2.8100 0.903 6.4837 0.9 6.1732
100 20 0.15 0.661 2.7779 0.917 6.3022 0.909 5.9867
100 20 0.2 0.63 2.7602 0.891 6.2888 0.882 5.9570
100 50 0.05 0.625 2.8139 0.901 6.5009 0.894 6.1551
100 100 0.05 0.634 2.7640 0.909 6.4194 0.901 6.0705
100 100 0.1 0.681 2.7402 0.924 6.3924 0.921 6.0072
100 100 0.15 0.647 2.7276 0.903 6.1870 0.898 5.8409




11.2. Fall (hinreichend) groBe Stichprobe

nicht standardisiert

standardisiert

nicht standardisiert

standardisiert

Tabelle 11.4.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbinder fiir Setting |(S.3)|

normal bootstrap a) bootstrap b)

n P h Uberdeckung ¢, p | Uberdeckung ¢! | Uberdeckung ¢ p
50 50  0.05 0.728 2.0294 0.72 1.9926 0.715 1.9529
50 100 0.05 0.72 2.0443 0.721 2.0148 0.714 1.9745
50 100 0.025 0.762 2.0165 0.76 1.9842 0.753 1.9442
100 10 0.2 0.147 4.1124 0.125 4.0706 0.112 4.0180
100 20 0.1 0.711 2.3585 0.713 2.3170 0.712 2.2983
100 20 0.08 0.714 2.2783 0.722 2.2471 0.718 2.2300
100 50  0.05 0.807 2.2346 0.8 2.2018 0.796 2.1873
100 50 0.035 0.795 2.2107 0.796 2.1780 0.794 2.1595
100 100 0.05 0.762 2.1456 0.754 2.1054 0.754 2.0916
100 100 0.035 0.791 2.1770 0.792 2.1372 0.788 2.1253
100 100 0.025 0.828 2.1990 0.827 2.1629 0.829 2.1445
100 100 0.02 0.823 2.2341 0.821 2.2018 0.822 2.1802
50 50  0.05 0 2.7715 0.369 7.1665 0.338 7.0063
50 100 0.05 0.001 2.7372 0.492 7.1852 0.469 6.9760
50 100 0.025 0 2.7932 0.409 7.4836 0.375 7.2333
100 10 0.2 0 2.6796 0.009 6.0850 0.004 5.7386
100 20 0.1 0 2.6554 0.005 5.5729 0.005 5.3678
100 20 0.08 0 2.6856 0.064 5.7571 0.055 5.5373
100 50  0.05 0 2.7778 0.029 5.1311 0.021 4.9583
100 50 0.035 0 2.8059 0.026 5.3287 0.023 5.1491
100 100 0.05 0 2.7490 0.127 5.3333 0.112 5.1410
100 100 0.035 0 2.7898 0.018 5.2564 0.015 5.0545
100 100 0.025 0 2.8019 0.037 5.5260 0.025 5.3094
100 100 0.02 0 2.8114 0.032 5.4328 0.021 5.2250

Tabelle 11.5.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbinder fiir Setting |(S.4)!

normal bootstrap a) bootstrap b)

n P h | Uberdeckung ¢, p | Uberdeckung ¢ p | Uberdeckung ¢ p
50 50 0.0 0.005 0.6176 0.005 0.6232 0.003 0.6106
50 100 0.05 0.004 0.6137 0.001 0.6190 0.001 0.6062
50 100 0.1 0.005 0.6025 0.003 0.6073 0.002 0.5951
100 10 0.2 0 0.6133 0 0.6190 0 0.6127
100 20 0.1 0 0.6061 0 0.6112 0 0.6045
100 20 0.15 0 0.5944 0 0.5998 0 0.5933
100 20 0.2 0 0.5865 0 0.5914 0 0.5852
100 50 0.05 0 0.6112 0 0.6155 0 0.6091
100 100 0.05 0 0.6082 0 0.6123 0 0.6055
100 100 0.1 0 0.6082 0 0.6067 0 0.6003
100 100 0.15 0 0.5889 0 0.5929 0 0.5864
50 50 0.05 0.011 2.8170 0.554 4.1620 0.671 4.4254
50 100 0.05 0.012 2.8198 0.559 4.1604 0.677 4.4236
50 100 0.1 0.01 2.7838 0.562 4.0962 0.662 4.3556
100 10 0.2 0 2.7513 0.001 3.3563 0.001 3.4640
100 20 0.1 0 2.8027 0.001 3.4367 0.004 3.5505
100 20 0.15 0 2.7636 0.001 3.3702 0.001 3.4802
100 20 0.2 0 2.7363 0.003 3.3238 0.007 3.4327
100 50 0.05 0 2.8198 0.004 3.4799 0.006 3.5918
100 100 0.05 0 2.8209 0.004 3.4785 0.006 3.5970
100 100 0.1 0 2.7886 0.002 3.4144 0.004 3.5271
100 100 0.15 0 2.7546 0.01 3.3746 0.013 3.4867




11. Simulationen

11.3. Fall kleine Stichprobe

Abbildung [11.6}, [11.7] [11.8] und zeigen wieder die Verlaufe fiir die verschiedenen
Settings, dieses mal fiir n = 10, p = 100 und ~A = 0.05.

Auch hier unterscheiden sich im nicht standardisierten Fall die normalen Bénder kaum
von den gebootstrapten und liegen in allen Féllen verhaltnismafig nahe am Schétzer
selbst. Sollte nun der Schétzer ein klein wenig unprézise berechnet worden sein, so hat
diese geringe Spannweite zur Folge, dass die wahre Kovarianzfunktion relativ schnell
auflerhalb aller Béander liegt. Daher ist bei einer kleinen Stichprobe zunéchst einmal die
standardisierte Berechnung vorzuziehen, auch wenn bei einer sehr flachen Kovarianz wie
bei die nicht standardisierten Bénder ebenfalls sehr akzeptable Ergebnisse liefern,
wie Tabelle zeigt. Abbildung und und Tabellen und zeigen zu-
dem eindrucksvoll, dass die standardisierten Bander zwingend gebootstrapt berechnet
werden miissen, weil die normalen Bander in diesem Fall komplett versagen. Weiterhin
ist hier sowohl in den Abbildungen, als auch in den Tabellen der leichte Vorteil von
Methode b) durch die grofere Spannweite der Béander erkennbar. Der Hintergrund fiir
beides ist wieder in Tabelle abzulesen: ¢, g ist zwar im standardisierten Fall durch
die hoheren Supremumswerte des Gaufs-Felds grofer als im nicht standardisierten Fall,
allerdings fiir alle n mehr oder weniger gleich, und da die Bander selbst jeweils noch 64
beinhalten, reicht diese Vergroferung fiir eine Optimierung der Bénder einfach nicht
aus. Zudem ist in den letzten beiden Spalten ersichtlich, dass Methode b) leicht hohere
Werte fiir die Suprema als Methode a) liefert, woraus eine gréfere Schranke c? z, ergo ei-

ne grokere Spannweite und damit in aller Regel auch eine bessere Uberdeckung resultiert.

Nichtsdestotrotz sind die standardisiert gebootstrapten Bander auch nicht perfekt. Ob-
schon sie bei einer kleinen Stichprobe in aller Regel bessere Ergebnisse als die nicht stan-
dardisierten liefern, ist deren Verlauf recht unprézise, wie man gut in Abbildung
und [[1.8 sehen kann und in Abschnitt[I1.2 bereits erwahnt wurde. Hat man einen Daten-
satz mit einer kleinen Stichprobe, so ist vermutlich das beste Vorgehen, sich einmal alle
drei verschiedenen Bénder standardisiert plotten zu lassen. Sind sich diese im Verlauf
alle sehr dhnlich - wie in Abbildung - so kann man sich relativ sicher sein, dass die
wahre Kovarianz tatsichlich innerhalb des engsten Bandes verlauft. Lasst sich beim Ver-
gleich der Béander jedoch nicht wirklich eine Struktur feststellen, wie in Abbildung
und so sollten noch keine Aussagen getroffen und die Stichprobe vergrofert werden.

Zu guter Letzt zeigt Abbildung erneut die Relevanz von Trotz der einfachen
Kovarianz, suggerieren die Béander einen vollkommen anderen Verlauf. Auch wenn die
Uberdeckung bei den gebootstrapten Béndern in Tabellebei 100% liegt, ist das nicht
unbedingt ein Qualitidtsmerkmal, weil eine Uberanpassung stattfindet und die wahre
Kovarianz durch die viel zu grofse Spannweite schlichtweg zwischen den Bandern liegen
,muss”. Erhoht man in diesem Fall jedoch die Stichprobe, so haben wir in Abschnitt
bereits eruiert, dass keines der drei Béander mehr funktioniert.
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11.3. Fall kleine Stichprobe

Abbildung 11.6.: R, R und die Konfidenzbiinder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting [(S.T)]
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Abbildung 11.7.: R, R und die Konfidenzbénder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting .
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11. Simulationen

Abbildung 11.8.: R, R und die Konfidenzbiinder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting [(S.3)]
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Abbildung 11.9.: R, R und die Konfidenzbénder bzgl. des nicht standardisierten (oben)
und des standardisierten (unten) empirischen Prozess fiir Setting [(S.4)}
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11.3. Fall kleine Stichprobe

Tabelle 11.6.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbénder fiir Setting |(S.1)}

normal bootstrap a) bootstrap b)

n o p h | Uberdeckung ¢, r | Uberdeckung cfy, R Uberdeckung Cf/, R
10 10 0.2 0.883 0.2104 0.899 0.2167 0.89 0.2041
‘5 10 20 0.1 0.865 0.2129 0.884 0.2188 0.878 0.2073
:,% 10 50 0.05 0.882 0.2114 0.896 0.2181 0.889 0.2048
_CE 10 100 0.05 0.88 0.2135 0.902 0.2198 0.899 0.2075
5120 20 01 0.93 0.2186 0.935 0.2217 0.928 0.2134
%120 20 0.15 0.921 0.2197 0.923 0.2230 0.921 0.2149
Eo 20 20 0.2 0.919 0.2216 0.929 0.2246 0.92 0.2166
‘F120 50 0.05 0.925 0.2182 0.931 0.2216 0.917 0.2134
20 100 0.05 0.913 0.2198 0.926 0.2229 0.918 0.2149
10 10 0.2 0.558 2.6150 0.938 12.6780 0.975 20.7810
10 20 0.1 0.519 2.6211 0.936 13.5528 0.979 21.4942
110 50 0.05 0.536 2.6227 0.942 12.3396 0.984 20.4503
% 10 100 0.05 0.497 2.6191 0.917 13.0061 0.972 21.2213
;cg 20 20 0.1 0.686 2.6374 0.934 5.8820 0.963 7.0058
5120 20 0.15 0.721 2.6354 0.929 5.8786 0.953 6.9939
w20 20 0.2 0.675 2.6342 0.932 5.7652 0.95 6.8296
20 50 0.0 0.694 2.6424 0.934 5.9058 0.959 6.9863
20 100 0.05 0.699 2.6393 0.934 5.9031 0.959 6.9852

Tabelle 11.7.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbénder fiir Setting I@I

normal bootstrap a) bootstrap b)

nop h | Uberdeckung ¢, g | Uberdeckung c; R Uberdeckung ci’; R
10 10 0.2 0.756 0.6204 0.77 0.6612 0.756 0.5541
E 10 20 0.1 0.725 0.6193 0.75 0.6642 0.726 0.5549
% 10 50 0.05 0.763 0.6205 0.777 0.6615 0.754 0.5505
'_CE 10 100 0.05 0.701 0.5978 0.707 0.6444 0.697 0.5313
=120 20 0.1 0.856 0.7529 0.857 0.7679 0.839 0.7048
%120 20 0.15 0.814 0.6971 0.81 0.7131 0.797 0.6557
120 20 02 0.831 0.6730 0.834 0.6860 0.82 0.6303
‘E120 50 0.05 0.854 0.7546 0.851 0.7701 0.844 0.7090
20 100 0.05 0.831 0.7170 0.823 0.7338 0.813 0.6720
10 10 0.2 0.171 2.7692 0.766 23.8348 0.897 69.6397
10 20 0.1 0.164 2.7938 0.742 24.2065 0.881 72.1401
% 10 50 0.05 0.147 2.7867 0.717 24.5265 0.873 75.0898
% 10 100 0.05 0.18 2.7363 0.759 24.8419 0.887 80.5643
Fc;s' 20 20 0.1 0.312 2.8056 0.835 16.7677 0.872 23.2269
5120 20 0.15 0.325 2.7688 0.849 16.2843 0.886 22.0769
w20 20 0.2 0.341 2.7434 0.846 15.7811 0.887 21.5710
20 50 0.05 0.312 2.8038 0.84 17.0747 0.885 23.5616
20 100 0.05 0.32 2.7607 0.834 16.6834 0.867 22.6223
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Tabelle 11.8.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbénder fiir Setting |(S.3)!

normal bootstrap a) bootstrap b)
n p h Uberdeckung ¢, g | Uberdeckung c§ R Uberdeckung c; R
10 10 0.2 0.686 2.5511 0.704 2.6580 0.663 2.3354
%110 20 0.1 0.594 1.5077 0.604 1.5821 0.597 1.3816
:,% 10 50 0.05 0.555 1.3068 0.567 1.3913 0.541 1.1870
%}' 10 100 0.025 0.599 1.5255 0.611 1.6280 0.578 1.3828
5120 20 0.1 0.643 1.8458 0.65 1.8566 0.634 1.7434
%120 20 0.08 0.66 1.8335 0.658 1.8390 0.651 1.7350
Eo 20 50 0.05 0.659 1.7330 0.662 1.7468 0.648 1.6412
E120 100 0.025 0.711 1.8740 0.713 1.9093 0.701 1.7768
10 10 0.2 0 2.6398 0.227 20.2956 0.516 63.3245
10 20 0.1 0.004 2.6372 0.241 19.4353 0.487 49.2937
110 50  0.05 0.027 2.7201 0.601 19.1679 0.775 46.3495
% 10 100 0.025 0.027 2.7388 0.659 19.3954 0.812 45.2966
_CE 20 20 0.1 0.004 2.6385 0.166 12.3321 0.237 16.3785
5120 20 0.08 0.005 2.6743 0.359 12.5783 0.459 17.1581
®|20 50 0.05 0.004 2.7441 0.606 11.2616 0.679 14.4677
20 100 0.025 0 2.7674 0.747 11.9468 0.794 15.5448
Tabelle 11.9.: Uberdeckungen und Schranken der Konfidenzbéander fiir Setting I@I
normal bootstrap a) bootstrap b)
n p h | Uberdeckung ¢, r | Uberdeckung R Uberdeckung R
10 10 0.2 0.595 0.5935 0.648 0.6121 0.572 0.5766
E 10 20 0.1 0.626 0.5912 0.686 0.6100 0.602 0.5729
% 10 50 0.05 0.573 0.6092 0.624 0.6277 0.538 0.5851
'_CE 10 100 0.05 0.592 0.5980 0.641 0.6164 0.551 0.5782
5120 20 0.1 0.317 0.6166 0.349 0.6270 0.248 0.6002
%20 20 0.15 0.317 0.6031 0.32 0.6119 0.239 0.5874
% 20 20 0.2 0.331 0.5955 0.351 0.6029 0.262 0.5787
F120 50 0.05 0.275 0.6195 0.309 0.6300 0.226 0.6019
20 100 0.0 0.318 0.6245 0.332 0.6331 0.255 0.6057
10 10 0.2 0.544 2.7195 0.995 13.9928 1 22.8367
10 20 0.1 0.497 2.7563 0.999 14.1387 1 23.2107
‘5 10 50 0.05 0.467 2.7611 0.999 15.2914 1 24.3669
:,% 10 100 0.05 0.466 2.7668 0.995 14.8765 0.998 24.5459
%}‘ 20 20 0.1 0.377 2.7767 0.995 6.6696 0.999 7.8898
5120 20 0.15 0.414 2.7450 0.989 6.4639 0.997 7.6643
%120 20 0.2 0.409 2.7188 0.99 6.2981 0.999 7.4902
20 50 0.05 0.359 2.8027 0.996 6.7391 0.999 7.9653
20 100 0.05 0.357 2.8009 0.993 6.7638 1 8.0021
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12. Fazit

12.1. Resultate und Interpretation

Werfen wir noch einmal einen kurzen Blick auf die in dieser Arbeit gewonnenen Er-
kenntnisse. Wir haben uns mit zwei Schétzern beschéftigt, welche dem Modell nach
Gleichung zugrunde liegen. Einmal fiir die Trend- und einmal fiir die Kovarianz-
funktion, wobei fiir Letzteres der Trendschéitzer in gewisser Weise als Argument der
Stichprobenkovarianz verwendet wurde. Dieser Ansatz basiert, wie eingangs erwahnt,
auf der Idee von |[Degl1], welcher in seinem Artikel bereits einige Nachforschungen zum
Trendschétzer anstellte, dhnlich zu denen in dieser Arbeit. Es gibt jedoch zwei markante
Unterschiede: Zum einen wurde dort der lokal lineare Schétzer verwendet (siehe Ab-
schnitt und zum anderen wurde der Messfehler als normalverteilt angenommen.
Beides wurde in dieser Arbeit auf einen viel allgemeinen Fall erweitert. Der Schétzer
kann im Prinzip jeder lineare Schéitzer der Form von Gleichung sein, dessen Ge-
wichtsfunktionen Annahme [3.4] erfiillen, der lokal lineare Schétzer ist demnach nur ein
Spezialfall. Zudem muss der Fehler keineswegs normalverteilt sein, tatsdchlich ist keine
Annahme einer konkreten Verteilung mdoglich, solange der Fehler erfiillt. Gerade
der erste Punkt ist eine deutliche Verbesserung, weil man dadurch fiir jeden beliebigen li-
nearen Schitzer, nach Uberpriifung von weils, dass alle Aussagen aus dieser Arbeit
fiir ihn gelten. Der Kovarianzschétzer hingegen wurde in [Degl1] nicht weiter erdrtert
und diente nur als Mittel zum Zweck, um die Kovarianzfunktion des Gaufsprozesses in
der Grenzverteilung zu schitzen. Dies wurde in dieser Arbeit ausfiihrlich ergénzt und
gezeigt, dass mehr oder weniger alle Eigenschaften des Trendschétzers auf den Kovari-
anzschatzer ibertragen werden kénnen, natiirlich mit dementsprechender Erhohung der
Dimension.

Fiir die Schétzer selbst wurden zunéchst diverse wiinschenswerte Eigenschaften nachge-
wiesen, wobei sich die folgenden Eigenschaften herausstellten: Fiir beide Schéatzer lasst
sich der Bias, sowie die Varianz - und damit auch der Mean Squared Error - abschétzen
bzw. beschrénken, siehe dafiir Abschnitt [8.1] Beide konvergieren fiir n — oo punktweise
gegen 0, woraus sich unmittelbar die punktweise Erwartungstreue und Konsistenz im
quadratischen Mittel folgern lief. Der Bias konvergiert sogar bzgl. der Supremumsnorm
gegen 0, was bedeutet, dass die Schétzer auch gleichméfig asymptotisch erwartungstreu
sind (tatsdchlich konvergiert auch die Varianz, und damit der Mean Squared Error bzgl.
der Supremumsnorm gegen 0, was aber keine wirklich niitzliche Erkenntnis ist, da man
fiir gleichméfige Konsistenz im quadratischen Mittel das Supremum innerhalb, und nicht
wie in diesem Fall auferhalb des Erwartungswertes brauchte).
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Weiterhin wurde in Abschnitt belegt, dass die Schétzer auch punktweise stark, so-
wie gleichméfig schwach konsistent sind. Die wichtigste Aussage ist aber vermutlich die
asymptotische Normalitdt aus Abschnitt [£.2] Fiir den Trendschétzer ist das nur eine
bedingt neue Erkenntnis, da es bereits in [Degll] und [Her17| ausfiihrlich nachgewiesen
wurde, dort aber wie bereits erwahnt unter deutlich starkeren Annahmen. Fiir den Ko-
varianzschétzer stellt die Aussage ein komplettes Novum dar.

In Kapitel [5| wurde die asymptotische Normalitéit der Schéatzer dafiir genutzt, um Kon-
fidenzbéander fiir die wahre Funktion zu bestimmen, wobei die Bénder aufgrund der
schwachen Konvergenz in (C([0,1]), ] - ||o) bzw. (C([0,1]%),]| - ||sc) simultan, also mit
einer besseren Uberdeckungs-Performance formuliert werden konnten. Die Bénder kon-
nen dabei auf zwei verschiedene Arten berechnet werden: Entweder nicht standardisiert,
also mit einer Art Kovarianzfunktion, die den Gaufs-Prozess im Grenzfall fiir das be-
notigte Quantil festlegt, oder eben standardisiert, also mit einer Korrelationsfunktion
im Gaufs-Prozess. Welche Béander besser sind, hangt vom konkreten Fall ab, wie spéter
ermittelt wurde. Die grofte Schwierigkeit hierbei war, dass die Kovarianz- bzw. Korrela-
tionsfunktion im Gauf-Prozess nicht bekannt ist, und daher geschatzt werden musste.
Dies machte den Beweis deutlich komplexer, weil somit zuséatzlich relevant war, dass
der Gauk-Prozess mit den geschitzten Kovarianz-/Korrelationsfunktionen schwach ge-
gen den Gauf-Prozess mit den wahren Funktionen konvergiert.

Fiir die Konfidenzbénder wurde in Kapitel [6] zusétzlich eine (naive) Bootstrap-Methode
vorgestellt. Auch diese ist bereits in [Degll] zu finden, jedoch auch nur fiir die Béander
des Trends und ohne jeglichen Beweis, was hier, inklusive des Bootstraps fiir die Bander
der Kovarianz, ausfiihrlich ergdnzt wurde. Fiir Letzteren gibt es sogar zwei Methoden,
die sich hinsichtlich der Berechnung der Bootstrap-Stichprobe leicht unterscheiden, wo-
bei eine der beiden eine bessere Laufzeit, dafiir aber eine etwas schlechtere Uberdeckung
aufweist.

Als letzten theoretischen Teil, wurde in Kapitel [7] begriindet, dass sdmtliche Eigenschaf-
ten der Schéatzer, wie auch die Konfidenzbénder und die Bootstrap-Methoden erhalten
bleiben, falls man in asynchrone Messpunkte, also in jeder Stichprobe potentiell verschie-
dene Messstellen z;;, i« = 1,...,n, j = 1,...,p betrachtet. Allerdings war es dafiir auch
notig, die Annahmen an das Modell, wie auch an den Schétzer leicht anzupassen bzw.
zu erweitern, weil hier schlichtweg keine so schon simultane Glattung wie im synchronen
Fall moglich ist.

In Kapitel wurde schlieflich die Giiltigkeit der Konfidenzbéander fiir die Kovarianz
(im synchronen Fall) untermauert, indem die Bander an vier verschiedenen Datensétzen
bzgl. ihrer Uberdeckung getestet wurden. Fiir die ersten drei Settings funktionierte die
Uberdeckung fiir grofe Stichproben und viele Messstellen problemlos, auch fiir eine sehr
zerfahrene Kovarianzfunktion.
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12.2. Ausblick fiir weitere Nachforschungen

Hier war die Haupterkenntnis, dass bei einer grofsen Stichprobe in jedem Fall die nicht
standardisierten Béander vorzuziehen sind, weil die standardisierten gerade abseits des
Bootstraps eine zu grofe Schwankung, und damit schlechtere Uberdeckung aufweisen. Im
Fall einer kleinen Stichprobe und wenig Beobachtungspunkten, sind die standardisierten
Béander in jedem Fall besser, wenn auch nicht durchweg perfekt. Je nach Komplexitét
der tatsichlichen Kovarianzstruktur hat man gesehen, dass die Bander mal besser, mal
schlechter funktionieren. Daher sollte man die Bénder zunéchst einmal sowohl normal,
als auch gebootstrapt berechnen und vergleichen, bevor man vorschnell Schliisse zieht.
Ggf. ist dann auch eine Vergroferung der Stichprobe unumgénglich, falls sich die Bander
zu sehr voneinander unterscheiden.

Das letzte Setting zeigte schlieflich noch abrundend, dass die Schétzer keineswegs ,alle
moglichen und willkiirlichen Daten gut verarbeiten, da selbst die moderateste Kovari-
anzfunktion innerhalb des einfachsten Settings nicht erkannt wird, wenn der Fehlerterm
nicht die geforderten Eigenschaften aufweist. Dies ist auch noch einmal eine schéne Vi-
sualisierung dafiir, dass es beim Fehler tatséchlich nicht auf die Verteilung selbst, sondern
nur auf die Kovarianzstruktur ankommt: Fiir das komplexe Setting ist der Fehler
nicht normalverteilt, fiir das mutmaklich einfache [(S.4)| schon. Trotzdem funktionieren
die Bénder fiir Letzteres nicht, fiir Ersteres hingegen schon.

12.2. Ausblick fiir weitere Nachforschungen

Auch wenn diese Arbeit eine moglichst breit geféicherte Zusammenfassung der Eigen-
schaften und Verwendungszwecke - inkl. Beweise - fiir die Schétzer i und R liefert, gibt
es natiirlich noch einige weitere Aspekte, welche sich fiir weitere Nachforschungen eignen.

Zwar wurde gezeigt, dass die Schitzer sowohl asymptotisch erwartungstreu, als auch
konsistent sind, allerdings heifit das noch nicht, dass es unter Umsténden nicht auch noch
deutlich bessere Schétzer fiir 4 und R gibt. Mit anderen Worten wurde nicht untersucht,
ob es sich hierbei um UMV U-Schéatzer handelt. Ggf. lieken sich die Schéatzer iiber
die Sétze von Rao-Blackwell bzw. Lehmann-Scheffé noch verbessern bzw. zeigen, dass
es bereits die gleichmafig besten sind. Genauso konnte man evtl. iber die Cramer-Rao-
Ungleichung Effizienz, oder, falls dies nicht gilt, eine asymptotische Effizienz tiberpriifen.
Alles natiirlich wieder jeweils auf funktionaler Ebene betrachtet.
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Weiterhin wurde die asymptotische Normalitdt nachgewiesen und gezeigt, dass man in
der Wahl des Fehlerterms relativ frei ist. Die gleichméflige asymptotische Vernachlés-
sigbarkeit der Fehlerterme wurde durch Kombination der punktweisen Konvergenz und
gleichméfigen gleichgradigen Stetigkeit - jeweils in P - gezeigt. Gerade fiir letzteres wur-
de in Kauf genommen, dass sich die Stichprobengréfe n, die Anzahl der Beobachtungs-
punkte p und die Bandbreite A nach einem relativ striktem Schema verhalten miissen.
Insbesondere die vier Voraussetzungen

[e.9]

e vn S | 1
Vnhter 0, p—l_dlh—>0, Zp—l_d1h<oo, Zp—Q_d2h2<oo
n=1 n=1

aus Satz[4.5]erfordern, dass p extrem schnell gegen oo konvergiert. Eventuell gibt es noch
effizientere Moglichkeiten, welche die Vernachlédssigbarkeit des Fehlerterms gewéhrleis-
ten und zugleich einen grofseren Spielraum fiir n, p und h bieten.

Fiir die Resultate mit asynchronen Messpunkte aus Kapitel [7], wurde in Annahme
zudem die Existenz und Holdereigenschaft der achten Verbundmomente von Z und e
gefordert. Eine Abschwichung auf die vierten Momente wére wiinschenswert und ist
auch nicht vollig aus der Luft gegriffen, da diese im Fall synchroner Messpunkte auch
ausreichen. Eine weitere Herangehensweise wére es, die Messpunkte nicht nur asyn-
chron, sondern sogar zufillig festzulegen. Das ist auch durchaus fiir Anwendungsfille
interessant: Man stelle sich bspw. eine Messstation vor, welche einen stetigen Tempera-
turverlauf eines Tages durch diskrete Werte ausmisst, allerdings erst ab einer bestimmten
Minimalschwankung der Temperatur einen neuen Messwert sendet. Diese Temperatur-
schwankungen sind in erster Linie zuféllig, also weifs man im Vorfeld nicht, an welchen
Punkten (neue) Temperaturwerte fiir die Daten verfiighar sind. Mutmaglich wéren fiir
die Resultate dann aber vermutlich deutlich mehr Annahmen nétig, da hierdurch eine
weitere stochastische Komponente in das Modell einflieft.

Was in dieser Arbeit ebenfalls keine grofe Rolle spielt, ist die Konvergenzgeschwindig-
keit; es wurde nur bestétigt, dass jeweils die asymptotische Erwartungstreue, Normalitét,
sowie Konsistenz gilt, ohne grofs Wert auf die Rate der jeweiligen Terme zu legen. Manch
einem Anwender sind diese Raten méglicherweise deutlich zu langsam. [BHH23] iiberprii-
fen bspw. den exakt gleichen Schétzer bzgl. der Konvergenzgeschwindigkeit und erzielen
ein deutlich besseres Ergebnis als hier, wobei dazu gesagt werden muss, dass dafiir auch
wieder stérkere Einschrinkungen an den Fehler, wie eine Sub-Gaufverteilung, gemacht
werden. Es wéire durchaus erstrebenswert, diese Aussagen fiir einen Fehler wie hier, ohne
konkrete Verteilung auch zu erreichen.
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Zudem darf man auch nach wie vor nicht vergessen, dass es in dieser Arbeit zwar um
funktionale Daten geht, allerdings im Kern der sparse data Ansatz verfolgt wird. Die
Daten werden also nur an endlich vielen Punkten ausgewertet, und danach wird ein
Grenziibergang zu unendlich vielen vollzogen, um die Funktionalitit zu erhalten. Das
ist legitim und fiir die Praxis oftmals auch ausreichend, ist in der Realitdat doch meist
auch nur eine Beobachtung bzw. Datensammlung endlicher Grofse durchfiithrbar. Nichts-
destotrotz konnte man zumindest theoretisch auch versuchen, das Modell von vornherein
funktional in der Form

Yi(t) = u(t) + Xi(t)  (+eit))

mit X; : T — R auszudriicken und die Aussagen fiir dieses Modell zu beweisen. Die
Stichprobendaten wiirden also direkt kontinuierlich erfasst, wobei der Fehler hier erst
einmal eingeklammert ist, da man sich die Frage stellen sollte, ob die Annahme eines
derartigen Fehlers, zusétzlich zu den individuellen Abweichung X;(t), tiberhaupt sinn-
voll ist, oder ob er das Modell evtl. so stark beeinflusst, dass er bzgl. der Schatzungen
untrennbar mit X;(¢) verbunden ist und sich nicht ausglitten lésst.

Eine weitere Moglichkeit als Erweiterung zu dieser Arbeit wire die Fragestellung: Was
passiert, wenn bestimmte Voraussetzungen aus Annahme bzw. Annahme verletzt
sind, der Rest aber erfiillt ist? Funktionieren die Schatzer dann immer noch in jeder Hin-
sicht? Funktionieren sie gar nicht mehr? Funktionieren sie nur noch fiir bestimmte n,
p und h? Simulationsstudien legen nahe, dass zumindest i auch innerhalb des Settings
aus Kapitel , also inklusive eines Fehlers, mit augenscheinlich zu starker Ab-
hangigkeitsstruktur, und sogar fiir nicht differenzierbare oder gar nicht stetige zugrunde
liegende Funktionen p zu einem gewissen Grad trotzdem funktioniert. Eine solche Er-
weiterung ist natiirlich auch fiir den Schétzer R in diversen Ausfiihrungen denkbar, was
gef. zu einer legitimen Abschwéchung der Annahmen fiihren kénnte.

Zu guter Letzt sind die Bootstrap-Versionen aus Kapitel [0 natiirlich nur eine von vielen
Moglichkeiten. Es ist durchaus moglich, dass es noch Weitere gibt, die entweder eine
noch bessere Laufzeit, oder Performance haben. Gerade bei Datensétzen mit einer stark
schwankenden Kovarianzfunktion, haben wir in den Simulationen gesehen, dass hier auch
die Qualitdt des Bootstraps stark schwankt. Oder um es etwas plakativer zu formulieren:
Qualitat ldsst nach, wenn sie nicht verbessert wird!
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A. Anhang

A.1. Beweiserganzung zu Satz [2.22

Wir definieren zunéchst einmal die Handhabbarkeit, wie in [Pol90] formuliert. Sei da-

flir (Xm-)neN iy, €N Dreiecksschema von stochastischen Prozessen mit ¢ € T'. Diese
L >0 =hvn

Prozesse sollen in jeder Zeile unabhéngig sein, das heift die Folgen (X, ;)1<i<k, sind
unabhéngig beziiglich ¢. Fiir ein festes t € T sei

X (1) = (X1 (£), ooy X (1)) € RM™
und
Y, = {X"(t):teT} CR"
Zudem sei ®,, eine Umbhiillende von Y;,, nach Definition [2.21]

Definition A.1. (Handhabbarkeit)
Ein Dreiecksschema von stochastischen Prozessen <X"»i)neN1<i<k heifst handhabbar

beziiglich der Umhdiillenden ®,,, wenn eine deterministische Funktion X > 0 existiert,
fur die gilt

i) Fiir alle n € N, 6 € (0,1] und alle Vektoren a € R* mit o > 0 gilt fiir die
Kapazititszahl nach Definition 2.8

Neap(3]]a © @2, %, 0 © Y,,) < A(6)

ii) /01 og (A8))d5 < oo.

wobet ® das komponentenweise Produkt von Vektoren ist und auch der Vergleichsopera-
tor > komponentenweise betrachtet wird. d* entspricht der euklidschen Metrik, also der
von der euklidischen Norm erzeugten Metrik.

FEine Folge von stochastischen Prozessen (X;)ien heifst handhabbar, wenn das dazugeho-
rige Dreiecksschema, definiert durch X, ; = X;, i <n handhabbar ist.
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A.1l. Beweisergdnzung zu Satz [2.22

Proposition A.2.
Ein Dreiecksschema von stochastischen Prozessen (X":i)neN L<i<p. €rfille Bedingung v)
aus Satz[2.29. Dann ist das Schema handhabbar nach Definition [A]

Beweis.
Wenn wir fiir alle n € N, § € (0,1] und alle & € R¥ mit a > 0 eine Uberdeckungszahl
finden, fiir die

Neov (]| ® @y, &, e © Y,,) < A(6)

gilt, dann impliziert Lemma [2.9] insbesondere

Neap (20]|ac © llo, d*, @ © V) < Neoy (6]| © yll, @, 0 ©Y,,)
= Neap (20]|c © @], &%, 0 © Y;,) < A(6) (A1)

Wir kénnen also die Kapazititszahl wiederum iiber die Uberdeckungszahl abschitzen,
wobei dadurch sogar zu viele Werte betrachtet werden. Es wiirde geniigen, die Uberde-
’2 12

ckungszahl nur fiir alle 6 € (0, 1] herzuleiten und 4/log (A(6)) miisste nur iiber (0, 1]
integrierbar sein, was aber aus Bedingung i) von Definition unmittelbar folgt.

Die eben genannte Uberdeckungszahl versuchen wir nun genauer zu verstehen. Nach
Definition suchen wir fiir alle n € N und alle Vektoren a € R* mit o > 0 die
kleinste Zahl N(d;n,«), sodass Punkte 71,..., Ty(sn,a) € 1 existieren, welche folgende
Bedingung erfiillen.

vteT, Ime {1, ,Nn,a)}:|la®Xi(t) —a® X (m)||z < 6]la® @l

kn 2 kn %
& (Z 0} (Xouil1) - Xn,mm)f) <9 <Z a?«bi,i)

=1
kn kn

& Y0 (Xnilt) = Xno(rm))" < 82> 002,
i=1 i=1

Dann soll fiir alle 6 € (0, 1] eine Abschétzung fiir N(J;n,«) getroffen werden, welche
unabhéngig von n und « immer gilt. Fiir ein festes ¢ € (0, 1] sei 0= Yok Falls fiir dieses

0 Punkte 7y, - Ty € T existieren, sodass fiir alle t € T"ein m € {1, ..., N(4)} mit
d'(t, ) < 07

existiert, so folgt aus der Implikation von Gleichung (2.3)) fiir die betrachteten 7’s fiir
allei =1, ..., k,:

. 5
|Xn,z(t) - Xn,i (Tm)‘ < Céq)n,z = Caq)n,z = 5q)n,i
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Dabher gilt fiir alle nicht-negativen Vektoren o € R¥»:

Q| X i (8) = X ()| < 00i®ps = 02 (Xi(£) — Xni(7m))” < 82202,
kn kn,
=Y a2 (Xp(t) = Xpa(r) <62 a2e?,
i=1 1=1

Nach den vorigen Uberlegungen entspricht N(8) gerade N (d;n, ), also auch der herge-
leiteten Kapazitétszahl von Gleichung . Um N(9) zu bestimmten, muss man sich
iberlegen, wie viele abgeschlossene Hyperkugeln der Dimension D := dim(7") mit Ra-
dius 07 mindestens nétig sind, um 7' zu iiberdecken. Mit T = r?eaTXHtHl und der

bzgl. der Abstiénde innerhalb T' verwendeten Manhatten-Metrik d*, erhalten wir iiber
Beispiel [2.10}

N() < (_2me¢5> _ <—2Tm“@) — (2T DO )

= o
gl e

Wir definieren nun
A(6) == (C*6)P mit C* := max{2T V' DC, 1} < 00, da Thayx < 00

dann gilt i) von Definition . Nun muss noch ii), also die Endlichkeit des Integrals
iiberpriift werden. Nach den Rechenregeln des Logarithmus gilt:

log ((C*6)") = Dlog(C*) + Dv(—1log(¥))

Weil § € (0,1], v € R und C* > 1, sind alle Summanden nicht-negativ, der Integrand
ist wohldefiniert. Aufierdem gilt fiir 2,y € R*:

sy <z+2VTi+y=(VIi+vy) e VIity<VT+y

Wegen der Monotonie des natiirlichen Logarithmus’ und die Wurzelfunktion, kann der
Integrand weiter abgeschétzt werden durch:

(105 ((€*57)))" < V/Dlogl@) + v/Dry/~ Tog®)
Es folgt insgesamt:
/0 <log ((C*é‘V)D))éd(S < /0 V/Dlog(C*) + /Dy\/—1og(6)ds
_ /01 /Dlog(C7)ds + \/D_v/ol J/—log()ds

/D
= +/Dlog(C*) + 277T < 00
letztlich also die Handhabbarkeit. O
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A.2. ¢ aus Setting |(S.4)| erfiillt Annahme
(A.4) nicht

Proposition A.3.

_p—|j— k|
a 10p
welches der mazimale Eigenwert Apax.1 von Cov(g]) von der Ordnung O(p™) ist, d. h.

es gibt keine Konstante Cy; € R, so dass ein p1 € N mit Apax1 < Cip™ fiir alle p > py
existiert.

Sei Cov(€l) = (0jk)jk=1 . Dann ezistiert kein dy € [0,1), fir

.....

Beweis.
Nach [WMOS] ist der maximale Eigenwert einer symmetrischen Matrix A = (a;); k=1

.....

1 1 &
mindestens so groft wie — Z aj, d. h. es gilt Apax1 > — Z Ojk-
Jk=1 Jk=1

S 1 GRS

3,k=1 j,k=1 ]k:l

|7 — k| ist der Abstand zwischen j und k, deshalb gilt fiir die Summe:

D li—=kl= p0 + 2-(p-1)-1 + 2-(p—2)-2 +..+ 2-1-(p—1)
; ~ —— —— —
k=1 p mal Abstand 0 2(p—1) mal Abstand 1 ~ 2(p—2) mal Abstand 2 2(p—(p—1)) mal Abstand p—1
p—1 P P P P
=Y 2p—7)i=) 2—0i=Y @pi—2") =2p) i-2> j’
— N—— — — — -
7=0 —0 fiir j=p 7=0 7=0 7=0 7=0
., plp+1) plp+1)2p+1) 5 5 2P +pP+2p +p
2 6 3
3P+ -2 —pP =2 —p PP —p
- 3 3
p 3 3 3 2
1 s 1 pP—0p 1 3p>—p°+p 2p°+1
é . [ — —_ = = — . =
j;l %k =10 (p p 3 ) 10 3p 30

1 & 1 2°+1 2 1 d
i . pry . = — _— = d 1
= § Tk 0 30" " 305 O(p) > O(p™), Vdi € [0,1)

= VCI € R+7 le € Na VP Z b1 )\max,l > Clpdl
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A. Anhang

A.3. Erfillbarkeit der Annahmen von
Satz und Satz 4.5

1
Satz hat y/nh!T@ — 0 sowie Z S, < oo als zusétzliche Voraussetzungen. Sei

z. B.p=[nTdi= e “lund h = =, WObel 0 <a<1—d; und b > 2 gelten soll. Dann gilt
namlich zum Einen:

b —di— 1
p>ni-di-e ! d1—>a>ooo:>p—>oo:>p“az>ooo:>h: -—0
np
Die Parameter sind also sinnvoll definiert. Zum Anderen:
1+a n,
V/nh!ton \/_ h = \/_ - —0
und zudem mit der allgemeinen harmonischen Reihe:
1 n n 1 — 1 1 b1
pt—dh  pl-di—a — (nﬁ)l—dl—a nb-1 ;pl—dlh - ; nb-1

1 1
Suta L bt VA 0, i s sovie 3 < ol Y- < o

als zusatzliche Voraussetzungen. Das Beispiel hlerfur ahnelt obigem, 1st jedoch etwas

komplexer. Sei nun p = [nmn{i-4 e 27 ] und wieder h = —= wobei dieses mal
0<a<1l—di, 0<2a<2—dyund b > 3 gelten soll. Dann folgt wieder:

, b min{1—d; —a,2—ds—2a} >0 >0 1
p > nmin{i=di—a2-d;~2a} td o I 0=p—=00=>p""S 00=>h=

np®

Die Parameter sind also sinnvoll definiert. /nh!T™*® — 0 folgt damit wie oben. Nach

der Festlegung von a und p gilt weiterhin sowohl p > nﬁ, als auch p > n%@%%;
je nachdem, ob 1 — d; — a oder 2 — dy — 2a kleiner ist, kann aus dem einen jeweils das
andere gefolgert werden. Diese Erkenntnis kann nun, wieder in Kombination mit der
allgemeinen harmonischen Reihe, gewinnbringend eingesetzt werden.

vn ny/n n2 1 3 1

= < 5 = <—3—>O

Wl

1-d l-di—a — - 3
p 1h p 1—a (n17d17a>1—d1—a nb n2
1 n n 1 > 1 1 11
= < = = — < < o0
1—-dq l-di—a =, b __ b—1 } : 1—dijp — } : b—1
p'~®h p (nTdima)l-di—a N = p=hh T f=n
1 n? 2 1 > 1 1 21
= < = = —— < < o0
p2dp2 T p2ed-2a (nﬁ_d;_%)%dr% nb—2 nz:l p2-d2 2 o nb—2
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