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Kapitel 1
Einleitung

Brennstoffzellen besitzen wegen ihrer Effizienz und dednigen Schadstoffemissio-
nen ein hohes Zukunftspotential. Sie stellen insbesoreleen wichtigen Baustein in
einer zukiunftigen Wasserstoffwirtschaft zur effizientédmwandlung wasserstoffhal-
tiger Brennstoffe in thermische bzw. elektrische Energithitfe elektrochemischer
Reaktionen dar. Ein breiter Einsatz von Brennstoffzelmerzeit jedoch noch nicht
moglich, sodass ein erheblicher Forschungs- und Entuigjdbedarf besteht, der die
Bereiche der Werkstoffentwicklung, der Brennstoffspeitimg, der Prozessanalyse
sowie der Prozesssteuerung umfasst. Bei der Analyse urgteleerung der chemisch-
physikalischen Ablaufe innerhalb der Zelle miissen isehdere bei Hochtempera-
turzellen wie der Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle (esofjl. molten carbonate fuel
cell, MCFC) die Wechselwirkungen zwischen den einzelnemponenten der Brenn-
stoffzelle bei hohen Temperaturen verstanden und vorkaggeverden. Dazu ist ei-
ne formale Beschreibung fir die zeitliche Entwicklung Gersstrome, der Tempera-
tur und der elektrischen Spannung in Abhangigkeit dermstattfindenden elektro-
chemischen Reaktionen auf dem ortlich verteilten GelseBiennstoffzelle notwen-
dig.

Die Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle kann durch ein kaxgs, semilineares Sys-
tem partieller differential-algebraischer Gleichungeodailiert werden (vgl. Hei-
debrecht (2005)). Dieses setzt sich aus partiellen Reakinffusionsgleichungen
parabolischen Typs, Reaktions-Transportgleichungeritiygischen Typs, gewodhn-
lichen Differentialgleichungen und algebraischen Gleilen zusammen, wobei
die Randbedingungen durch ein zusatzliches, nichtleeegewodhnliches Integro-
Differentialgleichungssystem gegeben sind. Inwiewaieeanalytische oder numeri-
sche Losung dieses Gleichungssystems generiert und dasnitatische und dynami-
sche Verhalten der Brennstoffzelle am Modell untersuchtiere kann, hangt von der
Art der Differentialgleichungen und ihren besonderen Bagphaften ab. Neben die-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

ser Prozessanalyse sollen jedoch auch die in der Brenreteféblaufenden Prozesse
gesteuert, speziell optimal gesteuert, werden. Dazu wisgiehend vom Differential-
gleichungssystem ein Optimalsteuerungsproblem aufiifestessen analytische und
numerische Losbarkeit eng mit der Losbarkeit des Diffeedgleichungssystems ver-
knlipft ist. Zusatzlich wird die Losung dieses Optimelstrungsproblems durch Un-
genauigkeiten in der zugrundeliegenden Datenbasis eesthiie keine exakten und
allgemeingultigen Werte fur die Modellparameter liefdfs muss daher neben der
Suche nach einer optimalen Losung auch betrachtet weirdgigweit schon geringe
Storungen der Modellparameter die Losung andern.

Ziel dieser Arbeit ist das maRRgebliche dynamische Verhaltsn Schmelzkarbonat-
Brennstoffzellen hinsichtlich Fragen zur Prozessfilgran analysieren und auf Basis
dieser Ergebnisse Konzepte zur optimierten Prozesdfighru entwickeln. Zu die-
sem Zweck beschaftigt sich diese Arbeit mit der Simulataer optimalen Steuerung
und der Sensitivitatsanalyse des mathematischen Modgler Schmelzkarbonat-
Brennstoffzelle. Basierend auf einer Untersuchung zustérz von Losungen fur
Teilmodelle bzw. einzelne Gleichungen wird die numeristbsung des Differenti-
algleichungsmodells prasentiert. Als Steuerungssienérd ein Lastwechsel, d.h.
ein plotzlich auftretender Wechsel der Stromstarkergdobtet. Das Ziel ist, nach dem
Lastwechsel mithilfe einer optimalen Randsteuerung mbgt schnell in den neu-
en stationaren Zustand zu gelangen und damit die EffiziemzZdlle zu steigern.
Ein zweites Anliegen ist, eine moglichst gleichmaligenperaturverteilung zu er-
reichen, um Materialspannungen zu vermeiden und damit elieehsdauer der Zelle
zu erhohen. Dabei muss jedoch auch die Abhangigkeit dggtifisse der Optimalen
Steuerung von Storungen in den Modellparametern mitiakr &Sensitivitatsanalyse
untersucht werden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im folgenden Kapitel ndidas fir das Verstandnis
des MCFC-Modells notwendige physikalische und chemisdngekgrundwissen zur
Technik der Brennstoffzelle und insbesondere zum Aufbaii zur Funktionsweise
der Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle bereitgestellt.

Kapitel 3 prasentiert das mathematische Modell der MCF&zWDwird im ersten Ab-
schnitt 3.1 eine Einfuhrung in partielle Differentialglbungen (PDEs) gegeben. Hier
wird neben der Definition der Grundbegriffe insbesondefelauAnfangs- und Rand-
bedingungen, die Frage der Wohlgestelltheit und die Kiikssion quasilinearer par-
tieller Differentialgleichungen eingegangen. Im ansefdéinden Abschnitt 3.2 werden
die wichtigsten Gleichungen des MCFC-Modells nach Heidelr (2005) vorgestellt
und in Abschnitt 3.3 noch einmal mit abstrakter rechtereSedimpakt dargestellt.

In Kapitel 4 zur Analyse des MCFC-Modells werden die zuvosdbeiebenen ein-
zelnen Gleichungen des Modells nun als System von Gleicgumgtrachtet. Zur




Einfuhrung in die Theorie von Gleichungssystemen, bafiichi sich Abschnitt 4.1 mit
der Klassifikation partieller Differentialgleichungssyse, mit der Untersuchung der
Existenz von Losungen nichtlinearer algebraischer @Gleigssysteme, gewdhnlicher
Differentialgleichungssysteme und partieller Diffelialgleichungssysteme sowie mit
dem Indexkonzept (Differentiationsindex der Zeit, Stigsindex und MOL-Index).
Nach der Aufstellung der schematischen Schreibweise deB@A@odells in Ab-
schnitt 4.2 wird in Abschnitt 4.3 die Existenz klassisched schwacher Losungen von
Teilmodellen des MCFC-Modells — des algebraischen Gleighsystems der Parti-
aldriicke in den Poren, des gewohnlichen Differentiadfjlengssysteme des Brenners
und der Mischkammer und des partiellen Differentialglaingissystems — untersucht.
Das PDE-System wird dabei noch einmal in das System dertetgarTransportglei-
chungen, der nichtentarteten Transportgleichungeneldrischen Potentiale und der
Warmeleitungsgleichung zerlegt. Im darauf aufbauendescAnitt 4.4 werden die In-
dizes des Modells berechnet, die ebenfalls ein Indiz féladialytische und numerische
Losbarkeit darstellen. Das Kapitel endet mit einer kurZesammenfassung der Er-
gebnisse zur Untersuchung der Losbarkeit und der IndiegeMCFC-Modells.

Das Kapitel 5 zur Numerik des MCFC-Modells geht im erstenchipgtt 5.1 auf die
Numerik von differential-algebraischen und partiellefiedential-algebraischen Glei-
chungssystemen (DAE- und PDAE-Systemen) ein. Dazu wirdratige-Differenzen-
Methode zur Semidiskretisierung von PDAE-Systemen in BYsteme und das
Runge-Kutta-Verfahren zur anschlieBenden Diskretisigides DAE-Systems vorge-
stellt und die Konvergenz der Verfahren sowie die Konvergdgr Kombination bei-
der Verfahren betrachtet. Nach der anschlieRenden Seématgerung des MCFC-
Modells in Abschnitt 5.2 werden in Abschnitt 5.3 nach voiber Generierung ge-
eigneter Anfangswerte und Startschatzungen die nunimemsErgebnisse der Losung
des MCFC-Modells fur den stationaren Zustand sowie dasuysche Verhalten bei-
spielhaft anhand eines Lastwechsels prasentiert unigbneteert. Im letzten Abschnitt
werden die Ergebnisse aus der Simulation des MCFC-Modafiammengefasst.

In Kapitel 6 zur Steuerung des MCFC-Modells werden im ergbschnitt 6.1 ver-
schiedene Vorgehensweisen zur Losung von Optimalstegspuoblemen formuliert.
Hier wird insbesondere auf den Ansafizst optimize, then discretize” zur Untersu-
chung der Existenz und zur Berechnung einer numerischsuarighdes Optimalsteue-
rungsproblems der instationaren Temperatur und auf desat&sfirst discretize, then
optimize* zur Steuerung komplexerer Modelle eingegan@éa folgenden Abschnit-
te 6.2 und 6.3 beschaftigen sich mit der optimalen Stewpeimes Lastwechsels der
MCFC auf Teilintervallen. Hier wird die Zielsetzung eine®glichst schnellen Last-
wechsels, d.h ein moglichst schnelles Erreichen des nglaépnaren Zustandes, und
einer moglichst gleichmafigen Temperaturverteilundgolgt. Das bedeutet, das der
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Abstand der Zellspannung zur Sollspannung des neuenrsiatio Zustandes auf ei-
nem Berechnungsintervall minimiert und auch der Abstarrddddich verteilten So-
lidtemperatur zu einer gleichmaligen Solltemperatunzazit werden soll. Insbeson-
dere wird auch auf die Steuerung der Temperaturverteilengdranderter Konstruk-
tionsweise der Brennstoffzelle durch ortlich verteiltef&trome am Anodeneingang
und durch eine veranderte Anordnung der Anoden- und Kathgaskanale (Kreuz-,
Gleich- oder Gegenstrommodell) in Abschnitt 6.4 eingegander letzte Abschnitt
rekapituliert die wichtigsten Ergebnisse des Kapitels.

Ausgehend von der optimalen Steuerung wird in Kapitel 7 éies8ivitat des MCFC-
Modells untersucht. Dazu werden in Abschnitt 7.1 die Seviisiten eines nichtlinea-
ren Optimierungsproblems als Nebenprodukt der notwendige hinreichenden Be-
dingungen vorgestellt. Da das Optimierungsproblem au®dretisierung eines pa-
rameterabhangigen Optimalsteuerungsproblems stariefettidie Sensitivitatsana-
lyse des Optimierungsproblems eine Approximation der iBeitdten des Optimal-
steuerungsproblems. Der folgende Abschnitt 7.2 stelltldref3end die Sensitivitats-
analyse des MCFC-Modells bei optimaler Steuerung einesneafisels zur Mini-
mierung des Abstandes der Zellspannung zur Sollspannutigifeider Stoffstrom-
dichte am Anodeneingang vor. Die Sensitivitat wird hihglich einer Storung der
Stromstarke, der Anodeneingangstemperatur und der wfufiz untersucht. Im letz-
ten Abschnitt 7.3 werden die wichtigsten Resultate der iBeitdtsanalyse resumiert.

AbschlieRend werden im letzten Kapitel die Ergebnisse denarigen Kapitel kurz
zusammengefasst und ein Ausblick auf mogliche weitersdfmmgen gegeben.




Kapitel 2
Brennstoffzellen

Die Brennstoffzellentechnologie umfasst ein grol3es $pektnterschiedlicher Fach-
gebiete von Thermodynamik, Stromungsmechanik, Werliatotle, Verfahrens- und
Prozesstechnik sowie Elektrotechnik, die gemeinsam Zasg&ung der Brennstoffzel-
le als Gesamtsystem beitragen. Dieses Kapitel gibt daherkeirze Einfuhrung in die
Technik der Brennstoffzelle. Dazu werden chemische unagighlische Grundkennt-
nisse bereitgestellt, die fur ein besseres Verstandrssldrauf aufbauenden mathema-
tischen Modells der Brennstoffzelle erforderlich sind and®erdem fur die Interpreta-
tion der numerischen Ergebnisse unerlasslich sind.

Das Kapitel beginnt mit einem Einblick in die Technik der Bnstoffzelle. Dazu wird
die Funktionsweise einer Brennstoffzelle erlautert uimibe wichtige technische Da-
ten prasentiert. Abschnitt 2.2 klassifiziert die Brenffgglen hinsichtlich des ver-
wendeten Elektrolyten. Nach einetberblick Uiber die historische Entwicklung der
Brennstoffzelle in Abschnitt 2.3 wird der aktuelle Stand Batwicklungen und An-
wendungen vorgestellt, aber auch eine vorsichtige Bewgrtler Zukunftschancen
und -mdoglichkeiten von Brennstoffzellen gegeben. Detéefbschnitt 2.4 beschaftigt
sich detaillierter mit der Schmelzkarbonat-Brennstdfgzespeziell dem HotModule,
das die Grundlage des hier verwendeten mathematischenllisloddet. Dabei wird
nicht nur auf den Aufbau der Anlage, sondern insbesondearie auf die chemischen
Ablaufe in der Zelle eingegangen.

2.1 TechnischerUberblick

Brennstoffzellen besitzen eine hohe forschungs-, enetgid umweltpolitische At-
traktivitat. Wegen ihres hohen Wirkungsgrades, den igedr Emissionswerten und
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6 KAPITEL 2. BRENNSTOFFZELLEN

der Moglichkeit erneuerbare Energien zu nutzen, spieleins aktuelle Thema der
Umweltproblematik eine grof3e Rolle. Andererseits habemBstoffzellen wegen ih-
rer Effizienz im Vergleich zu herkbmmlichen Energiewamdlauch ein grof3es wirt-
schaftliches Potential. Daraus resultieren zahlreicheeussitare Forschungsanstren-
gungen und staatliche Forderprogramme, aber auch imeBsitwicklungsaktivitaten
grolRer Unternehmen. Dabei geht es insbesondere um diesHangtneuer Werkstof-
fe und Beschichtungen, die effiziente Erzeugung oder Seridg von Wasserstoff
und die Entwicklung von Methoden zur Prozessanalyse undeBssteuerung. Da-
mit umfasst die Brennstoffzellentechnologie ein grofResk8pm unterschiedlicher
Fachgebiete von Thermodynamik, Stromungsmechanik, Stfkunde, Verfahrens-
und Prozesstechnik sowie Elektrotechnik, die gemeinsankEdassung der Brenn-
stoffzelle als Gesamtsystem beitragen. Aber auch hochbétlieilgebiete der nume-
rischen Mathematik, der Optimierung und der Optimalen &tauog tragen zum bes-
seren Verstandnis, zur Weiterentwicklung der Techn@augid zu deren effizienteren
Einsatz bei.

Da die Komplexitat der zugrundeliegenden Technik faehgieifende Kenntnisse er-
fordert, werden in der Spezialliteratur zu Brennstofizelimeist detailliert chemi-
sche_undphysikalische Grundlagen handelt. Die Aktualitat desrage Brennstoff-
zelle zeigt sich in der groRen Bandbreite neu erschienerttaktueller Biicher. Einen
umfassendetyberblick Uiber die Brennstoffzellentechnik bietet Kugily(2003), der
insbesondere eine Einfihrung in die thermodynamischeelgidrotechnische Sicht-
weise gibt. Dagegen geht Winkler (2002) gezielt auf Anldgerzepte von Stack-
und Zellkonzepten Uber die Integration der Brenngasgueg und Aufbereitung bis
hin zur Modellierung von Kraftwerken und deren Komponergam Larminie (2004)
beschaftigt sich insbesondere mit den Subsystemen vamBl&ffzellen, stellt aber
gleichfalls eine gute Einfuhrung in die ThermodynamikddeVeniger technisch, aber
in einer ebenfalls abgerundeten Gesamtdarstellung Kdmamanolis (2003) in die
Brennstoffzellentechnik als Schluisselelement der Wats#technologie ein. Speziell
auf die Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle ist das Buch wamd&hacher, Kienle, Pesch
und Berndt (2007) abgestimmt, das neben der Technik undtiemskveise gleichzei-
tig auch Aspekte der ProzeRanalyse, der Optimierung saevi©dtimalen Steuerung
umfasst.

2.1.1 Funktionsprinzip

Eine Brennstoffzelle ist ein elektrochemisch@grat’, das ununterbrochen chemische
Energie in elektrische Energie (und Hitze) umwandelt, sgéaKraftstoff und Oxida-
tionsmittel zugefhrt werden.
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Wasserstoff H, . H-y H-H H-H |
Protonen H* || @ Anode e &
Elektronen e - H+ € H+
Protonen H+* % Elektrolyt l H+
Wasser H,0 W d [y BN de H o H
Sauerstoff O, 0-© O0-0 0 o

Abbildung 2.1: Prinzip einer Brennstoffzelle mit Prototramsport im Elektrolyten

Genauer gesagt, erzeugt eine Brennstoffzelle Strom uatetubabe von Wasserstoff
(Kraftstoff) und Sauerstoff (Oxidationsmittel). Diese&Rip entspricht chemisch ge-
sehen der Umkehrung der Hydrolyse.

Vom Prinzip sind alle Brennstoffzellen gleich aufgebauélie Abbildung 2.1): Sie

bestehen aus zwei Elektroden, der Anode und der Kathodschem denen sich ein
Elektrolyt befindet. An der Anode oxidiert der Brennstof§@Wasserstoff, in Elek-
tronen und Protonen. An der Kathode wird der Sauerstoff mermaiOxid reduziert.

Abhangig vom verwendeten Elektrolyten werden entwedetdPen oder Oxid-lonen
durch den Elektrolyten hindurch transportiert. Bei derségdimelzung mit dem Oxid
bzw. mit den Protonen wird Wasser erzeugt und durch die éiipen auReren Strom-
kreis verbunden Elektroden flieRt Strom. Da jedoch eineedirezZelle nur eine ge-
ringe elektrische Spannung erzeugt, werden meist mehedlenzhintereinander ge-
schaltet bzw. gestapelt. Diesen Stapel bezeichnet maniealk.S

2.1.2 Kenndaten
Wirkungsgrad und Leistung

Da Brennstoffzellen chemische Energie direkt in elekbésEnergie umwandeln, er-
sparen sie den umstandlichen und verlustreichen Umweg Tilrbine und Genera-
tor. Diese in konventionellen Kraftwerken notige Techimdnsformiert erst chemische
Energie in thermische Energie, anschliefend in mechamisuth schliel3lich in elektri-
sche Energie. Somit wird der Wirkungsgrad dieser Anlage@e&gensatz zur Brenn-
stoffzelle vom Carnot-Wirkungsgragarmotbeschrankt, der den maximalen Wirkungs-
grad einer Warmekraftmaschine bei der Umwandlung vonité@nergie in mechani-
sche Energie angibt und von der Temperatur der Warmedqugelled der Temperatur
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8 KAPITEL 2. BRENNSTOFFZELLEN

Energieerzeuger| Leistungsbereich elektrischer
[MW ] Wirkungsgrad [%0]
Dampfturbine 0.5 bis> 20 12-20
Dieselmotor 0.005 bis 5 30-43
Gasmotor 0.005 bis 5 25-30
Gasturbine 0.02 bis 1 25-30
Brennstoffzelle 0.005 bis 5 20-70

Tabelle 2.1: Wirkungsgrad ausgewahlter Energieerzeuger

der Umgebund» abhangt fcamot= 1 — T2/T1). Fur Brennstoffzellen gilt der Gibbs-
Helmholtz-Wirkungsgrad

AG

Nel = AR’ (2.1)
wobei mit AH die Anderung der Reaktionsenthalpiend mit AG die Anderung
der Reaktionsenerdiebezeichnet wird. Je nach Betriebstemperatur kann somit ein
theoretischer Wirkungsgrad von 70-80% erzielt werden. Déeyt der Wirkungs-
grad heutiger Brennstoffzellen weitaus hoher als der Wigsgrad ublicher Kraft-
Warme-Maschinen wie beispielsweise Dampfturbinen (ffatie1). Jedoch liegt der
Systemwirkungsgrad wegen ohmscher Verluste am Elekéo)y$tofftransporthem-
mungen und Verlusten aufgrund des Ladungsdurchgangs dbrderflache Elektro-
Iyt/Elektrode in der Praxis unterhalb der theoretischent®V&usatzlich wird der elek-
trische Gesamtwirkungsgrad einer Brennstoffzellen-galauch vom Eigenbedarf der
peripheren Komponenten und deren Wirkungsgrad bestimomitS®rklaren sich die
betrachtlichen Unterschiede im Wirkungsgrad, die nieitvom Brennstoffzellentyp
und der Bauart abhangen (siehe Tabelle 2.2), sondern gogatersteller zu Herstel-
ler variieren.

Zur Steigerung der Effizienz ist besonders bei Brennstidizeim Mittel- oder

Hochtemperaturbereich die Kraft-Warme-Kopplung méiglidie auch bei nahezu al-
len herkbmmlichen Kraftwerken zum Einsatz kommt. Durcé Nutzung der anfal-
lenden Abwarme, beispielsweise als Nah- oder Fernwakaen der Wirkungsgrad
noch einmal gesteigert werden (Tabelle 2.3). Zusatzkthder hohe Wirkungsgrad
unabhangig von der Systemgrof3e der Anlage, sodass Boffaeien durch den mo-
dularen Aufbau in vielfachen Leistungsbereichen eingéseerden konnen. Dabei

1Die Enthalpie ist ein MaR fur die Energie eines Systems. Rlandardreaktionsenthalpiié gibt
den Energieumsatz einer Reaktion bei konstantem Druck an.

2Dje freie Enthalpie oder Gibbs-Energiegibt die Reaktionsenergie einer Reaktion an und ist von
der Reaktionsenthalpie, der Reaktionsentropie und dep&eatur abhangig.
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Brennstoffzelle elektrischer Wirkungsgrad [%]
der Zelle des Systems
Alkalische Brennstoffzelle 60-70 60 — 65
Schmelzkarbonat-Brennstoffzellg 55 — 65 55-60
Phosphorsaure Brennstoffzelle 40 - 55 40 - 50
Polymer-Membran-Brennstoffzelle 50 — 68 43 -50
Oxidkeramische Brennstoffzelle | 60— 65 55 -65
Direktmethanol-Brennstoffzelle 20-30 15-25

Tabelle 2.2: Wirkungsgrad verschiedener Brennstoffrelle
(Daten aus Kurzweil (2003))

Brennstoffzelle Wirkungsgrad [%]
elektrisch | mit KWK
Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle 47 90
Oxidkeramische Brennstoffzefle 25-30 85
Polymer-Membran-Brennstoffzefle 35 80

Tabelle 2.3: Wirkungsgrad ausgewahlter Brennstoffreiidt Kraft-Warme-Kopplung
(Daten aus Kurzweil (2003))

bleibt der hohe Ausnutzungsgrad des Brennstoffes selbstillastbetrieb erhalten.

Emissionen und Geausche

Brennstoffzellen, die mit reinem Wasserstoff als Brenrayagiten, sind vollig emis-
sionsfrei, da nur Wasser als Reaktionsprodukt entstebtkitisch zu betrachten istin
diesem Fall die vorgelagerte Brenngasaufbereitung, deebisur in geringem Umfang
regenerative Energien (z.B. Solarzellen) zur ErzeugumgWesserstoff genutzt wer-
den und so mogliche Emissionen vom Stromerzeuger zum Besanzeuger verla-
gert werden. Bei Brennstoffzellen auf Basis fossiler Betaffie liegen die Emissionen
ebenfalls niedriger als bei vergleichbaren konventi@minergieumwandlungsaggre-
gaten (Tabelle 2.4). Aufgrund des hohen elektrischen Wigkgrades von Brennstoff-
zellen verringern sich insbesondere die spezifischen Kdlideid- Emissionen. Auch
die Emissionswerte fur Kohlenwasserstoffe und Schwedgid, sowie die Ruf3- und
Staubemissionen sind deutlich niedriger. Dartber hineie durch die Vermeidung

IHotModule (MTU CFC Solutions GmbH); weitere Anlagenparsensiehe Tabelle 2.5
2Galileo 1000 N (Sulzer Hexis); weitere AnlagenparametheiTabelle A.1
3Brennstoffzellen-Heizgerat (Vaillant); weitere Anlagmrameter siehe Tabelle A.2

Zeit 1 =2.6556

3.2

Solidtemperatur 9 _

I
®




Solidtemperatur 9

[
o

Zeit1=2.8778

10 KAPITEL 2. BRENNSTOFFZELLEN

Anlagentyp SOx NOy CO CyHy CO2
[g/kwh]
Braunkohle-KW 0.434 0.682 0.186 0.038 992
Steinkohle-KW 0.446 0.700 0.190 0.036 838
Gas- und Dampfturbinen-HKW 0.002 0.540 0.240 0.015 410
Gasdieselmotor-HKW 0.002 0.715 1.070 0.358 626
Phosphorsaure Brennstoffzellen-HEKW0.000 0.008 0.035 0.017 537

Tabelle 2.4: Emissionsvergleich verschiedener Heizkmadte mit fossilem Brennstoff
(Ledjeff-Hey, Mahlendorf und Roes 2001)

einer offenen Verbrennung die Bildung von Stickoxiden rzaheollstandig unter-
drickt.

Brennstoffe

Ein wesentlicher Charakter von Brennstoffzellen ist dief3g Flexibilitat der ein-
setzbaren Brennstoffe, da sowohl fossile Primarene#gjet als auch erneuerbare
Sekundarenergietrager genutzt werden konnen. Dalydiddis Spektrum moglicher
Brennstoffe mit zunehmender Betriebstemperatur bréiteniedrigen Temperaturbe-
reich kann die Alkalische Brennstoffzelle beispielsweige mit reinstem Wasserstoff
und Sauerstoff betrieben werden. Dagegen kommen im neittl@emperaturbereich
bei Membran-Brennstoffzellen aus Methanol reformiertesgérstoff und Luft bzw.
direkt Methanol zum Einsatz. Bei Hochtemperatur-Brenifitien konnen durch in-
terne Reformierung auch verschiedene Gase, wie Erd- odgaBj und Luft eingesetzt
werden. Ein weiterer Vorteil der Brennstoffzelle ist digigge Anzahl der bewegli-
chen Teile, die sich auf Pumpen und Geblase beschrankaturth sind Brennstoff-
zellen nicht nur wesentlich verschleiRarmer, sonderawggen auch kaum Vibrationen
und daher auch wenig Larm.

Kosten

Die groRten Nachteile bilden die derzeit noch hohen Intiesskosten. Diese resultie-
ren daraus, dass Brennstoffzellen meist noch in manueiheeEertigung hergestellt
werden. Hinzu kommen je nach Brennstoffzellentyp Kosterdié teuren eingesetz-
ten Materialien etwa an Katalysatoren (z.B. Platin bzw.d3umi Niedrigtemperatur-
Brennstoffzellen) oder eine kostenintensive Brenngdmaeftung. Zur weiteren Kos-

1ONSI PC25A; weitere Anlagenparameter siehe Tabelle A.3




2.2. KLASSIFIKATION 11

tensenkung muss auf3erdem die Lebensdauer von Brennkéoffdeutlich verlangert
werden. Andererseits zeigt sich aber schon heute, dasa®offzellen weniger ver-
schleiBanfallig und dadurch wartungsarmer als andezkri@ogien in vergleichbarem
Entwicklungsstadium sind.

2.2 Klassifikation

Die Entwicklung der Brennstoffzelle verfolgt zwei wichéigZiele. Zum einen sol-
len die Reaktionsraten der chemischen Reaktionen erhéfutem, um damit auch die
Leistung der Zelle zu steigern, und zum anderen muss diedde Verfugbarkeit von
Wasserstoff als Brenngas umgangen werden. Wahrend manstieHerausforderung
durch die Nutzung von Katalysatoren und hohere Tempearatlirsen kann, werden
wegen der teuren Herstellungsverfahren fiir Wasserdoéinnstoffzellen mit Koh-

lenwasserstoffen als Brennstoff entwickelt. (Unabhgmngin der direkten Brennstoff-
zellenforschung richtet sich die Aufmerksamkeit auch aefhtwicklung effizienter

Methoden zur Herstellung und Speicherung von Wassefstoff.

Aus diesen Bemilhungen entstanden sechs verschiedenesBriézellentypen, die
zwar ahnlich aufgebaut sind, sich jedoch hinsichtlich desvendeten Elektrolyten
klassifizieren lassen. Eine kurizdersicht dazu findet sich in Ledjeff-Hey, Mahlendorf
und Roes (2001). Fur eine ausfuhrlichere BeschreibuagBitennstoffzellentypen sei
beispielsweise auf Larminie (2004) verwiesen. In Kurzw2003) finden sich neben
den Kenndaten der einzelnen Zelltypen auch genaue Ausigen zur Thermodyna-
mik des speziellen Typs, den chemischen Eigenschaftenattegrmdeten Elektrolyts,
dem Betriebsverhalten sowie den speziellen Anwendungsigetber jeweiligen Zell-
arten.

Alkalische Brennstoffzelle (AFCh)

Alkalische Brennstoffzellen sind die einzigen Zellen, dinsten Sauerstoff und Was-
serstoff zur Energieumwandlung benotigen, da schon geMerunreinigungen durch
Kohlendioxid (CQ) den Elektrolyten bzw. die Elektroden schadigen. Als Eialt
werden alkalische Stoffe wie Natriumlauge (NaOH) oder #aliauge (KOH) verwen-
det. Die Ladungstrager im Elektrolyten sind OH—lonen. dwdie niedrige Betriebs-
temperatur dieses Zelltyps von etwa 90 °C werden Katalysatbenotigt, um eine
ausreichende Reaktionsgeschwindigkeit sicherzustéllienAFC hat eine hohe Leis-
tungsdichte und einen hohen elektrischen Wirkungsgrad(&o) und eignet sich fur

Lengl.: alkaline fuel cell
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12 KAPITEL 2. BRENNSTOFFZELLEN

Leistungsbereiche bis 100 Kilowatt. Wegen der hohen Kolégh das Hauptanwen-
dungsgebiet dieser Brennstoffzelle in der Raumfahrt umd/ilgartechnik (beispiels-
weise U-Boote).

Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle (MCFQG)

Bei der Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle dient eine Misghaus geschmolzenen
Karbonaten, meist Alkalikarbonaten wie LithiumkarbonatzsCOz) und Kaliumkar-
bonat (KaCOQz3), als Elektrolyt. Die lonenleitung erfolgt Uber die Karai-lonen.
MCFCs sind unempfindlich gegeniiber Kohlenmonoxid undchiedrdirekt mit Erdgas
oder anderen kohlenwasserstoffhaltigen Brenngaserebetriwerden, da eine interne
Reformierung von Wasserstoff stattfinden kann. Als Reaktionsgas kantsauér-
stoff verwendet werden. Aufgrund des hohen Temperatuidieseon 580 bis 660 °C
sind keine teuren Katalysatoren notwendig, allerdingkestalie hohen Temperatu-
ren grof3e Anforderungen an das Material. Auf3erdem wirdrddie hohe Temperatur
eine Kraft-Warme-Kopplungjinteressant. Deshalb findet diese Zelle mit einer Anla-
gengrofRe von 200 bis 1000 Kilowatt besonders in der dezlentEnergieversorgung
Anwendung.

In Abschnitt 2.4 wird noch einmal detaillierter auf den Aatbund die Funktionsweise
der Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle eingegangen.

Phosphorsaure Brennstoffzelle (PAFG)

Die phosphorsaure Brennstoffzelle arbeitet mit hoch kotrigrter Phosphorsaure als
Elektrolyt, die in eine Gelmatrix eingebunden ist. Als Rreggase werden Luftsauer-
stoff und Wasserstoff benotigt, wobei die Wasserstoéitémen von der Anode zur Ka-
thode wandern. Da jedoch PAFC-Anlagen empfindlich auf daslitsatorgift Kohlen-
monoxid und einen zu hohen Stickstoffanteil reagieren,swlas eingesetzte Brenngas
gereinigt werden. Mit einer Arbeitstemperatur von 170 88 2C ist sie ideal fur die
stationare Energieerzeugung mit gleichzeitiger Warmskapplung in kleinen Block-
heizkraftwerken geeignet. Die Leistung liegt meist bei 50300 Kilowatt.

lengl.: molten carbonate fuel cell

2Herstellung von Wasserstoff innerhalb der Brennstofézell

3Bei der Umwandlung von Energietragern wird neben der eimeuelektrischen Energie auch die
entstehende Warme genutzt.

4engl.: phosphoric acid fuel cell
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Polymer-Membran-Brennstoffzelle (PEMFCY)

Die Polymer-Membran-Brennstoffzelle besitzt keinendigen Elektrolyt sondern ei-
ne dinne Membran aus Polymerfolie, die den Elektroneaassh ermoglicht. Die
Membran muss mit edelmetallhaltigen Katalysatoren bebtét sein, beispielsweise
Platin, um bei der niedrigen Arbeitstemperatur von 60 bis®ine ausreichende
Reaktionsgeschwindigkeit zu garantieren. Da schon geifitgngen von Kohlenmon-
oxid die Leistungsfahigkeit der Zelle beeintrachtigeimd die Anforderungen an die
Brenngasaufbereitung sehr hoch. Allerdings kann statersi Sauerstoff Luftsauer-
stoff als Reaktionsgas eingesetzt werden. PEMFCs arligitemittleren Leistungsbe-
reich, weisen bei geringem Gewicht eine hohe Leistungseliahf und sind deshalb
fur den mobilen Einsatz geeignet.

Oxidkeramische Brennstoffzelle (SOF)

Die Oxidkeramische Brennstoffzelle besitzt einen Fektedyten aus Zirkoniumdi-
oxidkeramik, der bei hohen Temperaturen Sauerstoff-Ideiet, jedoch fur Elektro-
nen isolierend wirkt. Die Betriebstemperaturen liegenedam Bereich von 800 bis
1000 °C. Die SOFC arbeitet mit Luftsauerstoff und Wassétrdtann aber auch direkt
mit Erdgas betrieben werden, da durch die hohen Tempenragime interne Gasrefor-
mierung in die Zelle integriert werden kann und die Zellermpéndlich gegenuber
Kohlenmonoxid ist. AuRerdem ist bei der SOFC mit einem lugigsbereich von 1 bis
1000 Kilowatt eine Kraft-Warme-Kopplung moglich, wodtrsich die SOFC fiir den
stationaren Bereich in der Kraftwerkstechnik eignet.

Direktmethanol-Brennstoffzelle (DMFC3)

Die Direktmethanol-Brennstoffzelle ist die einzige Zetlee nicht Wasserstoff sondern
Methanol ohne vorherige Reformierung in elektrische Eigeughwandelt und nimmt
somit eine Sonderstellung ein. Als Elektrolyt wird eine tpreenleitende Polymer-
Elektrolyt-Membran (ahnlich zu den PEMFCs) eingesetei.d®r niedrigen Betriebs-
temperatur von etwa 100 °C ist der Einsatz von Katalysatotgiy, um eine ausrei-
chende Reaktionsgeschwindigkeit zu gewahrleisten. iddre leichte und kompakte
Bauweise, aber auch weil die Speicherung von flussigem &hethwvesentlich einfa-
cher als von Wasserstoff ist, sind kleine tragbare Systémledvorzugtes Einsatzge-

engl.: proton exchange membrane fuel cell
2engl.: solid oxide fuel cell
3engl.: direct methanol fuel cell
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biet, bei denen es auf ein geringes Gewicht ankommt. Zurexétieren Anlagen von
wenigen Watt bis mehreren Kilowatt.

2.3 Geschichtliche Entwicklung

Brennstoffzellen sind keine Erfindung des neuen Jahrtasselas Prinzip wurde be-
reits vor fast 200 Jahren erkannt. Jedoch dauerte es sgjey, lais sich aus ersten theo-
retischen Erkenntnissen und Laborversuchen eine in deisPemsetzbare Technik

entwickelte. Abgesehen vom (kostenintensiven) EinsatdeinRaumfahrt erlebt die

Brennstoffzellentechnik erst in den letzten Jahren undzéhimten einen Durchbruch
im kommerziellen Bereich, sodass inzwischen neben Pro¢otynd Testanlagen auch
serienreife Produkte mit Brennstoffzellentechnik zurfifgung stehen. Durch die
modulare Bauweise der Brennstoffzelle, aber auch die setiexdlichen Brennstoff-

zellentypen ersteckt sich das Anwendungsfeld von tranaplen Kleinstgeraten bis

zu stationaren Blockheizkraftwerken mit mehreren Megavizaariiber hinaus hat die
Brennstoffzelle den Ruf, eine Schlusseltechnologie inzdé&inftigen Energieversor-

gung zu sein.

Auf die fast 200-jahrige Entwicklung der Brennstoffzelten der,,gaseous voltaic bat-
tery” bis hin zu den ersten praktischen Anwendungen in deniRahrt gehen Blomen
(1993) und Hoogers (2003) detailliert ein. Einen Kurzidliek bietet Karamanolis
(2003). Mit den aktuellen Anwendungen und Betriebserfagen der Brennstoffzel-
len bei Prototypen, aber auch ersten Serienfertigungerhbéigyen sich insbesondere
Kurzweil (2003) sowie Ledjeff-Hey, Mahlendorf und Roes @209, wahrend in Blo-
men (1993) mogliche Zukunftschancen der Brennstoffagdiehnologie speziell im
Zusammenhang mit der Wasserstoffwirtschaft diskutiertee.

2.3.1 Geschichte

Das Prinzip der Brennstoffzelle wurde schon im Jahre 1838dem Physiker Carl
Friedrich Schonbein in der wissenschaftlichen ZeitstRtilosophical Magazinbe-
schrieben. Es ging dabei um die Beschreibung eines Expetémeur elektrochemi-
schen Reaktion von Wasserstoff und Sauerstoff, die zus€taing von elektrischer
Energie fuhrt.

Die erste funktionsfahige Brennstoffzelle wurde vom &uien Forscher Sir William
R. Grove 1839 wahrend eines Vortrages vor @eyal Instituitionin London prasen-
tiert. In einem Experiment erhitze Grove Wasserdampf nmieéei Platindraht, sodass
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Abbildung 2.2: Versuchsanordnung der ersten Brennstitgfzen Sir W. R. Grove

der Wasserdampf in Wasserstoff und Sauerstoff zerfiel umditi@raus, dass diese Re-
aktion umkehrbar ist und damit chemische Energie in elettie umgewandelt wer-
den kann. Groves Brennstoffzelle bestand aus zwei Plafitrelden, die von einem
Glaszylinder umgeben waren. Ein Glaszylinder enthielteBstoff, der andere Was-
serstoff. Beide Elektroden tauchten in verdiinnte Schis@tee ein, welche als Elek-
trolyt eingesetzt wurde. Da die an den Elektroden abgemeffSpannung sehr niedrig
war, schaltete Grove mehrere Brennstoffzellen zu einerersmgnten stack* zusam-
men (Abbildung 2.2). Diese Konstruktion erzeugte jedochsayiel Strom, dass ge-
rade einmal die Nadel eines Galvanometer abgelenkt wundg.JBhre spater stellte
er dann seinggasbetriebene Batterie* vor, die nun aus 50 einzelnen Z &léstand
und dadurch leistungsfahiger wurde. Trotzdem konnteediesie Entwicklung nicht
mit der Leistungsfahigkeit bereits vorhandener galwems Elemente konkurrieren.
Schon Grove war bekannt, dass der Grund fur die mangelrddktiftat seiner Brenn-
stoffzelle die zu geringe Reaktionsoberflache an den veseten Drahten war. Zwar
wurde wenige Jahre spater die Brennstoffzelle von A. C.EEinBequerel verbessert,
trotzdem hielten sich die Erfolge in Grenzen. Daran konatech beriihmte Wissen-
schaftler wie Thomas A. Edison und E. W. Junger nichts andke sich Ende des 19.
Jahrhunderts mit der Brennstoffzelle beschaftigten.

Der Begriff ,fuel cell* wurde Ende des 19. Jahrhunderts von Ludwig Mond un
Charles Langer gepragt. In ihrer Brennstoffzelle ersetaie den reinen Sauerstoff
als Oxidant durch Luftsauerstoff und reinen WasserstaftlluVasserstoff, der aus in-
dustriellen Abgasen gewonnen wurde. Das Problem der zagmriReaktionsflache
versuchten sie durch den Einsatz von porosen Membrané&ekisoden zu 16sen und
entwickelten so das Prinzip der heutigen Membran-Breffizgite. Trotzdem konnten
die erzeugten 1.5 Watt nicht mit der Leistung damaligertedelynamischer Genera-
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toren, Verbrennungsmotoren oder Gasturbinen mithalten.

Wahrend der 30er Jahre des 20. Jahrhunderts hatte delidng&mancis Bacon die
Idee, die bisher verwendeten teuren Katalysatoren — wie Baispiel Platin oder
Gold — durch preiswertere Materialien zu ersetzen. Bacowitzée einen alkalischen
Elektrolyt und konnte so Nickel als preiswerteren Katalgsgerwenden. Um die che-
mischen Reaktionen zu beschleunigen, erhdhte er auReddeBetriebstemperatur
und den Betriebsdruck. Damit legte er Ende der 50er Jahr&damdstein der alkali-
schen Brennstoffzelle.

Neue Impulse in der Brennstoffzellenforschung brachteden 50er und 60er Jah-
ren des 20. Jahrhunderts die Militartechnik sowie die Luftd Raumfahrtindustrie,
die nach neuen Antriebsmoglichkeiten suchte. Das Augeameuer Entwicklungen
lag zunachst auf der Gewichtsminimierung sowie der Z@aesibkeit, weniger auf
den Kosten. So entwickelte die Firma General Electric imtéagf der NASA PEM-
Brennstoffzellen, die bei allen sieben Gemini-Raumkapsé@igesetzt wurden. Beim
Apollo-Programm stieg man jedoch wegen der hoheren Zassigkeit auf die alkali-
sche Brennstoffzellen um, die von der Firma Pratt & Whitnesglestellt wurden. Pratt
& Whitney hatten zuvor die Patentrechte der AFC von Franeisd® erworben. Aus
dieser Brennstoffzelle entwickelte die Firma UTC weitereddlle, die zur Stromver-
sorgung des Space Shuttle eingesetzt wurden.

Durch die Energiekrisen sowie das wachsende Umweltbeseiasteigten in den 70er
und 80er des 20. Jahrhunderts erstmals auch kommerziedigiEnersorger verstark-
tes Interesse an der Brennstoffzellentechnologie. lmstzkEse wurden stationare An-
lagen im Megawatt-Bereich fUr die dezentrale Stromveysng entwickelt, deren
Testanlagen in den 80er und 90er Jahren installiert wutdente wird die Entwick-
lung und Erprobung der Brennstoffzelle in allen Anwenduoggsichen, stationar, mo-
bil und portabel, intensiv vorangetrieben. Dabei befindeh swar noch viele Tech-
niken im Forschungs- und Entwicklungsstadium, anderegedwobern langsam die
Markte.

2.3.2 Aktuelle Entwicklungen

Die Brennstoffzellen-Technologie wird die zukiinftigedfgieversorgung stark beein-
flussen. Brennstoffzellen sind effektiv, produzieren kesder geringe Emissionen und
sind zudem sehr leise. Aul3erdem lassen sie sich durch ihoeiularen Aufbau ein-
fach an die Leistungsbedirfnisse der Anwender anpassen.

Bei der aktuellen Entwicklung von Brennstoffzellen musdsolven dem Stand der
Technik und der Kommerzialisierung unterschieden wertterwesentlichen zeich-
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nen sich drei verschiedene Anwendungsbereiche ab, watbengiedem einzelnen Be-
reich sehr unterschiedliche Einsatzmoglichkeiten ezgeBuch werden abhangig vom
Einsatzgebiet unterschiedliche Anforderungen hinsicintBrennstoffwahl, Grol3e

oder Masse, Regelbarkeit und Kaltstartverhalten eineni®ffzelle gestellt.

Einsatz im stationaren Bereich

Im stationaren Bereich werden Brennstoffzellen zur dieétigen Strom- und
Warmeerzeugung in der dezentralen Stromversorgung alskBéizkraftwerke oder
zur Hausenergieversorgung in Privathaushalten eingeBegtzAnlage tibernimmt die
Stromversorgung, wobei eine Anbindung an das ortlicheritietz besteht, und gibt
die Warme an eine Heizungsanlage ab, die fur die Raumhgigawie zur Wasser-
erwarmung genutzt wird. Durch die starke Konkurrenz auf &rommarkten sind
die Anforderungen an die Betriebsdauer, die elektriscliizi&fiz der Brennstoffzelle
sowie die Investitionskosten vergleichsweise hoch. Aurigrder bereits bestehenden
Infrastruktur kommt als Brennstoff hauptsachlich Erdgesrage.

Derzeit werden Pilotprojekte fur Heizgerate in Privatblaalten mit 1 bis 5 kW durch-
gefuhrt, die Marktreife wird aber bereits in den kommendehren erreicht sein. Die
Firmen Vaillant und Sulzer Hexi&testen mit PEMFCs beziehungsweise SOFCs be-
reits den Praxiseinsatz.

Im Bereich der Blockheizkraftwerke mit 5 bis 250 kW werdemreBnstoffzellen heute
schon kommerziell eingesetzt. Beispielsweise verkau#d-gdma ONSI/IFC bereits
Uiber 200 phosphorsaure Brennstoffzellenanlagen des FQ2S, die eine elektri-
sche Leistung von 200 kW und eine thermische Leistung vonk2®diefern. Die
Firma MTU Friedrichshafen entwickelt und vertreibt das MGGBlockheizkraftwerk
HotModulé!, bei dem zeitgleich 245 kW Strom und 180 kW Warme genutztieer
kdnnen. Bisher wurden weltweit 35 dieser Brennstoffzeltestalliert, unter anderem
eine Anlage an der Universitatsklinik in Magdeburg, dielas Heizkraftwerk der Fir-
ma IPF Heizkraftbetriebsgesellschaft mbH Magdeburg indegst.

Einsatz im mobilen Bereich

Seit einiger Zeit wird vor allem von Automobilkonzernen @eennstoffzelle fur die
Antriebstechnik entwickelt. Die Anforderungen an die Brstoffzelle sind jedoch in

IBrennstoffzellen-Heizgerat (Vaillant); Anlagenparaeresiehe Tabelle A.2
2Galileo 1000 N (Sulzer Hexis); Anlagenparameter siehe kel
3Anlagenparameter siehe Tabelle A.3

4Anlagenparameter siehe Tabelle 2.5
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diesem Bereich besonders hoch, da bei einem moglichsiggerivolumen der Brenn-
stoffzelle und des Brennstofftanks Leistungen von miretes60 kW mit moglichst
langer Reichweite geliefert werden missen. AuRerdemedodl schnelle Betriebs-
bereitschaft (gutes Kaltstartverhalten) und ein einwegieé dynamisches Verhalten
(schnelle Lastwechsel) vorliegen. Daher finden bevorz&dPCs und DMFCs Ver-
wendung, bei denen entweder direkt Wasserstoff als Brefireshgesetzt wird oder
Wasserstoff mittels eines Reformierungsprozesses hiafaedlenintern aus Metha-
nol hergestellt wird. Fast alle namhaften Autoherstelbdrdn inzwischen Brennstoff-
zellenfahrzeuge entwickelt, die sich testweise im Pramésaz befinden (vgl. Geit-
mann (2006)).

Aufgrund des hoheren Platzangebotes fur das Gasspsysitem und der besseren
Planbarkeit von Tankstationen gestaltet sich der Einsatz Brennstoffzellen im
offentlichen Nahverkehr bei Bussen und Schienenfahewgjnfacher. Die Firma
MAN testet bereits brennstoffzellenbetriebene Busse (M#@IN Brennstoffzellenbus
(2006)) im Linienverkehr in NUrnberg und Erlangen. Denreti bildet eine von Sie-
mens hergestellte PEMFC, die insgesamt 120 kW an elekéiiscbistung liefert.
Mercedes verfligt zur Zeit Uber etwa 30 brennstoffzelgnibbene Stadtbusse (vgl.
Daimler Chrysler (2006)), die ebenfalls im Linienbetrielv@aischer Grof3stadte un-
ter anderem in Stuttgart eingesetzt werden. Antriebsdagecdbildet hier eine von der
Firma Ballard Power Systems hergestellte PEMFC mit Ubéri@@ Leistung. In bei-
den Fallen wird die Brennstoffzelle mit Wasserstoff kedtgn, der in einem Gastank
auf dem Fahrzeugdach gespeichert wird.

Im PKW-Bereich ist neben den hohen Kosten und die noch felelémfrastruktur zur
Brennstoffbefullung das relativ groRe Gewicht und Volunder Brennstoffzellen pro-
blematisch. Die California Fuel Cell Partnership (vgl. i€@ahia Fuel Cell Partnership
(2006)), in der viele namhaften Autohersteller wie DaintBrysler, Ford, General
Motors, Honda, VW u.a., aber auch Brennstoffzellenhdestelie Ballard Power Sys-
tems und UTC Power vertreten sind, testet Brennstoffzébi€kV im Praxiseinsatz,
die jedoch noch keine Serienreife erlangt haben.

Einsatz im portablen Bereich

Neueste Entwicklungen setzten Brennstoffzellen als Engah Batterien und Akkus
in stromverbrauchenden Kleingeraten. Die Problematilpartablen Bereich liegt in
der Forderung nach einem moglichst kleinem Platzverltrand einem geringem Ge-
wicht bei einer Leistung von 1 bis 500 Watt. Gleichzeitig sler eine hohe Speicher-
kapazitat zur Verfugung stehen. Hierfur kommen haaghtich PEMFCs und DMFCs
mit Wasserstoff oder Methanol als Brennstoff in Betrackg.sthd umweltfreundlicher
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als die bisherigen schadstoffhaltigen Akkus und bieten imgé&hsatz zu Akkus eine
unbegrenzte Anzahl von Ladezyklen und kleine Ladezeiten.

Das erste kommerzielle Produkt brachte die erst Anfang geg@éindete Firma Smart
Fuel Cell (Smart Fuel Cell 2006) in Ottobrunn heraus. Dieesagnte Smart Fuel
Cell ist eine DMFC, die aus einer mit Methanol geflilltenrBaé Strom herstellt.

Derzeit bietet die Firma Brennstoffzellen mit drei untéiisdlichen Leistungsstarken
0.6 kWh, 1.2 kWh bzw. 1.6 kWh pro Tag an, die zur netzfernenrgieeersorgung

beispielsweise bei Wohnmobilen und Segelbooten, aberesk- und Frihwarnsta-
tionen eingesetzt werden konnen.

Eine Vielzahl von Grol3konzernen befasst sich mit der Erklity von Brennstoffzel-

len fur tragbare Unterhaltungs- und Kommunikationstgevéie Notebooks und Mo-
biltelefonen, bei denen sich durch den Einsatz von Brefiizsiten deutlich langere
Betriebszeiten im Gegensatz zu Lithium-lonen-Akkus eegedollen. So entwickelten
zum Beispiel die Firmen Siemens, Samsung, Toshiba, IBM/@Nnd NEC Proto-

typen fur Brennstoffzellen-Notebooks mit WasserstafiRfullung, die jedoch wegen
der hohen Kosten und den immer noch zu kurzen Laufzeitereblgtine Marktreife

erlangt haben.

2.3.3 Perspektiven

Die Technologie der Brennstoffzelle ist heute grol3témteoch nicht wirtschaftlich
konkurrenzfahig gegeniuiber der konventioneller Enéegienik, befindet sich aber an
der Schwelle zur Kommerzialisierung.

Brennstoffzellen verfiigen Uber die Moglichkeit, Wasseff als Energietrager zu nut-
zen und bilden daher eine Briicke zur WasserstoffwirtécBefzu muss jedoch Was-
serstoff zunachst mit einem relativ hohen Energieaufwaunsl fossilen oder regene-
rativen Energietragern gewonnen werden. Bei der Wagseffgesvinnung aus fossi-
len Brennstoffen (beispielsweise mittels katalytischanipfspaltung aus Erdgas) ent-
stehen zusatzliche Emissionen. AufRerdem kann der erissigetMehraufwand bei
der Wasserstoffherstellung nicht durch die hohere Efiizider Brennstoffzelle im
Vergleich zum direkten Einsatz fossiler Brennstoffe inki@nmlichen Energiewand-
lern (z.B. Verbrennungsmotor) kompensiert werden. DieeEgzing von Wasserstoff
aus regenerativen Energiequellen (z.B. mittels Eleks®lgus Strom von Solarzellen,
Wind- und Wasserkraftwerken) ist technisch derzeit nodwandig und teuer, so-
dass auch regenerativ erzeugte Elektrizitat wesentffekteser direkt genutzt werden
kann. Langfristig hangt damit die Zukunft von Brennsteffen mit Wasserstoffbe-
trieb von der Weiterentwicklung der Wasserstoffwirts¢ladif, die vor allem durch die
energie-, umwelt- und verkehrswirtschaftlichen Rahmeirzingen bestimmt wird.
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Brennstoffzellen mit fossilen Energietragern arbeiteutk teilweise bereits effizi-
enter als herkdbmmliche Kraftwerke zur Strom- und Nutanéerzeugung. Weiteres
Forschungs- und Entwicklungspotential besteht (nebentetdmischen Weiterent-
wicklung) vor allem bei der Reduktion der Herstellungskostowie der Verlangerung
der Lebensdauer von Brennstoffzellen. Und letztendlictssen weitere Betriebser-
fahrungen durch Demonstrationssysteme, Versuchsanlagfreldtests gesammelt
werden, um auf eine Serienfertigung und die Markteinfalgruorzubereiten.

2.4 Aufbau und Funktionsweise einer Schmelzkarbo-
nat-Brennstoffzelle (MCFC)

Der Aufbau und die Funktionsweise einer SchmelzkarbomatiBstoffzelle soll hier
anhand des HotModules vorgestellt werden. Das HotModulé wan der MTU CFC
Solutions GmbH Ottobrunn bei Miinchen (einem Tochterurgiemen der MTU Fried-
richshafen GmbH) entwickelt und gefertigt. Das erste HatlMle wurde 1997 in Dors-
ten installiert, die erste kommerzielle HotModule Feldwahsanlage wurde 1999
an der Universitat Bielefeld in Betrieb genommen. Berégliisse Anlage erreichte
wahrend ihrer Gesamt-Laufzeit von 16000 Betriebssturelean elektrischen Wir-
kungsgrad von 47 Prozent in der 250-Kilowatt-Klasse. WeitdotModule Anlagen
laufen derzeit unter anderem beim Reifenhersteller Minhd&leim Energiekonzern
RWE, bei der Telekom-Tochter DeTelmmobilien, sowie beseaiedenen Industrie-
betrieben und Kliniken. Von Oktober 2002 bis Mai 2006 warehnlage fur die Uni-
versitatsklinik in Magdeburg in Betrieb (siehe Abbilduag), die eine Betriebsdauer
von 30000 Stundénerreichte. Die Brennstoffzelle war in das Heizkraftwerk He-
ma IPF Heizkraftbetriebsgesellschaft mbH Magdeburg nteigund lieferte neben der
elektrischen Energie auch Abwarme, die durch das Klinilgemutzt wurde.

Das Konzept des HotModule erlautern Kurzweil (2003) undje#-Hey, Mahlendorf
und Roes (2001). Weitere technische Daten, Informatiomeden bisher installier-
ten Anlagen, sowie aktuelle Presseartikel zum HotModuld auf der Homepage der
MTU CFC Solutions GmbH (2006) zu finden. Winkler (2002) fatistBetriebserfah-
rungen der HotModule-Anlagen in Dorsten und Bielefeld nuseen. Die chemisch-
physikalischen Vorgange werden in Heidebrecht (2004aadides HotModule detail-
liert erlautert.

1Das HotModule in Magdeburg ist damit das erste Brennsttiéizsystem, das diese Rekord-
Betriebsdauer erzielte.
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Abbildung 2.3: HotModule am IPF Heizkraftwerk in Magdeburg
Copyright: MTU CFC Solutions GmbH

2.4.1 Aufbau

Die HotModule-Anlage besteht aus drei Komponenten, einentralen Stahlkessel
mit dem Brennstoffzellen-Stapel, einer vorgeschaltetasaBfbereitung und einem
Elektroschrank, in dem der erzeugte Gleichstrom in Weshssh umgewandelt wird
und in dem die Anlagensteuerung untergebracht ist (sieldding 2.4).

Der vorgeschaltete Gasaufbereiter dient zur Entschwegetles Brenngases. An-
schlieRend wird das Gas befeuchtet, um den fur die Reaktiabtigen Wassergehalt
zu gewabhrleisten. Desweiteren wird das Brenngas und aectudefuhrte Luft Uber

einen Warmetauscher angewarmt, um die Reaktionsfatiges Gases zu fordern.
Uber einen Pre-Reformer wird bereits ein geringer Anteik®éastoff bereitgestellt,
der durch chemische Reaktion aus dem im Brenngas vorhamdéethan gewonnen

wird.

Anschliel3end wird das Brenngas in das eigentliche HotMmdign Stahlkessel, ge-
leitet. Den Kern der Anlage bilden ca. 350 einzelne Zelleav&rden hintereinander
montiert und bilden so den Zellstapel. Die einzelnen Zddied als flache Sandwiches
gebaut. Hier umschliel3en zwei Elektroden (Anode und Kahethe Tragerfolie, die
mit einem Elektrolyt aus Lithium-Kalium-Karbonat gefiliist. Bei einer Arbeitstem-
peratur von 650 °C schmilzt dieser Elektrolyt und ermdgliden lonenaustausch.
AuRerdem erlauben es die hohen Temperaturen, auf teurgy/&attaren aus Edelme-
tall zu verzichten, sodass preiswertes Nickel eingesétdt wm die Brennstoffzellen-
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Umwaélzgeblase

Mischkammer fur Frischluft,
Anodengas und Kathodenluft

Sammelhaube fur
Kathodenabgas

Frischluft

Abluft

Elektroschrank mit
Steuerung und
Wechselrichter
Abluft

Umluft
LM Brenngas (Erdgas,

Wasserstoff oder
andere Brennstoffe)

Elektro-Heizregister zum .
Frischwasser

Starten des Prozesses

gereinigtes Brenngas

Frischlufteintritt Grafik: C. Fritzmann/bild der wissenschaft

Abbildung 2.4: Schema des HotModule

Reaktion in Gang zu setzen. Das einstromende Prozessdasadklos und besitzt eine
niedrige Stromungsgeschwindigkeit. Es gelangt durchreiWarmetauscher und wird
dann weiter verteilt durch die Anoden geleitet (von untechnaben in Abbildung 2.5).

In der sich anschlieBenden Mischkammer treffen Anodershb¢gthodenabluft und
Frischluft zusammen. Nach dem katalytischen Brenner innesb&eil der Brennstoff-

zelle passiert das Gasgemisch nun erneut den Warmetausohelanach von links
nach rechts durch die Kathode zu stromen. Anoden- und Idetigas flieRen also im
sogenannten Kreuzstrom. Ein Teil des Gases wird nun in dgetkammer zuriick-
gefuhrt, ein anderer Teil gelangt als Abluft nach auRen.

Typ HM 300 (HotModule)

Lange 7,3m

Breite 25m

Hohe 3,.2m

Anzahl der Zellen ca. 350

Brennstoff Erdgas, Biogas, Klargas, Methanol
Deponiegas, Industrielle Restgase

Wirkungsgrad

Maximaler Gesamtwirkungsgrad

(bei Tmin &~ 50 °C) ca. 90 %

Elektrischer Wirkungsgrad des Zellblockca. 55 %

Zeit 1 =5.5444
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Elektrischer Systemwirkungsgrad ‘ ca. 47 %

Leistung

elektrische Leistung des Zellblocks 280 kw

Energiedichte der einzelnen Zellen 0,7 bis 0,8 kW

System

Elektrische Netzleistung 245 kw

Thermische Leistung bfimi, =55 °C 180 kw

Ablufttemperatur fur Warmenutzung | ca. 400 °C

\olumenstrom max. 1500 m/h

Feuchtigkeit ca. 18 % Volumenprozent
Emissionen

Nach BImSch@als Abluft klassifiziert, d.h. keine Abgasvorschriftencederlich.
SO < 0,01 ppm — nicht nachweisbar
NOy < 2 ppm — nicht nachweisbar
CcO <9 ppm

Tabelle 2.5: Technische Daten des HotModule

2.4.2 Funktionsweise

Das in dieser Arbeit verwendete mathematische Modell &M@FC beschrankt sich
auf die Modellierung des zentralen Stahlkessels mit denst@gplel, der Mischkammer

und dem katalytischen Brenner (siehe Abbildung 2.5). Die @der nachgeschalteten

Peripherien, z.B. zur Gasaufbereitung, werden nicht satdt. Unter der Annahme,
dass sich alle Zellen ahnlich verhalten, werden die chemis Reaktionen im Zell-
stapel beispielhaft anhand einer einzigen (virtuell geatién) Zelle in Abbildung 2.6

dargestellt. Jede Zelle besteht aus dem Anodengaskandeumpadrosen Anodenelek-

trode, dem Kathodengaskanal sowie der dazugehorigerétiekund dem zwischen

Anode und Kathode liegenden Elektrolyt. Das Anodengasggmiiestehend aus Me-
than und Wasser stromt von links nach rechts durch den Ar@aal. Dabei reagieren

Methan und Wasser mithilfe des Katalysators, und es wirdiidtetie Stromerzeugung

benotigte Brennstoff Wasserstoff sowie Kohlenmonoxiddoiziert. Das entstandene

1Bundes-Immissionsschutzgesetz

Zeit1=5.7667
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Misch- Geblase
kammer Katalytischer
Startheizer Brenner
Zellstapel
Warme-
tauscher
Kessel Gasverteiler

Abbildung 2.5: Innerer Aufbau des HotModule

Kohlenmonoxid reagiert weiter mit Wasser, sodass Wassgeustd Kohlendioxid ent-
stehen:

CH; + H,O = 3H, + CO (Reforming-Reaktion Rej, (2.2)
CO +H,O = Hy;+CO (Wasser-Gas-Shift-Reaktion Regf (2.3)

Diese wasserstoffproduzierenden Reforming-Reaktioresden auch als Direktes In-
ternes Reforming (DIR) bezeichnet. Obwohl die Wasser-&afi-Reaktion leicht
exotherm ist, ist der Gesamtprozess endotherm. WasgaratbKohlenmonoxid mi-
grieren nun in die Anodenelektrode. Hier reagiert Wase#rsiektrochemisch mit
den Karbonat-lonen des Elektrolyts und es entstehen Wagsiglendioxid und freie
Elektronen. Kohlenmonoxid verbindet sich ebenfalls mit #&rbonat-lonen, sodass
erneut Kohlendioxid sowie freie Elektronen entstehen:

Hy + CO5 = HO+ CO;+2¢  (Oxidation Ox), (2.4)
CO+COf = 2CO, +2¢-  (Oxidation O). (2.5)

Diese Oxidationsreaktion ist exotherm. Die entstehendeakinme wird von der endo-
thermen Reforming-Reaktion genutzt.

Das Anodenabgas, das aus unreformierted‘-Gas, den Reforming-Produkten
Wasserstoff, Kohlendioxid und Kohlenmonoxid sowie dendations-Produkten Was-
ser und Kohlendioxid besteht, wird nun in den katalytiscBeanner gefuhrt. Dort

mischt sich das Gas mit Frischluft und einem Teil des Kathatigases. Im Brenner
werden alle brennbaren Substanzen des Gasgemischestpyxddass sich der Gas-
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ﬁl-é‘; CH,+ H,0 =CO + 3H, Co,
NN o + HOI_IGoRE H,0 o
H, +CO2 =H,0 + CO,+2e ﬁ 2
CO+COZ =  2CO,+2e -
Anode = katalytischer K
Brenner
Elekrolyt T co, ] T
Kathode Misch-
0, kammer

Abluft cof
%0, + CO, + 2 = CO,>

Ricklauf

Abbildung 2.6: Funktionsweise des HotModule

strom nur noch aus Sauerstoff und Kohlendioxid zusammen$&ich einem erneuten
Mischen der Gase gelangen diese in die Kathode. Hier reag@auerstoff mit Koh-
lendioxid an der Kathodenelektrode, und es entstehen Katdonen. Dabei werden
Elektronen von der Kathodenelektrode benotigt:

02+ CO, +2e” = CO5~  (Reduktion Red) (2.6)

Diese Reduktionsreaktion ist exotherm. Ein Teil des Kagimadbgas wird anschlieRend
in den katalytischen Brenner zuriickgefuihrt, der ResGieses verlasst die Brennstoff-
zelle als Abluft. Die Karbonat-lonen wandern dem chemiscBeadienten folgend
durch den geschmolzenen Elektrolyt zur Anodenelektodéyerid die freien Elektro-
nen der Anodenelektrode Uber einen elektrischen Verberumur Kathodenelektrode

wandern. Dabei entsteht Strom.

Zeit1=6.2111
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Kapitel 3

Partielles differential-algebraisches
Gleichungsmodell
(PDAE-Modell) der MCFC

Das letzten Kapitel erlauterte die Funktionsweise der n@zhkarbonat-
Brennstoffzelle. Daher schliel3t sich in diesem Kapitel deschreibung des
mathematische Modells an, das die Vorgange innerhalb derBtoffzelle charakte-
risiert.

Das Kapitel beginnt mit einer Einfuhrung in partielle Riféntialgleichungen, die den
Hauptbestandteil des mathematischen Modells bilden. Bézlin Abschnitt 3.1 der
Begriff Partielle Differentialgleichung definiert, und esrd auf einige Sonderformen
von PDEs eingegangen. Die Wahl der Anfangs- und Randbedgeayubeeinflusst die
anschlieRend erlauterte Korrektgestelltheit von PDAEsSoIgt die Klassifizierung der
partiellen Differentialgleichungen in elliptisch, paddisch und hyperbolisch. Diese
verschiedenen Klassen legen wiederrum die bendétigtearfyst und Randbedingun-
gen fest, bestimmen aber auch das physikalische und matkeheaVerhalten der
Differentialgleichung und nehmen somit Einfluss auf diatepangewandten numeri-
schen Losungsmethoden.

In Abschnitt 3.2 wird das dynamische 2D PDAE-Modell von Haacecht (2005)
vorgestellt. Dazu wird nach einigen Grundannahmen die iB&ffzelle in mehrere
Modellierungsabschnitte unterteilt. Dem Gasstrom fothemrden im ersten Schritt
die Transportgleichungen fur die chemisch reaktiven @Gassingen in der Anode
prasentiert. Darauf aufbauend werden die Prozesse inyliathien Brenner und in
der Mischkammer durch ein System von algebraischen unolgelichen Differenti-
algleichungen abgebildet, welches die nichtlinearen Radthgungen der folgenden

27
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Transportgleichungen fur die Kathode vorgibt. Die Anodend Kathodengleichun-
gen werden durch die Gleichung fur das Solid gekoppelteiie Grundgleichung des
Modells bildet. AnschlieBend folgen die Gleichungen fias celektrische Potential-
feld, in welchem die Spannung an der Anoden- und Kathodktrelde bzw. die totale
Zellspannung durch partielle Integro-Differentialglaimgen bzw. eine gewdhnliche
Integro-Differentialgleichung bestimmt wird. Der Absdtirendet mit den algebrai-
schen Gleichungen fur die Elektrodenporen, in denen Qixidaind Reduktion statt-
finden. Das Kapitel endet mit einer komprimierten Darstedlaer Differentialglei-
chungen des Modells, sowie deren Anfangs- und Randbedjesguiin der die rechten
Seiten der Differentialgleichungen durch abstrakte Fonlein gegeben sind.

3.1 Partielle Differentialgleichungen

Differentialgleichungen spielen bei der mathematischerd®llierung in den Natur-,
Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften eine wichtigeR So konnen mit ihrer
Hilfe physikalische Prozesse wie Stromungen, Warmabgjioder Diffusion beschrie-
ben werden. Ein mathematisches Modell eines technisclee$ses benotigt jedoch
in der Regel mehr als eine unabhangige Variable um den Zdgmes Systems zu
beschreiben. So werden Stromungsvorgange durch derkQfiecDichte und die Ge-
schwindigkeit als Funktion des Ortes uddr Zeit beschrieben. Die Veranderungen
dieser Systemzustande werden demzufolge durch Ablestungch der Zeit oder dem
Ort dargestellt. Tauchen in einer Gleichung (oder in eindedBungssystem) Ablei-
tungen nach mehreren Variablen auf, also beispielsweiteufel Raumableitung, so
spricht man von einer partiellen Differentialgleichungik PDE, englisch: partial
differential equation).

Einen kurzenUberblick und eine angewandte Einfiihrung zu partiellefieBéntial-
gleichungen bietet beispielsweise Strauss (1995). Eieielisbersicht tiber die mo-
dernen Techniken zur Theorie partieller Differentialgheingen und tiber verschiede-
ne Losungsansatze bieten Evans (1998) mit dem Hauptheaié nichtlineare Glei-
chungen und Taylor (1997), der angefangen bei den Grumilldge gewohnlichen
Differentialgleichungen, eine gro3e Anzahl von Methodéndas Losen wichtiger
partieller Differentialgleichungen der mathematischégdik vorstellt. Dagegen wird
in Wloka (1982) die Theorie der partiellen Differentialigleungen sehr allgemein und
abstrakt, aber auch sehr exakt und detailliert behandelt.
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3.1.1 Grundbegriffe

Eine PDE ist eine Gleichung fur eine unbekannte Funktiomimdestens zwei Varia-
blen, bei der gleichzeitig auch die partiellen Ableitungkst unbekannten Funktion
nach mindestens zwei Variablen auftreten:

Definition 3.1 (Partielle Differentialgleichung)

Sein eine natiirliche Zahl mih > 2, X eine offene Teilmenge de&" und x =
(X1, ..., Xn) ein Punkt ausX, sowiey : X — R eine unbekannte Funktion. Sei wei-
terhink eine natirliche Zahl mk > 1 und eine Funktion

FIR xR 1 x...xR"xRx X—> R (3.1)
gegeben. Dann heif3t die Gleichung der Form
F(D*y(x), D*'y(x), ..., DY(X), y(x), X) = 0 (3-2)

partielle Differentialgleichung (PDE)-ter Ordnung im Variablen, wobeD'y die
Menge aller partiellen Ableitungen der Ordnunigezeichnét

Im Gegensatz zu gewdhnlichen Differentialgleichunger sikalare partielle Diffe-
rentialgleichung hoherer Ordnung nicht aquivalent zuegi System von partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung, obwohl vielet8yse der Praxis auf Systeme
erster Ordnung reduziert werden kdnnen.

Bei der weiteren Betrachtung von partiellen Differentieighungen unterscheidet
man nach dem Schwierigkeitsgrad der Differentialgleichubabei hangt die Kom-
plexitat nicht nur von der Ordnung und der Anzahl der Vdgalab, sondern ist insbe-
sondere an die Eigenschaften der Funkttogekoppelt. Fir spezielle Funktionén
lasst sich weiter klassifizieren:

Definition 3.2 (Lineare, semilineare, quasilineare, nicHineare PDE)
Die partielle Differentialgleichung3.2) heif3t

e linear, wenrF linear iny und in allen Ableitungen voy ist,

 semilinear, wenir linear in den héchsten Ableitungen vgrist und die Koef-
fizienten dieser Ableitungen nur venabhéngen,

e quasilinear, wenf linear in den héchsten Ableitungen vgrist,

IDa die Voraussetzungen zur Anwendung des Satzes von Schigatzjegeben sind, ist die Rei-
henfolge der Ableitungen von Bedeutung.

Zeit1=7.1
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« (voll) nichtlinear sonst.
Ein weiterer Spezialfall tritt auf, wenn die sogenanntéiteSeite der Differentialglei-
chung verschwindet:
Definition 3.3 (Homogene, inhomogene PDE)

Die partielle Differentialgleichung heif3t

e homogen, wenn jeder Term der Gleichuf®2) entweder die Funktioy oder
eine ihrer Ableitungen enthalt,

e inhomogen sonst.

AuRerdem lassen sich Differentialgleichungen mit Integeéichungen kombinieren:

Definition 3.4 (Integro-Differentialgleichung)
Gleichungen in denen neben partiellen Ableitungen der ok in F auch Integrale
auftreten, nennt man Integro-Differentialgleichungen.

Eine besondere Klasse bilden die zeitabhangigen Diffexdgieichungen, bei denen
eine unabhangige Variable physikalisch als Zeit intdrerewird:

Definition 3.5 (Instationare, stationdre PDE)
Die partielle Differentialgleichung3.2) heif3t

« instationar, wenn der Vektor der unabhéngigen Variabte, . . ., x,, t) von der
Zeitt abhangt,

e stationar sonst.

An die vorangegangenen Definitionen Uber partiellen Déffeialgleichungen schlief3t
sich nun an:

Definition 3.6 (Losung einer PDE)
Unter einer Losung einer PDE versteht man eine FunkgionX — R, die partielle
Ableitungen bis zur Ordnunig besitzt und die Gleichun¢B.2) fiir allex € X erfillt.

Aus der Vielzahl der Anwendungen von partiellen Differafgleichungen seien hier
nur einige genannt:

 Transport- und Reaktionsprozesse in porosen Medien,

» Wettervorhersage (Klimadynamik, Ozeanstromungen),
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« Diffusionsprozesse in der Finanzmathematik (Optionssa) oder der Biologie
(Chemotaxis).

Da uns einige spezielle Differentialgleichungen noch &relitegleiten werden, seien
hier zwei Beispiele vorgestellt:

Beispiel 3.1 (Transportgleichung)

Die Transportgleichung beschreibt den konvektiven Trartsgines Stoffes in einem
Medium mit der Geschwindigkeft in Richtung derx-Achse. Die einfachste Glei-
chung dieser Art ist gegeben durch

oy oy
—(xt —x,t)=0 3.3
S+ () =0, (3.3)

wobei die Funktiory : R x (0, o) — R fiir eine physikalische Grof3e, wie beispiels-
weise die Konzentration einer Substanz in einer Flisstigkeht.

Wird die Geschwindigkeit € R als konstant angenommen, so handelt es sich hier um
eine instationéare, ortlich 1-dimensionale, lineare Rip&er Ordnung. Die Geschwin-
digkeit kann aber auch orts- und zeitabhéngig sein bzvarsegny selbst abhangen,
sodass die PDE semilinear bzw. quasilinear wird.

AuBere Einwirkungen, beispielsweise die Konzentratmagiung aufgrund einer che-
mischen Reaktion, werden durch Inhomogenitaten bedwdmie

oy oy

— (X, t)+c=(x,t) = f(y, x,1). 3.4

D Fem () = Fy.x 1) (3.4)
In der Praxis ist die Funktiof : R x R x (0, co) — R oft nichtlinear.

Beispiel 3.2 (Diffusionsgleichung)
Die Diffusionsgleichung beschreibt die diffusiven Traodpeines Stoffes in einem
Medium. Die einfachste Gleichung im stationéren Fall istlchplace-Gleichung

Ay(x) =0, (3.5)

wobei die Funktiory wieder fir eine physikalische Gro3e wie die Konzentragmer
Substanz oder die Temperatur steht. Der Laplace-Opesdtdefiniert als:

k 52
A= (3.6)

Diese stationdre, homogene, lineare PRfer Ordnung lasst sich zur Poisson-

Zeit1=7.5444
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Gleichung erweitern
Ay(x) = f, 3.7

die durch die Funktionf inhomogen wird. Der interessantere Fall ist jedoch die
zeitabhangige Warmeleitungsgleichung

ay(x, )
ot

—Ay(x,t) =0, (3.8)

bzw. die Reaktions-Diffusions-Gleichung

oy (x, 1)
ot

— Ay(x,t) = f(y, x,t), (3.9)

die ahnlich zur Transportgleichung um eine rechte Seigeweitert ist, die eine exter-
ne Warmequelle — z. B. bei Verbrennungsvorgangen — begxthr

3.1.2 Anfangs- und Randwerte

Wie auch bei gewdhnlichen Differentialgleichungen sieilBDEs weitere Zusatzbe-
dingungen notig, um eine eindeutige Losung zu erhaltenGegensatz zu gewdhn-
lichen Differentialgleichungen reicht jedoch die Vorgadiees Funktionswertes an
einem Punkt nicht aus, man muss Funktionswerte (und/od&sitdbgen) auf einer

Mannigfaltigkeit vorgeben. Aus physikalischer Sicht istsgnnvoll, Bedingungen am
Rand des zu betrachtenden Gebietes hinzuzunehmen odeitabh&ngigen Proble-
men sogenannte Anfangsbedingungen zu stellen, die deikphyshen Zustand des
System zu einem Zeitpunig festlegen:

Definition 3.7 (Anfangsbedingungen)

Seien die Funktioneg : X — R undh : X — R gegeben. Sind fur eine zeitabhangige
partielle Differentialgleichung Bedingungen an Werte roélbleitungswerte vory zu
einem Anfangszeitpunkg festgelegt,

y(to, X) = g(x) oder %(to, X) = h(x), fur allex € X, (3.10)

so werden diese als Anfangsbedingungen bezeichnet.

Randbedingungen legen Werte vgroder Ableitungen vory am Rando X (oder,
wenn X unbeschrankt ist, Abklingbedingungen im Unendliches).fRandbedingun-
gen konnen beliebig kompliziert (nichtlinear) sein, @& fedoch oft eine der drei
folgenden Formen auf:
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Definition 3.8 (Randbedingungen)

Seigp : Xp —» R, gn @ Xy — Rundgr : Xg — R gegebene Funktionen, die als
Randvorgaben bezeichnet werden antl der Rand vonX mit Xp, XN, Xr C 6 X.
Dann heifl3t die Bedingung

e Dirichtlet-Randbedingung (Randbedingung 1. Art), wenn

YIxp = dp(x) firallex e Xp, (3.11)
* Neumann-Randbedingung (Randbedingung 2. Art), wenn

= =qgn(x) farallex € Xy, (3.12)

XN

* Robin-Randbedingung (Cauchy-Randbedingung, Randgedin3. Art), wenn

(a—;’ + a(x)y)

3 =gr(x) firallex e Xg (3.13)

XRr

mit dem Normaleneinheitsvektar der Normalenableituné% und einer gege-
benen Funktiom.

Bemerkung 3.1

Man spricht von einem Anfangswert- oder RandwertproblelviPPoder RWP), wenn
zusatzlich zur PDHE3.2) Anfangs- oder Randbedingungen gestellt werden. Werden
gleichzeitig Anfangs- und Randbedingungen betrachtetpnman solche Probleme
Anfangs-Randwertprobleme (ARWP) fiir partielle Diffetiafgleichungen.

Jedoch fiihrt nicht jede Zusatzbedingung zu einer vetigerf Losung. Dazu klart der
nachste Abschnitt, was unter einer verninftigen Lostargtanden wird.

3.1.3 Korrektheit

Das Konzept der Korrektgestelltheit geht auf HadamardidurDas Prinzip besagt,
dass ein mathematisches Modell hochstens dann korrekufart sein kann, wenn
eine eindeutige Losung existiert. Diese Idee begrundbtauf die Annahme, das je-
dem Modell ein real existierender physikalischer Vorgangarunde liegt, und sich
jeder Vorgang in der Natur stetig verhalt. Dazu genauer:

Definition 3.9 (Korrektheit)
Eine patrtielle Differentialgleichung der For(8.2) mit Nebenbedingungen heil3t kor-
rekt oder sachgemar gestellt, wenn

Zeit1=7.9889
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e es eine Losung gibt (Existenz),
- die Lésung eindeutig ist (Eindeutigkbit

e die Ldsung stetig von den Nebenbedingungen abhandii(i&ig).

Ist eine dieser Bedingungen nicht erflillt, so heilst dablero inkorrekt gestellt.

Wie jedoch die Nebenbedingungen gewahlt werden musserein korrekt gestell-

tes Problem zu erhalten, ist vom Typ der Differentialgleict) anhangig, der im fol-

genden Abschnitt anhand von quasilinearen partielleremfitialgleichungen zweiter
Ordnung definiert wird.

3.1.4 Kilassifikation

Fir PDEs existiert keine einheitliche Losungstheorie,nében der Ordnung oder
der Linearitat bzw. Nichtlinearitat noch weitere Eigenaften die Losbarkeit beein-

flusst. FUr jede der nun folgenden Klassen von Differegléathungen gibt es eine

eigenstandige Theorie beziglich der Losbarkeit. Eslwich sogar zeigen, dass man
die jeweiligen Eigenschaften auch fur die numerischesungsverfahren ausnutzen
muss.

Der Ubersicht halber beschranken wir uns im Folgenden aubsi&ajuasilineare par-
tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnungrirvariablen. Unter zusatzlichen Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen lasst sich der SatAebwarz anwenden, sodass
die gemischten partiellen Ableitungen Ubereinstimmed die Menge der partiellen
Ableitungen der Ordnunigaus Definition 3.1 geschrieben werden kann als

D'y := (D% :|a| =1}, yecl (3.14)
mit
a|a|y
DY i= —— 3.15
Y oxyt...oxn" (3.19)
und dem Multiindexae = (a1, ..., 0n), la| = a1 + --- + an, der aus ganzzahligen

nicht-negativen Komponenten besteht.

1Bei nichtlinearen Problemen muss mani.A. auf die Eindéeiiyerzichten, wie einfache Beispiele
bei ODEs und DAEs zeigen.
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Dann erfolgt die Einteilung der quasilinearen PDEs zweitatnung

> A«(Dy,y,x)D*% = f(Dy, Y, X) (3.16)
|la|=2

entsprechend den Eigenwerten der symmetrischen MAfrix

A20..,00 A@L0,..,0) . A@,0....,0,1)

A A(1,1,.0,...,0) g : ’ (3.17)
: " Aq....,0,1,1)
Aw0,..01) e Ap,..011) Ao,..02

die sich aus den Vorfaktoren der hochsten Ableitunggn|a| = 2, zusammensetzt.
Da die Matrix symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reeltl Wdnnen in folgender
Weise auftreteh

Definition 3.10 (Elliptische, parabolische, hyperbolisck PDE)

Eine quasilineare partielle Differentialgleichung dena(3.16) mit der Matrix A
aus Gleichund3.17) heil3t in einem festen Punkte X beziglich der eingesetzten
Lésungy(x)

« elliptisch, wenn alle Eigenwerte val positiv oder negativ sind,
e parabolisch, wenn genau ein Eigenwert Vorerschwindet,

 hyperbolisch, wenn kein Eigenwert vaaverschwindet und ein Eigenwert ein
anderes Vorzeichnen besitzt,

e ultrahyperbolisch, sonst.

Die Schwierigkeit bei quasilinearen PDEs ergibt sich dsaydass die Klassifizierung
nur fir einen Punkk € X und fur eine eingesetzte Losuygx) erfolgen kann. Bei
semilinearen PDEs ist die Klassifizierung lokal, d.h. aigi§ vom eingesetzten Punkt
x € X. Erst bei konstanten Funktioney, ist die Klassifizierung global.

Anschaulich betrachtet, unterscheiden sich diese 3 Typerhdlie Art der Ausbrei-

tung von Storungen in der Losung. Daraus resultiert mcitdie Notwendigkeit, in-

dividuell passende Anfangs- bzw. Randwerte vorzugebengimkorrekt gestelltes
Problem zu erhalten, sondern auch die differenzierte Bdlbag bei der numerischen
Losung dieser Gleichungen, wie sich in den spateren Kkpieigen wird.

IDie Definition von parabolisch und hyperbolisch variiertder Literatur. Die hier angegebenen
Definition folgt Strauss (1995).

Zeit1=8.4333
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Die Ausbreitung der Storungen in der Losung wird anhand®@barakteristiken tiber-
pruft. Die Methode der Charakteristiken sucht auf dem Dtgdimsgebiet der partiel-

len Differentialgleichung Kurven (sog. charakteristisd¢turven), langs derer sich die
PDE zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung reduz{ggl. Evans (1998) oder
Richter (1995)). Physikalisch gesehen sind dies ScharanLirden, entlang denen
sich Informationen zeitlich ausbreiten. Allerdings besiticht jede partielle Differen-

tialgleichung solche Kurven.

3.1.4.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen

Elliptische partielle Differentialgleichungen treterptgcherweise bei zeitunabhangi-
gen Problemen auf, die Gleichgewichtszustande besehreibd haben keine reellen
Charakteristiken. Beispiele dafur sind die Laplace-Glaing (3.5), die z. B. die stati-

onare Temperatur- oder elektrostatische Ladungsvenigih einem Korper im homo-

genen Fall beschreibt und die Poisson-Gleichung (3. 7)éiarinhomogenen Fall.

In beiden Fallen breiten sich bei der Losung keine Infdiomen mit der Zeit aus.
Die Entwicklung wird folglich nur von den Randwerten bestiin Daher missen,
um die Losungen elliptischer Differentialgleichungendgutig festlegen zu kdnnen,
Bedingungen am Rand des Gebiebes/orgegeben werden. Elliptische PDEs stel-
len somit reine Randwertaufgaben dar, d.h. es existieréme k&nfangsbedingun-
gen. Die haufigsten auftretenden Randbedingungen siridhzit- oder Neumann-
Randbedingungen, die beispielsweise im ersten Fall digp@eatur am Rand direkt
festlegen und oder im zweiten Fall den Warmefluss in odedausKorper an dessen
Rand modellieren. Dies schlief3t Isolationshedingungeyveenn der Warmefluss am
Rand verschwindet.

Wesentlich fur die Losung elliptischer PDEs ist aul3erdienForm des Gebietex,
das idealerweise konvex sein sollte oder sich durch eined{ioatentransformation
auf eine solche Form bringen lasst, um Singularitateneb®springenden Ecken zu
vermeiden.

3.1.4.2 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Parabolische partielle Differentialgleichungen besiti&e ahnliche Phanomene wie
elliptische Gleichungen nur in der zeitabhangigen, tistéren Variante und haben
genau eine einparametrige Schar von reellen CharakkeristiEin anschauliches Bei-
spiel dafiir ist die Warmeleitungs- oder Diffusionsghaiag (3.8), die die Ausbreitung
der Temperatur oder die Verteilung chemischer Konzewoinati in einem Korper be-
schreibt. Die Informationen breiten sich dabei nur in einehRing aus. Damit die
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Differentialgleichung eindeutig losbar ist, mussemyfah zusatzlich zu den Anfangs-
werten Bedingungen am raumlichen Rand vorgegeben weBnit erhalt man ein
Anfangs-Randwertproblem (ARWP).

Wesentlich fur die Losbarkeit ist auBerdem, dass die Agghedingungen mit den
Randbedingungen konsistent sind, also die Anfangsbedgejudie Randbedingun-
gen erfullen.

3.1.4.3 Hyperbolische partielle Differentialgleichunga

Hyperbolische Gleichungen besitzen eine Schar von re€llarakteristiken und be-
schreiben allgemein Wellen und deren Ausbreitung. Im Wetded zu parabolischen
Gleichungen werden Losungen von hyperbolischen Gleiganmwenig bis gar nicht
gedampft, sodass sich Wellen tUiber weite Strecken atsbrednnen.

Ein Standard-Beispiel fur eine hyperbolische partielléddentialgleichung ist die
Wellengleichung,

32y(x, 1)

e Ay(x,t) =0, (3.18)

die Schwingungsvorgange beschreibt, aber auch die Aiisbgeron Schall- und elek-
tromagnetischen Wellen. In Gleichung (3.18) breitet siehilelle in alle Richtungen
aus, sodass die Zeitentwicklung nur von den Anfangsbediggiubestimmt wird, wo-
bei jedoch bei hyperbolischen Gleichungen zweiter Ordniumger zwei Anfangs-
werte bendotigt werden: Der Funktionswert und die zeidiétbleitung des Funktions-
wertes zum Anfangszeitpunkt.

Dagegen fuhrt das Beispiel der eingespannten Seite, béielduslenkung der Seite
die eindimensionale Wellengleichung erfillt, auf ein ARVBei dem zusatzlich zu den
Anfangswerten ortliche Randbedingungen benotigt werde

3.2 Dynamisches Modell einer MCFC in 2D

Zur Modellierung der Stromungsvorgange, der chemiscReaktionen und der
Warmeleitung innerhalb einer Brennstoffzellen miissnsehiedene Klassen von Dif-
ferentialgleichungen verwendet werden. Allerdings ésiiskein gemeinsames mathe-
matisches Grundmodell fur alle Brennstoffzellentypea sith die einzelnen Brenn-
stoffzellenanlagen in Aufbau und Funktionsweise zu starterscheiden. Allen ge-
mein ist der Einsatz von algebraischen Differential- udéfdntegralgleichungen zur

Zeit1=8.8778

Solidtemperatur 9 _

I
o




Solidtemperatur 9

[
o

Zeitt=9:1

38 KAPITEL 3. PDAE-MODELL DER MCFC

Beschreibung des Verhaltens der Brennstoffzelle. Die Ahdar unabhangigen Va-
riablen, sowie der Typ, die Anzahl und die Art Kopplung demzeinen Gleichun-

gen hangen vom Aufbau und der spezifischen Funktionsweiseinigesetzten Brenn-
stoffzellentypen (siehe Abschnitt 2.2) und dem zur Verfiolg des Modellierungsziels
bendtigten Detailierungsgrad ab.

3.2.1 Rahmenbedingungen

Das Modell basiert auf dem ortlich zweidimensionalen,netseh-physikalisch re-
duzierten Referenzmodell in Heidebrecht (2005), das d@aindermann, Heide-
brecht und Sundmacher (2006) validiert wurde, und bedohdais die dynamischen
Vorgange der Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle aus Afitich 4.

Die Brennstoffzelle besteht aus einem dreidimensionaleckBnit 342 einzelnen Zel-
len. Unter der Annahme, dass sich alle Zellen ahnlich Jerhawird stellvertretend
nur eine (virtuell gemittelte) Zelle in ortlich zwei Dimsionen¢y, (> € [0, 1] mo-
delliert, bestehend aus der Anode, der Kathode und dem &adide Abbildung 3.1).
Anode und Kathode bestehen jeweils aus den Gaskanalenam&aten, wobei in
den Gaskanalen die Reformierungsreaktionen der Anottérsdat, wahrend die Oxi-
dation und die Reduktion jeweils in den Poren der Anode bawKathode erfolgen.
Der katalytischen Brenner und der Mischkammer verbindenAteodenausgang bei
¢1 = 1 und den Kathodeneingang lggi= 0. Der Anodeneingang befindet sich folg-
lich bei¢1 = 0 der Kathodenausgang hei = 1. Das zugefiihrte Brenngas stromt
vom Anodeneingang in Richtung von (2 = 0 nach{z = 1.. Unter Zugabe von
Luft passiert das Gas anschliel3end den katalytischen Bremd die Mischkammer,
tritt am Kathodeneingang bep = 0 in die Kathode ein und flie3t schlieflich jp-
Richtung weiter. Daraus ergibt sich der sogenannte KreunstEin Teil des Gases
gelangt vom Kathodenausgang als Ruckfluss zum katalgiisBnenner zuriick. Zur
Beobachtung dieses dynamischen Prozesses wird dig Aéstweitere unabhangige
Variablen eingefiihrt.

Zur Beschreibung der Gasstrome innerhalb der Zelle nmidigeMolenbriicheder 7
in den chemischen Reaktionen auftretenden SubstanzemgmeH,, Wasser HO,
Wasserstoff H, Kohlenmonoxid CO, Kohlendioxid C£) Sauerstoff @ und Stickstoff
N>) in den verschiedenen Bauteilen der Brennstoffzelle bbted werden. Die Molen-
briiche der einzelnen chemischen Stoffe in der Anode bzthdtke werden mifyy a

1Der Molenbruch oder Stoffmengenanteil einer Komponenteiaem Stoffgemisch ist die rela-
tive Anzahl der Teilchen einer Komponente eines Stoffgeh@s an der gesamten Teilchenzahl des
Gemisches. Er berechnet sich aus der Division der Molzabff(Benge) der Komponente durch die
Gesamtmolzahl des Stoffgemisches.
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Abluft i Luftzufuhr
Riicklauf Rback Xair

Kathoden- Anoden- Vair
abgas iair
~

‘ katalytischer Ab

Brenner 19b

r

Xm

Misch-

kammer ﬁm
I'm

Anodenzufluss
Xajin, 19a,iny lﬁa,in

Kathodenzufluss

\/ Xc,ins ﬂc,im I'cin

o G

Abbildung 3.1: Kreuzstrom einer Zelle

bzw. yk ¢, die Molenbriiche in den Poren von Anode bzw. Kathodegmiic bzw. ¢k cc
furk € € und ¢ := {CHgy, H20, Hy, CO, CO,, Oy, N} bezeichnet und sind sowohl
zeit- als auch ortsabhangig. Die Stoffstromdichte in deodey, bzw. der Kathode
beschreibt die Menge des Gasgemisches, das pro Zeit- anddfiéinheit durch einen
Querschnitt stromt und besitzt ebenfalls zwei Orts- une eitkoordinate.

Weiterhin hangen die Molenbriiche nicht nur vom Stoffistio den Kanalen ab, son-
dern werden auch durch die dort auftretenden chemischektiBean beeinflusst. Da
die Reaktionsgeschwindigkeiten jedoch von der Tempetagatimmt werden, muss
im Modell auch die orts- und zeitabhangige Gastemperatder Anoded, und der
Kathoded beriicksichtigt werden. Da gleichzeitig ein Warmeaustaumit den fes-
ten Bauteilen der Brennstoffzellenderungen in den Gastemperaturen bewirkt, muss
zusatzlich die Temperatur im Solit} modelliert werden. Die Dynamik dieses diffusi-
ven Warmetransportes spielt eine zentrale Rolle im Modell

Dagegen werden der katalytische Brenner bzw. die Mischkanafs volumenlos be-
trachtet, sodass die Molenbriicig, bzw. yx m mitk € €, die Temperaturett, bzw.

YIm und die Stoffstromdichtehy bzw. 'y, nur zeitabhangige und keine ortsabhangigen
Variablen sind.

Ziel der Beschreibung der Vorgange in der Brennstoffzetidie Berechnung der sich
zeitlich andernden Zellspannung. Dazu wird die Spannundex Anoden- und der
Kathodenelektrod®$ und ®F, sowie die ortlich verteilte Spannung an Anoden- und
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Kathodenelektrod®) und ®% nahe der elektrolytischen Doppelschicktngefiihrt.
Alle im Modell verwendeten GroRRen sind dimensionslos. Une g@hysikalische In-
terpretation zu erlauben, sind in Anhang B die Umrechnuigeimensionsbehaftete
GrofRen aufgefiuihrt. Exemplarisch soll an dieser Stebedifnensionslose Temperatur
9 erwahnt werden, die sich aus

T

ﬁzﬁ,

(3.19)
ergibt, wobeiT die Temperatur in Kelvin bezeichnet und die Konstahite= 29815

[K] die Standardtemperatur von 25 °C definiert. Da die Moléiche vk a, xk.c, xk.m
und i p fur alle Komponenterk € ¢ bereits in einem dimensionsbehafteten Glei-
chungssystem dimensionslos sind, kbnnen sie ohne Unuagrdirekt tbernommen
werden und geben den prozentualen Anteil der Stoffkompereem Gesamtgas (als
Zahl aus dem Intervall [0,1]) an.

Der Ubersicht halber werden nur die wichtigsten GleichungesBiennstoffzellen-
modells aufgefiihrt, die Gleichungen fur die Hilfsvatisind in Anhang D, die Wer-
te fur die Konstanten in Anhang E zu finden. Die dort vorgéste Parameter des
MCFC-Modells bilden einen typischen Parametersatz beg¢hghbllleistung.

3.2.2 Anodenkanal

Die Berechnung der Molenbriichg a(¢1, 2, 7) der einzelnen Substanzen im An-
odengaskanal wird analog zur Standard-Transportgleghin- £ + 2 = 0 her-
geleitet:

0 Xk 0 xk _
Va gr’a—i- ya¥a (;( 2 = ﬁaz (Uk,j — xkavj) Dajrj
a j €{Ox1,0%) (3.20)

+ ﬁaz (Vk,j _Xk,a‘jj) Dajr
j E{Refl,Refz}

firk e € mit € ;= {CHgy, H20, H, CO, CO;,, Oz, N2}. Die Inhomogenitat dieser par-
tiellen Differentialgleichung ersten Grades beschreéi Einfluss der Reformierung
und der Oxidation auf die Gaszusammensetzung. Dabei bemgicrer, (¢1, (2, 7)
undrret, (¢1, (2, 7) die Reaktionsraten der Reformierung, die von der Tempedzas!
Gases und den Molenbriichen abhangen (siehe Gleichuiyéh (D.2)). Da die
Oxidation im Gegensatz zur Reformierung in den Poren derd&rstattfindet und

1Die elektrolytischen Doppelschicht ist die Grenzschiahiszhen der Elektrode und dem Elektro-
Iyt.
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auBerdem lonenuibergange stattfinden, werden die Reakdien oy, ({1, 2, 7) und
Iox, (1, &2, T) von den Molenbriichepy ac, k € €, in den Poren, von der Solidtempe-
raturds und den Spannungef} bzw. ¢S der Anodenelektrode bzw. nahe der elektro-
lytischen Doppelschicht beeinflusst (siehe GleichungeB)(@D.4)). Die Damkdhler-
zahlenDaget,, Daret, SOWie Daoy,, Daoy, lassen sich als dimensionslose, konstan-
te Reaktionsraten interpretieren. Diese Reaktionsgasdigkeiten werden mit dem
stochiometrischen Koeffizienten ; der Komponent&k e ¢ in Reaktionj multi-
pliziert, der vorher um einen Anteil der Molzahlanderungder Gesamtreaktionen

| € {Refy, Reh, Ox1, Oxo} bereinigt wurde.

Die partielle AbIeitung% legt die Flussrichtung fest. Wegen des positiven Vor-
faktors, der aus der Gastemperafyrund der Stoffstromdichte, der Anode besteht
und als Transportgeschwindigkeit interpretiert werdemkdindet kein Fluss in Riick-
richtung statt.

Die PDE ist beziglich der Molenbrichg a nichtlinear, wobei die Nichlinea-
ritaten nur in der Inhomogenitat durch den Tepmarj mit kK € € und j €
{Refy, Ref, Ox1, Oxo} auftreten. Da das Volumen der Anodgkonstant ist ung, 9,
zwar von der Zeitr und dem Ort(¢1, (2), aber nicht direkt von einer Ableitung von
xk.a (0der sogar nur voryg o) abhangen, ist die Gleichung der partiellen Massenbi-
lanz (3.20) semilinear bezuglich 4 .

Da auch die Temperatur des Gases mit dem Stoffstrom trarespaovird, basiert die
partielle Differentialgleichung der Gastemperatu(;1, (2, v) der Anode ebenfalls auf
einer Transportgleichung:

o0 o9 —Agh?
Vaa_:l-l_yaﬂaa_a: ﬁaz - ] Dajrj
a je{Ref,Ref} P (3.21)
—H?az vjDajrj(s —va) + 19.’:1(:1—as~
jE{OXl,OXZ] Cp

In diesem Fall beschreibt die inhomogene rechte Seite diarBitialgleichung nicht
nur die Temperaturanderung, die durch die chemischentReak bedingt ist, son-
dern auch den Warmeaustausch zum Solid. Der erste Terraatgen Seite bestimmt
den Einfluss der Reformierungsreaktion, der von der beeeitiihnten Reaktionsge-
schwindigkeit, der Gastemperatur selbst, sowie der alstkoh angenommenen Re-
aktionsenthalpieAth0 abhangt. Die Temperaturanderung durch die Oxidatiown wir
zusatzlich zur Reaktionsgeschwindigkeit auch vom Temdpeunterschied zwischen
Anodengas und Solid beeinflusst. Die zwischen der Anode wmd 8olid Ubertra-
gene Warmemeng@as((1, (2, 7), dividiert durch die konstante molare Warmekapa-
zitat cp, beschreibt den Warmeaustausch zwischen Gas und Solithamgt somit
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ebenfalls vom Temperaturunterschied zwischen Anodengé$olid ab (siehe Glei-
chung (D.6)).

Analog zur PDE fur die Molenbriiche erfolgt auch hier deisfRess in Richtung.
AulRRerdem ist die PDE der Anodengastemperatur von erstaru@gdund semilinear
bezuglich?,. Die Nichtlinearitat resultiert wieder aus den Termendie Reformie-
rung und der Oxidation.

Die totale Massenbilanz ist ebenfalls von erster Ordnuzgdiéch (y4¥4), aber wegen
der fehlenden Zeitableitung eine degenerierte PDE:

o(vatd —Agh?
(ga a): Z S JDajr,- + Z ﬁrDaij(ﬂs—ﬂa)ﬂ-(l—as
<1 j{Ref.ReR} P j €{Ox1, 0%z} P (3.22)
+19az vj Dajrj +19a217j Dajrj.
j e{Ref,Ref} j €{Oxq,0x2}

Im Gegensatz zur partiellen Massenbilanz werden nur diendelhen Komponen-
ten betrachtet, die bei den Reaktionen entstehen, so‘q’%\sﬂ;ie konstante Mol-
zahlanderung aller Reaktionsprodukte angibt. Die Mlikgtion der Stoffstromdichte
va(l1, C2, T) mit der Gastemperatufa(1, (2, ) kann als eine Art Geschwindigkeit
interpretiert werden. Die bezuglialy,¥,) nichtlineare rechte Seite wird ahnlich zu
den Gleichungen (3.20) und (3.21) durch diederung der Gastemperatur und der
Molenbriiche bestimmt, die durch die Reaktionen in der Anaagsgelost werden.

Entsprechend der Art der Differentialgleichung missenfdigenden Anfangsbedin-
gungen fir die Gleichungen (3.20) und (3.21) vorgegebeaneve

ka1, (2,7 =0) = ykao(l1, 2), kedg, (3.23)
Va((1, 2, T = 0) = Ja0(¢1, 2)- (3.24)

Dabei sind die ortlich verteilten Werte iy a0, k € €, undd, o geeignet zu wahlen
(siehe Abschnitt 5.3.1). Insbesondere muss jedogh, xk,a((1, (2, 7 = 0) = 1 gel-
ten, da auch die Anfangswerte die totale Massenbilanlenfiniisseh Die Glei-
chung der totalen Massenbilanz (3.22) bendtigt wegen eldeden Zeitableitung
keine Anfangsbedingungen.

Weiterhin missen fir die Transportgleichungen Randigpdigen gestellt werden.
Durch die vorgegebene Flussrichtung van= 0 nachg; = 1 werden Werte am

IDie Molenbriicheyy 4 erfillen wegen der Herleitung der partiellen Massentzitanaus der to-
talen Massenbilanz, siehe auch Anhang C, ebenfalls dienBadd} ", ¢ xk,a((1, (2, 7) = 1. Diese
Prifsumme gibt bei spateren numerischen Berechnungen élinweis auf die Gute der berechneten
Losung und sollte daher nur in Héhe der Computergenaitigie Wert 1 abweichen.
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Anodeneingang bgi; = 0 vorgegeben:

Xk,a((l = 07 CZ; T) = Xk,a,in, k € Q:: (325)
193((1 - 07 CZ: T) = ?9a,in= (326)
val¢1= 0,2, 7) = Tain. (3.27)

Die Werte yk ain, k € €, Yain undI'gjn sind in der Simulation des stationaren Zu-
standes der Brennstoffzelle konstant tiber Ort und ZadhésiAnhang E), treten aber
in der Simulation der Dynamik der Brennstoffzelle als Zsfi@ngige Variablen und in
der Optimierung als zeitabhangige Randsteuerungen auf.

Die Randbedingungen am Ausgang der Anode hei= 1 sind frei, jedoch wer-
den durch die Integration Uber den Anodenausgang die Baohetitts-Ausgangs-
Bed'ngungeryk’a’out(f) mitk € Q:, ’lga’out(T) und Fa’out(f) festgelegt

1
Faout = / yalct = 1, c2, 7) Az, (3.28)
0
1

Xk,aout = l"it / val(1=1,02,7) ka1 =1, 02, 7)d2, ked, (3.29)

a,0ou 0

1
Faout = / ya(c1 = 1, (2 7) Va1 = 1, 02, 7) Az, (3.30)

Fa,OUI 0

Diese Bedingungen am Anodenausgang dienen zur Berechenhodenbriiche, der
Temperatur und der Stoffstromdichte in der Mischkammaetiérdas Gas anschliel3end
stromt.

3.2.3 Katalytischer Brenner und Mischkammer

Die Gleichungen des katalytischen Brenners und der Migohker verbinden An-
odenausgang und Kathodeneingang miteinander. Daher eiStdffstromdichte des
Brennerd, durch eine explizite algebraische Gleichung mit 3 Termedeifirt, die

den Zulauf aus dem Anodenausgang, dem Ricklauf vom Katizaggang und der
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Luftzufuhr beschreibt:

I'n = Taout (1 + Z Vel Xl,a,out)

le€

+Ic,out Rback (1 + Z vl Xl,c,out) (3.31)

le€

+Tair (1 + Z val Xl,air) .
le€
Dabei hangt der erste Term von der Stoffstromdidhig,: Sowie den Molenbriichen
x1.a0ut @M Anodenausgang ab, wahrend der Riicklauf im zweiten Zegatzlich zur
Stoffstromdichtd ¢ oyt und den Molenbriichep ¢ ot am Kathodenausgang auch von
der RiucklaufratdRyack bestimmt wird. Im dritten Term muss neben den Molenbriichen
der Luftzufuhr auch die Stoffstromdichte der Luftzufury; definiert werden:

Ao
Tair = I‘r:),in ar Z(_UOZ,Ck Xk,a,in) — X0Os,ain | - (3-32)
X0y, air ke

Die mit vk ¢ undic| bezeichneten konstanten stochiometrischen Koeffizielegen

fest, wieviel Mol eines Stoffes in der Reaktion entstéh@ie Luftzahl 14, die Mo-

lenbriichen der zugefihrten Lufi air, Sowie die RiucklaufratdRpack kbnnen in der
Simulation konstant oder als Funktionen der Zeit gegebanws®l in der Optimalen
Steuerung als zeitabhangige Randsteuerungen auftreten.

Ahnlich zur totalen Massenbilanz lasst sich auch die pketiMassenbilanz der ein-
zelnen Molenbriche

T 0ut
= — + E 1%
Xk,b Ty Xk,aout k,Cl Xl,a0ut

lee

I'¢, out Rback

2R Xk,c,out + Z Vk,Cl X1,c,out (3.33)
Iy
le¢

Lair

+F—b Xk,air + Z vkl Xl,air |, Keg,
le€

1Die Koeffizientenvo, ck bestimmen beispielsweise, ob Sauerstoff bei der katahgis Verbren-
nung der Komponente e ¢ verbraucht wird.
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und die Enthalpiebilanz,

I'c outRoack
19b = —courback Z ){k,a,out(_AChE) + Cp(ﬂa,out - 1)
Fb Cp ke€
¢ outRoack
+% (Z ){k,c,out(_AchE) + Cp(ﬁc,out - 1)) (3-34)
P kee

1" .
+=—= (Z k.air(—Ach) + Co(Wair — 1)) +1,

Tocp \( 2

die die Gastemperatuly(z) berechnet, modellieren. Die molare Warmekapazitat
und die Standard-Verbrennungsenthalpigh{ wird fiir jede Komponenté& € ¢ als
konstant angenommen. Die Lufttemperaty ist in der Simulation als konstante oder
zeitabhangige Funktion gegeben und kann in der OptimakuneBung als Randsteue-
rung auftreten.

Mit Hilfe der berechneten Molenbriichen und Gastempeegatim Brenner lasst sich
nun folgendes gewdhnliches Differentialgleichungssiysaufstellen, das das Mischen
des Gases beschreibt und somit die Molenbriiche der Stoffeaenteryy m(z), die
Gastemperatufm(z), sowie die StoffstromdichtEy(7) in der Mischkammer festlegt:

0 9
gi’m = Tpout(xk.b — Xk,m)vma ked, (3.35)
m

0Um Um  QmUm
-T Ip — Upp) 2 — =M M 3.36
oz b,out( b m) Vm Cp Vm ( )

ﬂb Qm

I'm=TIp— — 3.37
m b19m Cp 19m ( )

Dabei beschreibt die Hilfsvariabl@m () die Warmeabgabe der Mischkammer an die
Umgebung, die von der Temperaturdifferenz zwischen Mixel Umgebung abhangt
(siehe Gleichung (D.8)), un¥,, das Volumen des Mischers. Durch die Definition
der Brennergleichungen sind die ODEs (3.35) und (3.36)esdve algebraische Glei-
chung (3.37) nichtlinear. Jedoch lasst sich die Gleich@r®j7) explizit nach der Stoff-
stromdichtd ", auflosen, sodass (3.37) durch Einsetzten in (3.35) ui3é)&liminiert
werden kann.

Fur die Differentialgleichungen in der Mischkammer mersauf3erdem die folgenden
konstanten Anfangsbedingungen festgelegt werden (sibbehhitt 5.3.1):

2m(C1, 02,7 =0) = ykmo((1, (2), ke, (3.38)

Zeit 1 =10.6556
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3.2.4 Kathodenkanal

Die partiellen Differentialgleichungen des Kathodenkarmerechnen sich analog zu
denen der Anode. Einige Gleichungen vereinfachen sichrsdgan der Kathode nur
eine Reaktion (Reduktion) in den Poren stattfindet und kelrenische Reaktion im
Gaskanal erfolgt. Im Gegensatz zur Anode werden die Moleatte vy (¢1, (2, 7),

k € €, die Gastemperatut.((1, (2, ) und die Stoffstromdichtec(¢1, (2, 7) in Rich-
tung ¢, transportiert:

0 0
Ve ){k,c+ cﬂcﬂz De Z (vk,j — xxcvj) Dajrj, kee, (3.40)

Y
ot 02 i “Red
o9 09
Vel 4 oot = 9 S 57 Dayrj(ds — Vo) + o, (3.41)
j=Red
a(ye ¥
(](;CC ) = ¢ Z vj Dajrj
2 -
J=Red q (3.42)
+de > by Dayrj(s —vs) + —.
j=Red Cp

Erneut liegen hier semilineare partielle Differentialgleingen erster Ordnung vor
(entarteter Fall in Gleichung (3.42)), deren nichtline@ehte Seiten den Einfluss der
Reduktionsreaktion beschreiben. Da die Reduktion in dearPstattfindet und aul3er-
dem lonenuibergange auftreten, hangt die Reaktiondeat®eduktiorn red((1, (2, 7)

von den Partialdriickepy cc, K € € in den Poren, der Solidtemperatiy sowie den
SpannungelzyﬁcL und ¢CS der Kathodenelektrode und nahe der elektrolytischen Dop-
pelschicht ab (siehe Gleichung (D.5)). Im Falle der Entiealpnd totalen Massen-
bilanz beschreibt die inhomogene rechte Seite der Differigteichungen (3.41) und
(3.42) nicht nur die Temperaturanderung durch die chdmis@Reaktionen, sondern
durch die Hilfsvariablejcs(¢1, 2, ) auch den Warmeaustausch zum Solid (siehe Glei-
chung (D.7)). Im Gegensatz z‘zl;f in der entarteten Gleichung der Anode stefitdie
konstante Molzahlanderung aller Reaktanden dar.

Weiterhin missen ahnlich zur Anode folgende ortlichteitien Anfangsbedingungen
geeignet gewahlt werden (siehe auch Abschnitt 5.3.1):

xk.c(C1, 02,7 =0) = yico(l1,2), ked, (3.43)
Ie((1, 2, 7 = 0) = I 0(C1, £2)- (3.44)

Fur die vorzugebenden Randbedingungen am Kathodenejrzgr, = 0 muss das
(gewohnliche) differential-algebraische Gleichungssyn fur die Mischkammer aus-
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gewertet werden:
X1, 2 =0,7) = ykein(C1, 1)= xkm(r), ked, (3.45)
190((15 CZ - 07 T) - 29C,in((la T) = ﬁm(f), (3'46)
7e(C1, 2 =0,7) = y¢in(l1, 7) = I'm(7). (3.47)

Die Bedingungen am Kathodeausgang= 1 sind frei, legen jedoch — integriert ber
den Kathodenausgang — den Riicklauf des Gases fest, damaieth die Gleichungen
fur den katalytischen Brenner bzw. die Mischkammer Eingfardet. Dazu werden mit
Teout(t), xk.cout(?), kK € €, undde oui(z) die durchschnittliche Stoffstromdichte, die
durchschnittlichen Molenbriiche der Komponenten und dreluschnittliche Gastem-
peratur am Kathodenausgang berechnet:

1
Foau= [ 7ec1,62 = L o), (3.48)
0
1
Xk,C,OUt - F /yC(Cla §2 == 19 T) Xk,C(Cl) CZ == 1’ T) dCl) k € an (349)
c,out A
1 1
19(:,out = 1”7 / Vc((l, HL=1r1) 29c((l, H=1r1) dCl- (3-50)
c,out 2

Folglich legen die Randbedingungen am Anoden- Kiathodenausgang, gekoppelt
Uber das gewdhnliche DAE-System des Brenners (3.33%)(&zw. der Mischkam-
mer (3.35)—(3.37), die Randbedingungen am Kathodenegnfgssh.

3.2.5 Solid

Gekoppelt werden Anode und Kathode nicht nur durch die Regidigungen mithilfe
des Brenners und des Mixers, sondern auch durch die Soldterur, die direkt Ein-
fluss auf die temperaturabhangigen Reaktionen in den Anaged Kathodenporen
nimmt und indirekt durch Warmeleitung die Wasserstoéfrefierung im Anodengas-
kanal beeinflusst. Daher stellt die folgende Warmeleisgfgjchung furds(¢1, ¢2, 7)
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einen zentralen Bestandteil des Brennstoffzellenmodalls

. ods o 0% 1 0%
ot Pe oc2  Pelp 072

=—Cp »_ ] Dajrj(a—1s)
j=0x1,0x2
j=Red
— Oas — cs + Osolid-

Die linke Seite beschreibt die Ausbreitung der Warme inhRing ¢1 und (> in
Abhangigkeit der Zeit. Dabei enthalt die konstante Peclet-Z&hds die Warmelei-
tungseigenschaften aller Solid Bestandtaijg, ist die Warmekapazitat des Solid und
I> legt das geometrische Langenverhaltnis von Kathode aadAffest.

Die ersten beiden Terme der nichtlinearen rechten Seitehbeiben analog zur Ent-
halpiebilanz in Anode und Kathode die Temperaturanderdiegdurch die exotherme
Oxidations- und die endotherme Reduktionsreaktion in demijligen Poren ausgelost
werden. Ebenfalls analog beschreiben die temperatungiden Termegas((1, (2, 7)
undqes(¢1, &2, ) den Warmeaustausch zwischen Solid und Anode bzw. Solidand
thode (siehe Gleichungen (D.6) und (D.7)). Dagegen gibid(¢1, &2, 7) die durch
den lonentransport durch das Elektrolyt induzierte Waemeund ist daher von den
Reaktionsraten, sowie den elektrischen Potentialenrafypdsiehe Gleichung (D.9)).

Die patrtielle Differentialgleichung fur die Solidtemgur ist somit eine PDE zwei-
ter Ordnung. Da die Koeffizienten der zweiten Ableitungechstens von den Orts-
oder der Zeitkoordinate abhangen und die rechte Seitaiemehtlinear ist, ist die

PDE semilinear. Die zugehorige Koeffizientenmatrix deeiten Ableitungen ist eine
Diagonalmatrix, jedoch verschwindet ein Eintrag in derddiaale wegen der fehlen-
den 2. Ableitung nach der Zeit. Daher ist die Reaktionsé&leitungsgleichung eine
parabolische PDE.

Daraus resultieren auch die bendtigten und geeignet hlewden, ortlich verteilten
Anfangsbedingungen (siehe auch Abschnitt 5.3.1)

Is({1, C2, T = 0) = J5.0(¢1, (2) (3.52)
und die Vorgabe der Randwerte auf dem Rand voAi 0

s

—0, (3.53)
0011 ea00,1]
Vs —=0 (3.54)
002 | pecion] '
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Diese Neumann-Randbedingungen beschreiben die Isoti®Bolids nach aul3en.

3.2.6 Potentialfeld

Als Potentialfeldmodell wahlt Heidebrecht (2005) eindbhdynamische Version, in
der die Ladungsgleichgewichte des externen Verbrauchestaionar angenommen
werden. Die Wahl des Potentialfeldmodells hat maRgehtidtiafluss auf den Dif-

ferentiationsindex, der wiederum die numerische Lostiader Gleichungen bei der
Integration bestimmt (siehe Abschnitt 4.4).

Die ortlich verteilten elektrischen Potentia@({l, {2, 7) und d)'c-((l, {2, 7) an der
Anoden- und der Kathodenelektrode nahe der elektrolygisdoppelschicht hangen
von den Stromdichteiy(¢1, (2, 7), ic(¢1, (2, T) Undie((1, &2, ) in der Anode, in der
Kathode und im Elektrolyt und von der ortlich verteilterr@®ndichtei (¢1, (2, 7) der
Zelle ab:

ook 1. .
oDk 1. . 1.
o7 = ——Ca(l — Ia) — ge(| — |e). (356)

Die Ladungskapazitatem, c; undce werden als konstant angenommen.

Da in den Gleichungen (3.55) und (3.56) nur die Zeitablgjtuorkommt, die Funktio-
nencID{';l(gl, {2, 7) und (I)'g (¢1, 2, T) aber auch von den Ortsvariablen abhangen, erhalt
man hier zunachst ein System aus gewohnlichen Diffeakgichungen unendlicher
Dimension. Genauer gesagt, es entstehen unendlich vigheinander entkoppelte
ODE-Systeme der Dimension 2.

Das elektrische Potential an der Anodenelektrode wircchldlull gesetzt®s = 0.
Dagegen wird das vom Ort unabhangige Potential der Katieldktrode von den Dif-
ferenzen zwischen den Gesamtstromstatlkén), Ic(z) bzw. le(z) in der Anode, der
Kathode bzw. dem Elektrolyt und der Gesamtstromstéréter Zelle beschrieben,

6<D§ la— lcel le — lcell lc — lcel
_ 3.57
ot A-cy + A-Ce + A-c ’ ( )

wobei A den konstanten Flacheninhalt der Elektroden bezeichnet.

Die elektrischen Stromdichten aus den Gleichungen (3.568)8.56) werden mithilfe
des dimensionslosen Faradayschen Gesetzes bestimmiaangdrhvon den elektri-
schen Potentialen, ic undie ab (siehe Gleichungen (D.10), (D.11) und (D.12)). Die

Zeit1=15.5444
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zeitabhangigen Gesamtstromstarkgnlc und le erhalt man dann aus der Integra-
tion dieser ortlich verteilten Stromdichten Gbgt, ¢2) (siehe Gleichungen (D.13)—
(D.15)). Dagegen mussen zur Berechnung der Zellgesamidichtei, die Uber den
Elektrolyt verteilt ist, sowohl die ortlich verteilen $tndichten als auch die orts-
unabhangigen Stromstarken in Anode, Kathode und Elgfktizetrachtet werden
(siehe Gleichung (D.16)). Da die Hilfsfunktionen der iatil verteilen Stromdichten
ia(Us, (I)Ie'p (Desp (9k,a0kee), ic(Vs, (DIE, <I)§G (@k,cc)kee) UNd iC((DI’C_p (DIE) von der Solid-
temperatur, den elektrischen Potentialen selbst undfetePartialdriicken abhangen,
bilden die Gesamtstromstarkéq) | undle und damit auch die Zellgesamtstromdich-
tei Integralgleichungen.

Insgesamt sind durch die Definition der Gesamtstromstémkleder Stromdichten sind
die rechten Seiten der gewdhnlichen Differentialgleraden ((3.55) — (3.57)) nichtli-
near. Zusatzlich istdurch die Integration der Stromdichten die Losung eintgral-
gleichung, und somit stellen auch die vioabhangenden gewdhnlichen Differential-
gleichungen fur die Potentiale Integro-Differentiaiglaingen dar.

Die Gesamtstromstarke der Zellg ist gegeben und wird beispielsweise bei der Si-
mulation von Lastwechseln sprunghaft geandert. Die irFdaxkis wichtige Spannung
der gesamten Zelle berechnet sich aus

Ugell = OF — @3, (3.58)

wobei Wegerﬂbg = 0 die Zellspannung mitb§ gleichgesetzt werden kann.

Fur die gewohnlichen Differentialgleichungen der Paitda mit der Ableitung ers-
ter Ordnung nach der Zeit sind nur Anfangsbedingungen Zuem&(siehe auch Ab-
schnitt 5.3.1):

DL(C1, (2. 7 = 0) = D5 o(¢1. (), (3.59)
DE(CL, (2. 7 = 0) = DE(C1. (), (3.60)
DO3(c1, 02, 7 = 0) = O (1, 02)- (3.61)

3.2.7 Elektrodenporen

Die Berechnung der Partialdriickin den Anodenporegy ac((1, (2, T) bzw. in den
Kathodenporemy cc(¢1, (2, 7) fur die Komponenten der chemischen Reaktioken
¢ erfolgt nach einem ahnlichen Schema wie die Berechnungvidéenbriicheyy a

1Der Partialdruck ist der Druck einer Komponente in einemg@asisch. Der Partialdruck entspricht
damit den Gesamtdruck, den die Komponente bei alleinigeftréten ausiiben wirde.
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bzw. yk ¢ in den Gaskanalen. Da jedoch keine Stoffstrome in denrPstatfinden,
wird die Ortsableitung gleich Null gesetzt. Aulerdem vievgaden die Zeitableitun-
gen unter der Annahme, dass sich die Stoffbilanzen derBléémporen im stationaren
Zustand befinden, sodass die Partialdriicke als algeheiGteichungen modelliert
werden:

0= Z vkj Dajri —nkas ked, (3.62)
jE{OXl,OXZ}
0= Z vkj Dajrj —nges, ked. (3.63)
j=Red

Hier sind sowohl die molaren Flussdichtegas(¢1, (2, T) undng cs(¢1, (2, 7) (Siehe
Gleichungen (D.17) und (D.18)), als auch die bereits entéih Reaktionsraten;,

j € {Oxq, Ox2, Red von den Partialdriicken abhangig. Insbesondere sindige a
braischen Gleichungen nichtlinear und lassen sich nighlizknach gy ac und gk cc
auflosen.

Zur Vereinfachung konnermpy ac mit k € {CHg, Oz, N2} und gxcc mit k €
{CHg4, H20, H2, CO, N2} a Priori als Null angenommen werden, da die entsprechen-
den Stoffe nicht in den Reaktionen innerhalb der Poren eteftr

3.3 Zusammenfassung

Zusammenfassend stellt Abbildung 3.1 eidbersicht Uiber alle Gleichungen des
MCFC-Modells und die Abhangigkeiten der rechten Seitem D jeweiligen rech-
ten Seiten sind nun abstrakter als Funktionen der physittadin GrofRen dargestellt.
Dabei sind die einzelnen Gleichungen bereits farblich iicRé gegliedert.

Die Solidtemperatuts ist als zentrales Element in rot dargestellt, wahrendsates-
tigen Variablen in der Anode, der Kathode und den Elektrdalan erscheinen. Ei-
ne Unterteilung erfolgt nochmals in die Variablen der nicttarteten Transportglei-
chungen der Anode und der Kathode = (yk.a)k, Va xc = (rk.c)k und Jc mit

k € € := {CHga, H20, Hy, CO, COy, O, Ny}, die Variablen der entarteten Trans-
portgleichungen ., und ;. sowie die Gleichungen der elektrischen Potentialg
®L und ®F. Die aus den algebraischen Gleichungen zu berechnendgaldécke
Pac = (¢Pk.adk Mitk € {H20, Hp, CO,, Oz} undpce = (9K cc)k Mitk € {C Oy, Op}in
den Anoden- und Kathodenporen sind violett dargestelle Kbnstanten, unabhéangi-
gen Variablen und Funktionen sind schwarz belassen. Zlidatsind die rechten
Seiten der Gleichungen abhangig von der ebenfalls schgekennzeichneten Zell-
stromstarkd ., die in den ersten Simulationen konstant ist, jedoch bellteersu-

Zeit 1 =19.9889
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chung des dynamischen Verhaltens der Brennstoffzelle enddy Optimalen Steue-
rung als zeitabhangige Funktion gegeben ist.

Die Tabelle 3.2 fasst alle dazugehorigen Anfangs- und Bedithgungen zusam-
men. Die schwarz gekennzeichneten Randbedingungen ameAemdjangyain =
(xx.ain)k Mitk € €, Y4in undIajn sind in der den ersten Simulation konstant, treten
jedoch in der Untersuchung des dynamischen Verhaltenseglsbgnen zeitabhangi-
ge Funktonen und in der Optimalen Steuerung als Randstegmemuauf. Geson-
dert sind auch noch einmal die Randbedingungen der Kathafdeféhrt, die durch

= ( )k Mit k € € := {CHy, H20, Hy, CO, CO,, Oz, N2} und beschrie-
ben werden und Uber ein ODE-System berechnet werden. Iredigen Seiten des
ODE-Systems gehen die schwarz gekennzeichneten Terndéefliuftzufuhr am ka-
talytischen Brennetly und Aair, sowie die Ricklaufratdpack €in, die in den ers-
ten Simulationen konstant sind, jedoch in der optimalen&teng als zeitabhangige
Randsteuerungen genutzt werden.




O0Jk.a O0xk.a

Va7 + rava o = Tl va s DL, pa) Vke€ (3.64)
o ov .
Vaﬁ + T}aaf(j = fo,(xa Va, Vs, R pac) (3.65)
0 G ,
Ve g"l;c Je (;(;; = (e, Ve, Vs, (Dlg, (I)?, pcc) Vked (3.66)
ov o )
vca—TC ﬂca—é; = f9. (1, Ves s, DL, B, pcc) (3.67)
o(yat )
( 20 D 1, Ve D, B8, 020 (3.68)
o(yc v
P o _ £ (e, Vs, D5, OF, pcc) (3.69)
0Us PEGESA 1 0% Lol nS
Cps> — B~ 72 " Bals = fys(Va, Ve, Vs, g, O¢, OF, pac, 3.70
Por T Pe o Palp o | el Pa Pe D6 v g (3.70)
o0y L gl S
o for (Us, D, O¢., OF, 9ac, @cc, lcell) (3.71)
oL
arc = fq)'c— (s, (Dlgp (DIE, (I)fa Pacs Pecs lcell) (3.72)
oDg L ol S
o fos(Us, @y, D, B, pac, Pccs leell) (3.73)
0= fpae(xa Us, ®g, 0ac) VK € {H20, Hz, CO,, 02} (3.74)
0= fp e (rc, Vs, D¢, DF, 9cc) VK € {COp, O3} (3.75)
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Anfangswerte:
yall1, &2, 1 = 0) = ya0((1, (2)
Jal¢1, ¢2, 7 = 0) = Ja0(¢1, &2)
2c(¢1, 02, T = 0) = xc0((1, (2)
Ue(¢1, ¢2, T = 0) = 9 0(¢1, &2)

Us(¢1, (2, T = 0) = Js,0(¢1, &2)

DL (1. (2. T = 0) = D1, &2)
D¢ ({1, (2, T = 0) = D (1, (2)
(1. (2. T = 0) = DY (¢1, ()

(1,02, 1 =0) = ym,0((1, ¢2)
(1,02, = 0) = VIm,0((1, 2)

Randwerte:
ya((1=0,82,7) = xain
Va1 = 0,2, 1) = Vain
21,2 =1,7) = /(7)
V(1,2 =1,17) = V(1)

P 1 1 1 1 1 1

QL G s P Zait, Roack / otz / Dadcr, / redcs, / Jedca, / A, / dy) Vkec
ot 0 0 Jo 0 0 0

3 1 1 1 1 1 1

— = fgn (s Vs Yair, Aairs Rback,/ Iad(l,/ l’adﬂ,/ }{cd{Z,/ f)chZ,/ d(l,/ dio)

ot 0 0 0 0 0 0

(1=0,{2,7) =Tajn
(C1,2=L7)="1n()
| g o

= =0
0¢1 | re0[0,1] 0¢2

(2€0[0,1]

(3.76)
(3.77)
(3.78)
(3.79)

(3.80)

(3.81)
(3.82)
(3.83)

(3.84)
(3.85)

(3.86)
(3.87)
(3.88)
(3.89)

(3.90)
(3.91)

(3.92)
(3.93)

(3.94)

Tabelle 3.2: Anfangs- und Randwerte des PDAE-System der®ICF
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Kapitel 4

Analyse des PDAE-Systems der
MCFC

Fasst man das Modell der Schmelzkarbonat-Brennstoffzetliet als Abfolge von
einzelnen Gleichungen, sondern als gekoppeltes Systenfilduf dies zur Betrach-
tung eines dynamischen, ortlich zweidimensionalen Gésgtems, das aus nicht-
linearen partiellen, gewdhnlichen und Integro-Diffdaralyleichungen sowie alge-
braischen Gleichungen besteht. Dieses Kapitel besgh&itth mit der Analyse des
Brennstoffzellen-PDAE-Systems bezuglich der analyéscund numerischen Losbar-
keit.

Dazu werden im ersten Abschnitt allgemeine PDAE-Systenfi@idg und klassifi-
ziert. Anschliel3end werden Fragen zur Existenz und Einglezit von Losungen spe-
zieller Differentialgleichungen und Gleichungssystersedrtert und schlief3lich das
Konzept der Indizes erlautert, das Aufschluss Uber dadyéische und numerische
Losbarkeit der Gleichungen geben soll. Abschnitt 4.2 tati| Einzelgleichungen des
MCFC-Modells aus Abschnitt 3.2 des letzten Kapitels in embstrakte, schemati-
sche Schreibweise um, anhand derer das System einfacksifiziart werden kann.
Der darauf folgende Abschnitt 4.3 untersucht die Existemt Hindeutigkeit von so-
genannten Subsystemen des MCFC-Modells. Das Kapitel enideler Analyse des
Differentiations-, des Storungs- und des MOL-Indexesbiferentialgleichungssys-
tems der Brennstoffzelle.

4.1 PDAE-Systeme

Systeme von Differentialgleichungen und speziell Systparéeller Differentialglei-
chungen sind ein hochaktuelles Forschungsgebiet, dastjedaler PDAE-Literatur

55
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bisher nur wenig behandelt wird. Dabei treten gerade beiMtatellierung prakti-
scher, insbesondere ingenieurwissenschaftlicher Rradédlungen grofRe komplexe
Systeme auf. Diese erfordern eine Weiterentwicklung @sulngstheorie und die Kon-
struktion verbesserter numerischer Methoden. Entsprelghanalytischen Erkennt-
nisse stehen jedoch derzeit nur teilweise zur Verfuguadass man sich auf skala-
re Gleichungen oder einfache Systeme, beispielsweisaréngysteme mit nur zwei
Gleichungen und niedriger Ordnung oder Standardsysteraedigi Navier-Stokes-
Gleichungen, zuriickzieht. Aber auch in diesen FallediesTheorie bei Weitem noch
nicht abgeschlossen oder vollstandig.

Als klassische Literatur zu partiellen Differentialgleimgen sind Chester (1971) und
besonders Taylor (1997) und Evans (1998) zu empfehlenjchersbesondere auch
mit Systemen von PDEs beschaftigen. Zur Erganzung konthedwig (1977) sowie
Renardy und Rogers (2004) in Frage. Ein ebenfalls detadéeBuch Uber PDEs ist
Wiloka (1982), der speziell die Theorie von PDEs in SoboléwRen behandelt.

4.1.1 Klassifikation

Ein Differentialgleichungssystem ist einfach ausgeliréme Anzahl von miteinander
gekoppelten skalaren Differentialgleichungen. Danstlagh mit der Notation aus der
Definition zu skalaren PDEs 3.1 formal definieren:

Definition 4.1 (Partielles Differentialgleichungssystem

Seienn und m natirliche Zahlen mih, m > 2, X eine offene Teilmenge deé&"
undx = (Xq, ..., Xn) €in Punkt ausX, sowiey : X — R™, y = (y1,..., Ym), €ine
unbekannte Funktion. Sei weiterkimine natiirliche Zahl mk > 1 und eine Funktion

FiR™Mx RMe1 ... x RMx RMx X - R™
gegeben. Dann heif3en die Gleichungen der Form
F(D*y(x), D" ty(x), ..., Dy(x), y(x),X) = 0 (4.1)

partielles Differentialgleichungssystem (PDE-Syst&rgr Ordnung mim Gleichun-
gen.

Analog zu den skalaren partiellen Differentialgleichumg@nnen die Begriffe linear,
semilinear, quasilinear und nichtlinear, homogen und imbgen sowie stationar und
instationar definiert werden.
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Ein Sonderfall tritt auf, wenn das Differentialgleichusgstem intern in Differential-
gleichungen und algebraische Nebenbedingungen zed#itt nicht alle Gleichungen
Ableitungen enthalten:

Definition 4.2 (PDAE-System)

Tritt in (4.1) in mindestens einer den Gleichungen keine der partiellen Ableitungen
DXy(x), ..., Dy(x) auf, so stellt diese Gleichung eine algebraische Gleichlangnd
man spricht von einem partiellen differential-algebraese Gleichungssystem (PDAE-
System).

Eine echte differentiell-algebraische Gleichung liegt dann vor, wenn die algebrai-
sche Gleichung in Definition 4.2 nicht explizit nach einemimonente der Losung
auflosbar ist. Andernfalls kann die nach der Komponentgeformte Gleichung in
alle verbliebenen Gleichungen von (4.2) eingesetzt wetsiehdas System reduziert
sich um ein Dimension.

Wir konzentrieren uns zunachst auf Systeme von partiéléierentialgleichungen,
lassen also Entartungen gemald Definition 4.2 aul3er acht.

Ebenfalls analog zur Losungvon skalaren partiellen Differentialgleichungen schiiief3
sich nun die Definition der Losung an:

Definition 4.3 (Losung eines PDE-Systems)

Unter einer Losung eines PDE-Systems versteht man dietiounk= (y1, ..., Ym) :
X — RM, die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnukdgesitzen und die Glei-
chungen(4.1) fur allex € X erfillen.

Bemerkung 4.1

Auch die Einteilung in parabolisch, elliptisch und hypdrbch erfolgt &hnlich zu den
skalaren Gleichungen. Existieren keine reellen Eigerenéet aus den Koeffizienten-
matrizen der hochsten Ableitungen zusammengesetzterxed ist das System el-
liptisch. Sind alle Eigenwerte reell und ist die Dimensi@s digenraumes gleich der
Vielfachheit des Eigenwertes, spricht man von einem hygesthen PDE-System.
Stimmt die Dimension des Eigenraumes nicht mit der Vielfemhdes Eigenwertes
Uberein, ist das System parabolisch.

Physikalisch kann man diese Klassifikation anhand der Bigeften der Losung

nachvollziehen. So ist ein System hyperbolisch, wenn egdéngpfte wellenahnli-

che Lésungen zulasst, parabolisch, wenn diese Lésuggeampft sind und ellip-

tisch, wenn keine wellenédhnlichen Lésungen auftreterGegensatz zu skalaren Glei-
chungen ist die Klassifikation der Gleichungen jedoch nioftteinem spezifischen

Lésungsansatz verbunden.

Zeit 1 =33.3222
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Die Begriffe Anfangswert-, Randwert- und Anfangswert-Bamrtproblem lassen sich
ebenfalls leicht auf Systeme von PDEs ubertragen.

Um jedoch ein korrekt gestelltes Problem zu erhalten, enisge bei skalaren Glei-
chungen bestimmte Anfangs- und Randwerte vorgegeben wetdsechwert wird dies
durch das Zulassen von algebraischen Gleichungen, weitus#tzliche Bedingungen
an die Anfangs- und Randwerte gestellt werden missen, nenl€isung des PDAE-
Systems zu garantieren. Diese sogenaniitersistenzbedingungstellen sicher, dass
die Anfangs- und Randwerte die algebraischen Gleichung@tesn. Hinweise auf
Konsistenzbedingungen liefert beispielweise die Beraogndes Differentiationsin-
dex (siehe Abschnitt 4.1.3.1).

4.1.2 Existenz und Eindeutigkeit

Da bisher keine allgemeine Theorie fur Systeme partielifierential-algebraischer
Gleichungen existiert, werden im Folgenden die einzelpeaziellen Gleichungen und
Gleichungssysteme untersucht. Dazu wird @brerblick iiber die Losungstheorie bei
nichtlinearen, algebraischen Gleichungen gegeben,gjefoh Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzen bei Anfangswertproblemen fir Systerobttinearer, gewdhnlicher Dif-
ferentialgleichungen. Den Abschluss bilden die partreléfferentialgleichungen, die
noch einmal in skalare nichtlineare Gleichungen ersten@md, hyperbolische Syste-
me erster Ordnung und skalare parabolische Gleichungeitexv@¥dnung gegliedert
sind.

4.1.2.1 Nichtlineare algebraische Gleichungssysteme

Der \Vollstandigkeit halber werden hier die wichtigstery&nisse zur Existenz- und
Eindeutigkeit von Losungen nichtlinearer Gleichungssiyse vorgestellt, deren Be-
weise in jedem Standardwerk zu nichtlinearen Gleichurgjesyen nachgeschlagen
werden kann (vgl. Renardy und Rogers (2004)). Dabei wird febgendem nichtli-
nearen Gleichungssystem ausgegangen:

Definition 4.4 (Nichtlineares Gleichungssystem)

SeiX eine Teilmenge deR" undx = (Xq, ..., Xn) €in Punkt ausX, sowiey : X —
R™ eine unbekannte Funktion. Sei weiterhin eine FunkfioR™ x X — R™ gege-
ben. Dann heif3en die Gleichungen der Form

f(y(x),x)=0 (4.2)
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nichtlineares Gleichungssystem der unbekannten Funitioit m Gleichungeh.

Der folgende Satz Uber impliziten Funktion gibt ein Kriten an, wann dieses Glei-
chungssystem lokal aufgeldst werden kann. Dazu muss stienieDifferenzierbarkeit
vorausgesetzt werden, um eine lokale Existenz um einentRurdichern:

Satz 4.1 (Satz Uber implizite Funktionen)
Es sei ein nichtlineares algebraisches Gleichungssyseerfatm (4.2) gegeben. Ist
f C1-Funktion in einer Umgebung voiyo, o) mit f (yo, Xo) = 0 und ist die Matrix

% Yoxe nichtsingular, dann existiert eine Umgebung X vonxg und eine Funktion
Yo, Xo
y: |l — R™ sodass

y(x0) =Yo und f(y(x),x)=0

fur jedesx € | gilt.

Der Beweis des Satzes erfolgt mithilfe des BanachschenuRktpatzes und liefert
als weiteres Ergebnis, dass auch die Losyrggetig differenzierbar ist (vgl. Heuser
(1998), S. 299ff).

Die Frage nach der globalen Existenz von Losungen kanmieidoAllgemeinen nicht
beantwortet werden. Deshalb bestimmt beim Einsatz von risafen Verfahren die
Wahl der Startlosung die berechnete Losung, ob das \ferfidtonvergiert (vgl. Ortega
und Rheinboldt (2000)).

4.1.2.2 ODE-Systeme erster Ordnung

Im Falle von gewdhnlichen Differentialgleichungen higreOrdnung oder bei Syste-
men erster Ordnung existieren Aussagen zur lokabestenz und Eindeutigkeit von
Losungen:

Definition 4.5 (ODE-System)

SeiX eine offene Teilmenge d&undt ein Punkt aus{, sowiey : X — R™, m > 2,
eine unbekannte Funktion. Sei weiterhin die FunktionR™ x X — R™ gegeben.
Dann heif3en die Gleichungen der Form

y="fy.1 (4.3)

LIn allgemeinerer Form muss die Anzahl der unbekannten Faméa nicht gleich der Anzahl der
Gleichungen sein.

Zeit 1 =37.7667
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explizites gewbhnliches Differentialgleichungssyst@E-System) erster Ordnung
mit m Gleichungeh.

Fur diese ODE-Systeme besagt der sogenannte ExistenzsaReano, dass allein
durch die Stetigkeit der rechten Seite eine Losung des rigsfaertproblems fur
gewodhnliche Differentialgleichungssysteme garantiggtden kann. Ein Beweis im
eindimensionalen Fall kann in den Standardwerken zu geligiten Differentialglei-
chungen gefunden werden (vgl. Heuser (1995), Walter (1886f Collatz (1990)),
lasst sich aber leicht auf den hoher dimensionalen Faftiagen:

Satz 4.2 (Satz von Peano)
Ist die Funktionf stetig auf dem kompakten, achsenparallelen Quader

Q:={(Y,1): |y = Yolloo < &, |t —to] < b} c RK+?

mita, b > 0 und der Maximumsnormfi - ||« Sowie beschrankt mit

b
M := max || f(y,t mit =min|a, —
(y,t)tel (Y, Dlleo a ( ,M>,

dann hat das ODE-Syste(#.3) mit den Anfangswerten

y(to) = Yo, (4.4)

eine Losungy(t) auf[to — a, to + a].

Allerdings ist damit noch nicht die Eindeutigkeit der Logufestegelegt. Dazu muss
erst eine weitere Forderung an das Funktionensysteestellt werden, die sogenann-
te Lipschitzbedingung. Damit wird dann nicht nur die Eintigkeit geliefert, sondern
auch die iterative Konstruierbarkeit der Losung gezeilig, jedoch praktisch nicht
von Bedeutung ist (Konstruierbarkeit der Losung und Bevi@éi k = 1 vgl. Heuser
(1995)):

Satz 4.3 (Satz von Picard-Lindebf)

Sei Q ein Quader undf eine aufQ stetige und beschrankte Funktion wie in
Satz 4.2 definiert. Weiterhin geniige die Funktfoainer lokalen Lipschitz-Bedingung
beziiglichy mit der Lipschitzkonstanteh:

1Auch hier muss in allgemeinerer Form die Anzahl der unbetemBunktionen nicht gleich der
Anzahl der Gleichungen sein.
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Dann besitzt das ODE-Syste(t.3) mit den Anfangswerter{4.4) eine eindeutige
Lésungy(t) auftg — a, to + a].

4.1.2.3 PDEs und PDE-Systeme

Im Gegensatz zu ODEs existieren fur PDEs bzw. PDE-Systéwmigre allgemeinen

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Deshalb zieht imhrasf einen allgemeinen
lokalen Existenzsatz zuriick, der voraussetzt, dass alétionen des PDE-Systems
reell analytisch sind. Dazu betrachtet man folgendes Pidtesh vom Kowalewskaja-

Typ der Dimensionm:

oMy

5?F+ﬁmmexyDm4yux.”,Dyuxyuxx)=o, i=1,...,m (4.5)
1

mit den Anfangsbedingungen:

aly

j = Yo,i,j i=1....m j=1....n,
OX{ |y —
x1=0

wobein; € N die hochste Ableitungsordnung deten Gleichung ist und jede Funkti-
on F; nur vonx, § und den Ableitungen voii bis zurn;-ten Ordnung, aber nicht von

a—rlnﬁ’—' abhangen darf.
0%

Betrachtet man die Ableitungen der Losung als neue Unbekakann (4.5) auf ein
guasilineares PDE-System erster Ordnung

> Auly, D%y = f(y,%). (4.6)

loa|=1

mit den Anfangsbedingungen
Y(X)|x,=0 = Yo (4.7)

reduziert werden (vgl. Egorov, Komech und Shubin (19992% oder Evans (1998),
S. 228f). Dann gilt der folgende Satz:

Satz 4.4 (Satz von Cauchy-Kowalewskaja)

Es sei ein quasilineares PDE-System erster Ordnung der @o&)ymit den Anfangs-
werten(4.7) gegeben. Sind die Funktiondy, und f sowieyy reell-analytisch, dann
existiert in einer Umgebung von= 0 genau eine reell analytische Losung \dib).

Der Beweis von Cauchy fir lineare PDE-Systeme basiert aufTdtsache, dass so-

Zeit1=42.2111
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wohl das PDE-System als auch die Losung in eine Potenzeziheickelt werden
kdnnen. Spater erweiterte Kowalewskaja den Beweis atlftimeare PDE-Systeme
(vgl. (Evans 1998), S. 228ff, oder (Taylor 1997), S. 387ff).

Der Satz von Cauchy-Kowalewskaja ist fur eine sehr allgeen&orm von PDEs
glltig. Da der Satz aber einerseits nur fur reell anatgsFunktionen gilt und an-
dererseits nicht die Frage nach globalen Losungen k&irtler Anwendungsbereich
stark eingeschrankt. Es gibt Existenzbeweise mit sches@n Voraussetzungen, die
allerdings abhangig vom Differentialgleichungstyp sibéshalb werden im Folgen-
den spezielle PDEs bezuglich Existenz und Eindeutigleitiédsung untersucht, die
sich spater als Subsysteme im Brennstoffzellenmodellerfenden.

Nichtlineare PDEs erster Ordnung

Der einfachste Fall nichtlinearer partieller Differemgi@ichungen sind skalare Glei-
chungen erster Ordnung

F(Dy,y,x)=0 (4.8)

mit der offenen Menge&X e R" und X als Abschluss voiX, einem Punkk e X, der
gegebenen stetigen Funktiéh: R" x R x X — R und der Unbekanntep(x) mit
y : X = R. Zusatzlich werden Randbedingungen der Form

Vle=9 (4.9)

vorgeben, wobeG eine Teilmenge des Randes vErundg : G — R eine gegebene
stetige Randwertfunktion darstellt.

Zur Losung dieses Problems wird die Methode der Charaitiieen benutzt, die

die nichtlineare PDE in ein ODE-System uberfuhrt (vglaks (1998) oder Richter
(1995)). Dabei liefert diese Methode nicht nur Existenzd &@indeutigkeitsaussagen,
sondern gibt sogar eine Konstruktionsmethode fiir dieuhgsan. Obwohl die Me-

thode auch fur Systeme und nichtlineare Gleichungenied@ednung anwendbar ist,
fuhrt sie jedoch nur im linearen und teilweise auch im gli@esaren Fall zu praktisch

berechenbaren Ergebnissen.

Ziel ist es, spezielle parametrische KurvenXirvorzugeben, die einen Punkt des Teil-
randesG mit einem Punkt auX verbinden und auf denen man mithilfe des durch die
Randbedingungen vorgegebenen Wertes wam Kurvenanfang den Wert vonfir

die gesamte Kurve berechnen kann. Anschliel3end soll digserg auf den einzelnen
Kurven zu einer Losung fUr gang zusammengesetzt werden. Bewiesen werden kann
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die Existenz einen solchen Losung jedoch nur lokal in ebagebung vorkg (vgl.
Evans (1998), S.97ff):

Satz 4.5

Seixg ein Punkt auf dem Ran@ undV eine Umgebung vorg in R". Dann existiert
eineC?-Funktiony, die die Differentialgleichundg4.8) aufV mit Randbedingungen
(4.9)aufV N G lost.

Im homogenen, linearen Fall stellen die Charakteristikeisfielsweise Geraden dar,
entlang derer die Losungkonstant ist. In diesem Fall kann die lokale Losung zu ei-
ner globalen Losung erweitert werden. Dies scheitertgadmereits im quasilinearen
Fall, wo sich die Charakteristiken auf3erhalb der Umgebérsghneiden kénnen und
daher keine globale Losung existieren muss. Um dennochétisng UbeV hinaus
zu erweitern, wird das Konzept der schwachen Losung eiifgefbei dem geringe-
re Glattheitsvoraussetzungen an die Losung gestelltemerDies ist besonders bei
sogenannten Erhaltungsgleichungen interessant, dieedtieclze Entwicklung einer
physikalischer Grofe in einem Kontrollvolumen bescheriDie Losungen solcher
Gleichungen konnen trotz glatter Anfangsdaten nach gjeetssen Zeit Unstetigkei-
ten (Schocks oder Kontaktunstetigkeiten) ausbilden. BEimé&ngreiche Theorie zur
Existenz von schwachen Losungen bei Erhaltungsgleictuigg in Evans (1998) und
Renardy und Rogers (2004) zu finden.

Quasilineare, symmetrische PDE-Systeme erster Ordnung

In diesem Abschnitt wird speziell auf Existenz- und Eindgkeitsfragen fur Anfangs-
wertprobleme eines quasilinearen, symmetrischen, hpjischen PDE-Systems ers-
ter Ordnung eingegangen. Dazu die folgenden Definition:

Definition 4.6 (Symmetrisches PDE-System erster Ordnung)
Sei ein instationares, quasilineares PDE-System erstbnug

Y | oy
— 4+ E Aj —=f 4.1
8'[ j:l ] (y9 Xs t)aXJ (y’ Xa t) ( 0)

gegeben. Sind all&; stetige(m x m)-Matrizen-Funktionen, die zusatzlich symme-
trisch sind, und ist ebenfalls eine stetige Funktion vgnx undt, dann heil3{4.10)
quasilineares, symmetrisches, hyperbolisches PDE-+8yste

Ein globaler Existenzsatz existiert auch fur solche giksri Systeme nicht. Um eine
lokale Existenzaussage zu erhalten, wandelt man das syischet PDE-Problem in

Zeit 1 =46.6556
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ein System von ODEs um, das von einem Parametdghangt. Man zeigt nun, dass
die ODEs fur eine > 0 eine Losungy, besitzen und der Grenzwert der Losungen
mit ¢ — 0 gegen die Losung des Ausgangsproblgnkenvergiert. Damit lasst sich
mithilfe der Sequenyg, von Losungen der folgende Satz beweisen (vgl. Taylor (1,997
Band Ill, S.360ff):

Satz 4.6
Zu einem quasilinearen, symmetrischen, hyperbolischdf-Bisteme erster Ordnung
der Form(4.10)seien die Anfangsbedingungen

y(x,0) = yo (4.11)

mit der Funktionyo im Sobolev-Raunt¥(X), k > n/2 + 1, gegeben. Dann gibt es
eine eindeutige Lésungauf einem Intervall umt = 0 mit

y € L2(HK(X), 1) N COLHL(X), 1).

Auch dieser Satz zeigt nur die lokale Existenz einer Lossptrt aber im Gegensatz
zum Satz von Cauchy-Kowalewskaja weniger strenge Bediggum@n die Funktio-
nen voraus. Hier ist besonders interessant, wie weit sieHalialen Losungen des
Existenzsatzes fortsetzen lassen. Dabei stellt sichdailgs heraus, dass sogenannte
Singularitaten entstehen konnen. Dies motiviert daszéph der schwachen Losun-
gen, bei dem an schwache Losungen geringere Differerazieglisvoraussetzungen
gestellt werden, sodass auch unstetige oder singulaengin zugelassen werden.

Die Idee ist also, das PDAE-System mit einer beliebigenfiirktion zu multiplizie-
ren, anschlieRend zu integrieren und statt flir das ofliglRRAE-System nur noch eine
Losung in dieser schwacheren Form zu suchen. Damit $&dstmithilfe des inneren
Produkts(-, -) in £2(X) der Begriff der schwachen Losung definieren:

Definition 4.7 (Schwache bsung)

Sei ein quasilineares, symmetrischen PDE-Systems der @ot®) mit den Anfangs-
bedingunger(4.11) und der Funktionyy im Sobolev-RaumH*(X) gegeben. Dann
heifl3t

., 0
y e L20400. 0,4 mit S e LX), [0, 1)
schwache Lésung vof@.10), wenn fiir jede Funktion € H1(X) und0 < t < t; gilt:

ay .,
(a,v)-i-/ > (AD*y)vdx = (f,0). (4.12)

X lal=1
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Ein Existenzsatz lasst sich fur solche schwachen Losuirign linearen Fall mit ei-
ner vony unabhangigen rechten Seitezeigen (vgl. Evans (1998), S. 402ff). Im in-
homogenen, quasilinearen Fall lassen sich jedoch keigera#linen Aussagen Uber
schwache Losungen treffen, sodass man sich mit dem loEadistenzsatz begniigen
muss.

Parabolische Gleichungen zweiter Ordnung

Auch fur (skalare) parabolische Gleichungen zweiter Qrdnlassen sich keine allge-
meinen Aussagen zur Existenz von Losungen treffen. Diksgyeur flr Spezialfalle,
sodass man zunachst semilineare, parabolische Gleiehung

0y 02y
= +i;1a., ox; = f (Dy, y, X, t) (4.13)
mit der kompakten MannigfaltigkeX und der Funktiory : X x [0, t{] — R, der ste-
tigen Funktionf und den konstanten Matrizexy betrachtet. Hier beinhalté@y nur
Ortsableitungen erster Ordnung. Auf3erdem soll die aus deffikienten der Ablei-
tungen zusammengesetze Matrix gemald der Definition earabplischen Differen-
tialgleichung genau einen verschwindenden Eigenwertdmesi Zusatzlich soll eine
Losung der Gleichung die Anfangs- und Randbedinguhgen

yX, 00 =Yoo ,YyXt)ox =0 (4.14)
erfullen.

Dann kann mithilfe der Umformung von (4.13) in eine Integtaichung analog zu
Taylor (1997), Band Ill, S. 288ff, folgender Satz bewiesearaen:

Satz 4.7

Wennyg e C(X) undyo|sx = 0 gilt, die Anfangsbedingung also die Randbedingung
erfiillt, dann existiert eity > 0, fir das die semilineare, parabolische P(AEL3) mit
den Anfangs- und Randbedingung@nl4)eine eindeutige Lésung

yec(cix.[0.1).

besitzt. Dabei kanty mithilfe derC*-Norm vonf nach unten abgeschatzt werden.

LAnaloge Aussagen konnen statt filr Dirichlet-Randbedimggen beispielsweise auch fir Neumann-
Randbedingungen oder Robin-Randbedingungen hergelatden.

Zeit1=51.1
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Analog zum Beweis in Taylor (1997) kann dieser Satz auch N@&umann-
Randbedingunge% = 0 mit n als Normalenrichtung bewiesen werden. Dazu muss
die Anfangswertfunktion zusatzlich die Bedingu%‘{g = 0 erfullen.

Allerdings kann Uber das Langzeitverhalten von nichdiie@ parabolischen PDEs
keine Aussage getroffen werden, wie das Beis@@ﬁ — Ay(X, 1) = y?(x,t) mit
Vli=o = Yo undyl|sx = 0 zeigt. Mit geniigend grol3emy blaht sich die Losung mit
der Zeit auf, sodass ab einem gewissekeine Losung mehr existiert. Da also auch
in diesem Fall nur Aussagen zur lokalen Existenz getrofferden kdnnen, wird nun
das bereits erwahnte Konzept der schwachen Losung debeizlem fur die Losung
geringere Differenzierbarkeitseigenschaften vorausgesverden. Dazu mussen wir
uns jedoch erneut einschranken und betrachten nun lineam@bolische Gleichungen
zweiter Ordnung

n

ay N AR TN _
28 i;axj (a” 1) axi) + ;b (02 +ex Y= () (419

mit der offenen, beschrankten Menjec R", der Funktiony : X x [0,t] — R,
einer symmetrischen Matrik := (a;j) sowie den Anfangs- und Randbedingungen

y(X, 0) = yo, y(X, t)|ox = 0. (4.16)

Multipliziert man Gleichung (4.15) von rechts mit einer iebigen Funktiory, in-
tegriert anschlieRend und walzt mithilfe der partiellatefration eine Ortsableitung
und die Zeitableitung voly auf v ab, dann erhalt man die folgende Definition einer
schwachen Losung:

Definition 4.8 (Schwache Bsung)

Sei eine lineare, symmetrische, parabolische PDE der Férbb) mit den Anfangs-
und Randbedingungef@.16) und den Funktioneasjj, b, c, f € £L2(X, [0, ]) und
Yo € L2(X) gegeben. Dann heijte L2(H3(X), [0, tr]) schwache Lésung der Glei-
chung(4.15), wenn fiir jede Funktion € H3(X) und0 < t < t; gilt:

n

61) ay av n ay
ot ' i — (f,0). (4.17
<y, at>+/(_z a”axi ox; +;b.axiv+cyv) dx = (f,0). (4.17)
X =

i,j=1

Um eine solche Losung des Anfangs-Randwertproblems zergggan, konstruiert
man zuerst eine Folge von Funktionen, die eine endlich-d&oaale Approximation




4.1. PDAE-SYSTEME 67

fur die Gleichung (4.15) mit (4.16) liefern und zeigt anéeRend, dass eine Teilfolge
existiert, die gegen die schwache Losung konvergiert. (Zgans (1998), S. 350ff).
Mit diesem Ansatz lasst sich der folgende Satz beweisen:

Satz 4.8

Sei eine lineare, parabolische Gleichungen der FGkh5) mit den Anfangs- und
Randwerter(4.16) gegeben. Dann besitzt dieses Anfangs-Randwertproblezre@in
deutige schwache Lésung.

An dieser Stelle ist interessant, welche Regularitatseighaften diese schwache
Losung besitzt, ob oder unter welchen Voraussetzungesdatiwache Losung bei-
spielsweise stetig ist. Unter gewissen Bedingungen &sBtsogar mit unendlich oft
differenzierbaren Funktioneyy und f schliel3en, dass die schwache Losung ebenfalls
C®°-Funktion ist. Fur Details sei auf Evans (1998), S. 367éfwiesen.

4.1.3 Indizes

Indizes von PDAE-Systemen definieren strukturelle Eigleaien des PDAE-Systems
und stellen ein gewisses Mal fir die analytische bzw. nisctes Losbarkeit des
PDAE-Systems dar. Das Konzept der Indizes wurde urspicmdlir gewdhnliche
DAE-Systeme entwickeltund dann auf (lineare) partielle PDAE-Systeme Ubertragen
(siehe Campbell und Marszalek (1996), Martinson und Baf2600) oder Martinson
und Barton (2002)). Aus den in der Literatur (vgl. Lucht uneldBabant (2002)) defi-
nierten Indizes fur PDAE-Systeme seien hier der Diffeeittnsindex bezuglich der
Zeit, der Storungsindex und der MOL-Index vorgestellt.

4.1.3.1 Differentiationsindex

Der Differentiationsindex charakterisiert den algelshen Anteil der PDAE und ver-
deutlicht dieUberfilhrung von PDAE-Systemen in PDE-Systeme. AuRerdbhtie-
ser Index Hinweise darauf, welche Anfangsbedingungenugatzen sind und welche
Anfangsbedingungen sogenannte Konsistenzbedingunfigizemoissen.

Bei DAE-Systemen gibt er die kleinste Anzahl von Differatitnen an, mit denen
das DAE-System durch algebraische Umformungen in ein zixgdi ODE-System
uberfiihrt werden kanmhnlich lasst sich auch der Differentiationsindex dertZii

1EinenUberblick tiber die verschiedenen Indizes fiir nichtlieeBAEs ist beispielsweise in Camp-
bell und Gear (1995) und Campbell und Marszalek (1999) zwefind

Zeit 1 =55.5444
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zeitabhangige, quasilineare PDAE-Systeme der Form

0
At a_i/ + F(D)%y’ DXyo Y, X, t) =0 (418)

interpretieren, wobeh; als konstante reellwertige Matrix urmﬁy, bzw. Dyy in die-

sem Fall als Ableitungen zweiter bzw. erster Ordnung yarach den unabhangigen
Ortsvariablerx = (X1, ..., Xn) gegeben sind. Weiterhin sei angenommen, dass eine
hinreichend oft differenzierbare Losung zu geeignetefaAgs- und Randbedingun-
gen existiert. Dann lasst sich aus Lucht und Debrabant2Pdi@ folgende Definition
des differentiellen Zeitindexes eines quasilinearen PEA®Btems 2. Ordnung verall-
gemeinern (vgl. Chudej (2006) oder Pesch, Sternberg und&}{2006)):

Definition 4.9 (Differentieller Zeitindex)

Der differentielle Zeitindex des Systertrs 18) mit geeigneten Anfangs- und Randbe-
dingungen wird definiert als := 0, wenn die MatrixA; regulér ist. IstA; singulér,
so gibtv; die kleinste Anzahl von Ableitungen der PDAE&.18) beziiglich der Zeit
an, die bendtigt werden, ur%i{ als stetige Funktion vonh, X, y und den partiellen
Ortsableitungen vog zu erhalten.

Ahnlich zum hier definierten Differentiationsindex der Zieann auch ein differenti-
eller Ortsindex definiert werden (vgl. Lucht und Debrab&t0R). Der differentielle
Ortsindex einer 1D Modellierung der MCFC ist in Chudej u 2005) berechnet.

4.1.3.2 Sbrungsindex

Der Storungindex gibt die Empfindlichkeit der Losung bglrch der Ausgangswerte,
der Randwerte und der Funktion der rechte Seiten einerl@legan. Der Begriff wur-
de urspriunglich fur DAEs entwickelt und dann auf PDAEs babstrakte differential-
algebraische Gleichungen (ADAES) erweitert. Ein Konzépiden Storungsindex bei
linearen PDAEs entwickelte Rang und Angermann (2005). lndeh (2006) kann
ein Beispiel fur ein semilineares System der MCFC gefundenden, wobei hier
das semilineare PDAE-System als abstrakte DAE interptetied anschlieBend der
Storungsindex fur solche abstrakte DAE-Systeme defimied. Die genaue Vorge-
hensweise wird anhand eines semilinearen PDAE-SystenBreenstoffzelle in Ab-
schnitt 4.4.1 vorgestellt. Sei dazu die folgende Definitiegebet

1Der Nutzen der folgenden Vorgehensweise wird klar, wenn diarschwache Formulierung des
guasilinearen PDAE-Systems (4.18) verwendet und dann mbpbschen Gleichungen mit Daten in
(HY(X))* gelangt (siehe Abschnitt 4.4.2).
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Definition 4.10 (Abstraktes DAE-System)
Seien die Operatore®t, B : HY(X,[0,t]) — (HY(X))* und die Funktionf <
(HY(X))* gegeben. Dann heif3t die Gleichung

m% + By = f. (4.19)

mit den Anfangsbedingungen
Ay —yo) =0 (4.20)
abstraktes differential-algebraisches Gleichungsgyste

Fur ADAE-Systeme wurden bereits Untersuchungen zumrtissi durchgefiihrt (vgl.
Marz (2002)), wir konzentrieren uns hier jedoch auf deor@gsindex. Dazu wird
neben dem ADAE-System aus (4.19) das gestorte ADAE-Syk&tmachtet,

iy
ma—i’ +BY= 40 (4.21)

Ist y eine Losung des ungestorten upeine Losung des gestorten Problems mit den
Anfangsbedingungen (4.20), danndst= y — y die Losung vorﬂl% + B¢ =0, und
man kann den Storungsindex wie folgt definieren:

Definition 4.11 (Sbrungsindex)
Die ADAE (4.19) hat den Storungsindex = 1, wenn die Ungleichung

1Y) = YO llaxy < €| I190) = YO I3 x) + ?UJP||5(t)||H1(X)* (4.22)
erfullt ist.

Die Losung des gestorten Problems hangt damit nur vorsttgung, aber nicht von
den Ableitungen der Storung ab.

4.1.3.3 MOL-Index

Der MOL-Index beschreibt den Differentiationsindex eib#sE-Systems, das aus der
Ortsdiskretisierung eines PDAE-Systems mittels der Inmiethode (method of lines,

MOL, siehe Abschnitt 5.1.1) generiert wurde (Diskretigigg des MCFC-Modells sie-

he Abschnitt 5.2). Sei dazu ein instationares PDAE-Systbgemeiner Form

F(D*19(x, 1), DKY(X, 1), ..., DY(X, 1), (X, 1), X, t) = 0 (4.23)

Zeit 1 =59.9889
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mit den Anfangsbedingungen
y(x,0) = Yo (4.24)

und geeigneten Randbedingungen gegeben. Dann hat danaugetigneten Semi-
diskretisierung stammende MOL-DAE-System die allgemé&ioien

F(y,y,t)=0 (4.25)
mit den Anfangsbedingungen

y(0) = yo. (4.26)

Dabei isty eine Funktion der Zeit, die alle unbekannten Funktionen von (4.23) auf
Linien enthalt, die von jedem Gitterpunkt der Ortsdislgierung ausgehen und in den
Orts-Zeit-Zylinder gemal (4.25) und (4.26) fortgesetetaen (siehe Linienmethoden
in Abschnitt 5.1.1).

Nun lasst sich der MOL-Index des PDAE-Systems als Diffgéagionsindex des DAE-
Systems definieren, wenn vorausgesetzt wird, éageniigend oft stetig differenzier-
bar ist (vgl. Campbell und Marszalek (1996)):

Definition 4.12 (MOL-Index)

Der MOL-Index der MOL DAE(4.25), (4.26)wird definiert alssymor := 0, Wenn%
regular ist. Ist% singulér, so gibbmoL die kleinste Anzahl von Differentiationsschrit-
ten der DAEq4.25)an, die benétigt werden, ugnals stetige Funktion vonundy zu

erhalten.

Bemerkung 4.2
Der MOL-Index kann vom Abstand zwischen den Linien abhan@el. Campbell
und Marszalek (1996)).

Einige Indizes stellen somit Indikatoren fir die analgtis, andere fur die numerische
Losbarkeit eines PDAE-Systems dar. Der differentiell@izéex gibt die Differen-
zierbarkeitseigenschaften der Funktionen des Systemsiendinfangswerte vor, der
Storungsindex ist ein Maf3 fur die Kondition des gestelloblems und der MOL-
Index beurteilt die numerische Losbarbeit in Bezug auérideitschrittalgorithmus
des DAE-Systems, das mittels der Linienmethode gewonnedenu
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4.2 Schematische Darstellung des PDAE-Systems der
MCFC

Nach der bisherigen Betrachtung der Einzelgleichungeni@sC-Modells in Ab-
schnitt 3.2 werden die gewodhnlichen und partiellen Déferalgleichungen sowie die
algebraischen Gleichungen nun als Gesamtsystem zusarafassig

Mithilfe der Definitionenv, = (ya¥a) undoc = (yc¥e) lassen sich die Gleichun-
gen aus Tabelle 3.1 zur Beschreibung der MCFC in eine korepal@chreibweise
Uberfuhren:

ox 02X 22X ox ox

Ao +By 4B,

oc? o 5522 +C¢'1 67514_ o 57(2 = (X, xair, Vair, Zair, lcenl) . (4.27)

Dabei beinhaltet der Vektor alle unbekannten Funktiong&n
X = (Xa, Vs Xc, Ve, asVc, Vs, DL, DL, ®F , Pag Pcc)’, (4.28)

wobei ya = (yk.a)k und yc = (xk.c)k mit k € ¢ die Vektoren der Molenbriiche
der Anode und der Kathode sowige = (px,adk Mit k € {H20, Hp, COp, O2} und
occ = (pr.cok Mit k € {COy, Oy} die Vektoren der Partialdriicke der Anodenporen
und der Kathodenporen darstellen. Die Inhomogenitat @#s8PSystems wird durch
die nichtlineare Funktiorf : U c R?® — R?® ausgedriickt, die alle rechten Sei-
ten der Gleichungen der einzelnen unbekannten FunktiameAlbschnitt 3.2 enthalt.
Zusatzlich zux hangt die rechte Seite auch von den zeitabhangigen Fungttider
Luftzufuhr im Brenneryair, Yair und A4 SOwie der Zellstromstarkike) ab, die jedoch

in einem ersten Schritt der Simulation konstant sind.

Die DiagonalmatrixA, := diag(a,) ist singular und enthalt nur Nullen oder konstante
Eintrage:

Ja Je Vs Pac

~~ ~~ = = -
aT = ( Va s Va H] VC > VC > 0| 0, Cp’s, 1| 11 1 > 0 ] 0 ) . (429)
~~ ~~ ~—~ N ~~~
Xa Xc a,Uc oL, oL, 0 @cc

In der Diagonale treten Nullen bei den algebraischen Gleigen der Partialdriicke
in den Porerpg ac mit k € {H20, Hz, CO, CO,} und g oc Mit k € {C Oy, Oy} sowie

IMan beachte den Notationswechsel: In Anlehnung an die Ssheése bei Optimalsteuerungs-
problemen heil3t die unbekannte Funktion (Zustandsva)jdbttanx. Die Ortsvariablen sind wie in
der Modellbeschreibung in Abschnitt 3.2 ngit und (2, die Zeitvariable mitr bezeichnet. Die graue
Unterlegung dient der besseren Unterscheidung der eez&imtrage des Vektors.

Zeit 1 =64.4333
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bei allen entarteten Differentialgleichungen figg?a) und (yc¥c) auf, bei denen die
Ableitung nach der Zeit verschwindet.

Die ebenfalls singularen diagonalen Matrizgp := diag(b;,) und B;, := diag(b;,)
enthalten jeweils nur einen konstanten Eintrag aus demWi&itungsgleichung der
Solidtemperatuts:

l>

bé'lz _Pi% (0909 0907 010919 01 0!0509 O)T’ (430)
1
b(zz_—(osos 0909 0,0,1, 05050!0’ O)T (431)
Pel2

Die MatrizenC;, := diag(c;,) undC,, := diag(c;,) sind wie alle Matrizen des PDAE-
Systems singulare Diagonalmatrizen, allerdings erghadte auf der Diagonalen die
nicht-konstanten Eintrage der neu eingefuhrten Hilfisddeno, undog:

¢, = (va,va, 0,0, 1,0,0,0,0,0,0,0)7, (4.32)
¢, =(0.0, vc,vc, 0,1,0,0,0,0,0,0)". (4.33)

Die Eintrage definieren die Vorfaktoren der OrtsableitimBichtung, bzw. > aller
Transportgleichungen in der Anode bzw. der Kathode. Antdieder Matrizen las-
sen sich einige interessante Subsysteme klassifizierast Beispielsweise das PDE-
System der Anode bzw. der Kathode mit den Molenbriichebzw. y. und der Gas-
temperaturt, bzw. J¢ jeweils ein hyperbolisches PDE-System erster Ordnung.

Insgesamt kann nun durch die konstante Matix, aber die von der Losung
abhangenden Matrize@;, und C,, das PDAE-System (4.27) als semilinear klassi-
fiziert werden.

Konsistente Anfangsbedingunges(¢1, (2) des PDAE-Systems (4.27) werden wegen
des differentiellen Zeitindexas = 1 (vgl. Abschnitt 4.4.1) durch

A: (X({1, 2,1 =0) — Xo(¢1, {2) =0 (4.34)

gegeben (vgl. Sternberg, Chudej und Pesch (2007)) DurdNulleintrage in der Dia-
gonalen vonA; in Gleichung (4.29) mussen fir die degenerierten Difidedglei-
chungen fuwg undo, sowie die algebraischen Gleichungen, die die Partialdrin
den Poren definieren, keine Anfangsbedingungen vorgegebasen. Mit der Wahl
geeigneter Anfangswerte fir das MCFC-Modell beschéftich Abschnitt 5.3.1 des
folgenden Kapitels.

Neumann-Randbedingungen sind nur fur die Warmeleitglegshung der Solidtem-
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peratunds vorgegebeh da die DiagonalmatrizeB,, und B, nur Eintrage an der Stelle
von g enthalten, sodass der Warmefluss am Rand des Gebieteswimdet:

0 0
B, (X =0 B, )=o (4.35)
a{l o1 652 0L2

Die Dirichlet-Randbedingungen fur den Anodeneingangchei 0 und den Katho-
deneingang bei, = 0 sind wie folgt definiert:

C(]_ (X(Cl = 09 CZ! ‘[) - Xa,ln(é’Z, T)) = 09 (436)

Cs <X(Cla (2=10,7) = Xc,in((1, T)) =0. (4.37)
Erneut sind entsprechend den Null-Eintragen der DiagoatizenC, und C;, die
Randwerte in den Vektoreryin und X¢,in Vorzugeben. Alle nicht verschwindenden

Eintrage vonxain sind in den ersten Simulationen konstant (kdnnen abeespis
Randsteuerungen in der Zeit variieren),

Xain = (Xain,Jain, 0 , 0, vain,0,0, 0,0,0,0, 0 ) (4.38)
Im Gegensatz dazu sind die Eintrage des Vekxgys,
Xc,in = ( 0 i} 0 B Xm il ﬁms 01 Um ) 0’ 01 01 Oa Oa 0 )T9 (439)

mit vm = I'm ¥m durch ein gewdhnliches Differentialgleichungssysterstinemt und
daher nicht konstant. Dieses ODE-System beschreibt diembolich- und Tempe-
raturanderungen durch die katalytische Verbrennung @sdMischen der Gase und
kann ebenfalls in eine schematische Schreibweise transfdrwerden:

0X
= _ fn (Xm, Vair, Aair, Roack

ot
1 1 1 1 1 1
/XadCl,/?9adCl,/XchfZ,/ﬁchZ,/UadCl,/UchZ)-
0 0 0 0 0 0

Analog zum PDAE-System enthalt der Vekbagy, alle unbekannten Funktionen des
Mischers:

(4.40)

Xm = (xm, ﬂm)T- (4.41)

Die nichtlineare Funktiornfy, beschreibt die rechten Seiten der Differentialgleichun-

1Das Skalarprodukt wird hier durch das innere Produkt zweésétoren definiertiy, z) := y' z.

Zeit1=68.8778
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gen des Mischers, die vofy, selbst, der Luftzufuhr zum Brenner und insbesondere von
Integralen Uber dem Anodenausgang, sowie bei eingestdialtRicklauf zum Bren-
ner auch von Integralen Uber dem Kathodenausgang althaimgi. Die zugehorigen
konstanten Anfangsbedingungen sind durch

Xm(C1, 2, T = 0) = Xm0(C1, 22) = (¥m.0> Um.0)" (4.42)

mit ym,0 = (xk,m,0k. K € € gegeben.

4.3 Existenz und Eindeutigkeit des PDAE-Systems der
MCFC

Ob eine Losung des gesamten PDAE-Systems zu BeschreitemBrennstoffzel-
le existiert, kann analytisch nicht festgestellt werdersblesondere machen die mit
den Differentialgleichungen gekoppelten algebraisch&icungen, die nichtlinea-
ren Randbedingungen am Kathodeneingang, die durch ein &BEm gegeben sind,
sowie die Kombination aus hyperbolischen Gleichungeree@tdnung und einer pa-
rabolischen Gleichung zweiter Ordnung diéfeerpriifung zumindest extrem schwie-
rig, wenn nicht unmdoglich. Daher wird das PDAE-System ihSisteme zerlegt, fur
die analytische Aussagen getroffen werden konnen. Diesgetiensweise korrespon-
diert zudem auch mit der numerischen Vorgehensweisefimséae partielle Differen-
tialgleichungen von Zeitschritt zu Zeitschritt zu integgegn, wenn die Zeitschrittweite
gegen Null geht.

4.3.1 Annahmen an die losung des PDAE-Systems der MCFC

Als Vorbereitung auf die nachsten Abschnitte soll gekiéerden, welche Glattheits-
eigenschaften eine Losung des PDAE-Systems der MCFC,esexstiert, besitzt.
Es wird angenommen, dass die Losundes PDAE-Systems beziglich Ort und Zeit
stetig ist. Diese Annahme ist aus physikalischer Sicht gtaal, da die Warmelei-
tungsgleichung weder Unstetigkeiten verursacht, noctspartiert und sich dadurch
die Solidtemperatut)s stetig verhalt. Einzig die Transportgleichungen fur te-
lenbriiche, Gastemperaturen und Stoffstromdichten inAdede bzw. der Kathode
kdonnten Unstetigkeiten, sogenannte Schocks, weitergelierdings selbst nicht ver-
ursachen. Geht man also von zeitlich stetigen (in den e&itanlationen sogar kon-
stanten) Randbedingungen aus, die mit den Anfangsbhediegukonsistent sind, dann
treten in der Losung keine Schocks auf, da auch die Termdidélelektrochemischen
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Reaktionen in den Transportgleichungen keine Spriingerirblenbriichen und den
Gastemperaturen verursachen.

Diese Stetigkeitsannahme kann jedoch nicht auf zeitlidtatige Randbedingungen
(z.B. bei der Steuerung) ubertragen werden, da in diesdhdiEdUnstetigkeiten der

Randbedingungen mit dem Gasstrom weitertransportierdeverin der Praxis treten
auch bei der Steuerung der Anoden-Gaszuflisse keine @pauf, da das Gas vor-
konditioniert wird und so mogliche Unstetigkeiten in demlghbriichen, Stoffstrom-
dichten und Gastemperaturen am Anodeneingang gegléateew.

Zusatzlich kann davon ausgegangen werden, dass die gosieschrankt ist, da
die Anfangs- und Randbedingungen (technisch) beschréinkt Durch diese Be-
schrankung der zugefiihrten Gasmenge kann nur eine badlienge in den che-
mischen Reaktionen umgesetzt werden bis die Reaktandbraueht sind, wodurch
auch nur eine beschrankte Menge an Gasen, Temperaturegiaktdschen Potentia-
len generiert werden kann. Analog zur Stetigkeit kann aiictdie stetige Differen-
Zierbarkeit vorx argumentiert werden, wobei auch hier keine Aussagen ine falh
unstetigen Randbedingungen gemacht werden konnen.

4.3.2 Algebraischen Gleichungen der Partialdriicke in defPoren

In einem ersten Schritt betrachtet man unabhangig vonetgifitialgleichungssystem
die algebraischen Gleichungen. Die Gleichungen (3.62) £&\83) zur Berechnung
der Partialdriicke der Gaskomponenten in den Anodenpawnden Kathodenporen
bilden in jedem Punkt1, (2, 7) € [0, 1] x [0, 1] x [0, 7] je ein nichtlineares Glei-
chungssystem. Setzt man die Losungen der Molenbrighanitk € € bzw. yi ¢ mit

k e ¢, der Gastemperatureh, bzw. v und der Stoffstromdichtepy bzw. y. als stetig
differenzierbar voraus, so sind die Gleichungen (3.62).1§2v83) ebenfalls stetig dif-
ferenzierbar. Dann lasst sich mithilfe des Satzes Ubpliaite Funktionen 4.1 zeigen,
dass lokal um einen Losungspunkt eine Losung existieti. Dt geeigneter Wahl
eines Startpunktes kann zu gegebener Losung des PDE&ystittels eines numeri-
schen Verfahrens eine Losung generiert werden, da dieispugetzende Regularitat
der Funktionalmatrix in Satz 4.1 notwendig fur die Konwig jedes geeigneten Ite-
rationsverfahren ist und implizit numerisch tberpruiitdy

4.3.3 ODE-System des Brenners und der Mischkammer

In einem nachsten Schritt betrachtet man gesondert das®Btem (4.40) mit den
Anfangsbedingungen (4.42), dass den katalytischen Bremme die Mischkammer

Zeit1=73.3222
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modelliert. Dazu wird angenommen, dass alle Komponentehdaingx des PDAE-
System (4.27) als zeitabhangige Funktionen gegeben siddspeziell die Molen-
brichey,, die Gastemperatut, sowie die Hilfsvariabler, am Anodenausgang bei
{1 = 1 stetig bezuglich der Zeit sind. Zusatzlich seien auch die Luftzusammenset-
zung yair, die Lufttemperatuid,; und die Luftzahllgi der am Brenner zugefiihrten
Luft als stetige Funktionen der Zeit gegeben sind.

Aus diesen Stetigkeitsannahmen folgt, dass die Integraiehcdie in den Gleichun-
gen (3.28)—(3.30) definierten Funktionen ebenfalls stefignktionen der Zeit sind.
Folglich sind auch die Brennergleichungen (3.31), (3.3%) (3.34) stetig, woraus
anschlielend die Stetigkeit der durch die Gleichungerbjudd (3.36) definierten
rechten Seitef,, des ODE-Systems (4.40) folgt.

Zusatzlich wird angenommen, dass die Losugschrankt ist. Dann sind auch die In-
tegralfunktionen (3.28)—(3.30) beschrankt, da Ubeemibeschrankten Intervall [Q]
integriert wird. Analog zur Stetigkeit folgt mit der Subrtiplikativitat der Maximums-
norm und der Giltigkeit der Dreiecksungleichung auch disdranktheit der rechten
Seite fy,.

Daraus folgt mit dem Satz von Peano 4.2, dass das gewobnbidiferentialglei-
chungssystem (4.40) in einer Umgebung wor= 0 eine Losungky besitzt. Unter
der zusatzlichen Annahme, dagg sogar lipschitz-stetig ist, ist nach dem Satz von
Picard-Lindelof 4.3 die Losungy, sogar eindeutig. Die Lipschitz-Stetigkeit folgt aus
der Annahme der Beschranktheit der Ableitung der rechtste Sy, da mit ahnli-
cher Argumentation wie bei der Beschranktheit der Losimgbschnitt 4.3.1 auch
die Ableitung der Losung beschrankt ist.

Insgesamt kann also geschlussfolgert werden, dass unessgs Stetigkeitsannah-
men zu jeder Losung des PDE-Systems (4.27) eine eindeltigeng des ODE-
Systems (4.40) existiert, sodass die Randbedingungen&&-Bystems der MCFC
am Kathodeneingang als zeitabhangige stetig differéoaie Funktionen in Form von
Dirichlet-Randbedingungen gegeben sind.

Existiert nur eine schwache Losungdes PDAE-Systems, die insbesondere nicht
stetig ist, kann wegen der daraus resultierenden unsteBgée f,, keine Aussage
Uber die Existenz einer Losung des ODE-Systems des kiatdign Brenners und der
Mischkammer getroffen werden.

4.3.4 PDE-System der MCFC

In diesem Abschnitt wird nun das um die algebraischen Glgigen und um das ODE-
System der Kathoden-Randbedingungen reduzierte PDEr8gdietrachtet. Dass alle
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Funktionen des PDE-Systems reell analytisch sind, kanmesendere aufgrund der
Terme, die die elektrochemischen Reaktionen beschreibelnt vorausgesetzt wer-
den, sodass der lokale Existenzsatz von Cauchy-Kowalgavdké nicht angewendet
werden kann.

Daher erfolgt eine Aufsplittung des PDE-Systems in Sulesyst die jeweils un-
abhangig voneinander bezuglich Existenz- und Eindkatidbetrachtet werden und
somit Aufschluss tUber das Gesamtsystem geben sollen. adudas Komplett-

modell in die entarteten Transportgleichungen, in je eirePEystem fur die (nicht-
entarteten) Transportgleichungen, ein System fur diemiatgleichungen und die
Warmeleitungsgleichung aufgespattet

4.3.4.1 Entartete Transportgleichungen

Wegen der fehlenden Ortsableitung betrachten man die @iegen fur die Hilfs-
variablenva und v gesondert. Es wird also angenommen, die Anodenmolenéyiich
die Temperaturen, die Potentiale sowie die PartialdrittekePoren waren als stetige
Funktionen des Ortes und der Zeit gegeben. Dann bilden dielemn System (4.27)
extrahierten Gleichungen

0va Ov¢

— = f,(xa Va Vs, (DI;L pac) und — = f, (J, Vs, (DIE, (DE» pcc)  (4.43)
o 02

mit den Randbedingungen
0a(0, 2, 7) = vain  UNd 0c((1, 0, 7) = vejin (4.44)

zu einem festen Zeitpunkt eine semilineare partielle Differentialgleichung erster
Ordnung. Insbesondere wird auch fur die nichtlinearendRadingungen am Ka-
thodeneingang nach Abschnitt 4.3.3 angenommen, @gs®ine Losung des ODE-
Systems des Brenners ist und ebenfalls als stetige Furditiozeit geschrieben wer-
den kann. Damit sind die rechten Seitép und f,. der Differentialgleichungen und
die Randwertfunktionen stetig, sodass mit der Anwenduny Satz 4.5 die lokale
Existenz eine€?-Losung bewiesen werden kann.

Eine globale Existenz der Losung kann flr nichtlinearadReertprobleme nicht nach-
gewiesen werden. Man hofft aber, dass sich die Losung wstig im schwachen Sin-

linshesondere spielen die unterschiedlichen Zeitskalerideelnen ZustandsgroRen eine Rolle,
die von unterschiedlichen Zeitkonstanten abhangenesidischnitt 5.3.1. Beispielsweise ist die lang-
same Dynamik der Solidtemperatur fur die sich innerhalb Millisekunden andernden elektrischen
Potentiale fir das Kurzzeitverhalten von geringerer Béaleg, sodass die Solidtemperatur in den Glei-
chungen der Potentiale als konstant oder stationar angeeoa werden kann.

Zeit1=77.7667
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ne fortsetzten lassfAhnliches gilt bei einer nicht-stetigen rechten Seite adieht-
stetigen Randwerten, wenn beispielsweise eine Randstegien das Gesamtsys-
tem (4.27) eingeht. In diesem Fall kann weder die lokale tEriseiner (klassischen)
Losung, noch die Existenz einer schwachen Losung gemgiglen. Da sich Brenn-
stoffzellen in technischem Sinne jedogfutmitig* verhalten, besitzen sie in der Pra-
xis bei ausreichender Brenngas- und Luftzufuhr sowie gesgay Stromabnahmécg
nicht zu hoch) eine Losung, die im Falle von unstetigen Radthgungen (unstetige
Brenngas- oder Luftzufuhr) jedoch auch Spriinge aufwelsem, also eine Losung
im schwachen Sinne ist.

4.3.4.2 PDE-Systeme der Transportgleichungen

Zur naheren Untersuchung der nichtentarteten Trandpatgingen fir die Gas-
temperaturen und Molenbriiche in der Anode und der Kathadkasmgenommen, die
Hilfsvariablenv, und o, die Solidtemperatur, die Potentiale sowie die Partiaike”

der Poren waren als stetige Funktionen des Ortes und deg&gében. Dann bilden
die Transportgleichungen der Anode

Va O 0 (xa va O 0 (xa L
R + C— =f Da, Vs, O, ¢ 4.45
( 0 Va) ot (193) <O l)a> 8( 1 <’lga a(Xa, & 7S Ta aC) ( )

und der Kathode

VC 0 a XC Uc 0 3 XC L IS
.2 N = f oL, @ 4.4
( 0 Vc) or (190> + (0 Uc) o2 (190> c(xe, Ve, Vs, g, DF, pcc) (4.46)

nach Definition 4.6 offensichtlich je ein quasilinearesnayetrisches, hyperbolisches
PDE-Systeme erster Ordnung, wobei die Funktiorigmnd f; alle entsprechenden
Komponenten au$ enthalten. Das System ist unter der Annahme, dassgichdo.
laut Abschnitt 4.3.4.1 als Funktionen der Zeit und des Gatbseiben lassen, sogar se-
milinear, weil die Koeffizienten der Ableitungen nur vom ©der der Zeit abhangen.

Da die Funktionenfa und f; als stetige Funktionen vopy, ¥4 bzw. y¢, ¥c undy, 2
sowier gegeben sind, folgt mit den konstanten Anfangsbedingungen

Xa _ [ Xa0 Xc [ Xco

aus Satz 4.6, dass ein Losung der Transportgleichungenadé\bzw. Kathode auf
einem Intervall umr = 0 existiert.
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Damit ist jedoch noch nicht gezeigt, dass eine Losung &srlRandwertproblem mit

Xa [ Xain
( §a> ©.c2.7) = (19a,in> (4.48)

existiert, sodass angenommen werden muss, dass die Ramdliect 5sung des An-
fangswertproblems erfillen. Im Falle von stetig differiembaren Randfunktionen
xain Unddqin spekuliert man auf eine klassische Losung fur die AnodeicBes gilt
fur die Kathode, da bei einer klassischen Losung der AdadeAbschnitt 4.3.3 auf
geniugend glatte Randbedingungen fur die Kathode gesssthoverden kann.

Sind die Randbedingungen nicht gentigend glatt oder digenSeiten der Differen-
tialgleichungen nicht stetig, ist die Existenz einer Lidguicht gesichert.

4.3.4.3 PDE-System der elektrischen Potentiale

Bei der Analyse des Differentialgleichungssystem furRli¢entiale seien nun die So-
lidtemperatur, die Partialdriicke der Poren und die Zelfastarke als gegebene stetige
Funktionen angenommen. Dann kdnnen die wegen der femeDdsableitung entar-
teten partiellen Differentialgleichungen

100 oL

0 L L ol 5S
010 g D¢ | =fo(Ws, @y, O¢, 2, pac, Pcc, lcell) (4.49)
001 0N

als gewohnliches Differentialgleichungssystem flrejedPunkt(¢1, (2) mit den An-
fangsbedingungen

@5 DL,
S
CD? (Dc,O

interpretiert werden. Numerisch bereiten die in der Funkfigp enthaltenen Integrale
Schwierigkeiten, analytisch kann man wegen der vorausgeseStetigkeit der Mo-
lenbriiche und Temperaturen auch die Stetigkeit der re@eée f¢ folgern und somit
den Satz von Peano 4.2 anwenden. Folglich existiert untegdgebenen Vorausset-
zungen in jedem Punkt, () eine Losung des Systems fir die Potentialgleichungen.
Sind die Funktionen sogar lipschitz-stetig analog zum Abgt4.3.3, folgt sogar die
Eindeutigkeit der Losung mit dem Satz von Picard-Lindél3.

Erneutist jedoch die Existenz einer Losung fur unstefigadbedingungen der Anode
nicht gesichert.

Zeit1=82.2111

3.2
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4.3.4.4 Warmeleitungsgleichung

Im letzten Schritt betrachtet man die Warmeleitungsgleng als zentrale Gleichung
des PDAE-Systems. Dazu wird nun angenommen, die Gastetap@radie Potentiale
und die Partialdriicke der Poren als stetige Funktionerzedrgegeben sind. Dann
bildet die Warmeleitungsgleichung eine semilineare Ipaliache PDE

Vs o 0%9s 1 0%
Cos o — 2 2
ot Peorf Pelz2 oz

= fﬁs(ﬁaa 19C9 1955 (I)Iéa (I)IEn (I)ga Pac, (/)CC) (451)

mit den Anfangsbedingungen
Is(¢1, ¢2, 0) = Us0 (4.52)

und den Neumann-Randbedingungen

20
oQ1

o %

=0, =0. (4.53)
oa 0¢2

02

Da die konstanten Anfangsbedingungen die Neumann-Raimthewen erfillenys o
trivialerweiseC!-Funktion ist und die rechte Seitk, als stetig angenommen wurde,
folgt mit der Anwendung des Satzes 4.7, dasstegxistiert, sodass die Warmelei-
tungsgleichung auf [Al] x [0, 1] x [O, t;] eine Losung besitzt. Erneut schlagt der
Beweis fehl, wenn man von einer nicht-stetigen rechtereSeisgehen muss, die bei-
spielsweise aus den nicht-stetigen Losungen fur die Mwigche bei unstetigen Rand-
bedingen resultieren kann.

Wegen der fehlenden allgemeinen Aussagen zur globaleteBzi&lassischer Losun-
gen, wird nun fur die Warmeleitungsgleichung eine Lagim schwachen Sinne ge-
sucht. Die Existenz einer solchen kann fiir lineare parstioén Gleichungen herge-
leitet werden, sodass die Warmeleitungsgleichung imefodgn Sinn

5195 I 2 62195 1 82195

Cps— — —— - = fy9s + T, 4.54
"ot Pesoc?  Pely o2 UsTs T s (4.54)

mit geeignet zu wahlenden stetigen Funktiorfep und fy, linearisiert wird. Dann
kann mit den urspriinglichen Anfangs- und RandbedingunigerSatz 4.8 angewen-
det werden, der eine schwache Losung im Sinne von DefindtiBrdes linearisierten
Problems garantiert.

Beim Brennstoffzellenmodell wird davon ausgegangen, des#/armeleitung im So-
lid starkeren Einfluss auf die Temperaturverteilung imi&alsubt als die Warmeer-
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zeugung durch die Reaktionen in den Poren und der Warneeacst zu den Kanalen,
sodass der Laplace-Operator gegeniiber der nichtlineaokite Seite dominiert. Da
der Diffusionsterm eine glattende Eigenschaften besstiztlie Losung, falls sie exis-
tiert, stetig differenzierbar. Diese Eigenschaft gehthadarch die Hinzunahme der
Reaktionsterme nicht verloren.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei stetigedffierbaren und konsis-
tenten Anfangs- und Randwerten von einer klassischenngisies PDAE-Systems
ausgegangen werden kann. Andernfalls wird zumindest aaf ledbsung im schwa-

chen Sinne spekuliert, die abhangig von den Glattheissichaften der Randbedin-
gungen unstetig oder nicht differenzierbar sein kann. &ihrende Existenz- oder
Glattheitsaussagen sind wegen der Komplexitat und dentliearitat des Systems
nicht moglich.

4.4 Indizes des PDAE-Systems der MCFC

Die Indexanalyse soll zur Untersuchung der numerischeranatitischen Losbarkeit
des PDAE-Systems der Brennstoffzelle beitragen. Dazulsigrddie Ergebnisse von
Rang und Chudej (2004), Chudej (2006) und Chudej, Pesch and R007) zusam-
mengestellt. An einigen dort behandelten Fragestellubgen Vorlauferarbeiten war
auch die Autorin dieser Arbeit beteiligt (vgl. Pesch, Skemrg und Chudej (2006) und
Sternberg, Chudej und Pesch (2007)).

4.4.1 Differentieller Zeitindex

Der differentielle Zeitindex wird fur das PDAE-System 44) mit den An-
fangswerten (4.34), den Neumann- Randbedingungen (4.88) den Dirichlet-
Randbedingungen (4.36) untersucht. Da die Ma&ijsingular ist, muss der Differen-
tiationsindex der Zeit nach Definition 4.9 durch die Diffietiation des PDAE-Systems
nachz berechnet werden.

Die partiellen Ableitungen der Solidtemperatur, der Gagteraturen, der Molen-
briiche sowie der Potentiale liegen bereits in der erfticem Form als stetige Funk-
tionen der Losungc und der Ortsableitungen vox vor und sind ebenfalls stetig
bezuglich der Zeit und des Ortes, werrals stetig angenommen wird. Diese Glei-
chungen sind also vom Zeitindex = 0.

0= f¢ac()(a, 'l?s, q);, ¢ac) und O= fCDCC(XC’ 195, q)lg, (Dg, (0(;(;). (455)

Zeit 1 =86.6556

Solidtemperatur 9 _

I
o




Solidtemperatur 9

[
®

3.2

Zeit 1=88.8778

82 KAPITEL 4. ANALYSE DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

Differenziert man diese Gleichungen nagclso erhalt man

of of
0=—-%¢ und 0= %=, (4.56)

ot ot
Da die Funktionenf, . und f, . bis auf sich selbst nur von Komponenten ven
abhangen, deren zugehorige PDEs vom Zeitindex O singtedr@n nach Anwendung
der Kettenregel nur partielle Ableitungen, die durch giefrunktionen ersetzt werden
konnen:

of,.. 0 o
Z Pac Pk,ac — flﬂac’ k e {Hzo, H2, COZ, 02}9
” Opkac 0T (4.57)
6f¢ 0Pk, cc o |
__ ¥vec i = f N k C > O N
Z OPk,cc OT fee (60 O

k

Hier sind die Funktionerf,, und f,._ als Funktionen der Losungsowie den ortlichen
Ableitungen vonx gegeben. AuR3erdem sind die Gleichungssysteme (4.57 lumeb
lassen sich nacﬁg%C bzw. % auflosen, da die Determinanten der Matri%(—%‘ofi&;ﬂgC und

Oof(;":z ungleich 0 sind. Somit sind die algebraischen Gleichungen vom Index= 1,
da sichag;j1C bzw. ﬂg’% als stetige Funktionen des Ortes, der Zeit, der Losusgwie

der Ortsableitungen voxdarstellen lassen.

In einem nachsten Schritt werden die entarteten Gleichnifigy v, undoc

al)a Uc

0
— = fu,(xa Do s, D5, pa0)  UNd  — = f, (e, s, Of, OF, ) (4.58)
o1 02

betrachtet. Da die Funktionef,, und f,, erneut nur von Komponenten vox
abhangen, fur die bereits die Ableitung nach der Zeit E8ge Funktion dargestellt
werden kann, erhalt man aus (4.58) die folgenden Systeme

02 . 92 .
%a_f und S, (4.59)
o1t 0{2t

wobei die Funktionenf:)a und fADC als Funktionen der Losung sowie den ortlichen
Ableitungen vonx gegeben sind. Dann lassen sich die Gleichungen (4.59) rexch d

INach den Gleichungen (3.62) und (3.63) sowie den Hilfspigigen (D.3), (D.4) und (D.5) haben
die Matrizen‘ﬁ’af—"’;’:‘cC und%f—“’:: die FormA + B — |, wobei A := (&;,j)i,j, B := (bj,j)i,j durchaj =
vi,ox18@j undb; j := vj oxz2bj definiert sind, sodasa und B aus jeweils bis auf die zeilenabhangigen
Vorfaktorenvj ox1 undvj oxe identischen Zeilen bestehen, von denen nicht alle idéntiaal sind.
Daraus folgt, das# + B — | regular ist.
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Integration Uiber; bzw.(, darstellen als:

al)a . ava aDC 600

4 (2
in &~ - ,in N B -
6‘[ 6‘[ +/ fUaI(El,(Z,'[) d(l Und E = aT +/ fDCI((l,CZ,T) d(z (460)
0 0

An dieser Stelle spielen die nichtlinearen Randbedinguiiigedie Kathode, diec,in
bestimmen und durch die Losung eines ODE-Systems gegetttreme zentrale Rol-
le. Ahnlich zu Abschnitt 4.3.3 wird angenommen, dass das OD&eSy des Brenners
und der Mischkammer als Funktionen der Zeit, sowie der halegder Molenbriiche
und der Gastemperaturen Uber dem Anodenausgang gesshviglnden kdnnen, so-
dass die Randbedingungen der KathddeFunktionen sind. Dann kann au@l’gjﬂ
mithilfe der Kettenregel als stetige Funktion der Zeit, wlenbriiche und der Ga-
stemperaturen sowie deren Ortsableitungen und Integtzde dem Anodenausgang
geschrieben werden. Somit sind auch die entarteten Glegehm(4.58) vom Zeitin-
dexv, = 1.

Damit ist das PDAE-System (4.27) der Brennstoffzelle mit Aafangs- und Randbe-
dingungen (4.34), (4.35) und (4.36) insgesamt vom diffeedan Zeitindexv, = 1.

4.4.2 Sbrungsindex

Der Storungsindex wird anhand eines linearen PDAE-Systin Brennstoffzelle be-
rechnet. Dazu wird das semilineare PDAE-System (4.27)nrieeares System der
Form

0 0 .
N —01(¢15 (2 22 4 fi(ya, vs, Yo, y1), (4.61)
ot 0{1
8 0 .
% = (s 2 )2 1 falya, s, Ve, Vo), (4.62)
T 02
0 N
0= B + f3(y1, ¥s5, ¥6, ¥7), (4.63)
o1
0 N
0 = P4 fiya vs, ve, v2), (4.64)
0l2
ays o%y1 2y .
— - G f ) B B B B B 465
o o1 o2 + 02 o + f5(y1, Y2, ¥5, Y6, Y7, ¥8) (4.65)
P R
f = fo(ys, Y6, Y7, ¥8), (4.66)

0 = f72(y1,¥5 Y6 ¥7), 0= fa(y2, ¥5, V6, Ya) (4.67)
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Uberfuhrt. Der Vektor der unbekannten Funktiongnst dabei definiert alyy =
(Y1, Ya) | mit

V1= (a,%)", Y2:=(xd»U)", Y3:=0va=GaVa,

ya:=ovc=gclc, Ys:=1s, Y6 = (05, o5, ®F) ", (4.68)
Y7 = ¢ac Y8 = dcc.
Die linearen Funktionenf, := —E?:]_Ci’j(é'l, 2, T)Yj + fi(c1, 2, 7) fUri =

1, ..., 8sind Approximationen der rechten Seftales Systems (4.27). Weiterhin bil-
den die positiven Funktionay > 0 sowieg, > 0 Approximationen fur die Variablen
va Undoc. Die Konstantem; := (B;,)1g18 > 0 undoz := (B;,)1818 > O definieren
Eintrage der Koeffizientenmatrizeé8),, und B;,.

Zusatzlich wird angenommen, dass Koeffizienteny, g1 > 0 und g >

0 Funktionen ausC([0, T], £([0, 1], [0, 1])) sind und f eine Funktion aus
C([0, T1, £4(0, 1], [0, 1])) ist.

Die Anfangsbedingungen fiir = 0 sind dann durch Tabelle 3.2 nyit¢1, (2, 0) = Yo
gegebehk

Y1(C1. €2, 0) = Y10 = (Xa0, ¥20) ",
Y2((1, €2, 0) = ¥2.0 = (0. ¥c0)
Y5(¢1, (2, 0) = Y50 1= Vs,

Y6((1. (2, 0) = Y6,0 == (D0, Do, PI0) -

(4.69)

Die Randbedingungen aus Tabelle 3.2 treten in Dirichled- Naumann-Form auf:

101 =0.¢2.7) = Y155 = (ain- Yain) " »
Y201, 2= 0,7) = Y2, = (x» ¥m) ",

(4.70)
¥3((1 = 0,2, 7) = Y34 = lainYain,
y4(C19 §2 = 09 T) = y4,(2 = Fm ﬁm,
M| _o, W5 o (4.71)
acl 54‘1 6(2 (7(2

Im Folgenden werdelys, Y2, Vs, Y7 und yg als skalarwertig angenommen, um die
Schreibweise zu verkiirzen.

Mithilfe einer Standard-Koordinatentransformation kén anschlieRend die Dirich-

1Einer kompakteren Schreibweise wegen, wirdyindie urspriinglich ortsunabhangige Variable
¢§O(r) durch die im Ort konstante Variab@éo((l, 2, 7) ersetzt. AuRerdem gilmgo((l, f2,7) =0,
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let-Randbedingungen in eine homogene Form gebracht weRBetu sei eine neue
Losungsfunktiorny™ mit

Yi = Vi, furi=13,
yineu = yi — yi,(za fur | = 2, 4, (472)
Vi, furi =5,...8,

definiert. Mit der neuen rechten Seif&8®Y mit

fneu fA Z CiiVi,n— Z Cii Vi, (4.73)

i=1,3 i=2,4

erflllt y"™®Udas lineare System (4.61), die Anfangsbedingungen (4dé®)\eumann-
Randbedingung (4.71) und die homogenen linearen Randpeujieny (1 =
0,02,7) = 0furi = 1,3, undy™¢1,2 = 0,7) = O furi = 2,4. Im Folgen-
den wird der Indexneu” unterdriickt.

Weiterhin wird angenommen, dass eine geniigend glattediklehe) Losungy des
linearen Systems existiert.

Zur Formulierung des abstrakten Problems wird das linegstegh (4.61) mit einer
Testfunktionery € V mit

={y=0r....%)" % e H*[0,1],[0,1]) furi = 1,8;
Vi(¢1=0,0,7)=0furi =1,3;
%((1,(2=0, T) =0 flri =2,4},

multipliziert, deren Komponenten die homogenen Diriclit@ndbedingungen erful-
len. Als Skalarprodukt sei im Folgenden, wj) := ffo 1x[0.1 101 il d¢p dep mit der
dazugehorigen Norrw; [|2 := (vi, vi) mit [|o]|? = 37, [l0i | definiert.

Dann folgt mit Integration Uber [@] x [0, 1] und partieller Integration einiger Be-
standteile aus dem linearen PDAE-System (4.61)

o1

(S V0 + gl—,yl +§ cLiVi, Y1) = (f1, ), (4.74)
{ y2,92> <92?,Y2 + ) (caiyi. ¥2) = (f2, 9a). (4.75)

iely

Zeit1=95.5444
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0 ,, =

(22 90+ 3 (caivhs §a) = (Fa, a), (4.76)

aCl ielz

< ?“, V) + S (Caivi, Va) = (fa. V), 4.77)
iely

oYs dys 0Ys dys 0Ys .
<ar’y5>+<gla(1’8(1>+<02652’ 5(2>+ E (Cs,ii, Y5) = (fs, ¥s), (4.78)

iels
0 _
< y6,ye )+ S (Cei Vi Vo) = (o, Se), (4.79)
ielg

> (erivi, ¥7) = (f7, 92), (4.80)
iely

Z(Cs,iyi, ¥V8) = (fg, Va) (4.81)
ielg

mit Iy = I3 = {1,56,7}, 12 = l4 = {2,5,6,8}, Is = {1,2,5,6,7,8}, ls =
{5,6,7,8},17={1,5,6,7}undlg = {2,5,6, 8}.

Diese Gleichungen konnen mithilfe daf-Operatorer®l und3 vonV in den dualen
RaumV* mit

Ay, §) = > (¥, ), (4.82)
i=1,2,5,6

oys oY 8 oV P 5
(By, y) :=(o1 Y5 O¥5, ., O¥5 O¥5, o YL g y2

6_{1’ 6{1 8(2 aC g C ,Y1> <926—CZ, y2> (4 83)
+Z(Cj,in:Yi )s
j=1...8iel;

als abstrakte DAE gemal der Definition 4.10,
0 _
2 f By = f, (4.84)
ot
mit den Anfangsbedingungen
Ay —yo) =0 (4.85)
geschrieben werden.

Sei nuny e V die Losung des ungestorten DAE-Systems (4.84) yind V eine
Losung eines gestorten DAE- Systeﬁngr + By = f + 5, wobeiy undy die An-
fangsbedingungen (4.85) erfullen. Dann kanrefik= §— y mithilfe voneg := Yo— Yo
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eine Abschatzung geliefert werden, sodass der folgenttegB:

Satz 4.9
Das lineare PDAE-Systei#.61) besitzt den Stérungsindex = 1, d.h. es gilt die
Abschéatzung

19(¢1, &2, ) =Y(C1, &2, Il < € [I19(S1, &2, 0) — Y(&1, &2, O) Il +suplo(C, 2, T) v+

7€[0,7]
(4.86)
Beweis:
Wegenes ;= y —y € Verfillt ¢ € V die abstrakte ADAE
0
AL 4 Be =6 (4.87)
loks

mit den Anfangsbedingungen (4.85) und den mithilfe der omtentransformati-
on homogenisierten Randbedingungen (4.70). Ziel ist dg, f@mponente von ab-
zuschatzen, um so eine Gesamtabschatzung fur

19—yl = llel = Vllerll? + - - - + lles||2 (4.88)
zu erhalten.

Abschatzung fur ||e7|| und |eg||:

Dae eine Losung des abstrakten DAE-Systems (4.87) ist, gtlfmi= sup., ., € jl,
¢1€1[0,1], &2 € [0, 1] und 7 = sup:{p7.1, f7.5, f7.6}, T € [0, ] nach den Gleichun-
gen (4.67)

1 1
le7ll < o7l + > Il = criaill < ——1d71 + Bz Y _ llill (4.89)
llcz71 E; T ezl g%;
und mitBg = sup-{fs.2, Bs.5, Bs.6}
nn<1nw+2uc|w 1MHﬂZHH (4.90)
egll < 3 —Cgigill < 8 8 &ill. .
sl Sz, licsall e

Abschatzung fur |le3|| und ||eall:

1Eine Abschatzung fiir ein lineares System ohne Partialdr Und ohne elektrische Potentiale ist in
Chudej, Pesch und Rang (2007) zu finden.

Zeit 1 =99.9889

Solidtemperatur 9 _

I
o




Solidtemperatur 9

[
o

Zeit1=102.2111

88 KAPITEL 4. ANALYSE DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

Fure3 gilt wegen der homogenen Dirichlet-Randbedingasi@s =0, (2, 7) =0

1 2 1 5 2
lea(1. C2, D)2 < [ / ‘—(a,@, 0 da] < [ / ‘6—2(41,@, o) da]
0 0
1
</ ‘—(cl,cz, o) da. (4.0)
0
Damit folgt durch die Integration Ubep
/ l6a(c1, &2, DI s / / ‘ 31,2, 7) dCldQ—’ (4.92)
und der anschlieRenden Integration Uber
2 oe3 0e3 % 2
/|83(C1,<_,“2,T)| dz1 = [lesl|? // ‘661 1 = ’551 < ’ )
[0,1]x[0,1]
(4.93)

Far 583 kann die partielle Differentialgleichung (4.63) eingesaterden, sodass mit
B3 = Supf{ﬂs 1, 3.5, P36, 3.7} folgt:

<1631+ > leaienll < 103l + B3 Y leill- (4.94)

iels iels

2
llesll

Analog gilt fure4 mit S = sup:{fa 2, fas, Pas, fas} die Abschatzung

leall® < l10all + Ba Y _ lill. (4.95)

iely

Abschatzung flr [lex], [le2ll, lles] und [lesl:
Fur die Abschatzung wird die folgenden Aussage bendfgexistiert eine Konstante

€ > 0, sodass fur alle € V qilt:

2 2

+ 02 — &l (4.96)

(Be,e) > o1

&
o1 ac2
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Denn mit der Gleichung (4.83) folgt

Oeg O¢s Oeg Oesg oe1 0eo
1—, —) + {o2—, —)(g ,€1) + (Q2——, €2)
01 041 02 0f2

Be, = —=
(Be, &) :=(o oa G

(4.97)

+ Z (Cj.igj,ei)-

j=1..8iel;j
Die einzelnen Terme lassen sich leicht abschatzen mit
de1 oez / / de?
2(01—, = , —=) > inf , (2, —=dr d 4.98
(Qhaa £1) (01 3C1> (156191({1 {2, 7) oo dz (4.98)
[0,1]x[0,1]

1

= g'ng 01(¢1, &2, 7) /[81(1, &2, 0)]%d2 = 0 (4.99)
1,¢1
0

und analoggzgz, e1) > 0, sowie mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

> depigj e = — Y Billejllllail > —€llell? (4.100)

j=1...8ielj j=1..8ielj

mit € = sup: [1(8j,i)}.ill2, woraus, eingesetzt in Gleichung (4.97), direkt die Unglei
chung (4.96) folgt.

Mit Hilfe der abstrakten DAE (4.84) und der Ungleichung @).%erden nun die feh-
lenden Komponenten vanabgeschatzt:

2 2

oe

0,8) — (A" g) = (Be,g) > o1 || — — ¢lle]|? 4.101
(0,6) = (A &) = (Be,e) 2 o1 oo + 02 oo llell”, ( )
woraus sofort folgt
2 2
oe oe 2
i — — = < (J,¢). 4.102
(Aar,8)+0’1 o + 02 0 Cllell* < (9, €) ( )

Mit Einsetzten der Definition des Operatafsaus (4.82) und Vernachlassigung von
de

01

2 2
undos a% mit o1, o2 > O folgt

o1

> <?,ei> —Cllel® < (5, 8). (4.103)

i=1,2,56

Zeit 1=104.4333
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Dann erhalt man mithilfe der Abschatzundy ¢) > ilwllz + %||g||2 mit u = 2 die
Gleichung

0¢j 1
> (o) = @+ Dllel® < Z10)2, (4.104)
i=1,2,5,6
Wegen 222, &) = &||¢||? folgt weiter
1 ~
Z |e. I2=@©+1) ) llal® < Z101*+ @+ > _llail®  (4.105)
1,2,5. i=1,2,5,6 i=3,4,7,8

Mithilfe der Abschatzungen (4.89) und (4.90) sowie (4.94yl (4.95) folgt daraus

1
5 > —||e.|| Z—C+ D) llail® < ||6||2+<é+1)
i=l,2,56 i=1,2,5,6
2 2
<||53||+ﬁszei) + <||54||+ﬂ4zgi) (4.106)
iels icly

(HC ”||57||+ﬂ72||8|||) + (”C ””58||+ﬂ82”8|”>

ielznN{7} ielgN(8}

Durch sukzessives Auflosen der quadratischen Temithilfe der Abschatzunga +
b? < (1+45a%+ 1+ ﬁ)b2 ergibt sich beispielsweise

2
(mn a1l +,3I7_12’;’|(|58i ||)
) ler7l2l67)2 +(1+—ﬂ) (ﬁ72||e. I

2
s (1 . (4.107)
i=156

NI NX

< (14 5) NeralPlon? + 53 Y fulei P

i=1,5,6

mit fis = (L4 5,) 1+ 4), fis = (L+ 5,)(L+ 5, )1+ ) undjis = (1+ 5,1+

1In den ersten beiden quadratischen Terme miissen zuvar\erigendung von Gleichung (4.89)
und (4.90) die Variablefie7|| und ||eg|| ersetzt werden.
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2/:1)(1"' )(1+ £2). Alle quadratischen Terme kdnnen also mithilfe von Kontta
durch|¢; ||2 und ||6; |2 abschatzt werden.

Insgesamt lassen sich daher Konstai@temd D finden, sodass aus Gleichung (4.106)
folgt:

2 > —ne.n 2@+ D) lal? < |6|| +— D lel®  (4.108)

i= 1256 i=1,2,5,6 | 1,2,5,6

Mit der Definition einer neuen Konstanten= 2(€+ 1) + D lasst sich noch einfacher
schreiben

Z lei 12 — @) _llzill* < Clis]1%. (4.109)

| =1,2,5,6 i=1,2,5,6

Durch die Multiplikation mite=** und Integration Gber [Or] mit & 0(1, (2, 0) = €0
furi =1, 2,5, 6 und anschlielender Multiplikation n&t’ kann

> laill> <€y laioll® + / Ce™I6(c1, ¢z, 9)I7 ds (4.110)

i=1,2,5,6 1=1,2,5,6

geschlussfolgert werden.

Insgesamt folgt aus den Gleichungen (4.89), (4.90), (4(@495) und (4.110) einge-
setzt in Gleichung (4.88) die Behauptung des Satzes 4.9itDgtrder Storungindex
ip = 1 des linearen MCFC-Modells (4.61) bewiesen.

Der Storungindek, = 1 beschreibt die Empfindlichkeit der Losung in Bezug auf An-
fangswerte, Randwerte und rechte Seiten. Im Spezielleagbigs= 1, dass bei einer
maogliche Storung in den Anfangs- und Randbedingungéer(@(t)), wie beispiels-
weise bei einer Randsteuerung, die gestorte Losung nudeo Storung selbst, aber
nicht von ihren Ableitungen abhangt.

4.4.3 MOL-Index

Der \ollstandigkeit halber sei an dieser Stelle der MOdédr des MCFC-Modells
erwahnt, der auf der Semidiskretisierung des PDAE-Systeithilfe der Linienme-

thode in ein MOL-DAE-System in Abschnitt 5.2 aufbaut. Alsasdarddiskretisie-
rung wird der skalierte Laplace-Operator der Warmelgjsgteichung durch einen
5-Punkte-Differenzenstern approximiert, wahrend fér@rtsableitungen Upwindfor-
meln eingesetzt werden konnen, da die Flussrichtung dee Gekannt ist. Das resul-
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tierende semi-explizite MOL-DAE-System in Abschnitt 52 ldann den MOL-Index
vmoL = 1. Ein Beweis fur die 1D Modellierung der MCFC istin Chudeju(2005) zu
finden. Damit nahert sich die berechnete numerische Lgo)dea MOL-DAE-Systems
bei hinreichend feiner Diskretisierung beliebig genauaakten Losung der MOL-
DAE. Ein ahnliches Resultat wird beziglich der exakterslrig des PDAE-Systems
erwartet.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Theorie zur Existenz von Losmbei PDAE-Systemen
sowie ausgewahlte Indexkonzepte vorgestellt und diesehdirl3end auf das MCFC-
Modell angewendet.

Insbesondere wurde das Gleichungsmodell der MCFC in mehigimodelle zerlegt,
deren Existenz der Losung separat und von den andererhGitgjen entkoppelt un-
tersucht wurde. Fur das nichtlineare algebraisches Rieigssystem der Partialdriicke
kann eine lokale Losung unter gewissen Glattheitsvostmgagen an die Funktionen
mithilfe des Satzes Uber implizite Funktionen garantieetden kann, wahrend das
gewohnliches Differentialgleichungssystem zur Besitlurgg des Brenners und der
Mischkammer unter gewissen Glattheitsvoraussetzungeatiearechte Seite wegen
des Satzes von Peano eine lokale Losung besitzt. Dasljgalifferentialgleichungs-
system wurde in weitere Untersysteme zerlegt, wobei féliediarteten Transportglei-
chungen bei glatte Randbedingungen die lokale Existerar 8mLosung bewiesen
werden kann, und fur das Anfangswertproblem des quaail@ss symmetrisches, hy-
perbolisches PDE-Systeme erster Ordnung der nichtetgari@ansportgleichungen
in der Anode und der Kathode ebenfalls eine lokale Losungdsen werden kann,
die jedoch die Randbedingungen erfullen muss, damit aimen_&sung des Randwert-
problems existiert. Das PDE-System der elektrischen Bateriel3 sich als unend-
lichdimensionales gewohnliches Differentialgleichasgstem darstellen, sodass auch
hier mit Anwendung des Satzes von Peano von der Existenz lekalen Losung
ausgegangen werden kann. AbschlieBend konnte fur earigierte Warmeleitungs-
gleichung die Existenz einer Losung gezeigt werden. Issge kann also bei stetig,
differenzierbaren und konsistenten Anfangs- und Ranamerbn einer klassischen
Losung des PDAE-Systems ausgegangen werden kann. Aaliemvfrd zumindest
auf eine Losung im schwachen Sinne spekuliert, die akgaran den Glattheitsei-
genschaften der Randbedingungen unstetig oder nichtetifeerbar sein kann.

Ein ahnliches Ergebnis zur Beurteilung der numerischehamalytischen Losbarkeit
zeigen die Ergebnisse der Indexanalyse. Der die Diffeezbarkeitseigenschaften der




4.5. ZUSAMMENFASSUNG 93

Losung und der Funktionen des PDAE-Systems angebendedtiffelle Zeitindex ist

v, = 1, der die Empfindlichkeit der Losung in Bezug auf eine @Gtg@rbeschreibende
Storungsindex des linearisierten Problems ist ebenfglls 1 und der MOL-Index,

der den Zeitindex des mithilfe der Linienmethode diskretien Problems definiert,
istvmoL = 1.

Insgesamt kann also bei stetig, differenzierbaren undigt@rgen Anfangs- und Rand-
werten von einer klassischen Losung des PDAE-Systemsgaagen werden kann,
die sich auRerdem auch beziiglich Storungen stabil lterhddernfalls wird zumin-
dest auf eine Losung im schwachen Sinne spekuliert, diagrady von den Glattheits-
eigenschaften der Randbedingungen unstetig oder nidhtetizierbar sein kann.
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Kapitel 5

Numerik des PDAE-Systems der
MCFC

Viele aus der Praxis stammende partielle Differentiatdiangen lassen sich nicht
analytisch l6sen, weshalb numerische Verfahren zur hgsuion PDES eine wesent-
liche Rolle spielen. Dabei ist die Wahl des eingesetztefalieens abhangig von der
Art der zu ldsenden Differentialgleichung. Im folgendemdrdaher aus der Vielzahl
maoglicher Verfahren nur eine kleine Auswahl vorgestélig fur die Behandlung des
MCFC-Modells verwendet wird.

Dazu werden in einem ersten Abschnitt numerische Diskeetisgsverfahren vor-

gestellt. Insbesondere wird auf die Semidiskretisieruog PDAE-Systeme mittels
der Finiten-Differenzen-Methode und die Diskretisiermog DAE-Systemen mithil-

fe von Runge-Kutta-Verfahren eingegangen und anschla@én Konvergenz bei-

der Verfahren betrachtet. Im nachfolgenden Abschnitt 512 wie spezielle Semi-

diskretisierung des PDAE-Brennstoffzellenmodells nfiighion Differenzenverfahren

nach Heidebrecht (2005) vorgestellt. Der letzte Abschprédsentiert die numerischen
Losungen des MCFC-Modells, die man nach der Semidiskeatisg und der anschlie-
Renden Losung des DAE-Systems unter Anwendung eines R urtge-Verfahrens

mit der Software NUDOCCCS erhalt. Der Schwerpunkt der misoben Simulation

liegt dabei auf dem numerischen Anfahren der Brennstdéfzeer Auswertung des
stationaren Zustandes sowie der Untersuchung des dyclaeni&/erhaltens, beispiels-
weise bei Lastwechseln.

95
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5.1 Numerik von DAE- und PDAE-Systemen

Um grol3e und komplexe Systeme, bestehend aus gewohnlicttepartiellen Diffe-
rentialgleichungen, zu l6sen, nutzt man im Allgemeinexhdfungsverfahren, die das
unendlichdimensionale Problem zur Bestimmung von Losfurtktionen in ein end-
lichdimensionales Problem zur Berechnung von diskreterkfanen transformieren.
Dabei approximieren diese numerischen Verfahren die ¢¢sudsung durch Nahe-
rungswerte auf einer endlichen Anzahl von Gitterpunktesici® Diskretisierungs-
verfahren sind fast universell auf gewohnliche und pletiBifferentialgleichungen,
aber auch auf Systeme von Differentialgleichungen undessbdere auf Systeme von
differential-algebraischen Gleichungen anwendbar.

Daher kann zur Vertiefung neben der klassischen Literatypartiellen Differential-

gleichungen auch auf Standardwerke zur Numerischen Mattilerfvgl. Stoer und

Bulirsch (1990), Deuflhard und Bornemann (1994)) bzw. zumitk von gewodhn-

lichen Differentialgleichungen (vgl. Strehmel und Weii(#995), Hairer, Ngrsett und
Wanner (1993) und Hairer und Wanner (1996)) verwiesen werblesbesondere sei
jedoch Literatur zur Numerik partieller Differentialgiéiungen, B. Strauss (1995)
oder Knabner und Angermann (2000), empfohlen, die eine ngnéicheUbersicht

mit Schwerpunkt auf die Finiten-Elemente- und die FiniRifferenzen-Verfahren ge-
ben.

5.1.1 Semidiskretisierung von PDAE-Systemen

Im Folgenden wird als Diskretisierungsverfahren fur diartigllen differential-
algebraischen Gleichungen die Linienmethode — ein Sehkmigtisierungsverfahren —
genutzt, bei der nur ein Teil der unabhangigen Variablshkrétisiert wird. Da man bei
zeitabhangigen Problemen die Orts- und Zeitdiskretisigroft unabhangig vonein-
ander betrachtet, unterscheidet man die vertikale Linethode, bei der durch Semi-
diskretisierung bezuglich der Ortsvariablen aus dem AgfaRandwertproblem von
partiellen Differentialgleichungen ein Anfangswertplerh von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen entsteht (siehe Abbildung 5.1), uredhdirizontale Linienmethode
(Rothe-Methode, vgl. Grolimann und Roos (2005)), bei destdDiskretisierung der
Zeit das Ausgangsproblem durch eine Folge von elliptis¢ék@mdwertproblemen er-
setzt wird (vgl. Schiesser (1991)).

Die partiellen Ortsableitungen werden dabei mit klassscBiskretisierungsmetho-
den approximiert. Im Allgemeinen werden dazu Finite-ElateeVerfahren (FEM,
vgl. Braess (2003), Schwarz (1991) oder Goering, Roos uraiska (1993)), die
den Definitionsbereich der PDE in Polygone zerlegen und dsuhg durch auf den
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Losungsfunktiory
Zeitkoordinatd

Losungsfunktioney™ auf dem Ortsgitter

(a) Losung der Differentialgleichung auf dem(b) Losungen der Differentialgleichungen der
Orts- und Zeitgebiet Ortsdiskretisierungspunkte auf dem Zeitgebiet

Abbildung 5.1: Vertikale Linienmethode in ortlich 1D

Polygonen definierte Funktionen approximieren, oder Eibifferenzen-Verfahren
(FDM), die die Differentialquotienten in den Differentigéichungen durch Differen-
zenquotienten ersetzen, genutzt. Wir beschranken unsigeirden auf die vertikale
Linienmethode und die Diskretisierung durch Finite-Difflezen-Verfahren.

5.1.1.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Die Finite-Differenzen-Methode ist das einfachste nus@me Verfahren, um sowohl
gewohnliche als auch partielle Differentialgleichungendiskretisieren. Die Idee ist,
die Ableitungen in den Differentialgleichungen durch Bifnzenquotienten zu erset-
zen und diese Quotienten nur an ausgewahlten Punktenpdenannten Stiitzstellen
oder Gitterpunkten, auszuwerterDer folgende Abschnitt stellt einige ausgewahlte
Approximationsmoglichkeiten fur partielle Ableitungeor. Fir eine Vertiefung sei
auf Thomas (1995) und Mitchell und Griffiths (1980) verwiese

Sei nun im Folgendey : X1 x --- x Xj x [to, tf] — R™ eine hinreichend glatte
Funktion mitX; c R fur allei = 1,..., n. Wir betrachten das PDAE-Systeme der
Form

0
AW X DS ST Ay, X DDEY = F(Y, X, D). (5.1)

la<k

Dabei bezeichnet einen Multiindex undDyy alle Ortsableitungen der Ordnukg=

LAuch die Finite-Elemente-Methode lasst sich in gewissélfeR als Finite-Differenzen-Verfahren
interpretieren (vgl. Braess (2003), Schwarz (1991) odezridg, Roos und Tobiska (1993)).
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a1+ - - - + an. Weiterhin sind Anfangsbedingungen des Typs

A(Y, X, 1) (Y(X, to) — Yo(X)) =0 (5.2)
und Dirichlet-, Neumann- sowie Robin-Randbedingunger-dem

0 0
2 =aux, und (—y+y)

i P = ar(X) (5.3)

yIXD = qD(X)a
XR

mit der Anfangswertfunktioryg : X; x --- x Xp — R™ sowie den Randwertfunk-
tionengp : Xp — RM, gy @ Xn — RMundgr : Xg — R™fir Xp, Xy, Xg C
X1 x -+ x Xp gegeben.

Zunachst wird ein Gitter

XM .— {xio),...,xi’\'l)} X oee X {x,ﬁo),...,x}]'\‘“)} (5.4)

auf das OrtsgebieK1 x --- x Xp mit xi(” e X gelegt fur alle Gitterlinienj =
0,..., Nj und alle Ortsindizes =1, ..., n. Zur Vereinfachung wahlen wir das Gitter
je Koordinatenrichtung aquidistant. Dadurch ist der Abst zwischen zwei benach-
barten Punkten auf deg-Koordinate konstant und es gilx;(Hl) = xi“) + hj fur

i=1...,nundj =0,..., N, — 1.

AnschlieRend werden die partiellen Ableitungen der Lgsfunktiony, ausgewertet
in jedem Gitterpunkt, durch einen entsprechenden Diffegaguotienten ersetzt, der
fur die Approximation auf Werte vor in benachbarten Gitterpunkten zurtickgreift.
Wenny eineC?-Funktion ist, erhalt man solche Differenzenoperatoreisfielweise
mithilfe der Taylorentwicklungen zweiter Ordnung

oy 1., 8%
(J1sesJj+1oeees in) = (gofiomimy + i =— -hf —
Yl igesfi+Losin) = Ylygoiioein |aXi iy 2 i 6Xi2 —
+0h3) furjie{0,...,N —1},
(5.5)
oy 1 ,0%y
[y G fi=Looim) = Ylgigoomfiveniny — i = “hf—=
Yixtia-o. : Vil I 0X; (15 Jiseees in) 2 I@Xiz NI T )
+O?) firji e {1,..., Ni},
(5.6)
mit xU1:0n) = (xijl), e, xr(lj”)) furallei € {1, ..., n}. Daraus lassen sich folgende

einfache Approximationen ableiten (siehe Abbildung 5.2):

Zeit1=148.1
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P

K=l

< oy ~ Y =Yli-n
c X e e e
2 X x()

1)

2

S oy o YL+ =YL
0 = -~
8 oX x() h

o e ; ) oy ~ Y (41 =Yl (-1
?%{' . e o oX x(0) 2h

N ) ///// G+Y
S X(»‘/h X(\) X
Abbildung 5.2: Differenzenquotienten erster bzw. zwe@ednung in ortlich 1D

Definition 5.1 (Rickwarts-, Vorwarts- und zentraler Differenzenquotient)
Die Néherungen der partiellen Ableitungen

o 10 in) — J1000es ji—1.. j P
l s ylx(lls i in) ylx(ll ji=L....in) ful’ J| c {1’ e, Nl}n
OXi | x(igeres i veein) hi

(5.7)
6 j , ,,,,, 'n - 15000 Jiseees 'n ™ .
oy ~ Yl geditLoming = Ylggoendivein fir ji € {0, ..., Ni — 1},
OXi | it i) hi

(5.8)
_y ~ ylx(ll, Lit+Lsin) ylx(le i—L.in) fiir ji {1, o Ni _ 1}’
OXi | (s srnin) 2hi

(5.9)

fur allei e {1,...,n} heiBen Ruckwértst5.7) und Vorwérts-Differenzenquotien-
ten (5.8) mit der Fehlerordnung (h;) bzw. zentraler Differenzenquotief.9) mit
der Fehlerordnun@ (h?).

Ahnlich zur Definition des zentralen Differenzenquotien(6.9) liefert die Summa-
tion der Taylorapproximationen zweiter Ordnung (5.5) sw(5.6) und die Ver-
nachlassigung de?-Terme eine Differenzenapproximation fur die zweite Atbleg:

Definition 5.2 (Zentraler zweiter Differenzenquotient)
Die Naherung der zweiten partiellen Ableitung

o“y ~ Yl GgoesiitLsin = 2Y |y (geeiivin + Ylytgedi=Lowin (5.10)
2 -~ 2 '
OXE (i) h;

furalle j; € {1,..., N — 1} miti € {1, ..., n} heil3t zentraler zweiter Differenzen-

Zeit1=155.5

32

Solidtemperatur 9 _

[
®




Solidtemperatur 9

[
®

3.2

Zeit1=162.9

100 KAPITEL 5. NUMERIK DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

quotient und ist von der Fehlerordnu(jljhiz).

Alle aufgefuhrten Approximationen sind 3-Punkt-Diffamenapproximationen, die
die erste bzw. zweite Ableitung mit der Genauigkéith;) bzw. O(hiz) approxi-
mieren. Eine hohere Genauigkeit erhalt man durch Taglmaimationen hoherer
Ordnung unter Benutzung von mehr als drei Punkten. So tsktbeispielsweise
die erste Ableitung mithilfe der Taylorapproximation \tear Ordnung durch eine 5-
Punkt-Differenzenapproximation mit einer Genauigkeit @(h*) annahern. In glei-
cher Weise lassen sich auch hohere Ableitungen als zw@idmung darstellen, in-
dem ebenfalls Taylorapproximationen hoherer Ordnunguge¢rwerden. Aul3erdem
kdnnen mithilfe der mehrdimensionalen Taylorapproxioratuch gemischte Ablei-
tungen wie beispielsweisg:% approximiert werden, die im weiteren Verlauf aller-
dings nicht benotigt werden.

Da fur das PDAE-System (5.1) zusatzlichen die Randbedfiggn (5.3) vorgegeben

sind, milssen Gitterpunkte, die auf dem Radds Definitionsgebietes liegen, geson-
dert behandelt werden. Der einfachste Fall sind Diricki@ahdbedingungen, bei de-

nen die vorgegebenen Funktionen direkt an den Randgitikten ausgewertet wer-

den,

Ylgtzin = QDlytipomin »  fur allexU-=In) e Xp, (5.11)

und so fur die numerische Rechnung direkt Ubernommenemekdnnen.

Neumann-Randbedingungen sind etwas aufwandiger zu haedh Die einfachs-
te Moglichkeit ist, die Normalenableitung durch den Vartg- bzw. Rickwarts-
Differenzenquotienterzu approximieren. Ist das drtliche Definitionsgebiet piits-
weise ein Quader, so lassen sich die Neumann-Randbediegaiugch

Ylyigedi=Loin) = Yl (igenii=0 s in)
X ' h X ' = ONy(ig e ii=0.sin) (5.12)
|

1Bei Randern von Definitionsgebieten der Differentialgheingen, die nicht mit den Gitterlinien zu-
sammenfallen, miissen neben den auf dem Rand liegendenp@itkten auch randnahe innere Punkte
als Randpunkte behandelt werden (vgl. Schwarz (1991) Sf.%138

2Will man die daraus resultierende niedrige Fehlerordn@g ) vermeiden und durch)(hiz) er-
setzten, missen zusatzlichen Stitzstellen eingefidnden, sodass der zentrale Differenzenquotient
fur die Approximation angewandt werden kann. In diesenh watl der Wert fur den Randpunkt mit
den Differenzenoperatoren fir die inneren Gitterpunkte mnithilfe der zusatzlichen Stutzstellen aus-
gewertet und anschlieRend werden die Werte an den zwinliStutzstellen berechnet (vgl. Strauss
(1995), S. 213).
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bzw.

y|X(il ----- Ji=Nj,..., in)_ylx(il ----- Ji=Ni—1....in)

h = 0Nl (gl =Nisesin) (5.13)
1

furi € {1, ..., n} approximieren.

Robin-Randbedingungen ergeben sich aus der Kombination Dicichtlet- und
Neumann-Randbedingungen, zum Beispiel:

Ylyigesii=Loin) = Yly(Ggeii=0nin)

bzw.

YlyGgmrii =N vecin) = Yoo i =N ~L...e

hi

(5.15)

Die Anfangsbedingungen (5.2) werden analog zu Dirichlatdibedingungen behan-
delt

A(y: X: t)lx(Jl ----- in) (y(x, t()) - yo(x))lx(ll ----- in) = O, (516)

furalle jj € {O,..., Nj} mit j € {1, ..., n}, d.h. sie werden direkt an den Gitterpunk-
ten ausgewertet.

Kompakter lasst sich der Differenzenoperator in Form reMatrix darstellen. Dazu
definiert man zunachst

yUein) — Ylyinin (5.17)
und fuhrt anschlieend einen Vektor

h 1.1 Ni,...Nm)\ T
Y= (et Ly (5.18)

ein, dessen Elemengéh) : [to, t] — RMN-Nn figr i = 1, ..., mdie an allen Gitter-
punkten vonX (™ ausgewertete Losungdes PDAE-Systems ist. Dann lasst sich die
OrtsableitundD% y; einer Komponentg; vony approximieren durch

DYy ~ AFPy™. (5.19)
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Die Eintrage der konstanteiNy - ... - Np) x (N1 - ... - Ny)-dimensionalen Matrix
AED werden durch das spezielle Differenzenschema (beispesv(5.7), (5.8), (5.9)
oder (5.10)) und die Approximation der Randbedingungernisfiiesweise (5.11),
(5.12) oder (5.14)) festgelegt. Die Zeile der Matrix bestitdabei, an welchem Punkt
ausX(h) die Approximation der Ableitung bestimmt wird, wahreneé @palte angibt,
welche Elemente awsf(h) zur Approximation genutzt werden. Beispielsweise enthal
jede Zeile bei einem 3-Punkt-Differenzenapproximatiodesi Eintrage, da die Ap-
proximation der Ableitung in einem Punkt nur vom Losunddue an diesem Gitter-
punkt selbst und seinen zwei Nachbarpunkten abhangt.

Als Beispiel sei eine Approximation der Ableitung ersterd®ung nachx; mit-
hilfe des zentralen Differenzenquotienten fiir alle immerPunktex(it-in) mit
ji € {L,...,Ny =1 undi = 1,...,n und dem Vorwarts- bzw. Riuckwarts-
Differenzenquotienten auf dem Rand #tffz-1n) mit j; € {0, N} undi = 1,...,n
gegeben. Damit lautet die Matrix:

PN

ASC o10..0:=2h mit B := (5.20)

5.1.1.2 Semidiskretes DAE-System

Zusammenfassend erhalt man nach der Approximation déeefbem Ortsableitungen
mithilfe finiter Differenzen, dem Einsetzen dieser Approzationen in das PDAE-
System (5.1) und dem Aufstellen der diskretisierten Raduflgeingen fur jeden
Gitterpunkt ausG™ eine semidiskrete, zeitabhangige Gleichung, die durehfidi
niten Differenzen auch von benachbarten Gitterpunkteraaggh Dadurch entsteht
ein gekoppeltes System von differential-algebraischegicBlngen der Dimensién
m - Nz - ... - Np, wobei entartete Differentialgleichungen des PDAE-Syst€5.1)
ohne Zeitableitung nun durch algebraische Gleichungeroapniert werden.

Zur Darstellung des semidiskreten DAE-Systems sei einmiedsungsvektoy™ :
[to,t]] — RM™Ni-Na eingefiihrt, der im Gegensatz zur exakten Loswdy :

Die Matrix ATP kann auch voi abhangen, wenn die einzelnen Losungskomponentey voier-
schiedlich behandelt werden sollen.

2Die zahlm gibt die Anzahl der Komponenten der Losup@n, wobei fiir jede Komponente eine
Approximation aufNz - ... - Ny Gitterpunkten berechnet werden soll.
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[to, t{] — R™Ni-Nn guf dem GitterX ™ mit

s+ Ym

;
. 1,....1 N1,...,Nn ...y N
YO = (e, e () ) (5.21)

eine Approximation dieser Gitterfunktion darstellt.

Mit den folgenden Definitionen der Gitterfunktionen

AlL-in) - A(y(h), Xt jn),t)’ (5.22)
A((ljla---ajn) — Aa(y(h), x(1es j”),t), (5.23)
f Usesn) - f(y(h), x Ut jn)’t), (5.24)
wobeij; € {1,..., Nj}undi € {1,...,n}ist, stelltdie(m- N1 -...- Ny) x (m- Ny -

- Np)-dimensionale Funktionalmatrik®™ (5™, t),
A = diag (AG-D, ., AN ) (5.25)

die semidiskretisierte MatriA auf dem GitterX™ dar. Analog beschreibt die Funk-
tion fM (M t): X x [to, /] — R™Nr-No mijt

T
F) _ (f(y(l ..... oyt f(y(Nl ..... Nn)’t)T) (5.26)

die semidiskretisierte rechte Seitedes PDAE-Systems (5.1) adf™.

Mithilfe dieser Gitterfunktionen lasst sich nun das seskitete DAE-System des
PDAE-Systems (5.1) schreiben als

AD GO 4§ ADGH ) (5.27)

lee|<k

Dabei beschreibt digm-Nz-...-Np) x (m-Nj-. . .-Np)-dimensionale Funktionalmatrix

A die Approximation der Ortsableitunge%axalﬂ mit dem Multiindexa =
1

a
""" oxa"

(al, R} an)-

GemaR der gewahlten Finite-Differenzen-Methode wirrldér jede dieser Ableitun-
gen vonys, ..., Ym €in Finite-Differenzen-Schema in Form einer Matrix aufgls

Seien alsoATs , ..., ATS, die Approximationen der Ortsableitungen fur jede Kom-
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ponentey; vony. Dann kannA" definiert werden als

ALD o AL Nn)
A((Zh) — .
A((xl ..... 1) . A((le ..... Nn)
T T (5.28)
<A§R,1) e ... (Aggm) e
° : . :
T T
(A('Rl) NNy - <A§3m> &Ny Nn)
mit den Einheitsvektores,i = 1,..., N7 -...- Ny, und der komponentenweisen

Matrixmultiplikation,,o".

Mit der Definition

fy . g _ Z Agh))?(h) — M (5.29)

loc <k

lasst sich das semidiskrete DAE-System (5.27) in nocteaikgjnerer Form

AD g — fh) (5.30)
schreiben. Zusammen mit den semidiskreten Anfangsbedgegu

A (30(10) - 3" ) =0 (5.31)
mit

W= (v o).y ) (5.32)
bildet das DAE-System (5.30) ein Anfangswertproblem.

Dieses DAE-System ist im Allgemeinen steif im Sinne von &tnel und Weiner
(1995), wobei der Grad der Steifheit von der Feinheit dete@Gitabhangt (vgl. Schies-
ser (1991), S. 214).

IDie Eintrage der zweiten Matrix werden mit den Einheitsoeén multipliziert, um eine Um-

ordnung der Matrixeintrage innerhalb der Matrix zu emielda A'S, ... A'R, ] im Gegensatz zu
[AL-D  AlN5-.Nn)] erst nach den Gitterpunkted®—1, ... x(N-Nn) ynd dann nach den Glei-

chungen des PDAE-Systems. 1., m geordnet ist.
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5.1.1.3 Konsistenz und Konvergenz

Die berechneten Funktionswerte in den Gitterpunktenesteiur Naherungen fir die
exakten Werte der Losung dar. Um die Gite der Losung ursd\@efahrens ab-
zuschatzen, wird zunachst der lokale (Orts-)Diskretigigsfehler eingefuiHrt

Definition 5.3 (Lokaler Ortsdiskretisierungsfehler)

Seiy™ der Vektor der auf das Gitter eingeschrankten exaktenuhgsies PDAE-
Systemg5.1) sowie A" die Funktionalmatrix und ™ die rechte Seite des semidis-
kreten DAE-System§5.30) Dann heil3t

dPt) := AP O, 1) y® — Oy 1) (5.33)
lokaler Ortsdiskretisierungsfehler.

Der lokale Ortsdiskretisierungsfehler wird also bestimmtem die exakte Losung
in die diskretisierten Gleichungen eingesetzt wird. Estatit durch die Verwendung
von Differenzenquotienten statt der exakten Ableitungashigt somit vom gewahlten
Differenzenverfahren und den Schrittweitgrabhangig. Mithilfe des lokalen Ortsdis-
kretisierungsfehlers und einer diskret@sNorm?

n
[y® I = S hiy®Tym (5.34)
i=1

lasst sich im Anschluss die Konsistenz der Semidiskestisig definieren:

Definition 5.4 (Konsistenzordnung)
Die Semidiskretisierung heif3t konsistent von der Ordnigmg . . . pn), wenn mit der
diskretenC, -Norm gilt:

n
ax [|[dMt = OMPY  firh — 0. o
B Oy = o0 s -

Die Konsistenzordnung lasst sich fur spezielle Ortsdiskierungen mithilfe der Tay-
lorapproximation leicht zeigen (vgl. Debrabant und Streh(®005), S. 28f) und hangt
direkt von der Fehlerordnung der verwendeten Finiten Defieen ab. Die Konsistenz

IDie Definitionen zu den Diskretisierungsfehlern, der Keteiz und der Konvergenz sind Verall-
gemeinerungen der Definitionen aus Eichler-Liebenow (1888 Debrabant (2004).
2Fur stetigey e L2(X) gilt insbesonderdy™ )| .o — [ly(x, )z, fur h — 0 (vgl. Eichler-
2
Liebenow (1999), S. 7).
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ist eine Mindestanforderung an die Semidiskretisierungit Wichtiger sind jedoch
Aussagen uber die globalen Eigenschaften der Losungu Bigzfolgenden Definiti-
on:

Definition 5.5 (Globaler Ortsdiskretisierungsfehler)
Seiy™ die Gitterfunktion der exakten Lésung des PDAE-Systéfs) und ™ (t)
die Losung des DAE-Systen(s.30) mit konsistenten Anfangswerten, dann heif3t

P =yt -y (5.36)
globaler Ortsdiskretisierungsfehler.

Der globale Diskretisierungsfehler bestimmt somit, widtvdée berechnete Losung
von der exakten Losung abweicht. Damit lasst sich die Iagenz einer Semidiskre-
tisierung definieren:

Definition 5.6 (Konvergenzordnung)
Die Semidiskretisierung heif3t konvergent der Ordn(myg . . . pn), wenn gilt:

n
(ma = Ol o i§=l(9(h, ) fiurh — 0. (5.37)

Ist eine Semidiskretisierung konvergent, so verkleiniett der Fehler der Approxima-
tion der Losung mit der Verfeinerung der Schrittweite.

Wahrend sich die Konsistenz der Semidiskretisierungetsifiniter Differenzen leicht
prufen lasst, gibt es fur die Konsistenz kein einfachusichatzendes Kriterium. Bei-
spielsweise zeigte Debrabant (2004), dass die Konvergénang fur spezielle linea-
re PDAE-Systeme von den Anfangsbedingungen und bestimiegahrensmatri-
zen abhangt. Diese Verfahrensmatrizen setzten die sehiem Matrizen des DAE-
Systems (5.30) und der Finiten-Differenzen-Approximatzosammen und missen in
einer geeigneten Norm nach oben beschrankt sein, um dieekgenz der Semidis-
kretisierung zu garantieren.

Bemerkung 5.1

Die zur Semidiskretisierung genutzten Finite-Differemaéethoden eignen sich auch
zur Voll-Diskretisierung von partiellen Differentialgtdnungen. Dabei werden Orts-
und Zeitvariablen diskretisiert, indem man ein Gitter aamgXy x - - - x Xp x [to, tf]
definiert und alle partiellen Orts- und Zeitableitungen andDifferentialgleichun-
gen durch finiten Differenzen ersetzt. Mithilfe einer gemiten Approximation der
Anfangs- und Randbedingungen erhalt man auf diese WeisgeBes Gleichungssys-
tem, dessen Ldsung die Lésung des PDE-Systems approkiézu wurden Diffe-
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renzenschemata entwickelt, die gezielt fir parabolisieyeerbolische, elliptische und
insbesondere Erhaltungsgleichungen konstruiert wurdeh spezielle Konsistenz-,
Stabilitats- und Konvergenzeigenschaften besitzen gdmas (1995) oder Mitchell
und Griffiths (1980)). Wir nutzen jedoch den Weg Uber die Bgskretisierung, ap-

proximieren das PDAE-System durch ein DAE-System und karewf diese Weise
auf Standardalgorithmen zur Lésung von ODE- und DAE-Syseie zuriickgreifen.

5.1.2 Diskretisierung von DAE-Systemen

Zur numerischen Behandlung von gewohnlichen Differdgliggchungen existiert eine

grofRe Bandbreite an Verfahren. Wahrend fur Randwerédogg die bereits erwahnten
Finiten Elemente, aber auch Finite Differenzen oder Sal@d8hren genutzt werden,
liegt der Schwerpunkt bei der Losung von Anfangswertaoégabei den Einschritt-

oder Mehrschrittverfahren, bei denen die Berechnung delsstén Schrittes von einem
oder mehreren zuvor berechneten Werten abhangt. Wir wende mit einer speziel-

len Verfahrensklasse der Einschrittmethoden, den Rung&R/erfahren, beschafti-

gen, bei denen zur Berechnung des nachsten Schrittesiéisikerte an einem oder
mehreren Zwischenpunkten einbezogen werden und die setiedipauch an steife

Differentialgleichungen und differential-algebrais@steme von gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen anpassen lassen.

Eine Einfuhrung in die numerischen Losungsmoglictweiton ODEs und DAES lie-
fern die Standardwerke zur Numerischen Mathematik vonr&toé Bulirsch (1990)
und Deuflhard und Bornemann (1994). Einen umfassenderblick iiber die Theo-
rie und die Algorithmen der wesentlichen Verfahren zuruigg von Differentialglei-
chungen bietet beispielsweise Strehmel und Weiner (1985Hairer, Ngrsett und
Wanner (1993) und Hairer und Wanner (1996)) werden nebekla@gsischen Theorie
insbesondere die Einschritt- und Mehrschrittverfahreshapeziell auch Runge-Kutta-
Verfahren zur Losung von nicht-steifen und steifen, gemlithen Differentialglei-
chungen behandelt.

5.1.2.1 Runge-Kutta-Verfahren

Das klassische Runge-Kutta-Verfahren ersetzt wie aucbifierenzenverfahren die
Differentialquotienten der Differentialgleichungen darDifferenzenquotienten. Die
dabei auftretenden Fehler werden durch geeignete Konibiveat verschiedener Dif-
ferenzquotienten teilweise wieder kompensiert.
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Sei also im Folgenden ein Anfangswertproblem der Form
y=fy.t) (5.38)

mit hineichend glatten Funktionen: [to, ] — RMund f : R™ x [to, t{] — RM
sowie den Anfangsbedingungen

y(to) = Yo (5.39)

gegeben. Analog zur Ortsdiskretisierung definieren wir einGitter auf {, tf] auf
dem die Losungsfunktiop approximiert werden soll,

(tO:i=0,.. ., Nmitty=t©@ <... <t =1, (5.40)

wobei N die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet umd= t@+D — t0) den Abstand
zwischen zwei benachbarten Punkten definiert.

Wir betrachten nun die Integraldarstellung des ODE-System

ti+1)
YD) =y + [ 1y, e (5.41)
t®
furallei =0,..., N — 1. Da das Integral im Allgemeinen nicht analytisch 10sIs#r i

soll die Funktionf durch eine leichter integrierbare Funktion ersetzt werden

Beispiel 5.1 (Euler-Verfahren)

Im einfachsten Fall wirdt durch den Funktionswert am linken Randpunkt des Inte-
grationsintervalls (y(t1), t®)) approximiert. Dies wird das Euler-Vorwértsverfahren
genannt.

Im allgemeineren Fall wird das Intervatl], t 1+D] nochmals in mehrere Gitterpunk-
te zerlegt. Durch die Funktionswerte vdn ausgewertet an den neuen Gitterpunkten,
legt man ein Interpolationspolynom als Approximation viorAus dieser Vorgehens-
weise erhalt man man die Klasse der Runge-Kutta-Verfat8endazu das Intervall
[t t+D] furallei =0, ..., N — 1 zerlegtin

(G0 10D = O 4 hyg;mit0<oj <1,j=1,...,8}, (5.42)

mit gewahlten Konstantes .

Legt man anschlieRend durch diese Punkte ein Lagrangestitédionspolynom und
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setzt dieses in die Integraldarstellung ein, erhalt marmgiproximation

t(i+1)

S — y(t@h
i+ s vt i)y 0.0 v -y
Ve 2y + [ 3 )N TS
tiy =1 I#]
(5.43)
woraus nach Vereinfachung und der geeigneter Wahl der Kotesif;
yt D)y 2y ) +hi gy D)), t4D) (5.44)

j=1

folgt. Auf ahnliche Weise konnen in Gleichung (5.43) adid Funktionswerte an den
zusatzlichen Stiitzstellgd- 1) berechnet werden,

S
yAt D) 2y ) +hi Yy fyatD), 1), (5.45)
=1
mit ebenfalls entsprechend zu wahlenden KonstapterDamit lasst sich zur Berech-
nung der Naherung der Losug§’ ~ y(t()) die Klasse der Runge-Kutta-Verfahren
wie folgt definieren:

Definition 5.7 (Runge-Kutta-Verfahren)
Seiy™ eine gesuchte Funktion auf dem Gittét) : i = 0, ..., N} mit der Schritt-
weiteh; = t0+D —t® . Dann nennt man die Gleichungen

S
y(h)(t(l+l)) = y(h)(t(l)) +h Zﬁj Ki j (5.46)
i=1

mit den Koeffizienten

S
kij=f (Y(h)(t(i)) +hi > yjaki, t9 4 hin) (5.47)

I=1
eins-stufiges Runge-Kutta-Verfahren. Der konstante Gewiaguektorp;, die kon-
stante Verfahrensmatrix := (yj,)j,=1,...s und der konstante Knotenvektey cha-
rakterisieren ein spezielles Runge-Kutta-Verfahren.

Die Runge-Kutta-Verfahren liefern also eine Berechnungsshrift zu Approximati-
on der Losung des Anfangswertproblems in jedem Gitterpde& zugrundeliegenden
Zeitintervalls. Je nach Wahl der Verfahrensmatrix lagst das Verfahren weiter klas-
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sifizieren:

Definition 5.8 (Explizite und implizite Runge-Kutta-Verfa hren)

Gilt yj, = O firalle j <1, so ist das Verfahren explizit und alle Gleichungen lassen
sich nach den zu berechnenden Werjéh(t(+1) auflésen. Andernfalls heil3t das
Verfahren implizit.

Grundsatzlich sind explizite Verfahren einfacher zu Heatmkn als implizite Verfah-
ren, da das zugehorige Gleichungssystem durch sukzedsimeetzen gelost wer-
den kann. Insbesondere bei voll-impliziten Verfahren miasgdem Schritt ein im

Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem gelost eerdaher werden implizite
Verfahren meist nur fur steife DifferentialgleichungemduDAE-Systeme verwendet,
zu deren Losung explizite Verfahren nicht geeignet sirgl. (8trehmel und Weiner
(1995), S. 208f).

Beispiel 5.2 (Euler-Verfahren)

Das bereits erwéhnte Euler-Verfahren, bei dem die Abfeitin der Differential-
gleichung durch den Riickwarts-Differenzenquotientepraximiert wird,y(+9 =
y 4+ h@ £ (yD 1)), ist ein einstufiges, explizites Verfahren mit den Koeffizéat
y11 =0, f1 = lundo1 = 0.

5.1.2.2 Konsistenz, Konvergenz und Stabilit

Um weitere spezielle Runge-Kutta-Verfahren zu gewinnaarden nun die Parameter
fi, vj)undg; so bestimmt, dass das Verfahren gewissen Konsistenz- umeekgen-
zeigenschaften geniigt. Dazu werden analog zu den Defiaition Abschnitt 5.1.1.3
die Begriffe des lokalen Diskretisierungsfehlers und densistenzordnung bzw. des
globalen Diskretisierungsfehlers und der Konvergenzondreingefiihrt:

Definition 5.9 (Lokaler Zeitdiskretisierungsfehler)

Seiy die exakte und hinreichend glatte Losung des ODE-Sys(&iB88) mit den An-
fangswerter(5.39) und y" (t(+1) das Ergebnis eines Runge-Kutta-Schrif@s\6)
mit Y0 D) = y(t D). Dann heit

d(h)(t(i+1)) - y(t(i+1)) _ y(h)(t(i+l)) (5.48)
furi =0,..., N — 1 lokaler Zeitdiskretisierungsfehler.

Der lokale Zeitdiskretisierungsfehler beschreibt also@iite der Approximation von
g™ (t(+D) sodass damit ein MaR fiir die lokale Genauigkeit definienden kann:

1Ein spezielles Verfahren lasst sich kompakt durch dasRartérray darstellen, das die Berech-
nungskoeffizientegj, yj,1 undgj enthalt (vgl. Deuflhard und Bornemann (1994), S. 115).
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Definition 5.10 (Konsistenzordnung)

Ein Runge-Kutta-Verfahren heil3t konsistent der Ordnpnigezliglich einer Vektor-
norm| - |lrm, wennp € N die grof3te Zahl ist, sodass mit den Konstar@emnd
hmax > O gilt:

max [d® ¢y em < ChPTL fiirh €]0, himad (5.49)

i=0,...,

Als globalen Diskretisierungsfehler dagegen bezeichrat ohen Gesamtfehler der
Approximation auf dem definierten Zeitgitter bis zurten Zeitpunkt:

Definition 5.11 (Globaler Diskretisierungsfehler)

Seiy die exakte und hinreichend glatte Losung des ODE-Sys(Bi88) mit Anfangs-
werten(5.39)undy™ das Ergebnis eines Runge-Kutta-Verfahrens mit dem Startve
tor yM (to) = y(to), dann heildt

n(h)(t(i)) - y(h)(t(i)) _ y(h)(t(i)) (5.50)
furi =1, ..., N globaler Zeitdiskretisierungsfehler.

Damit lasst sich nun die Konvergenz von Runge-Kutta-\Veda definieren:

Definition 5.12 (Konvergenzordnung)
Ein Runge-Kutta-Verfahren heif3t konvergent der Ordnpnwennp € N die grofite
Zahl ist, sodass mit den Konstan@rundhmax > 0 gilt:

_max 7™ D)|[gm < ChP  fiirh €]0, hmay. (5.51)
i=1,...,

Konvergenz bedeutet folglich, dass das Verfahren die exhksungy des ODE-
Systems auf dem Zeitgitter mit feiner werdender Diskretisng beliebig genau ap-
proximiert..

Die KonstanteC ist unabhangig vomgay, aber insbesondere von der Lipschitzkon-
stanten der rechten Seite des ODE-Systems (5.38) abh@radigr stellen speziell die
aus einer Semidiskretisierung stammenden steifen ODEe®ys die durch sehr grol3e
Lipschitz-Konstanten und gleichzeitig durch eine eirigeitipschitz-Konstante mo-
derater Grol3e gekennzeichnet sind, hohe Anforderungsnwaerischen Verfahren.

Aus der Konsistenzbedingung folgen Forderungen an diefkasiten des Runge-
Kutta-Verfahrens, wobei mit zunehmender Ordnung die Ahdeser Konsistenzglei-

ISpeziell fur Einschrittverfahren lasst sich die Beziefpikonsistenz + Stabilitat = Konvergenz her-
stellen (vgl. Deuflhard und Bornemann (1994), S. 106ff).
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chungen schnell wachst. Im Allgemeinen hat ein explizé#asufiges Runge-Kutta-
Verfahren hochstens Konvergenzordnumnygl. Deuflhard und Bornemann (1994),
S. 116f), wahrend ein implizites Verfahren eine maximatewergenzordnung vors2
besitzt (vgl. Deuflhard und Bornemann (1994), S. 233f).

Neben der Konvergenz gibt es noch ein weiteres Kriteriundii@ \Wahl der Koeffizien-
ten. Zusatzlich zu den Konvergenzeigenschaften wird tiibiat eines numerischen
Verfahrens, also die Empfindlichkeit gegenuiber kleindgiri8tgen der Daten, unter-
sucht.

Zur exakten Definition der Stabilitat sei zunachst dieb8itatsfunktion eingefiihrt:

Definition 5.13 (Stabilitatsfunktion)

Seip der konstante Gewichtungsvektor und= (yj,)j,1=1,..s die konstante Verfah-
rensmatrix eines Runge-Kutta-Verfahrens aus Definitign Bleiterhin sei mils die

s x s-dimensionale Einheitsmatrix und nig ders-dimensionale Einsvektor bezeich-
net. Dann heif3t die FunktioR : C U {oo} — C U {oo} mit

R(Z) =1+ 287 (Is — zI') 1 (5.52)
Stabilitatsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens.

Beispielsweise ist die Stabilitatsfunktion eines imjpéim s-stufigen Runge-Kutta-
Verfahrens eine rationale Funktion, deren Zahler und Memdchstens den Grad
besitzen (vgl. Strehmel und Weiner (1995), S. 242).

Fur Einschrittverfahren lasst sich damit allgemein degiff der A-Stabilitat formu-
lieren:

Definition 5.14 (A-Stabilitat)
Ein Einschrittverfahren heif3t A-stabil, wenn gilt:

|IR(2)| <1 furallez e C mit Re(z) < 0. (5.53)

A-Stabilitat bedeutet, dass das numerische Verfahreddydiosung der Testgleichung
von Dahlquist (1963)

y=zy, Y¥(0) =yo (5.54)
mit der exakten Losung(t) = €*! fur alle komplexerz mit negativem Realteil bei
beliebiger Schrittweite eine monoton fallende Folge vahdfungen liefert. Damit

wird die Eigenschaft, dass die exakte Losung der Gleicliarigh) fur alle Schrittwei-
ten monoton fallt]y(t1tD)| < |y(t®)|, auch auf die numerisch berechnete Naherung
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yM Ubertragen. Fur Runge-Kutta-Verfahren lassen sictefulg Schlussfolgerungen
(vgl. Strehmel und Weiner (1995), S. 251) ziehen:

Satz 5.1
Explizite Runge-Kutta-Verfahren sind nicht A-stabil.

Implizite Runge-Kutta-Verfahren kbnnen dagegen sogantieerer Ordnung und ge-
eigneter Konstruktion A-stabil sein. Diese fehlende Sit#itéeigenschaft bei explizi-
ten Verfahren erklart, warum diese Verfahren nicht féifetSysteme geeignet sind.

Eine strengere Anforderung an ein Verfahren ist die L-$itabidie der weiteren Un-
terscheidung der Stabilitatseigenschaften von imgliziterfahren dient:

Definition 5.15 (L-Stabilitat)
Gilt zuséatzlich zur A-Stabilitat

limR(z) =0 fir Rez— —o0 (5.55)
so hei3t das Verfahren L-stabil.

Hier wird wiederum die Eigenschaft der exakten Losung destproblems,
lim y(t1+D) — 0 fur (h Rez) - —oo, auf die Naherung™ tibertragen.

Eine noch scharfere Stabilitatseigenschaft beruht engfre@uch fur nichtlineare Sys-
teme geeigneten Testgleichung von Dahlquist (1976):

Definition 5.16 (B-Stabilitat)

Sei f die rechte Seite des ODE-Systdf38) mit einer einseitigen Lipschitzkon-
stanteL < 0. Dann heif3t ein Einschrittverfahren B-stabil, wenn ausgehvon zwei
Startwerteny™ ) und 5™ D) fiir die numerischen Lésungeft™ (t0+1) und
5™ t1+D) nach einem Verfahrensschritt gilt:

Ig™ D) — 5Dy < g™ @) — 5™ Oy (5.56)

Auch hier wird die Eigenschafty(t 1 tD)—o (D) || < ||yt D)—o(tD)| der exakten
Losungeny undo des ODE-Systems (5.38) zu den beliebigen Anfangswerteh)
undo (t®) auf die mithilfe eines Einschrittverfahrens berechnetmerische Losung
Ubertragen.

Abgestimmt auf diese Stabilitatseigenschaften wurde spezielle Untergruppe der
s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren, die RADAU-Verfahtekonstruiert.

INeben den RADAU-Verfahren gibt es weitere Konstruktiongiithkeiten fir Runge-Kutta-
Verfahren, die beispielsweise auf Gaul3- oder LobattoaVee fuhren (vgl. Strehmel und Weiner
(1995) S.220ff).
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4-6 8876 296-169/6 —2+3.6
10 360 180 225
446 | 296-169/6 88+7/6 —2-3V6
10 180 360 225
1 16-/6 16++/6 1

36 36 9
16-/6 16+/6 1
36 36 9

Tabelle 5.1: Butcher-Array des RADAU5-Verfahrens

Diese impliziten Verfahren besitzen zwar keine maximaldr@ng, werden aber we-
gen ihrer gunstigen Stabilitatseigenschaften oft in Beaxis verwendet. Zur Kon-
struktion dieser Verfahren wirds = 0 (Radau-I-Verfahren) oders = 1 (Radau-
II-Verfahren) gesetzt. Alle weiteren Werég bis os_1 werden so festgelegt, dass mit
den durchry bisos—1 bestimmten zusatzlichen Stitzstellen die Ordnung der \der-
fahren zugrundeliegenden Quadraturformel maximal ist. (8grehmel und Weiner
(1995), S. 222). Damit gelten die folgenden Eigenschaften:

Satz 5.2
Die von Ehle (1968) konstruiertenstufigen Radau-1A- und Radau-IIA-Verfahren be-
sitzen die Ordnun@s — 1 und sind sowohl L-stabil als auch B-stabil.

Eine Herleitung der Ordnung zeigt Strehmel und Weiner (1995224. Die Stabilitat
ist in Strehmel und Weiner (1995), S. 246 bzw. S. 255 bewiesen

Als einen Vertreter der RADAU-Verfahren zeigt die Tabelld Blas Butcher-Array
r . .
eines 3-stufigen RADAU-Verfahrens der Ordnung 5. Solche RBB/erfahren

der Ordnung 5 bilden zusammen mit einer Schrittweitenstegedie Grundlage des
Programms RADAUS (vgl. Hairer und Wanner (1996)), dass 8isbesondere auch
auf quasilineare DAE-Systeme der Form

Aly, )y = f(y,1), y(to) = Yo (5.57)

mit geeignet glatten Funktionen f und A sowie einem Differentiationsindex von
vy = 1 anwenden lasst. Dazu muss das Problem jedoch in die Form

y=f mit Af—f=0 (5.58)

Uberfuhrt werden (vgl. Deuflhard und Bornemann (1994p53).

Bemerkung 5.2
Die Steuerung der Schrittweite ist in diesem Fall (und blsrakteifen Systemen)
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von besonderem Interesse, da mithilfe eines problemasgtmaGitters die Genau-
igkeit der Approximation der Losung bei mdglichst geeng Rechenaufwand ge-
steuert wird. Insbesondere muss eine Gitterverfeinerengbbieten mit sich schnell

andernder Lésung, wie das bei steifen Systemen oft déisEalorgenommen werden.

Zur Schrittweitensteuerung bei Einschrittverfahrensieéispielsweise Deuflhard und
Bornemann (1994).

5.1.3 Gesamtkonvergenz der Semidiskretisierung des PDAE-
Systems und der Diskretisierung des DAE-Systems

Von wesentlichem Interesse ist die Konvergenz des Gesafatvens, welches sich
aus der Semidiskretisierung (z.B. mithilfe von Finiten fBiénzen) und der an-
schlieBenden Integration des entstandenen Anfangswbhgpns (z.B. mithilfe eines
Runge-Kutta-Verfahrens) zusammensetzt. Somit ist dievE@enzordnung des ge-
samten Verfahrens von der Konvergenz der Semidiskratisieund der Zeitintegrati-
on abhangig.

Wir filhren dazu einen Notationswechsel durch und bezeichmit y{" die exakte
Losung des PDAE-Systems (5.1) auf dem Ortsgitter undyfiit die Approximati-
on der Gitterlosung. Weiterhin sg{(h) die exakte Losung des semidiskreten ODE-
Systems (5.38) auf dem Zeitgitter urﬂg") die Approximation dieser Gitterldsung.
Dann lasst sich definieren:

Definition 5.17 (Lokaler Gesamtdiskretisierungsfehler)
Seiy{™ die exakte Lésung des PDAE-Systefs1) mit den Anfangswerterf5.2)

und den Randbedingungéh.3) auf dem OrtsgitteX ™ := {xio), cee X:E_Nl)} X e X

{xO, ..., x(N1. Sei weiterhirg™ 11+ das Ergebnis eines Zeitschrittes eines Ein-
schrittverfahrens wie z.B. eines Runge-Kutta-Verfahrénd6) mit dem Startvektor
WOy = y Dy auf dem Zeitgitteft©@, ..., t™N)}. Dann heifdt

d® A+D) .= y™ ¢+ _ yt(h)(t(i+1)) (5.59)
furi =0, ..., N — 1 lokaler Gesamtdiskretisierungsfehler.

Wir kommen aber direkt zum wesentlich aussagekraftiggtenalen Gesamtdiskreti-
sierungsfehler:

Definition 5.18 (Globaler Diskretisierungsfehler)
Seiy{" die exakte Lésung des PDAE-Syste(Bsl) mit den Anfangswerte(b.2) und

den Randbedingungg®.3) auf dem Ortsgitter. Sei Weiterh;?fh) (t@+D) das Ergeb-
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nis eines Einschrittverfahrens wie z.B. eines Runge-Ku¢tdahrens(5.46) mit dem
Startvektog" (to) = y{(to) auf dem Zeitgitter. Dann heift

ﬂ(h)(t(i)) — y)((h)(t(i)) _ yt(h)(t(i)) (5.60)
furi =1, ..., N globaler Gesamtdiskretisierungsfehler.

Im Folgenden nehmen wie der Einfachheit halber an, dass dagitter aquidistant
mit einer Schrittweite vomy und das Zeitgitter aquidistant mit einer Schrittweite von
h; ist. Damit lasst sich nun die Konvergenz des gesamten Menfes definieren:

Definition 5.19 (Konvergenzordnung)
Das Gesamtverfahren heil3t konvergent der Ordrigagpy), wenn miti = 1,..., N
gilt:

7™ D) = OhP) + OhP)  fiirhphy — 0. (5.61)

Wir konnenz; ™ (1) mit der Definition 5.18 schreiben als
nP ) = yP ) — g0 + 3P aO) — 5P ®). (5.62)

Bezeichnet;yt(h) den globalen Zeitdiskretisierungsfehler aus der Definifoll und
r;t(h) den globalen Ortsdiskretisierungsfehler aus der Defimifics, dann gilt;yt(h) =
y ) — g™ ¢ Oy undy® := yM tD)—yM ). Da auRerdem die Approximation
S/)((h) der Losung des PDAE-Systems eine exakte Losung des DAE®yg darstellt,

alsoy{" = yt(h) folgt mithilfe der Dreiecksungleichung aus Gleichung &.6
Iy(h)(t(i)) < ﬂ)((h)(t(i)) + W'fh)(t(i))' (5.63)

Wir setzen verstandlicherweise voraus, dtﬂ@% verschwindet, wenn die Zeitschritt-
weite h; gegen Null geht, und ebenso, da&*) verschwindet, wenn die Ortsschritt-
weitehy gegen Null geht. Trotzdem kann nicht notwendigerweise dausgegangen
werden, dass auch der Gesamtdiskretisierungsfehler ieih da die Lipschitzkon-
stante des DAE-Systems die Abschatzungenr)f@rbeeinﬂusst, diese Konstante aber
bei aus PDAESs mittels Semidiskretisierung entstandenef-Bystemen beliebig gro3
wird fir hy — 0. Daher muss das Verfahren fur die Zeitintegration uaalgig vom
Verhaltnis von Orts- zu Zeitschrittweite konvergierem die Konvergenz des Gesamt-
verfahrens zu sichern (vgl. Eichler-Liebenow (1999), 9. 12

Speziell fur lineare PDAE-Systeme, die durch eine Serkiditsierung mittels Finiter
Differenzen und anschlieRender Zeitintegration mitteie® Runge-Kutta-Verfahrens
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gelost werden, kdnnen hinreichende Bedingungen flurkdievergenz der Gesamt-
diskretisierung angegeben werden. Die Konvergenzordigtrdpbei abhangig vom
Typ und der Homogenitat/Inhomogenitat der Randbediggansowie dem diffe-
rentiellen Zeitindex, wobei die Ordnung beispielsweiseHmmogenen Randbedin-
gungen um bis zu eins hoher ist als bei inhomogenen Ramlipadjen und bei
Dirichlet-Randbedingungen geringer als bei Neumann-Bedithgungen (vgl. De-
brabant (2004)). Daher muss davon ausgegangen werdenautass$ir nichtlineare
PDAE-Systeme eine Ordnungsreduktion stattfindet.

5.2 Semidiskretisierung des MCFC-Modells

Zur Semidiskretisierung des MCFC-Modells werden Diffeemyuotienten erster und
zweiter Ordnung mit einer Konsistenzordnung von mindespes: 1 verwendet. Dazu
wird ein aquidistantes, quadratisches Ortsgitteraufz2) € [0, 1] x [0, 1] mit Gy =
(G qg"=m-1n/N-2,50=m0-1/(N=Dmitmn =1,...N}
eingefiihrt. Die Losungsfunktior|m -py wird nun an allen Gitterpunkten durch die
zeitabhangigen Funktioned™" approximiert.

Da bei allen Ortsableitungen erster Ordnung die Flussrichta priori bekannt ist
(Fluss in Richtung in der Anode und in Richtungp in der Kathode), werden diese
durch den Rickwartsdifferenzenquotienten aus Defimiidl approximiert. Zu be-
achten ist dabei jedoch, dass die Funktiopgmnd y. immer durch ihren Wert des
in Flussrichtung zuriickliegenden Punktes approximiestden (siehe Herleitung in
Anhang C).

Damit lautet beispielsweise die semidiskretisierte Tpanigleichung fur die Tempe-
ratur des Anodengases:

oym.n ﬂm—l,n —ymn
\V/ a m-1,n 9m,n a a
(T ) rareon ()

m,n m,n m,n L;mn _mn i
= To.(xa" 505" 0", @5, pge) furmon=1,...N.

(5.64)

Da in der Praxis bereits Reaktionen direkt am AnodeneingiergBrennstoffzelle
stattfinden, werden auch in = 0, also furg}:" und y 2", Differentialgleichun-
gen angesetzt. Zusatzlich werden Hilfsgitterpunt@en) mit 192’” ‘= "ajn und
y;”” ‘= yain €ingefihrt, die nun die Funktionen der Randbedingundmmmiehmeh
Zur Approximation der partiellen DifferentialgleichungslAnodengastemperatur ist

Lim folgenden wird vom Anodeneingang hai = 0 und vom realen Anodeneingarg, gespro-
chen, der vog1 = 0 liegt.
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also ein System aus? gewdhnlichen Differentialgleichungen zur Berechnungdé
zeitabhangigen Funktionet{™" mitm,n = 1, ... N notwendig.

Analog dazu ist beispielsweise die semidiskretisiertedBleng der Gastemperatur in
der Kathode gegeben durch:

om.n ﬁm,n—l —gm.n
V c m,n—lﬁm,n c [
( ot >”° g < /N )

m,n m,n m,n L;m,n Sm,n _mn B _
= fy.(xe U, 0g7, @, DI, ocg fuarmn=1,...N.

(5.65)

Auch in der Kathode werden zusatzliche Hilfsgitterpunite 0) eingefuhrt, in de-
nen die Werte?é“’o und ycm,o mit den Randbedingungen am Kathodeneinggnaind
ym gleichgesetzt werdénHier stellt die Stoffstromdichte der Mischkammgy eine
Hilfsvariable dar, deren Berechnungsvorschrift (3.3@imGleichungen (5.65) direkt
eingesetzt werden kann, wahrend die Gastemperatur dehkésnmer, als Losung
einer gewodhnlichen Differentialgleichung (3.36) gegekst. Damit ergeben sich ins-
gesamtN? gewdhnliche Differentialgleichungen fiM? Kathodentemperaturen und
eine Differentialgleichung fur die Temperatur in der Mikammer.

Analog kann mit den Transportgleichungen fur die je 7 Mbléche in der Anode
und der Kathode/ ™" und ™" verfahren werden, wobei in der Anode weitefg?7
und in der Kathode ebenfallsN? gewdhnlichen Differentialgleichungen entstehen.
Zusatzlich kommen 7 Differentialgleichungen fir die Mobriiche im Mixer hinzu,
die die Randbedingungen der Kathode in den Hilfsgitterpemknit y™° = »m durch
die Differentialgleichungen (3.35) festlegen.

Fur die entarteten Transportgleichungen ergibt sich welge fehlenden Zeitableitung
eine Besonderheit. Aus ihnen werden nach erfolgter Sekmétisierung
—1,n 19g1—l,n _ yarln,n 19g1,n

1/N

Vo

= fva()(;;n’n, 19;;“’”, ﬁén’na (D|5§m,n, q)ranc’n) (566)

furmn=1,...Nund
m,n—1 gm,n—1 m,n ,gm,n
Ve ¢ —yc ¢

1/N = fuc(ch’ns 19(!;“’”’ 1959 (DIE;m,n, (Dg;m’n, (ng;’n) (567)

furm,n = 1,... N algebraischen Gleichungen zur Berechnung ¥8¥' und y™",
wobei erneuty 2" = y4in und y™° =y, gesetzt werden. Insbesondere Iasst sich
Gleichung (5.66) analytisch nagh™" auflosen, sodass™" zur Hilfsvariablen de-
generiert. Damit werdeiN? algebraische Gleichungen fiir die Stoffstromdichte der

LAuch hier wird im folgenden vom Kathodeneingang bei= 0 und vom realen Kathodeneingang
Cin gesprochen, der vgp = 0 liegt.
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Kathode dem semidiskreten Modell zugefuihrt.

Die Ableitungen zweiter Ordnung der Warmeleitungsgleigpwerden durch den zen-
tralen zweiten Differenzenquotienten aus Definition 5.@datellt, sodass die Warme-
leitungsgleichung die folgende Form annimmt:

o " lp (9P~LN — 290" 4 LD
Cp’s

or ) Pe (1/N)2
1 /9nn=t_29nn 4 gnntl
 Pal; ( (1/N)? >
= fo, ", OP", O, DL QLM SN pMN M) fgrm,n=1,...N.

(5.68)

Dabei werden die homogenen Neumann-Randbedingungen domtarts- bzw.
Rickwartsdifferenzenquotienten approximiert sieheiiung 5.12, sodasgd" =
A& undy NN = 9N+HLN hzw 90 = yMLundy N = 9PNFLfgrmon=1,..., N
gelten soll. Insgesamt wird die PDE fir die Solidtemperataher durch ein ODE-
System aud\? Gleichungen approximiert.

Die Gleichungen fur die drei elektrischen Potentiale aliéim keine Ortsableitungen
und konnen deshalb direkt auf dem Ortsgitter ausgeweretden. Dabei entstehen
weitere N? gewdhnliche Differentialgleichungen filr die zwei otibéngigen Poten-
tiale und eine gewdhnliche Differentialgleichungendias ortsunabhangige Potential.
Gleiches gilt fur die sechs algebraischen Gleichungerivitgenbriiche in den Poren
der Anode und der Kathode, sodasé$%6algebraische Gleichungen das semidiskreti-
sierte Modell erweitern.

Insgesamt wurde das PDAE Modell aus Abschnitt 4.2

ox 0%x %X ox ox
A, o +By 8—(12 +B, 6—(22 +Cx, 5_C1 +Cp, a—cz = (X, yair, Vair, 4air, lcen) (5.69)
mit 22 partiellen Differentialgleichungen und 6 algebchisn Gleichungen mit den
entsprechenden Anfangsbedingungen (4.34), den NeumardbBdingungen (4.35),
sowie Dirichlet-Randbedingungen (4.36) und 8 gewohmlicDifferentialgleichungen

0
P _ (5.70)
ot
ebenfalls mit entsprechenden Anfangsbedingungen (4m2jin DAE-System aus
19N? + 9 gewdhnlichen Differentialgleichungknind 7N? algebraischen Gleichun-

1Aus den zwei entarteten partiellen Differentialgleichengsind Hilfsgleichungen bzw. algebrai-
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gert der folgenden Form transformiert:

6x(h)
AD X B X g1 ™ )y Oy

- (5.71)
= F ™M, yair, Dair, Aair, Roack Icell) -

Dabei beinhaltet der Vektox®™ alle unbekannten Funktionen von aus Glei-
chung (4.28) und ausy aus Gleichung (4.41) auf dem Ortsgitter,

T T
X — (@D NN T (5.72)

und die rechte Seité ™ alle rechten Seiterii des PDAE-Systems unf}, der Mixer-
gleichungen

O (f@DT T T (5.73)

Die Matrix AW := diaga™) ist eine singulare Diagonalmatrix, die die konstante
Diagonale vonA, N2-mal und zusatzlich acht Einsen firr die Molenbriichen died
Temperatur im Mixer enthalt. So lasst sich mit der Defonitb.25 der Vektor

a"=(,....a,1,...,1) (5.74)

aufstellen.

Durch die Diskretisierung der Ortsableitungen mit maxinghem 3-Punkt-
Differenzenstern sind die Matriz@é?), Bg‘), Cg‘) und Cg) diinn besetzt. So haben
Bér) bzw. Bg‘) nur Eintrage fund™", wobei die Finiten-Differenzen-Matrizen als

-1 1
1 -2 1

schen Gleichungen geworden, daher gibt es nur 19 statt 21s@DEdem Gitter mifN2 Punkten. Die
8 ODEs des Mixers und die ODE der Zellspannung stellen diatzlishen 9 Gleichungen.

1zusatzlich zu den 6 algebraischen Gleichungen der Moletter in den Poren, entsteht aus der
entarteten PDE in der Kathode eine algebraische Gleichung.
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gegeben sind. Damit folgt nach Gleichung (5.25)

L., D) (N?)
BCi B{l 0
) . : :
B :=
a 1.1 (N?)
B B, O
0 0 O
T T (5.76)
(B®) e ... (BFP) e ©
(BFD) eN2 (BFD) eNZ O
0 . 0 0

Die 8 x 8-dimensionalen Null-Matrizen resultieren in (5.76) aes tMixergleichun-
gen, in denen keine Ortsableitungen auftreten. Analogetasich Bg‘), sowie Cg])

undcg') berechnen, wobei die Finite-Differenzenmatrix fur digsableitungen erster
Ordnung durch

cFb o (5.77)

gegeben ist.
Noch allgemeiner lasst sich die Gleichung (5.71) schredis
ox®
Agh) 72 = f(h)(x(h), Jair, Vair, Aair, lcell) (5.78)
T
und bildet damit ein gewodhnliches differential-algebchies Gleichungssystem mit
den konstanten Anfangsbedingungen

AD (X(h)(r =0) - xéh)) —0. (5.79)

Dabei mussen fur die algebraischen Gleichungen wegefetleEmden Zeitableitung
keine Anfangsbedingungen vorgegeben werden.
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5.3 Simulation des MCFC-Modells

Zur Simulation der MCFC wird das aus der Semidiskretisigriesultierende DAE-
System (5.78) mit Hilfe des RADAU5-Verfahrens (vgl. Haitend Wanner (1996))
gelost, welches unter anderem in die Fortran-Software RGBCS (NUmerical Dis-
cretization method for Optimal Control problems with Ceasits in Control and State
(vgl. Buskens (1998) und Biiskens (1996)) integriertlgts Programm NUDOCCCS
wurde zur numerischen Berechnung von optimalen Steuenufsighe Abschnitt 6.1)
entwickelt, kann aber auch zur Simulation genutzt werdetern keine Steuerungen
zugelassen werden.

5.3.1 Numerisches Anfahren

Das numerische Anfahren der Brennstoffzelle ist mit denkgmehen Anfahren der
Brennstoffzelle zu vergleichen, bei dem die MCFC sukzessBetrieb genommen
wird. Dazu muss die Brennstoffzelle zunachst auf die Bbsiemperatur von ca. 600
bis 650 °C gebracht werden, sodass die Karbonate des Bigktreschmelzen und
dadurch der lonentransport stattfinden kann. In einem eweschritt wird langsam
der Wasserstoffanteil des zugefiihrten Gases erhohicledoch kein Strom abge-
nommen, sodass zwar die Reforming-Reaktionen, jedoch keice Reaktionen mit
loneniibergangen (Reduktion und Oxidation) stattfindienletzten Schritt wird die
abgenommene Strommenge und die zugefiihrte Gasmendsvstie erhoht, wobei
nach jeder Erhdhung ein Zeitraum von mehreren Stundenatsget wird, damit die
Brennstoffzelle wieder einen stationaren Zustand dnteiebenso wird auch bei spate-
ren Lastwechseln, also b&hderungen in der abgenommenen Strommenge, vorgegan-
gen, um groRe Temperaturspringe zu vermeiden.

Ein ahnliches Anfahrszenario muss fur das mathematistiaell durchgefiuhrt wer-
den, um geeignete Anfangswerte fur die Differentialdieicgen und genitigend gute
Startschatzungen fur die algebraischen Gleichungemaetii. Als Beispiel wird das
Anfahrszenario fur das semidiskrete DAE-Modell (5.78)direr 10x10 Ortsdiskreti-
sierund des Gebietes [] x [0, 1] vorgestellt.

lin der NUDOCCCS aufrufenden Fortran-Datei muss die Definitider Matrix DLDX
auskommentiert werden, da sie mit den Dimensiongnzahl der zeitdiskreten Punkfe -
(Anzahl der Differentialgleichungen nach der Semidiskietung?, hier also 2% - (26- 10 + 9)2 ~
3. 10°, bereits bei grober Zeitdiskretisierung die maximale voontfan-Compiler g77 unterstiitzte
Matrizengrofe tiberschreitet. Die Matidd D X wird nur zur Sensitivitatsanalyse genutzt und wird zur
Berechnung der Optimalen Steuerung nicht bendtigt. Zlish muss im Programm NUDOCCCS in
der Subroutine RADSCHNITT (Unterfunktion von RADAUS5) deéasdardmafig auf 1000000 gesetzte
Parameter NRADPRM1 erhoht werden, um einen geniigendegréfbeitsspeicher fir RADAUS zu
garantieren.
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Da das semidiskrete DAE-System der MCFC sensitiv auf kldinéerungen in den
Partialdricken der Poren reagiert und auf3erdem nur ungedtrtschatzungen der
Partialdriicke zur Verfugung stehen, wird in einem ersehritt ein MCFC-Modell
geldst, welches ohne die Berechnung der Partialdriiclekcsmomt. Da die Parti-
aldricke in der Praxis nur geringfiigig von den Molenléic abweichen, konnen
die Partialdriicke in den Poren mit den jeweiligen Molerden gleichgesetzt wer-
den @k.ac = ykafurk e {H20, Hz, CO, CO2} und gk cc = yk.c flr k € {COz, O2}).
Desweiteren wird an der Brennstoffzelle kein Strom abgenem(e; = 0). Da in
diesem Fall keine Reaktionen mit lonenlibergang stattfindiso auch kein Wasser-
stoff verbraucht wird, wiirde zu viel brennbares Matenaben katalytischen Bren-
ner gelangen, sodass mit einem materialgefahrdendenéfatapanstieg zu rechnen
ware. Um dies zu verhindern, wird bei kleiner abgenomm@&issmmenge die zu-
gefuhrte Stoffmenge am Anodeneingang reduzigf,(= 0.3). AuRerdem wird zur
weiteren Vereinfachung des Modells der Riicklauf vom Kd#rausgang zum kataly-
tischen Brenner auf Null geset®R{ack = 0). Alle weiteren Anfangswerte, Randwerte,
Startschatzungen und Parameter bleiben unverandddssalie Standardparameter-
satz in Anhang E genutzt werden kann.

Fur dieses leicht geanderte semidiskrete DAE-System kam fir das Zeitintervall

[0, 0.1] eine numerische Integration mithilfe der Software NUDGICS durchgefiihrt
werden, wobei im Folgenden, die Anzahl der zeitdiskretenkReines aquidistan-
ten Gitters in NUDOCCCS aull = 21 gesetzt werden und als Integrationsmethode
RADAUS5 gewahlt wird.

Die numerischen Ergebnisse dieser Rechnung zum Endzkigpan= 0.1 stellen
nun geeignete Anfangswerte und Startschatzungen fuselasdiskrete Modell der
MCFC inklusiveder Partialdriicke dar. Es folgt daher die Berechnung despketten
semidiskreten Modells mit der Strommengg; = 0.7, der vollen Stoffstromdichte
am Anodeneingang, in = 1.0 und dem Standardriickla&ack = 0.5.

An dieser Stelle mussen jedoch die Zeitskalen der einmeélfagiablen beachtet wer-
den, die von unterschiedlichen Zeitkonstanten abhanggln leidebrecht (2005)).
Diese Zeitkonstanten werden von den Kapazitaten derredekéen Ladung, der Masse
und der Temperatur in unterschiedlichen GrolRenordnudgéniert. Beispielsweise
reagieren die elektrischen Potentiabé, @5 und @3 innerhalb von Millisekunden
auf Veranderungen in der Brennstoffzelle, da die eletities Kapazitaten der Dop-
pelschichtc, und ¢ eine GroRenordnung von 10 besitzen. Die Molenbriiche und
Temperaturen der Stoffstromg und ¥4 sowie y. und . andern sich im Sekunden-
bereich, weil die Volumen der Anode, der Kathode und des Mix&, V; und Vp,
die Massekapazitaten definieren und eine GroRenordramd® besitzen. Die dritte
und langsamste Zeitskala weist die durch Warmeleitungjrbege Solidtemperatur
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¥s auf, die erst nach Minuten bis Stunden ihre endgultigeeileing im Solid erreicht
und durch die Warmekapazitg s der GroRenordnung {mestimmt wird.

Durch diese Steifheit des Systems muss die Zeitschritwerit die verschiedenen
Zeitskalen angepasst werden, d.h. es wird eine sehr kleihgt®eite im Millise-
kundenbereich gefordert, wahrend die Schrittweiten iku8den- bis Minutenbereich
bzw. im Stundenbereich weitaus hoher sein kdnnen. Dafagtjeweils eine getrenn-
te Berechnunfdes semidiskreten Modells in den Zeitintervafi§d, 0.1], [0.1, 1.1],
[1.1,11.1], [12.1,1111] sowie [1111,11111], wobei jedes Intervall in jeweils 21
aquidistante zeitdiskrete Punkte unterteilt wird. Dienauischen Ergebnisse am Inter-
vallende dienen dabei jeweils als Anfangswerte und Staéitzangen zur Berechnung
des nachsten Intervalls. Abweichend werden die Anfangd-Startwerte fur das erste
Intervall [0, 0.1] des semidiskreten MCFC-Modells, durch das zuvor beretehieicht
geanderte semidiskrete Modell ohne Partialdriicke gerneAls Startschatzungen fir
die Partialdriicke werden im ersten Intervall die Anfangge der Molenbriiche der
Anode und der Kathode benutzt, da das leicht geandertereMazine Partialdriicke
berechnet und deshalb auch keine Startschatzungen Aiiguag stellt.

Auf die grafische Darstellung des gesamten Anfahrprozesskean dieser Stelle ver-
zichtet werden. Alle Programmdateien, die numerischemrliiigse sowie die grafi-
schen Ausgaben sind auf der beigefligten CD im Ordi®er10/ anf ahr en zu fin-
der?. Insbesondere soll auf die Dateeadne. t xt verwiesen werden, die die im
Ordner enthaltenen Dateien erlautert und die zur Berampnitigen Funktionsaufru-
fe beschreibt. Dieses beschriebene Anfahrszenario istasdivandig und muss bei-
spielsweise bei hoherer Ortsdiskretisierung oder kleiMe®dellanderungen neu an-
gepasst oder weiter verfeinert werden. Dies liegt in ellsit@e an den algebraischen
Gleichungen fur die Partialdriicke in den Poren, fur dies ¢Programm NUDOCC-
CS (insbesondere auch wegen der steifen Differentialyleigen) gute Schatzwerte
benotigt. AuBerdem muss auch im Hinblick auf weitere Satiahen, die optimale
Steuerung und die parametrische Sensitivitatsanalys®ldeells die Rechenzeit und
der bendtigte Speicherplatz kritisch betrachtet weréemn der verwendeten 18 10-
Diskretisierung hat das Anfahrszenario eine Rechenzeifagt einem Tag (Standard-
PC, 1.8 GHz Prozessor).

1Eine Gesamtrechnung {iber alle Zeitintervalle ist weges lnlegrenzten Speicherplatzes nicht
maoglich.

2Eine dimensionslose Zeiteinheit entspricht 12.5 Sekunden

3Aus Platzspargriinden sind alle Ergebnisse inklusive dezaichnisstruktur als tar-Datei archiviert
und anschlieend als gz-Datei komprimiert.
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Gaszufuhr am Anodeneingang:
Molenbruch von Methacn, ain | 1.0/3.5
Molenbruch von Wassefy,0,ain | 2.5/3.5
Temperatuta in 3.0
Stoffstromdichteya in 1.0
Luftzufuhr am Brenner:
Luftzahl A4 2.2
Lufttemperatund i 15
Zellstromstarkd ce 0.7
KathodenriicklauRpack 0.5

Tabelle 5.2: Input-Parameter im stationaren Zustand

Abluft
Luftzufuh
Y Ricklauf  Rback el
air

Kathoden-

Stromstérkel

Anodenzufluss
Xain, 19a,in, Ya,in

katalytischer
Brenner

i

Misch-
kammer ﬂm

Kathodenzufluss
Xc,iny Vciny Yc,in

&2 Q1

Abbildung 5.3: Schematischer Aufbau einer Zelle

5.3.2 Statiorarer Zustand

Als Ergebnis des Anfahrenprozesses erhalt man nach @9€r Zeiteinheiten (Uber 3
Stunden) einen stationaren Zustand der Brennstoffzatlden Input-Parametern aus
Tabelle 5.2 auf einem 10x10 Ortsgitter, der im Folgendefiispia dargestellt wird.
Ahnliche Simulationsergebnisse, die mithilfe der Sofev@roMoT (vgl. Trankle,
Zeitz, Ginkel und Gilles (2000)) implementiert und durcls d&ogramm DIVA (vgl.
Vande Wouwer, Saucez und Schiesser (2001)) berechnet mgide in Heidebrecht
(2005) zu finden.

Zur Erinnerung zeigt Grafik 5.3 noch einmal den schematiséhdbau einer einzel-
nen Zelle, bestehend aus dem Anoden- und Kathodengaskiamal,rch eine Elek-
trolytschicht getrennt sind, sowie dem katalytischen Begrund der Mischkammer.
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Besonders zu beachten ist hier der sogenannte Kreuzstrbndie Flussrichtung der
Anode steht senkrecht auf der Flussrichtung der Kathodduvetn die durch Warme-
leitung gekoppelten Gastemperaturen in den Kanalen thessbwerden.

Abbildung 5.4: Solidtemperatuts im stationaren Zustand

Die Temperatur des Solid%; bildet dabei das zentrale Element des MCFC-Modells
und beschreibt die Temperatur der festen Bauteile, keohzet also insbesondere die
Warmeverteilung in der porosen Matrix, die das Elektrelythalt. Die Grafik 5.4 zeigt
die ortlich verteilte Temperatur des Solids auf 10 x [0, 1] im stationaren Zustand
(¥s = 3.0 entspricht 89415 Kelvin oder 6213 °C). Die Solidtemperatur wird unter
Anderem von den exothermen Reaktionen in den Anoden- unbdodanhporen be-
stimmt, deren temperaturabhangige Reaktionsraten auther Gaskonzentration in
den Poren beeinflusst wird. Diese Gaskonzentrationenpugerlie Partialdriicke der
Poren, hangen wiederum von der Gaskonzentration in dekaBatken ab, sodass also
insgesamt die Gaszusammensetzung der Kanale Auswirkuangiedie Solidtempe-
ratur hat. AuRerdem ist die Solidtemperatur aufgrund darréleitung auch an die
Temperaturen in den Kanalen der Anode und der Kathode gekopwus der Wirkung
der Gaszusammensetzung und der Gastemperatur resudiieridie ungleichmafige
Temperaturverteilung im Solid.

Beispielsweise ist die Solidtemperatur in der E¢ke = 1, (» = 1) besonders hoch
(¥s(1,1) = 3.199 entspricht ca. 950 Kelvin oder 686 °C), weil hier auch die
Anoden- und Kathodengastemperatur besonders hoch siddanaiog in der Ecke
(1 = 0, &2 = 0) besonders niedrig(9¥s(0, 0) = 3.017 entspricht ca. 900 Kelvin oder
626.85 °C), weil hier die Gastemperaturen niedrig sind. Dagegeim den Ubrigen
zwei Ecken nur eine der beiden Gastemperaturen hoch, sadekdie Solidtempe-

1im Allgemeinen sind die numerischen Werte auf drei Stelliewen dem Komma gerundet angege-
ben.
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ratur gemaRigt ist. Zur Vermeidung temperaturbedingtetdvlalermidung muissen
grol3e Temperaturunterschiede im Solid verhindert werden.

(a) Anodengastemperatiy (b) Kathodengastemperattig

Abbildung 5.5: Gastemperaturen im stationaren Zustand

Hauptursache dieser ortlichen Temperaturverschiebsinder Warmeaustausch mit
den Gaskanalen. Dazu zeigt die Grafik 5.5 die Temperaturelei Anode und der
Kathode, in denen zusatzlich zu den Temperaturen adf jo[0, 1] auch die Anoden-
eingangstemperatur b&i, und die Kathodeneingangstemperatur ®gieingezeich-
net sind. Das Gasgemisch am Anodeneingang in Grafik 5.5(bgisits vorgewarmt
(Yain = 3.0). In Richtung des Anodenausgangs bei 1 nimmt die Temperatur we-
gen der im Anodenkanal ablaufenden endothermen ReforRaaktion ab. Mithilfe
des durch diese Reaktion entstandenen Wasserstoffal@dhlieRend die exotherme
Oxidations-Reaktion in den Anodenporen ab, sodass diee@agratur wieder steigt.
Das Gasgemisch am Anodenausgang wird nun mit kithler Ludthei3em Gas aus
der Ruckfuhrung im katalytischen Brenner durch die Vlenlmung der Restgase weiter
erhitzt. Nach einem Mischvorgang gelangt das Gas als Katimdluss bej> = 0 in
die Kathode, siehe Grafik 5.5(b). Dort steigt die Temperatfigrund der exothermen
Reduktions-Reaktion in den Kathodenporen weiter an. B&8dstemperaturen sind
wegen des Warmeaustausches mit dem Solid nicht gleiclgnog@r des Gaskanals
verteilt. Eine besonders hohe Temperatur weist jeweilsEgiee (71 = 1, = 1)
auf, woraus die ebenfalls hohe Solidtemperatur in dieserei@eresultiert. Eine be-
sonders niedrige Temperatur herrscht dagegemir= 0, (2 = 0), denn obwohl die
Temperatur am realen Anodeneingang sehr hoch ist, sinkiesie Eintritt in die An-
ode sofort ab.

Wie die Gastemperaturen werden auch die Molenbriiche deeleien Stoffe in den

Gaskanalen durch die Reaktionen bestimmt. Grafik 5.6 ziggMolenbriichey, in
der Anode im stationaren Zustand, wobej, a und yn,.a Nicht dargestellt sind, weil
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der Sauerstoff- und Stickstoffanteil in der Anode verscideind gering ist. Die Mo-
lenbriiche sind dimensionslos und stellen somit den AateilGesamtmolenbruch des
Anodengasgemisches dar. Deutlich ist in den Grafiken 5u8{d)6.6(b) die zugefuhr-
te Methanmenggch,.ain = 1.0/3.5 und WassermengecH, ain = 2.5/3.5 am rea-
len Anodeneingang bei, zu erkennen. Beide Stoffe werden in der anschlie3enden
Reforming-Reaktion verbraucht, sodass der Methan- unds&vasteil in Richtung
Anodenausgang sinkt. Gleichzeitig entsteht durch die Refa-Reaktion Wasser-
stoff yH,.a, Kohlenmonoxidyco,a und Kohlenmonoxidyco, a Sodass diese Molen-
briiche in Flussrichtung ansteigen, siehe Grafik 5.6(6(d».und 5.6(e). Wasserstoff
wird in der Oxidations-Reaktion jedoch wieder verbrausbtjass bereits nach kurzer
Zeitin der Anode ein Absinken des Wasserstoffanteilsfatatt.

Auch die Molenbriiche der Anode sind langs des Anodenkaniaht gleichverteilt.
Dies resultiert aus der Ungleichverteilung der Temper@¢u”Anode. Durch die hdhere
Temperatur bei> = 1 werden insbesondere die endothermen Reaktionen geforde
sodass in diesem Bereich eine hdhere Reaktionsrate demief-Reaktion zu finden
ist, wahrend die Oxidationsrate nhahezu unbeeinflussbtlBaher ist beispielsweise
in der Ecke(¢t1 = 1,2 = 1) aufgrund der hoheren Temperatur der Methananteil
leicht niedriger als in einem anderen Punkt auf der Gergdea 1, da mit erhohter
Reformingrate mehr Methan verbraucht wird. Der Wasseesitdil dagegen ist leicht
hoher, weil bei etwa gleichbleibender Oxidationsrate nvgasserstoffgehalt aufgrund
der erhthten Reformingrate erzeugt wird.

Die Molenbriiche der Kathode werden im Gegensatz zur Anaglevon einer ein-
zigen Reaktion beeinflusst. Grafik 5.7 stellt die Molenbeig. in der Kathode im
stationaren Zustand dar. Die Molenbrighs, ¢, xH,.c Und yco,c werden nicht darge-
stellt, weil ihr Anteil in der Kathode verschwindend gerisg Insbesondere zeigen die
Molenbriiche am Kathodeneingang 6%, das Ergebnis des katalytischen Brenners
und der Mischkammer. Die RestgageH,.a, xH,.a UNd yco,a aus der Anode wurden
vollstandig verbrannt. Dabei wurden die aus der Anode wrdathodenriickfiihrung
stammenden Wassefc 1,0 und Kohlendioxidanteilgco,, c erhdht (Grafik 5.7(a) und
5.7(b)), wahrend sich der Sauerstoffantet, c aus der Luftzufuhr verringerte (Gra-
fik 5.7(c)). Bedingt durch die Reduktionsreaktion sinkt &auerstoffanteil und der
Kohlendioxidanteil in der Kathode langs der Kathodenkardie Wasser- und die aus
der Luftzufuhr stammenden Stickstoffmengen (Grafik 5)7éfdern sich nicht. Die
geringfilgigeAnderung der Molenbriiche ist auf dienderung der Stoffstromdichten
zuruckzufuhren, die in Grafik 5.8 fur die Anode und die ikade dargestellt sind.

Der \ollstandigkeit halber seien die Partialdriigkgeund ¢ der Poren in Grafik 5.9
erwahnt, die sich nur geringfiigig von den Molenbriicherdér Gaskanalen unter-
scheiden.
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(a) Potentiamg der Anodenelektrode (b) Potentiakbk der Kathodenelektrode

Abbildung 5.10: Elektrische Potentiale nahe den Doppétstén im stationaren Zu-

stand
dimensionslos dimensionsbehaftet
ZellspannundJcey 29.773 0.765V
ZellleistungPeey 47.638 0.753 kW
elektrischer Wirkungsgragk | 0.497 0.497

Tabelle 5.3: Output-Parameter im stationaren Zustand

Die Grafik 5.10 zeigt die elektrischen Potentidle und ®5 an den Elektroden. Sie
geben direkt Aufschluss Uiber die Reaktionsraten der Reakt mit loneniilbergangen,
da hohe elektrische Potentiale wie beispielsweise in dee Eg = 1, (> = 1) aus ho-
hen Reaktionsraten der Oxidationsreaktion in Grafik 5)10Ga Reduktionsreaktion
in Grafik 5.10(b) resultieren. Die elektrischen Potentiaeelieren mit der Solidtem-
peratur in Grafik 5.4, da sowohl die Solidtemperatur als alietelektrischen Poten-
tiale direkt an die Reaktionsraten der Porenreaktionemmaddt sind. Insbesondere
folgen aus einer hohen Reaktionsrate auch hohe Solidtatupen und hohe elektri-
sche Potentiale.

Alle weiteren Output-Parameter der Brennstoffzelle intistéiren Zustand sind in
Tabelle 5.3 dargestellt. Die dimensionslose Spannung esargten Zelle bei einer
Zellstromstarke vorge = 0.7 (ca. 1000 Ampere) betrégl? = Ugel = 29.773 (ca.
0.7 \Volt) pro Zelle. Damit hat die Brennstoffzelle eine Zeibtundg von

Peell = (Icall Ucell)/F = 47.638  (ca. 0.753 Kilowatt) (5.80)

1Die Division durch die Konstante = 3.5/8.0 in der Berechnung der Zellleistung wird durch die
verschiedenen Standardwerte zur Berechnung der dimeshesem Spannung und der dimensionslosen
Stromstarke notwendig.

Zeit1=399.7
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Zur Berechnung des elektrischen Wirkungsgrades wird dalsaltais von Zellleis-
tung, abzuglich des internen Leistungsverbrauchs, ztirganungsenthalpie der zu-
gefuhrten Gasflusses ermittelt. Der interne Leistundssedurch das Geblase am
Brenner wird aus der berechneten Stoffstromdichte desrgrei, oyt = 15924
und einem Leistungskoeffizientefyoner = 0.1 bestimmt. Das zugefiihrte Gas be-
steht aus Wasserdampf und Methan, sodass sich die Verlrgsenthalpie des Gas-
flusses aus der zugefiihrten Stoffstromdididg und dem Molenbruch von Methan
xacH.in = 1.0/3.5 sowie der Standardenthalpie bei der Verbrennung von Metha
Ach‘éH4 = —3238498 berechnet. Daraus ergibt sich fur den elektrischek\Ngs-
grad

Peel = T f
Nel = cell b,out blowgr _ 0.497, (5.81)
1"a,in Xa,CHy,in (—AchCH4)

der damit bei rund 50 % liegt.

Inwieweit sich diese Werte nach einem sogenannte Lastwkéhsdern zeigt der fol-
gende Abschnitt.

Alle Programmdateien, die numerischen Ergebnisse sovaegdifischen Ausga-
ben sind auf der beigefugten CD im Ordh&0x10/ anf ahren/ di r |1 cel | 07
back05 gai n1 mi t phi T1000 zu finden.

5.3.3 Dynamisches Verhalten

Da uns insbesondere das zeitabhangige Verhalten der &céfzelle, speziell im Hin-
blick auf eine zeitabhange Optimale Steuerung, integetssvird in diesem Abschnitt
ein dynamisches Simulationsszenario vorgestellt. Gageltlazu bildet der stationare
Zustand der Brennstoffzelle und die anschlieReAdderung eines oder mehrerer
Input-Parameter (Tabelle 5.4). Beispielhaft soll diesaatheines Lastwechsels dar-
gestellt werden, bei dem die Zellstromstarke sprungtaitlye = 0.7 auflce = 0.8
steigt, siehe Abbildung 5.11(a) und Abbildung 5.11(b) ragdrithmischer Abszisse
und eingezeichneten Zeitintervallen.

Dazu werden die Werte des stationaren Zustandes als Asviaante und Startschatzun-
gen genutzt und erneut Rechnungen auf einem 10x10 Ortsfiiittdie Zeitintervalle
[0,01],[0.1,1.1],[1.2,11.1],[21.1, 1121] sowie [1111, 1111 1] mit jeweils 21 aqui-
distanten zeitdiskreten Punkte und dem RADAU5-VerfahilerZaitintegrator durch-
geflihrt. Die Tabelle 5.4 fasst noch einmal die Input-Pat@mdes Lastwechsels zu-
sammen.

1Siehe auch eadne. t xt desselben Ordners.
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0.82 0.82f
0.8 o.8F
@ 0.78 @ 0.78f
— o.76 — o.76f
0.74 0.74af
0.72 0.72f
0.7— 0.7
0.68 0.68[
o 1111.1 o 0.1 1.1 11.1  111.1 1111.1

Zeit . Zeitt . )
(a) Lastwechsel mit linearer Abszisse  (b) Lastwechsel mit logarithmischer Abszis-
se

Abbildung 5.11: Lastwechsel vage = 0.7 auflee = 0.8

Gaszufuhr am Anodeneingang:
Molenbruch von Methanch,.ain | 1.0/3.5
Molenbruch von Wasseru,o,ain | 2.5/3.5
Temperatua in 3.0
Stoffstromdichtey in 1.0
Luftzufuhr am Brenner:
Luftzahl A4 2.2
Lufttemperatun) i, 1.5
Zellstromstarkd ce 0.8
KathodenriicklauRpack 0.5

Tabelle 5.4: Input-Parameter nach dem Lastwechsel

Als zentrales Element betrachten wir erneut die Solidteatpedsin Grafik 5.12 nach
dem Lastwechsel. Dabei zeigt die Grafik 5.12(a) die Soligenatur zum Zeitpunkt
7 = 0 des ersten Berechnungsintervalls(@], also die Solidtemperatur des stati-
onaren Zustandes vor dem Lastwechsel, und die Grafik 5.t2€bSolidtemperatur
zum Zeitpunktr = 11111 des letzten Berechnungsintervalls [11,111111] auf dem
Ortsgebiet [01] x [0, 1]. In grofRen Bereichen des Solids ist ein Temperaturanstie
zu verzeichnen, der auf die erhdhten Reaktionsraten d#hesmen, also warmeab-
gebenden Reduktions- und Oxidationsreaktionen zuriidkzen ist. Diese erhohten
Reaktionsraten resultieren wiederum aus dem wachsenddsrfBzn Reaktionspro-
dukten aus den Reaktionen mit loneniibergang, um die gesieZellstromstarke zu
erreichen. Einen gegenteiligen Effekt erzeugt die nieteddrennertemperatur, da we-
gen der erhdhten Oxidationsrate in der Anode mehr breesbédaterial bereits in der
Anode verbraucht wird und auf diese Weise weniger Warmetdierbrennung im
katalytischen Brenner erzeugt wird. Das kiihlere Gas deariars stromt in die Ka-
thode und kuhlt dort auch das Solid speziell im Bereich dath&deneingangs bei
{2 = 0 ab. Insgesamt ist also eine Umverteilung der Solidtenipera erkennen, bei
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Abbildung 5.12: Solidtemperatuls nach dem Lastwechsels

der die Temperaturunterschiede zunehmen, sodass sicldi@idaterialbelastung bei
hoheren Zellstromstarken verstarkt.

In beide Grafiken 5.12(a) und 5.12(b) ist lzgi = 1/3 ein Langsschnitt in Fluss-
richtung des Kathodengases eingezeichnet, anhand degséenwerlauf der Tem-
peraturanderung im Solid Uber alle BerechnungsinteEnaobachten wollen. Dazu
bildet die Grafik 5.12(c) den Langsschnitt = 1/3 Uber das komplette Zeitintervall
[0,11111] nach dem Lastwechsel ab. Zu beachten ist hier der Kocetimgchsél
Deutlich zu erkennen ist die grof3e Zeitkonstante der Safigieratur. Die Solidtempe-
ratur reagiert nur langsam, aber dafuir gemafigt auf dstwechsel und benotigt Uber
500 Zeiteinheiten, also mehr als 1.5 Stunden, um erneungnestationaren Zustand
zu gelangen.

Stellvertretend fur die Reaktionen in der Anode und delhidele zeigt die Grafik 5.13
die Molenbriiche von Wasserstoff in der Anode und Kohlexidion der Kathode.

1Erneut sind bet = 0 undr = 11111 die Langsschnitte angedeutet.
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Abbildung 5.13: Molenbriiche nach dem Lastwechsel

Da durch die Erhdohung der Zellstromstarke der Bedarf aakRensprodukten aus
den Reaktionen mit loneniibergang wachst, steigen diktRearaten der Oxidations-
und Reduktions-Reaktion. Infolge dessen sinkt der Molectbvon Wasserstoff in der
Anode in Grafik 5.13(a), die den zeitlichen Verlauf vpn, a entlang eines Schnittes
langs der Anode bei, = 1/3 darstellt. Der Wasserstoffanteil reagiert entsprechend
der Zeitkonstante fur die Stoffstrome wesentlich sclemeluf den Lastwechsel als die
langsame Solidtemperatur. Die Reforming-Reaktion blaligesehen vom Einfluss
der veranderten Anodentemperatur weitgehend unbeeihfemdass die Wasserstoff-
produktion das Niveau vor dem Lastwechsel halt.

In der Kathode betrachten wir in Grafik 5.13(b) den Molenbruon Kohlendioxid
xCco,.a auf einem Schnitt bej; = 1/3 langs der Kathode. Dabei sind zwei Effekte
zu erkennen: Zum einen steigt der Kohlendioxidanteil amhidéneingang innerhalb
von Sekunden an, da in der Anode vermehrt Kohlendioxid prdtwird und dieses
Uber den Brenner und den Mixer in die Kathode gelangt, zuten sinkt der Molen-
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bruch, da auch die Reaktionsrate der Reduktion steigt umt snehr Kohlendioxid
verbraucht wird. In beiden Grafiken ist deutlich die im Veigh zur Solidtemperatur
schnellere Reaktionszeit im Sekundenbereich zu erkemhenwon der Zeitkonstante
der Stoffstrome verursacht wird. Andererseits beeinfldgssich Uber die Warmelei-
tung nur langsam einstellende Solidtemperatur auch dipeesturabhangigen Reak-
tionen in den Gaskanalen, sodass auch die Stoffstromeark Stunden vollstandig
einen neuen stationaren Zustand erreichen.

a0f
208]
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Abbildung 5.14: Zellspannun@®g nach dem Lastwechsel

Noch schneller als die Stoffstrome reagieren die eledties Potentiale auf eine
Erhdhung der Zellstromstarke. Dazu zeigt die Abbildung4Sdie ortsunabhangige
Zellspannungd? Uber alle funf Zeitintervalle Hier sind drei zeitliche Effekte zu
beobachten: Erstens das schnelle Absinken der Spannungiliisektindenbereich
durch die kleine Zeitkonstante der Ladungskapazitatearsten Zeitintervall [00.1],
anschlieRend der Effekt der sich im Minutenbereich andkemrStoffstrome im zwei-
ten Intervall [Q1, 1.1] und schlieB3lich das Langzeitverhalten ber mehreredin
im letzten Intervall [1111, 11111], bis sich auch die Solidtemperatur und damit alle
anderen Variablen wieder in einem stationaren Zustanadbefi. Somit nimmt auch
die Leistung der Brennstoffzelle erst Stunden nach einestwexchsel einen zeitlich
konstanten Wert an.

Die Output-Parameter des neuen stationaren Zustandsiresi Stromstarke von
lcel = 0.8 (ca. 1125 Ampere) sind in Tabelle 5.5 dargestellt. Da inghgéch zum
stationaren Fall belice = 0.7 die Zellleistung bei gleicher Brennstoffmengenzufuhr
steigt und zusatzlich sogar die Stoffstromdichte des Beesi ' oyt = 4.394 und damit
der Eigenverbrauch an Strom sinkt, ist eine Erhohung adgredchen Wirkungsgrades
auf Uiber 50% zu verzeichnen. Dieser Prozess der LeisturdysMirkungsgradsteige-
rung lasst sich jedoch nicht beliebig fortsetzen, da b ey > 0.85 kritische
Temperaturen in der Brennstoffzelle erreicht werden.

Die Rechenzeit betragt etwa 17 Stunden, wenn bereits dienCais dem Anfahrsze-
nario vorliegen. Alle Programmdateien, die numerischeyeknisse sowie die graphi-

IMan beachte die unterschiedlichen Langen der einzelnenvadle. Das Intervall [a, 1.1] zeigt
beispielsweise nur den Millisekundenbereich, das Intefta1.1, 11111] dagegen nur den Stunden-
bereich. Die Darstellung ahnelt also einer logarithméstHheitskala.
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dimensionslos dimensionsbehaftet
ZellspannundJcey 26.686 0.686 V
ZellleistungPee 48.797 0.771 kKW
elektrischer Wirkungsgragk | 0.512 0.512

Tabelle 5.5: Output-Parameter nach dem Lastwechsel

schen Ausgaben sind auf der beigefiigten CD im Ofdaéx 10/ sprungl cel |

zu finden. Weitere dynamische Szenarien bei geanderteru@es (Gaszusammen-
setzung, Stoffstromdichte und Temperatur), bei geaadéxftzufuhr (Luftzahl und
Temperatur) oder geandertem Kathodenriicklaufmengedssfisich in den Ordnern
10x10/ sprung=. Die Simulationen der Spriinge in den Randwerten zeigtislbez
die Robustheit des MCFC-Modells und der Brennstoffzelte wiegen der ausglei-
chenden Wirkung der Solidtemperatur Unstetigkeiten aféefiiverden. Insbesondere
wurden zur besseren grafischen Darstellung des dynamiséhbaltens bei zweidi-
mensionalen Variablen Video-Sequenzen im mpg-Formagléirstie ebenfalls in den
jeweiligen Verzeichnissen zu finden sind.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Theorie der Semidiskretisigruon PDAE-Systemen
mithilfe von Finiten Differenzen und der DiskretisierungrvDAE-Systemen mithilfe
von Runge-Kutta-Verfahren vorgestellt und anschlie3esmlidserwendet, ein semi-
diskretes DAE-Modell der MCFC aufzustellen und diesesoaeih.

Nach der Darstellung des Anfahrszenarios, das der Betitisy geeigneter Anfangs-
werte fur die Differentialgleichungen und guter Startgeiingen fur die algebraischen
Gleichungen dient, lag das Hauptaugenmerk auf der Pesamtder numerischen
Ergebnissen des stationaren Zustandes nach dem AnfabreBrehnstoffzelle und
der Dynamik des Systems bei einem Lastwechsel. Die Sinouldts stationaren Zu-
standes bei Standardeingabedaten zeigt insbesonderagligrkungen des speziellen
physikalischen Aufbaus der Brennstoffzelle, da die krezigezangeordneten Anoden-
und Kathodenkanale, die Uber die Warmeleitung durchSadisl miteinander verbun-
den sind, eine Ungleichverteilung der Stoffstrome quen zeweiligen Gaskanal be-
wirken. Diese Ungleichverteilung lasst sich insbesoadesi der Solidtemperatur be-
obachten, die wiederum Auswirkungen auf jede einzelneal#eides System besitzt.

1Siehe auch eadne. t xt desselben Ordners.
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Pragend fur die Dynamik der Brennstoffzelle sind die 3ti@istanten des Systems,
die die Variablen in sehr schnell, schnell und langsam szagde Zustande unter-
teilen. Trotzdem erreicht jede beobachtete physikaligtigie erst dann einen zeit-
lich konstanten Wert, wenn auch die langsamste VariabéeSdiidtemperatur, ihren
stationaren Zustand erreicht hat, da die Variablen umaneler vernetzt sind. Eine
realistische Zielsetzung ist es daher neben dem mittigdfeis Verhalten, das Lang-
zeitverhalten der Brennstoffzelle positiv zu beeinflussen
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Kapitel 6

Steuerung des PDAE-Systems der
MCFC

Da viele praktisch relevante partielle Differentialglaimgen nicht analytisch losbar
sind, werden auch Optimalsteuerungsprobleme, deren Nedemungen durch

PDAE-Systeme beschrieben werden, mithilfe numerischgakieen gelost. In jings-

ter Zeit wurde eine Vielzahl von Ansatzen zur SteuerungRDAE-Systemen entwi-

ckelt, die im Allgemeinen die spezielle Struktur der paieie Differentialgleichungen

ausnutzen. Im Folgenden wird eine relativ universell dizissre Methode vorgestellt,
die bereits im letzten Kapitel bei der numerischen Losumig PDAE-Systemen An-

wendung gefunden hat.

Dazu beschaftigt sich der Abschnitt 6.1 mit der numeriachésung von Optimal-
steuerungsproblemen bei partiellen Differentialgleitdpen mithilfe der Ansatzgirst
optimize, then discretize" ungirst discretize, then optimize“. In den folgenden zwei
Abschnitten wird die zweite Methode auf das MCFC-Modell@amgndet und die aus
optimalen Steuerungen auf Teilintervallen zusammengesstiboptimale Steuerung
eines Lastwechsels prasentiert . Dazu wird in Abschnftder Abstand der Zell-
spannung zu einem vorgegebenen Sollwert minimiert, withia Abschnitt 6.3 eine
moglichst gleichmafige Temperaturverteilung im Solickieht werden soll. In Ab-
schnitt 6.4 wird untersucht, inwieweit bereits die Anordguler Gaskanale die Tem-
peraturverteilung des Solids beeinflusst. Das Kapiteis@hmit einer Zusammenfas-
sung.

141
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6.1 Optimale Steuerung von PDAE- und DAE-
Systemen

Zur numerischen Losung von Optimalsteuerungsprobleristieren zwei verschie-
dene Ansatze, die sich durch die Reihenfolge von Diskegting und Optimierung
unterscheiden. Eine Moglichkeit igfirst discretize, then optimize“, bei der die Diffe-
rentialgleichungen in einem ersten Schritt mittels der apkel 5 bereits diskutierten
Verfahren diskretisiert werden und anschlieRend ein Gptimgsalgorithmus ange-
wendet wird, um das endlichdimensionale Problem zu IdseiGegensatz dazu wer-
den bei dem AnsatAirst optimize, then discretize* erst die Optimalitatsimegingen
des kontinuierlichen Problems aufgestellt, die im Ansshldaran diskretisiert wer-
den. Welche der beiden Methoden Anwendung findet, hangbisioven der Struktur
des Differentialgleichungssystems ab als auch von deligtdgeit leicht aufstellbarer
Optimalitatsbedingungen ab.

6.1.1 ,First optimize, then discretize*

Da die Warmeleitungsgleichung und auch die Steuerung el@pé&ratur eine zentrale
Rolle im Modell der MCFC spielen, untersuchen wir an diesel&die Existenz von
Losungen des Optimalsteuerungsproblems einer Wartegggleichung. Zur Steue-
rung einer Temperaturverteilung in einem Medium ist esfigzielle Warmeleitungs-
gleichungen moglich, die Optimalitatsbedingungen astellen, sodass der Ansatz
~first optimize, then discretize" genutzt werden kann.

Neben Literatur zur Semidiskretisierung von PDAE-Systeraoad zur Diskretisie-
rung von DAE-Systemen sei als Einfihrung in die Theorie@ptimalen Steuerung
von partiellen Differentialgleichungen das Standardwenk Lions (1971) empfohlen.
Erganzend sei auf das aktuell erschienene Buch von $aiit{2005) verwiesen, das
sich insbesondere auf die Analysis von Optimalsteueruogégmen konzentriert und
dessen Ergebnisse fur das Optimalsteuerungsproblemiegtationaren Temperatur-
quelle im Folgenden in verkirzter Form wiedergegeben arerd

Dazu wird zunachst ein Optimalsteuerungsproblem mitrdinearen Warmeleitungs-
gleichung definiert:

Definition 6.1 (Optimale instationare Temperaturquelle)

Seien ein beschranktes Lipschitzgebfetz R" mit dem Rand X sowie das Zeitin-
tervall[0, t] mitt; > O gegeben. Seien weiterhin die Vorgape € £2(X x [0, t]),
die Schrankem, € £2(X x [0, t]) undup € £2(X x [0, tf]) sowie die Anfangswert-
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funktionyg e £2(X) gegeben. Dann definiert das Problem

minJ(y, u) := % // (Y(x, 1) — yx(x, )% dt dx + % // u(x, t)2dt dx

Xx[0,t] Xx[0,t]
(6.1)
unter
oy .
§(X’t) —aAy(x,t) + by(x,t) = cu(x,t) firxe X,t e][0,t], (6.2)
0
%(x, t) + ay(x,t) =0 firx e oX,t e [0,%],  (6.3)
y(X,0) = yo flirx e X, (6.4)
Ua(X, t) < u(x,t) < up(x,t) fuir fast allex € X,t € [0, tf],
(6.5)

ein Optimalsteuerungsproblem der instationaren Wagitelgsgleichung mit linearer
Inhomogenitat und einer verteilten linearen Steuerurabddsind die Parametarb,
c unda zeit- und ortsabhangige Funktionen alf§X x [0, t;]).

Eine Losung im klassischen Sinne kann fur diese Aufgaleioeg nicht garantiert
werden. Wir beschranken uns daher auf schwache Losungeffaderen schwache
Ortsableitungen erster Ordnung ebenfall€friiegen. Dazu wird die Differentialglei-
chung 6.2 mit einer Testfunktiom aus£?, deren Orts- und Zeitableitungen ebenfalls
in £2 liegen, multipliziert und anschlieBend Uiber Ort und Zeiegriert. Mit der parti-
ellen Integration einzelner Terme folgt dann:

Definition 6.2 (Schwache losung)
Ist die Variationsformulierung

// y—dtdx+// aVwadtdx—/ b yw dt dx

Xx[0,t] Xx[0,t] Xx[0,t]

// Cuwdtdx + // ay w dtds(x) — /yo(x)w(x 0) dx

X x[0,t] aXx[0,4]

(6.6)

fur allew e Wzl’l(x, [0, t]) mit w(X, t) = O erfullt, dann heif3t die Funktioy €
Wzl’o(x, [0, t/]) schwache Losung des Optimalsteuerungsproblems 6.1.

Satz 6.1
Das Optimalsteuerungsproblem 6.1 besitzt fiir jede Stewgen < L£2(X, [0, t])

Solidtemperatur 9 _

I
o




Solidtemperatur 9

[
o

144 KAPITEL 6. STEUERUNG DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

und jede Anfangswertfunktioyg € L£?(X) genau eine schwache Lésung e
Wy (X, [0, t]).

Der Beweis ist ein Spezialfall aus Troltzsch (2005), S.f276

Zusatzlich liegt die schwache Losung (vgl. Troltzsc3), S. 119ff) inV (0, t;), so-
dass die Abbildundu, yo) — Yy von £2(X, [0, t]) x £2(X) in W(0, t;) linear und
stetig ist. Daher kann analog zu Troltzsch (2005), S. 123 Existenz der Optimalen
Steuerung bewiesen werden, indem das Optimalsteuerwigspr in ein Optimie-
rungsproblem Uberfuhrt wird, fir das Aussagen Uberkiestenz einer Losung ge-
macht werden konnen. Dazu wird die Losupin der Zielfunktion durch eine lineare
und stetige Abbildung ersetzt, die die Steuerungithilfe der Differentialgleichung
aufy abbildet. Auf diese Weise wird die Differentialgleichungbenbedingung elimi-
niert. Da das neu entstandene Zielfunktional des Optim@gsproblems konvex und
stetig ist und zusatzlich die zulassige Memdig := {u € £2(X, [0, t]) : ua(x, t) <
u(x,t) < up(x,t) furfast allex € X,t € [0, tf]} konvex, abgeschlossen, nichtleer und
beschranktinC?(X, [0, tf]) ist, kann ein allgemeiner Existenzsatz fur quadratisghe O
timierungsprobleme in Hilbertraumen (vgl. Troltzsclo@B), S. 39f) angewendet wer-
den. Aus der Existenz einer Losung des quadratischen @ptingsproblems folgt
dann die Existenz einer Losung des aquivalenten Optimagsungsproblems:

Satz 6.2
Das Optimalsteuerungsproblem 6.1 besitzt eine optimatihg, die furl. > 0 ein-
deutig bestimmt ist.

Damit besitzt das Optimalsteuerungsproblem 6.1 mindesgre optimale Steuerung
U mit einem zugehorigen optimalen Zustand

Zunachst wird jeder Losung ein sogenannter adjungi@ustand zugeordnet:

Definition 6.3
Die Losungp der adjungierten Gleichungen

0
—a—f(x, t)y —ax, ) Ap(x,t) =y —yx firxe X,t €]0,t], (6.7)
0
a—g(x,t)—l—ap:)'/—yx fiirx e oX, t € [0, ], (6.8)
p(X,tr) =0 flrx e X, (6.9)

heil3t adjungierter Zustand.

Die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Zustaresrd durch folgenden
Satz geliefert, der ein Spezialfall des Beweises in Tstliz(2005), S. 126 darstellt.
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Satz 6.3
Die adjungierten Gleichungen aus Definition 6.3 besitzerageine schwache Losung

pe W%, [0,t]) .

Um nun die notwendigen und hinreichenden Optimalitatsigrahgen aufzustellen,
wird zunachst eine Variationsungleichung in Abhangigttes Zustandeg aufgestellt.

Anschliel3end wirdy mithilfe des adjungierten Zustandes ersetzt, sodass diativa
onsungleichung nur noch von der Steueruraphangt:

Satz 6.4

Die Steuerung € Uaq mit dem zugehérigen Zustadst genau dann optimal fiir das
Optimalsteuerungsproblem 6.1, wenn die Lésprig W (0, t;) der Gleichungef6.7)
(6.9) die Variationsungleichung

/ c(x,t)yp(x,t) + A (u(x,t) = G(x,t))dtdx >0 (6.10)
Xx[0,t]

fur alleu e Uyg erfiillt.

Der Beweis kann wiederum als Spezialfall in Troltzsch 0. 126f, nachgeschla-
gen werden. Im Allgemeinen lasst sich keine analytischeung dieser Optimalitats-
bedingungen finden, sodass auch in diesem Fall auf numengatahren zuriickge-
griffen werden muss. Eine Moglichkeit ist das Gradien®enjektions-Verfahren (vgl.
Gruver und Sachs (1981) und Kelley (1999)), das das Venfethes steilsten Abstiegs
zur Optimierung von nichtlinearen, differenzierbaren lgionen auf Probleme mit In-
tervallrestriktionen erweitert. Eine weitere Losungssate der Variationsungleichung
ist die Diskretisierung in ein endlichdimensionales Peoblund der anschlieRenden
Losung beispielsweise mithilfe eines SQP-Verfahrens. iy (2002), Gill, Murray
und Wright (1981) oder Nocedal und Wright (2006)).

Bemerkung 6.1

Die Vorgehensweisegfirst optimize, then discretize* kann auf das MCFC-Model au
Tabelle 3.1 und 3.2 angewendet werden, wenn die Reaktiensis, , r ox, UNdrRed
als konstant angenommen werden und fir alle Differerig@gungen bis auf die
Warmeleitungsgleichung eine analytische Losung indfee Abhéngigkeit von der
Solidtemperatur und der Steuerung sowie des Ortes und dearregeben werden
kann. Dann liegt die Wéarmeleitungsgleichui@51)in der benétigten Forrn6.2) vor,
sodass iber den Wedirst optimize, then discretize" eine Losung generiert areer
kann.
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Bemerkung 6.2

Werden die Reaktionsraten des MCFC-Modells nicht kongtesgtzt, liegen aber ana-
lytische Lésungen der Differentialgleichungen bis alg 8varmeleitungsgleichung
vor, entsteht eine semilineare WarmeleitungsgleichDaei treten die Solidtempe-
ratur und die Steuerung in der Inhomogenitéat nichtlinadr &réltzsch (2005) be-
handelt einige spezielle semilineare parabolische Opgiewzerungsprobleme. Dabei
ist jedoch die Differenzierbarkeit des Steuerungs-ZudganDperators und damit die
Existenz einer schwachen Lésung von der Art des AuftretirsSteuerung in der
Differentialgleichung abhéangig (vgl. Troltzsch (2005) 209f). Da jedoch keine ana-
lytische Ldsung der Differentialgleichungen des MCF@©#ems vorliegt und somit
auch die Struktur der nichtlinear auftretenden Steuerander Wéarmeleitungsglei-
chung nicht bekannt ist, kann in diesem Fall die Existeneregsehwachen Losung des
Optimalsteuerungsproblems nicht garantiert werden.

6.1.2 ,First discretize, then optimize"

Durch die komplexe Struktur des MCFC-Modells (zwei Ortselivsionen, hochdi-
mensionales System, Semilinearitat, nichtlineare Raditigungen, nichtlineare alge-
braische Gleichungen, entartete Differentialgleichumdg@pplung der inhomogenen
Warmeleitungsgleichung mit inhomogenen Reaktions-iations-Gleichungen) ist
es einerseits schwierig, die notwendigen Optimalitadsigungen aufzustellen, und
andererseits bereitet die fortlaufende Weiterentwicgldes Modells seitens der In-
genieure Probleme, da mit jedem geringfiigig geandertexddill ein komplett neues
Gleichungssystem fur die Optimalitatsbedingungen estfgjlt werden muss. Daher
wird auf die sehr allgemein anwendbare Methgfiist discretize, then optimize" aus-
gewichen, die bereits fur die Losung von PDAE-SystemeKapitel 5 genutzt wur-
de. Durch eine Semidiskretisierung analog zu Abschnittl5axrd das Optimalsteue-
rungsproblem mit partiellen Differentialgleichungen in ©ptimalsteuerungsproblem
mit gewohnlichen Differentialgleichungen transforniiédie sich anschlie3ende Dis-
kretisierung mittels eines Runge-Kutta-Verfahrens wétrdies unendlichdimensiona-
le optimale Steuerungsproblem mit gewdhnlichen Difféedgleichungen in ein end-
lichdimensionales nichtlineares Optimierungsproblem um

EinenUberblick Uiber die hier Anwendung findende Theorie der @ptsteuerung bei
gewdhnlichen Differentialgleichungen geben Hesten88@) und Leitmann (1981),
die auf die klassischen Methoden der Optimalen Steuerudgvaniationsmethoden
eingehen und die notwendigen und hinreichenden Bedingungisstellen. Ebenfalls
sehr ausfuhrlich entwickelt das Buch von Pontrjagin, pokkij, Gamkrelidze und
MisCenko (1964) systematisch die Theorie optimaler Sfoeesse. Bryson und Ho
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(1975) widmen sich in einem Kapitel speziell den numerischethoden der Op-
timalen Steuerung. Weiterhin fasst Biuskens (1998) diehbtn der numerischen
Losungsverfahren zur Berechnung Optimaler Steuerungssmamen und geht detail-
liert auf die hier verwendeten direkten Verfahren ein.

6.1.2.1 Optimalsteuerungsprobleme

Die bisher betrachteten PDAE-Systeme beschreiben dyohmiphysikalische, che-
mische, usw.) Zustande auf einem Ortsgebiet. Fuhrt matagmnPDAE-System eine
zusatzliche Funktion : X1 x --- x Xp x [to, tf]] — RY ein, die auf die rechte Seite
des Systems, aber auch auf die Koeffizienten der Ableitukg&tuss nimmt, so kann

man die Dynamik des PDAE-Systems steuern. Das Ziel ist ssden zugelassenen
Steuerfunktionen diejenige zu wahlen, die das PDAE-3ysteter gewissen Kriterien

optimiert. Es lasst sich formal das Optimalsteuerundgsera definieren:

Definition 6.4 (Optimales Steuerungsproblem)

Seienu : X1 x -+ x Xp x [to, ] = RY undy : X1 x --- x Xn x [to, tf]] = R™
sowieA, A, : RY x R™ x (X1 x -+ x Xp) X [to, /] = R™ x R™ und f : R™ x

RY x X1 x -+ x Xp x [to, tf]] = R™ hinreichend glatte Funktionen mi c R fiir

allei = 1,...,n undS eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge des
RY. Dann heil3t das Problem

rp’lyn J(u,y) (6.11)
unter der Dynamik
0
A, y, X, t)a—f + Z As(u,y, X, t)Dyy = f(u,y, x,t), (6.12)
| <k

den Anfangsbedingungen
AU, y, X, 1) (Y(X, to) — Yo(x)) =0, (6.13)
den Dirichlet-, Neumann- und/oder Robin-Randbedingurdggr-orm

= 0r(U, X) (6.14)
XRr

ey

0
on

o
= qn(u, X), (—%/ + y)

Xn 0

y|XD = QD(Ua X)a

sowie dem Steuerbereich

ux,t) e S (6.15)
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optimales Steuerungsproblem (OCP, optimal control prapleHierbei sind mitD¢y
alle Ortsableitungen der Ordnukg= a1 + - - - + an und mitXp, XN, Xr C (X1 x
-+ x Xp) Teilmengen des Randes vOX1 x - -- x X;) bezeichnet.

Die Formulierung der Dynamik des Steuerungsproblemsgisivalent zur Definition
des PDAE-Systems (5.1), wobei die Funktion®nA, und f nun zusatzlich neben
den Zustandsvariabley, den Ortskoordinater und der Zeitkoordinaté auch von
der ortlich verteilten und zeitabhangigen Steuerufyg t) abhangen.

Das Zielfunktional ist im Allgemeinen von der Form

J(u,y):=g(u,y) +/ do(u, y, X, t)dt dx. (6.16)

Unter gewissen Glattheitsvoraussetzungen lasst sicintigral in eine Differential-
gleichungsform umformulieren, sodass nach der Einfizusatzlicher Komponen-
ten des Zustandesund den zugehorigen Differentialgleichungen obigesfidigdtio-
nal in die einfachere Form

J(u,y) :=4(u,y) (6.17)

mit § € R transformiert werden kann.

Fir die Losung des PDAE-Systems gilt weiter:

Definition 6.5 (Zulassigkeit)

Ein Losungspaagu, y) des PDAE-System.12) heil3t zulassig zum Optimalsteue-
rungsproblen{6.11)(6.15) falls zuséatzlich die Randbedingung@il4)und die Glei-
chung(6.15) erfillt sind.

Unter allen zulassigen Losungen soll nun diejenige dtweéerden, die das Zielfunk-
tional minimiert:

Definition 6.6 (Optimale Losung)
Als optimale Lésung des Steuerungsproble@d 1)(6.15) mit fester Endzeftt; be-
zeichnet man das zuléssige Funktionengaary*), fiir das

JU,y") < J(u,y) (6.18)

1optimalsteuerungsprobleme kdnnen mit noch allgemeinardangs- und Randbedingungen for-
muliert werden.

2Es ist moglich, Steuerungsprobleme mit freier Endzeitrnableme mit fester Endzeit zu trans-
formieren. Dazu wird eine neue Zeitvarialfles [0, 1] eingefilhrt. Mitt := f - t; und der Definition
9(x, ) == y(x,f - tf) erhalt man mit der neuen Zustandskompongrte; = t; einen aquivalenten
Steuerprozess.
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fur alle zulassigen Lésungén, y) gilt.

6.1.2.2 Semidiskretisierung

Die Semidiskretisierung erfolgt analog zu Abschnitt 5.auf dem OrtsgitterX ™.
Zusatzlich muss nun jedoch auch die Steuerung auf dies#sr Giskretisiert werden.
Es seii®™ : [tg, tf] —» RIMNz-Nn mjt

.
0™ = (@7, @) (6.19)

die Approximation der Steuerung auf dem Ortsgitter. Dals‘uiail]ﬂl ~~~~~ In) (1) =
a?, ..., x{” t) die Approximation auf jedem Ortsgitterpunit!!®), ..., x{")
aus XM Gleichzeitig muss auch das Zielfunktiondl durch eine adaquate For-
mulierung eines Zielfunktionald ™ approximiert werden. Istl in der einfachen
Form (6.17) gegeben, kanH" = J|,n gesetzt werden.

AnschlieBend wird das PDAE-Optimalsteuerungsproblem hiifét der se-
midiskreten Form des PDAE-Systems aus Gleichung (5.30) im [RAE-
Optimalsteuerungsproblem transformiert:

Definition 6.7 (Semidiskretes Optimalsteuerungsproblem)

Seieri®™, y und ™ die Approximationen der Steuerungder Zustandsvariablen

y und des Zielfunktionald des Optimalsteuerungsproblems aus Definition 6.4 auf
einem OrtsgitteX ™. Dann hei3t das Problem

i UG
ﬁﬂﬂ'ﬁm JW @™, y*) (6.20)
unter der Dynamik
AL g — £ (6.21)

den Anfangsbedingungen

A® (50 (t0) - 5§7) =0 (6.22)
sowie dem Steuerbereich

iPes (6.23)
semidiskretes Optimalsteuerungsproblem.

Die FunktionenA®™ und f™ aus Abschnitt 5.1.1.2 hangen hier im Gegensatz zum
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semidiskreten System (5.30) auch von der semidiskretereBtagi™ ab. Damit ist
ein Optimalsteuerungsproblem entstanden, dessen Dyrdumik ein Anfangswert-
problem in Form von gewohnlichen Differentialgleichungend algebraischen Glei-
chungen gegeben ist.

6.1.2.3 Diskretisierung

Zur Losung des Optimalsteuerungsproblems mit Nebenbedigjen in Form eines
DAE-Systems wird nun ein direktes Verfahren eingeseta dds Optimalsteuerungs-
problem durch eine Diskretisierung der Zeit in ein endliohehsionales Optimie-
rungsproblem Uberfuhrt (vgl. Bliskens (1998)). Diesspritht der Vorgehensweise
bei der Diskretisierung von DAE-Systemen aus AbschnittZs.azu wird erneut ein
Gitter X(") definiert, das das Zeitintervall in diskrete Punkte untiérténschlieRend
werden die semidiskreten Zustande und Steuerungen agrdieitgitterpunkten, bei
mehrstufigen Verfahren auch auf weiteren Zwischenpunkeapielsweise mit einem
Runge-Kutta-Verfahren approximiert (vgl. Abschnitt 2.1). Seien alsé™ undy*)
solche Approximationen der Steuerueip und der ortsdiskreten Zustandsvariablen
yM des semidiskreten Optimalsteuerungsproblems 6.7 auf detgitfer X(H). Be-
schreibt weiterhin die geeignet glatte Funkti@rdie Approximation der Zielfunktion
und die ebenfalls geeignet glatte Funktindie Approximation des DAE-Systems,
der Anfangsbedingungen, sowie der Steuerbeschrankudgan erhalt man aus dem
Optimalsteuerungsproblem tiber das semidiskrete Opteagrungsproblem ein dis-
kretes Problem:

Definition 6.8 (NLP-Problem)
SeienG : RIN-.-Nn)-(N-s) o pM(N1-.-Nn)-(NS) s R ynd C : RIMNi-.-Nn)-(N-5) o
RM(Nw--Nn)-(N'9) _ R stetig differenzierbare Funktionen. Dann heil3t

_min @™, y™y unter ca®™, y™) <o. (6.24)
ut™,y

nichtlineares Optimierungsproblem (NLP-Problem, nagdinprogramming problem).

Die Anzahl der Gleichungen i@, die aus der Diskretisierung des DAE-Systems resul-
tieren, ergibt sich aus der Anzahl der ortsdiskreten Pui¥ie. . .- N) und der Anzahl

der Gleichungen des PDAE-Systems multipliziert mit N - s, wobeiN die Anzahl

der zeitdiskreten Punkte urgddie Anzahl der Stufen des Diskretisierungsverfahrens
ist. Hinzu kommemm(N;s - ... - N,) Gleichungen, die die Anfangsbedingungen des
DAE-Systems approximieren. Weiterhin nehmen wir an, dasSteuerbeschrankun-
gen durchNg Gleichungs- und\Ny Ungleichungsnebenbedingungen an die Steuerung
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approximiert werden konnen, die nun ebenfall€ienthalten sintl Insgesamt ergibt
sich als Dimensioh=m(Ng-...- Np) - (N-8) +m(Nz-...- Np) + Ng+ N.

Dieses nichtlineare Optimierungsproblem kann mithilfe \®8tandardmethoden zur
Nichtlinearen Optimierung gelost werden (vgl. Alt (2008)ll, Murray und Wright
(1981) oder Nocedal und Wright (2006)). Zu den verbreiégtsMethoden zahlt
dabei das SQP-Verfahren (sequential quadratic prograg)mitas als Erweiterung
des Newton-Verfahrens zur Losung der Kuhn-Tucker-Bedliggn aufgefasst werden
kann. EineUbersicht Uiber die notwendigen und hinreichenden Bediiggn von (pa-
rametrischen) NLP-Problemen liefert der Abschnitt 7.1.2.

Insbesondere kommen Methoden der large-scale Optimieruny Einsatz (vgl.
Di Pillo und Roma (2006) oder Biegler, Ghattas, Heinkensshlund van Bloe-
men Waanders (2003)), da das NLP-Problem durch die Diskeating eine sehr gro3e
Anzahl an Optimierungsvariablen und Nebenbedingungeitzbelie hier verwende-
te Software NUDOCCCS st ein direkter Loser fur Optimalstrungsprobleme mit
DAE-Systemen. Intern verwendet NUDOCCCS verschiederegtationsmethoden,
wobei im Falle von steifen Differentialgleichungen RADABwahIt werden sollte.
Zur Losung des NLP-Problems wird der SQP-Optimierungsétiynus EO4UCF der
NAG-Library (vgl. NAG (2006)) eingesetzt.

6.2 Suboptimale Steuerung eines Lastwechsels der
MCFC

Ein Nachteil von Schmelzkarbonat-Brennstoffzellen ig ldingsame Systemantwort
auf sogenannte Lastwechsel, d.h. auf é'%nelerung der Zellstromstarlege wahrend
des Betriebes der Brennstoffzelle. Auch hier kommen dié wieschiedenen Zeit-
skalen der Variablen zum Tragen, indem sehr schnelle Mlanalwie die Zellspan-
nung, sehr rasch auf einen Lastwechsel reagieren, walrer8toffstrome und insbe-
sondere die Solidtemperatur nur langsam die Wirkungenranégeiner veranderten
Stromstarke zeigen. Gleichzeitig ist ein besonders dighreastwechsel mit Tempe-
raturschwankungen verbunden, die insbesondere bei eihéhéng der Stromstarke
kompensiert werden mussen.

Ziel der Optimalen Steuerung ist es daher, nach einem Laksetmoglichst schnell
in den neuen stationaren Zustand zu gelangen. Indiz d@stfigie Zellspannung, die
relativ stark und sehr schnell auf einen plotzlichen Wethker Stromstarke reagiert,

LIn allgemeinerer Form sind in NLP-Problemen auch Ungleigfsnebenbedingungen an die dis-
kreten Zustande zugelassen.

Zeit1=532.9
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aber auch den Einfluss aller anderen physikalischen GriMergibt und deshalb
erst dann vollstandig in einen stationaren Zustandddddr wenn auch die langsamste
Variable, die Solidtemperatur, keine zeitabhangigeralderungen mehr aufweist.

Wir gehen erneut vom stationaren Zustand der MCFC aus Alits&h3.2 bei den ge-
gebenen Standarddaten aus Anhang E und einer Stromstirkey= 0.7 aus Ahn-
lich wie in Abschnitt 5.3.3 zur Dynamik der Brennstoffzel&d ein Lastwechsel von
lcell = 0.7 auflee = 0.6 vorgenommen. Die Zellspannung betragt kgi = 0.7 im
stationaren Standardfall 2883, wahrend im stationaren Zustand hgij = 0.6 eine
Zellspannung von 3088 in einer separaten Rechnung ermittelt wurde. Diese&bl|
spannungDbsy; = 30.788 soll nach dem Lastwechsel so schnell wie moglich drteic
werden, sodass die Zielfunktion den Abstand zwischen decheeten Spannung und
der Sollzellspannung tUiber dem Berechnungszeitraum rigrtim

Tf
rm@/@€—®wm%a (6.25)
70

Dazu wird das Berechnungsintervall, [01111] erneut in die einzelnen Interval-

le [0,0.1], [0.1,1.1], [1.1,111], [11.1,1111] sowie [1111,11111] zerlegt und

fur jedes Intervall eine optimale Steuerung berechnebeivdie Anfangswerte und
Startschatzungen fur [0.1] aus den Simulationsergebnissen des stationaren Zustan
des im Standardfall und fur alle weiteren Intervalle aus Berechnungsergebnissen
des vorherigen Intervalls eingelesen werden.

Als Steuerungen kommen alle Input-Paramegtef, ain, xH,0.ain» Yain, Lain, Zair
Jair und Rpack in Frage, deren gesuchte zeitabhangige Verlaufe Ranefstegen bil-
den. Die Steuerbereich (zum Vergleich auch der Standatfigiad in der Tabelle 6.1
angegeben. Zu beachten ist hier, dass

> xxain=1 (6.26)

ke

fur die chemischen Stoffé := {CHy4, H20, Hy, CO, CO;,, O2, N2} gelten muss, al-

SO xCH,.ain + XH,0.ain = 1, da aulRer Methan und Wasser keine weiteren Stoffe am
Anodeneingang zugefuhrt werden. Somit wird nur der Motanb fur Methan gesteu-
ert, wahrend der Wasseranteil aus dem optimal gesteubtétinananteil berechnet
wird. Damit ergeben sich sechs mogliche Steuerungend@imdiodell, deren Steuer-
bereiche aufgrund der (In-)Stabilitat der Brennstofizgddoch nicht beliebig, sondern
ahnlich wie in der Praxis moderat gewahlt werden missen.

1Da die Steuerung nichtlinear in das MCFC-Modell eingeheiis Regularisierungsterm der Steue-
rung in der Zielfunktion nicht zwingend notwendig.
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unterer Wert| Standardwert oberer Wert

Gaszufuhr am Anodeneingang:

Molenbruch von Metharycn, ain 0.25 1.0/3.5 0.4

Molenbruch von WassetH,o0,a in 0.6 2.5/3.5 0.75

Temperatuta in 2.8 3.0 3.2

Stoffstromdichtd g in 0.85 1.0 1.5
Luftzufuhr am Brenner:

Luftzahl Aair 15 2.2 2.5

Lufttemperatund i 1.0 1.5 2.0
KathodenrucklauRyack 0.4 0.5 0.6

Tabelle 6.1: Steuervariablen

Aufgrund des erhohten Rechenaufwands zur Ermittlung g¢in@len Steuerung wird
in diesem Fall eine Ortsdiskretisierung von 3x3 (zuziigtler Werte am Anoden- und
Kathodeneingang) gewahltAlle fiinf Zeitintervalle werden erneut in je 21 aquidi-
stante Stitzstellen unterteilt. Die berechnete Losshguf den Teilintervallen opti-
mal, die aus den Teilintervallen zusammengesetzte Logdarh nur suboptimal
Als Integrationsmethode wird das in der verwendeten Sa&WwdJDOCCCS einge-
setzte RADAUS5-Verfahren genutzt.

Die Abbildung 6.1 zeigt den Verlauf der Zellspannubgauf den fiinf Zeitintervallen.
Die gestrichelte Linie kennzeichnet in allen Teilgrafike(&)-6.1(g) den Verlauf der
Zellspannung der Simulation des Lastwechsels hgin= 0.7 auflce = 0.6. In der
Simulation ist deutlich der schnelle Anstieg der Zellspamnim ersten Zeitintervall
bisz = 0.005 zu erkennen, der die direkte Reaktion der Spannung alfatéwechsel
darstellt. Darauf folgt ein langsamerer Anstieg vor= 0.005 im ersten Intervall bis
7 = 0.015 im zweiten Intervall, der die Reaktion der Stoffstroamoé den Lastwechsel
und den damit verbunden Einfluss auf die Zellspannung keécimzet. In den letzten
Intervallen [01, 1.1] bis [1111, 11111] schwingt sich die Zellspannung, verursacht
durch die langsame Temperaturanderung des Solids, intdBargren Zustand, also
den Sollwert ein. Dieses Einschwingen wirkt sich negativche Zellleistung aus und
soll wahrend eines Lastwechsels vermieden werden.

Die durchgezogenen Linie stellt die Zellspannung wahreesi auf den Zeitinterval-

1Da sich an die Optimale Steuerung in Kaptitel 7 eine Seiiitsanalyse anschlieBen soll, darf
die SensitivitatsmatriX®L D X im Programm NUDOCCCS die fur den Compiler maximal zulgssi
Matrizengrof3e nicht Uiberschreiten.

2Eine Berechnung der Steuerung auf dem Gesamtintervalkigewdes Speicherbedarfs und auch
wegen der hohen Rechenzeit nicht moglich ohne die Disleeting auf den Teilintervallen zu ver-
groRern, was jedoch wegen der Steifheit der Variablenrméss in Bezug auf die verschiedenen Zeit-
skalen von sehr schnellen bis langsamen Variablen niclgtioibist.

Zeit1=547.7

3.2

Solidtemperatur 9 _

I
®




Solidtemperatur 9

Zeit 1 =555.1

154 KAPITEL 6. STEUERUNG DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

O 2
EZZ ] —Optimale Steuerung
2.4 ---Simulation
0 01 11 Zeitt 111 1111 11111

. (a) Zellspannung bei Steuerung aller Input-Variablen

—Optimale Steuerung
--Simulation

0 0.1 11 Zeitr 111 1111 11111
(b) Zellspannung bei Steuerung der MolenbriigBg, ain UNd xH,0,ain @am Anodeneingang

—Optimale Steuerung

---Simulation

0 0.1 11 Zeitr 111 1111 11111
(c) Zellspannung bei Steuerung der Stoffstromdidhig am Anodeneingang

—Optimale Steuerung

--Simulation

0 0.1 11 Zeitr 111 1111 11111
(d) Zellspannung bei Steuerung der Gastemperatiram Anodeneingang

’m
---Simulation

.1 11 Zeitt 111 1111 11111
(e) Zellspannung bei Steuerung der Luftzal} am Brenner

—Optimale Steuerung
---Simulation

.1 11 Zeitr 111 1111 11111
lispannung bei Steuerung der Lufttemperatyy am Brenner

(f) z

D

’m

--Simulation

0 01 11 Zeitt 111 1111 11111
(g) Zellspannung bei Steuerung des RiicklaRfgk der Kathode

Abbildung 6.1: ZeIIspannun@§ bei optimaler Steuerung auf den Zeitintervallen
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len optimal gesteuerten Lastwechsels dar. Die Grafik 6Zdm) die Zellspannung
bei gleichzeitiger Steuerung aller Input-Variablen ausTédelle 6.1. Deutlich ist die
wesentlich schnellere Annaherung an die Sollzellspagimsbesondere in den ersten
Teilintervallen zu sehen, sodass die Zellspannung &b0.03 (0.375 Sekunden) we-
niger als O1 Prozent von der Sollzellspannung abweicht. Die optimsieyeerte Zell-
spannung erreicht im ersten Intervall sogar eine Abweighton weniger als ©01
Prozent, wohingegen diese Bedingung in der Simulationmrittzten Berechnungs-
intervall, also nach mehreren Stunden erflllt wird. Die flitude der Schwingungen
der Zellspannung liegt im letzten Intervall bei der Simiglatnoch bei etwa ©27.
Auch die optimal gesteuerte Zellspannung unterliegt ssicBchwingungen, die je-
doch im letzten Zeitintervall eine Amplitude von7®7- 102 besitzen und nur noch
von numerischer, nicht aber von praktischer Bedeutung sind

Der Zielfunktionswerte der Optimalen Steuerung auf derzediten Teilintervallen
sind 0509 - 1072, 0.133- 107>, 0.913- 1077/, 0.254 - 10% und Q500- 104, ins-
gesamt also B14- 10-2. Auch anhand dieser Werte lasst sich eine gute Annaherung
an den Sollwert der Zellspannung bereits im zweiten Teifirdll erkenneh Setzt
man die Ergebnisse der Simulation in die Zielfunktion eirjstzdie Simulation Ab-
weichungen von 332- 1071, 0.401- 1072, 0.235- 101 und Q494- 101, 1.112 zur
Sollzellspannung auf mit einer Gesamtabweichung von et2231

Ob eine technisch aufwandige Steuerung aller Input-Petemmotwendig ist, zeigen
die Ergebnisse in den Abbildungen 6.1(b)-6.1(g). Die dstejien Zellspannungen
resultieren aus der optimalen Steuerung von nur einemggindnput-Parameter. Al-

le Ubrigen Input-Parameter werden auf ihre Standardwantéckgesetzt. Gute Re-
sultate zeigen insbesondere die Randsteuerungen desiviad@resycH, ain und der
Stoffstromdichtel 4 i» am Anodeneingang in Grafik 6.1(b) und 6.1(c), die bereits im
ersten Zeitintervall [00.1] die Zellspannung deutlich anheben. Unter diesen beiden
Steuerungsmadglichkeiten hebt sich besonders die Stffstichte hervor, da es hier
im Gegensatz zur Steuerung mithilfe der Molenbriiche zaresreniger ausgepragten
Uberspannung am Anfang des zweiten Intervalls kommt. \Weitkonnen auf diese
Weise ebenfalls die Schwingungen der Zellspannung, widisi8imulation des Last-
wechsels in den letzten Intervallen zeigt, kompensiertieer Als Zielfunktionswerte
ergeben sich.A32- 1071, 0.186- 10°2, 0.310- 107, 0.303- 10~/ und Q519- 10~°

fur die funf Intervalle also insgesamt rundl@4- 10~1. Damit liegt der Zielfunkti-
onswert in derselben GroRenordnung wie der Zielfunkti@rs bei Steuerung aller
Input-Parameter.

Zudem ist die Steuerung der Stoffstromdichte praktisctezgutalisieren. Dazu zeigt

1Die zunehmenden Werte der Zielfunktion in den Teilintdlerresultieren aus der zunehmenden
Intervalllange.
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die Abbildung 6.2 die Optimale Steuerung der Stoffstrorhticam Anodeneingang
auf den Teilintervallen. Die Steuerung beginnt im ersteteriall an der oberen
Schranke, muss aber die sich bereits abzeichnEheespannung anschlieRend durch
eine Steuerung an der unteren Schranke kompensieren. @rveanehmender Zeit
nimmt die Stoffstromdichte dann den Standardwert der SitioiI'ajn = 1.0 an.

raLin

0 01 11 111 1111 11111
Zeitt

Abbildung 6.2: Steuerung der Stoffstromdiclitgi, am Anodeneingang

Das Augenmerk dieser optimalen Steuerung lag allein auZd#spannung. In der
Praxis ist jedoch auch die Temperatur des Solids von Bedgutia grof3e Tempera-
turunterschiede in den festen Bauteilen der Brennstdéfzetgen moglicher Materi-
alschaden oder -ermudungen vermieden werden sollen.

Die Rechenzeit der optimalen Steuerung bei Steuerung lajheit-Variablen betragt
etwa drei Tage, aber nur 2 Stunden bei alleiniger Steueren&tbffstromdichte am
Anodeneingang. Damit ist die Optimale Steuerung aller tifaiablen selbst bei gro-
ber Ortsdiskretisierung sehr aufwandig.

Das Anfahren der Brennstoffzelle mit Standarddaten far@itsdiskretisierung 3x3
ist im Ordner3x3/ anf ahr en zu finden. Der daraus resultierende stationare Zu-
stand befindet sich im Ordn8x 3/ anf ahren/ dir 1 cel | 07_back05_gai nl1_

m t phi _T1000. Die Simulation des Lastwechsels und die Optimale Steuggbeim-
halten die Ordnei3x3/ sprungl cel | und 3x3/ opt sprungl cel | auf bei-
gefugter CD. Auch hier sind neben den Programmdateiengensainen Ergebnissen
und Grafiken auch Videosequenzen der einzelnen Varialkdémnemd des Lastwechsels
zu finden.

6.3 Suboptimale Steuerung unter Bertcksichtigung
der Temperaturverteilung im Solid der MCFC
In der Praxis erfolgen Lastwechsel immer sukzessiv, d ¢h einer kleinerAnderung

der Stromstarke folgt ein Zeitraum von bis zu mehreren &uanin der die Brenn-
stoffzelle wieder in einen stationaren Zustand gelangin@ dieses Vorgehens ist die
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Vermeidung von Spannungen im Material, die durch starkepEgaturunterschiede
im Solid ausgelost werden und insbesondere bei schnebsimechseln auftreten.
Diese Prozedur ist nicht nur sehr zeitaufwandig und daeuiet, sondern beispiels-
weise bei einem kontrolliertefNothalt* auch schwer realisierbar. Ziel ist es daher, die
Temperaturverteilung wahrend eines Lastwechsels zuditiaten.

6.3.1 Steuerung am Referenzmodell

Da die Materialspannungen bei einer Lasterhohung zunehbetrachten wir den in-
teressanteren Fall und erhohen die Stromstarkelygn= 0.7 auflce = 0.75. Als
Sollzustand wird eine (ungefahr) konstante Solidtentperto gewiinscht. Da die zu
steuernde Solidtemperatur eine hohe Zeitkonstante besitizzu den sich sehr lang-
samen andernden Variablen zahlt, wird das Quadrat deefdhwng der tatsachlichen
zur gewinschten Solidtemperatur nur im letzten Zeitirst#f{111.1, 11111] ins Ziel-
funktional aufgenommen. Daher optimieren wir analog zunsdkimitt 6.2 mit der
Zielfunktion (6.25) (aber mitce = 0.75 und der aus einer zusatzlichen Simulations-
rechnung stammenden Sollzellspanndng = 28.2184706) auf den Teilintervallen
bist = 1111. Die Ergebnisse dieser Rechnungen nutzen wir als Anfaegswnd
Startschatzungen fur die folgende Rechnung auf demvaitdd11.1, 11111].

Als Zielfunktion fur das letzte Zeitintervall wird jetztad Quadrat der Abweichung
zwischen tatsachlicher und gewiinschter Solidtempegewahit,

T
min (s — Yson)2d dr, (6.27)
70 [0,1]x[0,1]

wobei die Solidtemperatur nun neben der Zeit fpi= 1111 undzs = 11111 auch
Uber dem Ort integriert wird Die Temperatur soll auf einen Wert vahy = 3.1
angeglichen werden. Auch in diesem Fall wird mit einer Qslsetisierung von 3x3,
21 aquidistante Stutzstellen auf dem Zeitintervall uathdRADAU5-Verfahren in der
Software NUDOCCCS als Integrationsmethode gerechnet.

Die Abbildung 6.3(b) zeigt als Ergebnis die optimale Saidperatur bei Minimierung
des Abstandes der Solidtemperatur zur Sollsolidtempeb&iLSteuerung aller Input-
Parameter zum Ende des letzten Intervallssbet 11111. Dazu ist als Vergleich in
Abbildung 6.3(a) noch einmal die Solidtemperatur bei Miil@rang des Abstandes
der Zellspannung zur Sollzellspannung aus Abschnitt 6ehfglis furz = 11111

IDer Einfachheit halber wird bei der SemidiskretisierungZielfunktion das Ortsintegral durch die
Summe aller Temperaturendifferenzen an den Ortsgittdtparapproximiert.
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(a) bei Minimierung des Abstandes zwischen Z@#ly bei Minimierung des Abstandes zwischen So-
spannung und Sollzellspannung lidtemperatur und Sollsolidtemperatur

Abbildung 6.3: Solidtemperatutsin © = 11111 nach dem Lastwechsel

angegeben. Deutlich ist die wesentlich gleichmaRigerapkezaturverteilung in Ab-
bildung 6.3(b) zu erkennen.
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1

Abbildung 6.4: Solidtemperatufs in ¢ = 11111 bei Minimierung des Abstandes
zwischen Solidtemperatur und Sollsolidtemperatur bandefter Temperaturskala

Zur genaueren Betrachtung stellt Abbildung 6.4 die Sofigteratur noch einmal mit
geanderter Temperaturskala dar und zeigt die Verandetanqualitativen Tempera-
turverteilung (Orte der Temperaturmaxima- und -minimasDemperaturmaximum
liegt noch immer be{¢; = 1, & = 1) jedoch ist der Wert von.217 auf 3120 gesun-
ken. Das Temperaturminimum, wurde v@n = 1, &2 = 0) nach(¢; = 0,2 = 0)
verschoben und besitzt nun einen Wert vo@9® statt 3021. Die maximale Tem-
peraturdifferenz sinkt damit von.196 (58.330 Kelvin bzw. 58.330 °€auf 0023

1Da die Temperaturen in Kelvin und Grad Celsius gleich skiasiind und nur einen verschobe-
nen Nullpunkt besitzen, ist die Temperaturdifferenz invielgleich der Temperaturdifferenz in Grad
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Steuerung Zielfunktionswert
Aair» Yair, Roack XCHg,a,in, 19a,iny 1—‘a,in 2.508
Aair 42.466
Roack 28.991
X CHg,ain 35.769
Jain 41.273
Iain 35.927

Tabelle 6.2: Zielfunktionswerte bei verschiedenen Staugen

(8.760 Kelvin bzw. 8.760 °C).

1.1 0.66
2.7
0.64
26 1.05)
5 0.62
T 25 K 3
< = & 06
2.4 058
0.95|
0.56
2.3
; 0. N 0.54! "
1111 Zeitt 1111 1111 Zeitt 11111 1111 Zeitt 11111
(a) Steuerundajr (b) Steuerungtair (c) SteuerundRpack
35 16
c 04 34
% 1.4
1035 e £
O < 3 < 12
X ) —~
0.3 3.1
1
3|
0.25
2.9 0.8
1111 Zeitt 1111 1111 Zeitt 1111 1111 Zeitt 11111
(d) SteuerungrcHy.ain (e) Steuerun@ain (f) Steuerund ain

Abbildung 6.5: Steuerungen der Input-Variablen

Im Gegensatz zur Steuerung des letzten Abschnittes msuttiese wesentlich

gleichmafitigere Temperaturverteilung aus dem Zusamriedrdgr Steuerung aller

Input-Variablen, die in Abbildung 6.5 dargestellt sindel8teuerungen der Luftzahl
Aair, der Lufttemperatutiyir, des Kathodenriicklaufé®,,ccund der Gastemperatur am
Anodeneingand, in liegen dabei auf der oberen oder unteren Schranke.

Die Rechenzeit dieser Optimalen Steuerung auf dem Intdivil. 1, 11111] betragt
etwa 36 Stunden. Die Rechenergebnisse sowie weitere GrafdeOptimalen Steue-
rung befinden sich im Ordn@&x3/ opt _sprungl cel | / auf beigefugter CD. Zum

Celsius.
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Steuerung ortlich konstant  ortlich verteilt
Aair, Vair, Rback XCH,,ain(¢2): Yain, Iain((2) 2.508 2.250
XCHa.ain((2) 35.769 35.604
Tain(2) 35.927 35.900

Tabelle 6.3: Zielfunktionswerte bei verschiedenen, teibg ortlich verteilten Steue-
rungen

Vergleich dazu sei auf die Simulation des Lastwechseld ygn= 0.7 auflee = 0.75
im Ordner3x3/ sprungl cel | / verwiesen.

6.3.2 Steuerung mitortlich verteiltem Stoffzufluss der Anode

Um die ortlich verteilte Solidtemperatur noch effektizer steuern, wird nun eine ort-
lich verteilte Steuerung eingefuhrt und somit das Referesdell erweiteri?ain((2, 7)
Daher wird die Konstruktion der Brennstoffzelle veranderdem eine am Anoden-
eingang ortlich verteilte Steuerung der Stoffstrome dtariert wird. Dazu werden
die Randsteuerungerth,,ain((2, 7). xH,0.ain((2, 7) UNdTain((2, 7) eingefilhrt. Ei-
ne ortsabhangige Temperatursteuerung der Anodengaseteghnisch aufwandiger.
Auch die Luftzufuhr und der Kathodenriicklauf lassen sethhisch nicht als Uber den
Kathodeneingang verteilte Steuerungen realisieren, el@&dse zuvor in der Misch-
kammer gemixt werden. Alle weiteren Optimierungsparamete die Zielfunktion,
die Schranken der Steuerungen, sowie die Parameter desaimng NUDOCCCS
bleiben wie im vorherigen Abschnitt 6.3.1 angegeben.

Verglichen werden die Zielfunktionswerte (bei Minimiegudes Abstandes zwischen
Solidtemperatur und Sollsolidtempereratur) der Uber demwdeneingang konstanten
Steuerungen mit den Zielfunktionswerten der ortlich eitieén Steuerungen. Die Ta-
belle 6.3 zeigt dazu die berechneten Werte, die jedoch mimgjégig voneinander
abweichen. Beispielsweise verringert sich der zu minieride Zielfunktionswert bei
ortlich verteilter Steuerung der Stoffstromdictitgjn nur um etwa 027. EineAnde-
rung der Konstruktionsweise des Anodeneingangs der Brteffrelle fuhrt also zu
keiner verbesserten Temperaturverteilung im Solid.

1In Gleichung (3.32) zur Berechnung der Stoffstromdichte Ideftzufuhr und miissen die kon-
stanten Werte VOlcH,,ain Undain((2, 7) durch die Integralq'o1 XCHg,ain dZ2 und jbl Lain(2, 1) di2
ersetzt werden. In allen weiteren Gleichungen des Modallslen Tabellen 3.1 und 3.2 werden
die KonstantenycHy,ain, xH,0.ain, UNd Iajn durch die ortsabhangigen Variablefch, ain(¢2, 7),
XH20.ain((2, T) UndTgin((2, 7) ersetzt.
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Der Rechenaufwand betragt bei Steuerung aller Inputa¥déen etwa drei bis vier Ta-
ge.

Die vollstandigen Ergebnisse dieser Optimalen Steuesimdjin den Ordneri@x3/
opt _t het as/ v auf beigefugter CD zu finden.

6.4 Temperaturverteilung bei Kreuzstrom-, Gegen-
strom- und Gleichstrommodellen

Neben der optimalen Steuerung der Input-Variablen kanrSdigtemperatur auch
Uber eine Modellanderung bzw. einen veranderten AuftenBrennstoffzelle beein-
flusst werden. Dazu kann beispielsweise die Verteilung daslitsators in der An-
ode und der Kathode optimiert werden, wie dies Heidebre2d®g) beispielhaft fur
die Reforming-Reaktionen zeigt, indem er das zweidimerad® Ortsgebiet in vier
Sektoren mit unterschiedlichen Damkohlerzahlen einteid mit Hilfe aller weite-
ren Input-Parameter die elektrische Leistung optimieds Resultat ist eine auf dem
Ortsgebiet gleichformigere Stromdichte, die hoherer@starken erlaubt und zu einer
hoheren elektrischen Leistung fiihrt.

Ein weiterer Vergleich ergibt sich aus der Konstruktionsseler Lage der Gaskanale
zueinander. Im vorliegenden Modell sind sie kreuzformmgieordnet, es ist jedoch
technisch ebenfalls moglich die Kanale parallel zueitearanzuordneh wobei die
Flussrichtung gleich oder entgegengesetzt ist, wie die®ela in Abbildung 6.6 ver-
deutlichen. In Fall des Gegen- oder Gleichstroms verelmfsich das Modell, da nur

Anode Anode
Solid Solid
Kathode Kathode|

oG G
(a) Kreuzstrom (b) Gegenstrom (c) Gleichstrom

Abbildung 6.6: Anordnungsmaoglichkeiten der Gaskanale

noch Ableitungen in Richtung; auftreten und deshalb alle Variablen entlang der
Koordinate gleichformig verteilt sind. Wir wollen inskmwdere die unterschiedlichen

Lim August 1999 wurde in Kawagoe (Japan) eine 1000 Kilowatf@@emonstrationsanlage mit
4 x 250 Kilowatt Stacks in Betrieb genommen, von denen jenailei im Gegenstrom und zwei im
Gleichstrom arbeiten. Die Reformierung von Wasserstdéflgrjedoch extern.
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Temperaturverteilungen in den Kanalen und im Solid bétext Dazu wird fur je-
des Modell der stationare Zustand bei Standardparamatesinhang E berechnet.
Zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse wurde tratzereinfachten Modelle
bei Gleich- und Gegenstrom ortlich 2D gerechnet und dasrszenario des Kreuz-
strommodells aus Abschnitt 5.3.1 auch fur die anderen Maaelle benutzt. Ana-
log zu Abschnitt 5.3.1 wurde in allen Fallen eine 10x10 @idkretisierung auf dem
Ortsgebiet [01] x [0, 1] verwendet. Das Berechnungsintervall der Zeit0111]
wird erneut in die Zeitintervalle [@.1], [0.1, 1.1], [1.1,11.1], [11.1,1111] sowie
[111.1,11111] zerlegt, wobei jedes Zeitintervall in 21 zeitdiskretenRie unterteilt
wird. Als Integrationsmethode der Software NUDOCCCS wiilRAUS gewahilt.

S04 04 8
ANncy, @ 02 < 0.2 nal€
ene;, <@ 0 A0 or A

KO ] Ain onsko

— "02 k0.4
ontskoo”

(a) Kreuzstrom (b) Gegenstrom (c) Gleichstrom

Abbildung 6.7: Gastemperattip der Anode bei verschiedenen Anordnungen der Gas-
kanale

Die Abbildung 6.7 zeigt als Ergebnis des AnfahrszenariesGlastemperaturen der
Anode im stationaren Zustand bei Standardparameterdiéimnterschiedlichen An-
ordnungen der Gaskanale. In Abbildung 6.7(a) ist noch elrdas Ergebnis aus Ab-
schnitt 5.3.2 dargestellt. Die Anodentemperatur sinkgaufd der endothermen Re-
formingreaktion bei der Herstellung von Wasserstoff uredgstdurch die exotherme
Oxidationsreaktion, in der Wasserstoff verbraucht wird dabei freie lonen abgege-
ben werden. Deutlich ist die Verschiebung der Temperat&iamtung der;>-Achse
zu erkennen, wobei die Temperatur pgi= 0 niedriger und bej> = 1 hoher ist. Die
Maximaltemperatur wird befc; = 1, (2 = 1) erreicht. Im Gleichstrom- oder Kreuz-
strommodell in Abbildung 6.7(b) und 6.7(c) kommt es zu kdiieVerschiebungen
in (»>-Richtung. Der qualitative Verlauf (Absinken durch Reféenung, Anstieg durch
Oxidation) der Anodengastemperatur bleibt jedoch besteBemerkenswert ist aber,
dass bei beiden Modellen mit parallelen Gaskanalen digp@eaturen unter der Tem-
peratur des Kreuzstrommodells liegen und speziell im Getgemmodell auch ig:-
Richtung wesentlich gleichmafiger verteilt ist.

Ein ahnliches Ergebnis zeigt die Abbildung 6.8 der Gastnaipiren der Kathode im

stationaren Zustand. Auch hier zeigen alle Abbildung&(&§, 6.8(b) und 6.8(c) einen
ahnlichen Verlauf, wobei hier nun die unterschiedlichémsBrichtungen zu beachten
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(a) Kreuzstrom (b) Gegenstrom (c) Gleichstrom

Abbildung 6.8: Gastemperatul; der Kathode bei verschiedenen Anordnungen der
Gaskanale

sind (Kathodeneingang bgp = 0 und Flussrichtung ig1 bei Kreuzstrom in Gra-
fik 6.8(a); Kathodeneingang bei = 1 und Flussrichtung ig7 bei Gegenstrom in
Grafik 6.8(b); Kathodeneingang hai = 0 und Flussrichtung igy bei Gleichstrom in
Grafik 6.8(c)). Generell steigt die Gastemperatur wegeregethermen Reduktions-
reaktion an. Auch hier ist besonders das Gegenstrommadéleachten, in dem die
Maximaltemperatur im Vergleich zu beiden anderen Modeliesentlich niedriger ist.

8
O’fs/(a's 04 — .
(a) Kreuzstrom (b) Gegenstrom (c) Gleichstrom

Abbildung 6.9: Solidtemperatufts bei verschiedenen Anordnungen der Gaskanale

Das wichtigste Ergebnis liefert jedoch die SolidtemparaivAbbildung 6.9 im sta-
tionaren Zustand, die, um Materialermidung zu vermeideiglichst gleichformig
verteilt sein soll. Aufgrund der Warmeleitung wird die Mianaltemperatur im Kreuz-
strommodell in Abbildung 6.9(a) bé&j1 = 1, (> = 1) erreicht, da die Gastemperaturen
jeweils am Ende der Gaskanale am hochsten sind.

Die Temperaturverteilungen in den Kanalen ist im Gegenstnodell und im Gleich-
strommodell ahnlich. Allerdings sind die Kanale im Valtnis zueinander verschieden
angeordnet. So trifft beispielsweise im Gegenstrommatzilheille Anodenausgang
auf dem im Vergleich zum Kathodenausgang kiihleren Katheidgang. Es kommt
hier also wesentlich besser zu einem Temperaturausglaich das Solid, sodass die
Temperatur (bei gleicher Stromstarke) wesentlich gleiaRiger verteilt ist.
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Kreuzstrom| Gegenstrom Gleichstrom
ZellspannundJ e 29.773 30.160 29.529
(0.765V) | (0.775V) (0.759 V)
ZellleistungPeey 47.638 48.257 47.246
(0.753 kW) | (0.763 kW) | (0.747 kW)
elektrischer Wirkungsgragk, 0.497 0.504 0.494

Tabelle 6.4: Output-Parameter bei verschiedenen Anogkuder Gaskanale im sta-
tionaren Zustand

Die Ergebnisse der Output-Parameter in Tabelle 6.4 zeagt das Gegenstrommodell
neben der besseren Temperaturverteilung auch eine hibkistangsfahigkeitim Ver-
gleich zum Kreuzstrommodell zeigt. Dagegen weist das G&iommodell zwar eine
gleichmafigere Solidtemperatur als das Kreuzstromrhadé] jedoch ist die Zell-
spannung und damit auch die Zellleistung sowie der elakteidVirkungsgrad niedri-
ger.

Ein weiteres Ergebnis dieser Berechnungen ist, dass diewagr Rechenersparnis
teilweise genutzten einfacheren 1D-Gegenstrom-Modeté Petzet (2003), Scher-
del (2003) und Honick (2006)) nicht zur Beschreibung der AMOmit Kreuzstrom
geeignet sind, da die Temperaturverteilung im eindimeraden Fall nicht auf den
zweidimensionalen Fall mit Kreuzstrom Ubertragbar ist.ibsbesondere die Tempe-
raturspitzen im praktischen Einsatz der Brennstoffzeltggiichst genau beobachtet
bzw. vorhergesagt werden mussen, ist die Verschiebursgididaxima in den ver-
schiedenen Modellen als kritisch zu betrachten.

Die Simulationsdauer des gesamten Anfahrens ist bei deiciGlend Gegenstrom-
modellen bereits deutlich niedriger als beim Kreuzstrordetip obwohl auch bei den
Gleich- und Gegenstrommodellen in ortlich 2D gerechnatdeu(Da allerdings keine
Ableitungen in eine zweite Ortsrichtung existieren, karenRlechnung auf ein aquiva-
lentes 1D-Modell reduziert werden, bei dem weitere bedwlde eiteinsparungen zu
erwarten sind.)

Die Simulationsergebnisse der Modelle sind in den Ordd€x10/ anf ahr en/,
10x10/ anf ahren_gegenstroni und 10x10/ anf ahr en_gl ei chst rom
auf beigefugter CD zu finden. Die Unterordnairr _I cel | 07_back05_gai n1_
m t phi _T1000 enthalten die hier gezeigten stationaren Zustande @éeMbdelle.
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6.5 Zusammenfassung

Dieses Kapitel beschaftigte sich mit der Steuerung des Gt8Fennstoffzellenmo-
dells. Im ersten Abschnitt wurden dazu in kurzer Form dielbeiStrategienfirst
optimize, then discretize" ungfirst discretize, then optimize* vorgestellt. Im ersten
Fall wurden zur Losung des Optimalsteuerungsproblem@deationare Temperatur-
quelle die notwendigen und hinreichenden Optimalitadgsisringen aufgestellt, die
anschlielend mithilfe numerischer Verfahren (Diskretisng) gelost werden kdnnen.
Fur komplexere Systeme wie das MCFC-Modell wurde der Andaist discretize,
then optimize" gewahlt, der die Semidiskretisierung desi®alsteuerungsproblems
mit partiellen Differentialgleichungen in ein Optimals&ungsproblems mit gewodhn-
lichen Differentialgleichungen und die anschlieRendekiigsierung in ein nichtli-
neares Optimierungsproblem vorgestellt. Die folgendeachhitte beschaftigten sich
mit der optimalen Steuerung des MCFC-Modells.

In einem ersten Schritt wurde dazu die Steuerung eines keabtsel auf Teilintervallen

vorgestellt, bei dem die Zellspannung einen aus der Simounldes stationaren Zustan-
des berechneten Sollwert erreichen soll. Mithilfe der 8teng der Input-Variablen

lasst ein deutlich schnelleres Erreichen der Sollzelispag und auerdem ein Aus-
gleichen der Schwingungen der Spannung nach einem Lastelemtieichen. Als Er-

gebnis lieferten diese Untersuchungen aul3erdem, dass Prabds bereits gute Er-

gebnisse erzielt werden konnen, wenn die Stoffstromeieim Anodeneingang als
alleinige Steuerung der Input-Variablen gewahlt wird.

Eine Steuerung der Solidtemperatur ist jedoch nur durciSteelerung aller Input-
Variablen moglich, da der Einfluss einer einzelnen Inpatiablen bei den gegebenen
Steuerbeschrankungen zu gering ist. Die Einfuhrungrdiber dem Anodeneingang
verteilten Steuerung der Gastemperatur und der Molehleraadert dieses Ergebnis
nicht.

Jedoch kdnnen durch eine Designanderungen der MCFQniniile Gaskanale nicht
kreuzformig, sondern parallel angeordnet werden, bedserebnisse zur gleichmali-
geren Temperaturverteilung des Solids erzielt werden.Ditersuchungen zeigten,
dass im hohen Lastbereich bei Standarddaten die Tempezgrilung in Modellen
mit parallelen Kanalen gleichmaRiger ist, und dass siefTdmperaturen im Gegen-
strommodell bei sogar hoherem Wirkungsgrad besonderauggfieichen.
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Kapitel 7

Parametrische Sensitiviitsanalyse des
PDAE-Systems der MCFC

Bei aus der Praxis stammenden Problemen wird das Losen ptimé&steuerungs-
problemen durch Ungenauigkeiten in der zugrundeliegeiganbasis des Modells
erschwert. Die Modellparameter sind im Allgemeinen dexRrantnommene Schatz-
und Mittelwerte. Damit ergibt sich fur die optimale Steweg ein zusatzliches Pro-
blem: Es ist nicht ausreichend, die optimale Losung zu findendern es muss un-
tersucht werden, inwieweit schon geringe Storungen dedéparameter die Losung
andern. Diese Untersuchung liefert die in diesem Kapitegestellte parametrische
Sensitivitatsanalyse, die sich mit dem Verhalten dewulbgsbei kleinen Storungen von
Systemdaten beschaftigt.

Zu diesem Zweck wird im ersten Abschnitt des Kapitels dieapeatrische Sensiti-
vitatsanalyse von PDAE-Systemen erlautert, die durctki@tisierung auf die Sen-
sitivitat von NLP-Problemen zurtickgefuhrt wird. Im BianschlieRenden Abschnitt
wird die Sensitivitat des MCFC-Modells beziglich ausgdger Storungen in den
Modellparametern vorgestellt. Dazu wird das Modell béigStorungen der Zell-

stromstarke, der Anodeneingangstemperatur und derahiftan Brenner untersucht.
Das Kapitel endet mit einer kurzen Zusammenfassung debBigge.

7.1 Parametrische Sensitividitsanalyse von PDAE-
Systemen

Die parametrische Sensitivitatsanalyse eines Optieastingsproblems beschaftigt
sich mit dem Verhalten der Losung bei kleinen Storungen 8gstemdaten, unter-
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sucht somit die Auswirkungen von kleinen Parameteramdgm auf die optimale
Steuerung und die Losung des PDAE-Systems. Die numeriSehsitivitatsanaly-
se eines PDAE-Systems wird durch die Semidiskretisier@sgRDAE-Systems und
der anschlieBenden Diskretisierung des entstandenen B&EmMs ahnlich zu Ab-
schnitt 5.1 (Numerik von PDAE-Systemen) und zu Abschnitt®(Optimale Steue-
rung von PDAE-Systemen) auf die Sensitivitat eines gestinichtlinearen Optimie-
rungsproblems zurtickgefiihrt.

7.1.1 Sensitiviit parametrischer Optimalsteuerungsprobleme

Nun werden neben der Losung des ungestorten optimalereistegsproblems aus
Definition 6.4 die Steuerung und die Zustandsvariable in&klgigkeit eines kleinen
Storparameterp € P c RK betrachtet. Ausgehend vom Optimalsteuerungsproblem
wird dazu das folgende parameterabhangige Problem definie

Definition 7.1 (Parameterablangiges Optimalsteuerungsproblem)
Seien die Funktionenm, y, sowie A, A,, f wie in Definition 6.4 gegeben, jedoch
zuséatzlich von einem Parametee P c RX abhangig. Dann heif3t das Problem

min J(u,y, p) (7.1)
P

AUY. XL RS + Y AUy X LRIDEY = fLy.xLp),  (72)
lal <k

A(u,y, X, t, p) (Y(X, to, P) — Yo(X, p)) =0, (7.3)
oy ay

YIx, = do(U, X, p), A= an(u, X, p), <T + y> =0r(U, X, p) (7.4)

n XN on XRr
ux,t, p) e Sc R (7.5)

parameterabhangiges Optimalsteuerungsproblem. kéin éésten Parametpg erhalt
man das ungestoérte Problem.

Der Parametep kann also eine Storung des Zielfunktionals, der Dynamié der
Anfangs- und Randbedingungen bedeuten. Stel(g) undy(p) eine vonp abhangi-
ge Losung des gestorten Problems dar, und sind diesdetahinaus nactp diffe-
renzierbar, kann als KenngroRe firr di@derung der optimalen Steuerung und der
Zustandsvariablen beziglich einer Storymglas Sensitivitatsdifferential angegeben
werden:

Definition 7.2 (Sensitivi@atsdifferential)
Seienu(p), y(p) undJ(u, y, p) die optimale Steuerung, die Zustandsvariable und die
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Zielfunktion des gestorten Problems 7.1. Dann bezeicmagt die Ableitungen nach
dem Storparametgy im Nominalwertpo,

ou oy 0J
a_p(pO), a_p(pO)’ a_p(pO)’ (76)

als Sensitivitatsdifferentiale van y undJ.

Diese Sensitivitatsdifferentiale werden mithilfe demSigvitaten des diskreten Op-
timierungsproblems approximiert, das nach Semidiskestiag und Diskretisierung
des parametrischen Optimalsteuerungsproblems entstéstde

7.1.2 Sensitiviait parametrischer Optimierungsprobleme

Fur gestorte Probleme lasst sich analog zu ungest@fmalsteuerungsaufgaben

eine Semidiskretisierung auf dem Ortsgité") und anschlieRend eine Diskretisie-
rung auf dem ZeitgitteXX ) wie in Abschnitt 6.1.2.2 und 6.1.2.3 durchfilhren. Das
Resultat der Diskretisierung des parameterabhangigeilétns 7.1 ist ein gestortes

NLP-Problem analog zum ungestorten NLP-Problem 4.2:

Definition 7.3 (Parameterablangiges NLP-Problem)
SeienG : RNz x P —» R undC : RNz x P — R! stetig differenzierbare Funktionen.
Dann heif3t

min G,y p) unter c@®,y™ p)<o0, pe P, (7.7)

GH), yH)

parameterabhéngiges NLP-Problem zum ParanpeteP .

Die Losungen des NLP-Problemi€") und § stellen Approximationen der Losun-
genu®™ undu™ des Optimalsteuerungsproblems 7.1 auf dem Orts- und Reitgi
XM dar. Die Dimension vorg(a™) T, (yM)T)T ist durchN, = (d + m)(Ny - ... -
Nn) - (N - s) gegeben, wobeil die Anzahl der Steuerungem die Anzahl der Dif-
ferentialgleichungen des PDAE-Systertl; - ... - Np) die Anzahl der ortsdiskreten
Punkte,N die Anzahl der zeitdiskreten Punkte uadie Anzahl der Stufen des Dis-
kretisierungsverfahrens bezeichnet.

AnschlieRend lassen sich die Sensitivitatsdiffereatitdr Losungen, y und der Ziel-
funktion J des Optimalsteuerungsproblems mithilfe der Sensit@itédes Optimie-

Zeit 1=666.1

3.2
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rungsproblems approximieren:

au oat

— = (Po), 7.8
only~ op Po) (7.8)
oy 5y(H)

- = (po), (7.9
op Po op ’

0J oGH)

— = (Po)- (7.10)
oply, P

Die Berechnung dieser Sensitivitat des NLP-Problemsridtiebenprodukt des Satzes
Uber die Differenzierbarkeit der Losung des gestorteRNroblems. Dazu werden im
Folgenden die notwendigen Bedingungen des NLP-Problefgestellt, zu deren Vor-
stellung jedoch vorab Definitionen erwahnt werden muséaalog zur Zulassigkeit
bei Steuerungsproblemen wird die Zulassigkeit von NL&bRrmen definiert:

Definition 7.4 (Zulassiger Punkt)
Ein Punktz = (G, M) heilt zulassig zum nichtlinearen Optimierungsprobles au
Definition 7.3, fallsz die Nebenbedingun@(z, p) < 0 erfillt.

Unter allen zulassigen Punkten ist nun derjenige Punkiggsder zumindest in einer
Umgebung die Zielfunktion, d.h. lokal, minimiert:

Definition 7.5 (Lokales Minimum)
Ein zulassiger Punkz wird lokales Minimum zum nichtlinearen Optimierungspro-
blem 7.3 genannt, falls eine Umgebudgc RNz vonz existiert, sodass

G(z,p) < G(z p) (7.11)

fur alle zulassiger € U; gilt.
Ein zuléassiger Punkz heil3t strenges lokales Minimum, falls

Gz p <Gz p (7.12)
erfullt ist.
Die notwendigen Bedingungen sollen mithilfe der Lagrafgektion dargestellt wer-

den, wobei nun die Nebenbedingung mithilfe eines Multigldes an die Zielfunktion
angekoppelt wird:
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Definition 7.6 (Lagrange-Funktion)
Sei die Funktior : RNz x R' x P — R mit einem Parameter < R' gegeben durch:

L(z, 7, p) :=G(z, p) + ' C(z, p). (7.13)

Dann heil3t_(z, n, p) Lagrange-Funktion zum gestorten NLP-Problem 7.3.

Sei nun durch die Dimension der Nebenbedingu@g< 0 und durchN, die Anzahl
der Ungleichungsnebenbedingungen gegeben, sodass ddaéstingung aquivalent
istzu

Ci=0 furi=1,....1 — Ny, (7.14)
Ci<0 furi=1-Ny+1,...,1I. (7.15)

Dann lasst sich fur einen zulassigen Punkt definieremchveeBeschrankungen aktiv
sind:

Definition 7.7 (Aktive Menge, aktive Beschankungen)
Seiz ein zuléssiger Punkt des nichtlinearen Optimierungdprob 7.3. Dann wird

M@z p)i={1.... =NJU{ie{l=Nu+1,...,1}]|Ci(z p =0 (7.16)

die aktive Menge zum Punktgenannt. Die aktiven Beschrankungen und die zugehori-
gen Multiplikatoren werden durch

C?:= (Ci)iem@p Und n*:=(n)iemep € R, (7.17)

definiert, wobeNy die Machtigkeit der aktive Mengh ist.

Damit lassen sich mithilfe der partiellen Ableitungen dagtange-Funktior%—';, der
Zielfunktion 05—(25 sowie der Funktion der Nebenbedingun@%rund der aktiven Menge
die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fur die opérhasungz des nichtli-
nearen Problems formulieren, die aber nur unter eineretaRegularitatsbedingung
(maximaler Rang der Jacobimatﬁg) gelten:

Satz 7.1 (Strenge KKT-Bedingungen)
Seiz die optimale Losung des gestorten nichtlinearen Optinmigsproblems 7.3 und
die dazugehdrige Jacobi—Matrf%(CZ—a (z, p) habe maximalen Rany,. Dann existiert

Solidtemperatur 9 _

I
o




Solidtemperatur 9

[
o

172 KAPITEL 7. SENSITIVITATSANALYSE DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

ein eindeutig bestimmter Multiplikatar € R, der die Bedingungen

oL _ oG _ LoC _
E(Z’ s p) - E(Za p) + n E(Z’ p) - 09 (718)
n >0, i=1...,1, (7.19)
ni =0, i & M(Z, p) (7.20)

erfiillt. Diese Bedingungen werden strenge Karush-Kutiokér-Bedingungen (KK T-
Bedingungen) genannt.

Ein Beweis kann unter Anderem in Fletcher (1987) nachgagem werden. Um zu ga-
rantieren, dass ein Punkt, der die KKT-Bedingungen drfélich eine optimale Losung
ist, mussen zusatzlich hinreichende Bedingungenlesiéiin:

Satz 7.2 (SSC-Bedingungen)
Fir einen fest vorgegebenen Parameteeiz ein zulassiger Punkt, der die strengen

KKT-Bedingungen erfillt. AuBerdem seien die Gradiel%?qlinear unabhéngig,

rang(aa—cza(z, p)) = Na. (7.21)

Es gelte weiterhin die strikte Komplementaritat des Mliliators der aktiven Be-
schrénkungen,

n® >0, (7.22)

und die Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion sei positivrietiuf den Kern von
oCa =

%7 (Z po),

oz

2

T0°L _ N . oC? _
) E(Z’ 7, Po)v > 0, fur allev # 0 mit E(z, po)v = 0. (7.23)

Dann existiert eirr > 0 und eine Konstante > 0, sodass mit der euklidischen Norm
die Ungleichung

G(z, po) > G(2, po) +cliz— 2||? (7.24)

fur alle zulassigerz mit |z — z||> < & gilt. Diese Bedingungen heien SSC-
Bedingungen (strong second order sufficient conditions).
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Den Beweis liefert beispielsweise Fiacco (1983). Danssigsich der Satz Uber die
Differenzierbarkeit der optimalen Losung formulierers Alebenprodukt des Bewei-
ses wird eine Formel fur die Sensitivitat abgeleitet.

Satz 7.3 (Differenzierbarkeit der optimalen Losung)

Seienzg undng ein zulassiger Punkt und ein Multiplikator, die die SSCGiBgungen
erfullen. Dann existiert eine Umgebufg c P von po und differenzierbare Funktio-
nenz: Pp — RNz undy : Py — R! mit den folgenden Eigenschaften:

Fur die Funktionerz(p) undn(p) gilt im Punktpg

z(po) = 2o, 1n(po) = no- (7.25)
Die aktive Menge ist konstant iRy,
M(z(p), p) = M(zo, po), fur alle p € Po. (7.26)

Die Gradienteﬁ"gz—za sind linear unabhangig,

oca
rang(g(z(p), p)) = Na, fur alle p € Po. (7.27)

Fur allep € Py erfillt (z(p), n(p)) die SSC-Bedingungen des gestorten Problems.
Insbesondere sin@(p), n(p)) strenge lokale Minima des gestorten nichtlinearen Op-
timierungsproblems 7.3.

Die Resultate des Satzes werden in Fiacco (1983) bewiesem&benprodukt des
Beweises wird eine Formel fur die Sensitivitat abgeteisedass sich eine explizite
Formel fur die Sensitivitatsdifferentiale ergibt:

. a -1
P\ (G0 . po) £5 @, 18, Po)
92 (po) 2 (20. po) 0 (20, Po)

(7.28)

Die Sensitivitat der Losungund des Multiplikatorg®kann also bei bekannter Losung
zy des ungestorten Problems mit dem zugehorigen Multifdikey mithilfe der Gra-
dienten’S” und ‘% sowie den Termen der Hessematrix der Lagrangefunl%%n

2L

SOWIeazap

direkt angegeben werden.
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Die Sensitivitat der Zielfunktion ist dann gegeben durch

dG oG 0z oG
—_— = — — — . 7.2
dp(Zo, Po) = (20, po)ap(po) + ap (20, Po) (7.29)

Nun wird die Sensitivitat der Zielfunktion durch die Sensiat der Lagrangefunktion
ausgedriickt, die wegel; = 0 durch

dL oL
—_— = — 7.30
dp(Zo, Po) ap(Zo, Po) (7.30)

gegeben ist. Dazu werden die KKT-Bedingungen genutzt,uté als

oLz pap=2C T 7 ) =
@ P =@ P+ ) =z p =0 (7.31)

geschrieben werden kdnnen, da diejenigen Multiplikatgreerschwinden, deren zu-
gehorige Nebenbedingung nicht aus der aktiven Menge adgliEh gilt speziell fur

(2o, Po)
oG a7 0C2
— — =0. 7.32
p (20, Po) + (7%) p (2o, Po) (7.32)

AuRerdem wird durch die Formel fur das Sensitivitatsdihtial (7.28) die Gleichung

oCc?a dz oCc?a
— — = —— 7.33
> (20, po)dp(po) 2p (2o, Po) (7.33)

geliefert. Eingesetzt in die Gleichung der Sensitivitat dielfunktion (7.29) liefern
die Gleichungen (7.32) und (7.33) die Sensitivitat

dG oG 4.7 0C2 oL a
— - — - 7.34
dp(zo’ Po) ap (2o, Po) + (%) oD (20, Po) ap(ZOa 19> Po) (7.34)

beziglich der Storung.

Die Sensitivitaten vorii™) und §™) sind wegerz = (G, ) direkt durch die
Gleichung (7.28) gegeben. DA™ und ) die Steuerun@ und den Zustang so-

wie weiterhinG die ZielfunktionJ des parameterabhangigen Optimalsteuerungspro-
blems 7.1 approximieren, sind die Sensitivitatsdiffé¢isda % und % des parameter-
abhangigen NLP-Problems (7.3) Approximationen der Sieitatsdifferentiale (7.8)-
(7.10) des Optimalsteuerungsproblems.

Die Berechnung dieser Sensitivitaten beziglich eingsinellen Storparameters las-
sen sich dann mithilfe des Fortran-Programm NUDOCCCS diahckn, wenn dem
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Programm das mithilfe der Semidiskretisierung gewonnemameterabhangige Opti-
malsteuerungsproblem eines DAE-Systems zugrunde liegt.

7.2 Parametrische Sensitividttsanalyse eines Last-
wechsels der MCFC

Neben der optimalen Steuerung eines Lastwechsels ist @li@esessant, inwieweit
die Steuerung und damit auch die Zustandsvariablen aufStoreng im Gleichungs-
system des MCFC-Modells reagieren. Insbesondere musifgeerden, wie sich die
Dynamik der Brennstoffzelle bei einer Parameterandemigrend des Betriebes der
Brennstoffzelle andert.

Dazu wird die parametrische Sensitivitat wahrend einéSabintervallen optimal ge-
steuerten Lastwechsels untersucht (siehe Abschnittiée?Jem die Zellstromstarke
abrupt vonlee = 0.7 auflce = 0.6 sinkt und mithilfe einer gesteuerten Stoffstrom-
dichte am Anodeneinganfain eine Sollspannung erreicht werden soll. Aufgrund
der langen Rechenzeiten und des groRen Speicherbedartswie bei der optima-
len Steuerung eine 3x3 Ortsdiskretisierung auf den Teituatlen [Q 0.1], [0.1, 1.1],
[1.2,12.1], [11.2,1211] sowie [1111,11111] mit je 21 zeitdiskreten Punkten ver-
wendet.

Die Sensitivitat hangt insbesondere von der Art desayest 'Parameters ab. Daher
werden im Folgenden die Sensitivitaten bezuglich einéruhg der Zellstromstarke,
die direkten Einfluss auf alle Zustandsvariablen besitzjiglich einer Stérung der
Anodeneingangstemperatur, die direkten Einfluss auf died&nreaktionen nimmt
und beziglich einer Storung der Luftzahl im Brenner, destrkster Einfluss nicht
nur im Brenner und im Mixer sondern auch in der Kathode zu gpmast, untersucht.

Die Dynamik der Sensitivitat einer Zustandsvariablendwion der Zeitkonstanten
der Zustandsvariablen beeinflusst, die angibt, wie scleiei Variable auAnderun-
gen reagiert. Aus diesem Grunde werden beispielhaft faraalderen Variablen des
Modells die Sensitivitat der sich nur langsam anderndaid®@mperatur, die Sensiti-
vitaten der Gastemperaturen in der Anode und der Kathadgeatreter der schnellen
Variablen und die Sensitivitat der sehr schnell reagigeenZellspannung mit einer
sehr kleinen Zeitkonstante untersucht.

IDie SensitivitatsmatrbD L DX des Programms NUDOCCCS besitzt bei einer 3x3 Ortsdiskeetis
rung und 21 zeitdiskreten Punkten etwa 2108 Eintrage.

Zeit1=710.5

3.2
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7.2.1 Sensitiviait beziuglich der Sbrung der Zellstromstarke Iy

Es wird angenommen, dass sich wahrend des auf Teilintenvaptimal gesteuerten
Lastwechsel die Zellstromstarkge; marginal andert, sodass die Sensitivitaten auf
den Teilintervallen [00.1], [0.1, 1.1], [1.1, 11.1], [11.1, 111.1] sowie [1111, 11111]
hinsichtlich einer Stérung der Formgey = 0.6 + p mit dem nominellen Wert des
Storparametep = 0.01 untersucht wird.

Abbildung 7.1: Sensitivitat der Solidtempera%%é in &1 = 0.5 bei Storung der Zell-
stromstarkd el

Die Grafik 7.1 zeit die Sensitivitat der Solidtempera%é auf dem Zeitintervall
[0,11111] fur den Schnitgy = 0.5 langs der Anode. Die Sensitivitat am Intervallan-
fang beir = 0 ist Null, da die Storung nicht die Anfangswerte betribeutlich ist
jedoch zu erkennen, dass die Solidtemperatur relativ Emgaif eine veranderte Zell-
stromstarke reagiert, aber die Sensitivitat am Ende @@infervalls relativ hoch ist,
sodass aus einer marginalen Erhdhung der Zellstronestiine deutliche Temperatur-
steigerung resultiert. Dieser Temperaturanstieg erfeldpch gleichmafiig iber dem
Ortsgebiet, sodass nur eine leicht erhohte Materialbhelgsdurch ortliche Tempera-
turunterschiede zu erwarten ist (jedoch erhdhte Mateglaktungen aufgrund hdherer
Temperaturen).

Die Sensitivitaten der Gastemperaturen in Anode und Kdghmerden in Grafik 7.2
fur den Anodenschnitt bgh = 0.5 und den Kathodenschnitt bgi = 0.5 im Zeit-
intervall [0, 11111] vorgestellt. Die Gastemperaturen reagieren wegen @éndden
Zeitkonstanten wesentlich schneller auf efr@lerung der Zellstromstarke. Insbeson-
dere kommt es innerhalb der ersten Sekufden Minuten zu starken Schwankungen
der Sensitivitat. Diese Schwankungen verebben nach wemtnuten, und die Tem-
peratur passt sich an die neue Zellstromstarke an, inderfedhperatur am Anoden-

1Eine Zeiteinheit entspricht 12.5 Sekunden.
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Abbildung 7.2: Sensitivitaten der Temperaturen bei @tgrder Zellstromstarkkg

ausgang zunimmt (Grafik 7.2(a)), weil die ReaktionsraterQigédations-Reaktionen
sinken (weniger Wasserstoff wird benotigt). Daher steligt Sensitivitat auf Werte
Uber Null. Auch die Sensitivitat der Kathodentemperateigt (Grafik 7.2(b)), da tber
den Brenner und den Mischer warmere Gase vom Anodenauzggediihrt werden
und damit der Effekt der sinkenden Temperatur aufgrund igeirigeren Reaktionsra-
te der exothermen Reduktions-Reaktion kompensiert wird.

Am empfindlichsten beziglich einer Storung der Zellststiarke ist jedoch die Zell-
spannung, die wegen der sehr kleinen Zeitkonstanten iatevon Millisekunden auf
eineAnderung der Stromstarke reagiert. Die Grafik 7.3 zeigtiddie Sensitivitat der
Zellspannung in allen funf Zeitintervallen. Im erstendnall bis etwar = 0.08 ist
deutlich der plétzliche Einfluss démderung der Stromstarke zu erkennen. Die hohe
Sensitivitat beir = 0.08 resultiert aus einem veranderten Sprungpunkt der ftege
wie die Sensitivitat der Steuerung noch zeigen wird. AuehAbschnitt bisc = 0.5

Zeit1=725.3

3.2
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0}

0 01 11 Zeitr 111 1111 11111
S
Abbildung 7.3: Sensitivitat der Zellspannuﬁ% bei Storung der Zellstromstarkey,
des zweiten Intervalls ist das Ergebnis einer verandestenerung. Jedoch erreicht

die Zellspannung auch im gestorten Fall zum Ende des Bétlnagszeitraum den
vorgeschriebenen Sollzustand, sodass die SensitiétirgNull geht.

1
14
o 13

< 12

~ 11 ﬁﬁ/‘ L
0 01 11 Zeitr 111 1111 11111
(a) Steuerung der Stoffstromdichte am Anodeneingang dgsstiorten Problems

R —

0 0.1 11 Zeitr 111 1111 11111
(b) Steuerung der Stoffstromdichte am Anodeneingang d&®igen Problems

Abbildung 7.4: Steuerunf, in des ungestorten und des gestorten Problems

Zur Untersuchung der Steuerung ist in Grafik 7.4(a) die S$tengeder Stoffstromdich-
te im ungestorten Fall fup = 0 und zum Vergleich in Grafik 7.4(b) die Steuerung im
gestorten Fall fip = 0.01 dargestellt. Die wesentliche Struktur der Steuerunipble
auch bei einer Storung der Zellstromstarke erhalterugSteng auf der oberen Schran-
ke, Absprung und innere Steuerung, kurzzeitige Steueruhgex unteren Schranke
und anschlieRendes Einpendeln in den stationaren Zystand

Dieses Ergebnis bestatigt die Sensitivitatsanalysetarerung in Grafik 7.5(a). Ins-
besondere zeigt sich jedoch eine hohe Sensitivitat beispAlmgpunkt der Steuerung
von der oberen Schranke ab etwa= 0.075, d.h. der Absprungpunkt verschiebt sich.
Die Grafik 7.5(b) zeigt dasselbe Ergebnis in einer anderéid&@rskala der Sensiti-
vitatsachse, sodass in den letzten Teilintervallen zarerkn ist, dass die Sensitivitat
nicht nahe Null ist, die Steuerung also nicht wie im ungestoFall zu ihrem Stan-
dardwert zuriickfindet.

Die Sensitivitat der Zielfunktion betragt in den eineatTeilintervallen QL65- 1071,
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Abbildung 7.5: Sensitivitat der Steueruﬁé‘bﬂ bei Storung der Zellstromstarkes

0.181- 1074, 0.360- 1075, 0.784- 10~7, und 0939- 10~° und damit kumuliert {iber
alle Intervalle rund A65- 10~1. Damit liegt die Sensitivitat der Zielfunktion in der
Grollenordnung der nominellen Storung selbst.

Insgesamt sind also alle Zustandsvariablen direkt vonreBtérung der Zell-
stromstarke betroffen, und reagieren entsprechend itegkonstante schnell. Die
Temperatur des Solids behalt jedoch ihre ausgleichendé&tion bei, sodass zwar
insbesondere am zeitlichen Intervallanfang hohe Seitaitn auftreten, diese jedoch
mit der Zeit gedampft werden.

7.2.2 Sensitiviit bezlglich der Strung der Anodeneingangstem-
peratur J,n

Im zweiten Fall wird angenommen, dass sich wahrend deggeden Lastwechsel
die Anodeneingangstemperaityi, in der Formdain = 3.0 + p mit dem nominellen
Wert des Storparametgr= 0.01 andert.

Die Grafik 7.6 zeigt im Vergleich zur Storung der Zellstraénke eine geringere
Sensitivitat der Solidtemperat@(;}f[)—s auf dem Zeitintervall [011111] fur den Schnitt
¢1 = 0.5. Marginale Storungen der Anodeneingangstemperatimfhezsen die Solid-
temperatur also nur gering und fuhren zu einer kaum walmbahnen Temperaturande-
rung.

Dagegen zeigt die Grafik 7.7(a) weg@%@ = 1 eine relativ hohe Sensitivitat am
realen Anodeneingangn, die jedoch durch die temperaturabhangigen Reaktionen de
Anode ausgeglichen werden, sodass die Sensitivitathatteder Anode geringer ist.

Zeit1=740.1

3.2

Solidtemperatur 9 _
N
®




Solidtemperatur 9

180KAPITEL 7. SENSITIVITATSANALYSE DES PDAE-SYSTEMS DER MCFC

Abbildung 7.6: Sensitivitat der Solidtemperal%%§ in &1 = 0.5 bei Storung der An-
odeneingangstemperatiy in

(a) SensitivitatderAnodengastemper%%érin
2=05

T a

¥}

76\t

(b) Sensitivitat der Kathodengastemper%%irin
(1=05

Abbildung 7.7: Sensitivitaten der Temperaturen bei @tgrder Anodeneingangstem-
peraturdin

Zeit1=7475
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Auch in diesem Fall zeigt sich eine erhthte Sensitivitadién ersten Sekunden nach
dem Lastwechsel Uber die gesamte Anodenkanallangdgctidwsrch den Brenner und
den Mixer auch in der Kathode in Grafik 7.7(b) fortsetzt.
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Abbildung 7.8: Sensitivitat der Zellspannuﬁ%g bei Storung der Anodeneingang-
stemperatutia in

Ein Ahnliches Ergebnis zeigt die Sensitivitat der Zellspammudie kaum auf eine
Storung der Zellspannung reagiert, sodass die Senaitivithe Null ist. Der relativ
groRe Ausschlag im dritten Zeitintervall bei= 11.1 wird numerisch durch deldber-
gang in ein neues Berechnungsintervall verursacht.
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Abbildung 7.9: Sensitivitat der Steueruﬁé‘bﬂ bei Storung der Anodeneingangstem-
peraturdain

Auch die Sensitivitat der Steuerung jstarmlos”. Einzig die Absprungpunkte von der
oberen Schranke bei= 0.075 und von der unteren Schranke bet 0.3 verschieben
sich und verursachen daher gro3e Amplituden der Senattivit

Die Sensitivitat der Zielfunktion betragt in den einzefriTeilintervallen a131- 1071,
0.195- 1072, 0.251- 1077, 0.297- 10~7, und Q508 10~° und damit insgesamt rund
0.133- 10~1. Damit liegt die Sensitivitat der Zielfunktion ebenfalls der GroRen-
ordnung der nominellen Storung selbst und ist sogar rgedals die Sensitivitat der
Zielfunktion bei der Storung der Zellstromstarke.

Das Gesamtergebnis gleicht der Sensitivitatsanalys8tideiing der Zellstromstarke,
allerdings hat did\nderung der Gastemperatur am Anodeneingang nur auf dfe Sto
strome einen direkten Einfluss. Daher treten bei der Zatlspng und der Steuerung
nur relativ geringe Sensitivitatsschwankungen im Mékandenbereich auf, da auf-
grund der Zeitkonstanten die Stoffstrome erst im SekunbdenMinutenbereich Ein-
fluss nehmen konnen. Neben der langfristigen Dampfunghddie Solidtemperatur,
erfolgt hier also ebenfalls eine mittelfristige Dampfuhgch die Stoffstrome.
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7.2.3 Sensitiviait beziglich der Sbrung der Luftzahl 14

Der dritte Fall behandelt die Sensitivitat bei Storung deftzahl 155 im Brenner der
Form Zair = 2.3 + p mit dem nominellen Wert des Storparamepes= 0.01, bei der
die dem Brenner zugefiihrte Luftmenge geandert wird.

g ¢

o e

Abbildung 7.10: Sensitivitat der Solidtempera@(}&%E in £1 = 0.5 bei Storung der Luft-
Zahl)..a"'

Bei den Sensitivitaten der Temperaturen in Grafik 7.10ustemerken, dass die Sensi-
tivitatsschwankungen am Anfang des Beobachtungszeisaur noch in der Kathode
stattfinden, da die Kathode direkt von denderung der Luftzahl betroffen ist. Durch
den nur indirekten Einfluss auf die Anode kdnnen keine $gitaisschwankungen
in den ersten Minuten festgestellt werde. Auch sind in deodninsgesamt im Ge-
gensatz zur Stérung der Anodeneingangstemperatur diwiAwsigen aufgrund einer
gestorten Luftzahl geringer. Die direkten Auswirkungéeitien auf die Kathode be-
schrankt, werden aber mit der Warmeleitung auf die Setigieratur Gibertragen.

Auch die Zellspannung in Grafik 7.12 reagiert — ausgelostiidie Veranderungen in
der Kathode — sehr schnell auf eine Storung der Luftzahl.

Analog zu den bisher gezeigten Ergebnissen ist auch in desit8éat der Steuerung
in Grafik 7.13 die Verschiebung der Auf- und Absprungpunktectl hohe Sensiti-
vitaten zu erkennen, wobei die Struktur der Steuerungterialeibt.

Die Sensitivitat der Zielfunktion betragt in den einzaitTeilintervallen QL32- 1071,
0.185-1073,0.313- 1077, 0.275- 1077/, und Q470- 10~° und damit insgesamt rund
0.134-1071. Damit liegt die Sensitivitat der Zielfunktion ebenfaiitsder GroRenord-
nung der nominellen Storung und ist vergleichbar mit ders8witat der Zielfunktion
bei der Storung der Anodeneingangstemperatur.

Analog zur Sensitivitatsanalyse bei Storung der Gaseeatpr am Anodeneingang
wirkt auch hier die Solidtemperatur im Minuten bis Stundemfich und die Stoff-
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Abbildung 7.11: Sensitivitaten der Temperaturen ber®tg der LuftzahR i,
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Abbildung 7.12: Sensitivitat der Zellspannu@%S bei Storung der Luftzah 4
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Abbildung 7.13: Sensitivitat der Steueruﬁ% bei Storung der Luftzah i,
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strome im Sekunden- bis Minutenbereich ausgleichendekmndere werden so-
gar die Anodenstoffstrome gedampft, sodass kaum Seidisischwankungen im
Sekunden- bis Minutenbereich auftreten, da die Storumd.dézufuhr nicht direkt
an die Anode gekoppelt ist.

Die Rechenzeiten der Sensitivitatsanalysen betragea &0vStunden auf einem
Standard-PC (1.8 GHz). Alle Rechenergebnisse sowie weajtafische Ausgaben sind
im Ordnern3x3/ sen_sprungl cel | - der beigefugten CD zu finden.

7.3 Zusammenfassung

Dieses Kapitel beschaftigte sich mit der parametrischens@vitatsanalyse des
MCFC-Brennstoffzellenmodells zur Untersuchung der optén Steuerung und der
optimal gesteuerten Zustande bei Parameterstorungaru Wurde im ersten Ab-
schnitt die Theorie der parametrischen Sensitivitatyaedir Optimierungsprobleme
vorgestellt, die auf semidiskretisierte und anschlieReiséiretisierte Optimalsteue-
rungsprobleme mit partiellen Differentialgleichungergewendet wurde. In den fol-
genden Abschnitten wurden einige Sensitivitatsunténgngen am Brennstoffzellen-
modell wahrend eines auf Teilintervallen mithilfe derf&tsomdichte am Anodenein-
gang optimal gesteuerten Lastwechsels durchgefiihrt.

Das MCFC-Modell erwies sich als sensitiv gegeniiber 3igenm in der Zell-
stromstarke, da die Zellstromstarke auf alle Variables Modells starken Einfluss
nimmt. Insbesondere treten in diesem Fall groRBe Schwargtudgr Sensitivitat am
Anfang des Beobachtungsintervalls durch die plotzliéhderung der Zellstromstarke
auf. Weniger sensitiv reagiert das MCFC-Modell wahreméeilLastwechsel auf eine
veranderte Temperatur der an der Anode zugefuihrten @asé.hier treten insbeson-
dere am Anfang des Zeitintervalls hohe Sensitivitaten lasgesamt sind die Sensiti-
vitaten jedoch um eine GrofRenordnung kleiner als bei tieugg der Zellstromstarke.
Im letzten Fall der Storung der Luftzufuhr am katalytisclBrenner reagiert sogar nur
die Kathode mit gro3en Sensitivitatsschwankungen anmallanfang, da die Luftzu-
fuhr keinen direkten Einfluss auf die Anode verubt.

Die Sensitivitat einer Zustandsvariablen hangt alsodemArt des Storparameters und
dessen Einfluss auf diese Variable ab. Bestimmte ParameétatievZellstromstarke
und die Zellspannung (insgesamt alle Variablen und Paexndie ortsiibergreifend
mit der Elektrik der Brennstoffzelle zusammenhangen)rifkessen das gesamte Sys-
tem stark, wahrend sich andere nur auf Teilbereiche, wisplsweise die Anode
oder die Kathode, beziehen und Uber die Veranderung rdieskereiche in abge-
schwachter Form Einfluss auf das komplette Modell nehmen.
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In allen drei Sensitivitatsanalysen blieb jedoch die Btruder optimalen Steuerungen
erhalten, die am Anfang des Beobachtungsintervalls der tiégroberen Schranke
annimmt, nach erstmaligem Erreichen der Sollspannung lskeeoSchranke verlasst
und sich unter kurzem Aufspringen auf die untere SchrankemtStandardwert des
stationaren Zustandes nahert. AuRerdem liegt die Satéitler Zielfunktion in allen

vorgestellten Beispielen in der Grofzenordnung des ndilemé&torparameters. Das
Brennstoffzellenmodell verhalt sich somit auch bei detiroplen Steuerung robust.
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Zeit 1 =784.5222




Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit ist es, das PDAE-System zur Beschreibdeg Dynamik einer

Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle aus Sicht der Mathdmaatbetrachten, hinsichtlich
der Existenz einer Ldsung zu untersuchen sowie eine neoheriLdosung des PDAE-
Systems und des Optimalsteuerungsproblems zu generiedetienen Sensitivitat zu
analysieren. Diese Zusammenfassung stellt noch einmaldiarwichtigsten Inhalte
dieser Arbeit vor, fasst die Ergebnisse zusammen und gienheturzen Ausblick auf
mogliche weitere Zielsetzungen.

Alle bendtigten physikalischen und chemischen Grundiagerden in Kapitel 2 ein-
gefuhrt. Kapitel 3 beschaftige sich mit partiellen Di#atialgleichungen, die die
Grundbausteine des MCFC-Modells bilden. Im Gegensatz dazden in Kapitel 4
Systeme von Gleichungen (insbesondere Teilmodelle desEP®ySstems der MCFC)
hinsichtlich der analytischen und numerischen Losbéankeiersucht. AnschlieRend
wurde in Kapitel 5 die vorgestellte Losungsmoglichkeithitfe der Semidiskretisie-
rung und Diskretisierung von PDAE-Systemen genutzt, undés MCFC-Modell ei-
ne numerische Losung zu generieren. Kapitel 6 erweitasedPiDAE-System zu einem
Optimalsteuerungssystem mit PDAES, stellte zwei Ansatzenumerischen Losung
vor und prasentierte ebenfalls numerisch berechnetéBigge. Darauf aufbauend un-
tersuchte Kapitel 7 die Sensitivitat der Optimalen Stangrbeziiglich Stérungen in
den Parametern.

Aufgrund der komplexen Struktur ist das PDAE-System der I@Clcht analytisch
losbar. Die Ergebnisse machen jedoch deutlich, dass siaheine genauere Unter-
suchung der in dieser Arbeit vorgestellten Teilmodelle BBAE-Systems Aussagen
zur Existenz von Losungen der Einzelmodelle (teilweidaigarisierter Form) gewin-
nen lassen, wenn die Anfangs- und Randwerte als stetigeliftéerbar und konsistent
angenommen werden. Eine detaillierte Indexanalyse zdégt der differentielle Zei-
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tindex des MCFC-Modells gleich eins ist. Zusatzlich ggties fur ein semilineares
PDAE-System des MCFC-Modells den Storungsindex vom Wesg 2u berechnen
und damit die Robustheit des Modells hinsichtlich Parans&teungen sicherzustel-
len. In Bezug auf die beabsichtigte Losung des PDAE-Systerittels numerischer
Verfahren wird auch der MOL-Index untersucht. Mit einem Ywemn eins kann dieser
die korrekte Approximation der exakten Losung durch dagitfe der Linienmethode
generierte MOL-DAE-System garantieren.

Die mittels Semidiskretisierung des PDAE-Systems und ldiefdender Diskretisie-

rung des DAE-Systems ermittelte numerische Losung bigsthe Analysen zur Exis-

tenz einer Losung durch die Robustheit des berechnetesintignhen Verhaltens der
Brennstoffzelle. Gleichzeitig werden auch die ErgebnmgeBerechnung des MOL-
Indexes und insbesondere zur Berechnung des Storungesdm semilinearen Mo-
dell durch die Stabilitat der numerischen LosungAeilerungen der Input-Variablen,
wie beispielsweise deknderung der Zellstromstarke, validiert.

Mithilfe der Optimalen Steuerung kann die Effizienz einestlachsels durch ein
schnelleres Erreichen der Zellspannung des neuen siatioZustandes mithilfe der
Steuerung aller Input-Variablen und sogar durch alleirS¢guerung der Stoffstrom-
dichte am Anodenausgang gesteigert werden. Zur Verrimgeder Materialspannun-
gen durch Temperaturunterschiede im Solid mussen jedéehnaut-Parameter als
Steuerungen eingesetzt werden, um eine deutlich gleiBlgaée Temperaturvertei-
lung zu erreichen. Daruber hinaus zeigt ein Vergleich desik-, Gegen- und Gleich-
strommodells, dass bereits die Anordnung der Gaskanghéikante Auswirkungen

auf die Temperatur des Solids besitzt.

Die parametrische Sensitivitatsanalyse fur das gegteB®AE-System weist analoge
Ergebnisse zum Storungsindex und zur numerischen Lademdynamischen Verhal-
tens bei schnelleAnderungen der Input-Variablen des ungesteuerten PDAdfeBs
auf. Auch hier wird klar die Robustheit der Losungen des EEBystems und der
berechneten optimalen Steuerung gegenuber StorungmiModellparametern ge-
zeigt.

Trotzdem bleibt der nicht lieferbare Beweis zur ExisteneeiLdsung des gesamten
PDAE-Systems problematisch, sodass langfristige Forgpmu zur Theorie der Dif-
ferentialgleichungen neue Erkenntnisse zur LosbarlkeitRDAE-Systemen und Op-
timalsteuerungsproblemen mit PDAE-Systemen (insbeserios praxisnahen kom-
plexen Problemstellungen) zur Verfugung stellen missen

Eine weitere Problematik stellt die vergleichsweise grobesdiskretisierung dar, die
bereits bei einem groben Ortsgitter auf ein sehr groReskBlagssystem mit bis zu
mehreren Millionen Variablen fuhrt und daher an die Kafiggrenzen des Spei-
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cherplatzes und der Rechenzeit stofRt. Neben der Weitgodkhing der Methoden
zur Losung extrem grol3er Gleichungssysteme beschaftiptein zweiter wichtiger
Ansatz mit der Reduktion der Modellkomplexitat, ohne ddabei wichtige Daten
verloren gehen. POD-Methoden (proper orthogonal decoitiposnethods) erlauben
eine erhebliche Reduktion der Anzahl der gewdhnlicheffieBehtialgleichungen zur
Approximation von PDAEs im Vergleich zur Anzahl der mitkilfler Linienmetho-
de entstehenden gewohnlichen Differentialgleichundia. der Approximation zu-
grunde liegenden ortsabhangigen Basisfunktionen gegiaten durch ihre speziel-
le Konstruktion eine hinreichend grol3e Basis des endlioiedsionalen Raumes zur
Bestimmung einer Naherungslosung. Jedoch hangen disfBaktionen von soge-
nannten,snap shots”, also Simulationsergebnissen zu verschiadenegegebenen
Steuerungen ab und haben daher nur lokal in einem begreBereich Gultigkeit.
Bei der Durchsuchung des Losungsraumes in einem ltesgioness missen diese
Funktionen daher adaptiv in Abhangigkeit ihres Gultigteereiches und damit in
Abhangigkeit der Steuerung des lterationsschrittes etasgcht und gegebenenfalls
angepasst werden. Mithilfe des auf diese Weise reduzidfttells sollten effizien-
tere, schnellere und gleichzeitig genauere Steuerungskba zur Prozessfiihrung bei
Brennstoffzellen entwickelt werden konnen. Einen Anskezu bietet der bereits ent-
wickelte Feedback-Regler auf POD-Basis (vgl. Grotschniytdd, Sheng und Kienle
(2007) und Sheng, Mangold und Kienle (2006)).
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Anhang A

Anlagenparameter ausgewhliter

Brennstoffzellen
Hersteller Sulzer Hexis
Nutzung Heizgerat
Elektrische Leistung 1 kw
Thermische Leistung 2.5 kw
elektrischer Systemwirkungsgrad 25 % — 30 %
Gesamtwirkungsgrad 85 %
Brennstoffzellentyp SOFC
Elektrolyt Zirkonoxid
Temperaturbereich 800 bis 1.000 °Q
Brennstoff Erdgas

Tabelle A.1: Anlagenparameter Sulzer Hexis Galileo 1000 N
Daten aus Sulzer Hexis (2006)

Hersteller Vaillant
Nutzung Heizgerat
Elektrische Leistung 1 kW —4.6 kW
Thermische Leistung 1.5 kW -7 kW
elektrischer Systemwirkungsgrad 35%
Gesamtwirkungsgrad 80 %
Brennstoffzellentyp PEMFC
Elektrolyt Kunststoffmembran
Temperaturbereich 80 bis 90 °C
Brennstoff Erdgas

Tabelle A.2: Anlagenparameter des Vaillant Brennstofé&zeHeizgerates
Daten aus Vaillant (2006)
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ANHANG A. PARAMETER AUSGEWAHLTER BRENNSTOFFZELLEN

ONSI PC 25

Hersteller ONSI
Nutzung Blockheizkraftwerk
Elektrische Leistung 200 kW
Thermische Leistung 220 kW
elektrischer Wirkungsgrad 40 %
Gesamtwirkungsgrad 80% — 85 %
Brennstoffzellentyp PAFC
Elektrolyt Phosphorsaure
Temperaturbereich 200 °C
Brennstoff Erdgas

Tabelle A.3: Anlagenparameter ONSI PC 25
Daten aus Kurzweil (2003) und Ledjeff-Hey, Mahlendorf unokR (2001)




Anhang B

Umrechnung dimensionsloser Golien

Die Berechnung der dimensionslosen Temperatur ist in @leig (B.5) angegeben.
Die Molenbriichey sind auch in einem dimensionsbehafteten Gleichungssyiséem
reits dimensionslos und miissen nicht mehr umgerechnefener

Die Konzentrationp der einzelnen chemischen Komponenten in den Poren ist durch
die Division des Druckg [Pa] der Komponente durch den Standarddrpék: 10°

[Pa] definiert:

p
¢ = F (B.1)
Die dimensionslose Zellstromstardge setzt sich aus der dimensionsbehafteten
Stromstarkd [A] und der Stromstarkeé? = 14064 [A] unter Standardbedingungen
zusammen:

IceII

lcell = I_ﬂ (B-Z)

Das Verhaltnis der geometrischen Dimensionen mit degkaer Anode_1 [m] und
L, [m] als Lange der Kathode ist gegeben durch

l, = —2 = 0.666 (B.3)

Die dimensionslose Stoffstromdichyg bzw. y. in den Gaskanalen der Anode und
Kathode hangt von Stoffstromdichgg [mol/m?s| bzw.g. [mol/m?s] und der Stan-
dardstoffstromdichtg” [mol/m?s| ab. Letztere ergibt sich aus der Division des mo-
laren Flussess” = 6.377 [mol/s] unter Standardbedingungen und dem jeweiligen
Querschnittl» hay [M?] bzw. L1 he [m?] mit Ly = 1.2 [m] und L, = 0.8 [m] sowie
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194 ANHANG B. UMRECHNUNG DIMENSIONSLOSER GRSSEN

den Hoherh,; = he = 0.002 [m]. Folglich gilt:

_Ya L2ha
Ya= G,lg

g Lih
bzw.  yc = Ceﬂ <. (B.4)
Die dimensionslose Temperattirergibt sich aus der Standardtemperatur von 25 °C,
TV = 29815 [K], und der TemperatuF in Kelvin:

T
Die dimensionslosen elektrischen Potenti@léassen sich aus der Faraday-Konstante

F = 9648534 [C/mol], der allgemeinen GaskonstariRe= 8.314[J/mol K] und den
dimensionsbehafteten Potentialéndie in Volt angegeben werden, ableiten:

9 (B.5)

. F

(B.6)
Die Umrechnung der dimensionslose ZellleistuRgy in die dimensionsbehaftete
Zellleistung Peei[kW] wird mithilfe des Standardleistun§? = 0.0158kW] be-
stimmt, die sich wegePeei = (lcell Peell)/F und Peel = e Ucenn aus den Um-
rechnungsformeln der elektrischen Potentiale (Zellspagh (B.6) und der Zell-
stromstarke (B.2) ergibt:

I5<:ell
I:’cell = W (B-7)

Die reelle Zeitt ergibt sich aus dimensionslose Zeitmithilfe der Zeitkonstanten
tV = 12.5[s], sodass

T=—. (B.8)




Anhang C

Semidiskretisierung der
Stoffstromdichten y, und vy,

Die partiellen Differentialgleichungen fur die Molentafie (3.20) bzw. (3.40) und die
Gastemperatur (3.21) bzw. (3.41) leiten sich aus den flerti8toffbilanzen der Mol-
zahlen und der Temperaturbilanz her und erfullen gleiitigzdie totale Massenbilanz.
Daher soll auch die semidiskrete Form der partiellen Déff¢ialgleichungen die Mas-
senbilanz erfullen.

Dazu wird beispielhaft fur alle anderen Gleichungen dieEFDr die Molenbriiche
der Anode hergeleitet und diese Herleitung anschlieRemeuerfir die semidiskrete
Form der Gleichungen durchgefuhrt. Seien dazu i die partiellen Molenbriiche
der Stoffek € € und mitd, die Gastemperatur der Anode wie in Abschnitt 3.2 zur Mo-
dellbeschreibung bezeichnet. Die Reaktionsrajeseien wie in Anhang D definiert
und die Damkohlerzahlea; sowie die stochiometrischen Koeffizienteg; mit
j € {Oxq, Oxz, Ref, Ref} und die Molzahlanderung; sind in Anhang E gegeben.
Zusatzlich bezeichneny 5 die partiellen Molzahlen der Stoffee € undca = > ) Ck.a
die Gesamtmolzahl mit der Umrechnung

Fra= =2, 1)

a

Es gelte die totale Massenbilanzgleichung i {Ox;, Oxz, Ref;, Rebh}

Va aCa 8ya _
— = i Dajrj C.2
Ca?.ga ot ot +;VJ 1 ( )
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196 ANHANG C. SEMIDISKRETISIERUNG DER STOFFSTROMDICHTEN

und die partiellen Stoffbilanzériiir k € & undj € {Oxy, Oxo, Refy, Reb} :

Va 0Cka 0(yaxk,a)
== — : i.i Dajr;j. C.3
Caﬁa ot a(l + ZJ:UI,J ) ( )

Gesucht sind Gleichungen fur die partielle Stoffbilane Belenbriiche, die auch die
totale Massenbilanzgleichung erfuillen. Dazu lasst fiiu:ﬁ?(jfTk mit k € ¢ leicht herlei-
ten:

dxka (1) 0 <Cka> _ 1oca CadCa(ca)ldCka kadCa

ot o0t \ Ca o Cy OT Cg ot Cy 0T Cy OT
(€.3) Va 0(yaxi,a) Ya xk,a J0ya -
="—|——"—""—+)> vijDajrj, | - ———+ ) vjDajrj
C2) V, o JZ LR Va ot ; R
Ua 0xi.a -
=7 |~ — + vi,j — xkvj)Dajrj,
Vo Ya oa ;( i,j — Xk 1) il

Daraus folgen die Gleichungen der Stoffbilanz der Molehg firk € & und mit
j € {OX]_, Oxo, Ref]_, Refg}

Vaa)(k,a a){i,a _
9. 0t = Ton +Zj:(w,j — xxvj)Dajrj. (C.4)

Auch die semidiskrete Form dieser Gleichung soll die seskigite Form der Stoff-
bilanzen erfullen. Daher wird eine Semidiskretisierund die Stoffbilanzen (C.3)
und (C.2) angewendet (Ruckwarts-Differenzenquotieet@sprechend der Flussrich-
tung bei einer Schrittweite® fari =1, ..., N) und damit anschlieRend die semidis-
kreten Gleichungen fir die Stoffbilanzen der Molenbigltlergeleitet:

Va o)y —yp{Y -
Ca zg) ot h® XJ: o ( !
(i) i i—1)
Va 9Ca (yaxk a)(l) — (Yaxk a)(I ()
: 2 — : : d + vi,j Dajr:’. (C.6)
cadd) ot h® ; I

Dann folgt mit der analogen Herleitung fur die semidiskrgariante der partiellen

1Die Bilanzgleichungen in dimensionsloser Form ergebeln aies denen in der Literatur angege-
benen dimensionsbehafteten Standard-Stoffbilanzglegén und der anschlieenden Umrechnung in
eine dimensionslose Form mithilfe der Formeln in Anhang B.
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Stoffbilanz der Molenbriiche:

Ofka(c1) 0 (Cﬁ'é) cn 1 0G0  xchocd

ot _ar@ _@81_Cg)8r

ce v M _ (-1 :
c8Ya’ [ (raxka (yaxk.a n Z"i:i Da rj(|)
i

(C5) Va h®)
19(i))((i) ) _ (-1 i
_Ya'Xka | 7a Va +Zg.r_(u)
Va h® -
J
90 I i D5 '
=, (T TRy )

J

Insgesamt folgen also fur die semidiskreten GleichunganSdoffbilanz der Molen-
bruche mitk € &

Va an a (i-1) X'(ia) X'(ia Y @) @)

5 | | | 1) = |
—— ==Y _ E ii— vi)Dajr;’. C.7
9a ot a a(l : (V|,J Xk J) I ( )

Damit ist auch in der semidiskreten Variante die totale iBitgleichung erfillt. Ein
analoges Resultat erhalt man fur die TransportgleictdgmgdAnodentemperatur sowie
fur die Molenbriiche und die Temperatur der Kathode.

Zeit 1 =866.1667
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Zeit 1 =873.5889

ANHANG C. SEMIDISKRETISIERUNG DER STOFFSTROMDICHTEN




Anhang D

Hilfsgleichungen

Die ortlich verteilte und zeitabhangige Reaktionsraitet glie Konzentrationsande-
rungen pro Zeitintervall an und ist damit ein Mal3 fur die Gegindigkeit einer
Reaktion. Im Falle der chemischen Reforming-Reaktionge@mger, ({1, (2, v) und
rrRet, ({1, (2, 7) neben den Stoffkonzentrationen der Kanale auch von dep@satur

ab:
r exp (Arr < 1 1 ) )
Ref, = Refi | o — o
' ' ﬂlgefl VUa (D.1)
1
. (){CH4,aXH20,a— Koo ){CO,a(XHz,a)3> ,
S
1 1
rRefz = exp ArrRefg 50 19_
Urer,  Va (D.2)

1
: (XCQaXHzO,a— K XCOz,aXHz,a> .
Ref2

Im Falle der elektrochemischen Oxidations- und ReduktiRaaktionen flieRen we-
gen der lonenuibergange in den Poren auch die elektridebemtiale und die Stoff-
konzentrationen in den Poren in die Berechnung &0 (¢1, (2, ), Tox,(¢1, (2, T)

199

Zeit1=881.0111

3.2

Solidtemperatur 9 _

I
®




Solidtemperatur 9

[
o

Zeit 1 =888.4333

200 ANHANG D. HILFSGLEICHUNGEN

undrred((1, (2, 7) €in:

1 1
Fox, = exXp| Arrox, @ — Q’Ts
X1

(@S — DY) — Aoy, 0
) {(on,aC exp <aOX1,+ Nox, a aﬁ ! (D.3)
S

(93 — ®5) — Adox 0
— (/)Hzo,achcoz,aCeXp (—(1 — aoxl’+)noxl a aﬁ X1 ’
S

1 1
Fox, = exp| Arrox, @ — E—
X2

(@5 — DL) — Aoy, 0
: {Qco,ac exp <an2,+ Nox, a aZQ X2 (D.4)
S

OS— DLy — AD
—(9COy.a0° €XP <—(1 - a0x2,+)HOX2( 2 azg OXZ’O>] ,
S

r exp (Arr ( 1 ! ) )
Red = Red| o — o
ﬁlged Us

q)S_ q)L —AD
: {(cocoz,cc)_zexp(aRedJr( c C29 Red0> (D.5)
S
5 — dL) — AD
—(¢Oz,cc)o'75(§0cog,cc)_0'5exp(aRed_( c C39 Redo)}.
S

Die Ubertragene Warmemenggs((1, (2, t) bzw. qes(¢1, {2, 7) von der Anode bzw.
von der Kathode zum Solid definiert sich mit Hilfe der StarEahl, die als
Warmeibergangskoeffizient dient, und der Temperafiereifiz zwischen der Anode

bzw. der Kathode und dem Solid:

Oas = Sts(Vs — TJa), (D.6)

Oes = Sts(Vs — V). (D.7)
Analog wird der Warmestror®m(z) in der Mischkammer bestimmt:

(D.8)

Qm = St(m — ).

Die mit gsolid(¢1, (2, ) bezeichnete Warmequellendichte des Solid resultierdaus
Warmeentwicklung durch den lonentransport im Elektralgr durch die elektroche-
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mischen Reaktionen ausgelost wird:
Gsolid = Y {—ARh? +nj(DF — (D;)] Dajr;
j €{Ox1,0x%2}

1
+ > [-arh?+nj@F - ob)] Da 1} + (05 — @k e~
j=Red

(D.9)

Die Stromdichtenia(¢1, 2, 7) undic(¢i, &2, 7) der Anode und der Kathode sind ein
MaR fur die Stromstarke pro Flacheneinheit. Als Grugdlaur Berechnung dient das
dimensionslose Faradaysche Gesetz,

ia= Y FnjDajrj, (D.10)
j €{Ox1,0x2}
ic=— > FnjDajrj, (D.12)
j=Red

wahrend die Stromdichte des Elektrolyitg(1, 2, ), linear von der lonenleitfahigkeit
des Elektrolyts und Differenz der Potentiale abhangt:

ie = Kke(DL — L), (D.12)

Die Stromstarke gibt die Zahl der bewegten Elektronen b @&. Somit errechnen
sich die Gesamtstromstarkés(z), Ic(z) und lg(z) der Anode, der Kathode und des
Elektrolyts durch die Integration Uber den Ort aus denrSttichten:

11

Ia=//iadadcz, (D.13)
0 0
11

Ic=//icd§1d§z, (D.14)
0 0
11

Iez//iedgldgz. (D.15)
0 0

Die Gesamtstromstarke((1, (2, t) der Zelle ist dagegen wieder zeit- und orts-
abhangig, da sie sich nicht nur aus den Gesamtstromst&dedern auch aus den
ortlich verteilten Stromdichten berechnet:

_ 1 1 1\7Y/ia ic e la e le ) I el
i=(-+-+= i s S - - +-, - (D.16
(Ca Ce ce> <Ca Cc C A-ca Ac A-ce A( )

Zeit 1 =895.8556
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Die molare Flussdichte gibt die molare Menge des Stoffese ¢, ¢ =
{CHg4, H20, Hp, CO, CO,, Oz, N2} an, die in einer bestimmten Zeit durch ein ge-
gebenes Volumen hindurchfliet Dabei werden die Flusseiiaig a<(¢1, (2, ) und
Nk, cs(¢1, ¢2, 7) Mit Hilfe eines Stofftransportkoeffizienten und dem pdieie Druck-
unterschied von den Poren zu den Gaskanalen bestimmt:

Nk,as = Dk as(@k,ac— xka), ke, (D.17)
Nk,cs = Dk cs(@k,cc — xke)» Ke €. (D.18)

Die Gleichgewichtskonstant€rer, ({1, (2, 7) bzw. Kret, (1, (2, 7) gibt das Mengen-
verhaltnis der chemischen Stoffe an, bei der sich die Rafag-Reaktion bzw. die
Wasser-Gas-Shift-Reaktion im chemischen Gleichgewidiintet, also der Fluss
durch die Hinreaktion gleich dem Fluss durch die Riickrieakist:

(D.19)

9041
Kref, = exp <30.19— ) ,

a

14.57)

a

(D.20)

Die Gleichgewichtspotentialdifferenzen oder Gleichgdwsspannungen der
Oxidations- und Reduktionsreaktiol ®oy, 0(¢1, (2, 7)., A®ox,.0(1, (2, T) und
A®Redo((1, {2, 7) Sind von der Temperatur im Solid abhangig:

ADoy, 0 = 28.26 — 19.847, (D.21)
ADoy,.0 = 20.98— 17.860s, (D.22)
A®DReqo = 78.00 — 23.067s. (D.23)

Zeit 1 =903.2778
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Anhang E

Modellparameterwerte

Die Modellparameter und Standardwerte des chemisch-diigih reduzierten
Referenzmodell sind dem Anhang A.6 und dem Kapitel 2.2 auddteecht (2005)
entnommen.

Die MengefR = {Refi, Reh, Ox1, Ox2, Red enthalte die Indices der chemischen

Reaktionen, wahrend := {CHy, H20, Hy, CO, CO,, O,, N2} die Indices der
chemischen Substanzen, die in den Reaktionen auftretinigte

A 1 Flacheninhalt der Elektroden
Arr, Refi Ref, Ox; Ox» Red Arrhenius-ZahI der Reaktion
844 6.2 216 216 312 |jeR
Stofftransportkoeffizient des
Dk.as | 1000 chemischen Stoffek € ¢
zwischen Anode und Elektrode
Stofftransportkoeffizient des
Dk.cs | 1000 chemischen Stoffek € ¢
zwischen Kathode und Elektrode
Da Refi Rehb Ox; Ox» Red pamkbhlerzahl der Reaktion
25.0 100.0 50 50 03 |jeR
F 3.5/8.0 Faraday-Konstante
GY 6.377[mol/g| molarer Standardfluss
|V 14064 [A] Standardstromstarke
lcell 0.7 Stromstarke
Ly 1.2 [m] Lange der Zelle
Lo 0.8 [m] Breite der Zelle

203
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204 ANHANG E. MODELLPARAMETERWERTE

pY 0.0158 [kW] Standardleistung

Pe 2.5 Peclet-Zahl

R 8.314[J/mol K] allgemeine Gaskonstante

Roack | 0.5 Rucklaufrate

Sts 80.0 Stanton Zahl der Anode

St 120.0 Stanton Zahl der Kathode

St 1.0 Stanton-Zahl der Mischkammer

TY 298.15 [K] Standardtemperatur

Va 1.0 \Volumen der Anode

Ve 1.0 \Volumen der Kathode

Vim 5.0 Volumen der Mischkammer

Ach? | = S vl hi Verbrgnnungsenthalpie des
kee chemischen Stoffdse €

agho | Ref Reb O O Red | e der Reaktion € %

11905 -145 56.0 42.0 156.0

Stoffstromdichte am

Fain | 1.0 Anodeneingang
Anfangswert der Spannung an
ol 323 der Anodenelektrode nahe der
0 elektrolytischen Doppelschicht bei
=0
Anfangswert der Spannung
3, | 323 an der Anoden- und der
Kathodenelektrode bei = 0
oS 0.0 Spannung an der Anoden- und der
a ' Kathodenelektrode
Anfangswert der Spannung an
(Dt,o 323 der Kathodenelektrode nahe der

elektrolytischen Doppelschicht beli
=0

Refl Refg Ox; Oxo Red
- - 05 05 25
Refi Ref, Ox; Oxo Red
- - 05 05 05

Ubergangsrate der Reaktigne %R

aj,— Ubergangsrate der Reaktigne R

Zeit 1=918.1222
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154
-

N

5, — Z_ v Molzahlénderung der Reaktion
ke¢ ] €R
_ — : Molzahlanderung der Produkte de
vy 'k_ec,zvi,j::;” Reaktionj € % ’
- = 3 Molzahlanderung der Reaktandet
j ke€, vy j <0 der Reaktionj € R
Molzahlanderung des chemische
vl = g@ Vk,Cl Stoffesl e ¢ bei der katalytischen
Verbrennung
CH; 0.1
H,O 0.45
H, 0.1 Anfangswert des Molenbruchs in
xkao | CO 0.05 der Anode des chemischen Stoffe
CO, 03 kecbeitr =0
02 0.0
N2 0.0
CH; 1/35
H,O 2.5/3.5
Ho 0.0 )
Molenbruch am Anodeneingang
Zkao | CO 0.0 des chemischen Stoffése ¢
Co, 0.0
02 0.0
N2 0.0
CH; 0.0
HO 0.0
Ho 0.0
Molenbruch der Luftzufuhr des
Xkair | CO 0.0 chemischen Stoffels € ¢
Co, 0.0
0O, 0.21

N> 0.79

Zeit1=925.5444

3.2
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CH; 0.0

H,O 0.15

H, 0.0 Anfangswert des Molenbruchs
xk.co | CO 0.0 in der Kathode des chemischen

Co, 0.1 Stoffesk € € beiz =0

(o)} 0.1

N2  0.65

CH; 0.0

H,O 0.2

H, 0.0 Anfangswert des Molenbruchs in
xkmo| CO 0.0 der Mischkammer des chemischen

CO, 0.1 Stoffesk € € beiz =0

0O, 0.1

N, 0.6
Ke 1.0 lonenleitfahigkeit des Elektrolyts
Aair 2.2 Luftzahl

Refi Ref, Ox; Ox2; Red
CHs -1 0 0 0 0

H,O -1 -1 1 0 0 ) ) -
stochiometrischer Koeffizient des

VK, j H, 3 ! 1 0 0 chemischen Stoffels € € in
co 1 10 Reaktionj € %
CO, O 1 1 2 -1
O O 0 0 0 -05
N O 0 0 0 0
CH4 H2O Hy, CO COy Oy N2
CHy -1 0 0 O O 0O
HO 2 0 1 0 0 0 0 stochiometrischer Koeffizient des
H 0 O -1 0 O O 0 chemischen Stoffése ¢ bei der
Pkd CO 0O O 0 -1 0 O0 0 Kkatalytischen Verbrennung von
CO, 1 0 0 1 0 0 QKomponentdec
O, -2 0 -05-05 0 0 (
N, 0 O O O O 0@Q(@
F 96485.34C/mol] Faraday-Konstante

Zeit 1 =932.9667
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90 Refi Ref, Ox; Ox» Red Reaktionstemperatur der Reaktion
] 293 293 293 293 293 |jeRr
a0 | 3.0 Anfangswert der Gastemperatur
der Anode bet =0
Ja0 | 3.0 Gastemperatur am Anodeneingang
Pair 1.5 Gastemperatur der Luftzufuhr
Jeo 30 Anfangswert dgr Gastemperatur
’ der Kathode bei =0
Imo | 3.0 Anfangswert der Gas_temperatur
’ der Mischkammer bei =0
Jso 31 Anfangswert der Temperatur des
Solids beir =0
Iy 1.0 Umgebungstemperatur
Ladungskapazitat der
Ca 10-° elektrolytischen Doppelschicht
nahe der Anode
Ladungskapazitat der
Cc 10°° elektrolytischen Doppelschicht
nahe der Kathode
Ce 10°° Ladungskapazitat des Elektrolyts
Cos | 10% Warmekapazitat des Solid
Cp 4.5 molare Warmekapagzitat
folower| 0.1 Leistungskoeffizient des Geblases
GY 6.377[m mol/g| Standardstoffstromdichte
ha 0.002 [m] Hohe der Anode
he 0.002 [m] Hohe der Kathode
CH; -30.2199
H,O -97.6182
H> 0.0 Bildungsenthalpie des chemischen
hit k CcO -44.6114 Stoffesk € ¢ bei der katalytischen
CO, -158.8333 Verbrennung
0O, 0.0
N2 0.0

Zeit 1 =940.3889
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geometrischen Langenverhaltnis
I> 0.666 von Kathodenlange zu
Anodenlange

Refi Ref, Ox; Ox» Red Anzahl der Elektronen in der
- - 2 2 2 Reaktionj € R

p’ | 10°[Pa] Standarddruck
tV 12.5[s] Zeitkonstante

Zeit 1=947.8111




Symbolverzeichnis

(H"*

D'y
D*y

DLy

Q glafle < ©

aAa=—
63,

Q
x~

Dualraum zuHX; Menge aller linearen stetigen
Funktionale auf+X
Inverse der MatrixA
Menge aller partiellen Ableitungen vonder Ord-
nungl
Menge aller partiellen Ableitungen vonder Ord-
nung|e| mit dem Multiindexa
Menge aller partiellen Ortsableitungen vgnder
Ordnungd
s x s-dimensionale Einheitsmatrix
abgeschlossenes Intervall
Laplace-Operator mit\ := il aa_xzz

=1 %%
Menge der reellen Zahlen
Multiindex aus ganzzahligen nicht-negativen Kom-

ponenten mitt = (a1, ..., an) Mit|a| = az+-- -+
On

komponentenweise Matrixmultiplikation
Ableitung vony

partielle Ableitung nactlh

totale Ableitung naclh

unendlich

Skalarprodukt

Limes

Menge der komplexen Zahlen

Menge der stetigen Funktionen

Menge derk-mal stetig differenzierbaren Funktio-
nen

209

Zeit 1 =955.2333
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Ck—l,k

WK P

ax
in

33 B

VMOL
Vt
Re
diag
rang
sign
oX
sup
is

n

X
1l ey

[1Xloo

Symbolverzeichnis

Menge deik-mal differenzierbaren Funktionen
Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Trager

Sobolev-Raum mittk := Wk-2

Abschluss der Mengé® in HX

Menge der Lebesque-integrierbaren Funktionen
Menge der fast Uberall gleichmaRig beschrankten
und messbaren Funktionen

Landau-Symbol; asymptotische obere Schranke
Sobolev-Raum; Menge aller Funktiongne L2,
deren schwache Ortsableitungen erster Ordnung in
L2 liegen; Wy 0 = HLO

Sobolev-Raum; Menge aller Funktiongne £?,
deren schwache Orts- und Zeitableitungen erster
Ordnung inZ? liegen; Wyt = HL1

Sobolev-Raum; Menge der reellwertigen Funktio-
nen ausLP, deren gemischte partielle, schwache
Ableitungen bis zur Ordnunigin LP liegen

Operator mi( : H! — (HY)*

Operator mit5 : H! — (H1)*

Minimumsfunktion

Maximumsfunktion

Nabla-Operator miv := (aixl o a%)
MOL-Index

differentieller Zeitindex

Realteil

Diagonalmatrix

Rang einer Matrix

Signum; Vorzeichenfunktion

Rand der Meng&

Supremumsfunktion

s-dimensionaler Einsvektor
Normaleneinheitsvektor

Abschluss der Meng¥

Norm des DualraumegH)* mit | f 1y =
SURlyj, | T

Maximumsnorm mit|X||s := max'_; [X|



Symbolverzeichnis 211

IYllrm Vektornorm des Raumég™
Yll72 Norm des RaumesH! mit |x|;n =

(J y2+1vy?)"*
||y||W21,o Norm des Sobolev—Raumexsizl’O mit ||y||W21,o =

IYllyz2  Norm des Sobolev-Raumé#; mit IVl yae o=

(fy2+|Vy|2+ (%,)2>1/2

Iyllwke  Norm des Sobolev-Raumes P mit ||y|lyxp =

sorp\ VP
(Zlalsk“D yl ) 1< p<oo
1Yllz, Lo-Norm mit|lyllz, = [yTy
ly™|l .o  diskreteL>-Norm der Funktiony®™ auf dem Git-
2 . . .
ter XM der Schrittweitenh; mit [[y®| . =
2

STy hiy®Ty®

1,1 offenes Intervall

g i -ter Einheitsvektor
ip Storungsindex

xT Transposition vorx

[ -] Betragsfunktion

Zeit1=970.0778

3.2
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Symbolverzeichnis



1D
2D

ADAE
AFC
ARWP
AWP

BImSchG
BZ

DAE

DIR

DMFC

FD

FDM

FEM

HKW
KKT-Bedingung

KW
KWK

AbkUrzungsverzeichnis

eine Dimension
zwei Dimensionen

abstrakte differential-algebraische Gleichung (ab-
stract differential algebraic equation)

Alkalische Brennstoffzelle (alkaline fuel cell)
Anfangs-Randwertproblem

Anfangswertproblem

Bundes-Immissionsschutzgesetz
Brennstoffzelle

differential-algebraische Gleichung (differentidl a
gebraic equation)

direktes internes Reforming
Direktmethanol-Brennstoffzelle (direct methanol
fuel cell)

finite Differenzen

Finite-Differenzen-Methode (finite difference me-
thod)

Finite-Elemente-Methode (finite element method)

Heizkraftwerk
Karush-Kuhn-Tucker-Bedingung

Kraftwerk
Kraft-Warme-Kopplung

213

Zeit 1 =984.9222
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MCFC

MOL

NLP-Problem

OCP

ODE

Ox1
Oxo

PAFC

PDAE

PDE

PEMFC

Red

Ref,

Ref2
RK-Verfahren
RwWP

SOFC

SQP

Abkirzungsverzeichnis

Schmelzkarbonat-Brennstoffzelle (molten carbona-
te fuel cell)
Linienmethode (method of lines)

nichtlineares Optimierungsproblem (nordimgro-
gramming problem)

Optimalsteuerungsproblem (optimal control pro-
blem)

gewdhnliche Differentialgleichung (ordinary diffe-
rential equation)

Oxidations-Reaktion 1

Oxidation-Reaktion 2

Phosphorsaure Brennstoffzelle (phosphoric acid
fuel cell)

partielle differential-algebraische Gleichung (par

al differential algebraic equation)

partielle Differentialgleichung (partial differeati
equation)
Polymer-Membran-Brennstoffzelle
change membrane fuel cell)

(proton  ex-

Reduktions-Reaktion
Reforming Reaktion
Wasser-Gas-Shift-Reaktion
Runge-Kutta-Verfahren
Randwertproblem

Oxidkeramische Brennstoffzelle (solid oxide fuel
cell)

sequentielle quadratische Programmierung (se-
guential quadratic programming)

SSC-Bedingungen strenge hinreichende Bedingungen zweitd-

nung (strong second order sufficient conditions)



Verzeichnis der Modellvariablen

A Flacheninhalt der Elektroden; konstant siehe An-
hang E

Arrj  Arrhenius-Zahl der Reaktion € R; konstant siehe
Anhang E

Dras  Stofftransportkoeffizient des chemischen Stoffes
k € € zwischen Anode und Elektrode; konstant sie-
he Anhang E

Dkcs  Stofftransportkoeffizient des chemischen Stoffes
k € ¢ zwischen Kathode und Elektrode; konstant
siehe Anhang E

Da; Damkonhlerzahl der Reaktiop e ; konstant siehe
Anhang E

F Faraday-Konstante siehe Anhang E

G molarer Standardfluss in m@l; konstant siehe An-
hang E

|V Standardstromstarke in Ampere; konstant siehe An-
hang E

I3 Gesamtstromdichte der Anode mitz) siehe Glei-
chung (D.13)

I cell Zellstromstarke; konstant siehe Anhang E oder
lcen(7)

lc Gesamtstromdichte der Kathode niig(z) siehe
Gleichung (D.14)

le Gesamtstromdichte des Elektrolyts rhitz) siehe
Gleichung (D.15)

Kj Gleichgewichtskonstante der Reaktion

j € {Refi,Rek} mit Kj(¢1, 2, 7) siehe Glei-
chung (D.19) und (D.20)

215
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216

L1
Lo

I:)cell
Pes
Qm

Rback
Sts

Sts
Stn

Ucell
Va

Vim

ADjo

Ach?
Agh?
1ﬂa,in

Iaout

I'y

Verzeichnis der Modellvariablen

Lange der Zelle in Meter; konstant siehe Anhang E
Breite der Zelle in Meter; konstant siehe Anhang E
Standardleistung in Kilowatt; konstant siehe An-
hang E

Zellleistung siehe Gleichung (5.80)

Peclet-Zahl; konstant siehe Anhang E
Warmeabgabe der Mischkammer an die Umgebung
mit Qm(z) siehe Gleichung (D.8)

allgemeine Gaskonstante iryndolK siehe An-
hang E

Rucklaufrate; konstant siehe Anhang E oder
Roback(7)

Stanton Zahl der Anode; konstant siehe Anhang E
Stanton Zahl der Kathode; konstant siehe Anhang E
Stanton Zahl der Mischkammer; konstant siehe An-
hang E

Temperatur in Kelvin

Standardtemperatur in Kelvin; konstant siehe An-
hang E

Zellspannung miblce () siehe Gleichung (3.58)
Volumen der Anode; konstant siehe Anhang E
Volumen der Kathode; konstant siehe Anhang E
Volumen der Mischkammer; konstant siehe An-
hang E

Gleichgewichtsspannungen der Reaktign e
{Ox1, Ox2, Red mit ADj o(¢1, (2, T) siehe Glei-
chung (D.21)-(D.23)

Verbrennungsenthalpie des chemischen Stdffes

¢; konstant siehe Anhang E

Enthalpie der Reaktiof € fR; konstant siehe An-
hang E

Stoffstromdichte am Anodeneingang mi i, kon-
stant siehe Anhang E 0dEgin(7) oderTain((2, 7)
Durchschnitts-Stoffstromdichte am Anodenaus-
gang mitl' 4 out(7) Siehe Gleichung (3.28)
Stoffstromdichte im katalytischen Brenner mit
I'p(7) siehe Gleichung (3.31)
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1—‘c,in

I'cout

Stoffstromdichte am Kathodeneingagig = 0 mit
I'c.in(7) siehe Gleichung (3.47)
Durchschnitts-Stoffstromdichte am Kathodenaus-
gang mitl'c out(z) siehe Gleichung (3.48)
Stoffstromdichte in der Mischkammer mity(7)
siehe Gleichung (3.37)

Anfangswert des elektrischen Potentials an der An-
odenelektrode nahe der elektrolytischen Doppel-
schicht mit(l)g(g“l, {2) konstant siehe Anhang E
Anfangswert des elektrischen Potentials an der An-
odenelektrode; konstant siehe Anhang E
elektrisches Potential an der Anodenelektrode
nahe der elektrolytischen Doppelschicht mit
L (71, £2, 7) siehe Gleichung (3.55)

elektrisches Potential an der Anodenelektrode; kon-
stant siehe Anhang E

Anfangswert des elektrischen Potentials an der Ka-
thodenelektrode nahe der elektrolytischen Doppel-
schicht mitdL (¢1, ¢2) konstant siehe Anhang E
Anfangswert des elektrischen Potentials an der Ka-
thodenelektrode; konstant siehe Anhang E
elektrisches Potential an der Kathodenelektro-
de nahe der elektrolytischen Doppelschicht mit
L (71, £2, 7) Ssiehe Gleichung (3.56)

elektrisches Potential an der Kathodenelektrode mit
®%(7) siehe Gleichung (3.55)

Ubergangsrate der Reaktigne {Ox1, Ox2, Red;
konstant siehe Anhang E

Ubergangsrate der Reaktigne {Oxy, Oxo, Red;
konstant siehe Anhang E

Molzahlanderung der Reaktigne fR; konstant sie-

he Anhang E

Molzahlanderung der Produkte der Reaktipne

fR; konstant siehe Anhang E

Molzahlanderung der Reaktanden der Reakjian

fR; konstant siehe Anhang E

Zeit1=1014.6111
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Vel

Xa0

Xajin

Xair

Xa

Xb

Xc,0

Xc,in

Xk,a,0

Xk,ain

Xk,aout

Xk, air

Xk,a

Verzeichnis der Modellvariablen

Molzahlanderung des chemischen Stoffes¢ bei

der katalytischen Verbrennung; konstant siehe An-
hang E

Vektor der Anfangswerte der Molenbriiche der An-
ode mitya0(1, ¢2) konstant siehe Anhang E

Vektor der Molenbriiche am Anodeneingang mit
xain konstant sieche Anhang E odggin(z) oder
Xa,in(é’Za T)

Vektor der Molenbriiche der Luftzufuhr; konstant
siehe Anhang E

Vektor der Molenbriiche in der Anode mit
xa({1, {2, 7)

Vektor der Molenbriiche im katalytischen Brenner
mit yp(7)

Vektor der Anfangswerte der Molenbriiche der Ka-
thode mityc o(¢1, ¢2) konstant siehe Anhang E
Vektor der Molenbriiche am Kathodeneingang mit
Xc,in(7)

Vektor der Molenbriiche in der Kathode mit
xc({1, (2, 7)

Vektor der Anfangswerte der Molenbriche der
Mischkammer; konstant siehe Anhang E

Vektor der Molenbriiche in der Mischkammer mit
Jm(7)

Anfangswert des Molenbruchs der Anode des che-
mischen Stoffek e € mit yx a0(¢1, (2) konstant
siehe Anhang E

Molenbruch am Anodeneingang des chemischen
Stoffesk e ¢; konstant siehe Anhang E oder
Xk,ain(7) oder yk ain((2, 7)
Durchschnitts-Molenbruch am Anodenausgang des
chemischen Stoffds € € mit i a out(7) Siehe Glei-
chung (3.29)

Molenbruch der Luftzufuhr des chemischen Stoffes
k € ¢; konstant siehe Anhang E

Molenbruch in der Anode des chemischen Stoffes
k € € mit yx.a(l1, (2, 7) siehe Gleichung (3.20)
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Ak,b

Xk,c,0

XK,c,in

Xk,c,out

Xk,c

Xk,m,0

Xk.m

el
Va

Ve

Ke

iair

Uk’j

Vk,Cl

Th

Molenbruch im katalytischen Brenner des chemi-
schen Stoffesk e € mit yxp(z) siehe Glei-
chung (3.33)

Anfangswert des Molenbruchs der Kathode des
chemischen Stoffek € &€ mit yi ¢ o0(l1, ¢2) kon-
stant siehe Anhang E

Molenbruch am Kathodeneingang des chemischen
Stoffesk € € mit yi cin(7) siehe Gleichung (3.45)
Durchschnitts-Molenbruch am Kathodenausgang
des chemischen Stoffds € € mit yi cout(t) Sie-

he Gleichung (3.49)

Molenbruch in der Kathode des chemischen Stoffes
k € € mit yx (1, 2, ) siehe Gleichung (3.40)
Anfangswert des Molenbruchs der Mischkammer
des chemischen Stoffédse €; konstant siehe An-
hang E

Molenbruch in der Mischkammer des chemischen
Stoffesk € € mit yx m(r) siehe Gleichung (3.35)
elektrischer Wirkungsgrad siehe Gleichung (5.81)
Stoffstromdichte in der Anode mijty(¢1, (2, 7) Sie-

he Gleichung (3.22)

Stoffstromdichte in der Kathode mijt.(¢1, (2, 7)
siehe Gleichung (3.42)

lonenleitfahigkeit des Elektrolyts; konstant siehe
Anhang E

Luftzahl; konstant siehe Anhang E odgy;(7)

Menge der chemischen Stoffe mit =
{CHg, H20, Hy, CO, CO,, Oz, N2}

Menge der chemischen Reaktionen ndt :=
{Refi, Refh, Oxy, Oxp, Red

stochiometrischer Koeffizient des chemischen Stof-
fesk € ¢ in Reaktionj e fR; konstant siehe An-
hang E

stochiometrischer Koeffizient des chemischen Stof-
fesk e € bei der katalytischen Verbrennung des
chemischen Stoffdse ¢; konstant siehe Anhang E
dimensionslose Zeitvariable

Faraday-Konstante in @nol; siehe Anhang E

Zeit 1 =1029.4556
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If’cell
Pac

Pcc

Pk,ac

Pk,cc

Jp
Jc,0
Ve,in
Je,out
Je

19m,0
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Stromstarke in Ampere

Zellleistung in Kilowatt

elektrisches Potential in Volt

Vektor der Partialdriicke in den Anodenporen mit

Pac({1, {2, T)
Vektor der Partialdriicke in den Kathodenporen mit

Pcc({1, (2, T)

Partialdruck in den Anodenporen des chemischen
Stoffes k € € mit gy ac¢1, (2, 7) Siehe Glei-
chung (3.62)

Partialdruck in den Kathodenporen des chemischen
Stoffes k € € mit gk .cc(¢1, (2, 7) Siehe Glei-
chung (3.63)

Reaktionstemperatur der Reaktipre R; konstant
siehe Anhang E

Anfangswert der Gastemperatur der Anode mit
Ya0(¢1, 2) konstant siehe Anhang E
Gastemperatur am Anodeneingang miti, kon-
stant siehe Anhang E odépin(7)
Durchschnitts-Gastemperatur am Anodenausgang
Mit Y4 0ut(7) siehe Gleichung (3.30)

Gastemperatur der Luftzufuhr; konstant siehe An-
hang E oded,(7)

Gastemperatur in der Anode nili(¢1, (2, 7) Siehe
Gleichung (3.21)

Gastemperatur im katalytischen Brenner thjtr)
siehe Gleichung (3.34)

Anfangswert der Gastemperatur der Kathode mit
J¢,0(¢1, ¢2) konstant siehe Anhang E
Gastemperatur am Kathodeneingang mitin(z)
siehe Gleichung (3.46)
Durchschnitts-Gastemperatur am Kathodenausgang
mit Yc out(z) siehe Gleichung (3.50)

Gastemperatur in der Kathode mig(¢1, (2, ) Sie-

he Gleichung (3.41)

Anfangswert der Gastemperatur der Mischkammer;
konstant siehe Anhang E
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Um

Us
Iy
Q1

(2
Ca

fblower
0
g

Ga

ht k

Gastemperatur in der Mischkammer mij(z) sie-

he Gleichung (3.36)

Anfangswert der Temperatur des Solids mit
¥s.0(¢1, ¢2) konstant siehe Anhang E

Temperatur des Solid mits(¢1, (2, 7) siehe Glei-
chung (3.51)

Umgebungstemperatur; konstant sieche Anhang E
dimensionslose Ortsvariable

dimensionslose Ortsvariable

Ladungskapazitat der Anode; konstant siehe An-
hang E

Ladungskapazitat der Kathode; konstant siehe An-
hang E

Ladungskapazitat des Elektrolyts; konstant siehe
Anhang E

Warmekapazitat des Solid; konstant siehe An-
hang E

molare Warmekapazitat; konstant sieche Anhang E
Leistungskoeffizient des Geblases; konstant siehe
Anhang E

Standardstoffstromdichte in m@h? s; konstant sie-

he Anhang E

Stoffstromdichte der Anode in moh?s
Stoffstromdichte der Kathode in moh? s

Hohe der Anode in Meter; konstant siehe Anhang E
Hohe der der Kathode in Meter; konstant siehe An-
hang E

Bildungsenthalpie des chemischen Stofles ¢

bei der katalytischen Verbrennung; konstant siehe
Anhang E

Bildungsenthalpie des chemischen Stofkee ¢

bei der katalytischen Verbrennung

Stromdichte mit (¢1, ¢, 7) siehe Gleichung (D.16)
Stromdichte in der Anode mity(¢1, (2, 7) Siehe
Gleichung (D.10)

Stromdichte in der Kathode mit(¢1, (2, 7) siehe
Gleichung (D.11)
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Stromdichte im Elektrolyt mitie(¢1, (2, 7) Siehe
Gleichung (D.12)

Langenverhaltnis von Kathode zu Anode; konstant
siehe Anhang E

Anzahl der Elektronen der Reaktionp €
{Ox1, Ox2, Red; konstant siehe Anhang E

molare Flussdichte von der Anode zum Solid mit
Nk,as(C1, {2, 7) siehe Gleichung (D.17)

molare Flussdichte von der Kathode zum Solid mit
Nk, cs(C1, ¢2, 7) siehe Gleichung (D.18)

Druck in Pascal

Standarddruck in Pascal; konstant siehe Anhang E
Ubertragene Warmemenge zwischen Anode und So-
lid mit gas(¢1, &2, 7) Siehe Gleichung (D.6)
Ubertragene Warmemenge zwischen Kathode und
Solid mitges(¢1, (2, 7) siehe Gleichung (D.7)

durch den lonentransport durch das Elektrolyt in-
duzierte Warme mitQseiig(¢1, (2, 7) Siehe Glei-
chung (D.9)

Reaktionsraten der Reaktigne R mitr ({1, {2, 7)
siehe Gleichung (D.1)-(D.5)

Zeit in Sekunden

Zeitkonstante in Sekunden; siehe Anhang E



Verzeichnis der chemischen Symbole

CyHy Kohlenwasserstoffe
CHgy Methan

(6{0) Kohlenmonoxid
CO, Kohlendioxid
CO3~  Karbonationen

e Elektron

H, Wasserstoff

H,O Wasser

H* Wasserstoffproton

KazgCOs Kaliumkarbonat
KOH Kaliumlauge

LisCOsz Lithiumkarbonat
[\ Stickstoff

NaOH Natriumlauge
NOy Stickstoffoxide

0O, Sauerstoff
OH Hydroxid

SO Schwefeloxide
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Verzeichnis der Einheiten

°C

kW
kWh

mol

MW e

Pa
ppm

Grad Celsius
Ampere
Coulomb

Gramm
Gigahertz

Stunde

Joule

Kelvin

Kilowatt
Kilowattstunde
Meter

Mol

Megawatt, elektrisch

Pascal
Teile pro Million (parts per million)

Sekunde

\olt
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