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Zusammenfassung

Das Losen von Anfangswertproblemen mit Hilfe von ODE-Verfahren ist in vielen wissen-
schaftlichen Bereichen und fiir ingenieurtechnische Anwendungen zwingend erforderlich. Be-
dauerlicherweise gibt es eine grofle Anzahl von relevanten Anfangswertproblemen, ODE-
Verfahren und Prozessorarchitekturen, wobei potentiell jede Kombination von Anfangswert-
problem, ODE-Verfahren und Prozessorarchitektur von einer speziell dafiir optimierten Im-
plementierungsvariante profitiert. Wegen dieser groen Anzahl an Kombinationen ist es sehr
zeitaufwindig, per Hand eine optimierte Implementierungsvariante fiir jede davon zu erstel-
len. Eine solche optimierte Implementierungsvariante ist jedoch erforderlich, sofern man die
Rechenleistung eines Prozessors gut ausnutzen mochte.

In dieser Arbeit befassen wir uns damit, wie wir automatisch optimierte Implementierungsvari-
anten von ODE-Verfahren fiir das Losen von Anfangswertproblemen generieren konnen. Dabei
ist es unser Ziel ein breites Spektrum an ODE-Verfahren, allgemeine Anfangswertprobleme
sowie solche mit einer ausnutzbaren Zugriffsstruktur und GPUs sowie CPUs als optimierte
Zielplattformen zu unterstiitzen. Hierfiir zeigen wir zunéchst, dass sich viele hiufig verwen-
dete ODE-Verfahren, wie die RK-Verfahren, die PIRK-Verfahren oder die Peer-Verfahren, zu
einem Datenflussgraphen bestehend aus Auswertungen der problemspezifischen rechten Seite
(RHS), Linearkombinationen (LC) und Reduktionen (RED) als Grundoperationen abstrahieren
lassen. Bei vielen Verfahren besteht der Datenflussgraph zusitzlich aus einer Abhéngigkeits-
kette aus RHS — LC-Gliedern, in welcher voneinander unabhingige Grundoperationen zum
selben RHS — LC-Glied zusammengefasst werden.

Diesen Datenflussgraphen konnen wir nun leicht zur Generierung einer Basisimplementierung
fiir das Losen eines Anfangswertproblems verwenden, welche eine Grundoperation nach der
anderen iiber je ein paralleles Kernel berechnet. Ein solches Kernel nutzt die Systemparallelitit
innerhalb einer Grundoperation aus, um deren Berechnungen auf s@mtlichen Rechenkernen der
Zielplattform auszufiihren. Fiir diese Basisimplementierung stellen wir von uns durchgefiihr-
te experimentelle Untersuchungen auf einer Test-GPU und einer Test-CPU vor. Diese expe-
rimentellen Untersuchungen zeigen, dass eine solche Basisimplementierung fiir dichtbesetzte
Anfangswertprobleme mit einer hohen arithmetischen Intensitit, wie das N-Korperproblem,
bereits eine gute Performance erzielen kann. Dahingegen ist sie fiir dilnnbesetzte Anfangswert-
probleme mit einer geringen arithmetischen Intensitit, wie unser Testproblem BRUSS2D oder
viele andere Stencil-Probleme, durch die DRAM-Bandbreite gebunden und kann die Rechen-
werke der Test-GPU und Test-CPU nur schlecht auslasten.

Deswegen verwenden wir als Nichstes die Technik der Kernelfusion, um fiir allgemeine, diinn-
besetzte Anfangswertprobleme mit einer geringen arithmetischen Intensitidt die Datenwieder-
verwendung und damit die Performance zu erhohen. Mit Hilfe dieser Technik der Kernelfusi-
on verschmelzen wir jeweils mehrere Grundoperationen im Datenflussgraphen zu einem Ker-
nel, um innerhalb eines solchen fusionierten Kernels die geladenen Daten iiber den On-Chip-
Speicher wiederzuverwenden, die erzeugten Daten iiber den On-Chip-Speicher zu transferieren
und ein unndtiges Zuriickschreiben von den erzeugten Daten in den DRAM zu vermeiden.
Dabei konnen wir jeweils sdmtliche Grundoperationen in einem RHS — LC-Glied zu einem
Kernel verschmelzen. Jedoch darf eine RHS-Operation bei einem allgemeinen Anfangswert-
problem fiir die Auswertung einer ihrer Komponenten beliebig auf ihren Argumentvektor zu-
greifen. Deshalb konnen wir keine LC — RHS-Abhingigkeiten und Grundoperationen aus
unterschiedlichen RHS — LC-Gliedern miteinander verschmelzen. Zusétzlich wenden wir vor
der Fusion zwei Enabling-Transformationen an, und zwar die Splitting-Transformation zum
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Aufspalten von LC-Operationen und die Cloning-Transformation zur redundanten Berechnung
einer Grundoperation. Als Nichstes stellen wir vor, wie sich eine Variante mit Kernelfusion
sowohl auf GPUs als auch auf CPUs mit architekturspezifischen Optimierungen automatisch
generieren lédsst. SchlieBlich fithren wir eine experimentelle Untersuchung der per Kernelfusi-
on und per Enabling-Transformationen generierten Implementierungsvarianten von mehreren
expliziten ODE-Verfahren mit dem Testproblem BRUSS2D auf mehreren modernen GPUs und
CPUs durch. Diese Untersuchungen zeigen, dass sich auf den getesteten GPUs durch die Ker-
nelfusion und Enabling-Transformationen eine Beschleunigung zwischen 1.62 und 3.32 gegen-
iiber der jeweiligen Basisimplementierung des ODE-Verfahrens erzielen ldsst, wéihrend sich
auf den getesteten CPUs eine Beschleunigung zwischen 1.98 und 4.14 gegeniiber der jeweili-
gen Basisimplementierung des ODE-Verfahrens erzielen lédsst. Diese Beschleunigung ist darauf
zuriickzufiihren, dass die Kernelfusion und die Enabling-Transformationen zusammen die zwi-
schen Prozessor und DRAM transferierte Datenmenge je nach ODE-Verfahren auf 50 % bis
25 % gegeniiber der jeweiligen Basisimplementierung reduzieren konnen. Allerdings zeigen
die Experimente auch, dass die per Kernelfusion und Enabling-Transformationen generierten
Implementierungsvarianten auf den getesteten modernen GPUs und CPUs weiterhin durch die
DRAM-Bandbreite gebunden sind.

Da das beliebige Zugriffsmuster der RHS-Operationen fiir ein allgemeines Anfangswertpro-
blem weitere Lokalitdtsoptimierungen verhindert, spezialisieren wir uns, um solche weiteren
Lokalitdtsoptimierungen durchzufiihren, als Nichstes auf diinnbesetzte rechte Seiten mit ei-
ner beschriankten Zugriffsdistanz. Bei diesen darf eine RHS-Operation fiir die Auswertung ei-
ner gegebenen Komponente nur auf diejenigen Komponenten des Argumentvektors, die sich
innerhalb der beschriankten Zugriffsdistanz um der gegebenen Komponente herum befinden,
zugreifen. Dies erlaubt es uns LC — RHS-Abhingigkeiten iiber eine partitionierte Fusi-
on zu verschmelzen. Diese partitionierte Fusion kénnen wir nun entlang der LC — RHS-
Abhingigkeitskette des ODE-Verfahrens anwenden, wodurch sich zwei Tiling-Schemata erge-
ben, und zwar das trapezoidale Tiling-Schema und das hexagonale Tiling-Schema. Innerhalb
eines Kernels mit Tiling kann ein Prozessor nun wieder analog, wie bei einem per Kernelfusion
generierten Kernel, Daten wiederverwenden. Wir ermdglichen dieses Tiling nicht nur {iber die
Stufen eines ODE-Verfahrens, sondern auch iiber dessen Zeitschritte. Ebenso stellen wir vor,
wie mehrere Rechenkerne eines Prozessors an einem Tile zusammenarbeiten konnen, um dar-
iber die maximale Tile-Groe und die Datenwiederverwendung zu erhohen. Zusitzlich entwi-
ckeln wir einen Autotuning-Ansatz, um fiir beide Tiling-Schemata die optimalen Tile-Gréen
zu bestimmen. Als Nichstes gehen wir darauf ein, wie sich eine Variante mit Tiling sowohl
auf GPUs als auch auf CPUs mit architekturspezifischen Optimierungen implementieren lédsst.
SchlieBlich fithren wir fiir mehrere explizite ODE-Verfahren eine experimentelle Untersuchung
der Implementierungsvarianten mit Tiling und mit BRUSS2D als Testproblem auf mehreren
modernen GPUs und CPUs durch. Diese Untersuchung zeigt, dass sich durch das Tiling so-
wohl die Datenwiederverwendung als auch die Performance sowohl auf den getesteten GPUs
als auch auf den getesteten CPUs gegeniiber den Implementierungsvarianten mit Kernelfusion
stark erhohen lassen. So erzielen fiir die getesteten ODE-Verfahren die Implementierungsva-
rianten mit Tiling gegeniiber einer durch Kernelfusion generierten Referenzimplementierung
bei einer kleinen Zugriffsdistanz von 32 auf den getesteten GPUs eine Beschleunigung von 1.8
bis 8.2 und auf den getesteten CPUs eine Beschleunigung von 7.5 bis 14.1. Ebenso zeigen die
Untersuchungen, dass es bereits bei kleinen bis mittelgroen Zugriffsdistanzen fiir die Perfor-
mance einer Variante mit Tiling sehr vorteilhaft ist, wenn ein Tile nicht nur von einem einzelnen
Kern abgearbeitet wird, sondern wenn jeweils mehrere Rechenkerne an einem Tile zusammen-
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arbeiten. Durch dieses Zusammenarbeiten von mehreren Rechenkernen an einem Tile 14sst sich
zum Beispiel auf der getesteten Volta-GPU und Skylake-CPU bei einer beschrinkten Zugriffs-
distanz von 131 072 noch eine Beschleunigung von 1.4 beziehungsweise 1.6 gegeniiber der per
Kernelfusion generierten Referenzimplementierung erzielen.

Wir stellen zudem ein von uns entwickeltes automatisiertes Framework vor, welches sowohl
die Generierung als auch die Ausfiihrung der Varianten der Basisimplementierung, der Vari-
anten mit Kernelfusion sowie der Varianten mit Tiling anhand des Datenflussgraphen eines
ODE-Verfahrens durchfiihrt. Dieses Framework unterstiitzt sowohl GPUs als auch CPUs als
optimierte Zielplattformen und implementiert zusitzlich eine Reihe von hilfreichen Funktiona-
litdten, wie ein automatisches Speichermanagement, eine NUMA-Unterstiitzung fiir CPUs und
eine Autotuning-Funktionalitit fir das Tiling. Dieses Framework beinhaltet zudem eine DSL,
mit welcher ein Benutzer leicht ODE-Verfahren zum Framework hinzufiigen kann.
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Abstract

Solving initial value problems using ODE methods is essential in many scientific fields and
for engineering applications. Unfortunately, there are a large number of relevant initial value
problems, ODE methods and processor architectures, with potentially every combination of
initial value problem, ODE method and processor architecture benefiting from a specially op-
timised implementation variant. Because of this large number of combinations, it is very time-
consuming to manually create an optimised implementation variant for each of them. However,
such an optimised implementation variant is necessary if one wants to make good use of the
computing power of the processor.

In this thesis, we address how we can automatically generate optimised implementation variants
of ODE methods for solving initial value problems. Our goal is to support a wide range of ODE
methods, general initial value problems with an arbitrary memory access pattern, initial value
problems with limited access distance, and GPUs as well as CPUs as optimised target platforms.
To this end, we first show that many commonly used ODE methods, such as RK methods, PIRK-
Methods or Peer-Methods, can be abstracted by a dataflow graph consisting of evaluations of
the problem-specific right-hand side (RHS), linear combinations (LC) and reductions (RED) as
basic operations. For many methods, the data flow graph additionally consists of a dependency
chain of RHS — LC-links, in which basic operations being independent of each other are
inserted into the same RHS — LC-link.

We can now easily use this data flow graph to generate a basic implementation for solving an
initial value problem, which computes one basic operation at a time via one parallel kernel
each. Such a parallel kernel exploits the system parallelism within a basic operation to perform
its computations on all computational cores of the target platform. For this basic implementa-
tion, we conduct an experimental evaluation on a test GPU and test CPU. This experimental
evaluation shows that such a basic implementation can already achieve a good performance for
densely populated initial value problems with a high arithmetic intensity, such as the N-body
problem. On the other hand, for sparse initial value problems with a low arithmetic intensity,
such as our test problem BRUSS2D or many other stencil problems, it is bound by the DRAM
bandwidth and can only poorly utilise the execution units of the processor.

Therefore, we next use the technique of kernel fusion to increase the data reuse for general
sparse initial value problems with a low arithmetic intensity. Using this technique, we can fuse
groups of basic operations in the data flow graph into one kernel each. Such a fused kernel
reuses its loaded data via the on-chip memory of the processor, transfers its generated data
via the on-chip memory of the processor and avoids unnecessary write-backs of its generated
data to DRAM. In doing so, we can fuse all the basic operation of a RHS — LC-link into
one kernel each. However, for general initial value problems, an RHS operation may arbitrarily
access its argument vector for evaluating one of its components. Therefore, we cannot fuse
LC — RHS-dependencies and basic operations from different RHS — LC-links. In addition,
we apply two enabling transformations before the fusion, namely the splitting transformation to
split LC operations and the cloning transformation to redundantly compute a basic operation.
Next, we present how a variant can be automatically generated with kernel fusion on both GPUs
and CPUs with architecture-specific optimisations. Finally, for several explicit ODE methods,
we perform an experimental evaluation of the implementation variants generated via kernel
fusion and enabling transformations with the test problem BRUSS2D on several modern GPUs
and CPUs. This evaluation shows that on GPUs, depending on the method and the GPU used,
the kernel fusion and enabling transformations can achieve a speedup between 1.62 and 3.32
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compared to the respective basic implementation of the method, while on CPUs, depending on
the method and the CPU used, a speedup between 1.98 and 4.14 can be achieved compared
to the respective basic implementation of the method. This speedup is due to the fact that,
depending on the method, the kernel fusion and enabling transformations can reduce the amount
of data transferred between the processor and DRAM to between 50 % and 25 % compared to
the respective basic implementation of the method. However, the experiments also show that
the implementation variants generated by kernel fusion and enabling transformations are still
bound by the DRAM bandwidth on the tested modern GPUs and CPUs.

Since the arbitrary access pattern of RHS operations for general initial value problems prevents
further locality optimisations, we next specialise in RHS with a limited access distance. Here,
an RHS evaluation of a single component may only access those components of the argument
vector that are within the limited access distance around this given component. This allows us
to fuse LC — RHS-dependencies via a partitioned fusion. We can now apply this partitioned
fusion along the dependency chain of the ODE method, resulting in two tiling schemes, namely
the trapezoidal tiling scheme and the hexagonal tiling scheme. In a kernel generated via tiling,
a processor can now reuse data again analogously to a kernel generated via kernel fusion. We
realize this tiling not only across the stages of an ODE method, but also across its time steps.
We also introduce how multiple cores of a processor can cooperate on a tile to increase the
maximum tile size and thereby the data reuse. Next, we address how a variant with tiling can be
implemented on both GPUs and CPUs with architecture-specific optimisations. Additionally,
we develop an autotuning approach, which determines the optimal tile sizes for both tiling
schemes. Finally, for several explicit ODE methods, we conduct an experimental evaluation of
the implementation variants generated via tiling with BRUSS2D as a test problem on several
modern GPUs and CPUs. This evaluation shows that the variants generated via tiling can greatly
increase both performance and data reuse on both the test GPUs and test CPUs compared to the
variants generated via kernel fusion. For example, for the tested ODE methods, for a small
limited access distance of 32 and on the tested GPUs the variants with tiling achieve a speedup
of 1.8 to 8.2 compared to a reference implementation generated by kernel fusion. Also on the
tested CPUs for the same small limited access distance of 32 the variants with tiling achieve a
speedup of 7.5 to 14.1 compared to a reference implementation generated by kernel fusion. The
experimental evaluation also shows that even for small to medium access distances, it is very
advantageous for the performance of the variants with tiling if a tile is not only processed by a
single core, but if several cores cooperate on one tile. By having several cores of the Volta GPU
or of the Skylake CPU cooperate on the same tile, for a large limited access distance of 131072
a speedup of 1.4 and 1.6 respectively can be achieved compared to the reference implementation
generated by kernel fusion.

For this thesis, we implemented the generation and the execution of the variants of the basic
implementation, the variants with fusion and the variants with tiling via the data flow graph ab-
straction of an ODE method by an automatic framework. This framework supports both GPUs
and CPUs as target platforms and additionally implements several of helpful functionalities,
such as automatic memory management, NUMA support for CPUs and an autotuning functio-
nality for the tiling. Additionally, this framework includes an DSL, which allows a user to easily
add new ODE methods to the framework.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Viele wissenschaftliche Simulationen verwenden Systeme von gewohnlichen Differentialglei-
chungen als mathematische Modelle, um Phinomene der echten Welt zu beschreiben. Die fol-
gende Arbeit betrachtet Anfangswertprobleme (englisch: initial value problems, abgekiirzt IV-
Ps) von Systemen von gewdhnlichen Differentialgleichungen (englisch: ordinary differential
equations, abgekiirzt: ODEys):

Gegeben: y'(t) = f(t,y(1)), to, y(to) =yo, te (1.1)
Gesucht: y. = y(t.) (1.2)

Bei einem ODE-System bestehend aus n Gleichungen gilt, dass y € R", ¢t € R sowie
f : R x R"™ — R" ist. Fiir das Losen von Anfangswertproblemen wurde eine Vielzahl von
ODE-Verfahren entwickelt. Der klassische numerische Losungsansatz, welcher auch von den
ODE-Verfahren in dieser Arbeit angewendet wird, besteht aus einer Zeitschrittprozedur. Diese
Prozedur beginnt zur Simulationszeit ¢y mit einem Anfangswert yo und fiihrt eine Folge von
Zeitschritten t,, — t,4+1 mit k = 0,1,2,... aus, bis sie die finale Zeit t. der Simulation er-
reicht hat. Bei jedem Zeitschritt £ wendet die Zeitschrittprozedur die Funktion der rechten Seite
(englisch: right-hand-side, abgekiirzt: RHS) an, um einen neuen Zustand der Simulation y .41
zu berechnen, der die exakte Losung der Funktion y (¢) zum Zeitpunkt ¢, approximiert.

Das Losen solcher Anfangswertprobleme ist nicht nur fiir die mathematische, physikalische,
chemische, biologische sowie medizinische Forschung, sondern auch fiir ingenieurtechnische
Anwendungen von gro3er Bedeutung. Auch miissen solche Anfangswertprobleme fiir die Spiel-
logik und die Graphik von modernen Computerspielen sowie, um CGI-Spezialeffekte in Filmen
zu generieren, gelost werden. Fiir viele solcher Anwendungen muss zudem zwingend ein An-
fangswertproblem mit einer groflen Problemgrofe, das heifit ein ODE-System bestehend aus
sehr vielen Gleichungen, gelost werden. Fiir viele Anwendungen gilt zudem, dass je grofer
das ODE-System gewihlt wird, umso besser wird auch die Genauigkeit beziehungsweise die
Qualitdt des Endergebnisses.

Fiir das Losen von Anfangswertproblemen stehen eine Vielzahl von unterschiedlichen ODE-
Verfahren zur Verfiigung, die sich sowohl in ihrer Berechnungsstruktur, Rechenaufwand, Ge-
nauigkeit beziehungsweise Ordnung, und ihrer Eignung fiir ein spezifisches Anfangswertpro-
blem unterscheiden. In dieser Arbeit betrachten wir mehrere Vertreter der Klasse der expliziten
allgemeinen linearen Verfahren, und zwar die expliziten RK-Verfahren, die PIRK-Verfahren,
die Peer-Verfahren und die Adams-Bashforth-Verfahren. Bei all diesen Verfahren setzt sich
ein Zeitschritt aus Auswertungen der rechten Seite (RHS-Operationen), Linear-Kombinationen
(LC-Operationen), Map-Funktionen (MAP-Operationen) und Reduktionen (RED-Operationen)
zusammen. In diesen ODE-Verfahren konnen drei Arten von Parallelitit auftreten: Eine Par-
allelitit iber die Komponenten des ODE-Systems (Systemparallelitdt), eine Parallelitit iiber
die Grundoperationen des ODE-Verfahrens, welche voneinander unabhéngig sind, (Methoden-
parallelitit) und eine Parallelitit tiber die Zeitschritte des ODE-Verfahrens (Zeitparallelitdit).
Bei LC-, MAP- und RED-Operationen ist die Systemparallelitit immer vorhanden und bein-
haltet auch einen sehr hohen Grad an Datenparallelitit. Dahingegen ist die Systemparallelitit
und deren Datenparallelitit bei RHS-Operationen beziehungsweise bei RHS-Funktionen vom
zu l6senden Anfangswertproblem abhéngig. Allerdings besitzen die RHS-Funktionen von den
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allermeisten relevanten Anfangswertproblemen einen sehr hohen Grad an Systemparallelitit
sowie Datenparallelitit entlang der Systemdimension.

Da viele Anwendungen Anfangswertprobleme mit sehr vielen oder mit moglichst vielen Sys-
temkomponenten 16sen miissen, wodurch das Losen dieser Anfangswertprobleme wiederum
sehr rechenintensiv ist, ist es vielversprechend, das Losen von Anfangswertproblemen durch
optimierte Losungsprogramme zu beschleunigen. Da ein Losen von extrem groflen Anfangs-
wertproblemen mit einem ODE-Verfahren auf Grund der Systemparallelitéit nicht nur massiv
parallel, sondern auch massiv datenparallel ist, eignen sich moderne SIMD-Parallelrechner wie
Mehrkern-CPUs und GPUs hervorragend, um ein solches Losungsprogramm mit einem ODE-
Verfahren effizient auszufiihren.

Fiir dichtbesetzte Anfangswertprobleme, das heiflt fir Anfangswertprobleme, bei welchen
die RHS-Funktion zur Bestimmung der zeitlichen Ableitung einer Komponente die meis-
ten aller anderen Komponenten des Argumentvektors betrachten muss, dominieren die RHS-
Operationen die Laufzeit eines jeden Losungsprogramms fiir Anfangswertprobleme. Besitzt
bei einem dichtbesetzten Anfangswertproblem die RHS-Funktion zusitzlich eine hohe arith-
metische Intensitdt, dann kann ein solches Losungsprogramm fiir dichtbesetzte Anfangswert-
probleme die Rechenleistung eines Prozessors leicht gut ausnutzen. Fiir diinnbesetzte Anfangs-
wertprobleme, bei welchen die RHS-Funktion zur Bestimmung der zeitlichen Ableitung einer
Komponente nur wenige andere Komponenten des Argumentvektors betrachten muss, besitzen
die RHS-Funktion beziehungsweise die RHS-Operationen zusétzlich oft eine niedrige arithme-
tische Intensitdt. Da alle anderen Operationen der betrachteten ODE-Verfahren, und zwar LC-
Operationen, MAP-Operationen sowie RED-Operationen, ebenfalls eine niedrige arithmetische
Intensitit besitzen, ist fiir diese ODE-Verfahren das Losen eines diinnbesetzten Anfangswert-
problems mit einer niedrigen arithmetischen Intensitét durch ein naives Losungsprogramm oh-
ne Lokalititsoptimierungen sehr stark durch die Speicherbandbreite beziehungsweise durch die
DRAM-Bandbreite gebunden. Deshalb ist es fiir solche diinnbesetzten Anfangswertprobleme
mit einer niedrigen arithmetischen Intensitit zur Verbesserung der Performance vielverspre-
chend, ein Losungsprogramm mit Lokalitdtsoptimierungen zu verwenden. Allerdings verhin-
dert der allgemeine Fall eines Anfangswertproblems, bei welchem die RHS-Funktion fiir die
Auswertung einer Komponente auf beliebige andere Komponenten im Argumentvektor zugrei-
fen darf, viele Lokalitdtsoptimierungen. Dies ldsst sich mit einer Spezialisierung auf bestimmte
Anfangswertprobleme vermeiden, welche das Zugriffsmuster der RHS-Funktion auf ihren Ar-
gumentvektor einschrinken. Eine vielversprechende solche Einschrankung, welche wir in die-
ser Arbeit fiir zusitzliche Lokalitdtsoptimierungen verwenden, ist die sogenannte beschrdnkte
Zugriffsdistanz. Bei Anfangswertproblemen mit einer beschrinkten Zugriffsdistanz greift die
RHS-Funktionen fiir die Auswertung einer Komponente nur auf diejenigen Komponenten im
Argumentvektor zu, welche sich innerhalb der Zugriffsdistanz um der auszuwertenden Kom-
ponente herum befinden. Somit deckt die beschrinkte Zugriffsdistanz viele weit verbreitete
Anfangswertprobleme wie Stencils ab.

Zusitzlich existieren eine grofe Anzahl an relevanten Anfangswertproblemen, ODE-Verfahren
und Hardwarearchitekturen, wobei potentiell jede Kombination von Anfangswertproblem,
ODE-Verfahren und Hardwarearchitektur von einer speziell optimierten Implementierungsvari-
ante profitiert. Deshalb ist es sehr zeitaufwindig, per Hand eine optimierte Implementierungs-
variante fiir jede dieser Kombinationen zu erstellen. Eine solche optimierte Implementierungs-
variante ist jedoch erforderlich, sofern ein Benutzer die Rechenleistung eines Rechners fiir das
Losen eines Anfangswertproblems effizient ausnutzen mochte.
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1.2 Zielstellung

Aus den soeben genannten Griinden stellen wir uns fiir diese Arbeit als Ziel, einen ganzheit-
lichen Ansatz zum automatischen Generieren von Implementierungsvarianten von expliziten
ODE-Verfahren fiir das Losen von Anfangswertproblemen zu entwickeln:

* fiir ein breites Spektrum an hiufig verwendeten, expliziten ODE-Verfahren,

* fiir das Losen von Anfangswertproblemen ohne Einschrinkungen des moglichen Zu-
griffsmusters,

« fiir das Losen von Anfangswertproblemen mit beschrinkter Zugriffsdistanz,
* mit dem Ausnutzen von Systemparallelitit und Methodenparallelitit,
* mit einem hohen Grad an Datenwiederverwendung iiber die On-Chip-Speicher, und

* mit GPUs und CPUs als optimierte Zielplattformen.

1.3 Vorgehen

1.3.1 Abstraktion von ODE-Verfahren durch einen Datenflussgraphen

Fiir die automatische Generierung von Implementierungsvarianten fiir ein breites Spektrum an
héufig verwendeten, expliziten ODE-Verfahren miissen wir zuerst eine gemeinsame Abstrakti-
on fiir all diese Verfahren finden. In dieser Arbeit entschieden wir uns fiir eine Datenflussgra-
phreprisentation, welche den Zeitschritt eines ODE-Verfahrens durch einen Datenflussgraphen
beschreibt. Ein solcher Datenflussgraph besteht im Wesentlichen aus Auswertungen der rechten
Seite (RHS-Operationen), Linearkombinationen (LC-Operationen), Map-Funktionen (MAP-
Operationen) und Reduktionen (RED-Operationen) als Knoten beziehungsweise als Grund-
operationen. Hierdurch konnen wir die Klasse der allgemeinen linearen Verfahren und dadurch
die meisten hédufig verwendeten expliziten ODE-Verfahren abdecken. Insbesondere decken wir
dadurch die RK-Verfahren, die PIRK-Verfahren, die Peer-Verfahren und die Adams-Bashforth-
Verfahren ab. Fiir viele ODE-Verfahren ergibt die transitive Reduktion des Datenflussgraphen,
also die Entfernung sdmtlicher Abhiingigkeiten, die die topologische Sortierung nicht beeinflus-
sen, eine RHS — LC-Abhdngigkeitskette, die sich aus RHS — LC-Gliedern zusammensetzt.
Die LC-Operationen in dieser Kette verwenden nicht nur die RHS-Operation ihres jeweiligen
RHS — LC-Glieds als Argumentvektor, sondern sie konnen beliebig viele RHS-Operationen
oder LC-Operationen aus vorherigen RHS — LC-Gliedern als Argumentvektoren verwenden.

1.3.2 Erzeugung der Basisimplementierungen aus dem Datenflussgraphen
eines ODE-Verfahrens

Anhand eines solchen Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens konnen wir bereits leicht auto-
matisch eine Basisimplementierung erstellen, die die Grundoperationen im Datenflussgraphen
gemdl ihrer topologischen Sortierung ausfiihrt. Innerhalb jeder Grundoperation kann die Basi-
simplementierung die Parallelitit iiber die Systemdimension ausnutzen, um die Berechnungen
der Grundoperation auf mehrere Kerne beziehungsweise Threads des verwendeten Prozessors
zu verteilen. Somit erzeugt die Basisimplementierung fiir jede RHS-Operationen ein paralleles
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RHS-Kernel, fiir jede LC-Operationen ein paralleles LC-Kernel, fiir jede MAP-Operationen ein
paralleles MAP-Kernel und fiir jede RED-Operationen ein paralleles RED-Kernel. Diese Ba-
sisimplementierung kann bereits bei dichtbesetzten Anfangswertproblemen eine gute Perfor-
mance erzielen, da bei diesen Anfangswertproblemen die RHS-Operationen eine quadratische
Komplexitit beziiglich der Systemgrofe besitzen, die Laufzeit dominieren und zudem, falls sie
eine hohe arithmetische Intensitit besitzen, durch die Rechenleistung des Prozessors gebunden
sind. Jedoch sind bei diinnbesetzten Anfangswertproblemen mit einer niedrigen arithmetischen
Intensitit, bei welchen die RHS-Operationen eine lineare Komplexitit beziiglich der System-
grofle besitzen, sdmtliche Grundoperationen, also die RHS-, MAP-, LC- und RED-Operationen,
durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Deshalb sind bei solchen diinnbesetzten Anfangswert-
problemen mit einer niedrigen arithmetischen Intensitéit zusitzliche Lokalititsoptimierungen
vielversprechend, um die Performance deutlich zu erhohen.

1.3.3 Erhohung der Datenwiederverwendung durch die Kernelfusion fiir
allgemeine Anfangswertprobleme

Um die Datenwiederverwendung fiir allgemeine Anfangswertprobleme ohne Einschriankungen
des moglichen Zugriffsmusters zu erhohen, entschieden wir uns fiir die Technik der Kernel-
fusion. Bei dieser Technik werden die Grundoperationen im Datenflussgraphen zu gréBeren
Kernels fusioniert. Innerhalb eines Kernels kann ein Prozessor dann seine On-Chip-Speicher
ausnutzen, um die produzierten Daten wiederzuverwenden, sowie ein mehrfaches Lesen von
den benotigten Daten aus dem DRAM und ein unnétiges Zuriickschreiben von den produzier-
ten Daten in den DRAM zu vermeiden. Ebenso kann ein fusioniertes Kernel die Systemparal-
lelitdt der fusionierten Grundoperationen weiterhin dafiir ausnutzen, um seine Berechnungen
seiner fusionierten Grundoperationen auf sdmtlichen Rechenkernen eines Prozessors durchzu-
fuhren. Allerdings kann die Kernelfusion die Grundoperationen im Datenflussgraphen nicht
beliebig verschmelzen. Insbesondere sind LC — RHS-Abhéngigkeiten unverschmelzbar, da
im Falle eines allgemeinen Anfangswertproblems die RHS-Funktion fiir die Auswertung einer
ihrer Komponenten beliebig auf ihren Argumentvektor zugreifen darf. Dadurch werden diese
LC — RHS-Abhingigkeiten zu globalen Barrieren. Deshalb darf die Kernelfusion zwar samt-
liche Grundoperationen innerhalb eines RHS — LC-Glieds miteinander verschmelzen, jedoch
darf sie nicht die Grundoperationen aus unterschiedlichen RHS — LC-Gliedern miteinander
verschmelzen. Zusitzlich kann die Kernelfusion voneinander unabhéngige Grundoperationen
verschmelzen, wie sie in den unabhingigen Stufen eines ODE-Verfahrens auftreten. Hierdurch
konnen wir mit der Kernelfusion die Methodenparallelitidt des ODE-Verfahrens fiir die Daten-
wiederverwendung ausnutzen.

Um weitere Fusionen zu ermdglichen und um die Datenwiederverwendung weiter zu erho-
hen, wenden wir zusitzlich vor der Kernelfusion mehrere Enabling-Transformationen auf den
Datenflussgraphen an. Hierunter fallen die Splitting-Transformation zum Aufspalten von LC-
Operationen und die Cloning-Transformation zur redundanten Berechnung von Grundoperatio-
nen. Ebenso entwickeln wir ein einfaches Performance-Modell, das iiber das Datenvolumen die
Performance der fusionierten Kernels abschitzt. Dabei beschreibt dieses Datenvolumen, wel-
che Datenmenge die Kernels aus dem DRAM laden und in den DRAM schreiben miissen, un-
ter der Annahme, dass innerhalb eines Kernels die Caches des Prozessors mehrmalige Zugriffe
auf dieselbe Speicheradresse immer abfangen, und dass es keine Datenwiederverwendung zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Kernels tiber die Caches des Prozessors gibt. AnschlieBend
bewerten wir mit diesem Performance-Modell mehrere generierte Varianten fiir zwei explizi-
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te RK-Verfahren, und zwar das Verner-Verfahren und das DOPRI-Verfahren, sowie mehrere
generierte Varianten fiir die Peer-Verfahren und die PIRK-Verfahren.

Die so fusionierten Grundoperationen in dem Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens be-
ziehungsweise die fusionierten Kernels lassen sich nun mit Hilfe von Codegeneratoren zu
GPU-Kernels beziehungsweise CPU-Kernels umsetzen. Fiir beide Zielarchitekturen optimie-
ren wir den generierten Code so, dass er die On-Chip-Speicher der jeweiligen Architektur ef-
fizient zur Datenwiederverwendung ausnutzt. Unsere experimentellen Untersuchungen fiir die
per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten zeigen, dass sowohl die Kernelfusion
als auch die Enabling-Transformationen zwar die Datentransfers zwischen GPU und DRAM
beziehungsweise zwischen CPU und DRAM gegeniiber der Basisimplementierung deutlich re-
duzieren und dadurch die Performance deutlich verbessern konnen. Jedoch zeigen unsere Un-
tersuchungen auch, dass die Performance der per Kernelfusion generierten Implementierungs-
varianten weiterhin sehr stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden ist. Jedoch sind wir nun
bei den allgemeinen Anfangswertproblemen ohne Einschrinkungen des moglichen Zugriffs-
musters an die Grenzen des Machbaren gestoflen, da das beliebige Zugriffsmuster der RHS-
Funktion weitere Lokalitdtsoptimierungen, das heifit die Datenwiederverwendung iiber zwei
unterschiedliche RHS — LC-Glieder hinweg, verhindert.

1.3.4 Erhohung der Zugriffslokalitiit durch Tiling fiir Anfangswertprobleme
mit beschrinkter Zugriffsdistanz

Wir umgehen diese Beschrinkungen durch eine Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit
beschrinkter Zugriffsdistanz, wie sie zum Beispiel bei Stencil-Problemen auftreten. Bei sol-
chen Anfangswertproblemen muss die RHS-Funktion fiir die Auswertung einer Komponente
nicht auf den kompletten Argumentvektor zugreifen, sondern nur auf diejenigen Komponen-
ten des Argumentvektors, die sich innerhalb der Zugriffsdistanz um der auszuwertenden Kom-
ponente herum befinden. Aber selbst bei solchen Anfangswertproblemen sind LC — RHS-
Abhingigkeiten nicht direkt zu einem einzigen Kernel verschmelzbar, sondern sie sind nur tiber
eine partitionierte Fusion zu einem Kernelpaar oder zu einem Kerneltriplet verschmelzbar.

Mit dieser partitionierten Fusion lassen sich zweidimensionale Tiling-Schemata verwirklichen,
welche den Iterationsraum, der von der Systemdimension als rdumliche Dimension und der
RHS — LC-Abhingigkeitskette als zeitliche Dimension aufgespannt wird, mit Tiles (Ka-
cheln) auffiillen. Als zweidimensionale Tiling-Schemata realisieren wir das trapezoidale Tiling-
Schema und das hexagonale Tiling-Schema, welche den Iterationsraum mit Trapezoiden bezie-
hungsweise mit Hexagonen als Tiles auftiillen. Bei diesen beiden Tiling-Schemata verléduft die
Breite eines Tiles entlang der Systemdimension, wihrend die Hohe eines Tiles entlang der zeit-
lichen Dimension beziehungsweise entlang der RHS — LC-Abhingigkeitskette verlduft. In
einem solchen Tile kann nun ein Prozessor wieder seine On-Chip-Speicher fiir die Datenwie-
derverwendung ausnutzen, wodurch das Tiling die Zahl der Vektorkomponenten, die ein Pro-
zessor aus dem DRAM laden oder in den DRAM schreiben muss, reduzieren kann. Zusitzlich
kann das Tiling weiterhin die Systemparallelitidt ausnutzen, indem es voneinander unabhingige
Tiles parallel zueinander von den Rechenkernen des Prozessors berechnen ldsst.

Wir konnen mit den beiden Tiling-Schemata nicht nur ein 7iling iiber die Stufen, bei welchem
das Tiling mit dem ersten RHS — LC-Glied der Abhéngigkeitskette anfingt und mit dem
letzten RHS — LC-Glied der Abhingigkeitskette aufhort, durchfiithren, sondern auch ein 7i-
ling iiber die Zeitschritte, bei welchem das Tiling iiber die Zeitschrittgrenzen fortgesetzt wird.

Seite 21 /343



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Um dieses Tiling iiber die Zeitschritte zu definieren, stellen wiederum erweiterte Regeln fiir
das Tiling vor. Ebenso miissen wir fiir das Tiling iber die Zeitschritte den Datenflussgraphen
eventuell durch eine besondere Abroll-Transformation abrollen, so dass danach die Grundope-
rationen in dem abgerollten Datenflussgraphen nicht mehr nur einen einzigen, sondern mehrere
aufeinanderfolgende Zeitschritte des ODE-Verfahrens verkérpern. Ebenso benétigt das Tiling
iber die Zeitschritte, da dessen Tiles nun keinen glatten Schnitt mehr an den Zeitschrittgren-
zen besitzen, zur Initialisierung vor dem ersten Zeitschritt eine spezielle Prolog-Iteration und
nach dem letzten Zeitschritt zum Abschluss eine spezielle Epilog-Iteration. Zusitzlich entwi-
ckeln wir fiir sowohl fiir das trapezoidale als auch fiir das hexagonale Tiling-Schema einen
Autotuning-Ansatz, welcher fiir diese beiden Tiling-Schemata per Autotuning die optimalen
Parameter, welche im Wesentlichen die Tile-Hohen und die Tile-Breiten sind, bestimmt.

In der einfachsten Implementierung des Tilings wird ein Tile nur von einem einzelnen Kern
beziehungsweise einem einzelnen Thread bearbeitet. Diese Art des Tilings bezeichnen wir als
Single-Core-Tiling. Bei dem Single-Thread-Tiling benétigt ein moderner Mehrkernprozessor
wiederum viele Tiles, um ausgelastet zu sein, wodurch jedes Tile nur einen kleinen Anteil des
On-Chip-Speichers des Prozessors belegen kann und die maximalen Tile-Gro3e, die noch im
On-Chip-Speicher des Prozessors Platz findet, stark begrenzt ist. Jedoch sind beim Tiling po-
tentiell groBere Tiles vorteilhaft, da diese das Datenvolumen stérker reduzieren konnen als klei-
nere Tiles. Wir umgehen dieses Problem, indem wir mehrere Kerne beziehungsweise mehrere
Threads an einem Tile zusammenarbeiten lassen, wodurch der Prozessor wiederum weniger Ti-
les fiir seine Auslastung gleichzeitig berechnen muss. Diese Art des Tiling bezeichnen wir als
Multi-Core-Tiling.

Aus dem Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens und einem Tiling lassen sich nun wieder mit
Hilfe eines Codegenerators optimierte Implementierungsvarianten fiir beide Zielplattformen,
also fiir GPUs und CPUs, erstellen, die die Ausnutzung des On-Chip-Speichers des jeweiligen
Prozessors maximieren. Unsere experimentellen Untersuchungen mit dem Tiling zeigen, dass
sowohl auf CPUs als auch auf GPUs das Tiling die Datentransfers zwischen dem Prozessor und
dem DRAM stark reduzieren kann. Dariiber ldsst sich mit dem Tiling gegeniiber den Varianten
mit Fusion oder der Basisimplementierung ein deutlicher Speedup erzielen. Ebenso zeigen un-
sere Untersuchungen, dass sich das Single-Core-Tiling gegeniiber dem Multi-Core-Tiling oder
einer per Kernelfusion generierten Variante nur fiir kleine Zugriffsdistanzen lohnt, wihrend
das Multi-Core-Tiling noch fiir sehr groe Zugriffsdistanzen gegeniiber einer per Kernelfusion
generierten Variante einen Speedup erzielen kann.

1.3.5 Implementierung unseres Ansatzes in einem Framework

Wir entwickelten fiir die Umsetzung unseres Ansatzes, das heifit das automatisierte Losen von
Anfangswertproblemen mit Hilfe der Datenflussgraphreprésentation fiir ODE-Verfahren, ein
Framework. Dieses Framework unterstiitzt nicht nur die Generierung von Datenflussgraphen fiir
die unterstiitzten Klassen von ODE-Verfahren, sondern auch die Codegenerierung fiir die Vari-
anten mit Fusion und Tiling sowie die Ausfiihrung des generierten Codes. Dieses Framework
ist in der Lage, anhand der Koeffizienten eines RK-Verfahrens, eines PIRK-Verfahrens, eines
PEER-Verfahrens oder eines Adams-Bashforth-Verfahrens den dazugehorigen Datenflussgra-
phen zu erzeugen. Ebenso kann ein Benutzer leicht die Erzeugung eines Datenflussgraphen
einer neuen Verfahrensklasse zu dem Framework hinzufiigen, wofiir unter anderem eine DSL
zur Verfiigung steht. Zudem kann ein Benutzer das Framework leicht auf neue Zielarchitekturen
erweitern.
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Unser Framework unterstiitzt GPUs iiber CUDA und OpenCL. Im Gegensatz dazu unterstiitzt
unser Framework CPUs iiber die Laufzeitkompilierung von Kernels zu einer dynamischen Bi-
bliothek. Um automatisch den Code fiir die Kernels mit Fusion und mit Tiling zu erzeugen,
besitzt unser Framework sowohl fiir GPUs als auch fiir CPUs optimierte Code-Generatoren.
Beide Codegeneratoren beherrschen sdmtliche architekturspezifischen Lokalitétsoptimierun-
gen, die wir in dieser Arbeit vorstellen. Dabei erzeugt der GPU-Codegenerator fiir jedes Kernel
Quelltext in CUDA-C oder OpenCL-C, das er dann zur Laufzeit unseres Frameworks zu ei-
nem GPU-Kernel kompiliert. Dahingegen erzeugt der CPU-Codegenerator fiir jedes Kernel ein
C-Programm, das er anschliefend zur Laufzeit unseres Frameworks zu einer dynamischen Bi-
bliothek kompiliert.

Die so generierten Kernels fiihrt unser Framework dann automatisch in ihrer topologischen
Sortierung aus, um dariiber die Zeitschrittprozedur des ODE-Verfahrens zu realisieren. Dabei
startet unser Framework die GPU-Kernels iiber CUDA oder OpenCL, wihrend es fiir die CPU-
Kernels die Funktion des Kernels in dessen dynamischer Bibliothek aufruft. Bei dieser automa-
tischen Ausfiithrung beherrscht unser Framework ein automatisches Speichermanagement mit
dem Aliasing von Vektoren. Uber dieses Aliasing gibt unser Framework einen Vektor, wenn er
wihrend der Ausfiihrung nicht mehr bené6tigt wird, automatisch wieder frei, so dass der fiir die
Ausfiihrung benétigte Speicherplatz reduziert wird. Ebenso implementiert unser Framework
eine Unterstiitzung fiir NUMA-CPUs, die die Anzahl an Remote-Speicherzugriffen reduziert.

1.4 Gliederung

Diese Arbeit ist in folgende Kapitel untergliedert:

¢ 2. Verwandte Arbeiten: Zuerst stellen wir die verwandten Arbeiten vor. Dabei gehen
wir vor allem auf Arbeiten zum Autotuning, zur Kernelfusion, zum Tiling und zur Op-
timierung von ODE-Verfahren ein. Ebenso beschreiben wir, wie sich unsere Arbeit von
anderen Arbeiten und von anderen Ansétzen unterscheidet.

¢ 3. Moderne GPU-Architekturen: In diesem Kapitel erldutern wir den Aufbau und die
Funktionsweise von modernen GPU-Architekturen. Dabei wihlen wir eine allgemeine
CPU-nahe Abstraktion von modernen GPU-Architekturen, so dass sich ein CPU-affiner
Leser leicht in unsere Arbeit einfindet.

* 4. Grundlagen zu ODE-Verfahren: Hier erldutern wir zunéchst die grundlegende Un-
terteilung von ODE-Verfahren in Einschritt- und Mehrschritt-Verfahren sowie die Un-
terteilung in implizite und explizite Verfahren. Zudem erkldren wir die Konzepte der
Ordnung, des lokalen Fehlers und der Schrittweitensteuerung. Zusitzlich stellen wir die
wesentlichen von dieser Arbeit abgedeckten ODE-Verfahrensklassen, und zwar die RK-
Verfahren, die PIRK-Verfahren, die PEER-Verfahren, die Adams-Bashforth-Verfahren
und die Oberklasse der allgemeinen linearen Verfahren vor.

« 5. Klassen von Anfangswertproblemen und Auswahl reprisentativer Testprobleme:
In diesem Kapitel gehen wir zunéchst darauf ein, anhand welchen Eigenschaften wir viele
wichtige Anfangswertprobleme klassifizieren konnen. Zusitzlich stellen wir die beiden
in dieser Arbeit verwendeten Testprobleme, und zwar BRUSS2D, eine zweidimensionale
chemische Simulation mit Diffusion, und NBODY, eine N-Korper-Simulation, vor.
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¢ 6. Datenflussgraphreprisentation fiir ODE-Verfahren: Hier beschreiben wir unsere
Datenflussgraphreprisentation fiir ODE-Verfahren, das heiflit, wie wir fiir die von die-
ser Arbeit abgedeckten ODE-Verfahrensklassen einen Zeitschritt mit Hilfe eines Daten-
flussgraphen abstrahieren konnen. Ebenso beschreiben wir, welche Abhéngigkeiten in
diesem Datenflussgraphen auftreten konnen und wie wir die Abhingigkeiten iiber die
Zeitschrittgrenzen hinweg modellieren. Zusétzlich stellen wir die Abhéngigkeitskette aus
RHS — LC-Gliedern, die als Grundstruktur in dem Datenflussgraphen von vielen ODE-
Verfahren héufig auftritt, vor.

7. Grundkonzepte unsere Implementierungen: Mit diesem sehr kurzen Einschubkapi-
tel fiihren wir einige sehr wichtige Grundkonzepte, und zwar die abstrakten Kernels, die
permanenten Vektoren und die ausfithrbaren Objekte, ein. Diese Grundkonzepte werden
wir in dieser Arbeit {iber simtliche Implementierungsvarianten, also iiber die Basisim-
plementierung und die Implementierungsvarianten mit Kernelfusion oder Tiling, hinweg
verwenden.

« 8. Basisimplementierung: In diesem Kapitel stellen wir vor, wie wir anhand des Daten-
flussgraphen von einem ODE-Verfahren automatisch eine Basisimplementierungen fiir
CPUs und GPUs erstellen konnen. Ebenso fithren wir experimentelle Untersuchungen
fiir diese Basisimplementierungen auf einer Test-CPU und Test-GPU durch.

* 9, Kernelfusion: In diesem Kapitel wenden wir die Kernelfusion an, um die Datenwie-
derverwendung bei ODE-Verfahren fiir allgemeine Anfangswertprobleme mit Hilfe von
automatisch generierten Implementierungsvarianten zu erhdhen. Dabei stellen wir zu-
nichst Regeln fiir die Fusion auf, und gehen zusitzlich darauf ein, wie im Detail die
Kernelfusion den On-Chip-Speicher der Zielarchitektur zur Einsparung von Speicherzu-
griffen ausnutzen kann. Ebenso stellen wir die Enabling-Transformationen vor, die uns
weitere effiziente Fusionen ermoglichen. Auch definieren wir ein einfaches Performance-
Modell, welches iiber das Datenvolumen die Performance eines Kernels abschitzt, und
bewerten mit diesem Performance-Modell mehrere generierte Varianten fiir das Verner-
Verfahren, das DOPRI-Verfahren, die Peer-Verfahren und die PIRK-Verfahren. Zudem
beschreiben wir, wie die Kernelfusion auf die Besonderheiten von GPU-Architekturen
und CPU-Architekturen eingehen muss, um fiir beide Architekturen optimierte Imple-
mentierungsvarianten mit fusionierten Kernels zu erzeugen. Zuletzt fithren wir auf meh-
reren Test-CPUs und Test-GPUs detaillierte Experimente fiir die mit der Kernelfusion
generierten Implementierungsvarianten durch.

* 10. Tiling: Dieses Kapitel beschreibt, wie wir bei Anfangswertproblemen mit beschrénk-
ter Zugriffsdistanz anhand der Datenflussgraphreprisentation eines ODE-Verfahrens au-
tomatisch Implementierungsvarianten mit Tiling erzeugen konnen. Dafiir stellen wir ei-
ne partitionierte Fusion zu einem Kernelpaar vor und geben Regeln fiir die Anwendung
dieser partitionierten Fusion an. Ebenso beschreiben wir, wie sich mit Hilfe der par-
titionierten Fusion zwei Tiling-Schemata realisieren lassen, und zwar das trapezoidale
Tiling-Schema und das hexagonale Tiling-Schema. Zusitzlich realisieren wir das Tiling
nicht nur iiber die Stufen eines ODE-Verfahrens, sondern auch iiber dessen Zeitschritte.
Des Weiteren entwickeln wir fiir beide Tiling-Schemata einen spezialisierten Autotuning-
Ansatz fiir die Bestimmung der optimalen Tile-Breiten und Tile-Hohen. Auch stellen wir
nicht nur das Single-Core-Tiling, sondern auch das Multi-Core-Tiling vor, das heifit, wie
mehrere Threads beziehungsweise Kerne an einem Tile zusammenarbeiten konnen, da-
mit das Tiling fiir groBere Zugriffsdistanzen lohnenswert wird. Des Weiteren beschreiben
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wir, wie wir fiir CPU- und GPU-Architekturen unter der Beriicksichtigung der Beson-
derheiten dieser beiden Architekturen optimierte Implementierungsvarianten mit Tiling
erzeugen konnen. Abschliefiend fithren wir auf mehreren Test-CPUs und Test-GPUs fiir
mehrere expliziten RK-Verfahren eine detaillierte experimentelle Untersuchung der Im-
plementierungsvarianten mit Tiling durch.

* 11. Framework: In diesem Kapitel stellen wir unser Framework vor, welches wir im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten und fiir die Messungen verwendeten. Hierbei gehen
wir darauf ein, wie das Framework aufgebaut ist, wie ein Benutzer neue Verfahren in das
Framework hinzufiigen kann, wie das Framework Code fiir die Kernels generiert, und
wie das Framework ein ODE-Verfahren iiber dessen Datenflussgraphen und die darinnen
enthaltenen Kernels ausfiihrt. Auch stellen wir die DSL vor, mit Hilfe derer ein Benutzer
neue ODE-Verfahren zum Framework hinzufiigen kann.

¢ 12. Schlussteil: In diesem letzten Kapitel geben wir noch einmal eine Zusammenfassung
der Arbeit, bewerten, inwieweit wir mit dieser Arbeit unsere gestellten Ziele erfiillen, und
geben einen Ausblick, wie sich unsere Arbeit noch erweitern ldsst.

1.5 Zugehorige Publikationen

Im Rahmen dieser Dissertation verdffentlichten wir folgende Arbeiten:

¢ Influence of Locality on the Scalability of Method- and System-Parallel Explicit Peer
Methods (2016) [E1]

* Accelerating explicit ODE Methods on GPUs by Kernel Fusion (2018) [E2]

» Exploiting Limited Access Distance for Kernel Fusion Across the Stages of Explicit One-
Step Methods on GPUs (2018) [E3]

* Improving Locality of Explicit One-Step Methods on GPUs by Tiling across Stages and
Time Steps (2019) [E4]

* Multi-workgroup Tiling to Improve the Locality of Explicit One-Step Methods for ODE
Systems with Limited Access Distance on GPUs (2020) [ES]

* Implementation and Optimization of a 1D2V PIC Method for Nonlinear Kinetic Models
on GPUs (2020) [E6]

¢ An In-Depth Introduction of Multi-Workgroup Tiling for Improving the Locality of Ex-
plicit One-Step Methods for ODE Systems with Limited Access Distance on GPUs
(2021) [E7]

Eine weitere Arbeit zur Generierung von CPU-Implementierungen zum Losen von Anfangs-
wertproblem iiber die Datenflussgraphreprésentation fiir ODE-Verfahren setzten wir bereits auf,
jedoch reichten wir sie noch nicht zur Veroftentlichung ein.
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2 Verwandte Arbeiten

2.1 Arbeiten iiber die Entwicklung neuer ODE-Verfahren

Neben einer Vielzahl von Forschungsarbeiten, die neue ODE-Verfahren mit interessanten nu-
merischen Eigenschaften entwickeln, ohne auf die Aspekte der Informatik einzugehen (siehe
zum Beispiel die Arbeiten im Kapitel 4), fallen Forschungsarbeiten, die die Aspekte der In-
formatik fiir die Entwicklung neuer, effizienter ODE-Verfahren beriicksichtigen, in folgende
Kategorien:

¢ Entwicklung von Verfahren mit einem hohen Grad an Methodenparallelitiit: Hierfiir
konstruieren Arbeiten ODE-Verfahren, die viele voneinander unabhéngige Stufen besit-
zen. Ein Beispiel hierfiir sind die PIRK-Verfahren aus den Arbeiten [Z1, Z2], bei welchen
ein implizites RK-Verfahren als Basisverfahren verwendet wird, um ein explizites RK-
Verfahren mit vielen unabhéngigen Stufen zu konstruieren. Ein weiteres Beispiel sind die
Peer-Verfahren aus der Arbeit [Z3] oder die parallelen Adams-Bashforth-Verfahren aus
der Arbeit [Z4].

Entwicklung von Verfahren mit einem hohen Grad an Zeitparallelitit: Viele mo-
derne Arbeiten versuchen ODE-Verfahren zu konstruieren, die die parallele Berechnung
von Zeitschritten erlauben. Eine beliebte Klasse solcher Verfahren sind die sogenannten
Parareal-Verfahren, die in den Arbeiten [Z5-Z7] behandelt werden.

¢ Reduktion des Speicherplatzverbrauchs: Hierfiir versuchen die Arbeiten ODE-
Verfahren zu generieren, die zwar eine hohe Ordnung besitzen, aber dafiir nur wenige
Systemzustinde oder zeitliche Ableitungen zeitgleich abspeichern miissen. Hierunter fal-
len zum Beispiel die Low-Storage-RK-Verfahren, welche zum Beispiel von den Arbeiten
[Z8, Z9] hergeleitet und untersucht werden.

2.2 Arbeiten im Themenbereich des Autotunings

Das Autotuning beschreibt die Fahigkeit eines Programms von selbst, seine Performance, sei-
nen Energieverbrauch oder seinen Speicherplatzverbrauch fiir ein spezifisches Problem und
eine Zielarchitektur beziehungsweise Zielsystem zu optimieren. Ein Uberblick iiber die The-
matik des Autotunings ist zum Beispiel in der Arbeit [Z10] zu finden. Dieses Autotuning setzt
ein Programm dariiber um, indem es selbst Implementierungsvarianten beziehungsweise de-
ren Code generiert, die beste Implementierungsvariante unter einer Menge an vorgegebenen
Implementierungsvarianten auswéhlt, oder indem es die besten Parameter fiir eine Implemen-
tierungsvariante, wie Blockgroen oder Tile-Grofen, ermittelt. Dabei bildet eine Implementie-
rungsvariante mit ihren festgelegten Parametern jeweils eine Konfiguration des Programms, wo-
durch die moglichen Implementierungsvarianten mit ihren moglichen Parametern einen Kon-
figurationsraum aufspannen. Prinzipiell kann ein Programm fiir sein Autotuning auf diesen
Konfigurationsraum eine vollstindige Suche nach der optimalen Konfiguration durchfiihren.
Jedoch ist in vielen Fillen dieser Konfigurationsraum auf Grund einer kombinatorischen Ex-
plosion sehr groB, so dass eine vollstdndige Suche praktisch nicht durchfiihrbar ist. Jedoch ist
fiir viele Problemstellungen dieser Konfigurationsraum kontinuierlich und zudem verlauft die
Performance innerhalb dieses Konfigurationsraums relativ glatt. In diesem Fall kann ein Pro-
gramm fiir sein Autotuning, um in diesem Konfigurationsraum zwar nicht die optimale, aber
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dennoch eine sehr gute Konfiguration zu finden, Suchalgorithmen wie genetische Algorith-
men, Hill-Climbing, Nelder-Mead oder Simulated Annealing anwenden. Ein Programm kann,
um beim Autotuning die Performance einer Konfiguration zu ermitteln, ein Benchmark mit
dieser Konfiguration durchfiihren oder die Performance dieser Konfiguration mit Hilfe eines
Performance-Modells oder eines Simulators abschitzen. Mit Hilfe eines Performance-Modells
als Heuristik lassen sich zudem oft grofle Gebiete in dem Konfigurationsraum als sehr subopti-
mal klassifizieren, wodurch diese von der Suche ausgeschlossen werden konnen. Generell ist es
bei Performance-Modellen problematisch, dass ein allgemeines einfaches Performance-Modell
die Performance eines allgemeinen Programms nur unter bestimmten Gegebenheiten zufrieden-
stellend abschitzen kann. Dahingegen kann ein spezifisches einfaches Performance-Modell die
Performance eines spezifischen Programms zwar zufriedenstellend abschétzen, jedoch ist ein
solches spezifisches Performance-Modell nicht auf ein allgemeines Programm anwendbar. Um
die Performance eines allgemeinen Programms zufriedenstellend abzuschitzen, wird dagegen
ein allgemeines komplexes Performance-Modell oder ein Simulator benétigt, wobei der Uber-
gang zwischen den beiden flieBend ist. Man unterscheidet zudem zwischen Offfine-Autotuning,
welches wihrend zur Compile-Zeit oder zur Installationszeit eines Programms stattfindet, und
Online-Autotuning, welches zur Laufzeit eines Programms stattfindet. Im Bereich des Autotu-
nings gibt es unter anderem Arbeiten zu folgenden Themen und Anwendungen:

* Autotuning fiir spezifische Probleme: Viele Arbeiten entwickeln einen Ansatz zum Au-
totuning fiir ein spezifisches Problem, und nutzen hierbei die spezifische Berechnungs-
struktur des Problems aus, um entweder die fiir das Autotuning benétigte Zeit zu verkiir-
zen, oder um effizientere Implementierungsvarianten zu generieren. Ein Beispiel hierfiir
sind die Ansitze fiir das Autotuning fiir die Basic-Linear-Algebra-Subroutinen (abge-
kiirzt: BLAS), insbesondere fiir die darinnen enthaltene Matrizenmultiplikation. Solche
Ansitze werden unter anderem von den Arbeiten [K1] und [K2] entwickelt. Zum Beispiel
ermittelt der Ansatz aus der soeben genannten Arbeit [K1] die optimalen Konfigurationen
fiir die BLAS-Subroutinen, welche unter anderem Blockgroen oder Abrollfaktoren fiir
die Schleifen umfassen, iiber eine spezialisierte iterative Suche mit einem Performance-
Modell, das auf den Blockgroflen und Cache-GroBen basiert, als Heuristik. Eine Iteration
dieser Suche hilt entweder die Blockgroen oder den Abrollfaktor konstant, um so die
Dimensionalitit des Suchraums beziehungsweise die Groe des durchsuchten Konfigu-
rationsraums zu reduzieren. Dabei implementierte diese Arbeit zusitzlich einen Codege-
nerator, welcher den Code fiir eine BLAS-Subroutine spezifisch fiir eine gegebene Kon-
figuration erzeugt. Zusitzlich setzte diese Arbeit ihren Ansatz des Autotunings fiir die
Basic-Linear-Algebra-Subroutinen iiber eine Bibliothek mit dem Namen ATLAS um.
Weitere Beispiele fiir das problemspezifische Autotuning, sind das Autotuning fiir die
schnelle Fourier-Transformation (siehe zum Beispiel die Arbeit [K3]) oder das Autotu-
ning fiir Rechenoperationen mit diinnbesetzten Matrizen (siche zum Beispiel die Arbeit
[Z11]). Des Weiteren behandeln Arbeiten zur Kernelfusion auch eine problemspezifi-
sche Form des Autotunings, falls sie diese Kernelfusion automatisiert anwenden (siehe
Abschnitt 2.3). Zusitzlich ldsst sich ein automatisiertes Tiling fiir Stencil-Codes auch als
eine problemspezifische Form des Autotunings betrachten (sieche Abschnitt 2.4). Eben-
so existieren Arbeiten, die sich mit dem Autotuning fiir ODE-Verfahren befassen (siehe
Abschnitt 2.5).
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¢ Autotuning einer Anwendung iiber generische Frameworks und Bibliotheken: Meh-
rere Arbeiten entwickeln generische Frameworks oder Bibliotheken fiir das Autotuning,
mit Hilfe derer ein Benutzer leicht Autotuning in eine beliebige selbstgeschriebene An-
wendung integrieren kann. In solchen Frameworks muss ein Benutzer zunéchst einen
Konfigurationsraum fiir seine Anwendung definieren. Uber diesen Konfigurationsraum
fiihrt das Framework eine Suche mit einem durch den Benutzer gewéhlten Suchalgorith-
mus durch, wobei das Framework fiir jede Konfiguration, welche der Suchalgorithmus
evaluieren mochte, die Anwendung des Benutzers mit dieser Konfiguration kompiliert
und startet. Beispiele fiir solche Frameworks sind OpenTuner aus der Arbeit [K4] und
Actice-Harmony aus der Arbeit [K5].

.

Suchalgorithmen: Die Arbeiten zu Suchalgorithmen teilen sich auf in Arbeiten, die fiir
ein allgemeines oder fiir ein spezifisches Suchproblem einen Suchalgorithmus entwi-
ckeln oder bereits vorhandene Suchalgorithmen verbessern, und in Arbeiten, welche sich
mit der Ubertragung von Suchalgorithmen auf die Problematik des Autotunings beschif-
tigen. Unter die erstgenannte Gruppe von Arbeiten fallen zum Beispiel die Arbeiten zu
Nelder-Mead [Z12], Simulated Annealing (siehe zum Beispiel [Z13] oder [B1]) oder zu
den genetischen Algorithmen (siche zum Beispiel [B2]). Unter die zweitgenannte Gruppe
fallen zum Beispiel die Arbeiten [K6] und [K7], welche beide die Geeignetheit von un-
terschiedlichen Suchalgorithmen fiir das Autotuning bewerten, indem sie die Laufzeit fiir
das Finden einer guten Konfiguration und die Qualitit der besten gefundenen Konfigura-
tion anhand von mehreren Testproblemen, wie zum Beispiel der Matrizenmultiplikation,
untersuchen.

* Performance-Modelle: Beispiele fiir spezifische Performance-Modelle sind das soeben
genannte Performance-Modell fiir BLAS-Subroutinen aus der Arbeit [K1] und die in
den Abschnitten 2.3 und 2.4 erwéhnten Performance-Modelle. Beispiele fiir allgemeine
einfache Performance-Modelle sind das Roofline-Modell und das ECM-Modell, die wir
im Folgenden kurz vorstellen werden. Das Roofline-Modell aus der Arbeit [Z14] schitzt
die Performance eines Kernels auf einem Prozessor anhand dessen arithmetischer Inten-
sitdt, also wie viel Gleitkommaoperationen das Kernel pro aus dem DRAM geladenen
und in den DRAM geschrieben Byte durchfiihrt, und der Peak-Gleitkomma-Performance
des Prozessors und der maximalen DRAM-Bandbreite des Prozessors ab. Das Roofline-
Modell zeigt zudem das Vorhandensein von eventuellen anderen Flaschenhilsen auf,
falls die durch ein Benchmark ermittelte Performance eines Kernels deutlich geringer
als die Vorhersage der Performance durch das Roofline-Modell ist. Das ECM-Modell
(siche zum Beispiel die Arbeiten [K8] und [K9]) ist eine Erweiterung des Roofline-
Modells, welches fiir seine Performance-Abschitzung zusitzlich die Cache-Bandbreiten,
die Cache-GrofBen und die Workingsets der Speicherzugriffe des Kernels verwendet. Da-
bei bestimmt es iiber eine sogenannte Layer-Condition, ob ein Speicherzugriff von einer
bestimmten Cache-Ebene abgefangen wird, oder auf den DRAM iibergeht. Selbst wenn
sowohl das Roofline-Modell als auch das ECM-Modell konzeptuell nicht auf Stencil-
Codes beschrinkt sind, so werden beide allerdings doch primér dafiir verwendet, um die
Performance von eben solchen Stencil-Codes abzuschitzen.
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2.3 Arbeiten im Themenbereich der Kernelfusion

Die Technik der Kernelfusion ist einer der wichtigsten Sate-of-the-Art-Ansétze, um die Loka-
litdt der Speicherzugriffe auf GPUs zu erhohen. Bei der Technik der Kernelfusion zerlegt man
ein ausgewihltes Problem meist in problemspezifische Grundoperationen. Als Nichstes defi-
niert man, wie diese Grundoperationen zu GPU-Kernels zu verschmelzen sind. In einem sol-
chen verschmolzenen GPU-Kernel erfolgt die Datenwiederverwendung meist iiber Blocking,
das heif3t, die Berechnungen der verschmolzenen Grundoperationen werden zu nebenldufigen
Blocken zusammengefasst und den Workgroups des verschmolzenen GPU-Kernels zugewiesen,
wodurch dieses Kernel dann innerhalb eines solchen Blockes die On-Chip-Speicher der GPU
(Registersatz, Caches, Scratchpad-Speicher) zur Datenwiederverwendung ausnutzen kann. Ei-
ne Automatisierung der Kernelfusion innerhalb eines Programms kann als Ansatz fiir dessen
Autotuning dienen. Im Bereich der Kernelfusion gibt es unter anderem Arbeiten zu folgenden
Themen und Anwendungen:

* Kernelfusion fiir Datenbankanfragen: Die Arbeiten [K10, K11] wenden die Kernel-
fusion an, um Operatoren der relationalen Algebra zu komplexen Datenbankanfragen zu
verschmelzen, so dass diese Datenbankanfragen effizient auf GPUs durchgefiihrt werden
konnen. Ebenso wenden diese Arbeiten die Kernelfission, das Gegenteil von Kernelfusi-
on, an, um komplexere Datenbankanfragen so aufzuspalten, dass wiederum das Kopieren
von Daten zwischen GPU und CPU gleichzeitig mit der Ausfiihrung der Datenbankan-
fragen auf der GPU stattfinden kann.

¢ Kernelfusion zur Optimierung der Energieeffizienz: Die Arbeit [K12] entwickelte ei-
ne automatische Technik, um GPU-Kernels zu fusionieren, so dass die Auslastung der
unterschiedlichen Ressourcen der GPU erhoht wird, wodurch sich wiederum die Ener-
gieeffizienz deutlich steigern ldsst.

¢ Kernelfusion fiir Stencils: Um die effizientesten Fusionen fiir mehrere Stencils zu fin-
den, schligt die Arbeit [K13] eine Suche basierend auf einem genetischen Algorithmus
vor. Diese Suche verwendet ein Performance-Modell als Suchheuristik, das, ohne Ma-
schinencode zu benétigen, eine obere Grenze fiir die Performance der moglichen Fu-
sionen der Stencils berechnet. Die Arbeit [K14] automatisiert diese Fusion fiir Stencils,
indem sie einen Source-To-Source-Compiler entwickelt, der intern einen Abhingigkeits-
graphen aufbaut und auf diesen dann die Suchheuristik aus [K13] anwendet.

* Kernelfusion fiir Map-, Reduce- und BLAS-Probleme: Die Arbeit [Z15] schligt ei-
ne automatische Fusion von Kernels fiir Map-Probleme auf CUDA-GPUs durch einen
Source-to-Source-Compiler vor. Dieser Compiler verwendet, um schnell nach effizien-
ten Fusionen zu suchen, einen besonderen Algorithmus, welcher den Suchraum ausis-
tet, und ein Performance-Modell als Suchheuristik, das keinen Maschinencode bend-
tigt. Die Arbeit [Z16] erweitert diesen Compiler zu ineinander verschachtelten Map-
und Reduce-Problemen und untersucht die Effizienz dieses Compilers fiir mehrere aus-
gewihlte BLAS-Operationen. Die Arbeit [K15] verbessert und erweitert die Code-
Transformationen dieses Compilers. Zusitzlich fligt diese Arbeit eine Unterstiitzung von
OpenCL zu diesem Compiler hinzu, wodurch der Compiler auch Code fiir CPUs und
anderen Beschleunigern wie FPGAs generieren kann.
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¢ Kernelfusion fiir Losungsalgorithmen von linearen Gleichungssystemen: Die Arbeit
[K16] betrachtet die Kernelfusion anhand des Datenflussgraphen von iterativen Losungs-
algorithmen fiir lineare diinnbesetzte Gleichungssysteme und wendet diese Uberlegun-
gen auf drei Krylowraum-Loser mit und ohne Prikonditionierung an. Die Arbeit [Z17]
betrachtet die Kernelfusion fiir iterative Losungsalgorithmen von linearen Gleichungs-
systemen mit Pipelining und wendet sie auf das konjugierte Gradienten-Verfahren und
das GMRES-Verfahren an.

¢ Kernelfusion mit Multi-Workgroup-Barrieren: Die Arbeiten [K17, K18] wenden die
Kernelfusion mit Multi-Workgroup-Barrieren auf Algorithmen aus der dynamischen Pro-
grammierung, Bitonic-Sort und die schnelle Fourier-Transformation an. Dabei wird die
Kernelfusion mit Multi-Workgroup-Barrieren aber nur zur Reduktion des Overheads fiir
das Starten von Kernels verwendet, und nicht, um Daten zwischen unterschiedlichen
Workgroups wiederzuverwenden oder auszutauschen.

¢ Automatische Fusion von Schleifennestern mit anschlieBendem Offloading auf die
GPU: Die Arbeit [K19] entwickelt ein Compiler-Framework, welches automatisch in
dem Quelltext eines gegebenen CPU-Programms Schleifennester erkennt, bei deren Be-
rechnungen ein Auslagern auf die GPU lohnenswert erscheint. Bei diesem Auslagern ist
das Compiler-Framework in der Lage, automatisch mehrere Schleifennester, welche auf
dieselben Daten zugreifen, zu einem GPU-Kernel zu fusionieren, um so eine Datenwie-
derverwendung innerhalb eines GPU-Kernels zu erzielen. Ebenfalls ist es in der Lage,
ein einziges Schleifennest in mehrere GPU-Kernel aufzuspalten, um so den Workingset
der einzelnen Kernel zu verkleinern. Um die Performance der GPU-Kernel zu bewer-
ten beziehungsweise die besten Fusionen und Fissionen zu ermitteln, verwendet dieses
Compiler-Framework mehrere Performance-Modelle. Diese Performance-Modelle bein-
halten nicht nur eine Abschitzung der Laufzeiten der Kernel, sondern auch den Over-
head fiir die GPU-Initialisierung und den Datentransfer. Letztlich gibt das Compiler-
Framework einen OpenMP-Code mit den fusionierten GPU-Kernels aus, welcher dann
weiter kompiliert werden kann.

2.4 Arbeiten im Themenbereich der Stencil-Codes und des Tilings

Bei einem Stencil-Code handelt es sich um ein Programmfragment, das die zeitliche Entwick-
lung eines strukturierten Gitters mit meist einer, zwei oder drei Dimensionen iiber eine Folge
von Zeitschritten berechnet. Hierfiir iteriert ein Stencil-Code fiir jeden Zeitschritt einmal tiber
das komplette Gitter, um fiir jede Gitterzelle des Gitters einen neuen Zustand zu berechnen. Fiir
die Berechnung des neuen Zustands betrachtet der Stencil-Code potentiell nicht nur den aktu-
ellen Zustand der Gitterzelle selbst, sondern auch die aktuellen Zustinde der Gitterzellen in de-
ren Nachbarschaft. Diese Nachbarschaft wird im Stencil-Code iiber einen sogenannten Stencil
definiert. In einem Stencil-Code werden die Dimensionen des Gitters oft als rdumliche Dimen-
sionen bezeichnet, wihrend die Zeitschritte als zeitliche Dimension bezeichnet werden. Aus
diesem Grund spannt ein Stencil-Code auf einem 2D-Gitter einen 3D-Iterationsraum auf (x-,y-
und Zeit-Dimension), wihrend ein Stencil-Code auf einem 3D-Gitter einen 4D-Iterationsraum
aufspannt (x-,y-,z- und Zeit-Dimension). Das Tiling ist eine klassische Lokalitdtsoptimierungs-
technik, die auf CPUs und GPUs verwendet wird, um die Workingsets von einem Iterations-
raum, welcher meist tiber Schleifen definiert ist, zu verkleinern. Hierfiir fiillt das Tiling den
Iterationsraum mit 7iles (deutsch: Kacheln) auf, so dass die resultierenden Tiles in die schnel-
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leren Ebenen der Speicherhierarchie passen. Dabei erlauben es die Datenabhédngigkeiten zwi-
schen den Tiles, dass viele dieser Tiles parallel zueinander berechnet werden konnen. Wéhrend
die Parallelisierung der Berechnungen eines einzigen Tiles zwar auch moglich ist, so existie-
ren in einem Tile viele Datenabhingigkeiten, welche wiederum eine hiufige Synchronisation
erfordern. Tiling ist die wichtigste Optimierungstechnik fiir Stencil-Codes, da sich dariiber die
Speicherzugriffslokalitit und dadurch wiederum die Performance von Stencil-Codes deutlich
erhohen lidsst. Zudem kann eine Automatisierung des Tilings von Stencil-Codes innerhalb eines
Programms auch als Ansatz fiir dessen Autotuning dienen. Da im Themenbereich der Optimie-
rungen fiir Stencil-Codes und im Themenbereich des Tilings eine uniiberschaubare Vielzahl an
Arbeiten existiert, stellen wir im folgenden nur einige Arbeiten exemplarisch vor:

* Polyhedrales Modell: Ausgehend von einer gegebenen Schleifenstruktur in einem
Quelltext, welche arithmetische Ausdriicke mit indexierten Array-Zugriffen beinhaltet,
erzeugt das polyhedrale Modell eine optimierte Schleifenstruktur oder optimierte Kernel.
Ein Beispiel fiir eine Anwendung dieses polyhedralen Modells ist der PPCG-Compiler
aus der Arbeit [Z18]. Die Arbeit [K20] entwickelt basierend auf dem polyhedralen Mo-
dell einen allgemeinen Algorithmus, der automatisch ein trapezoidales Tiling fiir Stencil-
Codes auf GPUs erzeugt, und implementiert diesen Algorithmus in den PPCG-Compiler.
Die Arbeit [K21] erweitert diesen Compiler um ein Tiling-Schema, das ein hexagona-
les Tiling entlang der zeitlichen Dimension und einer rdaumlichen Dimension verwendet,
wihrend es entlang den iibrigen rdumlichen Dimensionen klassische Tilings verwen-
det. Zusitzlich untersuchen diese beiden Arbeiten beide Tiling-Schemata fiir mehrere
Standard-Stencils. Die Arbeit [T1] entwickelt mehrere Programmtransformationen, wel-
che ein Benutzer auf den abstrakten Syntax-Baum des PPCG-Compilers iiber eine DSL
anwenden kann, um so die Fusion von Schleifen oder ein Tiling fiir eine Schleife zu
spezifizieren. Die Arbeit [K22] stellt einen hierarchischen Online-Autotuning-Ansatz fiir
das polyhedrale Modell vor, und implementiert ihn in den PPCG-Compiler.

* Multi-Core-Tiling fiir Stencils: Das Multi-Core-Tiling, das heifit die Zusammenarbeit
von mehreren Rechenkernen an einem einzigen Tile, so dass fiir ein Tile mehr Cache-
Speicherplatz zur Verfiigung steht, wird zum Beispiel fiir Stencil-Codes in der Arbeit
[219] fiir CPUs ausgenutzt. Diese Arbeit verwendet fiir ihr Multi-Core-Tiling diamant-
formige Tiles, wobei die Abarbeitung innerhalb eines solchen diamantformigen Tiles
diagonal erfolgt. Fiir die Parallelisierung innerhalb eines Tiles weist die Arbeit jedem der
Threads des Tiles in jeder Zeile des Tiles jeweils einen Block von aufeinanderfolgenden
Komponenten zu. Nach der Berechnung eines solchen Blockes fiihren die Threads eine
Barriere aus, so dass jeder Thread seinen nichsten Block in der nichsten Zeile berechnen
kann. Die Arbeit [K23] erweitert diesen Ansatz auf ein Multi-Core-Tiling mit extrudier-
ten diamantformigen Tiles. Zusitzlich weist diese Arbeit nun einem Thread in jeder Zeile
eines Multi-Core-Tiles die gleichen Komponenten zu, so dass die Datenwiederverwen-
dung iiber die privaten Caches erfolgen kann. Letztlich testet diese Arbeit das entwickelte
Tiling an mehreren 3D-Stencil-Codes zur Simulation von elektromagnetischen Feldern.

* Locally-Recursive-Non-Locally-Asynchronous-Algorithmen: Die  sogenannten
Locally-Recursive-Non-Locally-Asynchronous-Algorithmen, welche in der Arbeit [Z220]
entwickelt wurden und auch als LRnLA-Algorithmen bezeichnet werden, zielen auch
auf das Tiling von Stencil-Codes ab. Fiir dieses Tiling teilen sie den Iterationsraum
bestehend aus mehreren raumlichen Dimensionen und einer zeitlichen Dimension rekur-
siv in polyhedrale Tiles auf. Dabei entspricht die feingranulare rekursive Unterteilung
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der lokal-rekursiven Eigenschaft des Algorithmus, die die Datenwiederverwendung
iber einen cache-oblivious Iterationsraum erhoht. Im Gegensatz dazu entspricht die
grobe Unterteilung der Non-Locally-Asynchronous-Eigenschaft des Algorithmus,
die eine Menge an Aufgaben darstellt, welche wiederum durch mehrere Threads
beziehungsweise mehrere Prozessoren berechnet werden konnen. Diese Algorithmen
wurden von den Arbeiten [K24] und [K25] ausgenutzt, um die Lichtausbreitung in
einem Whispering-Gallery-Mode-Micro-Resonator auf CPUs und die Simulation von
mehrphasigen Fluissigkeitsstromungen auf GPUs zu simulieren.

* Doménenspezifische Sprachen und Compiler fiir Stencils: Einige Arbeiten entwi-
ckeln eine doméinenspezifische Sprache fiir Stencil-Probleme und eventuell zusétzlich
fiir das zu verwendende numerische Losungsverfahren. Beispiele hierfiir sind PATUS
[K26], Pochoir [K27], Halide [K28], PSkel [W1], YASK [W2] und ExaStencils [W3]. Aus
dieser DSL erzeugen sie dann iiber mehrere Schritte mit Hilfe eines speziellen Stencil-
Compilers einen Programmcode. Dieser Stencil-Compiler wendet bei der Codegenerie-
rung automatische Optimierungen auf unterschiedlichen Abstraktionsebenen an, wie eine
automatische Parallelisierung oder ein Tiling.

¢ Tiling zur Minimierung des Datentransfers zwischen GPU und CPU: Die Arbeit
[Z21] entwickelt einen automatischen Tiling Mechanismus fiir Stencil-Codes auf gro3en
Gittern, welche nicht im DRAM der GPU Platz finden, um iiber das Tiling den Daten-
transfer zwischen dem DRAM der GPU und dem DRAM der CPU zu minimieren. Somit
hat es das Tiling hier zum Ziel, Daten nicht iiber den On-Chip-Speicher der GPU, son-
dern iiber den DRAM der GPU wiederzuverwenden. Diese Arbeit realisiert dies liber die
Einfiihrung eines virtuellen Speicherraums, wodurch Gittergrolen, die deutlich grofier
als der DRAM der GPU sind, ermoglicht werden. SchlieBlich implementiert diese Arbeit
ihren Ansatz in das PSkel-Framework.

Arbeiten im Themenbereich der optimierten Implementierungen fiir
ODE-Verfahren

Wihrend viele Arbeiten existieren, die problemspezifische Optimierungen fiir eine bestimmte
Art von Anfangswertproblemen vorschlagen, so gibt es nur wenige Arbeiten, die die spezifische
Struktur von ODE-Verfahren, wie zum Beispiel die Stufenstruktur innerhalb eines Zeitschritts

eine
men
gibt

s ODE-Verfahrens, fiir optimierte Implementierungen auszunutzen. Innerhalb dieses The-
felds, das sich mit den optimierten Implementierungen von ODE-Verfahren beschiftigt,
es Arbeiten zu folgenden Bereichen:

 Schleifentransformationen fiir explizite ODE-Verfahren bei allgemeinen Anfangs-
wertproblemen: Bei allgemeinen Anfangswertproblemen mit einem beliebigen Spei-
cherzugriffsmuster sind nur Schleifenoptimierungen innerhalb einer Stufe oder zwischen
unabhéngigen Stufen moglich, aber nicht Schleifenoptimierungen iiber voneinander ab-
hingigen Stufen oder voneinander abhingigen Zeitschritte. Die Arbeit [Z22] betrachtet
Schleifentransformationen, um die Performance eingebetteter RK-Verfahren auf CPUs
fiir solche allgemeinen Anfangswertprobleme zu erhohen. Diese Schleifentransformatio-
nen zielen darauf ab, fiir die Stufenberechnung die temporale und rdumliche Lokalitit bei
dem Aufsummieren der einzelnen Summanden zu erh6hen. Die Arbeit [Z23] realisiert
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und untersucht CPU-Implementierungen von PIRK-Verfahren, die die Methodenparalle-
litdt fiir eine erhohte Zugriffslokalitidt ausnutzen, indem sie die unabhéngigen Stufen der
PIRK-Verfahren iiber eine verschmolzene Schleifenstruktur berechnen.

« Tiling fiir explizite ODE-Verfahren bei Anfangswertproblemen mit beschrinkter
Zugriffsdistanz: Bei einer Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit beschréinkter
Zugriffsdistanz sind zusitzliche Lokalitdtsoptimierungen wie beispielsweise ein Tiling
iiber die voneinander abhingigen Stufen oder iiber die Zeitschritte eines ODE-Verfahrens
moglich. Die Arbeit [K29] untersucht fiir das explizite Euler-Verfahren mehrere Iterati-
onsrdume fiir das hexagonale Tiling tiber die Zeitschritte auf GPUs. Die Arbeit [K30]
betrachtet das Tiling iiber die Zeitschritte von Adams-Bashforth-Verfahren, wihrend die
Arbeit [Z24] das Tiling iiber die Stufen bei RK-Verfahren betrachtet.

Bibliotheken zur Losung von Anfangswertproblemen: ODEINT [W4] ist eine
Header-Only-Opensource-C++-Bibliothek fiir die Losung von ODE-Systemen. Es ba-
siert auf Templates und Metaprogramming-Techniken und verfolgt dabei als Ziel, eine
hohe Flexibilitéit und eine gute Performance zu erreichen. ODEINT wird als Teil der weit
verbreiteten Boost-Library [W5] veroffentlicht, und besitzt eine CUDA-Unterstiitzung,
die wiederum auf der Thrust Bibliothek fiir CUDA [W6] basiert. In unserer Arbeits-
gruppe entwickelten wir die Bibliothek E2L (siehe [W7] fiir einen Auszug hiervon),
welche einem Benutzer viele optimierte Implementierungsvarianten von bedeutsamen
ODE-Verfahren, wie RK-Verfahren, PIRK-Verfahren oder Adams-Bashforth-Verfahren,
zum Losen von Anfangswertproblemen zur Verfiigung stellt.

Autotuning fiir ODE-Verfahren: Die Arbeit [Z25] entwickelt fiir PIRK-Verfahren
einen Online-Autotuning-Ansatz, das heifit einen Ansatz, welcher das Autotuning zeit-
gleich zum Losen des Anfangswertproblems durchfiihrt. Dieser Ansatz wihlt innerhalb
der ersten wenigen Zeitschritte des PIRK-Verfahrens die beste Implementierungsvariante
unter einer Menge von gegebenen Kandidaten und fiir die Implementierungsvarianten mit
Tiling die besten Tile-GroBen aus. Vor der Ausfiihrung diinnt dieser Ansatz zusitzlich die
Menge der Kandidaten aus, indem er den Synchronisationsoverhead eines jeden Kandi-
daten abschitzt und diejenigen Kandidaten mit einem sehr grolen Synchronisationsover-
head verwirft. Fir die Suche nach den besten Tile-Groen verwendet dieser Ansatz eine
heuristische empirische Suche, welche durch ein analytisches Performance-Modell ge-
leitet wird. Die Arbeit [K31] entwickelte einen Offline-Autotuning-Ansatz, welcher vor
dem Starten des Programms selbst die optimale Implementierungsvarianten anhand eines
analytischen Performance-Modells, welches auf dem ECM-Modell basiert, ohne langan-
dauernde Laufzeitmessungen auswihlen kann. Dabei generiert das Autotuning in [K31]
ausgehend von einer Multi-Level-DSL, in welcher ein ODE-Verfahren durch ein Code-
Skeleton und durch Code-Snippets, um dieses Skeleton zu befiillen, beschrieben wird,
einen Code fiir mehrere Varianten, welcher auf die Zielplattform, das ODE-Verfahren
und das Anfangswertproblem optimiert ist. AnschlieBend wendet die Arbeit [K31] ihr
Performance-Modell auf die generierten Varianten an, um so eine sehr performante Vari-
ante zu bestimmen. Zusitzlich untersucht die Arbeit [K31] ihren Autotuning-Ansatz an
mehreren PIRK-Verfahren und fiir vier unterschiedliche Anfangswertprobleme. Die Ar-
beit [Z226] baut auf der Codegenerierung fiir ODE-Verfahren aus der Arbeit [K31] auf,
indem sie die Technik des bestirkenden Lernens einsetzt, um aus den per Code-Skeletons
und Code-Snippets generierten Implementierungsvarianten eine sehr performante Vari-
ante zu bestimmen.
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¢ Datenflussgraphrepriisentation zum Ausnutzen von Methodenparallelitit: Die Ar-
beiten [K32] und [Z27] abstrahieren ODE-Verfahren ebenfalls als einen Datenflussgra-
phen bestehend aus Stufen und deren Abhingigkeiten untereinander. Anschliefend par-
titionierten sie diesen Graphen, um die Methodenparallelitit auszunutzen, indem sie die
unabhingigen Stufen parallel zueinander von unterschiedlichen Prozessoren berechnen
lassen.

2.6 Einordnung unserer folgenden Arbeit

Samtliche Grundkonzepte, auf die wir in dieser Arbeit zuriickgreifen, also im Wesentlichen
die dynamische Codegenerierung aus einem Datenflussgraphen, sowie die Lokalitdtsoptimie-
rungen der Kernelfusion beziehungsweise des Blockings oder des Tilings sind wohlbekannt.
Dementsprechend ist es nicht der Beitrag unserer Arbeit neue Grundkonzepte vorzustellen, son-
dern wohlbekannte Grundkonzepte fiir unsere Problemstellung zu modifizieren und geschickt
zu kombinieren, sowie die Generierung von optimierten Implementierungen zu automatisieren,
um damit das sehr bedeutsame Losen von Anfangswertproblemen zu beschleunigen. Dement-
sprechend ordnet sich unsere Arbeit im Vergleich zu anderen relevanten Arbeiten wie folgt ein:

e Im Vergleich zu anderen Arbeiten zur Kernelfusion: Wihrend viele vorherige Arbei-
ten bereits die grundlegende Technik der Kernelfusion behandeln, so spezialisierte sich
keine dieser vorherigen Arbeit auf die Kernelfusion fiir ODE-Verfahren, und versuchte
bei dieser Spezialisierung die besondere Struktur von ODE-Verfahren systematisch aus-
zunutzen, und basierend darauf optimierte Implementierungsvarianten sowohl fiir GPUs
als auch fiir CPUs zu erzeugen.

¢ Im Vergleich zu anderen Arbeiten zum Tiling: Sowohl die Konzepte des trapezoida-
len Tiling-Schemas als auch des hexagonalen Tiling-Schemas sind fiir eindimensionale
Stencils sehr gebriduchlich. Unsere Arbeit wendet diese Tiling-Schemata jedoch wieder
spezialisiert auf ODE-Verfahren zum Losen von Anfangswertproblemen mit beschrink-
ter Zugriffsdistanz an und niitzt dabei die besondere Stufenstruktur von ODE-Verfahren
aus. Im Gegensatz zu unserer Arbeit, die das Tiling fiir ODE-Verfahren zum Losen von
Anfangswertproblemen mit beschrinkter Zugriffsdistanz behandelt, spezialisieren sich
LRnLA-Algorithmen auf Stencil-Codes. Folglich nutzen LRnLA-Algorithmen mehrere
rdumliche Dimensionen fiir ihr Tiling aus, wéahrend der Ansatz in unserer Arbeit nur die
Systemdimension des ODE-Systems als einzige rdumliche Dimension ausnutzt.

e Im Vergleich zu anderen Arbeiten zu den optimierten Implementierungen von
ODE-Verfahren: Bisherige Arbeiten zu ODE-Verfahren beschiftigten sich primir da-
mit, zu einem bestimmten gegebenen ODE-Verfahren per Hand eine optimierte Imple-
mentierungsvariante zu erstellen. Dahingegen setzen wir in unserer Arbeit auf die auto-
matische Generierung von Implementierungsvarianten aus einer Datenflussgraphrepri-
sentation fiir ODE-Verfahren. Auch setzt sich bei bisherigen Arbeiten mit einer Da-
tenflussgraphreprésentation fiir ODE-Verfahren der Datenflussgraph nur aus den Stufen
des ODE-Verfahrens zusammen, wihrend unsere Datenflussgraphreprisentation sich aus
den einzelnen Grundoperationen des ODE-Verfahrens, also den RHS-Operationen, den
LC-Operationen, den RED-Operationen, der Konstantengenerierung und der Schrittwei-
tenkontrolle, zusammensetzt. Dadurch ist unsere Datenflussgraphreprisentation deutlich
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komplexer und umfassender. Ebenso verwenden diese bisherigen Arbeiten die Daten-
flussgraphreprésentation nur, um die Methodenparallelitit eines ODE-Verfahrens auszu-
nutzen, wihrend unsere Arbeit diese Abstraktion verwendet, um fiir ein ODE-Verfahren
automatisch Implementierungsvarianten mit einer hohen Datenwiederverwendung zu ge-
nerieren. Des Weiteren beschrénkt sich das Autotuning fiir ODE-Verfahren in den bis-
herigen Arbeiten primér auf die Suche nach der besten Implementierungsvariante unter
einer Menge von gegebenen Kandidaten und auf die Suche nach den besten Performance-
Parametern, wie die Blockgrof3en oder den Abroll-Faktoren fiir die Schleifen. Selbst ob-
wohl die automatische Codegenerierung fiir ODE-Verfahren bereits in anderen Arbeiten
mit Hilfe von Code-Skeletons implementiert wurde, so ist diese Codegenerierung deut-
lich weniger flexibel als die Codegenerierung aus einem Datenflussgraphen, da hier die
Code-Skeletons und die Code-Snippets fiir ein ODE-Verfahren vom Benutzer definiert
werden miissen. Allerdings liee sich dieser Ansatz der Code-Skeletons und der Code-
generierung aus einem Datenflussgraphen miteinander kombinieren, so dass der Code-
generator aus einem Datenflussgraphen beziehungsweise aus den im Datenflussgraphen
enthaltenen Kernels iiber Code-Skeletons und Code-Snippets eine Vielzahl an Varianten
generiert, in welchen man dann tiber ein Performance-Modell die beste Variante bestim-
men konnte.
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3 Moderne GPU-Architekturen

3.1 Allgemeines

GPUs sind Prozessoren, die auf groen Rechendurchsatz fiir das Losen von massiv datenpar-
allelen Problemen via Single Instruction, Multiple Data (SIMD) ausgelegt sind. Aus diesem
Grund besitzen GPUs, verglichen mit CPUs, ein breites Speicherinterface, kleine Caches und
viele Kerne mit breiten Vektoreinheiten, vielen parallelen Threads, und einem grofen Regis-
tersatz. GPUs sind zudem weitestgehend Load-Store-Architekturen, das heifit alle Operanden
von arithmetischen Instruktionen miissen sich in den Registern befinden und Zugriffe auf den
Speicher miissen explizit mit dedizierten Lade- und Schreibinstruktionen erfolgen.

Aktuell gibt es drei groiere Hersteller von GPUs im Desktop- und im Server-Bereich: NVIDIA,
AMD und Intel. Obwohl es kleinere und groflere Unterschiede sowohl zwischen den GPU-
Architekturen der drei Hersteller als auch zwischen den GPU-Generationen innerhalb eines
Herstellers gibt, so sind der grundlegende Aufbau und die Funktionalititen von modernen GPU-
Architekturen sehr dhnlich. Deshalb versuchen wir im Folgenden allgemein den Aufbau und
die Funktionalititen einer modernen GPU-Architektur zu erldautern. Der konkrete Aufbau von
diversen modernen GPU-Architekturen wird im Abschnitt 13.5 gezeigt.

Dennoch konnen konkrete GPU-Architekturen von dieser folgenden allgemeinen Darstellung
abweichen. Gerade bei dlteren GPU-Architekturen sind die Abweichungen im Aufbau grofer
und viele der hier vorgestellten Funktionalititen nicht oder nur eingeschriinkt vorhanden. Auch
kann bei einer konkreten GPU-Architektur eine zusitzliche Cache-Ebene existieren sowie ei-
ne Cache-Ebene anders zwischen den Kernen der GPU geteilt oder eine Cache-Ebene nicht
vorhanden sein. Dadurch verschieben sich dann die anderen Cache-Ebenen im Vergleich zu
den folgenden Erlduterungen entsprechend. Auch vergroferten NVIDIA und AMD in 2020
die Caches auf ihren zwei neuen GPU-Architekturen, der (Compute-)Ampere-Architektur und
RDNA-2.0-Architektur, verglichen mit ihren Vorgéngern, deutlich. Zudem fiigte AMD bei der
RDNA-2.0-Architektur zusitzliche Ebenen zu der Cache-Hierarchie hinzu (siehe Abschnitt
13.5). Wenn sich diese Entwicklung fortsetzt, dann werden GPUs in naher Zukunft standard-
miBig dhnlich groBe Caches und komplexe Cache-Hierarchien wie CPUs besitzen.

Ebenso implementieren GPUs viele Funktionalititen, die fast ausschlieBlich fiir die Computer-
graphik verwendet werden konnen, wie eine Hardware-Beschleunigung fiir die Rastergraphik,
fiir das Ray-Tracing und fiir das Sampling von Texturen. Letztlich besitzen GPU-Architekturen
auch oft zusitzliche spezialisierte Textur-Caches, die nicht kohérent gehalten werden. Dadurch
kann sie ein Kernel auch nur fiir Daten verwenden, die sich wihrend dessen Laufzeit nicht
verandern. All diese Graphik-Funktionalititen inklusive der Textur-Caches werden wir in den
folgenden Erlduterungen vernachléssigen.

Das folgende Kapitel stiitzt sich auf viele Whitepapers iiber GPU-Architekturen, Programming
Guides und ISA-Dokumentationen von NVIDIA [T2-T9], AMD [T10-T15] und Intel [T16—
T19]. Allerdings wihlen all diese Quellen, um den Aufbau und die Funktionsweise von ihrer
jeweiligen GPU-Architektur zu beschreiben, sehr uneinheitliche Terminologien und Abstrak-
tionen, welche zusitzlich widerspriichlich zu den gingigen Konventionen der Informatik sind.
Deshalb passten wir fiir folgendes Kapitel die Terminologien und Abstraktionen aus all diesen
Quellen an, so dass sie moglichst CPU-nah sind. Aus diesem Grund stellt dieses Kapitel keine
reine Zusammenfassung, sondern eine deutliche Uberarbeitung und Homogenisierung dieser
Quellen dar, und ist in dieser Art einzigartig. Falls der Leser an weiterfiihrender Literatur inter-
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essiert ist, die dhnliche Abstraktionen wie diese Arbeit verwendet, so empfehlen wir ihm eine
aktuelle Ausgabe des Buchs Computer Architecture: A Quantitative Approach [B3] oder die
GPU-Dokumentationen von Intel [T16-T19], da diese ebenfalls noch sehr CPU-nah sind.

3.2 Terminologie

Bedauerlicherweise existiert keine Terminologie fiir die Hardware-Architekturen von GPUs,
die allgemein akzeptiert ist, sondern jeder GPU-Hersteller (NVIDIA, AMD, Intel) und jede API
zum Programmieren von GPUs (zum Beispiel CUDA, OpenCL, DirectX, OneAPI) verwendet
eine eigene GPU-Terminologie.

Erschwerend kommt hinzu, dass NVIDIA und AMD die Begrifflichkeiten in ihren Terminolo-
gien oft entgegen gingiger Konventionen der Informatik wihlen. Insbesondere gilt dies fiir den
Begriff des Threads und des Kerns beziehungsweise des Cores. So bezeichnen NVIDIA und
AMD eine SIMD-Lane eines (Hardware-)Threads als Thread und einen (Hardware-)Thread als
Warp beziehungsweise Wavefront. Ebenso bezeichnet NVIDIA eine einzige Lane einer SIMD-
FPU als einen CUDA-Core, und AMD bezeichnet eine solche Lane als Stream-Core. Dies wi-
derspricht jedoch der geldufigen Definition eines Kerns (siehe zum Beispiel [B4] oder [B5])
als eine weitgehend autonome Recheneinheit mit einem eigenen Steuerwerk, Rechenwerk, Re-
gistersatz und eventuellen privaten Caches. Somit besitzen moderne GPUs unter Verwendung
dieser GPU-Terminologien verglichen mit modernen CPUs unter der Verwendung der gemein
gebrauchlichen CPU-Terminologie sehr viele Kerne und konnen sehr viele Threads parallel
ausfithren. Zusétzlich bezeichnen NVIDIA und AMD ihre GPU-Architekturen als skalare Ar-
chitekturen, obwohl es sich bei ihnen, zumindest gemaf der gemein gebriuchlichen Defini-
tion, um SIMD-Architekturen handelt. So existieren in der GPU-Terminologie von NVIDIA
auch keine gingigen SIMD-Begriffe wie Vektoreinheiten, Vektorregister, Scatter- und Gather-
Instruktionen. Die GPU-Terminologie von NVIDIA bezeichnet zwar sehr spezielle Typen von
Instruktionen als SIMD-Instruktionen. Aber auch diese Bezeichnung verstofit gegen die gédn-
gigen Konventionen, da prinzipiell fast ausschlieBlich SIMD-Instruktionen auf NVIDIA-GPUs
existieren.

Um in dieser Arbeit solche Missverstindnisse auszuraumen und um dem CPU-affinen Leser den
Einstieg zu erleichtern, verwenden wir in dieser Arbeit deshalb eine selbst erschaffene Termino-
logie, die die Begriffe im Einklang zur gemein gebrduchlichen CPU-Terminologie, wie sie zum
Beispiel von den Biichern [B4], [B5] oder [B3] verwendet wird, definiert. Ein vergleichender
Uberblick zwischen den wichtigsten Begriffen unserer Terminologie und den Terminologien
von NVIDIA, AMD, und Intel befindet sich in Tabelle 3.1.

Wir sind uns dariiber im Klaren, dass bei vielen konkurrierenden, und teils widerspriichlichen
Terminologien eine weitere neue zusitzliche Terminologie die bereits bestehende Verwirrung
weiter und unnétig vergroBern kann. Jedoch vermuten wir, dass der Leser sich leicht in unsere
Terminologie einfinden kann, da sie sehr CPU-nah ist, die Begriffe gemif ihrer urspriinglichen
Definition verwendet, und bewusst unnotige Neologismen vermeidet. Wenn wir dennoch einen
Neologismus verwenden, versuchen wir ihn so zu wihlen, dass der Leser intuitiv die Bedeutung
hinter einem Begriff versteht. Zusitzlich ist unsere Terminologie in unseren Augen, da sie die
Begriffe so verwendet, wie sie urspriinglich definiert wurden, wissenschaftlich exakter. Diese
Vorteile unserer Terminologie werden in unseren Augen bereits sehr deutlich beim Lesen von
der Tabelle 3.1 gezeigt.
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Unsere Terminologie H NVIDIA AMD Intel
Kern Streaming- Compute-Unit, Subslice
Multiprocessor Dual-Compute-Unit
Subkern Processing- SIMD Execution-
Block, Unit
Sub-Core
Workgroup Threadblock Workgroup Workgroup
Workitem Thread Workitem Kernel-Instance
Thread Warp Wavefront Thread
SIMD-Lane Thread (meistens), | Workitem in a SIMD-Lane
eines Threads Lane (seltenst) Wavefront,
Thread
Vektor-ALU+FPU ? Vector-ALU SIMD-FPU,
SIMD-ALU
SIMD-Lane in einer CUDA-Core Stream-Processor, SIMD-Lane
Vektor-ALU+FPU Stream-Core,
ALU-Unit
Heap-Speicher =~ Global-Memory | =~ Global-Memory ~ Global Memory
Stack-Speicher Local-Memory Scratch-Memory, ?
Private-Memory
Scratchpad-Speicher Shared-Memory Local-Data-Share Shared-Local-
Memory
Skalarer Aus- Uniform-Datapath | Scalar-Unit n/a
fiihrungspfad usw.

Tabelle 3.1: Zentrale Begriffe der GPU-Terminologien unterschiedlicher Hersteller.

3.3 SIMD

Eine Vektor-Architektur oder Single-Instruction-Multiple-Data-Architektur (SIMD-Architektur)
fiihrt Instruktionen auf einem Vektor von Datenelementen aus. Dies steht im Gegensatz zu ei-
ner sogenannten skalaren Architektur oder Single-Instruction-Single-Data-Architektur (SISD-
Architektur), die jede Instruktion nur auf einem einzigen Datenelement ausfiihrt. Da eine SIMD-
Architektur fiir die gleiche Peak-Performance weniger Kontrolllogik als eine SIMD-Architektur
mit geringerer Vektorbreite oder eine SISD-Architektur benétigt, ist sie auch kostengiinstiger
in der Fertigung und energieeffizienter. Jedoch verliert eine SIMD-Architektur auch viel ihrer
Rechenleistung, wenn die Berechnungen nur wenig datenparallel oder auch nur schlecht vekto-
risiert sind.

Bei SIMD-Architekturen bezeichnet man die Anzahl der Komponenten in einem Vektor als

Seite 38 /343



3.4. AUFBAU

SIMD-Breite oder als Vektorbreite. Alternativ kann man auch die Vektorbreite als die Anzahl
der Bits in einem Vektor definieren. In folgender Arbeit definieren wir immer, sofern nicht
explizit erwihnt, die SIMD-Breite {iber die Anzahl der Komponenten in einem Vektor. Man un-
terscheidet hier noch einmal zwischen der Anzahl der Komponenten pro Instruktion (logische
SIMD-Breite oder logische Vektorbreite), der Anzahl derjenigen Komponenten, die ein Vektor-
rechenwerk gleichzeitig verarbeiten kann (physikalische SIMD-Breite oder physikalische Vek-
torbreite) und wie viele Kontrollfliisse ein einzelner Thread per SIMD-Instruktionen sowie mit
der Hilfe von Predication oder zusitzlicher Kontrolllogik abarbeiten kann. Dies bezeichnen wir
im Folgenden als Kontrollvektorbreite. Man bezeichnet einen solchen Kontrollfluss innerhalb
eines Threads oft als eine SIMD-Lane dieses Threads.

Auf GPU-Architekturen ist die logische Vektorbreite fiir 4-Byte-Datentypen und 8-Byte-
Datentypen identisch und gleich der Kontrollvektorbreite. Fiir 1-Byte-Datentypen und 2-Byte-
Datentypen unterscheidet sich der Zusammenhang zwischen logischer Vektorbreite und Kon-
trollvektorbreite je nach GPU-Architektur. Auf einem Teil der GPU-Architekturen ist die lo-
gische Vektorbreite fiir 1-Byte-Datentypen und 2-Byte-Datentypen ebenfalls gleich der Kon-
trollvektorbreite. Es existieren jedoch auch GPU-Architekturen, auf welchen die logische Vek-
torbreite von 1-Byte-Datentypen und 2-Byte-Datentypen viermal so groB ist, wie die Kontroll-
vektorbreite, wodurch sich jeweils bei 1-Byte-Datentypen vier Komponenten und bei 2-Byte-
Datentypen zwei Komponenten einen Kontrollfluss teilen.

Auf den GPU-Architekturen von Intel und auf den RDNA-GPU-Architekturen von AMD ist
die Kontrollvektorbreite und damit die logische Vektorbreite konfigurierbar. So beherrscht zum
Beispiel die RDNA-Architektur einen Modus, bei welchem die Kontrollvektorbreite und die
logische Vektorbreite fiir 4-Byte-Datentypen und 8-Byte-Datentypen 32 Komponenten grof3
sind, wihrend in einem weiteren Modus die Kontrollvektorbreite und die logische Vektorbreite
fiir 4-Byte-Datentypen und 8-Byte-Datentypen 64 Komponenten grof} sind.

3.4 Aufbau

Eine moderne GPU-Architektur (siche Abbildung 3.1 fiir ein Blockdiagramm einer solchen
Architektur) besitzt beziehungsweise besteht in der Regel aus folgenden Bestandteilen:

* DRAM: GPU-Architekturen verwenden meist DRAM-Technologien, die auf eine grofie
Bandbreite optimiert worden sind (zum Beispiel GDDR6 oder HBM). Analog, wie auf
CPUs, dient der DRAM als Arbeitsspeicher, um die Instruktionen der Programme bezie-
hungsweise der Kernels, die Konstanten, den Heap und die Stacks der Threads abzuspei-
chern.

Speicherinterface: Das Speicherinterface auf GPUs besitzt viele Kanéle und ist dadurch
sehr breit. Jeder dieser Kanile besitzt seinen eigenen DRAM-Controller. Dadurch er-
reichen GPUs in Kombination mit dem hochbandbreitigen DRAM eine vergleichsweise
grofle Speicherbandbreite.

e L2-Cache: Der L2-Cache speichert Zugrifte auf den DRAM zwischen und ist zwi-
schen allen GPU-Kernen geteilt. Verglichen mit dem geteilten L3-Caches auf aktuellen
Desktop- oder Server-CPUs ist er jedoch sehr klein. Er ist zudem in mehrere parallele
Partitionen unterteilt und befolgt bei Schreibvorgingen eine Write-Allocate-Policy mit
Write-Back und No-Fetch-on-Write. Die No-Fetch-on-Write-Policy besagt hierbei, dass

Seite 39 /343



KAPITEL 3. MODERNE GPU-ARCHITEKTUREN

.

bei einem Write-Miss die Cache-Line zwar alloziert, nicht aber aus dem DRAM gela-
den wird. Ein Laden aus dem DRAM erfolgt erst, falls ein Kern auf diese Cache-Line
lesend zugreift. Ebenso wird bei dem Write-Back einer Cache-Line, die per No-Fetch-
on-Write alloziert wurde, iiber eine Write-Mask sichergestellt, dass nur die modifizierten
Bytes in den DRAM zuriickgeschrieben werden. Folglich verhindert eine Write-Allocate-
Policy mit No-Fetch-on-Write denjenigen Overhead an DRAM-Transfers, der bei einer
Write-Allocate-Policy mit Fetch-on-Write auftritt (siehe zum Beispiel [Z228] fiir eine aus-
fiihrliche Erorterung von dem Fetch-on-Write- und dem No-Fetch-On-Write-Verhalten).
Des Weiteren besitzt der L2-Cache sogenannte atomare Einheiten, die diverse atomare
Operationen, in der Regel Compare-And-Swap, Integerminimum, Integermaximum, In-
tegeraddition und die Gleitkommaaddition, direkt auf den Daten im L2-Cache ohne ein
Hin-und-Zuriick tiber die Kerne der GPU ausfiihren konnen.

Verbindungsnetzwerk: Dieses verbindet die Kerne mit den Partitionen des L2-Caches
und ist auf modernen GPUs als ein Crossbar-Netzwerk realisiert.

Task-Scheduler: Der Task-Scheduler arbeitet mehrere Task-Queues ab. Bei den Tasks
in diesen Task-Queues kann es sich entweder um auszufithrende Kopieroperationen oder
um auszufithrende Kernels handeln. Bei der Abarbeitung der Task-Queues beriicksich-
tigt der Task-Scheduler diejenigen Abhingigkeiten zwischen den Tasks, die die Host-
Anwendung zuvor iiber Events definiert hat. Zusitzlich weist der Task-Scheduler wih-
rend der Kernelausfiihrung die Workgroups den Kernen der GPUs zu.

Copy-Engines: Die Copy-Engines kopieren Daten zwischen dem DRAM der CPU und
dem DRAM der GPU oder auch nur Daten innerhalb des DRAMs der GPU.

GPU-Kerne: Die GPU-Kerne fiihren analog zu CPU-Kernen die Programme bezie-
hungsweise die Kernels mit ihren Berechnungen aus.

Jeder GPU-Kern (siehe Abbildung 3.2 fiir ein beispielhaftes Blockdiagramm) lésst sich wieder-
um wie folgt feiner gliedern:

.

Scratchpad-Speicher: Dieser kleine Scratchpad-Speicher besitzt eine hohe Bandbreite
und ist in viele Bénke unterteilt. Diese Binke konnen unabhéngig voneinander adressiert
werden, wodurch der Scratchpad-Speicher eine feine Zugriffsgranularitit besitzt. Uber
den Scratchpad-Speicher konnen sich die Workitems beziehungsweise die Threads ei-
ner Workgroup untereinander Daten teilen. Zusitzlich sind analog wie beim L2-Cache
atomare Einheiten vorhanden, welche atomare Operationen direkt auf dem Scratchpad-
Speicher ohne ein Hin-und-Zuriick tiber die Rechenwerke des Kerns ausfiihren.

L1-Instruktionscache: Dieser speichert die Instruktionen des auszufithrenden Kernels
zwischen.

L1-Datencache: Der L1-Datencache ist verglichen mit den privaten L1- und L2-Caches
von modernen CPUs sehr klein und speichert die Zugriffe eines Kernels auf den DRAM
der GPU zwischen. Bei Schreibvorgidngen befolgt er eine Write-Allocate-Policy mit
Write-Through.

Subkerne: Jeder GPU-Kern ist noch einmal in mehrere Subkerne gegliedert, wobei je-
der Subkern im Wesentlichen aus einem Thread-Scheduler, einem Vektorregistersatz,
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GPU-DIE

Kern Kern Kern Kern

Kern Kern Kern Kern
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Abbildung 3.1: Schematisches Blockdiagramm einer modernen GPU. Eine konkrete moderne GPU
besteht aus deutlich mehr Rechenkernen, L2-Partitionen und Speicherkanilen, als in diesem schematischen
Beispiel gezeigt werden.

einer Vektor-Load-Store-Einheit und aus Vektorrechenwerken besteht. Je nach GPU-
Architektur konnen jedoch manche dieser Vektorrechenwerke, die Vektor-Load-Store-
Einheit und auch Teile der Thread-Scheduling-Logik zwischen den Subkernen geteilt
sein.

Dementsprechend besteht ein Subkern aus folgenden Einheiten:

¢ Thread-Scheduler: Der Thread-Scheduler fihrt viele Threads gleichzeitig per Fine
Grained Interleaved Multi-Threading aus. Bei diesem Fine Grained Interleaved Multi-
Threading wihlt der Thread-Scheduler gemél einem Score-Board jeden Takt meist einen
anderen Thread aus, der bereit ist seine nichste Instruktion auszufiihren, und gibt diese
nichste Instruktion zur Abarbeitung an die Rechenwerke heraus. Dadurch arbeitet ein
GPU-Kern die Instruktionen eines einzelnen Threads geméB einer einfachen In-Order-
Pipeline ab.

Seite 41 /343



KAPITEL 3. MODERNE GPU-ARCHITEKTUREN

GPU-Kern

Subkern Subkern

Thread-Scheduler Thread-Scheduler

Vektorregistersatz Vektorregistersatz

¢ 3 ! !

Vektor-
INT32-ALU
Vektor-
INT32-ALU

! ! ! !

Skalarer Registersatz Skalarer Registersatz

Skalar-ALU Skalar-LSU 4= Skalar-ALU Skalar-LSU 4=
Subkern Subkern

Thread-Scheduler Thread-Scheduler

Vektorregistersatz Vektorregistersatz

! ! !

Vektor-
INT32-ALU
Vektor-
INT32-ALU

¢ ¢ ! !

Skalarer Registersatz Skalarer Registersatz

! ! ! !

Skalar-ALU Skalar-LSU €= Skalar-ALU Skalar-LSU €=

¥ ¥

L1-Instruktionscache Scratchpadspeicher

L1-Datencache

Abbildung 3.2: Schematisches Blockdiagramm eines Kerns einer modernen GPU. Der Kern einer kon-
kreten modernen GPU-Architektur kann eine andere Anzahl an Subkernen und andere Vektorrechenwerke

als der Kern in diesem Beispiel besitzen.
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« Ausfiithrungspfad fiir Vektorinstruktionen:

— Vektorregistersatz: Der Vektorregistersatz ist verglichen mit CPUs sehr grof3. Zu-
dem ist die Anzahl an Registern pro Thread nicht fest, sondern ein Kernel kann fiir
sich eine bestimmte Anzahl an Registern pro Thread allozieren. Dadurch verringert
sich aber auch die Anzahl der von einem Kern parallel ausgefiihrten Threads, sofern
ein bestimmter Schwellwert an allozierten Registern pro Thread iiberschritten wird.
Des Weiteren ist jede der Lanes in einem Vektorregister 4 Byte breit. Deshalb kann
eine jede dieser Lanes einen 4-Byte-Datentypen abspeichern. Um einen 8-Byte-
Datentypen abzuspeichern, werden zwei Vektorregister benotigt, wobei jede der
Lanes die niederen 4 Byte des 8-Byte-Datentyps jeweils im ersten Vektorregister
und die hoheren 4 Byte jeweils im zweiten Vektorregister abspeichert. Wie Daten-
typen unterschiedlicher Breite in dem Vektorregistersatz abgelegt werden, wird von
Abbildung 3.3 gezeigt.

— Vektorrechenwerke: Ein jeder Subkern besitzt mehrere Vektorrechenwerke, wo-
bei jedes Vektorrechenwerk dhnlich wie auf einer CPU auf einen oder mehrere
Typen von Operationen spezialisiert ist. Geldufig sind folgende Spezialisierungen:

# Vektor-SP-FPU: Gleitkommaoperationen einfacher Genauigkeit

* Vektor-DP-FPU: Gleitkommaoperationen doppelter Genauigkeit

+ Vektor-INT32-ALU: 32-Bit-Integeroperationen und logische Operationen

= Vektor-SP-SFU: Sonderfunktionen (Kehrwert, Winkelfunktionen, Exponen-
tialfunktion und Logarithmus)

# Vektor-SP-FPU+INT32-ALU: Kombination von SP-FPU und INT32-ALU

* Vektor-SP-FPU+DP-FPU+INT32-ALU: Kombination von SP-FPU, DP-
FPU und INT32-ALU

# Tensor-HP-FPU: Tensoroperationen mit halber Genauigkeit

Diese Vektorrechenwerke konnen unterschiedliche physikalische Vektorbreiten be-
sitzen, so dass wichtige Operationen einen hoheren Durchsatz erhalten als weniger
wichtige Operationen. Auflerdem beherrschen die SP-FPUs und DP-FPUs moder-
ner GPUs FMA-Instruktionen, wodurch jede Lane einer SP-FPU beziehungsweise
DP-FPU pro Takt 2 FLOPs durchfiihren kann.

— Vektor-Load-Store-Einheit: Die Vektor-Load-Store-Einheit arbeitet die Spei-
cherzugriffe eines Kernels, insbesondere die Gather-Instruktionen und Scatter-
Instruktionen, auf den Scratchpad-Speicher und den Arbeitsspeicher, ab. Zusitzlich
fiihrt sie bei Gather- und Scatter-Instruktionen auf den Arbeitsspeicher das Coales-
cing durch.

 Ausfiihrungspfad fiir skalare Instruktionen: Dieser skalare Ausfiihrungspfad besteht
aus einem skalaren Registersatz, einem skalaren Rechenwerk, einer skalaren Load-Store-
Einheit und einem skalaren Cache. Uber diesen skalaren Ausfiihrungspfad kénnen GPU-
Architekturen effizient Predication und ihren Kontrollfluss implementieren. Zudem kon-
nen sie mit Hilfe ihres skalaren Ausfiithrungspfads auch viele Loop-Header und viel
Index-Arithmetik effizienter berechnen. Auch kénnen die skalaren Register als Ope-
rand fiir spezielle Skalar-Vektor-Instruktionen dienen, mit denen die GPU die sehr hiu-
fig in Kernels vorkommenden Skalar-Vektor-Operationen effizient berechnen kann. Die-
ser skalare Ausfiihrungspfad ist nur auf AMD-GPUs seit der GCN-Architektur und auf
NVIDIA-GPUs seit der Turing-Architektur vorhanden.
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1-Byte-Datentyp mit einer Komponente pro SIMD-Lane

1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane
Vektorregister

1-Byte-Datentyp mit vier Komponenten pro SIMD-Lane
1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane
AC B S INE! 1N INB! N8| (I°B I'B ['B|{I"B| "B "B I"B|"B! 1 B 1 B/1 B 1 B

2-Byte-Datentyp mit einer Komponente pro SIMD-Lane

1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane
Vektorregister

2-Byte-Datentyp mit zwei Komponenten pro SIMD-Lane
1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane
Vektorregister 2B 2B 2B 2B

4-Byte-Datentyp
1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane

Vektorregister

8-Byte-Datentyp
1. Lane 2. Lane 3. Lane 4. Lane

1. Vektorregister
2. Vektorregister

Abbildung 3.3: Anordnung von Datentypen unterschiedlicher Breite in dem Vektorregistersatz einer
GPU. Fiir diese Abbildung nehmen wir an, dass ein Vektorregister auf einer beispielhaften GPU vier SIMD-
Lanes besitzt, wobei jede SIMD-Lane eines Vektorregisters vier Byte abspeichern kann. Dadurch kann ein
Vektorregister 16 Vektorkomponenten fiir einen 1-Byte-Datentypen, 8 Vektorkomponenten fiir einen 2-
Byte-Datentypen und 4 Vektorkomponenten fiir einen 4-Byte-Datentypen abspeichern. Zudem benétigt die
GPU zwei Vektorregister, um 8 Vektorkomponenten fiir einen 8-Byte-Datentypen abzuspeichern, wobei
jede Vektorkomponente des 8-Byte-Datentyps iiber zwei Vektorregister verteilt vorliegt. Es gilt zudem,
dass auf vielen GPUs bei 1-Byte-Datentypen und 2-Byte-Datentypen die Vektorrechenwerke pro SIMD-
Lane nur einen Wert eines solchen Datentyps verarbeiten konnen, wodurch die tibrigen Bytes von jeder
SIMD-Lane im Vektorregister unbenutzt bleiben.
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Letztlich gilt anzumerken, dass die Wahl des Begriffes des GPU-Kerns und des Subkerns in
unserer Terminologie ebenfalls problematisch ist. Denn je nachdem, wie viel Kontrolllogik
oder wie viele Rechenwerke zwischen den Subkernen eines GPU-Kerns bei einer konkreten
GPU-Architektur geteilt sind, und wie viel Autonomie man von einem GPU-Kern erwartet,
konnte man argumentieren, dass ein Subkern bereits ein eigenstindiger GPU-Kern sei. Dement-
sprechend miisste man einen anderen Begriff fiir das, was wir in dieser Arbeit als GPU-Kern
bezeichnen, verwenden. Da ein sehr dhnliches Definitionsproblem bei dem Begriff des CPU-
Kerns bei den AMD-CPUs mit der Bulldozer-Architektur bereits einen langen Rechtsstreit vor
einem amerikanischen Gericht verursacht hat (siehe zum Beispiel [W8]), werden wir in dieser
Arbeit nicht weiter dariiber diskutieren.

Im Folgenden werden wir kurz noch auf drei interessante besondere Bestandteile beziehungs-
weise Funktionalititen, die bei mehreren, aber nicht bei allen modernen GPU-Architekturen
vorhanden sind, eingehen:

* L1-Datencache und Scratchpad-Speicher im selben physikalischen Speicher: Auf
GPU-Architekturen von NVIDIA teilt sich der L1-Datencache oft mit dem Scratchpad-
Speicher denselben physikalischen Speicher, wobei die Aufteilung dieses physikalischen
Speichers zwischen dem Scratchpad-Speicher und dem L1-Datencache konfigurierbar
ist.

¢ Last-Level-Cache: Dieser zusitzliche Last-Level-Cache ist bei den wenigen Architektu-
ren, die ihn implementieren, sehr viel grofler als der L2-Cache, und dhnlich grof3 wie ein
L3-Cache auf modernen CPUs. Da es nur wenige GPU-Architekturen mit einem solchen
Last-Level-Cache gibt (diverse IGP-Architekturen von Intel und die RDNA2-Architektur
von AMD), ist es nur schwer moglich, die zukiinftige Entwicklung dieses Caches abzu-
schitzen. Es fillt zudem schwer, diesem Last-Level-Cache eine verniinftige Nummer
zuzuweisen, denn bei den wenigen Architekturen mit diesem Last-Level-Cache weicht
die ibrige Cache-Hierarchie von den Erlduterungen in dieser Arbeit ab.

* Konstantenspeicher: Auf GPU-Architekturen von NVIDIA existiert zusétzlich ein so-
genannter Konstantenspeicher mit einem eigenen Speicherraum, welcher von einem Ker-
nel heraus nur gelesen werden kann. Die Adressen im Speicherraum des Konstantenspei-
chers konnen, wie bei einer Register-Memory-Architektur, direkt als Operand fiir eine
SIMD-Instruktion dienen, wobei die Daten an diesen Adressen dann automatisch wéh-
rend der Ausfithrung der Operation aus dem Konstantenspeicher geladen werden. Durch
einen besonderen Konstanten-Cache ist das Lesen aus dem Konstantenspeicher bei einem
Cache-Treffer genauso schnell wie das Lesen aus einem Register. Dadurch kénnen GPUs
mit diesem Konstantenspeicher effizient Skalar-Vektor-Instruktionen implementieren.

3.5 Kernelausfithrung

GPUs fithren Programme aus, die allgemein als Kernel bezeichnet werden. Ein Kernel wird tiber
eine Kernelfunktion, dhnlich einer Einstiegsfunktion eines CPU-Threads, definiert. Diese wird
in der Regel in einer C-dhnlichen Sprache geschrieben, und dann mit einem GPU-Compiler
speziell fiir die Architektur der Ziel-GPU kompiliert.

Um ein solches kompiliertes Kernel auf einer GPU zu starten, muss die Anwendung, die auf
dem Host beziehungsweise auf der CPU lduft, entweder ein 1D-, ein 2D- oder 3D-Gitter von
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parallelen Workgroups und entweder ein 1D-, ein 2D- oder ein 3D-Gitter von parallelen Wor-
kitems innerhalb jeder Workgroup angeben (siehe Abbildung 3.4 fiir ein beispielhaftes 2D-
Kernel) und dieses Kernel in eine der Task-Queues der GPU einreihen. Dadurch spannt das
Kernel einen parallelen 1D-, 2D- oder 3D-Iterationsraum auf, weshalb wir im Folgenden ein
Kernel, je nach der Dimensionalitit seines Iterationsraums, als /D-Kernel, 2D-Kernel oder 3D-
Kernel bezeichnen.

Auf der GPU arbeitet der Task-Scheduler seine Task-Queues asynchron zu der Host-
Anwendung ab. Handelt es sich bei dem néchsten auszufiihrenden Task um ein Kernel, so
beginnt der Task-Scheduler damit, die Workgroups des Kernels den Kernen der GPU zuzu-
weisen. Wihrend eine Workgroup immer von nur einem Kern abgearbeitet wird, so kann ein
Kern, je nach dem Ressourcenverbrauch einer Workgroup, mehrere Workgroups gleichzeitig
abarbeiten. Jedes Workitem in einem Kernel entspricht einer Ausfiihrung der Kernelfunktion,
und kann zudem sowohl seinen lokalen Index innerhalb des Iterationsraums seiner Workgroup
als auch seinen globalen Index innerhalb des Iterationsraums des Kernels abfragen. Dadurch
kann es seinen eigenen Kontrollfluss innerhalb des Kernels beschreiten. Dabei besitzen sowohl
der lokale Index als auch der globale Index fiir jede Dimension des Iterationsraums eine Kom-
ponente.

In einer Workgroup arbeitet ein jeder Thread per SIMD jeweils der Kontrollvektorbreite ent-
sprechend viele aufeinanderfolgende Workitems ab, wobei es ein 1 : 1 Mapping zwischen Wor-
kitems und den SIMD-Lanes dieses Threads gibt. Aus diesem Grund folgt die Vektorisierung
bereits aus dem Quelltext des Kernels und der Kontrollvektorbreite der GPU, und jede Opera-
tion im Quelltext eines Kernels, die der Compiler nicht zu einer skalaren Operation optimieren
kann, wird zu einer SIMD-Instruktion iibersetzt (siche Abbildung 3.5).

Zusitzlich arbeitet ein GPU-Kern via Multi-Threading sidmtliche Threads einer Workgroup
parallel zueinander ab. Dadurch konnen die Threads einer Workgroup iiber den Scratchpad-
Speicher untereinander Daten austauschen und zusitzlich Daten aus dem Arbeitsspeicher iiber
den geteilten L1-Cache untereinander wiederverwenden. Ebenso konnen sich die Threads ei-
ner Workgroup untereinander iiber eine spezielle Hardware-Barriere, die simtliche Threads der
Workgroup umspannt, synchronisieren. Deshalb ist es bei einem GPU-Kernel oft vorteilhaft,
wenn die Threads einer Workgroup an derselben Aufgabe oder an benachbarten Aufgaben ar-
beiten, falls sie dadurch viele Daten untereinander wiederverwenden oder Zwischenergebnisse
untereinander teilen konnen.

Die Preemption einer Workgroup, das heifit, dass ein GPU-Kern deren Abarbeitung vorzeitig
beendet, findet auf GPUs nur in Sonderfillen, wie bei dem rekursiven Starten eines Kernels von
einer Workgroup heraus, statt. Jedoch unterstiitzen GPUs dieses Preemption nicht auf eine Art
und Weise, dass auf GPUs eine signalbasierte Synchronisation und Kommunikation zwischen
zwei beliebigen Workgroups eines Kernels moglich wire.

3.6 Kontrollfluss

In einem Kernel kann ein jedes Workitem seinen eigenen Kontrollfluss besitzen. Dadurch kon-
nen aber auch die Workitems beziehungsweise die SIMD-Lanes eines Threads jeweils einen
unterschiedlichen Kontrollfluss beschreiten. Dieses Phinomen wird als Divergenz der SIMD-
Lanes eines Threads bezeichnet. SIMD-Architekturen wie GPUs verwenden zwei unterschied-
liche grundlegende Konzepte fiir ihren Kontrollfluss:
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Abbildung 3.4: Iterationsraum eines 2D-Kernels. In diesem Beispiel werden 2 x 2 Workgroups gestar-
tet, wobei jede Workgroup wiederum 4 x 4 Workitems beinhaltet. Zusitzlich besitzt in diesem Beispiel ein
GPU-Thread vier SIMD-Lanes, so dass ein jeder GPU-Thread vier aufeinanderfolgende Workitems gleich-
zeitig bearbeitet. Die Zahlen in der Abbildung geben die Indexe der Workgroups in ihrem Iterationsraum
beziehungsweise die lokalen Indexe der Workitems innerhalb des Iterationsraums ihrer Workgroup an.
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Kernelquelltext Compiler-generierter GPU-Code

.vector registers:
v_a, v_b, v_c, v_d,
v_i, v_j, v_k;

code: .code:
parfor each workgroup wg
parfor each workitem wi in wg

float a = // ... v_,a = //

float b = // v_b = //

float ¢ = a + b; v_fadd v_c = v_a + v_b
float d = a - b; v_fsub v.d = v_a - v_b
int i = get_global_index_x (wi); get_global_index_x v_i
int 3 =// ... v_j = // .

int k =1 + j; v_iadd v_k = v_i + v_]J

/ /)
/e //

Abbildung 3.5: Vektorisierung von arithmetischen Operationen in einem Kernel. Fiir die Vektorisie-
rung iibersetzt der GPU-Compiler jede arithmetische Operation im Quelltext in eine passende Vektorin-
struktion im Maschinencode. Zudem muss der GPU-Compiler die beiden dufleren parallelen Iterationen
iiber die Workgroups und Workitems des Kernels nicht von dem Quelltext in den Maschinencode iiberset-
zen, da diese beiden parallelen Iterationen automatisch von dem Task-Scheduler auf der GPU beim Starten
des Kernels beziehungsweise beim Verteilen der Workgroups auf die GPU-Kerne iibernommen werden.

* Sprungbefehle: Sprungbefehle verdandern den Befehlszihler eines Threads um oder auf
einen gegebenen Wert, wodurch sich auch die nédchste auszufiihrende Instruktion dement-
sprechend dndert.

¢ Predication: Beim Predication wird eine SIMD-Instruktion zusitzlich mit einem
Predication-Register maskiert, weshalb diese Technik auch als Masking bezeichnet wird.
Dieses Predication-Register enthilt fiir jede SIMD-Lane eines Threads ein Bit. Ist das
Bit gesetzt, so fiithrt das Vektorrechenwerk die Operation der Instruktion fiir die ent-
sprechende SIMD-Lane aus. Ist das Bit nicht gesetzt, dann bleibt das Vektorrechenwerk
fur die entsprechende SIMD-Lane untdtig. Das Maskieren einer Instruktion via Predi-
cation kann sowohl explizit geschehen, das heift in der Instruktion wird zusétzlich ein
Predication-Register angegeben, als auch implizit, das heifit fiir die Maskierung wird ein
Predication-Register verwendet, das in der Instruktion selbst nicht angegeben ist.

Die Abbildungen 3.6 und 3.7 zeigen, wie ein GPU-Compiler mit diesen beiden Konzepten einen
if-else-Block sowie eine Schleife tiber mehrere Workitems hinweg vektorisiert.

Es gibt zwei unterschiedliche Ansitze, wie GPU-Architekturen diese beiden grundlegenden
Konzepte umsetzen, um fiir jedes Workitem und damit fiir jede SIMD-Lane innerhalb eines
Threads einen eigenen Kontrollfluss zu ermoglichen:
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Kernelquelltext

Compiler-generierter GPU-Code

code:
parfor each wg
parfor each wi in wg

float a = //
float b = //

if
(a < b)
a=a + b;
else
a=a - b;

else_end:

//

v_fcomp_less p_0 =
p_comp_eql_ jump p_0

v_fadd_masked v_a =
else_start:

p_invert pl = !p0

p_comp_eqgl_jump p_1

v_fsub_masked v_a =

else_end:

//

.vector registers: v_a, v_b, v_c;
.predicate registers: p_0, p_1;
.code:

v_a =//

v_b = //
if_start:

v_a < v_b
== 0 -> else_start

v_a + v_b ? p_0

== (0 -> else_end

v_a - v_b ? p_1

Abbildung 3.6: Vektorisierung eines if-else-Blocks in einem Kernel. Dabei gilt, dass die Instruktion
v_fcomp_less beide Vektorargumentregister komponentenweise vergleicht und jeweils das entspre-
chende Bit im Predicate-Register setzt, falls der Vergleich wahr ist.

Kernelquelltext Compiler-generierter GPU-Code
.vector registers: v_a, v_b, v_c;
.predicate registers: p_0;
code: .code:
parfor each wg
parfor each wi in wg
float a = // v_a = //
float b = // v_b =//
float ¢ = // v_c = //
while while_start:
(c < b){ v_fcomp_less p_0 = v_c < v_b
p_comp_eqgl_ jump p_0 == 0 -> while_end
c =c + a; v_fadd_masked v_c = v_c + v_a ? p_0
} jump while_start
while_end: while_end:
/.. //

Abbildung 3.7: Vektorisierung einer while-Schleife in einem Kernel.
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¢ GPU-Architekturen mit einem Befehlsziihler per Thread (AMD GPUs, NVIDIA
GPUs vor Volta): Tritt bei einer GPU mit einer solchen Architektur im Kontrollfluss
eines Kernels eine Verzweigung auf, so iiberpriift die GPU fiir jeden Zweig, ob mindes-
tens eine SIMD-Lane im Thread diesen Zweig nimmt. Wenn dies eintritt, dann veridndert
die GPU den Befehlszihler des Threads per Sprungbefehl so, dass er den Basic-Block
des Zweigs ausfiihrt, und sdmtliche SIMD-Lanes des Threads, die diesen Zweig nicht
ausfiihren, werden per Predication wihrend der Ausfithrung dieses Zweiges deaktiviert.
Wenn keine der SIMD-Lanes im Thread einen Zweig nimmt, dann veréindert die GPU
den Befehlszihler des Threads per Sprungbefehl so, dass er den Basic-Block des Zweigs
iiberspringt. Wihrend manche GPU-Architekturen dieses Vorgehen vollstindig per Soft-
ware implementieren, so implementieren andere GPU-Architekturen dieses Vorgehen per
Hardware mit impliziter Predication.

* GPU-Architekturen mit einem Befehlsziihler per SIMD-Lane (NVIDIA GPUs seit
Volta): Die GPUs solcher Architekturen manipulieren bei einem Sprungbefehl die Be-
fehlszihler jeder SIMD-Lane. Im Falle von Divergenz fiihrt die GPU die Instruktio-
nen der SIMD-Lanes beider Zweige Out-Of-Order aus, wobei sie die Instruktionen der
SIMD-Lanes innerhalb eines Zweiges weiterhin In-Order ausfiihrt. Zusitzlich deaktiviert
die GPU jeweils diejenigen SIMD-Lanes, die in einem Zweig nicht aktiv sind, per impli-
ziter Predication. Falls die Verzweigung im Kontrollfluss wieder konvergiert, so kann ein
Kernel die Befehlszéhler aller SIMD-Lanes eines Threads durch eine spezielle Kontroll-
instruktion ebenfalls wieder synchronisieren.

Auf GPUs mit beiden Architekturen fiihrt die Divergenz eines Threads dazu, dass sie die SIMD-
Lanes dieses Threads via Predication deaktivieren miissen, und die Rechenwerke der deaktivier-
ten SIMD-Lanes wéhrend der Ausfithrung des Zweiges untitig sind. Insbesondere gilt, dass in
einem Kernel bei einem If-Block die vollen Kosten anfallen, sobald er nur von einer SIMD-Lane
des Threads betreten wird, unabhéngig davon, ob die anderen SIMD-Lanes den If-Block eben-
falls betreten. Ebenso fiihrt ein Thread in einem Kernel eine Schleife so lange aus, bis sdmtliche
seiner SIMD-Lanes diese Schleife verlassen haben. Dabei fallen fiir jede Schleifeniteration die
vollen Kosten an, unabhingig davon, wie viele SIMD-Lanes in einer Schleifeniteration noch
aktiv sind.

3.7 Speicherriume

GPUs besitzen mehrere Speicherrdume:

* Heap-Speicher: Der Heap-Speicher liegt im Arbeitsspeicher beziehungsweise im
DRAM der GPU und wird fiir Daten verwendet, die zwischen zwei Kernel-Aufrufen per-
sistent sein sollen. Zusétzlich beherrschen moderne GPU-Architekturen fiir ihren Heap-
Speicher Paging, das heilit, sie konnen die Seiten ihres Heaps bei Speichermangel in den
Arbeitsspeicher des Hosts auslagern, und bei einem Seitenfehler automatisch die Seite
aus dem Speicher des Hosts anfordern. Ebenso kann eine GPU von einem Kernel heraus
auf den Heap-Speicher einer anderen GPU zugreifen, wodurch diese GPUs dann eine
Art RDMA-System bilden. Der Heap-Speicher kann sowohl von dem Host-Programm
als auch von einem Kernel heraus alloziert werden.
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3

Stack-Speicher: Der Stack-Speicher liegt ebenfalls im Arbeitsspeicher beziehungsweise
im DRAM der GPU und wird fiir die Stacks der Threads der GPU verwendet. Deshalb
lebt der Stack-Speicher so lange wie der dazugehorige Thread. Analog wie bei CPUs
wird der Stack-Speicher bei GPUs fiir Folgendes verwendet:

— fiir Register-Spilling, das heifit das Auslagern von Registern auf den Stack, wenn
zu wenig Register vorhanden sind, um alle automatischen Variablen eines Kernels
abzuspeichern,

— fiir automatische Arrays, die dynamisch indexiert werden, da der Registersatz nicht
dynamisch indexiert werden kann, und

— fiir das Sichern von Registern bei Funktionsaufrufen.

Im Gegensatz zu CPUs ist der Stack-Speicher privat fiir die jeweilige SIMD-Lane, wo-
durch ihn GPU-Architekturen potentiell effizienter in den Caches ohne den Overhead
der Cache-Kohirenz zwischenspeichern konnen. Auf Grund der kleinen Caches und vie-
len parallelen Threads sind Zugriffe auf den Stack sehr teuer. Deshalb sollten Kernels
moglichst viele Daten iiber die Register wiederverwenden und Zugriffe auf den Stack
vermeiden.

Scratchpad-Speicher: Der Speicherraum des Scratchpad-Speichers repréasentiert denje-
nigen Scratchpad-Speicher, der fiir eine Workgroup auf einem GPU-Kern alloziert wor-
den ist und woriiber die Workitems einer Workgroup miteinander kommunizieren kon-
nen. Diejenige Menge an Scratchpad-Speicher, die fiir jede Workgroup eines Kernels al-
loziert werden soll, kann sowohl zur Compile-Zeit des Kernels als auch zum Kernelstart
festgelegt werden. Der Scratchpad-Speicher lebt so lange wie die dazugehorige Work-

group.

Konstantenspeicher: Der Konstantenspeicher, sofern die GPU-Architektur ihn imple-
mentiert, liegt ebenfalls im Arbeitsspeicher beziehungsweise im DRAM der GPU. Er
kann von einem Kernel aus nur gelesen werden, wird gesondert zwischengespeichert
und fiir Skalar-Vektorinstruktionen verwendet.

Zusitzlich konnen GPUs potentiell von einem Kernel heraus auf zwei unterschiedliche Arten
von Host-Speicher zugreifen:

Pinned Speicher: Ein Zugriff von einem Kernel auf pinned Speicher, das heifit Speicher,
dessen Seiten die CPU nicht auslagern darf, ist seit mittlerweile tiber 10 Jahren auf allen
GPU-Architekturen ohne Einschrinkungen moglich.

Pageable Speicher: Ein Zugriff von einem Kernel auf pageable Speicher, das heifit
Speicher, dessen Seiten die CPU auslagern darf, unterliegt auf den meisten aktuellen
GPU-Architekturen noch diversen Einschrinkungen. So muss unter anderem die Allo-
zierung dieses pageable Speichers nicht per iiber die Standardfunktion malloc, son-
dern iiber die verwendete GPGPU-API, wie zum Beispiel in CUDA iiber die Funktion
cudaMallocManaged, vorgenommen werden. Unseres Wissens ist ein allgemeiner
Zugriff auf iiber die Standardfunktion malloc allozierten Host-Speicher gegenwirtig
nur auf aktuellen NVIDIA-GPUs mit einer Power7-CPU als Host und einem NVLink-
Bus als Verbindung zwischen GPU und Host méglich.
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Diese einzelnen Speicherrdume, mit Ausnahme des Konstantenspeichers, befinden sich zudem
in einem vereinigten Speicherraum. Dadurch kann die GPU anhand einer Speicheradresse den
spezifischen Speicherraum bestimmen, um dann von dem dazugehdrigen Speicher die Daten
anzufordern.

3.8 Speicherzugriffe

Es existieren zwei unterschiedliche Typen von SIMD-Speicherzugriffsinstruktionen:

¢ SIMD-Block-Leseinstruktionen und SIMD-Block-Schreibinstruktionen (sieche Ab-
bildung 3.8): Wihrend SIMD-Block-Lese-Instruktionen einen Block von Daten begin-
nend ab einer gegebenen Speicheradresse in ein gegebenes Vektorregister laden, schrei-
ben SIMD-Block-Schreibinstruktionen den Inhalt eines gegebenen Vektorregisters begin-
nend ab der gegebenen Speicheradresse in den Speicher.

¢ Gather-Instruktionen und Scatter-Instruktionen (siehe Abbildung 3.9): Diese In-
struktionen benétigen neben einem Vektorregister fiir die Daten ein Vektorregister
mit Speicheradressen als zusitzliches Argument. Bei der Abarbeitung einer Gather-
Instruktion werden nun die Daten an der [i]ten Adresse des Adressregisters in die [i]te
Komponente des Datenregisters geladen, wihrend bei einer Scatter-Instruktion die [i]te
Komponente des Datenregisters an die [i]te Adresse des Adressregisters geschrieben
wird.

In den meisten Kernels spielen Gather- und Scatter-Operationen auf Grund ihrer grof3eren Flexi-
bilitdt die wichtigste Rolle. Deshalb werden Gather- und Scatter-Instruktionen von allen aktuel-
len GPU-Architekturen sehr effizient implementiert, wihrend SIMD-Block-Leseinstruktionen
und SIMD-Block-Schreibinstruktionen nicht einmal von allen aktuellen GPU-Architekturen
unterstiitzt werden. Die Vektorisierung eines Speicherzugriffs mit einer Gather-Instruktion wird
beispielhaft von Abbildung 3.10 gezeigt.

Die Abarbeitung einer Gather- oder Scatter-Instruktion auf einer GPU unterscheidet sich, je
nachdem, auf welchen Speicher sie zugreift:

¢ Auf den Scratchpad-Speicher: Hier bestimmen die Load-Store-Einheiten, auf welche
Scratchpad-Bank jede SIMD-Lane zugreift, und fordern die Daten dann von der ent-
sprechenden Bank an. Wenn jedoch mehrere SIMD-Lanes auf unterschiedliche Adressen
innerhalb derselben Bank zugreifen, verursacht dies Bank-Konflikte, die wiederum eine
Sequentialisierung des Zugriffs verursachen.

e Auf den Arbeitsspeicher: Auf den ersten Blick scheinen Gather- und Scatter-
Instruktionen eine effiziente Vektorisierung von feingranularen Zugriffen auf den Ar-
beitsspeicher zu sein. Jedoch sind feingranulare Zugriffe auf den Arbeitsspeicher sehr
ineffizient, da sowohl die Caches und der DRAM jeweils nur komplette Cache-Lines
iibertragen konnen. Moderne GPU-Architekturen lindern dieses Problem mit einer Tech-
nik, die als Coalescing bezeichnet wird: Greifen mehrere SIMD-Lanes in einer Gather-
oder Scatter-Instruktion auf dieselbe Cache-Line zu, so werden diese Zugriffe zu einem
einzigen Zugriff auf diese Cache-Line verschmolzen (coalesced), wodurch wiederum
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Skalares
Adressregister

4

Adressen 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Cache-Lines 3

1 2 5 8

Vektor-
datenregister

Abbildung 3.8: Zugriff auf den Arbeitsspeicher mit einer SIMD-Blockleseinstruktion.

Vektor-
adressregister

4 5 6 11

9 10 11 12 13 14 15

1882

Vektor-
datenregister

Abbildung 3.9: Zugriff auf den Arbeitsspeicher mit einer Gather-Instruktion. Auf Grund von Coales-
cing fordert ein GPU-Kern die Cache-Lines mit den Nummern 1 und 2 nur je einmal an, so dass diese auch
nur einmal iibertragen werden.
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Kernelquelltext Compiler-generierter GPU-Code

in: floatx A .vector registers: v_i,

v_a_i_ptr, v_a_i;
.scalar registers: s_A;
.data: floatx A;

.code: .code:
parfor each wg
parfor each wi in wg

int 1 = get_global_id._x(wi); get_global_index_x v_i
floatx A_reg = A; s_load_ptr s_A = A
floatx a_i_ptr = A_reg + 1i; v_imul v_i = 4 % v_1i

v_iadd v_a_i_ptr = s_A + v_1i
float a_i_reg = xa_i_ptr; v_gather v_a_i = xv_a_i_ptr

/] ... //

Abbildung 3.10: Vektorisierung eines Speicherzugriffs mit einer Gather-Instruktion in einem Kernel.

Cache-Bandbreite eingespart wird. Wenn eine Gather- oder Scatter-Instruktion samtli-
che Daten in einer Cache-Line ausnutzt, so werden dank Coalescing keine iibertragenen
Daten verschwendet, wodurch Gather- und Scatter-Instruktionen in dieser Hinsicht ge-
nauso effizient sind, wie SIMD-Block-Lese- und SIMD-Block-Schreibinstruktionen.

GPUs implementieren Gather- und Scatter-Instruktionen unterschiedlicher Breite (meist 1, 2,
4, 8 und 16 Byte), welche pro SIMD-Lane einen Block der entsprechenden Groe aus dem
Speicher lesen beziehungsweise in den Speicher schreiben. Da ein einzelnes Vektorregister
fiir jede SIMD-Lane nur vier Byte bereithilt, benotigen 1-Byte-, 2-Byte- und 4-Byte-Gather-
Instruktionen nur ein Vektorregister, um die zu lesenden Daten abzuspeichern, wihrend 8-Byte-
Gather-Instruktionen zwei Vektorregister und 16-Byte-Gather-Instruktionen vier Vektorregister
bendtigen. Analoges gilt fiir die Anzahl an Vektorregister, die eine Scatter-Instruktion mit ei-
ner bestimmten Breite in den Speicher schreibt. Dies hat zur Folge, dass 8-Byte-Datentypen
nach dem Laden iiber eine 8-Byte-Gather-Instruktion bereits iiber zwei Vektorregister verteilt
vorliegen. So kdnnen sie auch ohne weiteres Shuffling direkt von den Vektorrechenwerken ver-
wendet werden. Analoges gilt fiir das Zuriickschreiben solcher Datentypen via 8-Byte-Scatter-
Instruktionen.

3.9 Latenziiberbriickung

GPU-Architekturen implementieren zwei unterschiedliche Mechanismen, um die Latenzen bei
Datenabhiéngigkeiten zwischen den Instruktionen eines Kernels zu iiberbriicken:
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e Ausnutzung der Parallelitiit auf Instruktionsebene via In-Order-Pipelines: Auf
GPUs arbeitet eine solche In-Order-Pipeline die Instruktionen eines Threads gemé8 ih-
rer Reihenfolge im Maschinencode des Kernels ab. Allerdings kann die Abarbeitung der
néchsten Instruktion schon beginnen, bevor die Ergebnisse der vorherigen Instruktionen
verfiigbar sind, sofern keine Datenabhéngigkeiten zwischen diesen Instruktionen beste-
hen. Falls ein Operand fiir die ndchste auszufithrende Instruktion jedoch noch nicht ver-
fiigbar ist, entsteht ein Datenkonflikt. Dieser Datenkonflikt blockiert den auszufiihren-
den Thread so lange, bis der Operand verfiigbar wird. Dieses parallele Ausfiithren von
Instruktionen, sofern dies die Datenabhéngigkeiten erlauben, wird als Parallelitit auf
Instruktionsebene (auch Instruction Level Parallelism oder ILP genannt) bezeichnet.

* Ausnutzung der Parallelitiit auf Thread-Ebene via Fine-Grained Interleaved Multi-
threading: Eine GPU kann die Parallelitit auf Thread-Ebene (auch Thread Level Paral-
lelism oder TLP genannt) via Fine-Grained Interleaved Multithreading ausnutzen. Dieses
Multi-Threading erméglicht es dem Thread-Scheduler, wenn einer seiner Threads wegen
eines Datenkonflikts in seiner Pipeline blockiert ist, zwischenzeitlich die Instruktionen
von anderen Threads, welche nicht blockiert sind, ausfiihren zu lassen. Dadurch kénnen
die Rechenwerke vollstindig ausgelastet werden, wenn in jedem Takt nur ein einziger
Thread bereit ist, seine nidchste Instruktion auszufithren. Zudem konnen sich dadurch die
Instruktionen von unterschiedlichen Threads gleichzeitig in den In-Order-Pipelines eines
GPU-Kerns befinden.

3.10 Multithreading mit einer variablen Anzahl von parallelen Threads

Auf modernen GPU-Architekturen ist das Register-Spilling wegen deren kleinen Caches sehr
teuer. GPU-Architekturen von NVIDIA und AMD lindern die Kosten des Register-Spillings,
indem auf ihnen die Anzahl an Registern pro Thread beziehungsweise die Anzahl an Threads
pro Subkern kein fester Wert ist, sondern der GPU-Compiler kann fiir ein Kernel eine bestimm-
te Anzahl an Registern pro Thread allozieren. So kann ein GPU-Compiler das Register-Spilling
fir ein Kernel minimieren, indem er fiir dieses Kernel eine grole Anzahl an Registern pro
Thread alloziert. Allerdings verringert sich fiir ein Kernel mit einer groBen Anzahl an Registern
pro Thread auch die maximale Anzahl an parallel ausgefiihrten Threads pro Subkern. Dadurch
kann ein Subkern bei einer groen Anzahl an Registern pro Thread nur wenige Threads gleich-
zeitig ausfithren, wodurch er wiederum durch iiber das Fine-Grained Interleaved Multithrea-
ding die Latenzen schlechter iiberbriicken kann. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl an
Registern pro Thread und der Anzahl an nebenldufig ausgefiihrten Threads pro Subkern wird
beispielhaft fiir die NVIDIA-Volta-Architektur von der Tabelle 3.2 gezeigt.

StandardmiBig alloziert ein GPU-Compiler fiir einen Thread eines Kernel immer ausreichend
viele Register, so dass kein Register-Spilling auftritt. Erst wenn die maximal mogliche, durch
die Hardware limitierte Anzahl an Registern fiir einen Thread erreicht ist, fiigt der Compiler ge-
zwungenermalien Register-Splling in das Kernel ein. Ein Programmierer besitzt aber zusitzlich
die Moglichkeit, die Anzahl an Registern pro Thread mit der Hilfe von Compiler-Optionen auf
einen benutzerdefinierten maximalen Wert zu limitieren. Hierdurch erhdht der Programmierer
die Parallelitét auf Thread-Ebene auf Kosten von mehr Register-Spilling.

Wegen dieser variablen Anzahl an parallelen Threads kann ein Programmierer bei vielen Ker-
nels auch eine Feinabstimmung zwischen der Parallelitit auf Instruktionsebene und der Par-
allelitédt auf Thread-Ebene vornehmen (siche zum Beispiel [T20] fiir eine experimentelle Un-
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. # Vregs. pro Thread H 32 . 40 . 48 . 56 . 64 . 72 . 80 . 96 . 128 . 168 . 255 .

| #Thrds. proSubkern || 16 | 12 [ 10 [ 9] 8| 7] 6] 5| 4| 3] 2]

Tabelle 3.2: Anzahl an simultanen ausgefiihrten Threads pro Subkern in Abhéngigkeit von der An-
zahl an Registern pro Thread auf einer Volta-GPU. Die Werte in dieser Tabelle ergeben sich dadurch,
dass ein Subkern 512 Vektorregister besitzt, maximal 16 Threads gleichzeitig verwalten kann, er zudem fiir
einen Thread nur ein Vielfaches von 8 Registern und maximal 255 Register allozieren kann.

tersuchung hiervon). Fiir diese Feinabstimmung muss der Programmierer einem Workitem des
Kernels mehr Aufgaben zuweisen, und das Kernel zusétzlich so gestalten, dass keine unnoti-
gen Datenabhingigkeiten zwischen den Aufgaben vorliegen. Dadurch kann der Compiler einen
Maschinencode mit einer htheren Parallelitéit auf Instruktionsebene erzeugen. Fiir diese hohere
Parallelitit auf Instruktionsebene muss der Compiler jedoch fiir jeden Thread mehr Register
allozieren, wodurch sich auch die Anzahl an nebenldufigen Threads pro Subkern und die Paral-
lelitdt auf Thread-Ebene verringert.

3.11 Occupancy

GPU-Terminologien bezeichnen diejenige Anzahl an Threads, die ein Kern einer GPU bei ei-
nem bestimmten Kernel gleichzeitig ausfithren kann, als Occupancy. Die Occupancy ist ins-
gesamt von vielen Hardware-Beschrinkungen der gegebenen GPU-Architektur abhingig. Im
Wesentlichen gelten folgende Regeln:

¢ Jeder Kern kann maximal nur eine bestimmte Anzahl an Workgroups verwalten.

* Es konnen jeweils nur vollstindige Workgroups in einem GPU-Kern Platz finden.

* Ein Kernel kann fiir seine Workgroups den Scratchpad-Speicher nur in einer bestimmten
Granularitit allozieren.

* Ein Kernel kann maximal nur eine bestimmte Menge an Scratchpad-Speicher fiir eine
seiner Workgroup allozieren; weniger Scratchpad-Speicher als in einem GPU-Kern vor-
handen ist.

e Jeder GPU-Kern besitzt nur eine beschrinkte Menge von Scratchpad-Speicher. Da-
durch kann er effektiv nur so viele Workgroups gleichzeitig ausfiihren, wie in seinem
Scratchpad-Speicher Platz finden.

* Jede Workgroup darf nur eine bestimmte maximale Anzahl an Workitems enthalten.

e Jeder Subkern kann nur eine bestimmte maximale Anzahl an Threads gleichzeitig aus-
fithren.

* Der GPU-Compiler kann fiir ein Kernel nur wenige bestimmte Werte fiir die Anzahl an
Registern pro Thread festlegen.

« Jeder Subkern besitzt nur eine beschrinkte Anzahl von Registern, und kann effektiv nur
so viele Threads gleichzeitig ausfiihren, wie in seinem Registersatz Platz finden.

Da diese Regeln sehr komplex und spezifisch fiir die jeweilige GPU-Architektur sind, stellen
GPU-Hersteller den Entwicklern oft Werkzeuge oder APIs fiir die Berechnung der Occupancy
zur Verfligung.
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3.12 Task-Queues und Events

Der Task-Scheduler auf der GPU besitzt mehrere Task-Queues, welche auszufithrende Tasks
beinhalten. Bei einem solchen Task kann es sich um ein auszufiihrendes Kernel oder um eine
Kopieroperation handeln. Dabei arbeitet der Task-Scheduler die Task-Queues parallel zuein-
ander ab, so dass sich die Berechnungen von mehreren Kernels sowie eine Kopieroperation
mit den Berechnungen eines Kernels iiberlappen konnen. Ebenso wird der CPU-Thread der
Host-Anwendung bei dem Einreihen eines Kernels in eine Task-Queue nicht blockiert, sondern
er kann mit seinen Berechnungen fortfahren und weitere Kernel in die Task-Queues der GPU
einreihen. Des Weiteren konnen die Task-Queues sowohl Events auslosen als auch auf Events
warten. Mit Hilfe dieser Events ist es moglich sowohl zwei Task-Queues untereinander als auch
eine Task-Queue mit einem CPU-Thread zu synchronisieren.

3.13 Programmierung von GPUs iiber GPU-APIs

Es gibt eine Vielzahl von GPU-APIs fiir die Programmierung von GPUs. Bekannte Vertreter
hierfiir sind CUDA [W9], OpenCL [W10], C++ AMP [T21], DirectX [W11], Vulkan [W12]
und OpenGL [W13] oder hip [W14]. In all diesen modernen GPU-APIs lassen sich die meisten
in diesem Kapitel erlduterten Grundkonzepte wiederfinden. Auf Grund der unterschiedlichen
Terminologien wird ein Grundkonzept von einer GPU-API allerdings meist anders bezeichnet
als in dieser Arbeit. Es gibt zudem Implementierungen fiir GPU-APIs, welche es ermoglichen,
ein Kernel nicht nur parallel auf einer GPU, sondern auch auf einer CPU (siehe Abschnitt
13.1 wie zum Beispiel OpenCL fiir CPUs implementiert wird) oder einem anderen Beschleuni-
ger, wie einem FPGA, auszufiihren. GPU-APIs ermoglichen die Programmierung einer GPU-
beschleunigten Anwendung iiber zwei unterschiedliche Ansitze:

¢ Getrennter Quelltext: Der klassische Ansatz fiir die Programmierung einer GPU-
beschleunigten Anwendungen basiert auf einer Trennung des Quelltextes. Durch diese
Trennung wird der CPU-Code und GPU-Code jeweils in separaten Quelltextdateien ab-
gespeichert und separat kompiliert. Dabei findet die Compilierung des GPU-Codes in der
Regel zur Laufzeit der GPU-beschleunigten Anwendung statt. Bei diesem Ansatz ist es
auch leicht moglich, dass die GPU-beschleunigte Anwendung den GPU-Code nicht aus
einer Datei lddt, sondern ihn selbst dynamisch erzeugt, wodurch sie diesen GPU-Code
auch leicht zu ihrer Laufzeit auf eine spezifische GPU-Architektur optimieren kann.

Geteilter Quelltext: Bei diesem moderneren Ansatz fiir die Programmierung von GPU-
beschleunigten Anwendungen wird eine Hochsprache, wie Fortran, C oder C++, mit
GPU-spezifischen Erweiterungen versehen. Zusitzlich darf eine Quelltextdatei sowohl
GPU-Code als auch CPU-Code beinhalten. Dadurch kann ein Programmierer sowohl im
CPU-Code als auch im GPU-Code auf die gleichen Strukturen, Klassen und Funktionen
zuriickgreifen, wodurch sich die Programmierung der GPU-beschleunigten Anwendung
stark vereinfacht. Allerdings wird dann bei der Kompilierung der GPU-beschleunigten
Anwendung nicht nur ein reguldrer Compiler der Hochsprache benétigt, sondern eine
spezielle Toolchain. Bei dieser Toolchain entfernt zunéchst eine Art von Priprozessor
samtlichen GPU-Code aus den Quelltextdateien, und leitet diesen entfernten GPU-Code
an einen GPU-Compiler weiter. Nach der Anwendung des Priprozessors befindet sich in
diesen Quelltextdateien ein Programm in der reinen Hochsprache, welches dann von ei-
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nem reguldren Compiler der Hochsprache iibersetzt werden kann. Dadurch ist es bei die-
sem Ansatz auch nicht moglich, dass eine GPU-beschleunigte Anwendung ihren GPU-
Code wihrend ihrer Ausfiihrung selbst erzeugt oder verandert.

Wihrend OpenCL nur den Ansatz des getrennten Quelltexts verfolgt, so ermoglicht CUDA
sowohl den Ansatz mit dem getrennten Quelltext iiber die CUDA-Driver-API als auch den
Ansatz mit dem geteilten Quelltext tiber die CUDA-Runtime-API.

3.14 Vergleich zwischen modernen GPU-Architekturen und modernen
x64-CPU-Architekturen

Da eine Vielzahl an modernen CPU-Architekturen mit einem weit geficherten Anwendungs-
bereich existiert, fillt ein allgemeiner Vergleich zwischen modernen GPU-Architekturen und
CPU-Architekturen schwer. Deshalb werden wir uns im Folgenden fiir diesen Vergleich auf
moderne x64-CPU-Architekturen aus dem Server-Bereich, wie die Skylake-Architektur von
Intel oder die Ryzen-Architektur von AMD, beschréinken, da wir diese Architekturen auch als
Ziel fiir unsere Optimierungen und fiir unsere Benchmarks verwenden werden. Generell gilt je-
doch, dass viele der Aussagen in dem folgenden Vergleich auch fiir andere CPU-Architekturen
aus dem Server- oder HPC-Bereich ihre Giiltigkeit bewahren. Dabei stiitzt sich dieser folgen-
de Vergleich auf die CPU-Spezifikationen in den Quellen [T22], [T23] und [W15]. Die Daten
von konkreten CPUs mit solchen modernen x64-Server-Architekturen sind in Abschnitt 13.6
gelistet. Fiir diese Auflistung dieser CPU-Daten wihlten wir eine dhnliche Struktur wie fiir
die Auflistung der GPU-Daten in Abschnitt 13.5, so dass ein Leser die Daten von beiden Ar-
chitekturen leicht miteinander vergleichen kann. So besitzen moderne GPU-Architekturen und
moderne x64-Server-CPU-Architekturen viele grundlegende Gemeinsamkeiten:

+ Ahnlicher Grundaufbau: Moderne x64-Server-CPUs und GPUs lassen sich beide im
Groben in Speicherinterface, geteilte Caches und Rechenkerne gliedern. Auch ist der
Aufbau von einem GPU-Kern einer modernen GPU und einem CPU-Kern einer moder-
nen x64-Server-CPU im Groben dhnlich. Beide besitzen private Caches, einen Thread-
Scheduler, einen skalaren Registersatz sowie einen Vektorregistersatz und mehrere un-
terschiedliche skalare Rechenwerke sowie Vektorrechenwerke.

¢ Predication sowie Gather- und Scatter-Instruktionen: Moderne x64-Server-CPU-
Architekturen mit der AVX-512-Befehlssatzerweiterung, wie zum Beispiel die Skylake-
Architektur von Intel, beherrschen genauso wie moderne GPU-Architekturen, Predi-
cation sowie Gather- und Scatter-Instruktionen. Dadurch kénnen Programme auf sol-
chen CPUs ein analoges Vorgehen wie auf GPUs nutzen, um per Software beziehungs-
weise per Predication mehrere Kontrollfliisse innerhalb eines Hardware-Threads mit
SIMD-Instruktionen abzuarbeiten. Wihrend ein Coalescing bei Gather- und Scatter-
Instruktionen auch auf CPU-Architekturen prinzipiell moglich ist, so fanden wir lei-
der keine Dokumentation dariiber, inwieweit moderne CPU-Architekturen tatséchlich
ein solches Coalescing implementieren. Zumindest gemifB dem Buch [B6] wird dieses
Coalescing fiir Gather-Instruktionen auf der Knights-Corner-Architektur fiir Xeon-PHI-
Beschleunigerkarten von Intel implementiert, wihrend es allerdings fiir die nachfolgende
Knights-Landing-Architektur wieder verworfen wurde. Moderne x64-Server-CPUs, die
nicht die AVX-512-, sondern nur die AVX2-Befehlssatzerweiterung implementieren, wie

Seite 58 /343



3.14. VERGLEICH ZWISCHEN MODERNEN GPU-ARCHITEKTUREN UND MODERNEN
X64-CPU-ARCHITEKTUREN

zum Beispiel die Ryzen-Architektur von AMD, beherrschen zwar Gather-Instruktionen,
jedoch weder Predication noch Scatter-Instruktionen.

So bestehen zwischen modernen GPU-Architekturen und modernen x64-Server-CPU-
Architekturen auch viele Unterschiede:

e Unterschiede im Aufbau: Bei modernen GPU-Architekturen sind das Speicherinter-
face und die Vektorinstruktionen deutlich breiter, der Vektorregistersatz deutlich grofer,
die Cache-Hierarchie weniger komplex und die Caches deutlich kleiner als auf moder-
nen x64-Server-CPU-Architekturen. Zudem besitzen die Caches auf modernen GPUs im
Gegensatz zu den Caches auf modernen x64-Server-CPUs keinen Hardware-Prefetcher.
Waihrend die feinere Gliederung eines GPU-Kerns in Subkerne bei allen modernen GPU-
Architekturen auftritt, ist sie zwar auch bei modernen x64-Server-CPU-Architekturen
prinzipiell moglich, wie zum Beispiel bei der Bulldozer-Architektur von AMD, aber sehr
selten.

Unterschiede beim Scheduling von Tasks: Auf modernen GPU-Architekturen weist ein
spezieller Hardware-Task-Scheduler die Aufgaben beziehungsweise die Workgroups den
Kernen zu, wihrend auf CPUs das Betriebssystem dafiir verantwortlich ist, die Kernel-
threads beziehungsweise die Prozesse den Hardwarethreads der CPU-Kerne zuzuweisen.
Ebenso arbeitet eine GPU ihre Workgroups weitestgehend ohne Preemption ab, wodurch
keine signalbasierte Synchronisation zwischen zwei beliebigen Workgroups eines Ker-
nels moglich ist. Dahingegen kann das Betriebssystem die Threads auf der CPU jederzeit
per Preemption beziehungsweise per Interrupts unterbrechen, und dariiber signalbasierte
Synchronisation zwischen zwei beliebigen CPU-Threads ermdglichen.

3

Unterschiede beim Multithreading und beim Pipelining: Wihrend ein GPU-Kern via
fine-grained-interleaved Multithreading viele Threads gleichzeitig ausfiihren kann (bis zu
64 auf modernen NVIDIA GPUs), kann ein CPU-Kern einer modernen x64-Server-CPU
via simultaneous Multithreading nur zwei Threads gleichzeitig ausfiihren. Dafiir arbei-
tet ein CPU-Kern einer modernen x64-Server-CPU seine Threads in einer komplexen
Out-Of-Order Pipeline ab, welche die Latenzen besser iiberbriicken kann, als die einfa-
che In-Order Pipeline eines GPU-Kerns. Des Weiteren kooperieren auf GPUs bei vielen
GPU-Kernels die Threads einer Workgroup an einer Aufgabe, konnen sich leicht tiber
eine Hardware-Barriere synchronisieren und Daten iiber den Scratchpad-Speicher teilen.
Dahingegen arbeiten auf x64-Server-CPUs bei den meisten Programmen die parallelen
Hardware-Threads eines Kerns an unterschiedlichen Aufgaben. Dies beruht darauf, dass
auf einer modernen x64-Server-CPU eine Synchronisation iiber eine Hardware-Barriere
zwischen den Threads eines Kerns und ein Teilen von Daten zwischen den Threads eines
Kerns tiber einen Scratchpad-Speicher nicht moglich ist, und zusitzlich das Betriebssys-
tem jeden Hardware-Thread als einen eigenstindigen logischen Kern behandelt. Moder-
ne x64-Server-CPUs implementieren zudem Register-Renaming, welches die physika-
lischen Register eines CPU-Kerns kompetitiv zur Laufzeit eines Programms unter den
nebenldufigen Threads eines Kerns aufteilt. Dahingegen alloziert der GPU-Compiler fiir
ein GPU-Kernel eine feste Anzahl von Registern pro Thread, welche sich wihrend der
Laufzeit des GPU-Kernels nicht dndert.

Unterschiede bei der logischen Vektorbreite und bei dem Predication: Auf modernen
x64-Server-CPUs veridndert sich die logische Vektorbreite, also wie viele Vektorkompo-
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nenten mit einer SIMD-Instruktion verarbeitet werden konnen, je nach Grofie des Daten-
typs, so dass die Anzahl an Bits in einem Vektor konstant ist. Dadurch ist auf solchen
x64-Server-CPUs die logische Vektorbreite fiir einen 4-Byte-Datentypen doppelt so grof3
wie fiir einen 8-Byte-Datentypen. Zusitzlich erwarten die Vektorrechenwerke auf moder-
nen x64-Server-CPUs im Gegensatz zu den Vektorrechenwerken auf einer GPU jedoch,
dass ein Vektor eines 8-Byte-Datentyps sich nur in einem Vektorregister befindet, und
nicht wie auf GPUs iiber zwei Vektorregister verteilt vorliegt.

Unterschiede bei den Gather- und Scatter-Instruktionen: Moderne x64-Server-CPUs
beherrschen ebenfalls Gather- und Scatter-Instruktionen mit einer Breite von 4 Byte und
8 Byte. Da die Vektorrechenwerke auf einer modernen x64-Server-CPU erwarten, dass
ein Vektor eines 8-Byte-Datentyps sich nur in einem Vektorregister befindet, befiillt eine
8-Byte-Gather-Instruktion auch nur ein einziges Vektorregister mit Daten und eine 8-
Byte-Scatter-Instruktion schreibt nur ein einziges Vektorregister mit Daten zuriick. Da-
bei transferiert auf einer modernen x64-Server-CPU eine 8-Byte-Gather- oder §-Byte-
Scatter-Instruktion jedoch nur halb so viele Blocke wie eine 4-Byte-Gather- oder 4-Byte-
Scatter-Instruktion. Im Gegensatz dazu befiillt auf einer modernen GPU eine 8-Byte-
Gather-Instruktion zwei Vektorregister mit Daten und eine 8-Byte-Scatter-Instruktion
schreibt zwei Vektorregister mit Daten zuriick.

Unterschiedliches Verhalten bei einem Write-Miss im Last-Level-Cache: Auf mo-
dernen GPUs implementiert der L2-Cache als Last-Level-Cache eine Write-Allocate-
Policy mit No-Fetch-On-Write, wodurch die GPU bei einem L2-Write-Miss die Cache-
Line zwar im L2-Cache alloziert, jedoch keine Daten aus dem DRAM liddt. Auf mo-
dernen x64-Server-CPUs implementiert dahingegen der L3-Cache als Last-Level-Cache
eine Write-Allocate-Policy mit Fetch-On-Write, wodurch die CPU bei einem L3-Write-
Miss die Cache-Line im L3-Cache alloziert und dabei sofort die Daten der Cache-Line
aus dem DRAM anfordert. Somit verursacht auf x64-Server-CPUs ein Write-Miss im
Last-Level-Cache einen hoheren Overhead als auf GPUs. Es ist allerdings auf modernen
x64-Server-CPUs iiber sogenannte Non-Temporal-Store-Instruktionen, welche oft auch
Streaming-Store-Instruktionen bezeichnet werden, moglich, Daten direkt in den DRAM
zu schreiben, wodurch dieser Overhead entfillt.

3.15 Fazit

In diesem Kapitel beschrieben wir den Aufbau und die Funktionsweise von modernen GPU-
Architekturen. Dabei zeigten wir, dass GPUs sehr viele Konzepte implementieren, die auch
von anderen Prozessoren wie CPUs bekannt sind. Ebenso zeigten wir, dass sich moderne GPU-
Architekturen hinreichend gut mit der gebrduchlichen CPU-Terminologie beschreiben lassen
und dass keine spezielle GPU-Terminologie notig ist.
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4 Grundlagen zu ODE-Verfahren

4.1 Allgemeines

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, so betrachten wir in dieser Arbeit Anfangswertprobleme
(englisch: initial value problem, abgekiirzt IVP) von Systemen von gewdhnlichen Differential-
gleichungen (englisch: ordinary differential equation, abgekiirzt: ODE):

Gegeben: y'(t) =f(t,y(t)), to, y(to)=yo, te 4.1)
Gesucht: y. = y(t.) 4.2)

Bei einem ODE-System bestehend aus n Gleichungen gilt, dass y € R™, ¢t € R sowie
f : R x R" — R" ist. Der klassische numerische Losungsansatz, welcher auch von den
ODE-Verfahren in dieser Arbeit angewendet wird, basiert auf einer Zeitschrittprozedur. Diese
Prozedur beginnt zur Simulationszeit ¢o mit einem Anfangswert yo und fiihrt eine Folge von
Zeitschritten t,, — t,4+1 mit k = 0,1,2,... aus, bis sie die finale Zeit t. der Simulation er-
reicht hat. Bei jedem Zeitschritt £ wendet die Zeitschrittprozedur die Funktion der rechten Seite
(englisch: right-hand-side, abgekiirzt: RHS) an, um einen neuen Zustand der Simulation y .41
zu berechnen, der die exakte Losung der Funktion y(¢) zum Zeitpunkt ¢.+1 approximiert. Ei-
ne ausgiebige Erlduterung der in diesem Kapitel vorgestellten Grundlagen von ODE-Verfahren
kann zum Beispiel in den Biichern [B7-B9] gefunden werden.

4.2 Kilassifikation von ODE-Verfahren

Im Folgenden werden wir kurz auf die Unterteilung von ODE-Verfahren in explizite ODE-
Verfahren und in implizite ODE-Verfahren sowie auf deren Unterteilung in Einschrittverfahren
und Mehrschrittverfahren eingehen, da beides fiir unsere Datenflussgraphripresentation rele-
vant ist. Die Einteilung von ODE-Verfahren in Einschritt- und Mehrschrittverfahren erfolgt
anhand folgender Kriterien:

 Einschrittverfahren: Ein Zeitschritt  in einem Einschrittverfahren verwendet nur den
aktuellen Systemzustand y, und potentiell dessen zeitliche Ableitung y’., welches bei-
des vom vorherigen Zeitschritt = — 1 berechnet wurde, um den nichsten Systemzustand
Y«+1 zu berechnen. Innerhalb eines Zeitschritts kann ein Einschrittverfahren iiber meh-
rere Stufen Zwischenzustinde des Systems und deren zeitliche Ableitungen berechnen,
wodurch wiederum die Genauigkeit des Einschrittverfahrens erhoht wird.

* Mehrschrittverfahren: Ein Zeitschritt x in einem Mehrschrittverfahren verwendet nicht
nur den aktuellen Systemzustand y, aus dem letzten Zeitschritt  — 1, sondern auch
weitere Systemzustidnde und zeitliche Ableitungen (unter anderem y., ... ,¥Yx—k—1
sowie yr, ... ,Yh_r_1) aus den k letzten Zeitschritten x — 1, ... ,x — k, um den
ndchsten Systemzustand y .41 zu berechnen. Somit benétigt ein Mehrschrittverfahren
ein Einschrittverfahren als Startprozedur, welche aus dem Anfangswert yq alle benétig-
ten Systemzustinde und bendétigten zeitlichen Ableitungen berechnet. Je nachdem auf
wie viele k-vergangenen Zeitschritte ein Mehrschrittverfahren fiir die Berechnung des
aktuellen Zeitschritts zugreift, wird es auch als ein k-Schrittverfahren bezeichnet.
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Sowohl Einschritt- als auch Mehrschrittverfahren lassen sich danach klassifizieren, ob sie ex-
plizit oder implizit sind:

¢ Explizite ODE-Verfahren: Die mathematische Definition von einem expliziten ODE-
Verfahren definiert einen neuen Systemzustand nur iiber vergangene beziehungsweise
bereits bekannte Systemzustinde und deren zeitliche Ableitungen. Aus diesem Grund
kann bei expliziten ODE-Verfahren deren mathematische Definition bereits als Berech-
nungsvorschrift des Verfahrens dienen.

* Implizite ODE-Verfahren: Die mathematische Definition von einem impliziten ODE-
Verfahren definiert mindestens einen neuen Systemzustand nicht nur {iber vergangene
und damit bereits bekannte Systemzustinde und deren zeitliche Ableitungen, sondern
auch iiber zukiinftige und damit noch unbekannte Systemzustinde und deren zeitliche
Ableitungen. Somit gibt es in der mathematischen Definition eines impliziten ODE-
Verfahrens eine zyklische Abhingigkeit zwischen den Systemzustédnden und deren zeit-
lichen Ableitungen. Dadurch kann bei einem impliziten Verfahren die mathematische
Definition nicht mehr als Berechnungsvorschrift dienen, sondern der Zeitschritt eines
impliziten ODE-Verfahrens erfordert das Losen eines nichtlinearen Gleichungssystems.

Dabei gilt, dass explizite ODE-Verfahren fiir nicht-steife Anfangswertprobleme besser geeignet
sind, wihrend implizite ODE-Verfahren fiir steife Anfangswertprobleme besser geeignet sind
(siehe Abschnitt 5.1).

4.3 Parallelitiat in ODE-Verfahren

Als Nichstes werden wir kurz auf die Arten von Parallelitéit in einem ODE-Verfahren eingehen,
welche die Implementierung eines Losers fiir Anfangswertprobleme ausnutzen kann:

» Systemparallelitit: Bei den in dieser Arbeit betrachteten ODE-Verfahren setzt sich
ein Zeitschritt aus Auswertungen der RHS-Funktion, Linearkombinationen, Map-
Funktionen und Reduktionen zusammen. Offensichtlich kann ein Prozessor bei einer
Linearkombination, einer Map-Funktion oder einer Reduktion die einzelnen System-
komponenten parallel zueinander berechnen. Diese feingranulare Art der Parallelitéit
von ODE-Verfahren wird allgemein von der Literatur als Systemparallelitit bezeich-
net. Zusitzlich besitzt bei den allermeisten relevanten Anfangswertproblemen die RHS-
Funktion ebenfalls einen hohen Grad an Systemparallelitiit. Ebenso tritt diese Systempar-
allelitét bei Losern fiir nichtlineare Gleichungssysteme, die fiir implizite ODE-Verfahren
bendtigt werden, wie zum Beispiel dem Newton-Verfahren, auf. Des Weiteren bietet die
Systemparallelitit bei Linearkombinationen, Map-Funktionen, Reduktionen sowie bei
vielen RHS-Funktionen auch einen sehr hohen oder sogar einen perfekten Grad an Da-
tenparallelitidt. Aus diesen Griinden ldsst sich die Systemparallelitéit nicht nur dafiir aus-
nutzen, um die Berechnung der Komponenten des ODE-Systems auf mehrere Rechen-
kerne oder Prozessoren aufzuteilen, sondern auch dafiir, um tiber die Komponenten des
ODE-Systems zu vektorisieren.

* Methodenparallelitit: Bei einigen ODE-Verfahren, wie zum Beispiel bei den PIRK-
Verfahren, den PEER-Verfahren oder auch bei diversen RK-Verfahren, berechnet ein
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Zeitschritt mehrere Auswertungen der RHS-Funktion, Linearkombinationen, MAP-
Funktionen oder Reduktionen, welche voneinander unabhéngig sind. Auf Grund ih-
rer Unabhingigkeit voneinander, kdnnen diese Berechnungen auch parallel zueinander
durchgefiihrt werden. Diese Art der Parallelitidt von ODE-Verfahren wird von der Li-
teratur als Methodenparallelitit bezeichnet. Auf Grund ihrer groben Granularitit wur-
de die Methodenparallelitit in der Literatur (sieche zum Beispiel [B8]) urspriinglich nur
als eine Art von Task-Parallelitit aufgefasst. Fiir das Ausnutzen dieser Task-Parallelitit
wurden die voneinander unabhédngigen Auswertungen der RHS-Funktion, Linearkombi-
nationen, Map-Funktionen oder Reduktionen jeweils als ein eigenstindiger Task einem
oder mehreren Prozessoren zur Berechnung zugewiesen. Oft beinhaltet die Methoden-
parallelitit aber auch einen gewissen Grad an Datenparallelitidt, wodurch man sie auch
zur Vektorisierung der Berechnungen ausnutzen kann. Selbst wenn die Methodenparal-
lelitidt urspriinglich nicht dafiir entworfen wurde, so zeigten neuere Untersuchungen, wie
wir sie zum Beispiel in der Arbeit [E1] durchfiihrten, dass sich die Methodenparallelitéit
auch hervorragend dafiir eignet, um die Speicherzugriffslokalitédt und dariiber die Perfor-
mance einer Implementierung eines ODE-Verfahrens zu erhohen. Dabei zeigen unsere
Messungen in der Arbeit [E1] sogar, dass das Ausnutzen der Methodenparallelitit zur
Erhohung der Speicherzugriffslokalitit weit performanter sein kann, als die Methoden-
parallelitit, fiir ihren urspriinglichen Zweck, also als eine Form von Task-Parallelitit, zu
verwenden.

o Zeitparallelitit: Bei manchen ODE-Verfahren, wie zum Beispiel bei den Parareal-
Verfahren, fiihrt die Zeitschrittprozedur nacheinander mehrere Folgen von Zeitschritten
durch, wobei diese Folgen zum Teil voneinander unabhiéngig sind. Dadurch konnen diese
Folgen parallel zueinander berechnet werden. Diese Art der Parallelitit wird als Zeitpar-
allelitit bezeichnet. Analog zur Methodenparallelitit ldsst sich die Zeitparallelitit als
Taskparallelitit auffassen. Uber diese Abstraktion der Taskparallelitit werden die von-
einander unabhéngigen Zeitschrittfolgen jeweils als ein eigenstidndiger Task interpretiert,
und jeweils einem oder mehreren Prozessoren zur Berechnung zugewiesen.

4.4 Lokaler Diskretisierungsfehler und Ordnung

Ein ODE-Verfahren kann fiir jeden Zeitschritt nur eine Approximation des nichsten Systemzu-
stands berechnen. Dadurch verursacht jeder Zeitschritt also, verglichen mit der exakten Losung
des Zeitschritts ausgehend von dessen aktuellen Systemzustand, einen Fehler, welcher als lo-
kaler Diskretisierungsfehler bezeichnet wird. Angenommen, ein ODE-Verfahren berechnet bei
einem Zeitschritt x mit der Schrittweite h aus der aktuellen Approximation des Systemzu-
stands y . bei ¢, die ndchste Approximation des Systemzustands y+1 bei t.. + h. Zudem sei
Yr+1,exakt die exakte Losung des Zeitschritts ausgehend von y ., das heift, die exakte Losung
des Anfangswertproblems mit y,. als Startwert, ¢, als Startzeit und ¢,. + h als Endzeit. Dann
ist der lokale Diskretisierungsfehler e,1 des Zeitschritts « definiert als:

€rt1 = HYNH - ym+1,exakl||~ 4.3)

Die Ordnung eines ODE-Verfahrens ist nun definiert, als derjenige groftmogliche Wert von p,
der mit einer beliebig kleinen Konstante C' > 0 folgende Ungleichung erfiillt:

€rt1 S Chp (44)
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ODE-Verfahren konnen diesen lokalen Diskretisierungsfehler fiir einen Zeitschritt abschitzen,
indem sie zusitzlich zur Losung y .41 eines Zeitschritts x eine weitere Losung y .41 mit einer
geringeren Ordnung berechnen. Uber die Differenz zwischen der eigentlichen Losung und der
Losung mit der geringeren Ordnung berechnen sie dann einen Fehlervektor E:

E= (yn+1 - S’m+1) @ S7 (4’5)

mit dem verfahrensspezifischen Skalierungsfaktoren S, wobei der @-Operator die Hadamard-
Division, das heifit die komponentenweise Division von dem Vektor auf der linken Seite durch
den Vektor auf der rechten Seite, ist. Diesen Fehlervektor reduzieren ODE-Verfahren dann mit
einer Vektornorm zu dem geschitzten lokalen Diskretisierungsfehler:

S ”EH ’ (46)

wobei ODE-Verfahren als Vektornorm meist die euklidische Norm oder die Maximumsnorm
verwenden.

4.5 Schrittweitensteuerung

Sowohl Einschritt- als auch Mehrschrittverfahren konnen mit einer Schrittweitensteuerung
kombiniert werden, die die Schrittweite anpasst und Zeitschritte verwirft, so dass fiir jeden
Zeitschritt ein benutzerdefinierter lokaler Diskretisierungsfehler nicht iiberschritten wird.

Fiir eine Schrittweitensteuerung wird am Ende eines jeden Zeitschritts « zunichst ein lokaler
Fehler €,,+1 wie im vorherigen Abschnitt 4.4 beschrieben abgeschitzt. Als Nachstes tiberpriift
die Schrittweitensteuerung am Ende des Zeitschritts, ob sich diese Fehlerabschdtzung inner-
halb einer benutzerdefinierten Toleranz emax befindet. Wenn ja, also falls €441 < €max, wWird
der nichste Zeitschritt berechnet, wenn nein, also falls €;41 > €max, wird der aktuelle Zeit-
schritt verworfen und erneut berechnet. Zusitzlich bestimmt die Schrittweitensteuerung eine
neue Schrittweite hney fiir die Berechnung des néchsten Zeitschritts x + 1 beziehungsweise
fiir die Wiederholung des aktuellen Zeitschritts «. Auf Grund ihrer Funktionsweise ldsst sich
die Schrittweitensteuerung als ein Regler in einem Regelkreis interpretieren, weshalb man die
Schrittweitensteuerung eines ODE-Verfahrens, wie es beispielsweise in der Arbeit [Z29] ge-
schehen ist, auch mit Hilfe der Regelungstheorie untersuchen und erkldren kann. Deshalb kann
eine Schrittweitensteuerung fiir die Bestimmung der neuen Schrittweite prinzipiell einen belie-
bigen Regler aus der Regelungstechnik verwenden. Dieser Regler sollte die Schrittweite so grof3
wie moglich wihlen, aber zudem sicherstellen, dass moglichst wenige Zeitschritte verworfen
werden miissen. Hierfiir eignet sich ein PI-Regler, wie er in der Arbeit [Z29] vorgeschlagen
wurde, besonders gut, weshalb ein solcher auch meist fiir ODE-Verfahren verwendet wird:

a B
Ponew = ( ! ) <i) haln (47)
€neu €alt

wobei hye, die als Nichstes zu verwendende Schrittweite, hy die zuletzt verwendete Schritt-
weite, eneu die aktuelle Approximation des lokalen Diskretisierungsfehlers, sowie e, die zuvor
ermittelte Approximation des lokalen Diskretisierungsfehlers ist. Zusétzlich sind o € R und
B € R™ zwei Konstanten, die passend zum Anfangswertproblem, dem ODE-Verfahren sowie
dessen Ordnung zu wéhlen sind.
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Soll ein Mehrschrittverfahren mit einer Schrittweitensteuerung kombiniert werden, so befinden
sich die vergangenen Systemzustidnde und zeitlichen Ableitungen, die das Mehrschrittverfah-
ren als zusitzliche Stiitzstellen verwendet, nicht mehr an denjenigen Zeitpunkten, zu welchen
das Mehrschrittverfahren diese erwartet. Somit miissen diese vergangenen Systemzusténde und
zeitlichen Ableitungen nach einer Anderung der Schrittweite an den benétigten Zeitpunkten in-
terpoliert beziehungsweise extrapoliert werden, so dass das Mehrschrittverfahren das Ergebnis
der Interpolation beziehungsweise Extrapolation als Stiitzstellen verwenden kann.

4.6 Explizite RK-Verfahren

Die allgemeinste Klasse expliziter Einschrittverfahren ist die Klasse der expliziten RK-
Verfahren, deren allgemeine Beschreibung in der Arbeit [Z30] formuliert wurde. Diese um-
fassen auch die Extrapolationsverfahren und die expliziten iterierten RK-Verfahren.

Zu jedem Zeitschritt x berechnet ein explizites RK-Verfahren aus einer Eingabeapproximati-
on des Systemzustands y, tiber eine Folge von dazwischenliegenden s (internen) Stufen eine
Ausgabeapproximation des Systemzustands y 1.

Jede Stufe ¢ = 1, ... ,s berechnet dabei zunichst einen Zwischenzustand des Systems Y;
am Zeitpunkt ¢, + h,c; mit einer Linearkombination, um dann aus diesem Zwischenzustand
eine zeitliche Ableitung F; via der Auswertung der RHS-Funktion zu ermitteln. Die Linear-
kombination des Zwischenzustands Y; einer Stufe ¢ setzt sich dabei aus dem Vektor der Ein-

gabeapproximation y,, und den zeitlichen Ableitungen F', ... ,F;_; aller vorherigen Stufen
1, ... ,i — 1 mit den verfahrensspezifischen Gewichten a;1, ... ,a;;—1) zusammen. In
mathematische Formeln gefasst gilt:
1—1
Y=y« +hmzaiij7 (4.8)
j=1
F;, = f(t'q/ + hyci, YZ) 4.9)

Dabei ist A = (a;;) € R**® eine verfahrensspezifische strikte untere Dreiecksmatrix und
c € R? ein verfahrensspezifischer Koeffizientenvektor. Zudem entartet die Linearkombination
fiir die erste Stufe zu Y1 = y., wodurch sie fiir diese erste Stufe entfillt.

Als Letztes berechnet ein RK-Verfahren die Ausgabeapproximation des Systemzustands y 41
per Linearkombination aus der Eingabeapproximation y, und den zeitlichen Ableitungen

Fi, ... ,F; der Stufen mit den verfahrensspezifischen Gewichten b € R?:
S
Yet+1 = Ye + e ijFj. (4.10)
j=1

Sogenannte eingebettete RK-Verfahren berechnen, um effizient einen lokalen Diskretisierungs-
fehler fiir die Schrittweitensteuerung zu ermitteln, zunéchst eine eingebettete Losung ¥ .1 wie-
derum per Linearkombination aus der Eingabeapproximation y,, und den zeitlichen Ableitun-

gen F1, ... | F, der Stufen mit den zusitzlichen verfahrensspezifischen Gewichten b € R*:
Jri1 =yu+he y_ bF;. @.11)
j=1
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Aus der Differenz zwischen der eingebetteten Losung ¥,.41 und der Ausgabeapproximation
Yr+1 ldsst sich ein Fehlervektor E berechnen:

E=yr41 — yrt1- (4.12)

Die Berechnung des Fehlervektors E ldsst sich umformen zu:

E=h.» (bj—b,)F;. (4.13)
j=1

Uber den Fehlervektor kann ein eingebettetes RK-Verfahren leicht den lokalen Diskretisie-
rungsfehler €,+1 abschitzen:

ent1 = B (4.14)

Diesen lokalen Diskretisierungsfehler kann das RK-Verfahren anschlieend fiir eine Schrittwei-
tensteuerung verwenden.

Die Koeffizienten eines expliziten RK-Verfahrens lassen sich elegant und tibersichtlich in einem
sogenannten Butcher-Tableau darstellen:

c| A
E’T . (4.15)
b

Letztlich gilt anzumerken, dass fiir einige RK-Verfahren A, b und b nicht vollbesetzt sind, wo-
durch sich die Abhéngigkeiten zwischen den Berechnungen des Verfahrens reduzieren. Insbe-
sondere kann es bei einem expliziten RK-Verfahren vorkommen, dass dieses Verfahren wegen
zusitzlicher Nulleintrige in der Matrix A voneinander unabhzngige Stufen besitzt. Bei solchen
voneinander unabhingigen Stufen fliet das Ergebnis der einen Stufe nicht in die Berechnung
der anderen Stufe ein und umgekehrt. Durch diese Unabhingigkeit konnen die Stufen parallel
zueinander berechnet werden, wodurch in diesem RK-Verfahren Methodenparallelitit auftritt.

Zusitzlich gilt anzumerken, dass bei vielen expliziten RK-Verfahren fiir alle Stufen ¢ =
1, ... , s die sogenannte Knotenbedingung erfiillt ist:

i—1
6= ai. (4.16)
j=1

Eine besondere Klasse von eingebetteten expliziten RK-Verfahren sind die sogenannten FSAL-
Verfahren (First-Same-As-Last-Verfahren), bei welchem die Ausgangsapproximation y .1 ei-
nes Zeitschritts x identisch mit dem Systemzustand Y ., der letzten Stufe s dieses Zeitschritts
ist, wodurch auch die zeitliche Ableitung F; s der letzten Stufe eines Zeitschritts x und die zeit-
liche Ableitung der ersten Stufe F 1,1 des nédchsten Zeitschritts x + 1 jeweils auf demselben
Systemzustand berechnet werden. Hierfiir muss bei FSAL-Verfahren zusitzlich gelten:

asj =bj, j=1,... s, .17
¢ =0, (4.18)
cs = 1. (4.19)
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Dies bewirkt wiederum, dass

YK,S = ¥Y«k+1, (420)
Fn,s = ftn + hnCS7Yn,s) = f(tn + hli7 YK+1) = f(tn+17yn+1) = Fn+1,1 (421)

ist. Dadurch ldsst sich bei FSAL-Verfahren pro Zeitschritt eine Auswertung der RHS-Funktion
einsparen.

Zusitzlich gilt, dass RK-Verfahren mit mehr Stufen auch potentiell eine hohere Ordnung besit-
zen als RK-Verfahren mit weniger Stufen. Dabei kann ein explizites RK-Verfahren mit s Stufen
maximal eine Ordnung von p = s erreichen.

4.7 Implizite RK-Verfahren

Implizite RK-Verfahren sind implizite Einschrittverfahren, deren allgemeine Formulierung von
den Arbeiten [Z30] und [Z31] entwickelt wurde. Sie besitzen eine dhnliche mathematische
Definition wie explizite RK-Verfahren, mit dem Unterschied, dass mindestens eine Stufe fiir
ihre Linearkombination die zeitliche Ableitung einer noch unbekannten Stufe bendtigt. Somit
gibt es bei einem impliziten RK-Verfahren mindestens eine zyklische Abhéngigkeit zwischen
den Stufen, welche die Implizitheit des Verfahrens verursacht.

Zu jedem Zeitschritt x berechnet ein implizites RK-Verfahren analog zu einem expliziten RK-
Verfahren aus einer Eingabeapproximation des Systemzustands y, iiber mehrere dazwischen-
liegenden s Stufen eine Ausgabeapproximation des Systemzustands y 1. Dafiir verwendet
es die verfahrensspezifischen Gewichte A, b, B, c, die sich analog wie bei einem expliziten
RK-Verfahren elegant in einem Butcher-Tableau darstellen lassen. Im Gegensatz zu einem ex-
pliziten RK-Verfahren darf in einem impliziten RK-Verfahren eine Stufe fiir die Berechnung
ihres Zwischenzustands des Systems potentiell die zeitlichen Ableitungen aller Stufen in ihrer
Linearkombination verwenden:

Yi=y.+he Y ai;F, (4.22)
j=1
F, = f(tN + hnci, Yi)7 (4.23)

wobei bei impliziten RK-Verfahren die Koeffizientenmatrix A mindestens einen Eintrag auf
oder tiber der Diagonalen enthilt, und auch vollbesetzt sein kann. Bei einem impliziten RK-
Verfahren ist es zudem nicht moglich, sdmtliche Eintrége auf oder iiber der Diagonalen durch ei-
ne Permutation der Stufen zu eliminieren. Dadurch existiert bei einem impliziten RK-Verfahren
mindestens eine zyklische Abhéngigkeit zwischen zwei verschiedenen Stufen oder innerhalb
einer Stufe. Durch diese zyklischen Abhingigkeiten kann die mathematische Definition der
Stufen nicht mehr als Berechnungsvorschrift dienen. Auch kann die Implementierung eines im-
pliziten RK-Verfahrens nicht mehr die Stufen ihrer Reihe nach berechnen, sondern sie muss fiir
die Berechnung der Stufen ein nichtlineares Gleichungssystem zum Beispiel mit dem Newton-
Verfahren 16sen.

Abschlielend berechnet ein implizites RK-Verfahren analog zu einem expliziten RK-Verfahren
den nichsten Systemzustand y .1 und optional eine eingebettete Losung y .1 fiir die Ab-
schitzung des lokalen Diskretisierungsfehlers.
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Ein implizites RK-Verfahren mit s Stufen kann maximal eine Ordnung von p < 2s erreichen.
Somit kann ein implizites RK-Verfahren eine doppelt so hohe Ordnung erzielen wie ein explizi-
tes RK-Verfahren mit der gleichen Stufenzahl. Implizite RK-Verfahren, die fiir ihre Stufenzahl
die maximale Ordnung von p = 2s erreichen, sind zum Beispiel die Gauf3-Verfahren.

4.8 PIRK-Verfahren

Farallele iterierte RK-Verfahren (PIRK-Verfahren) sind explizite Einschrittverfahren, die von
den Arbeiten [Z1] und [Z2] mit dem Ziel einer hohen Methodenparallelitit entwickelt wurden.
Zudem lassen sie sich als eine Unterklasse der eingebetteten RK-Verfahren betrachten.

Ein PIRK-Verfahren wird aus einem impliziten RK-Verfahren, das als Basisverfahren bezeich-
net wird, konstruiert. Dabei 16st das PIRK-Verfahren die implizite Formulierung des Basis-
verfahrens beziehungsweise dessen zyklische Abhingigkeiten mit einem Prddiktor-Korrektor-
Schema auf, so dass das PIRK-Verfahren selbst explizit wird. Im folgenden Abschnitt referen-
zieren wir die Stufenzahl des Basisverfahrens mit s, die Ordnung des Basisverfahrens mit p und
dessen Koeffizienten mit A, b und c.

Zuerst schitzt ein PIRK-Verfahren die zeitlichen Ableitungen der Stufen des Basisverfahrens
F., ... ,F, in einem Prddiktorschritt ab. Fiir diesen Préadiktorschritt gibt es viele mogliche
Pradiktorschemata. Das einfachste Priadiktorschema, das wir auch in dieser Arbeit verwenden,
setzt die zeitlichen Ableitungen aller Stufen mit der zeitlichen Ableitung der Eingabeapproxi-
mation gleich:

F =f(t,,y.)=F9, i=1 ... s (4.24)

Als Nichstes fiihrt ein PIRK-Verfahren abhéngig von der Ordnung p des Basisverfahrens ei-
ne feste Anzahl von m = p — 1 Korrektorschritten aus. Fiir jeden Korrektorschritt k& =
1, ... ,p — 1 verfeinert das PIRK-Verfahren die zeitlichen Ableitungen der Stufen des Ba-
sisverfahrens F1, ... | F, weiter. Dafiir wandelt das PIRK-Verfahren die Stufenberechnung
des Basisverfahrens leicht ab. Dieses leicht abgewandelte Stufenberechnung berechnet fiir je-
de Stufe ¢ des Basisverfahrens per Linearkombination aus y, und den zeitlichen Ableitungen
ngil), e ,ngil) des vorherigen Korrektorschritts £ — 1 beziehungsweise des Prédiktor-

schritts und den Gewichten a;1, ... ,a;s einen neuen Systemzustand Yfm, Auf diesen wird
dann die RHS-Funktion angewendet, um fiir diese ite Stufe des Basisverfahrens eine neue ver-
feinerte zeitliche Ableitung des Systemzustands ng) zu erhalten. In mathematische Formeln
gefasst gilt:

Yl(k) :yﬁ+hnzaijF§-k_l)7 ’L = 17 ey S, (4253)
j=1
P = f (tm n h,.gcz-,ng)) . i=1, ... ,s (4.25b)

Dabei lésst sich Gleichung (4.25a) fiir den ersten Korrektorschritt vereinfachen zu:

Y =y 4 helan +...+ai)FO, i=1, ... s (4.26)
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Als Letztes berechnet ein PIRK-Verfahren die Ausgangsapproximation y.+1 des Zeitschritts
per Linearkombination von der Eingabeapproximation y,. und den Funktionsauswertungen

F{™, ... F™ des finalen Korrektorschritts m mit den Gewichten b des Basisverfahrens:
S
Vi1 =Y+ he D b F™. (4.27)
=1

PIRK-Verfahren kdnnen zudem eine eingebettete Losung iiber die zeitlichen Ableitungen des
vorletzten Korrektorschritts m — 1 ermitteln:

Va1 =yx+he > bFY (4.28)

j=1

Wie wir am Anfang dieses Abschnitts bereits erwéhnten, so konnen wir PIRK-Verfahren als
eine besondere Art der eingebetteten RK-Verfahren betrachten. Mit Hilfe der Koeffizienten A,
b, b und c des Basisverfahrens kénnen wir fiir ein PIRK-Verfahren folgendes Butcher-Tableau
konstruieren:

0
c| A
c| O A
: : " " > (4.29)
c| 0 .- 0 A
0T . o of b
of ... o BT of
wobei gilt A’ = (a’,0, ... ,0) € R®**mita’ = (37 a1 , ..., Yo as)" €R".

4.9 Peer-Verfahren

Im Gegensatz zu den eingebetteten RK-Verfahren verwenden die Peer-Verfahren aus der Arbeit
[Z3] nicht nur mehrere interne Stufen, das heifit Stufen, welche der aktuelle Zeitschritt als Zwi-
schenapproximationen berechnet, sondern auch mehrere externe Stufen, das heifit Zwischenap-
proximationen aus dem vorherigen Zeitschritt. Deshalb sind sie weder reine Einschrittverfahren
noch reine Mehrschrittverfahren, aber gehoren zur Oberklasse der allgemeinen linearen Verfah-
ren und konnen als Zweischritt-RK-Verfahren betrachtet werden.

Zu jedem Zeitschritt x berechnet ein Peer-Verfahren s Stufen, wobei es typischerweise zwi-
schen zwei und acht Stufen in einem Peer-Verfahren gibt. Jede Stufe 7 = 1, ..., s approximiert
einen Systemzustand y.1,; bei tx41,s = tx,; +h,. Alle diese Systemzustinde besitzen diesel-
ben Stabilititseigenschaften und Genauigkeit. Um ihren neuen Systemzustand zu approximie-
ren, benotigt eine Stufe die Systemzustinde aller Stufen y, 1, ... ,y«,s aus dem vorherigen
Zeitschritt, die zeitlichen Ableitungen F 1, ... ,F, s von diesen Zustinden, und die variable
Schrittweite A.

Zu Beginn des Zeitschritts x berechnet ein Peer-Verfahren fiir jede Stufe ¢ = 1,...,s den
neuen Systemzustand y . 1,; der Stufe {iber eine Linearkombination von den Systemzustinden
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Yw,1, --- ,¥Yr,s aller Stufen und den zeitlichen Ableitungen F, 1, ... ,F. s von diesen
Zustdnden:
Ye+1,i = Z (bijy,w' + hﬁaijFN,j) , t=1,...,s, (4.30)
j=1

mit den verfahrensspezifischen Koeffizienten A = (a;;) € R**° und B = (b;;) € R®**.

Als Zweites berechnet das Peer-Verfahren fiir jede Stufe ¢ = 1,..., s die neue zeitliche Ab-
leitung F',.41,; Uiber eine Auswertung der RHS-Funktion auf y,1,; zu dem Zeitpunkt t,y1,;:

Frot1, =F (but1,6, Yrt1,4) - (4.31)

Als Drittes berechnet das Peer-Verfahren einen Fehlervektor E:

S
g eFeii,
=1

mit den verfahrensspezifischen Koeffizienten e € R®, den Skalierungsfaktoren

E= 8, (4.32)

komp

S = (atoli, ... ,atoli)” + rtoli |y, 1

(4.33)

komp

und benutzerdefinierten Toleranzen atoli und rtoli. Hierbei beschreibt |x|k0mp den komponen-
tenweisen Betrag eines Vektors, und der @-Operator wieder die Hadamard-Division, das heifit
die komponentenweise Division von dem Vektor auf der linken Seite durch den Vektor auf der
rechten Seite.

Zuletzt schitzt das Peer-Verfahren den lokalen Diskretisierungsfehler e iiber die Maximums-
norm des Fehlervektors ab:

e=|E|_ - (4.34)

Diesen lokalen Diskretisierungsfehler kann das Peer-Verfahren anschlielend fiir eine Schritt-
weitensteuerung verwenden.

4.10 Adams-Bashforth-Verfahren

Adams-Bashforth-Verfahren sind explizite Mehrschrittverfahren, welche von der Arbeit [B10]
entwickelt wurden. Fiir jeden Zeitschritt « berechnet ein k-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren
den nichsten Systemzustand y..+1 iiber eine Linearkombination des aktuellen Systemzustands
Y, der zeitlichen Ableitung F',; dieses aktuellen Systemzustands und der zeitlichen Ableitun-
gen F.._1, ... ,Fu_g41 der Systemzustinde der letzten k£ — 1 Zeitschritte. Aus dem Grund
besteht ein Zeitschritt eines k-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahrens aus einer Auswertung der
RHS-Funktion gefolgt von einer Linearkombination:

Fm :f(tfm ym)> (435)
k
Yet1 =yx +h Y biFe it (4.36)
i=1
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Dabei sind b = (b;) € R” verfahrensspezifische Koeffizienten, die sich aus k als Gewichte fiir
eine Polynominterpolation berechnen lassen.

4.11 Richardson-Extrapolationsverfahren

Bei dem Richardson-Extrapolationsverfahren, welches in den Arbeiten [Z32] und [Z33] entwi-
ckelt wurde, handelt es sich um einen Vertreter der Klasse der Extrapolationsverfahren (siche
[B9]). Diese Extrapolationsverfahren fiihren in jedem Zeitschritt (Makroschritt) mit einem ge-
gebenen Einschrittverfahren (Basisverfahren) ausgehend vom aktuellen Zustand des Systems
mehrere Folgen von Zeitschritten (Mikroschritte) durch, wobei sie fiir jede dieser Folgen von
Mikroschritten eine unterschiedliche Schrittweite verwenden und dadurch auch wiederum fiir
jede dieser Folgen unterschiedlich viele Mikroschritte durchfiithren miissen. Jede dieser Folgen
von Mikroschritten liefert zudem eine eigene Losung fiir den Makroschritt, woraus das Extra-
polationsverfahren dann eine noch genauere Losung fiir den Makroschritt extrapolieren kann.

Das Richardson-Extrapolationsverfahren berechnet zwei Folgen von Mikroschritten: Eine Fol-
ge mit der Schrittweite h, bei welcher es fiir den Makroschritt nur einen Mikroschritt benétigt,
und eine weitere Folge mit der Schrittweite von h/2, bei welcher es fiir den Makroschritt zwei
Mikroschritte benotigt. So fiihrt es zunéchst fiir die erste Folge ausgehend von dem aktuellen
Systemzustand y, einen Mikroschritt mit einer Schrittweite von h durch, um den néchsten Sys-
temzustand y,}i“ bei t,, + h zu ermitteln. Als Nichstes fiihrt es fiir die zweite Folge ebenfalls
ausgehend von y, zwei Mikroschritte mit der halbierten Schrittweite h/2 durch, um zunichst

aus y, den Systemzustand y:fl /2
h/2

Y. bei t + h zu berechnen. Aus den beiden Systemzustéinden YZ/+21 und y/, , sowie aus
der Ordnung p des Basisverfahrens kann das Richardson-Extrapolationsverfahren nun eine ge-
nauere Losung y .41 fiir den Zeitschritt x extrapolieren:

bei t.. + h/2 und anschlieBend daraus den Systemzustand

yrA —yh
K - Ykr+1
Yo =y + T (4.37)

Zusitzlich kann das Richardson-Extrapolationsverfahren fiir die genauere Losung einen lokalen
Diskretisierungsfehler €, abschitzen:

lykiri — yh/2 |
_ K 5T K+1,7
€ = Z:nilaxn —(2;; 1 , (4.38)

mit den Skalierungsfaktoren
Si = atoli + rtoli - max (\yn,¢|, \nyLA) , (4.39)

und den benutzerdefinierten Toleranzen atoli und rtoli.

4.12 Allgemeine lineare Verfahren

4.12.1 Grundlegendes

Die Oberklasse der allgemeinen linearen Verfahren (englisch: General Linear Methods, abge-
kiirzt: GLM) wurden von der Arbeit [Z34] als Vereinheitlichung fiir Einschrittverfahren und
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Mehrschrittverfahren entwickelt. Bei einem allgemeinen linearen Verfahren berechnet ein Zeit-
(] []

schritt x ausgehend von den r externen Stufenvektoren y;-, ... ,yr des vorherigen Zeit-
schritts £ — 1 mit Hilfe von s internen Stufenvektoren YE’Q], ..., Y seine r neuen externen
Stufenvektoren y[HH] Lyt wie folgt:
Y =0 ayt (Yg."]) +3 ugyll i=1 s, (4.40)
Jj=1 J=1

yletl = th”f( )+Zv”y["] i=1, ... .m (4.41)

mit den Koeffizienten A = (a;;) € R**°, B = (b;;) € R™*, U = (u;5) € R**” und
V = (vi;) € R™*". Die Koeffizienten von einem allgemeinen linearen Verfahren lassen sich
wiederum elegant in einem Butcher-Tableau zusammenfassen:

AU

Bei einem allgemeinen linearen Verfahren gilt auf Grund von Gleichung 4.41, dass ein Zeit-
schritt x einen neuen externen Stufenvektor y£“+1] durch das Durchschleifen eines Stufenvek-

tors y[ I mit m = 4 aus dem vorherigen Zeitschritt k — 1 erzeugen kann, so dass y[”H] y%]
gilt. Dies ist wiederum bei folgenden Koeffizienten erfiillt:
bz‘j :0, j = 1, cee Ty (443)
_J 1 fallsj=m
Vi = { 0 ansonsten (4.44)

Uber diesen Umweg kann bei einem allgemeinen linearen Verfahren ein Zeitschritt & effektiv
fiir seine Berechnungen nicht nur die externen Stufenvektoren des Zeitschritts £ — 1, sondern
auch die externen Stufenvektoren von den Zeitschritten x — 2, ... , k —r verwenden. Dadurch
eignet sich die Abstraktion der allgemeinen linearen Verfahren auch, um Mehrschrittverfahren
zu beschreiben.

Des Weiteren kann bei einem allgemeinen linearen Verfahren ein interner oder ein externer
Stufenvektor, trotz des Variablennamens Y beziehungsweise y, einen Systemzustand oder eine
zeitliche Ableitung des Systemzustands repriasentieren. Ein Stufenvektor, welcher eine zeitli-
che Ableitung reprisentiert, kann zum Beispiel erzeugt werden, indem seine Zeile in der Ko-
effizientenmatrix U (bei einem internen Stufenvektor) beziehungsweise V' (bei einem externen
Stufenvektor) nur Nulleintrdge beinhaltet, oder auch, indem ihm iiber das zuvor beschriebene
Durchschleifen eine zeitliche Ableitung aus einem vergangenen Zeitschritt zugewiesen wird.

Als Nichstes werden wir kurz erldutern, wie wir die RK-Verfahren und die Adams-Bashforth-
Verfahren als allgemeines lineares Verfahren abstrahieren konnen.

4.12.2 RK-Verfahren als allgemeine lineare Verfahren

Um ein s-stufiges RK-Verfahren tiber ein allgemeines lineares Verfahren zu beschreiben, muss
sgLM = Srk sowie rgim = 1 gelten. Zusitzlich miissen die Koeffizienten des allgemeinen
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linearen Verfahrens abhingig von Koeffizienten des RK-Verfahrens Ark und brx wie folgt
gewihlt werden:

Acm | Usm A | (1, ..., D7

BGLM ‘ VGLM - bRK ‘ 1 (445)

Fiir diese Koeffizienten ldsst sich die Formel fiir ein RK-Verfahren (Gleichungen 4.8, 4.9 sowie
4.10) leicht in die Formel des dazugehorigen allgemeinen linearen Verfahrens (Gleichungen
4.40 sowie 4.41) umformen.

4.12.3 Adams-Bashforth-Verfahren als allgemeine lineare Verfahren

Um ein k-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren iiber ein allgemeines lineares Verfahren zu be-
schreiben, muss sgim = 1 sowie rgim = kap + 1 gewihlt werden. Zusitzlich miissen die
Koeffizienten des allgemeinen linearen Verfahrens abhingig von Koeffizienten des Adams-
Bashforth-Verfahrens bag wie folgt festgelegt werden:

0 ‘ 1 b1 e bk—l,AB bk,AB (Nr. l)
0 1 bl e bk—l,AB bch,AB (NI' 2)
1o 0 ... 0 0 (Nr. 3)
Aom | Usm
Bow Vou~ = 00 1 .. 0 0 (Nr4)
. 0 .
0|0 o 1 0 (Nrk+2

(4.46)

Mit dieser Butcher-Tableau-Belegung reprisentiert der interne Stufenvektor Yg’:"(]]LM den nichs-

ten Systemzustand y . 41,48 im Adams-Bashforth-Verfahren. Dahingegen représentiert der ers-

te externe Stufenvektor Y[;]GLM den aktuellen Systemzustand y. s im Adams-Bashforth-

Verfahren. Zusitzlich reprisentieren die externen Stufenvektoren y[Q'T‘]SLM, ,yLT(];LM die
zeitlichen Ableitungen F . ap, ... , Fr_r—1,aB derletzten k Zeitschritte im Adams-Bashforth-
Verfahren, so dass ygf(]]LM =F. B, --- 7y£'f(]3LM =F._r_1,8 gilt.

Dadurch beschreiben die 1. Zeile und 2. Zeile dieses Butcher-Tableaus jeweils die gleiche Be-
rechnung von y.+1,as im Adams-Bashforth-Verfahren (Gleichung 4.35). Dabei speichert die 1.

Zeile ihr Ergebnis y.+1,as in dem internen Stufenvektor Yg":"(]]LM ab, wihrend die zweite Zeile

ihr Ergebnis in dem externen Stufenvektor y[l"ngl\],[ abspeichert. Diesen internen Stufenvektor

Y[I'T]GLM verwendet die 3. Zeile dann um F, 11 ap des Adams-Bashforth-Verfahrens zu berech-

nen (Gleichung 4.36), welches sie in dem externen Stufenvektor yé“'ﬁ],l abspeichert. Die dar-

auffolgenden Zeilen 4 bis k + 2 schleifen die externen Stufenvektoren yg'f]GLM, ey yL’ﬂLGLM
mit den zeitlichen Ableitungen durch, so dass y[;;,fh],[ = ygféLM = FraB, --- ,yL’“JLﬂ[ =

yLK_]LGLM = F._r—2,ap gilt. Dadurch beinhaltet jeder dieser externen Stufenvektoren wieder

fiir den néchsten Zeitschritt x + 1 des Adams-Bashforth-Verfahrens die zeitliche Ableitung des
passenden vergangenen Zeitschritts.
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KAPITEL 5. KLASSEN VON ANFANGSWERTPROBLEMEN UND AUSWAHL
REPRASENTATIVER TESTPROBLEME

5 Klassen von Anfangswertproblemen und Auswahl reprisentativer
Testprobleme

5.1 Klassifikation von Anfangswertproblemen

Es gibt eine sehr uniiberschaubare Anzahl an wissenschaftlich oder ingenieurtechnisch rele-
vanten Anfangswertproblemen, weshalb wir in dieser Arbeit nicht auf all diese eingehen kon-
nen. Im folgenden Abschnitt wollen wir aber die Anfangswertprobleme nach unterschiedlichen
Eigenschaften klassifizieren. Dabei fokussieren wir uns auf diejenigen Eigenschaften, welche
fiir das Implementieren eines Losers fiir Anfangswertprobleme durch ein ODE-Verfahren in-
teressant erscheinen. Diese Klassifikation ist zudem ohne Anspruch auf Vollstindigkeit. Al-
lerdings hoffen wir, dass sie die wichtigsten Anfangswertprobleme und deren interessanteste
Eigenschaften abdeckt. Die Eigenschaften, mit Hilfe derer wir Anfangswertprobleme klassifi-
zieren konnen, lauten wie folgt:

Art der Simulation: Ausgewihlte Beispiele fiir Simulationen mit zeitlich verdnderliche Vor-
gingen, die somit das Losen eines Anfangswertproblems erfordern, und die fiir konkrete An-
wendungen zusétzlich noch oft miteinander gekoppelt werden miissen, sind:

* Fluidsimulationen: Diese simulieren das FlieBverhalten einer Fliissigkeit, eines Gases
oder eines Plasmas. Solche Fluidsimulationen werden zum Beispiel fiir die Wettervor-
hersage, die Katastrophenvorhersage sowie fiir viele ingenieurtechnische Anwendungen,
wie fiir die Entwickelung von Dampfturbinen, Wasserkraftturbinen, Pumpen, Kiisten-
schutz, Autos, Schiffen und Flugzeugen benotigt. Ebenso werden sie von der physikali-
schen Forschung benétigt, um zum Beispiel die Konvektion des Plasmas in einem Stern
zu simulieren. Auch sind sie fiir biologische Vorgénge von Bedeutung, da sich mit ihnen
zum Beispiel der Blutfluss in den Adern simulieren ladsst.

* Gravitative Simulationen: Solche Simulationen berechnen die Bewegung von Korpern,
die sich alle iiber die Gravitationskraft gegenseitig anziehen. Diese werden von der astro-
physikalischen Forschung benétigt, um Fragen iiber die Vergangenheit und Zukunft des
Universums oder zur Sternentstehung zu beantworten.

¢ Chemische Simulationen: Solche Simulationen berechnen, wie zwei oder mehrere che-
mische Substanzen iiber die Zeit miteinander reagieren. Da chemische Vorginge meist
rdumlich inhomogen in einem fliissigen Medium stattfinden, werden chemische Simula-
tionen oft mit einer Fliissigkeitssimulation oder oft auch nur einfacher mit einer Diffu-
sionssimulation gekoppelt. Mogliche Anwendungen fiir solche Simulationen sind neben
der chemischen Forschung die ingenieurtechnische Entwicklung von chemischen Reak-
toren, Kolbenmotoren und Gasturbinen.

¢ Simulation von verformbaren Korpern: Solche Simulationen bestimmen, wie sich be-
wegende Korper unter Einwirkung von Kréften deformieren, indem sie zum Beispiel
miteinander kollidieren oder sich selbst unter ihrer eigenen Last verformen. Die Simu-
lation von verformbaren Korpern wird meist fiir ingenieurtechnische Simulationen, wie
Unfallsimulationen, benétigt.

 Simulation von Diffusion: Diese simulieren die Diffusion einer Substanz in einem Fluid
oder die Diffusion von Wérme in einem Festkorper oder einem Fluid. Die Simulation der
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Diffusion ist oft als ein Teil einer anderen Simulation, zum Beispiel bei als ein Teil einer
chemischen Simulation mit Diffusion, bedeutsam.

* Simulation von Schaltkreisen: Die Simulation von elektrischen und logischen Schalt-
kreisen wird zur Entwicklung neuer Computerhardware oder Elektrogeriten benotigt,
wihrend die Simulation von biologischen neuronalen Schaltkreisen von der biologischen
Forschung oder der KI-Forschung benétigt wird.

Réumliche Struktur: Die mathematische Betrachtungsweise abstrahiert den Systemzustand
eines Anfangswertproblems als einen einzigen Vektor. Bei vielen Anfangswertprobleme lassen
sich jedoch jeweils eine oder mehrere Systemkomponenten zu einem Objekt gruppieren. Die
so erzeugten Objekte sind oft wiederum in einer raumlichen Struktur angeordnet. Bei vielen
Simulationen mit einer solchen rdaumlichen Struktur interagiert ein Objekt bevorzugt oder auch
ausschlielich mit den anderen Objekten in seiner Nachbarschaft. Wihrend diese Gruppierung
von Systemkomponenten in Objekte und deren rdumliche Struktur durch die mathematische
Abstraktion verloren gehen, so ist diese Gruppierung jedoch gerade wegen ihrer Lokalitit oft
hilfreich, um die Auswertung der RHS-Funktion zu optimieren. Die wichtigsten raumlichen
Strukturen von Anfangswertproblemen (siche Abbildung 5.1) sind:

 Gitter: Bei solchen Anfangswertproblemen beschreibt der Systemzustand ein Gitter,
wobei sich jeweils mehrere Komponenten des Systems zu einer Gitterzelle gruppieren
lassen. Dieses Gitter kann eine unregelmiflige Topologie (unstrukturiertes Gitter) oder
eine regelmiBige Topologie (strukturiertes Gitter) besitzen. Bei unstrukturierten Gittern
muss die unregelméBige Topologie in der Regel iiber eine zusitzliche Datenstruktur ab-
gespeichert werden. Im Gegensatz dazu ist bei strukturierten Gittern keine solche Daten-
struktur notig. Bekannte Anfangswertprobleme mit einem unstrukturierten Gitter sind
diejenigen Anfangswertprobleme, die sich iiber die Diskretisierung durch die Finite-
Elemente-Methode ergeben (siehe zum Beispiel das Buch [B11] fiir eine Behandlung
dieser Thematik). Anfangswertprobleme mit einem regelmifligen Gitter sind zumeist
Stencil-Probleme, welche sich aus der Diskretisierung von partiellen Differentialglei-
chungen durch die Linienmethode ergeben (siehe zum Beispiel das Buch [B12] fiir eine
Behandlung dieser Thematik).

¢ Graph mit riumlicher Struktur: Bei solchen Anfangswertproblemen beschreibt der
Systemzustand einen Graphen, wobei sich jeweils mehrere Komponenten des Systems
zu einem Knoten des Graphen gruppieren lassen. Wihrend die Knoten des Graphen zwar
nicht direkt eine raumliche Position besitzen, so lassen sich die Knoten bei den meisten
dieser Anfangswertprobleme so im Raum anordnen, dass ein jeder Knoten hauptséichlich
mit den Knoten in seiner Nachbarschaft gekoppelt ist, und es nur wenige Kopplungen
zwischen weit entfernten Knoten gibt. Hierunter fallen zum Beispiel Anfangswertproble-
me, wie man sie fiir die Simulation eines elektrischen oder logischen Schaltkreis (siehe
zum Beispiel [B13] fiir eine Behandlung dieser Thematik) 16sen muss.

* Bewegliche Partikel: Bei solchen Anfangswertproblemen beschreibt der Systemzustand
eine Menge von Partikeln, wobei sich jeweils mehrere Komponenten des Systems zu
einem Partikel gruppieren lassen. Jedes dieser Partikel besitzt zumindest eine zeitlich
verinderliche Position im Raum und eine Geschwindigkeit. Bei der Simulation bewegen
sich die Partikel und interagieren dabei, das heifit, sie ziehen sich an oder stof3en sich ab.
Diese Interaktion kann langreichweitig, wie zum Beispiel bei der Gravitationskraft beim
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Abbildung 5.1: Klassifikation der riumlichen Strukturen von Anfangswertproblemen.

N-Korperproblem (siehe [B14]), oder auch nur kurzreichweitig, wie zum Beispiel die
abstoBende Kraft zwischen Partikeln bei einer SPH-Fliissigkeitssimulation (siehe [Z35]),
sein.

Ebenso sind Mischformen der soeben genannten rdumlichen Strukturen moglich. So besteht
zum Beispiel bei diversen Particle-in-Cell-Ansitzen der Systemzustand sowohl aus einem Git-
ter als auch aus einer Menge von Partikeln (sieche zum Beispiel [Z36]).

Systemparallelitiit der RHS-Funktion: Anfangswertprobleme lassen sich auch nach dem
Grad der Systemparallelitit ihrer RHS-Funktion klassifizieren. Fiir die Anfangswertprobleme,
bei welchen sich jeweils mehrere Systemkomponenten zu einem Objekt, wie einem Partikel
oder einer Gitterzelle, zusammenfassen lassen, gilt in der Regel, dass sich die einzelnen Objekte
effizient parallel zueinander berechnen lassen, wihrend sich die Systemkomponenten innerhalb
eines Objekts auf Grund von Datenabhingigkeiten nur unter der Inkaufnahme von redundan-
ten Berechnungen parallel zueinander berechnen lassen. Selbst wenn man mathematisch ge-
sehen leicht RHS-Funktionen ohne Systemparallelitit entwerfen kann, so gilt jedoch, dass fiir
die meisten relevanten Anfangswertprobleme mit einer groBen Systemgrofie die RHS-Funktion
auch einen hohen Grad an Systemparallelitt besitzt.

Steifheit: Anfangswertprobleme lassen sich geméf ihrer Steifheit klassifizieren (siehe zum Bei-
spiel [B9] fiir eine ausfiihrliche Behandlung dieser Thematik):
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* Nicht-steife Anfangswertprobleme: Bei einem nicht-steifen Anfangswertproblem ver-
ursachen kleine Anderungen im Systemzustand immer auch nur kleine Anderungen in
dessen zeitlicher Ableitung. Ein Beispiel fiir ein nicht-steifes Anfangswertproblem sind
zwei schwach miteinander gekoppelte Pendel, bei welchem eine kleine Positionsidnde-
rung der beiden Pendel auch nur die Kraft der Kopplung zwischen den beiden Pendeln
geringfiigig dndert.

* Steife Anfangswertprobleme: Bei einem steifen Anfangswertproblem verursachen klei-
ne Anderungen im Systemzustand potentiell sehr groBe Anderungen in dessen zeitlicher
Ableitung. Ein Beispiel fiir ein steifes Anfangswertproblem ist der elastische Stof3 zwi-
schen zwei Kugeln, bei welchem eine kleine Positionsédnderung der beiden Kugeln po-
tentiell eine sehr grofe abstoBende Kraft zwischen diesen beiden Kugeln bewirkt.

Mathematisch lésst sich die Steitheit eines Anfangswertproblems iiber die Lipschitzbedingung
definieren:

£t y1) = £(t, y2)l < Lllyr = y|l; (5.1

wobei bei einem steifen Anfangswertproblem die Lipschitzkonstante I € R sehr groBe Werte
L > 1 annimmt. Dabei gilt, dass sich nicht-steife Anfangswertprobleme mit weniger Rechen-
aufwand durch ein explizites ODE-Verfahren 16sen lassen, wihrend sich steife Anfangswert-
probleme mit weniger Rechenaufwand durch ein implizites ODE-Verfahren 16sen lassen.

Anzahl an Pissen der RHS-Funktion: Anfangswertprobleme lassen sich danach klassifizie-
ren, wie oft die RHS-Funktion iiber das System iterieren muss, das heiflt wie viele Pdsse die
RHS-Funktion durchfithren muss, um die zeitliche Ableitung des Systemzustands zu berech-
nen:

 Single-Pass-Anfangswertprobleme: Bei einem Single-Pass-Anfangswertproblem ite-
riert die RHS-Funktion nur einmal tiber alle Komponenten beziehungsweise iiber alle
Objekte des ODE-Systems und berechnet dabei die zeitliche Ableitung fiir jede Kompo-
nente beziehungsweise fiir jedes Objekt.

¢ Multi-Pass-Anfangswertprobleme: Bei einem Multi-Pass-Anfangswertproblem muss
die RHS-Funktion mehrmals iiber das gesamte System iterieren, um die zeitliche Ab-
leitung des Systemzustands zu berechnen. Hierbei erzeugt jeder Pass eine Ausgabe, die
wiederum als Eingabe fiir die darauffolgenden Pisse dient. Beispiele hierfiir sind SPH-
Fliissigkeitssimulationen, bei welchen die RHS-Funktion nacheinander mehrere Glit-
tungskernel anwenden muss (siehe zum Beispiel [Z37]), oder High-Order-Stencils, die
sich aus mehrmaliger Anwendung von Low-Order-Stencils, (sieche zum Beispiel [K13])
ergeben. Auch fallen diverse Partikel-In-Cell Ansitze in diese Kategorie, die in mehreren
Pissen jeweils die Interaktionen zwischen den Partikeln und dem Gitter berechnen (siehe
zum Beispiel [Z36]).

Bei manchen Multi-Pass-Anfangswertproblemen greifen aufeinanderfolgende Pisse relativ lo-
kal auf die Eingabedaten zu, wodurch sich jeweils mehrere Pédsse durch Blocking oder Tiling zu
einem Pass fusionieren lassen. Deswegen ist die Unterscheidung zwischen einem Single-Pass-
Problem und einem Multi-Pass-Problem oft nicht eindeutig.
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Zeitlich verinderliche Anzahl an Systemkomponenten: Bei Anfangswertproblemen kann
sich die Anzahl an Systemkomponenten mit der Simulationszeit dndern. Beispiele hierfiir sind
partikelbasierte Fliissigkeitssimulationen, bei welchen sich die Menge der simulierten Fliissig-
keit und damit die Zahl der simulierten Partikel in der Simulationsdomine durch einen Zufluss
beziehungsweise einen Abfluss mit der Zeit dndert. Ein weiteres Beispiel hierfiir sind adaptive
Fluidsimulationen (siehe zum Beispiel [Z238]), bei welchen die Simulationsdoméne in Regionen
unterteilt wird, wobei jede Region die Fliissigkeit in einer zeitlich verdnderlichen Auflosung si-
muliert, wodurch sich auch die Anzahl der simulierten Systemkomponenten mit der Zeit dndert.

Zeitlich verinderliche Hilfsdatenstrukturen fiir die RHS-Funktion: Bei vielen Anfangs-
wertproblemen benétigt eine effiziente Implementierung der RHS-Funktion eine zeitlich veridn-
derliche Hilfsdatenstruktur, um die Rechenkomplexitéit der RHS-Funktion mit der Systemgrofie
n von meist O(n?) auf O(n-log(n)) zu reduzieren. Da diese Hilfsdatenstruktur sich mit der Zeit
beziehungsweise mit dem Systemzustand dndert, muss sie bei jedem Aufruf der RHS-Funktion
neu gebaut werden. Ein Beispiel hierfiir sind die raumlichen Datenstrukturen fiir kurzreichwei-
tige Partikelsimulationen, durch welche die RHS-Funktion fiir die Berechnung der zeitlichen
Anderungen eines Partikels nicht mehr alle anderen Partikel, sondern nur noch die Partikel in
dessen Nachbarschaft betrachten muss (siehe zum Beispiel [Z239]). Des Weiteren verwenden
viele gitterbasierte Fliissigkeitssimulationen eine Datenstruktur fiir das Empty-Space-Skipping,
mit Hilfe derer die RHS-Funktion Gitterbereiche iiberspringen kann, in denen sich keine Fliis-
sigkeit befindet (siche zum Beispiel [Z40]).

Zeitlich invariante Daten: Bei vielen Anfangswertproblemen besteht ein Systemzustand auch
aus zeitlich invarianten Daten, auf welche die RHS-Funktion zugreifen muss. Hierunter fillt
zum Beispiel eine zeitlich invariante Masse fiir jedes Partikel beim N-Korper-Problem oder bei
der Simulation eines elektrischen Schaltkreises der Aufbau von ebendiesen.

Besetztheit des Anfangswertproblems: Die Besetztheit eines Anfangswertproblems gibt an,
welche beziehungsweise wie viele Komponenten die RHS-Funktion fiir die Berechnung der
zeitlichen Ableitung einer Komponente betrachten muss. Sie ldsst sich dementsprechend noch
einmal grob in diinnbesetzt und dichtbesetzt unterteilen (siehe zum Beispiel [K33]):

¢ Dichtbesetzte Anfangswertprobleme: Bei einem dichtbesetzten Anfangswertproblem
muss die RHS-Funktion fiir die Berechnung der zeitlichen Anderung einer Komponente
auf die meisten oder sogar alle anderen Systemkomponenten zugreifen. Solche Anfangs-
wertprobleme besitzen dementsprechend mindestens eine Rechenkomplexitiit von O(n?)
beziiglich der Systemgrofie n.

¢ Diinnbesetzte Anfangswertprobleme: Bei einem diinnbesetzten Anfangswertproblem
muss die RHS-Funktion fiir die Berechnung der zeitlichen Anderung einer Komponente
nur auf wenige andere Systemkomponenten zugreifen. Dementsprechend besitzen sol-
che Anfangswertprobleme meist eine Rechenkomplexitit von O(n) oder O(n - log(n))
beziiglich der Systemgrofie n.

Diese Besetztheit kann nicht nur zeitlich konstant sein, sondern sie kann sich auch mit der Zeit
dndern.

Arithmetische Intensitiit des Anfangswertproblems: Anfangswertprobleme lassen sich auch
gemdl der arithmetischen Intensitat ihrer RHS-Funktion klassifizieren. Bei Anfangswertpro-
blemen mit einer hohen arithmetischen Intensitdt ist es moglich, die RHS-Funktion so zu im-
plementieren, dass sie fiir jeden durchgefiihrten Speicherzugriff eine Vielzahl Berechnungen
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durchfiihrt. Dahingegen konnen bei Anfangswertproblemen mit einer niedrigen arithmetischen
Intensitdt saimtliche Implementierungen der RHS-Funktion fiir jeden Speicherzugriff nur weni-
ge Berechnungen durchfiihren. Generell gilt, dass dichtbesetzte Anfangswertprobleme meist ei-
ne hohe arithmetische Intensitit besitzen. Dahingegen sind sowohl diinnbesetzte Anfangswert-
probleme mit einer hohen arithmetischen Intensitit, wie zum Beispiel High-Order-Stencils, als
auch mit einer niedrigen arithmetischen Intensitét, wie zum Beispiel Low-Order-Stencils, weit
verbreitet.

Kopplung der Systemkomponenten: Anfangswertprobleme lassen sich auch dadurch klassi-
fizieren, wie die Komponenten des ODE-Systems miteinander gekoppelt sind (sieche zum Bei-
spiel [K30] oder [Z24]):

* Beliebig gekoppelte Anfangswertprobleme (siehe Abbildung 5.2): Bei solchen be-
liebig gekoppelten Anfangswertproblemen, welche auch als allgemeine Anfangswertpro-
bleme bezeichnet werden, konnen die Gleichungen beliebig miteinander gekoppelt sein,
das heiBt die Auswertung f;(¢,y) einer Komponente j der RHS-Funktion darf auf alle
Komponenten y1, ... ,y, des Argumentvektors zugreifen. Dadurch muss der kom-
plette Argumentvektor vorliegen, bevor auch nur eine Komponente der RHS-Funktion
ausgewertet werden kann. Dadurch wirkt die RHS-Funktion wie eine globale Barriere,
wodurch viele Lokalitdtsoptimierungen verhindert werden.

* Anfangswertprobleme mit beschrinkter Zugriffsdistanz (sieche Abbildung 5.3): Bei
einem Anfangswertproblem mit beschrdankter Zugriffsdistanz muss die RHS-Funktion fiir
die Auswertung f;(¢,y) einer Komponente j nur auf die Komponenten in y in der Um-
gebung von j zugreifen. Genauer gesagt ist die Zugriffsdistanz d(f) der kleinste Wert
d, so dass die Komponentenfunktion f;(t,y), 5 = 1,...,n nur auf die Teilmenge
Yj—d, .- ,Yj+a der Komponenten des Argumentvektors y zugreift. Eine beschrinkte
Zugriffsdistanz von f liegt vor, falls d(f) < n. Anfangswertprobleme mit beschrénk-
ter Zugriffsdistanz ergeben sich unter anderem aus Stencil-Problemen oder aus elek-
trischen Schaltkreisen mit einer Blockstruktur. Durch dieses Zugriffsmuster wirkt die
RHS-Funktion nicht mehr als globale Barriere, das heifit, es muss nicht mehr der kom-
plette Argumentvektor vorliegen, bevor auch nur eine Komponente der RHS-Funktion
ausgewertet werden kann. Hierdurch werden wiederum eine Vielzahl von Lokalitdtsop-
timierungen moglich.
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Y Yy

Abbildung 5.2: Zugriffsmuster einer RHS-Funktion fiir allgemeine Anfangswertprobleme. Bei all-
gemeinen Anfangswertproblemen ohne Einschréinkung des Zugriffsmusters darf die RHS-Funktion fiir die
Auswertung einer Komponente j auf alle Komponenten y1, ... ,y, im Argumentvektor zugreifen.

Y a Y; Yjra

Y; Yy

Abbildung 5.3: Zugriffsmuster einer RHS-Funktion fiir Anfangswertprobleme mit beschrénkter Zu-
griffsdistanz. Bei Anfangswertproblemen mit beschrinkter Zugriffsdistanz darf die RHS-Funktion fiir die

Auswertung einer Komponente j nur auf die Komponenten y; 4, ... ,y;tq im Argumentvektor zugrei-
fen.
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5.2 Testproblem BRUSS2D

Unser Testproblem BRUSS2D beschreibt ein 2D-Reaktions-Diffusions-System basierend auf
dem Briisselator, welcher von der Arbeit [Z41] als ein Modell zur Beschreibung eines che-
mischen Oszillators entwickelt wurde. Bei BRUSS2D handelt es sich um ein diinnbesetztes
Anfangswertproblem mit einer niedrigen arithmetischen Intensitéit. Auch ldsst sich BRUSS2D
als ein Stencil-Problem betrachten. Zudem ordnen wir fiir BRUSS2D die Komponenten des
Briisselators so im Zustandsvektor an, dass BRUSS2D eine beschrinkte Zugriffsdistanz besitzt.
BRUSS2D wird oft als Testproblem fiir ODE-Verfahren verwendet, um deren numerischen Ei-
genschaften (siehe zum Beispiel [B7]) und deren Performance (siehe zum Beispiel die Arbeiten
[Z23], [K30] oder [Z24]) zu evaluieren.

Der Briisselator beschreibt die oszillierende zeitliche Entwicklung der Konzentrationen zweier
reagierender Substanzen u(t) und v(¢) in einem fliissigen Medium. Dabei treten diese zwei
Substanzen als Zwischenprodukte in einer anderen chemischen Reaktion auf, in welcher zwei
Substanzen a(t) und b(t) miteinander in zwei andere Substanzen c(t) und d(t) reagieren:

% —  —ha : (5.2)
% _ —kabu , (5.3)
% = +kia —kobu +hsu?v —kau, 5.4)
% _ thobu  —kauv , (55
% - +habu : (5.6)
% _ Fhau. .7)

Dabei sind k1, k2, k3, und k4 die Reaktionsraten. Hierbei nehmen wir im Folgenden an, dass die
Edukte a und b durch ein stetiges Nachfiihren konstant gehalten werden, wihrend die Produkte
c und d stiindig abgefiihrt werden, wodurch wir nur noch u(t) sowie v(¢) betrachten miissen.

Zusitzlich nehmen wir an, dass die chemische Reaktion in einem zweidimensionalen Fliis-
sigkeitsfilm stattfindet, welcher durch die x- und y-Achse aufgespannt wird. In diesem Fliis-
sigkeitsfilm sollen u (¢, x, y) und v(¢, x, y) nicht homogen verteilt sein, wodurch diese beiden

Substanzen in dem Fliissigkeitsfilm diffundieren. Dadurch gilt fiir die Anderungsraten ‘2—;‘ und

dv : .
4¢ hun nsgesamt:

ou

i +k1a —kobu +ksulv —kau +DAu, (5.8)
ov 2
5 = +kobu —ksuv +DAwv. 5.9

Dabei ist D der Diffusionskoeffizient und A der Laplace-Operator.

Da diese beiden Gleichungen nun auf Grund ihrer zusétzlichen rdumlichen Ableitungen keine
gewohnlichen, sondern partielle Differentialgleichungen sind, miissen wir sie nun per Ortsdis-
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kretisierung in ein System aus gewohnlichen Differentialgleichungen iiberfithren. Diese Orts-
diskretisierung fithren wir auf einem zweidimensionalen, kartesischen Gitter mit der Linien-
methode durch, wobei wir als zweidimensionale Diskretisierung des Laplace-Operators den
5-Punkt-Stencil verwenden:

dug
% = +k1 A —koBug y +k3ui,yvx,y —katz,y +
— AUy y F Uz—1,y + Uzt1,y + Ug,y—1 + Ug,
D. T,y x—1,y Il-gly z,y—1 acy+1’ (5.10)
dv
Loy tkaBugy,  —kaul va, +
p. Moy F Va1 +Vatiy +Vay—1 +Vayr1 (5.11)

12

Dabei beschreiben v, und v, die Konzentrationen der Substanzen » und v in der Gitter-
zelle mit den Koordinaten x,y. Zusitzlich ist | die Kantenldnge einer Gitterzelle. Das Git-
ter, auf welchem wir die chemische Reaktion simulieren, habe hierbei die Dimensionen von
z=1, ... ,xmax sowie y = 1, ... ,ymax. Am Rand des Gitters wenden wir die Neumann-
Randbedingungen an:

U0,y = U2,y, Uxmax+1,y = Uxmax—1,y, Uz,0 = Uzx,2;, Uz,ymax+1 = Uz, ymax—1,

Vo,y = U2,y, Uxmax+1,y = Uxmax—1,y; Vz,0 = Uz,2, VUz,ymax+1 = Vz,ymax—1- (512)

Die Gleichungen 5.10, 5.11 sowie 5.12 ergeben zusammen unser Testproblem BRUSS2D.

Wir legen das Gitter von BRUSS2D immer in der Row-Major-Anordnung im Vektor des Sys-
temzustands y beziechungsweise im Speicher des Rechners ab, so dass sich zwei Gitterzellen,
die entlang der x-Achse benachbart sind, sich auch benachbart im Vektor beziechungsweise be-
nachbart im Speicher befinden. Des Weiteren gibt es mehrere unterschiedliche Moglichkeiten,
wie man die Konzentrationen u und v der Gitterzellen im Speicher anordnen kann. Im Folgen-
den werden wir kurz zwei davon vorstellen:

 Structure of Arrays: In einer Stucture of Arrays (SoA-Anordnung) werden zuerst die u-
Werte aller Gitterzellen nacheinander im Vektor beziehungsweise im Speicher abgelegt,
danach folgen die v-Werte aller Gitterzellen:

T
y = (ul,l, <+« Uxmax,ymax, Ul,1, « .. 7'Uxmax,ymax) . (5.13)

¢ Array of Structures: In einem Array of Structures (AoS-Anordnung) werden jeweils der
u-und der v-Wert einer Gitterzelle nacheinander im Vektor beziehungsweise im Speicher
abgelegt, danach folgen der u- und der v-Wert der nichsten Gitterzelle:

T
Yy = (ul,l,vl,h cee 7'U/xmax,yma)(7vxmax,ymax) . (514)

Offensichtlich besitzt die AoS-Anordnung kombiniert mit der Row-Major-Anordnung eine be-
schrinkte Zugriffsdistanz d von d = 2 - xmax, wihrend die SoA-Anordnung keine solche
beschrinkte Zugriffsdistanz besitzt. Jedoch wire es auch moglich, die Definition der beschrink-
ten Zugriffsdistanz um ein SoA-Konzept zu erweitern, so dass diese SoA-Anordnung auch das
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Kriterium der beschrinkten Zugriffsdistanz erfiillen wiirde. Da wir in dieser Arbeit die be-
schrinkte Zugriffsdistanz moglichst unkompliziert ausnutzen wollen, verwenden wir immer die
AoS-Anordnung. Wir kénnen zudem bei BRUSS2D eine beliebige Zugriffsdistanz d bei einer
konstanten Problemgrofie von n simulieren, indem wir fiir die x-Dimension des Gitters einen
Wert von xmax = d/2 und fiir die y-Dimension des Gitters einen Wert von ymax = n/(d/2)
wihlen.

Fiir eine effiziente Vektorisierung iiber aufeinanderfolgende Gitterzellen muss ein Prozessor
die Vektorregister so mit Daten befiillen, dass ein Vektorregister entweder nur die u-Werte oder
nur die v-Werte von aufeinanderfolgenden Gitterzellen beinhaltet. Auf GPUs ist dieses Be-
fiillen sowohl mit der SoA- als auch AoS-Anordnung direkt iiber eine Gather-Instruktion mit
perfektem Coalescing moglich (siehe zum Beispiel [T9]), wodurch beide Anordnungen dhn-
lich effizient sind. Dahingegen kann auf CPUs bei der SoA-Anordnung eine Gather-Instruktion
oder eine SIMD-Block-Leseinstruktion die im Speicher alternierenden u- und v-Werte nicht
direkt auf zwei Vektorregister aufteilen, wodurch das Laden in ein Vektorregister diese alter-
nierende Anordnung von u- und v-Werten beibehilt. Um nach dem Laden die u- und v-Werte
jeweils in ihr eigenes Vektorregister zu kopieren, muss die CPU noch mehrere Shuffle- und
Blend-Instruktionen ausfiithren (siehe zum Beispiel [T24]). Bei einer CPU-Implementierung
von BRUSS2D mit der AoS-Anordnung muss diese komplizierte Vektorisierung des Ladens
zusétzlich noch von dem CPU-Compiler erkannt werden. Scheitert der CPU-Compiler jedoch
dies zu erkennen, so kann er die gesamte Schleifenstruktur von BRUSS2D nicht effizient vekto-
risieren. Dahingegen kann die CPU bei einer SoA-Anordnung die u- und v-Werte jeweils direkt
iiber eine Gather-Instruktion oder SIMD-Block-Leseinstruktion in ihr eigenes Vektorregister la-
den. Dadurch ist diese SoA-Anordnung auf CPUs effizienter und ein CPU-Compiler kann sie
auch leichter vektorisieren.

5.3 Testproblem NBODY

Unser Testproblem NBODY, welches auch als N-Korpersimulation bekannt ist, simuliert die
Bewegung einer Menge von N punktformigen Korpern (Partikeln), welche sich alle gegen-
seitig durch die Gravitationskraft anziehen. Dadurch handelt es sich bei unserem NBODY-
Testproblem um ein dichtbesetztes Anfangswertproblem mit einer hohen arithmetischen Inten-
sitidt. Eine ausfiihrliche Behandlung von N-Korpersimulationen ist zum Beispiel in dem Buch
[B14] zu finden.

Bei unserem Testproblem NBODY besitzt jedes Partikel ¢ als Zustand eine zeitlich verdnder-
liche Position r;(t) € R3, Geschwindigkeit v;(t) € R® und eine zeitlich konstante Masse
m; € R. Somit werden jeweils sechs Systemkomponenten benétigt, um den zeitlich verdnder-
lichen Zustand eines Partikels zu beschreiben, wodurch sich ein ODE-System bestehend aus
6 - N Komponenten ergibt. Dementsprechend muss die RHS-Funktion beim NBODY-Problem
fiir jedes Partikel 4 die zeitliche Anderung der Position d;t" und der Geschwindigkeit d;t"' be-
rechnen. Dabei gilt, dass die zeitliche Anderung der Position ddr; eines Partikels ¢ per Definition
dessen Geschwindigkeit v; ist:

dI‘i
dt

Deshalb muss eine Implementierung der RHS-Funktion diese Geschwindigkeit nur an diejenige
Stelle im Ausgabevektor kopieren, an welcher sich die zeitliche Ableitung der Position des

— v, (5.15)
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Partikels befinden soll.

Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit d‘;’t’i eines Partikels 7 ist per Definition dessen Be-

schleunigung a;, welche sich aus der Superposition > F aller Kriifte F, die auf das Partikel
einwirken, geteilt durch dessen Masse m; ergibt. Da die Gravitation eine unbegrenzte Reich-
weite besitzt, wird auf das Partikel 7 von jedem anderen Partikel j eine Kraft F;; ausgeiibt,
welche sich wiederum iiber das Gravitationsgesetz berechnet:

dVi 1
= i 1
dt my @ (5.16)

1 N
P F,. 5.17
m; y (5.17)

J#i

N

1 Z Gmym; (rj —r;) (5.18)

m; 4 [r; — ;3 ’
Jj=1
J#i

N m; (rj —rs)
=G> iji (5.19)
j=1 J

Ir; — i3
J#i

Hierbei ist G € R die Gravitationskonstante. Somit muss eine Implementierung der RHS-
Funktion, um die Beschleunigung eines Partikels zu berechnen, einmal iiber simtliche anderen
Partikel iterieren. Deshalb handelt es sich beim NBODY-Problem um ein dichtbesetztes An-
fangswertproblem.

Fiir unsere Implementierung von dem Testproblem NBODY packen wir jeweils die Posi-
tion r; und die Masse m; eines Partikels ¢ in eine Variable rm4; vom Typ float4 be-
ziehungsweise doubled, so dass rmd; = (7i, 74y, 7,2, m;) gilt. Ebenso speichern wir
jeweils die Geschwindigkeit eines Partikels ¢ in einer Variable v4; vom Typ float4 be-
ziehungsweise double4 ab, und lassen dabei die vierte Komponente ungenutzt, so dass
vd; = (Vi,z, Vi,y, Vi,z, 0) gilt. Des Weiteren speichern wir im Zustandsvektor zuerst die Werte
von rm4 fiir alle Partikel und danach die Werte von v4 fiir alle Partikel ab:

y = (rmdy, ... ,mmdy, v4y, ... vay)T. (5.20)

Diese Anordnung bewirkt, dass die Berechnung der Anziehungskrifte komplett auf dem ers-
ten Teil des Vektors arbeiten kann, und sie die fiir eine Partikelinteraktion bendtigten Daten
effizient aus dem Speicher laden kann. Allerdings bleibt bei dieser Anordnung auch im Zu-
standsvektor pro Partikel eine Komponente ungenutzt, und eine andere Komponente wird dafiir
zweckentfremdet, zeitinvariante Daten abzuspeichern.
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6 Datenflussgraphreprisentation fiir ODE-Verfahren

6.1 Aufbau eines Datenflussgraphen

In dieser Arbeit verwenden wir eine Datenflussgraphreprisentation fiir ODE-Verfahren, wel-
che den Zeitschritt eines ODE-Verfahrens iiber einen Datenflussgraphen abstrahiert. Dabei be-
schreiben die Knoten im Datenflussgraphen die Berechnungen eines Zeitschritts des ODE-
Verfahrens. Diese Knoten werden wir im Folgenden als Grundoperationen bezeichnen. Dadurch
beschreiben die Kanten im Datenflussgraphen den Datenfluss zwischen diesen Grundoperatio-
nen. Eine solche Datenflussgraphreprisentation wird beispielhaft fiir das Heun-Euler-Verfahren
von der Abbildung 6.1 gezeigt. Fiir diese Arbeit klassifizieren wir die Grundoperationen im Da-
tenflussgraphen eines ODE-Verfahrens wie folgt:

* Vektorgrundoperationen: Die Vektorgrundoperationen im Datenflussgraphen arbeiten
auf Vektoren der Systemgrofle wie Systemzustinden, zeitlichen Ableitungen und Feh-
lervektoren. Als Vektorgrundoperationen treten in ODE-Verfahren typischerweise Aus-
wertungen der rechten Seite, Linearkombinationen, Map-Operationen und Reduktionen
auf.

Konstantengenerierung: Die Konstantengenerierung nimmt die aktuelle Zeit ¢,, sowie
die aktuelle Schrittweite h,. entgegen und berechnet aus den zeitinvarianten Koeffizienten
des ODE-Verfahrens die skalaren zeitvarianten Konstanten fiir die Vektorgrundoperatio-
nen, insbesondere die Gewichte fiir die Linearkombinationen. Bei vielen ODE-Verfahren
sind die Berechnungen der Konstantengenerierung sehr einfach. So muss die Konstanten-
generierung bei expliziten RK-Verfahren nur h,- A, h.-b, R B und ¢, +h,. -c berechnen.
Jedoch kann die Konstantengenerierung bei anderen ODE-Verfahren, wie zum Beispiel
bei den Peer-Verfahren mit Schrittweitenkontrolle, auch sehr komplex sein.

Schrittweitensteuerung: Die Schrittweitensteuerung nimmt den lokalen Fehler €1
entgegen, und bestimmt, ob der Zeitschritt angenommen oder verworfen werden soll. Fiir
denjenigen Fall, dass der Zeitschritt angenommen werden soll, berechnet die Schrittwei-
tensteuerung einen neue vergroferte Schrittweite h,41 fiir den nédchsten Zeitschritt, und
fiir denjenigen Fall, dass der Zeitschritt verworfen werden soll, eine verkleinerte Schritt-
weite h,, fiir den aktuellen Zeitschritt. Damit ist die Schrittweitensteuerung die einzige
Grundoperation, die auch den Kontrollfluss beeinflusst. Da die Schrittweitensteuerung in
dem Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens maximal einmal auftritt, wird kein kom-
plexer Kontrollflussgraph fiir die Beschreibung eines ODE-Verfahrens benotigt.

Im Folgenden wollen wir auf die typischen Vektorgrundoperationen eines ODE-Verfahrens né-
her eingehen. Dabei werden wir auch deren Zugriffsmuster auf die Argumentvektoren, das wir
fiir die Lokalitdtsoptimierungen in den folgenden Kapiteln beriicksichtigen miissen, niher be-
trachten:

* RHS-Operationen (Auswertung der rechten Seite): Die RHS-Funktion f(¢,y), f :
R x R"™ — R" einer RHS-Operation nimmt einen Systemzustand y als Argument und
eine Zeit ¢ entgegen, um daraus die zeitliche Ableitung des Systemzustands zu diesem
Zeitpunkt zu berechnen. Das Zugriffsmuster einer RHS-Funktion auf den Argumentvek-
tor y hiangt von dem spezifischen Anfangswertproblem ab:
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— Beliebig gekoppelte Anfangswertprobleme: Bei solchen Anfangswertproblemen
konnen die Komponenten des ODE-Systems beliebig miteinander gekoppelt sein.
Folglich darf die RHS-Funktion fiir die Auswertung einer bestimmten Komponente
f; potentiell auf alle Komponenten yo, ... ,y, des Argumentvektors y zugreifen.
Deshalb handelt es sich bei einer RHS-Funktion fiir ein beliebig gekoppeltes An-
fangswertproblem auch um eine globale Barriere, welche Lokalitdtsoptimierungen
verhindert.

— Anfangswertprobleme mit beschriinkter Zugriffsdistanz: Bei solchen Anfangs-
wertproblemen darf die RHS-Funktion fiir die Auswertung einer Komponente f;
nur auf die Komponenten y;_q, ... ,¥yj+q des Argumentvektors y innerhalb der
beschrinkten Zugriffsdistanz d zugreifen. Dieses Zugriffsmuster der beschrinkten
Zugriffsdistanzen werden wir spiter fiir das Tiling ausnutzen.

¢ LC-Operationen (Linearkombinationen): Bei ODE-Verfahren berechnen LC-
Operationen liber die Linearkombination von einem oder mehreren Systemzustinden
oder zeitlichen Ableitungen einen neuen Systemzustand, eine zeitliche Ableitung oder
einen Fehlervektor. Offensichtlich muss eine Linearkombination, und damit die dazuge-
horige LC-Operation, um die jte Komponente des Ergebnisvektors y zu berechnen, auf

jeweils die jte Komponente von allen Argumentvektoren x1, ... , X, zugreifen:
Y =wix1; + ...+ WnTn,j, J=1,...,n. (6.1)
Dabei sind w1, ... ,wy, die Gewichte der Argumentvektoren der Linearkombination.

* MAP-Operationen (Map-Funktionen): Eine MAP-Operation beziechungsweise eine
Map-Funktion M(g, x1,X2, ... ,Xm) nimmt eine skalare Funktion g : R™ — R und
einen oder mehrere Vektoren x1, X2, ... ,Xm,m € R™ als Argumente entgegnen. Fiir ihre
Berechnung wendet die MAP-Operation dann die skalare Funktion g komponentenweise
auf die Argumentvektoren an. Somit berechnet die MAP-Operation M ihre jte Kompo-
nente als:

Mj(g7X1,X2,... 7Xm):g(ml,j,1'2,j,--~71'm,j), j:]-?"'7n' (62)

Folglich greift die Berechnung der jten Komponente von M nur auf jeweils die jte Kom-
ponenten aller Argumentvektoren x1, X2, ... , X, zu. Aus diesem Grund handelt es sich
auch bei einer LC-Operation um eine besondere Art der MAP-Operation. ODE-Verfahren
verwenden MAP-Operationen, die nicht auch LC-Operationen sind, zum Beispiel fiir die
Berechnung des Fehlervektors (siehe zum Beispiel Gleichung 4.32 des Peer-Verfahrens).
Ebenso benétigen Extrapolationsverfahren eine MAP-Operation fiir die Extrapolation
der Losung eines Makroschritts (siche zum Beispiel Gleichung 4.37 des Richardsons-
Extrapolationsverfahren).

¢ RED-Operationen (Reduktionen): Eine RED-Operation R : R™ — R reduziert einen
Vektor der Systemgrofie zu einem Skalar. Ein ODE-Verfahren benétigt fiir seine Schritt-
weitensteuerung typischerweise eine RED-Operation beziehungsweise eine Reduktion
am Ende eines jeden Zeitschritts, um aus einem Fehlervektor E den lokalen Diskretisie-
rungsfehler € zu berechnen. AnschlieBend wird dieser lokale Diskretisierungsfehler dann
von der Schrittweitensteuerung weiterverarbeitet. Fiir eine solche Reduktion wird meist
die euklidische Norm oder die Maximumsnorm verwendet.
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Abbildung 6.1: Datenflussgraph des Heun-Euler-Verfahrens. Das Heun-Euler-Verfahren ist ein hédufig
verwendetes, explizites, eingebettetes RK-Verfahren mit zwei Stufen, dessen Butcher-Tableau im Abschnitt
13.7 gezeigt wird.

Uber einen Datenflussgraphen mit diesen obigen Grundoperationen kénnen wir sé@mtliche Ver-
fahren aus dem 4. Kapitel abdecken. Insbesondere kénnen wir dariiber die allgemeinen linea-
ren Verfahren abdecken, da sich bei einem solchen allgemeinen linearen Verfahren sowohl die
Berechnung der internen als auch der externen Stufen lediglich aus LC-Operationen und RHS-
Operationen zusammensetzt (siehe Gleichungen 4.40 und 4.41). Da es sich bei den allgemeinen
linearen Verfahren um eine Oberklasse handelt, konnen wir iiber unsere Datenflussgraphrepra-
sentation auch alle Unterklassen der allgemeinen linearen Verfahren abdecken. Hierunter fallen
unter anderem die RK-Verfahren, Adams-Bashforth-Verfahren, Extrapolationsverfahren, PIRK-
Verfahren und die Peer-Verfahren. So benétigt beispielsweise ein eingebettetes explizites RK-
Verfahren fiir seine Stufenberechnung je eine LC-Operation und eine RHS-Operation pro Stufe,
danach je eine weitere LC-Operation zur Bestimmung des nédchsten Systemzustands, der ein-
gebetteten Losung und des Fehlervektors sowie abschlieend eine RED-Operation zur Bestim-
mung des lokalen Diskretisierungsfehlers (Gleichungen 4.8 bis 4.14). Bei Adams-Bashforth-
Verfahren besteht ein Zeitschritt aus einer RHS-Operation, gefolgt von einer LC-Operation
(Gleichungen 4.35 und 4.36).

Wenn wir im Folgenden eine Aussage fiir mehrere Arten von Grundoperationen OP;, OP3,
. , OP,, treffen wollen, so stellen wir fiir diese Aussage die Aufzéihlung dieser betreffen-
den Grundoperationen als (OP; | OP2 | ... | OP,) dar. So heifit zum Beispiel eine Aussa-
ge beziiglich (RHS | LC | MAP)-Operationen, dass diese Aussage fiir RHS-Operationen, LC-
Operationen und MAP-Operationen giiltig ist. Eine dhnliche Nomenklatur verwenden wir fiir
Abhingigkeiten. So heifit zum Beispiel eine Aussage beziiglich (RHS |LC) — (LC | MAP)-
Abhingigkeiten, dass diese Aussage fir RHS — LC-, RHS — MAP-, LC — LC- sowie
LC — MAP-Abhingigkeiten giiltig ist.

6.2 Abhéngigkeiten zwischen Grundoperationen

Waihrend der Datenflussgraph eines ODE-Verfahrens eine beliebige Struktur besitzen darf, so
konnen in ihm nur bestimmte Abhédngigkeiten zwischen den Grundoperationen auftreten. Diese
moglichen Abhédngigkeiten werden von Tabelle 6.1 gezeigt. Insbesondere gilt fiir die Abhén-
gigkeiten Folgendes:

* RHS — RHS-Abhingigkeiten konnen nicht auftreten, da die RHS-Funktion einen Sys-
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a—b b

a RHS ‘ LC ‘ MAP ‘ RED ‘ Konstgen. | Schrittstre.
RHS X X X
LC X X
MAP X X
RED X X X X X

Konstgen. X

Schrittstrg. X X X X

Tabelle 6.1: Mogliche Abhiingigkeiten in dem Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens.

temzustand entgegennimmt, um daraus dessen zeitliche Ableitung zu berechnen. Deshalb
ergibt es mathematisch gesehen keinen Sinn, der RHS-Funktion eine zeitliche Ableitung
als Argument zu iibergeben, wie es im Falle einer RHS — RHS-Abhingigkeit geschehen
wiirde.

» Eine Abhéngigkeit von einem Konstantengenerierungsknoten zu einem anderen Konstan-
tengenerierungsknoten ist erlaubt, damit die Konstantengenerierung iiber die Zeitschritte
zusitzliche Informationen an sich selbst weitergeben kann. Dies wird nur bei manchen
ODE-Verfahren, wie zum Beispiel bei den Peer-Verfahren mit Schrittweitensteuerung,
benotigt.

¢ RED-Operationen konnen in unserem Ansatz ihr Ergebnis nur an die Schrittweitensteue-
rung weitergeben. Eine direkte Weitergabe des Ergebnisses einer RED-Operation an eine
(RHS | LC | MAP)-Operation oder an eine Konstantengenerierung wire aber prinzipiell
auch realisierbar.

Zusitzlich gilt, dass bei (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP)-Abhingigkeiten keine Abhéngig-
keiten zwischen den Komponenten des ODE-Systems auftreten, wihrend bei (LC | MAP) —
RHS-Abhingigkeiten sowie bei (RHS | LC | MAP) — RED-Abhingigkeiten ebendiese Abhin-
gigkeiten zwischen den Komponenten des ODE-Systems auftreten. Da eine Implementierung
einer RED-Operation aber die Reihenfolge der Reduktion unter Inkaufnahme eines sehr klei-
nen numerischen Fehlers beliebig umordnen darf, spielen diese Abhiingigkeiten zwischen den
Systemkomponenten bei (RHS | LC | MAP) — RED-Abhéngigkeiten in unserer Arbeit keine
Rolle.

6.3 Beschreibung von Abhéngigkeiten iiber die Zeitschrittgrenzen

Um die Abhingigkeiten zwischen Grundoperationen iiber die Zeitschrittgrenzen hinweg zu mo-
dellieren, annotieren wir jede Abhingigkeit a — b zwischen zwei Grundoperationen a und b
mit einer Zeitschrittdistanz Ax(a — b) € Ny (siche Abbildung 6.2 fiir die Zeitschrittdistanzen
bei dem Midpoint-Verfahren und Abbildung 6.3 fiir die Zeitschrittdistanzen bei einem Adams-
Bashforth-Verfahren). Falls die Zeitschrittdistanz O ist, dann sind sowohl die produzierende
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Abbildung 6.2: Datenflussgraph des Midpoint-Verfahrens mit annotierten Zeitschrittdistanzen. Bei
dem Midpoint-Verfahren handelt es sich um ein weit verbreitetes explizites RK-Verfahren, dessen Butcher-
Tableau im Abschnitt 13.7 gezeigt wird.

Ak =2

P Ak=1 -
1 K+1 —
rus) IS (LC) | Jak=1

Abbildung 6.3: Datenflussgraph eines Adams-Bashforth-Verfahrens mit annotierten Zeitschrittdi-
stanzen. In dieser Abbildung wird der Datenflussgraph desjenigen Adams-Bashforth-Verfahrens gezeigt,
das fiir die Berechnung eines Zeitschritts die zeitlichen Ableitungen der letzten drei Zeitschritte benotigt,
wodurch es sich um das Dreischritt-Adams-Bashforth-Verfahren handelt.

Operation a als auch die lesende Operation b Teil desselben Zeitschritts. Falls die Zeitschrittdi-
stanz grofer als O ist, dann verarbeitet die lesende Operation b das Ergebnis, welches die pro-
duzierende Operation a vor Ax(a — b) Zeitschritten berechnet hat. Da konzeptbedingt keine
Abhingigkeiten von einem zukiinftigen Zeitschritt zu dem gegenwirtigen Zeitschritt existieren
darf, muss Ax > 0 sein. Zudem gilt, dass, wenn ein Algorithmus nur die Abhingigkeiten in-
nerhalb eines Zeitschritts betrachten soll, er nur diejenigen Kanten mit Ax = 0 betrachten darf,
das heiBt ein solcher Algorithmus muss alle iibrigen Kanten mit Ax > 0 ignorieren.

6.4 Datenflussgraphen der Verfahrensklassen

Als Néchstes wollen wir kurz auf die Eigenschaften der Datenflussgraphen der Verfahrensklas-
sen eingehen. Zuerst betrachten wir die Datenflussgraphen von Einschritt- und Mehrschrittver-
fahren:

 Einschrittverfahren: Per Definition greifen Einschrittverfahren bei der Berechnung ei-
nes neuen Zeitschritts x + 1 nur auf die Ergebnisse des vorherigen Zeitschritts x zu. Aus
diesem Grund konnen bei Einschrittverfahren nur Zeitschrittdistanzen Ax von 0 und 1
auftreten (siehe Abbildung 6.2 fiir die Zeitschrittdistanzen bei dem Midpoint-Verfahren).

* Mehrschrittverfahren: Per Definition greifen Mehrschrittverfahren bei der Berechnung
eines neuen Zeitschritts x 4 1 nicht nur auf die Ergebnisse des letzten Zeitschritts ,
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Ak=1 Ak=1

Y,

(80

Abbildung 6.4: Die Datenflussgraphen vom expliziten und impliziten Euler-Verfahren: Diese Abbil-
dung zeigt den Datenflussgraphen eines Zeitschritts des expliziten Euler-Verfahrens (links) und des implizi-
ten Euler-Verfahrens (rechts), wobei die zyklischen Abhéngigkeiten des impliziten Verfahrens rot markiert
sind.

sondern auch auf die Ergebnisse der vorherigen Zeitschritte K — 1,k — 2, ... zu. Aus
diesem Grund tritt bei einem k-Schrittverfahren mindestens eine Zeitschrittdistanz Ax
der GroBe k auf (siehe Abbildung 6.3 fiir die Zeitschrittdistanzen bei einem Adams-
Bashforth-Verfahren).

Die Datenflussgraphen von impliziten und expliziten ODE-Verfahren unterschieden sich wie
folgt:

* Explizite ODE-Verfahren: Bei einem expliziten ODE-Verfahren existiert keine zykli-
schen Abhingigkeiten innerhalb seiner mathematischen Definition. Deshalb existieren
im Datenflussgraphen eines solchen expliziten ODE-Verfahrens ebenfalls keine zykli-
schen Abhingigkeiten. Aus diesem Grund koénnen wir leicht und automatisch aus dem
Datenflussgraphen eines expliziten ODE-Verfahrens eine Basisimplementierung erstel-
len, welche fiir jeden Zeitschritt die Grundoperationen gemif ihrer topologischen Rei-
henfolge nacheinander berechnet (siehe 8. Kapitel).

* Implizite ODE-Verfahren: Bei einem impliziten ODE-Verfahren existiert mindestens
eine zyklische Abhingigkeit in seiner mathematischen Definition. Aus diesem Grund
existiert im Datenflussgraphen eines impliziten ODE-Verfahrens ebenfalls mindestens
eine zyklische Abhéngigkeit innerhalb eines Zeitschritts (siche Abbildung 6.4 fiir den
Datenflussgraphen des impliziten Euler-Verfahrens). Fiir ein implizites ODE-Verfahren
kann man den Datenflussgraphen ebenfalls dafiir verwenden, um automatisch Imple-
mentierungsvarianten zu generieren. Eine solche Implementierungsvariante muss jedoch
die Zyklen im Datenflussgraphen erkennen, zu einem nicht-linearen Gleichungssystem
transformieren, und dieses dann mit einem entsprechenden Losungsverfahren fiir solche
nicht-linearen Gleichungssysteme, wie zum Beispiel dem Newton-Verfahren, 16sen.

6.5 Einfache mathematische Optimierungen auf dem Datenflussgraphen

Als Nichstes werden wir kurz einfache mathematische Optimierungen auf den Datenflussgra-
phen von ODE-Verfahren betrachten, die uns in den folgenden Kapiteln helfen werden Berech-
nungen oder Speicherzugriffe einzusparen:
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« Falls in der mathematischen Beschreibung eines ODE-Verfahrens eine Linearkombinati-
on Argumentvektoren mit dem Gewicht von null beinhaltet, konnen wir diese Vektoren
aus der entsprechenden LC-Operation entfernen.

* Falls in der mathematischen Beschreibung eines ODE-Verfahrens eine Linearkombina-
tion nur einen Argumentvektor mit einem Gewicht von Eins besitzt, das heifit die Li-
nearkombination eine neutrale Operation auf ihren einzigen Argumentvektor durchfiihrt,
dann miissen wir fiir diese Linearkombination keine LC-Operation in dem Datenflussgra-
phen einfiigen und konnen stattdessen diesen Argumentvektor direkt an alle Grundope-
rationen, die das Ergebnis dieser neutralen Linearkombination bendtigen, weiterleiten.

 Falls die mathematische Beschreibung eines ODE-Verfahrens redundante Berechnun-
gen beinhaltet, zum Beispiel wenn in einem RK-Verfahren mehrere Zeilen im Butcher-
Tableau mit Nullen gefiillt sind, konnen wir diese redundanten Berechnungen zu einer
einzigen Grundoperation verschmelzen.

* Bei einer LC — LC-Abhingigkeit konnen wir die Argumentvektoren der ersten LC-
Operation mit den Gewichten der ersten LC-Operation direkt zu den Argumentvektoren
der davon abhingigen zweiten LC-Operation hinzuaddieren, wodurch wir diese Abhin-
gigkeit zwischen den beiden LC-Operationen eliminieren.

6.6 Abhingigkeitskette als eine Struktur im Datenflussgraphen

Bei vielen expliziten ODE-Verfahren, wie zum Beispiel den RK-Verfahren, enthilt die tran-
sitive Reduktion des Datenflussgraphen, also das Entfernen aller Kanten, die die topologische
Sortierung nicht beeinflussen, eine Abhdngigkeitskette aus RHS — LC-Gliedern mit einer op-
tionalen RED-Operation am Ende der Abhingigkeitskette fiir die Schrittweitensteuerung (sie-
he Abbildung 6.5). Die LC-Operationen in dieser Abhédngigkeitskette benotigen nicht nur die
direkt vorhergehende RHS-Operation als Argument, sondern auch weitere zuvor berechnete
RHS-Operationen und LC-Operationen. Innerhalb eines RHS — LC-Glieds der Abhéngig-
keitskette gibt es keine Abhédngigkeiten zwischen unterschiedlichen Systemkomponenten, wih-
rend zwischen unterschiedlichen RHS — LC-Gliedern ebendiese Abhéngigkeiten zwischen
unterschiedlichen Systemkomponenten vorhanden sind (sieche Abbildung 6.6).

Bei manchen ODE-Verfahren konnen zwei oder mehr RHS-Operationen oder LC-Operationen
voneinander unabhéngig sein. Hierunter fallen zum Beispiel RK-Verfahren mit unabhéngigen
Stufen, die PIRK-Verfahren oder die Peer-Verfahren (siche Abbildung 6.7 oder Abbildung 6.8
fiir ein Beispiel). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir diese voneinander unab-
hingigen Vektorgrundoperationen zu einem Glied in der Abhingigkeitskette zusammenfassen,
wodurch dann ein RHS — LC-Glied in der Abhéngigkeitskette aus mehreren RHS-Operationen
und LC-Operationen besteht.

Um diese Abhingigkeitskette zu konstruieren, konnen wir folgenden Algorithmus verwenden:
Zunéchst miissen wir fiir jede Vektorgrundoperation samtliche Pfade suchen, die von einer Vek-
torgrundoperation am Anfang des Zeitschritts aus zu dieser Vektorgrundoperation fiihren. Fiir
jeden dieser Pfade zihlen wir die Anzahl an RHS-Operationen, die dieser Pfad beinhaltet. Die-
jenige maximale Anzahl an RHS-Operationen unter allen Pfaden entspricht der Nummer des
RHS — LC-Glieds innerhalb der Abhéngigkeitskette, in welches wir die Vektorgrundoperation
einfiigen miissen.

Seite 91 /343



KAPITEL 6. DATENFLUSSGRAPHREPRASENTATION FUR ODE-VERFAHREN

Alternativ konnten wir auch die Abhéngigkeitskette so definieren, dass sie aus LC — RHS-
Gliedern besteht. Vorteilhafterweise wiirde bei einer solchen LC — RHS-Abhéngigkeitskette
ein Glied nun einer Stufe eines Einschrittverfahrens, wie zum Beispiel der Stufe eines RK-
Verfahrens, entsprechen. Jedoch wiren bei einer solchen LC — RHS-Abhéngigkeitskette auch
die Kernelfusion und das Tiling in den folgenden Kapiteln deutlich umsténdlicher, da beide auf
RHS — LC-Gliedern arbeiten.
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| 1. Glied || 2 Glied || 3. Glid || 4 Glid |

RHS LC RHS LC RHS LC RHS LC

| 5 Glied || 6 Glid I 7. Glied |

Abbildung 6.5: RHS — LC-Abhiingigkeitskette aus RHS — LC-Gliedern. Diese Abbildung zeigt eine
Abhingigkeitskette aus RHS — LC-Gliedern, die ein Teil der transitiven Reduktion des Datenflussgra-
phen von vielen Einschritt- oder Mehrschrittverfahren ist. Dabei verwenden die LC-Operationen in dieser
Abhingigkeitskette auch weitere vorherige LC-Operationen oder RHS-Operationen als Argument. Diese
Abhingigkeiten werden jedoch durch die transitive Reduktion entfernt.
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Abbildung 6.6: Die Abhiingigkeiten zwischen den Systemkomponenten in einer RHS — LC-
Abhiingigkeitskette. Diese Abbildung zeigt, dass bei RHS — LC-Abhingigkeiten keine Abhingigkeiten
zwischen den Systemkomponenten auftreten, wihrend eben solche Abhédngigkeiten zwischen den System-
komponenten bei LC — RHS-Abhéngigkeiten vorhanden sind.
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Abbildung 6.7: Datenflussgraph eines vierstufigen RK-Verfahrens mit zwei unabhéngigen Stufen.
Diese Abbildung zeigt die Beziehung zwischen den Stufen und der LC — RHS-Abhingigkeitskette fiir ein
vierstufigen RK-Verfahren, bei welchem die dritte und die vierte Stufe unabhéngig voneinander sind. Dabei
zeigt die Abbildung nur diejenigen Abhéngigkeiten, die nach einer transitiven Reduktion iibrig bleiben.
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Abbildung 6.8: Datenflussgraph eines PIRK-Verfahrens. Die Abbildung zeigt den Datenflussgraphen
eines PIRK-Verfahrens, das ein implizites RK-Verfahren mit drei Stufen als Basisverfahren verwendet, und
die daraus resultierende Abhingigkeitskette. Zudem zeigt die Abbildung wieder nur diejenigen Abhéngig-

keiten, die nach einer transitiven Reduktion iibrig bleiben.
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7 Grundkonzepte unserer Implementierungen

7.1 Motivation

Mit diesem kurzen Einschubkapitel werden wir einige sehr wichtige Grundkonzepte, also die
Grundkonzepte der abstrakten Kernels, der permanenten Vektoren und der ausfiihrbaren Objek-
te, hervorheben und vorstellen. Diese Grundkonzepte werden wir in dieser Arbeit iiber samtli-
che Implementierungsvarianten, also der Basisimplementierung und den Implementierungsva-
rianten mit Kernelfusion und Tiling, hinweg verwenden.

7.2 Abstrakte Kernels

Fiir unsere Implementierungen definieren wir zunéchst das Konzept des abstrakten Kernels.
Dies ist eine parallele Subroutine, die eine Aufgabe bestehend aus parallelen Blocken abarbei-
tet. In einem abstrakten Kernel ldsst sich jeder Block weiterhin in eine Vielzahl von Rechen-
operationen unterteilen, die untereinander einen hohen Grad an Parallelitédt und oft sogar an
Lokalitdt besitzen. Beides kann die Implementierung eines abstrakten Kernels fiir die bessere
Auslastung ihrer Rechenwerke ausnutzen. Fiir seine Abarbeitung weist ein abstraktes Kernel
seine parallelen Blocke den Kernen des Rechners zu. Da es bei einem abstrakten Kernel in der
Regel mehr parallele Blocke gibt, als der Rechner gleichzeitig bearbeiten kann, diirfen zwi-
schen den parallelen Blocken des Kernels keine Abhingigkeiten bestehen, da dies ansonsten
zu einem Deadlock in dem abstrakten Kernel fithren wiirde. Die Zuweisung zwischen paral-
lelen Blocken und Rechenkernen kann bei einem abstrakten Kernel per n : 1 oder auch per
n : m Mapping geschehen. Somit wird bei einem n : 1 Mapping jeder Block jeweils nur von
einem Rechenkern abgearbeitet. Dahingegen kooperieren bei einem n : m Mapping an einem
Block beziehungsweise an einer Aufgabe jeweils m Rechenkerne, wodurch eine zusétzliche
Synchronisation zwischen den Rechenkernen erforderlich ist. Bei der Basisimplementierung
berechnet ein abstraktes Kernel zunédchst nur jeweils eine Vektorgrundoperation. Bei den spi-
teren Varianten mit Fusion oder Tiling berechnet ein abstraktes Kernel jedoch jeweils mehrere
Vektorgrundoperationen.

Fiir unsere GPU-Implementierungen bilden wir im Folgenden immer jedes abstrakte Kernel auf
jeweils ein GPU-Kernel ab. Falls das abstrakte Kernel ein n : 1 Mapping zwischen parallelen
Blocken und Rechenkernen besitzt, lassen wir jeweils einen parallelen Block durch eine Work-
group abarbeiten, wohingegen wir bei einem n : m Mapping einen parallelen Block durch m
Workgroups abarbeiten lassen.

Fiir CPU-Implementierungen bilden wir ein abstraktes Kernel auf ein paralleles Schleifennest
ab, das wir als CPU-Kernel bezeichnen. Die duflerste Schleife in diesem CPU-Kernel ist immer
eine parallele Schleife, die tiber die Blocke des Kernels iteriert. Die Zuteilung der Blocke auf
die CPU-Kerne kann dynamisch oder statisch erfolgen. In unserer Implementierung verwenden
wir immer eine dynamische Zuweisung tiber das Inkrementieren eines atomaren Zihlers.

7.3 Permanente Vektoren

Wir bezeichnen im Folgenden einen Vektor der Systemgrofe, mit Hilfe dem wir das Ergebnis
einer (RHS | LC | MAP)-Operation zwischen zwei Kernels transferieren, als einen permanenten
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Vektor. In der Basisimplementierung muss jede (RHS | LC | MAP)-Operation ihr Ergebnis im-
mer in einem solchen permanenten Vektor abspeichern. Bei den spiteren Varianten mit Fusion
oder mit Tiling miissen nicht mehr die Ergebnisse von allen (RHS | LC | MAP)-Operationen
zwischen den Kernels transferiert werden. Falls bei diesen Varianten ein solcher Transfer nicht
mehr notig ist, muss eine (RHS | LC | MAP)-Operation ihr Ergebnis auch nicht mehr in ei-
nem solchen permanenten Vektor abspeichern. Da wir in dieser Arbeit primir Systemgrofien
betrachten, welche deutlich groBer als der On-Chip-Speicher des Prozessors sind, findet der
Datentransfer zwischen zwei Kernels durch einen permanenten Vektor auch nicht tiber den On-
Chip-Speicher des Prozessors, sondern iiber dessen DRAM statt.

Deswegen verwenden wir in der folgenden Arbeit fiir unsere Implementierungen fiir x64-
CPUs, auf welchen wir auch unsere experimentellen Untersuchungen durchfithren werden,
fiir das Schreiben in permanente Vektoren die Non-Temporal-Store-Instruktionen, um so den
Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches der x64-CPU zu vermeiden. Um diese Non-
Temporal-Store-Instruktionen in den Pseudocode fiir unsere CPU-Implementierungen in den
folgenden Kapiteln einzubauen, verwenden wir im Folgenden den <- Operator. Dahingegen
verwenden wir fiir regulédre Store-Instruktionen, das heiflt Store-Instruktionen, die von den Ca-
ches iiber die Write-Allocate- und Fetch-On-Write-Policy abgewickelt werden, den = Operator.
Letztlich gilt anzumerken, dass die Non-Temporal-Store-Instruktionen nur bei grolen Problem-
groBen lohnenswert sind, fiir welche die CPU nur wenig Daten zwischen zwei aufeinander-
folgenden Kernels iiber ihre Caches wiederverwenden kann. Dahingegen sind Non-Temporal-
Store-Instruktionen bei kleinen Problemgroflen kontraproduktiv, da sie diejenigen Daten, die
die CPU potentiell iiber ihre Caches transferieren konnte, in den DRAM schreiben, so dass
die CPU sie von dort erst wieder in ihre Caches laden muss. Dementsprechend sind bei klei-
nen Problemgrofen regulédre Store-Instruktionen besser geeignet, um Vektorkomponenten in
permanente Vektoren zuriickzuschreiben.

7.4 Ausfiihrbare Objekte

In unserem Ansatz sind nur die Kernel, die Schrittweitenkontrolle und die Konstantengenerie-
rung direkt ausfiihrbar. Deshalb abstrahieren wir jeweils ein Kernel, eine Schrittweitenkontrolle
oder eine Konstantengenerierung als ein ausfiihrbares Objekt. Dahingegen sind die Vektorgrun-
doperationen nicht oder nur indirekt ausfiihrbar, indem wir sie iiber ein Kernel berechnen lassen.
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8 Basisimplementierung

8.1 Motivation

Da es fiir das Losen von Anfangswertproblemen sehr aufwendig ist, fiir jede Kombination von
ODE-Verfahren, Anfangswertproblem und Zielarchitektur von Hand eine optimierte Implemen-
tierungsvariante zu generieren, ist eine automatische Generierung von optimierten Implemen-
tierungsvarianten von ODE-Verfahren zum Losen von Anfangswertproblemen vorteilhaft. Als
einen Ausgangspunkt fiir die Lokalitdtsoptimierungen in den folgenden Kapiteln stellen wir
zuerst eine Basisimplementierung vor, die sich sehr stark an der Datenflussgraphreprisentati-
on von ODE-Verfahren orientiert. Dadurch ldsst sich die Basisimplementierung fiir ein ODE-
Verfahren auch leicht aus dessen Datenflussgraphen erzeugen.

8.2 Theorie

Unsere Basisimplementierung fiihrt fiir jeden Zeitschritt die Grundoperationen im Datenfluss-
graphen nacheinander gemif ihrer topologischen Ordnung aus. Dabei gilt fiir die Ausfithrung
der verschiedenen Grundoperationen Folgendes:

* Konstantengenerierung und Schrittweitenkontrolle: Da die Konstantengenerierung
und die Schrittweitenkontrolle im Gegensatz zu den Vektorgrundoperationen nur wenig
Speicherzugriffe sowie Berechnungen durchfiihren, und zudem nur schlecht parallelisier-
bar sind, bieten sie kaum Potential fiir Optimierungen. Aus diesem Grund ist eine Paral-
lelisierung oder eine Auslagerung dieser beiden Grundoperationen auf parallele Kopro-
zessoren nur wenig sinnvoll, weshalb sie in unserer Arbeit nur sequentiell von der CPU
berechnet werden. Wegen ihres geringen Anteils an der Gesamtlaufzeit vernachldssigen
wir diese beiden Grundoperationen in der folgenden Arbeit weitestgehend.

* Vektorgrundoperationen: Da die Vektorgrundoperationen einen absoluten Grof3teil al-
ler Berechnungen eines ODE-Verfahrens durchfiihren, dabei viele Daten aus dem DRAM
laden sowie viele Daten in den DRAM schreiben, und zudem einen hohen Grad an Sy-
stemparallelitit besitzen, bietet es sich an, diese nicht nur von der CPU, sondern auch
von parallelen Koprozessoren wie GPUs oder FPGAs berechnen zu lassen. Innerhalb
einer Vektorgrundoperation kann die Basisimplementierung die Systemparallelitit aus-
nutzen, um alle Kerne beziechungsweise alle Rechenwerke des Zielrechners auszulas-
ten. Deshalb liegt es fiir die Basisimplementierung nahe, jede Vektoroperation durch ein
abstraktes Kernel zu implementieren. Somit erzeugt die Basisimplementierung fiir je-
de RHS-Operationen ein RHS-Kernel, fiir jede LC-Operationen ein LC-Kernel, fiir jede
MAP-Operationen ein MAP-Kernel und fiir jede RED-Operationen ein RED-Kernel. Da-
bei kann die Basisimplementierung auf einem konkreten Zielsystem Implementierungen
fur diese Kernels verwenden, die speziell fiir die Architektur des Zielsystems optimiert
sind. Falls ein Zielsystem einen zusitzlichen Grad von Parallelitit benotigt, kann die Ba-
sisimplementierung prinzipiell die Kernels von voneinander unabhingigen Vektorgrund-
operationen vom Zielsystem parallel zueinander berechnen lassen, um so die Methoden-
parallelitit des ODE-Verfahrens auszunutzen. Da wir in dieser Arbeit nur grofe Systeme
mit geniigend Systemparallelitiit betrachten, integrierten wir diese einfache Optimierung
nicht mehr in unsere Basisimplementierung.

Seite 98 / 343



8.3. BASISIMPLEMENTIERUNG AUF GPUS

8.3 Basisimplementierung auf GPUs

8.3.1 Implementierung

Wenn unsere Basisimplementierung eine GPU als Zielarchitektur verwenden soll, so startet sie
fiir jedes abstrakte Kernel beziehungsweise fiir jede Vektorgrundoperation ein spezialisiertes
GPU-Kernel. Dabei besitzen diese GPU-Kernels, deren schematischer Pseudocode in Abbil-
dung 8.1 gezeigt wird, folgende Struktur:

¢ RHS-Kernel: Leider ist es nicht moglich, allgemein ein effizientes RHS-Kernel fiir ein
beliebiges Anfangswertproblem mit einer beliebigen RHS-Funktion fiir GPUs zu imple-
mentieren. Allerdings implementieren wir zwei einfache Optimierungen, wie das RHS-
Kernel dennoch auf die Struktur des zu 16senden Anfangswertproblems eingehen kann:

— Unterschiedliche Mappings zwischen Workitems und Vektorkomponenten:
Hier erlaubt unsere Basisimplementierung ein 1:1, 2:1 oder 4:1 Mapping zwischen
Vektorkomponenten und Workitems. Dementsprechend benotigt unsere Basisim-
plementierung fiir jedes Mapping eine spezialisierte Implementierung der RHS-
Funktion, die bei einem Aufruf 1, 2 oder 4 Komponenten berechnet. Je nach An-
fangswertproblem und Genauigkeit kann ein 1:1, 2:1 oder 4:1 Mapping zwischen
Vektorkomponenten und Workitems auf Grund von besserem Coalescing, effizi-
enterer Vektorisierung, der Vermeidung von redundanten Berechnungen und mehr
Register-Blocking performanter sein.

— Unterschiedliche Dimensionen fiir das Kernel: Je nach der rdumlichen Struktur
des zu l6senden Anfangswertproblems kann ein 1D-, 2D- oder 3D-Kernel mehr
Daten tiber die Caches der GPU wiederverwenden.

Beispielhaft realisierten wir fiir das BRUSS2D-Testproblem und das NBODY-
Testproblem, die wir in dieser Arbeit experimentell untersuchen werden, folgende Kernel
fiir die Basisimplementierung:

— BRUSS2D-Kernel: Fiir unser BRUSS2D-Testproblem (siehe Abschnitt 5.2) ver-
wendet unsere Basisimplementierung wegen dessen zweidimensionaler Struk-
tur immer ein 2D-GPU-Kernel, um so die Lokalitdt der Speicherzugriffe von
BRUSS2D zu erhohen. Zudem verwendet das BRUSS2D-Kernel ein 4:1 Mapping
zwischen Vektorkomponenten und Workitems fiir die einfache Gleitkommagenau-
igkeit, wodurch ein Workitem mit einem globalen Index von (x, y) im Iterations-
raum des 2D-Kernels die beiden Gitterzellen mit den Koordinaten (2 - z, y) und
(2-xz+1, y) auswertet, und ein 2:1 Mapping fiir die doppelte Gleitkommagenauig-
keit, wodurch ein Workitem die Gitterzelle mit den Koordinaten (z, y) auswertet.
Im BRUSS2D-Kernel erlaubt ein solches 2:1 Mapping bei doppelter Gleitkomma-
genauigkeit beziehungsweise ein solches 4:1 Mapping bei einfacher Gleitkomma-
genauigkeit jeweils, verglichen mit einem 1:1 Mapping, die Verwendung von 16-
Byte-Gather- und 16-Byte-Scatter-Instruktionen mit nahezu perfektem Coalescing
und eine effizientere Vektorisierung. Zudem vermeidet ein 2:1 oder ein 4:1 Map-
ping, dass das RHS-Kernel diejenigen Berechnungen, die sich die beiden Kompo-
nenten einer Gitterzelle teilen, redundanterweise mehrmals durchfiihren muss.
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— NBODY-Kernel: Fiir unser NBODY-Testproblem (siche Abschnitt 5.3) verwen-
det unsere Basisimplementierung ein 1D-Kernel und ein 4:1 Mapping zwischen
Vektorkomponenten und Workitems. Wegen der im Abschnitt 5.3 beschriebenen
Speicheranordnung des NBODY-Testproblems berechnet bei dem verwendeten 4:1
Mapping die erste Hilfte der Workitems die Beschleunigungen der Partikel und
die zweite Hilfte der Workitems die Positionsdnderungen der Partikel. Theoretisch
konnte man ein solches NBODY-Kernel deutlich weiter optimieren, zum Beispiel,
indem man das dritte Newtonsche Gesetz ausnutzt, um die Anzahl an Berechnun-
gen des Kernels zu halbieren. Weitere Optimierungen des NBODY-Kernels sind
jedoch kein Ziel dieser Arbeit, weshalb wir sie hier nicht durchfiihren werden.

¢ (LC | MAP)-Kernel: Fiir (LC | MAP)-Operationen verwendet unsere Basisimplemen-
tierung immer ein 1D-Kernel. Falls fiir das Losen des Anfangswertproblems die einfa-
che Gleitkommagenauigkeit verwendet werden soll, verwendet ein (LC | MAP)-Kernel
ein 4:1 Mapping zwischen Vektorkomponenten und Workitems, wodurch fiir das (LC |
MAP)-Kernel ein Workitem mit einem globalen Index von (z) im Iterationsraum des Ker-
nels die vier aufeinanderfolgenden Vektorkomponenten der entsprechenden (LC | MAP)-
Operation mit den Indexen (4 - ), (4-x + 1), (4 - + 2) und (4 - = 4 3) berechnet. Falls
fiir das Losen des Anfangswertproblems die doppelte Gleitkommagenauigkeit verwen-
det werden soll, dann verwenden ein (LC | MAP)-Kernel ein 2:1 Mapping, wodurch ein
Workitem mit einem globalen Index von (x) die zwei aufeinanderfolgenden Vektorkom-
ponenten mit den Indexen (2 - x) und (2 - x 4 1) berechnet. Fiir beide Gleitkommagenau-
igkeiten ermoglicht dieses Mapping ein perfektes Coalescing der Speicherzugriffe und
die Verwendung von effizienten 16-Byte-Gather- und 16-Byte-Scatter-Instruktionen.

¢ RED-Kernel: Ein RED-Kernel verwendet analog zu einem (LC | MAP)-Kernel eben-
falls ein 4:1 Mapping zwischen Vektorkomponenten und Workitems fiir die einfache
Gleitkommagenauigkeit und ein 2:1 Mapping fiir doppelte Gleitkommagenauigkeit. Bei
diesem Kernel reduziert ein Workitem mit einem globalen Index von (z) je nach Gleit-
kommagenauigkeit die vier aufeinanderfolgenden Vektorkomponenten (4 - x), (4-z + 1),
(4 -z + 2)und (4 - z + 3) beziehungsweise die zwei aufeinanderfolgenden Vektor-
komponenten (2 - x) und (2 -  + 1) zu einem einzigen Wert. Dann fiihrt das Kernel
eine Workgroup-weite Reduktion durch. Abschliefend fiihrt jede Workgroup mit dem
Ergebnis der Workgroup-weiten Reduktion nur eine einzige atomare Operation auf eine
atomare Variable im Heap-Speicher der GPU aus. Mit Hilfe der zuvor durchgefiihrten
Workgroup-weiten Reduktion verringert das RED-Kernel den Druck auf diese atomare
Variable. Letztlich gilt anzumerken, dass man dieses RED-Kernel noch deutlich weiter
optimieren konnte, indem man zum Beispiel jedem Workitem mehrere Blocke von Kom-
ponenten zuweist. Da bei ODE-Verfahren das RED-Kernel nur einen kleinen Bruchteil
der Gesamtlaufzeit ausmacht, werden wir in dieser Arbeit diese weiteren Optimierungen
nicht mehr durchfiihren.

Wir realisierten die Kernel der Basisimplementierung in CUDA-C beziehungsweise OpenCL-
C. In diesen Kernels versehen wir die Zeiger auf samtliche Kernelargumente mit dem Schliis-
selwort restrict (siehe zum Beispiel [T9] oder [T25]). Dadurch muss der verwendete GPU-
Compiler kein Aliasing zwischen den Kernelargumenten annehmen, wodurch er die Speicher-
zugriffe auf diese Kernelargumente stirker optimieren kann.
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1D-RHS-Kernel

in: double2x y;
out: double2x F;

code:
parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg
int i = global_index_x(wi);
F[i] = RHS(y, i);

2D-RHS-Kernel

in: double2x y;
out: double2* F;

code:
parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg

int i_x = global_index_x(wi);
int i_y = global_index_y(wi);
Fli_y » xmax + i_x] = RHS(y, i_x, 1i_vy);
LC-Kernel
in: double2* y_k, F_1, F_2, ...;

out: double2* y_kn;

code:
parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg

int i = global_index_x(wi);
v_kn[i] = vy_k[i] + a_ 1 = F_1[1i] + a_2 %= F_2[1] + ...;
RED-Kernel

in: double2x E;
inout: doublex epsilon_global;

code:
parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg
int i = global_index_x(wi);
double eps_wg = workgroup_reduce(E[1]);
if(local_index_x(wi) == 0)
atomic_max (epsilon_global, eps_wg);

Abbildung 8.1: Pseudocode der GPU-Kernel der Basisimplementierung.
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8.3.2 Experimente
8.3.2.1 Aufbau und Durchfiihrung der Experimente

Als Nichstes werden wir die Kernel der Basisimplementierung fiir GPUs experimentell per
Laufzeitmessungen und Profiling untersuchen. Die Basisimplementierungen von konkreten
ODE-Verfahren werden wir dagegen erst im 9. Kapitel der Kernelfusion néher untersuchen,
um sie dort mit den per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten zu vergleichen.

Als Test-GPU wihlten wir eine Geforce Volta Titan (Volta), deren technische Daten von Ta-
belle 13.2 und Tabelle 13.5 gezeigt werden. Als GPU-API verwendeten wir CUDA. Zusitzlich
fiihrten wir sdmtliche Messungen fiir die Kernel der Basisimplementierung mit der doppelten
Gleitkommagenauigkeit durch. Fiir die zu untersuchenden LC-Kernels wihlten wir die Line-
arkombinationen von 2 Vektoren (LC-2) bis 7 Vektoren (LC-7) mit einer Problemgrofie von
17301 504 Komponenten. Die selbige Problemgroe wihlten wir auch fiir unser RED-Kernel.
Zudem untersuchten wir, als Beispiel fiir ein diinnbesetztes Anfangswertproblem, das RHS-
Kernel fiir unser Testproblem BRUSS2D mit einer Problemgrofie von 4 224 x 2 048 Gitterzel-
len, welche in ebenfalls 17301 504 Komponenten resultieren. Als Beispiel fiir ein dichtbesetz-
tes Anfangswertproblem mit einer hohen arithmetischen Intensitit evaluierten wir das RHS-
Kernel fiir unser NBODY-Testproblem mit einer Problemgrofle von 345 856 Partikeln, welche
nur 2075 136 Komponenten entsprechen. Wir wihlten diese kleinere Problemgrofie fiir das
NBODY-Testproblem, da das Profiling von dessen Kernel in CUDA ansonsten mehrere Tage
gedauert hitte. Fiir all diese Kernels maflen wir neben der Laufzeit die Auslastung der DRAM-
Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vbram), die Cache-Effizienz (Ecache ), die Auslastung
der DP-Rechenwerke (Upp), die Auslastung der IPC (Uipc) und die Anzahl an herausgegebenen
Instruktionen (INS) per Profiling. Dabei beschreiben das DRAM-Volumen, wie viele Daten fiir
ein Kernel zwischen GPU und DRAM transferiert werden, und die Cache-Effizienz, wie effi-
zient die Caches der GPU das DRAM-Volumen unter der Annahme, dass keine Datenwieder-
verwendung zwischen unterschiedlichen Kernels auftritt, reduzieren konnen. Eine ausgiebige
Beschreibung dieser Metriken wird im Abschnitt 13.4 gegeben. Die Ergebnisse der so durchge-
fiihrten Messungen werden von der Tabelle 8.1 gezeigt.

8.3.2.2 Diskussion der Messergebnisse

Fiir das NBODY-Kernel zeigen die Messergebnisse, dass auf Volta die Auslastung der DP-
Rechenwerke mit 81.7 % sehr hoch und die Auslastung der DRAM-Bandbreite mit 0.3 % sehr
niedrig ist. Dadurch ist auf Volta das NBODY-Kernel stark durch die von ihm durchgefiihrten
Berechnungen gebunden. Ebenso dominiert das NBODY-Kernel wegen seiner quadratischen
Komplexitit die Laufzeit der LC-Kernel und RED-Kernel (1 049.12 ms gegeniiber 0.21 ms bis
1.85 ms), und dies, obwohl wir fiir das NBODY-Kernel eine deutlich kleinere Problemgrofie
wihlten. Aus diesem Grund ist auf Volta fiir das NBODY-Testproblem auch die gesamte Ba-
sisimplementierung eines jeden ODE-Verfahrens stark durch die von ihm durchgefiihrten Be-
rechnungen gebunden. Analoges gilt auch fiir jedes andere dichtbesetzte Anfangswertproblem
mit einer hohen arithmetischen Intensitét. Folglich kann man fiir solche dichtbesetzten An-
fangswertprobleme mit einer hohen arithmetischen Intensitét fiir alle ODE-Verfahren unter Ver-
wendung der Basisimplementierung bereits ohne zusétzliche Lokalidtsoptimierungen eine gute
Performance erzielen. Ebenso zeigen die Messergebnisse, dass auf Volta die Cache-Effizienz
mit circa 0.4 % fiir das NBODY-Problem sehr niedrig ist. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass
fiir das NBODY-Problem bei der gewihlten Systemgrofe ein Systemzustand 16.6 MB grof3 ist,
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Kernel Laufzeit | Upram | Vbram Eeache Upp Utpc INS
in[ms] | in[%] | in[GB] | in[%] | in[%] | in[%] | in [10°]
BRUSS2D 0.48 92.1 0.28 994 9.3 8.5 15
NBODY 1049.12 0.3 2.42 0.4 81.7 55.2 | 192520
LC-2 0.68 94.2 0.42 99.6 1.5 1.8 5
LC-3 0.89 95.8 0.55 99.3 1.5 1.7 6
LC-4 1.14 94.5 0.69 100.1 1.8 1.6 7
LC-5 1.37 934 0.83 99.5 1.9 1.5 8
LC-6 1.61 92.2 0.97 99.6 1.9 1.4 9
LC-7 1.85 91.1 1.11 99.8 2.0 1.1 10
RED 0.21 98.6 0.14 99.5 8.0 16.1 13

Tabelle 8.1: Laufzeitmessung und Profiling der GPU-Kernel der Basisimplementierung. Diese Tabel-
le zeigt die Laufzeit, die Auslastung der DRAM-Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), die
Cache-Effizienz (Fcyche ), die Auslastung der DP-Rechenwerke (Upp), die Auslastung der IPC (Urpc) und
die Anzahl an herausgegebenen Instruktionen (INS) des jeweiligen Kernels. Eine detaillierte Beschreibun-
gen dieser Metriken wird in Abschnitt 13.4 gegeben. Diese Messungen wurden auf Volta durchgefiihrt.

wihrend der L2-Cache von Volta nur 6 MiB grof} ist. Dadurch kann Volta nicht den gesamten
Systemzustand des NBODY-Problems in ihrem L2-Cache abspeichern. Da fiir die Berechnung
der Partikelinteraktionen jeder Thread einmal iiber sdmtliche Partikel iterieren muss, muss Vol-
ta den Zustand jedes Partikels mehrmals aus dem DRAM laden, wodurch sich wiederum die
niedrige Cache-Effizienz ergibt.

Dahingegen liegt auf Volta fiir alle LC-Kernel, das RED-Kernel, und das BRUSS2D-Kernel
die Auslastung der DRAM-Bandbreite zwischen 91.1 % und 98.6 % sowie die Auslastung
der DP-Einheiten zwischen 2.0 % und 9.3 %. Folglich sind im Falle eines diinnbesetzten An-
fangswertproblems mit einer niedrigen arithmetischen Intensitit, wie bei unserem BRUSS2D-
Testproblem, auf Volta alle Kernel sehr stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Da bei
den fiir diese Arbeit relevanten Problemgrofien ein Vektor deutlich groBer als die Caches der
GPU ist (fiir diese Untersuchung wurde beispielhaft eine VektorgroBie von 132 MiByte gewihlt,
wihrend der L2-Cache von Volta nur 6 MiByte grof ist), gibt es auch kaum Datenwieder-
verwendung, wenn zwei nacheinander ausgefiihrte Kernels auf denselben permanenten Vektor
zugreifen. Dadurch bleibt in diesem Fall auch das als zweites ausgefiihrte Kernel durch die
DRAM-Bandbreite gebunden. Aus diesem Grund ist auf GPUs das Losen eines diinnbesetzten
Anfangswertproblems mit einer niedrigen arithmetischen Intensitédt durch die Basisimplemen-
tierung fiir alle ODE-Verfahren ebenfalls durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Somit ist es
fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer niedrigen arithmetischen Intensitét vielver-
sprechend, die Basisimplementierung durch Lokalitidtsoptimierungen zu verbessern. Allerdings
zeigt auf Volta die Cache-Effizienz von nahezu 100 % auch, dass das Caching innerhalb jeder
dieser Kernels das DRAM-Volumen beinahe auf das Datenvolumen reduziert.
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8.4 Basisimplementierung auf CPUs

8.4.1 Implementierung

In unserer Basisimplementierung fiir CPUs tibersetzen wir jedes abstrakte Kernel in ein paral-
leles Schleifennest, welches wir im Folgenden als CPU-Kernel bezeichnen. Ein solches CPU-
Kernel besteht aus einer parallelen dufleren Schleife, die iiber die Blocke des Kernels iteriert,
und aus einer inneren Schleifenstruktur, die von der Grundoperation des Kernels abhingig ist.
Da wir diese CPU-Kernel der Basisimplementierung nicht allgemein fiir eine beliebige CPU-
Architektur optimieren konnen, iiberlegen wir uns im Folgenden nur, wie wir diese CPU-Kernel
fiir moderne x64-Server-CPUs, wie sie zum Beispiel im Abschnitt 3.14 und von den Wer-
ken [T22], [T23] und [W15] beschrieben werden, optimieren konnen. Dabei beriicksichtigen
wir insbesondere die Vektorisierung, und wie sich mit Non-Temporal-Store-Instruktionen der
Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches vermeiden lédsst. Allerdings lassen sich ana-
loge Uberlegungen auch verwenden, um die CPU-Kernels der Basisimplementierung fiir andere
CPU-Architekturen zu optimieren. Fiir unsere CPU-Kernels der Basisimplementierung neh-
men wir wieder groe SystemgroBen fiir die zu 16senden Anfangswertprobleme an, wodurch
es keine oder nur sehr wenig Datenwiederverwendung zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Kernels gibt. Dadurch miissen die Kernels, um den Fetch-on-Write-Overhead des Last-Level-
Caches der CPU zu vermeiden, Non-Temporal-Store-Instruktionen fiir das Zuriickschreiben
von Vektorkomponenten in die permanenten Vektoren verwenden. Die innere Schleifenstruktur
der CPU-Kernels der Basisimplementierung realisieren wir wie folgt (sieche Abbildung 8.2 fiir
einen Pseudocode der CPU-Kernels):

* RHS-Kernel: Fiir ein RHS-Kernel unterstiitzen wir zwei unterschiedliche Implementie-
rungen der RHS-Funktion, die jeweils ein CPU-Kernel mit einer anderen inneren Schlei-
fenstruktur benotigen:

— Eval-Comp-Funktion: Ein Aufruf der Eval-Comp-Funktion wertet die RHS-
Funktion fiir eine einzige gegebene Komponente aus. Folglich benétigt ein CPU-
Kernel fiir die Eval-Comp-Funktion eine innere Schleife, die iiber die Komponen-
ten des entsprechenden Blocks mit einem Stride von Eins iteriert. Dabei kann der
Compiler leicht den Korper der Eval-Comp-Funktion per Inline-Ersetzung in diese
innere Schleife einbauen und zudem diese innere Schleife abrollen. Jedoch kann
die innere Struktur der Eval-Comp-Funktion verhindern, dass der Compiler nach
der Inline-Ersetzung iiber aufeinanderfolgende Iterationen der inneren Schleife des
RHS-Kernels vektorisieren kann. Zuletzt fithrt die komponentenweise Auswertung
der RHS-Funktion bei vielen Problemen redundante Berechnungen durch, wie zum
Beispiel die Randbehandlung, welche der Compiler nur unter Umstinden erken-
nen und entfernen kann. Ein RHS-Kernel mit der Eval-Comp-Funktion verwendet
fir das Zuriickschreiben seines Ergebnisses in seinen permanenten Vektor Non-
Temporal-Store-Instruktionen.

— Eval-Range-Funktion: Ein Aufruf der Eval-Range-Funktion wertet die RHS-
Funktion fiir eine Anzahl von gegebenen aufeinanderfolgenden Komponenten aus.
Dabei iteriert die Eval-Range-Funktion mit einer inneren Schleifenstruktur tiber die
auszuwertenden Komponenten. Diese innere Schleifenstruktur kann jedoch auf das
entsprechende Anfangswertproblem auf eine Weise zugeschnitten werden, so dass
der Compiler sie leicht vektorisieren und abrollen kann. Alternativ kann die innere
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Schleifenstruktur dem Compiler ihre Vektorisierung iiber Intrinsics bereits vorge-
ben. Zusitzlich kann die innere Schleifenstruktur der Eval-Range-Funktion beina-
he alle redundanten Berechnungen der Eval-Comp-Funktion vermeiden. Folglich
muss bei dieser Implementierung das RHS-Kernel fiir jeden seiner Blocke nur ein-
mal die Eval-Range-Funktion aufrufen. Da die Eval-Range-Funktion ihr Ergebnis
bereits direkt in einem permanenten Vektor abspeichert, muss eine Implementie-
rung einer Eval-Range-Funktion eigenverantwortlich zur Vermeidung des Fetch-
on-Write-Overheads auf Non-Temporal-Store-Instruktionen zuriickgreifen.

¢ (LC | MAP)-Kernel: Bei einem (LC | MAP)-Kernel iteriert die innere Schleife iiber
die Komponenten des entsprechenden Blocks mit einem Stride von Eins und berechnet
die Linearkombination fiir den entsprechenden Vektorkomponenten oder ruft die MAP-
Funktion fiir den entsprechenden Vektorkomponenten auf. Dadurch kann der Compi-
ler die innere Schleife leicht per Loop-Unrolling oder Vektorisierung (siehe zum Bei-
spiel [T26]) optimieren. Zusétzlich verwendet auch ein (LC | MAP)-Kernel fiir das Zu-
riickschreiben seines Ergebnisses in seinen permanenten Vektor Non-Temporal-Store-
Instruktionen.

¢ RED-Kernel: In einem RED-Kernel fiihrt ein jeder Thread zunéchst eine partielle lineare
Reduktion der Komponenten seiner Blocke aus, indem er iiber die Komponenten seiner
Blocke mit einem Stride von Eins iteriert. Nachdem die Threads iiber alle Blocke iteriert
haben, werden die Zwischenergebnisse aller Threads noch einmal zum Endergebnis der
Reduktion zusammengefiihrt. Wihrend die Gleitkomma-Arithmetik es einem Compiler
prinzipiell erlaubt, eine lineare Minimums- oder Maximums-Reduktion zu vektorisieren,
so erlaubt sie es dem Compiler wegen potentiellen Rundungsfehlern jedoch nicht, eine
lineare Additionsreduktion zu vektorisieren. Wihrend wir das RED-Kernel unserer Basi-
simplementierung fiir CPUs noch weiter optimieren konnten, so verzichten wir in dieser
Arbeit wieder darauf, da RED-Operationen typischerweise nur einen sehr kleinen Anteil
zu der Gesamtlaufzeit fiir die Losung eines Anfangswertproblems beitragen.

Wir implementierten die Kernel der Basisimplementierung in der Programmiersprache C. In
dem Quelltext der Kernels realisierten wir die Non-Temporal-Store-Instruktionen je nach Ziel-
system iiber AVX2-Intrinsics oder AVX-512-Intrinsics, wie sie in [T23] beschrieben werden.
Zusitzlich versahen wir wieder die Zeiger auf sdmtliche Kernelargumente mit dem Schliissel-
wort restrict, damit der verwendete C-Compiler potentielles Aliasing zwischen den Ker-
nelargumenten ausschlieBen und dadurch wiederum die Zugriffe auf diese stdrker optimieren
kann (siehe zum Beispiel [W16] fiir eine Behandlung dieser Thematik).

Seite 105 /343



KAPITEL 8. BASISIMPLEMENTIERUNG

RHS-Eval-Comp-Kernel

in: doublex y;
out: doublex F;

code:
parallel for each block b
for each component i in b
F[i] <= RHS_Eval_Comp(y, 1);

RHS-Eval-Range-Kernel

in: doublex vy;
out: doublex F;

code:
parallel for each block b
RHS_Eval_Range (F, vy, b, 1lblock);

LC-Kernel

in: doublex y_k, F_1, F_2, ...;
out: doublex y_kn;

code:
parallel for each block b
for each component i1 in b
v _kn[i] <= vy _k[i1] + a1 * F_1[1i] + a_2 » F_2[1i] + ...;

RED-Kernel

in: double2x E;
inout: doublex epsilon_global;

code:
double epsilon_local = DOUBLE_MIN;
parallel for each block b
for each component 1 in b
epsilon_local = max(E[i], epsilon_local);
atomic_max (epsilon_global, epsilon_local);

Abbildung 8.2: Pseudocode der CPU-Kernel der Basisimplementierung. Hierbei symbolisiert der Ope-
rator <— Non-Temporal-Store-Instruktionen, durch welche Vektorkomponenten direkt in den DRAM ge-
schrieben werden.
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8.4.2 Experimente
8.4.2.1 Aufbau und Durchfiihrung der Experimente

Als Nichstes werden wir wieder die Kernel der Basisimplementierung fiir CPUs und mit der
doppelten Gleitkommagenauigkeit per Laufzeitmessungen und Profiling untersuchen. Dagegen
werden wir die Basisimplementierungen von konkreten ODE-Verfahren erst im 9. Kapitel der
Kernelfusion nidher auf CPUs untersuchen, um sie dort mit den per Kernelfusion generierten
Implementierungsvarianten zu vergleichen.

Fir die experimentelle Untersuchung der Kernel der Basisimplementierung wihlten wir
als Test-CPU einen Intel Core 19-9980XE CPU (Skylake), deren technische Daten im Ab-
schnitt 13.6 gezeigt werden. Wir kombinierten diese Skylake-CPU fiir unsere Messungen
mit 4 x 16GiB-DDR4-PC17000-Modulen, wodurch sich eine Burst-DRAM-Bandbreite von
68 GB/s ergibt. Als C-Compiler fiir die Kernel der Basisimplementierung verwendeten wir
den ICC-Compiler von Intel [W17], da dieser sehr gut optimierten Maschinencode fiir Intel-
Architekturen erzeugt. Als Compiler-Optionen verwendeten wir die Optimierungsstufe —03
sowie die beiden Hinweise, spezifisch Maschinencode fiir die Skylake-Architektur zu erzeu-
gen (-march=skylake-avx512) und zusitzlich eine 512-Bit-Vektorisierung zu bevorzu-
gen (—gopt—-zmm-usage=high). Zudem stellten wir durch Assembly-Analyse sicher, dass
der Intel-Compiler sdmtliche Kernel erfolgreich vektorisierte. Damit die Experimente fiir die
Basisimplementierung auf GPUs und CPUs miteinander vergleichbar sind, fithrten wir die
CPU-Experimente auf Skylake wiederum mit der doppelten Gleitkommagenauigkeit und mit
derselben Problemgrofie wie die GPU-Experimente durch. So evaluierten wir auf Skylake wie-
derum die LC-Kernel der Linearkombination von 2 Vektoren (LC-2) bis 7 Vektoren (LC-7) mit
einer Problemgrofie von 17 301 504 Komponenten und das RED-Kernel mit der selbigen Pro-
blemgroBe. Zudem wihlten wir auf Skylake wieder als Beispiel fiir das RHS-Kernel eines diinn-
besetzten Anfangswertproblem mit einer niedrigen arithmetischen Intensitit das RHS-Kernel
unseres Testproblems BRUSS2D mit einer Problemgrofle von 4 224 x 2 048 Gitterzellen, wel-
che ebenfalls in 17 301 504 Komponenten resultieren. Ebenso evaluierten wir auf Skylake wie-
der als Beispiel fiir ein dichtbesetztes Anfangswertproblem mit einer hohen arithmetischen In-
tensitdt das RHS-Kernel fiir unser Testproblem NBODY mit einer Problemgrofie von 345 856
Partikeln, welche nur 2 075 136 Komponenten entsprechen. Fiir all diese Kernels maflen wir ne-
ben der Laufzeit die Auslastung der DRAM-Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram),
die Cache-Effizienz (Fcache), die Ausnutzung der DP-Peak-Performance (Upp.peak), die Aus-
lastung der IPC (Upc) und die Anzahl an herausgegebenen Instruktionen (INS) per Profiling.
Diese Metriken werden im Abschnitt 13.4 noch einmal ausfiihrlich beschrieben. Die Ergebnisse
der so durchgefiihrten Messungen werden von der Tabelle 8.2 gezeigt.

8.4.2.2 Diskussion der Messergebnisse

Die Messergebnisse auf der Skylake-CPU zeigen ein sehr dhnliches Bild wie die Messergeb-
nisse auf der Volta-GPU:

So betrigt die Laufzeit des NBODY-Kernels 10573.1 ms, wihrend die Laufzeit der anderen
Kernels nur zwischen 2.5 und 22.0 ms betrigt. Dadurch dominiert das NBODY-Kernel auf
Skylake genauso wie auf Volta die Laufzeit aller anderen Kernel. Zusitzlich lastet das NBODY-
Kernel die Burst-DRAM-Bandbreite von Skylake nur zu 2 % aus, das heifit, es ist genauso wie
auf Volta nicht durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Allerdings nutzt das NBODY-Kernel
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Kernel Laufzeit | Upram | Vbram Eecache | Ubp-pEak Utpc INS
in[ms] | in[%] | in[GB] | in[%] | in[%] | in[%] | in [10°]
BRUSS2D 6.7 65.8 0.30 924 1.9 4.6 91
NBODY 10573.1 1.9 1.39 0.4 12.9 11.4 | 468601
LC-2 73 80.2 0.40 104.7 0.4 0.5 14
LC-3 12.2 69.4 0.57 96.0 0.4 0.5 17
LC-4 14.2 74.7 0.72 96.1 0.5 0.5 21
LC-5 16.5 76.8 0.86 96.4 0.6 0.5 23
LC-6 18.0 81.1 0.99 97.6 0.7 0.4 26
LC-7 22.0 77.8 1.15 96.3 0.7 0.4 28
RED 2.5 76.0 0.13 105.4 0.1 1.0 10

Tabelle 8.2: Laufzeitmessung und Profiling der CPU-Kernel der Basisimplementierung. Die Tabelle
zeigt die Laufzeit, die Auslastung der DRAM-Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), die
Cache-Effizienz (Eqache), die Ausnutzung der DP-Peak-Performance (Upp.peak ), die Auslastung der IPC
(Upc) und die Anzahl an herausgegebenen Instruktionen (INS) des jeweiligen Kernels. Eine detaillierte
Beschreibungen dieser Metriken wird in Abschnitt 13.4 gegeben. Diese Messungen wurden auf Skylake
durchgefiihrt.

auf Skylake dessen Peak-DP-Performance nur zu 12.9 % aus, wihrend das NBODY-Kernel auf
Volta die DP-Recheneinheiten zu 81.7 % auslastet. Dies fiihrt dazu, dass, obwohl Volta eine 3.8-
mal so hohe Peak-DP-Performance wie Skylake besitzt (6.10 TFLOPS auf Volta gegeniiber 1.61
TFLOPS auf Skylake), das NBODY-Kernel auf Volta circa 10.1-mal so schnell ist wie auf Sky-
lake (1049 ms auf Volta gegeniiber 10573 ms auf Skylake). Zusitzliches Profiling zeigt, dass
unsere Implementierung des NBODY-Kernels auf Skylake durch die Cache-Bandbreite gebun-
den ist. Allerdings realisierten wir fiir unsere CPU-Implementierung die Eval-Range-Funktion
des NBODY-Kernels auch naiv iiber zwei ineinander verschachtelte For-Schleifen. Es ist jedoch
noch moglich, diese naive Implementierung des NBODY-Kernels noch weiter zu optimieren,
so dass sie die Rechenleistung einer modernen x64-Server-CPU deutlich besser ausnutzen kann
und auf Grund ihrer hohen arithmetischen Intensitiit auch durch die Rechenleistung der CPU
gebunden wird. Solche Optimierungen fiir eine CPU-Implementierung des NBODY-Kernels
werden zum Beispiel von der Arbeit [K34] vorgestellt und untersucht.

Das BRUSS2D-Kernel, die LC-Kernels und das RED-Kernel nutzen die DP-Rechenleistung
von Skylake nur zwischen 0.1 % und 1.9 % aus. Zudem lasten diese Kernels die Burst-DRAM-
Bandbreite von Skylake zwischen 65.8 % und 81.1 % aus. Dadurch sind das BRUSS2D-Kernel,
die LC-Kernels und das RED-Kernel auf Skylake genauso wie auf Volta durch die DRAM-
Bandbreite gebunden. Des Weiteren besitzen diese Kernels auf Skylake eine Cache-Effizienz
zwischen 92 % und 105 %. Daraus konnen wir folgern, dass fiir diese Kernels auf Skylake
genauso wie auf Volta die Caches das DRAM-Volumen beinahe auf das Datenvolumen redu-
zieren konnen. Zusitzlich zeigt diese hohe Cache-Effizienz, dass wir iiber die Non-Temporal-
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Store-Instruktionen erfolgreich den Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches verhin-
dern konnen. Da Skylake eine Burst-DRAM-Bandbreite von 68 GB/s besitzt, wihrend Volta
eine Burst-DRAM-Bandbreite von 653 GB/s besitzt, wiirden wir erwarten, dass diese durch die
DRAM-Bandbreite gebundenen Kernels auf Skylake ungefihr eine 9.6-mal so lange Laufzeit
benotigen wie auf Volta. Tatséchlich zeigen die Messungen fiir die DRAM-gebundenen Kernels
auf Skylake eine in etwa 11- bis 15-mal so lange Laufzeit wie auf Volta auf. Die Abweichung
der Messergebnisse von den Erwartungen ist darauf zuriickzufiihren, dass die vom Skylake ver-
wendete DDR4-Technologie verglichen mit der von Volta verwendeten HBM-Technologie nur
einen kleineren Anteil ihrer Burst-DRAM-Bandbreite effektiv ausnutzen kann. So betridgt auf
Skylake die Auslastung der Burst-DRAM-Bandbreite bei den (BRUSS2D | LC | RED)-Kernels
zwischen 70 % und 80 %, wihrend die Auslastung der Burst-DRAM-Bandbreite auf Volta bei
den (BRUSS2D | LC | RED)-Kernels zwischen 90 % und 100 % betrigt. Eine kurze technische
Begriindung hierfiir werden wir in den Abschnitten 13.4 und 13.5 gegeben.

Wenn wir die Anzahl der fiir ein Kernel ausgefiihrten Instruktionen zwischen Skylake und Volta
miteinander vergleichen, so wiirden wir in etwa ein Verhaltnis von 0.25:1 erwarten, da Skylake
mit AVX-512 bei doppelter Gleitkommagenauigkeit eine logische Vektorbreite von 8 Kompo-
nenten besitzt, wihrend Volta bei doppelter Gleitkommagenauigkeit eine logische Vektorbreite
von 32 Komponenten besitzt. Bei den LC-Kernels betréigt das Verhéltnis zwischen den von Sky-
lake und Volta ausgefiihrten Instruktionen circa 0.34:1, fiir das BRUSS2D-Kernel 0.16:1, fiir
das RED-Kernel 0.77:1, und bei dem NBODY-Kernel 0.41:1. Somit entspricht das Verhéltnis
der Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen fiir séimtliche Kernels auch in etwa den Erwartungen.

Auf Grund dieser Beobachtungen kénnen wir fiir die Basisimplementierung auf CPUs die-
selben Schlussfolgerungen wie fiir die Basisimplementierung auf GPUs ziehen. Da fiir dicht-
besetzte Anfangswertprobleme das RHS-Kernel beziehungsweise die RHS-Operationen die
Laufzeit auch auf einer CPU dominieren, ist es, um fiir solche dichtbesetzten Anfangswert-
probleme durch die Basisimplementierung eine gute Performance zu erzielen, nur notig, die
Performance des RHS-Kernels zu optimieren. Dahingegen besitzt fiir dichtbesetzte Anfangs-
wertprobleme die Datenwiederverwendung zwischen unterschiedlichen Vektorgrundoperatio-
nen nur einen vernachlissigbaren Einfluss auf die Performance. Auf CPUs sind im Gegensatz
zu dem NBODY-Kernel die LC-Kernel, das RED-Kernel, und das BRUSS2D-Kernel durch die
DRAM-Bandbreite gebunden. Da bei den fiir diese Arbeit relevanten Problemgroen ein per-
manenter Vektor deutlich groBer als die Caches der CPU ist (fiir diese Untersuchung wihlten
wir beispielhaft eine Vektorgrofie von 132 MiByte, wihrend zum Beispiel der L3-Cache von
Skylake nur 24.75 MiByte grof} ist), gibt es auch auf CPUs kaum Datenwiederverwendung,
wenn zwei nacheinander ausgefiihrte Kernels auf denselben permanenten Vektor zugreifen.
Dadurch bleibt in diesem Fall auch das als zweites ausgefiihrte Kernel auf der CPU durch die
DRAM-Bandbreite gebunden. Aus diesem Grund ist das Losen eines diinnbesetzten Anfangs-
wertproblems mit einer niedrigen arithmetischen Intensitit durch die Basisimplementierung fiir
alle ODE-Verfahren auf CPUs ebenfalls durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Somit ist es
fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme auch auf CPUs vielversprechend, die Basisimplemen-
tierung durch Lokalitdtsoptimierungen zu verbessern.
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8.5 Fazit

In diesem Kapitel zeigten wir, dass wir eine Basisimplementierung von ODE-Verfahren leicht
aus deren Datenflussgraphreprésentation erzeugen konnen. Diese Basisimplementierung startet
fiir jede Vektorgrundoperation ein paralleles abstraktes Kernel auf einer gegebenen Zielplatt-
form. Auf GPUs lisst sich jedes abstrakte Kernel effizient in ein GPU-Kernel tibersetzen, wih-
rend auf CPUs sich jedes abstrakte Kernel effizient in ein paralleles Schleifennest tibersetzen
lasst. Auf diese Weise kann die Basisimplementierung innerhalb ihrer Kernel die Systempar-
allelitédt der Vektorgrundoperationen des ODE-Verfahrens ausnutzen, um so die Berechnungen
des ODE-Verfahrens parallel zueinander auf samtlichen Kernen des Zielrechners auszufiihren.
Unsere anschlieBenden Untersuchungen zeigten, dass diese Basisimplementierung fiir dicht-
besetzte Anfangswertprobleme mit einer hohen arithmetischen Intensitit sowohl auf GPUs als
auch auf CPUs bereits deren Rechenleistung gut ausnutzen und somit eine gute Performance
erzielen kann. Allerdings zeigten unseren Untersuchungen auch, dass fiir diinnbesetzte An-
fangswertprobleme mit einer niedrigen arithmetischen Intensitét die Basisimplementierung fiir
sdamtliche ODE-Verfahren sowohl auf GPUs als auch auf CPUs durch die DRAM-Bandbreite
gebunden ist.
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9 Kernelfusion

9.1 Motivation

Wie die Messungen im vorherigen Kapitel zeigten, so dominieren fiir dichtbesetzte Anfangs-
wertprobleme RHS-Operationen auf Grund ihrer quadratischen Rechenkomplexitit die Lauf-
zeit von jeder moglichen Implementierung eines ODE-Verfahrens. Besitzt ein dichtbesetztes
Anfangswertproblem zusitzlich eine hohe arithmetische Intensitit, wie es zum Beispiel bei
unserem NBODY-Testproblem der Fall ist, dann kann die Basisimplementierung eines jeden
ODE-Verfahrens fiir ein solches Anfangswertproblem bereits eine sehr gute Performance erzie-
len. Deshalb ist es auch fiir dichtbesetzte Anfangswertprobleme nicht nétig, die Lokalitét der
Speicherzugriffe der Basisimplementierung zu optimieren.

Im Gegensatz dazu ist die Basisimplementierung fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit
einer niedrigen arithmetischen Intensitét, wie zum Beispiel viele Stencils, nur bei kleinen Pro-
blemgrofen, bei welchen die bendtigten permanenten Vektoren noch in den Caches des Prozes-
sors Platz finden und ein Prozessor deshalb zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vektorgrun-
doperationen viele Daten tiber seine Caches wiederverwenden kann, durch die Rechenleistung
des Prozessors gebunden. Jedoch passen bereits bei mittelgroBen Problemgrofien die benotigten
permanenten Vektoren der Basisimplementierung nicht mehr in die Caches des Prozessors. Da-
durch existiert zwischen zwei aufeinanderfolgenden Vektorgrundoperationen beziehungswei-
se Kernels der Basisimplementierung nur sehr wenig oder keinerlei Datenwiederverwendung
mehr. Da zudem bei diinnbesetzten Anfangswertproblemen mit einer niedrigen arithmetischen
Intensitit jede Art von Vektorgrundoperationen beziehungsweise jedes Kernel der Basisimple-
mentierung nur wenige Berechnungen durchfiihrt, ist fiir solche Anfangswertprobleme die Ba-
sisimplementierung bereits bei einer mittelgrolen Problemgrofie durch die DRAM-Bandbreite
gebunden. Aus diesem Grund ist es fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer niedri-
gen arithmetischen Intensitit bei einer mittelgroBen oder grofSen ProblemgroBe fiir die Laufzeit
entscheidend, moglichst viele Daten zwischen den Vektorgrundoperationen iiber die On-Chip-
Speicher des Prozessors wiederzuverwenden. Deshalb scheint es vielversprechend zu sein, die
Basisimplementierung durch Techniken zur Erhdhung der Datenwiederverwendung zu verbes-
sern.

9.2 Theorie

9.2.1 Uberblick

Um die Datenwiederverwendung der Basisimplementierung zu erhohen, entschieden wir uns
fuir die Technik der Kernelfusion. Diese Technik der Kernelfusion dhnelt der traditionellen Tech-
nik der Fusion von Schleifen. Jedoch abstrahieren beide Techniken das zu optimierende Problem
unterschiedlich: Die Kernelfusion abstrahiert ein gegebenes Problem iiber einen Datenflussgra-
phen, der aus problemspezifischen Grundoperationen besteht, und verschmilzt mehrere dieser
Grundoperationen zu grofieren fusionierten Kernels, um dadurch mehr Datenwiederverwen-
dung innerhalb eines solchen fusionierten Kernels zu erzielen. Somit handelt es sich bei diesen
fusionierten Kernels um eine Partitionierung des Datenflussgraphen. Dahingegen betrachtet die
Fusion von Schleifen ein gegebenes Programm, das aus mehreren Schleifennestern besteht,
deren Datenwiederverwendung es durch deren Verschmelzung zu optimieren gilt.
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Dementsprechend abstrahiert unser Ansatz der Kernelfusion fiir ODE-Verfahren ein gegebenes
ODE-Verfahren zuniéchst durch seine Datenflussgraphripresentation, wie sie im Kapitel 6 be-
schrieben wurde. Als Nichstes verschmilzt unser Ansatz der Kernelfusion die Vektorgrundope-
rationen in dem Datenflussgraphen zu grofleren fusionierten Kernels. Jedoch erlaubt das Spei-
cherzugriffsmuster der Vektorgrundoperationen keine beliebigen Fusionen, sondern die Vektor-
grundoperation sind nur nach bestimmten Regeln fusionierbar, welche unser Ansatz fiir seine
Korrektheit beachten muss.

Unser Ansatz der Kernelfusion erfordert zunéchst, dass fiir alle Vektorgrundoperationen in ei-
nem fusionierten Kernel das gleiche Mapping zwischen den Vektorkomponenten und den par-
allelen Blocken des Kernels existieren muss. Dadurch kann bei unserem Ansatz ein Block eines
fusionierten Kernels den On-Chip-Speicher fiir den Datentransfer zwischen zwei fusionierten
Vektorgrundoperationen verwenden. Ebenso kann ein Block eines fusioniertes Kernel den On-
Chip-Speicher dafiir verwenden, dass er diejenigen permanenten Vektoren, die von mehreren
seiner fusionierten Vektorgrundoperationen als Argument gelesen werden, nur einmal aus dem
DRAM in den On-Chip-Seicher laden muss. Zusétzlich muss bei unserem Ansatz der Kernel-
fusion ein Block eines fusionierten Kernels die von ihm produzierten Vektorkomponenten, die
von keinem spiteren Kernel mehr gelesen werden, nicht von dem On-Chip-Speicher in einen
permanenten Vektor beziehungsweise in den DRAM zuriickschreiben. Zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Kernels kann ein Prozessor jedoch selbst bei einer per Kernelfusion generierten
Implementierungsvariante weiterhin nur bei kleinen ODE-Systemen Daten iiber seine Caches
wiederverwenden. Somit transferiert bei unserem Ansatz der Kernelfusion ein Prozessor simt-
liche Daten innerhalb eines Kernels immer iiber den On-Chip-Speicher, wihrend er simtliche
Daten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kernels bereits bei mittelgrolen ODE-Systemen
iiber den DRAM transferiert. Unser Ansatz verwendet zusitzlich ein Performance-Modell, wel-
ches die Laufzeit einer fusionierten Variante anhand deren Datenvolumen abschitzt. Zusétzlich
wendet unser Ansatz vor der Fusion Enabling-Transformationen an, und zwar eine Cloning-
Transformation, eine Splitting-Transformation und eine Move-Transformation, welche zusitz-
liche Fusionen von Vektorgrundoperationen ermoglichen und so die Datenwiederverwendung
weiter erhohen.

Als Nichstes erzeugt unser Ansatz der Kernelfusion fiir jedes fusioniertes Kernel iiber einen
automatisierten Codegenerator jeweils ein ausfiihrbares Programm fiir den Zielrechner, das auf
die Architektur des Zielrechners optimiert ist. Danach kann unser Ansatz mit der Zeitschrittpro-
zedur beginnen, welche die Zeitschritte des ODE-Verfahrens auf dem Zielrechner berechnet.
Fiir jeden Zeitschritt fiihrt die Zeitschrittprozedur analog wie bei der Basisimplementierung
sdamtliche ausfithrbaren Objekte in dem Datenflussgraphen, also die Konstantengenerierung,
die Programme der fusionierten Kernels und die Schrittweitenkontrolle, in ihrer topologischen
Reihenfolge gemif ihren Abhéngigkeiten untereinander aus. Dabei berechnet in einem solchen
fusionierten Kernel wiederum jeder parallele Block die ihm zugewiesenen Komponenten der
fusionierten Vektorgrundoperationen geméif ihrer topologischen Reihenfolge.

9.2.2 Annahmen zur Kernelfusion fiir ein Performance-Modell

Als Nichstes werden wir ein einfaches Performance-Modell entwickeln, um die Laufzeit der
fusionierten Kernels und damit die Laufzeit einer per Kernelfusion generierten Implementie-
rungsvariante eines ODE-Verfahrens abzuschitzen. Fiir dieses Performance-Modell und fiir die
weiteren zusitzlichen theoretischen Uberlegungen in diesem Kapitel treffen wir folgende An-
nahmen:
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¢ GroBe Problemgrofien: Die Grofle des zu 16senden Anfangswertproblems sei deutlich
grofer als die Caches des Prozessors. Dadurch kann ein Kernel nur einen sehr kleinen
Prozentsatz der Daten seines Vorgédngerkernels iiber die Caches des Prozessors wieder-
verwenden.

Speichergebunden: Sowohl die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung als
auch die per Kernelfusion erzeugten Varianten seien durch Speicherbandbreite bezie-
hungsweise durch die DRAM-Bandbreite gebunden.

Perfektes Caching: Innerhalb eines Kernels funktioniere das Caching perfekt, wodurch
sich fiir die Metrik der Cache-Effizienz wiederum ein Wert von ungefihr 100 % ergibt
(siehe Abschnitt 13.4 fiir eine Erkldrung dieser Metrik). Dieses perfekte Caching bedeu-
tet, dass, falls ein Kernel mehrmals auf eine Komponente eines permanenten Vektors im
DRAM zugreift, dann l4dt das Kernel diese Komponente beim erstmaligen Zugriff in die
Caches beziehungsweise in den On-Chip-Speicher des Prozessors, welcher dann alle dar-
auffolgenden Zugriffe auf diese Komponente iiber diesen On-Chip-Speicher abwickelt.
Zusitzlich darf bei einem perfekten Caching der Last-Level-Cache des Prozessors beim
Schreiben in einen permanenten Vektor beziehungsweise in den DRAM keinen Over-
head durch eine Write-Allocate-Policy mit Fetch-On-Write verursachen. Auch miissen
fiir ein perfektes Caching die On-Chip-Speicher grofl genug sein, um zusitzlich sdmtliche
temporédren Zwischenergebnisse des Kernels zwischenzuspeichern, so dass der Prozessor
diese Zwischenergebnisse nicht in den DRAM auslagern muss.

Diese Annahmen konnen wir nun verwenden, um zunéchst die Laufzeit eines Kernels iiber
dessen Datenvolumen und dariiber dann die Laufzeit eines Zeitschritts einer per Kernelfusion
generierten Implementierungsvariante oder einer Basisimplementierung abzuschitzen. Dabei
ist das Datenvolumen definiert als diejenige Datenmenge, die der Prozessor fiir die Ausfithrung
des Kernels oder eines Zeitschritts bei einem perfekten Caching aus dem DRAM laden und
in den DRAM schreiben muss (siehe Abschnitt 13.4 fiir eine néhere Erlduterung der Metrik
des Datenvolumens). Insgesamt lésst sich unser Performance-Modell dadurch als eine Verein-
fachung des Roofline-Modells interpretieren, da dieses Roofline-Modell nicht nur das Datenvo-
lumen, sondern zusitzlich auch die arithmetische Intensitit fiir die Performance-Abschétzung
verwendet.

Unter diesen soeben genannten Annahmen ergibt sich die Laufzeit eines Kernels k aus dessen
Datenvolumen geteilt durch die DRAM-Bandbreite wmay, i, die das Kernel maximal auf einem
Prozessor erreichen kann:

Tk _ ‘/data,k (91)

Wmax, k

Dabei betrdgt diese maximale DRAM-Bandbreite wmax,x je nach Prozessor, DRAM-
Technologie und Kernel zwischen 70 % und 95 % der Burst-DRAM-Bandbreite (siche Ab-
schnitt 13.4). Da ein fusioniertes Kernel &£ nur komplette Vektoren aus dem DRAM liest oder
in den DRAM zuriickschreibt, berechnet sich das Datenvolumen dieses Kernels aus der Sum-
me der Anzahl an gelesenen Vektoren L und geschriebenen Vektoren Sy multipliziert mit der
Grofle B eines Vektors in Byte:

Vaata, ke = (Lx + Sk) - B. (9.2)
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Dabei ldsst sich diese Grofie B wiederum aus der Problemgrofie n des zu 16senden Anfangs-
wertproblems und der Gleitkommagenauigkeit errechnen:

B = n - sizeof (precision). 9.3)

Da auf Grund der grofien Problemgrofie ein Prozessor nur vernachlissigbar viele Vektorkompo-
nenten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kernels iiber seine On-Chip-Speicher wiederver-
wenden kann, gilt zusitzlich, dass bei einer per Kernelfusion generierten Implementierungsva-
riante oder bei einer Basisimplementierung die Gesamtlaufzeit eines Zeitschritts mit X Kernels
ungefihr die Summe der Einzellaufzeiten all dieser K Kernels ist:

K
Tgesamt = Z Tk (94)
k

Dadurch ist die Gesamtlaufzeit eines Zeitschritts direkt proportional zum Datenvolumen all
seiner Kernels. Dieses Datenvolumen ist wiederum direkt proportional zur Summe der Anzahl
an gelesenen und geschriebenen Vektoren iiber all diese K Kernels:

K
Tgesamt X Z (Lk + Sk) . 9.5)
k

Somit konnen wir die Laufzeit einer per Kernelfusion erzeugten Implementierungsvariante opti-
mieren, wenn wir iiber die Kernelfusion die Summe der Anzahl an gelesenen und geschriebenen
Vektoren minimieren.

Fiir denjenigen Fall, dass auf einem Prozessor der Last-Level-Cache eine Write-Allocate-Policy
mit Fetch-on-Write implementiert, konnen wir einen analogen Ansatz zur Abschitzung der
Performance verwenden. Dieser Ansatz muss aber, um den Fetch-On-Write-Overhead zu be-
riicksichtigen, die Anzahl an geschriebenen Vektoren doppelt gewichten. Dadurch gilt fiir die
Laufzeit eines Zeitschritts:

K

Tgesamt mit FoW-Overhead X Z (Lk +2- Sk) . 9.6)
k

Wie bereits erwihnt, so gehen wir fiir unsere folgenden Uberlegungen davon aus, dass dieser
Fetch-On-Write-Overhead nicht vorhanden ist.

9.2.3 Regeln fiir die Kernelfusion

Als Nichstes werden wir diejenigen allgemeinen Regeln aufstellen, die unser Ansatz der Ker-
nelfusion bei dem Verschmelzen von Vektorgrundoperationen befolgen muss. Diese Regeln
setzen sich zusammen aus allgemeinen Voraussetzungen, die die Kernelfusion befolgen muss,
und weitere von diesen Voraussetzungen und dem Speicherzugriffsmuster der Vektorgrund-
operationen abgeleitete Regeln, wann eine Abhéngigkeit zwischen zwei Vektorgrundoperatio-
nen zu einem Kernel verschmelzbar ist. In unserem Ansatz lauten die allgemeinen Vorausset-
zungen fiir die Kernelfusion wie folgt:
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Block einer Vektor- || Gelesene Komponenten Geschriebene Komponenten
Grundoperation der Argumentvektoren des Ergebnisvektors

RHS Beliebige Komponenten Zugewiesene Komponenten
LC Zugewiesene Komponenten | Zugewiesene Komponenten
MAP Zugewiesene Komponenten | Zugewiesene Komponenten
RED Zugewiesene Komponenten | n.a (blockweite Reduktion)

Tabelle 9.1: Speicherzugriffmuster fiir die Grundoperationen eines Blocks eines Kernels. Fiir diese
Tabelle nehmen wir an, dass dem Block des Kernels eine beliebige Menge an Systemkomponenten zur
Berechnung zugewiesen wurde.

i) Jede Vektorgrundoperation muss von genau einem Kernel berechnet werden.

ii) Es darf keine zyklische Abhéngigkeit zwischen den ausfiihrbaren Objekten, das heif3t den
Kernels, der Konstantengenerierung oder der Schrittweitenkontrolle, existieren, weil der
Prozessor diese nacheinander berechnen muss.

iii) Es diirfen keine Abhingigkeiten zwischen den parallelen Blocken eines Kernels existie-
ren, weil ein Prozessor nicht alle Blocke des Kernels zeitgleich ausfiihren kann.

Fiir die Verschmelzung von Vektorgrundoperationen zu einem fusionierten Kernel setzen wir
voraus, dass fiir alle zu fusionierenden Vektorgrundoperationen das gleiche n : 1 Mapping zwi-
schen deren Vektorkomponenten und den parallelen Blocken des Kernels existiert. Dann zeigen
die Blocke des Kernels fiir die Vektorgrundoperationen folgendes Speicherzugriffsmuster, wel-
ches wir auch in Tabelle 9.1 zusammengefasst zeigen:

¢ RHS-Operation: Obwohl jeder Block auf Grund des beliebigen Zugriffsmusters der
RHS-Funktion beliebige Komponenten des Eingabevektors lesen kann, so schreibt er nur
seine zugewiesenen Komponenten in den Ergebnisvektor. Folglich muss der komplette
Eingabevektor einer RHS-Operation vorlegen, bevor sie auch nur eine ihrer Komponen-
ten berechnen kann.

e (LC | MAP)-Operation: Jeder Block liest nur seine zugewiesenen Komponenten aus
den Eingabevektoren und schreibt nur seine zugewiesenen Komponenten in den Ergeb-
nisvektor.

* RED-Operation: Hier liest jeder Block zunéchst nur seine zugewiesenen Komponen-
ten des Eingabevektors ein, um auf diesen dann eine partielle Reduktion durchzufiithren
und das Ergebnis hiervon tiber eine atomare Operation in einer globalen Variable abzu-
speichern. Folglich ist das Ergebnis einer RED-Operation erst verfiigbar, nachdem alle
Blocke die RED-Operation abgeschlossen haben.

Aus den allgemeinen Regeln fiir die Kernelfusion und dem Speicherzugriffsmuster der Vek-
torgrundoperationen konnen wir folgende Regeln fiir die Fusionierbarkeit zweier Vektorgrun-
doperationen aufstellen, indem wir zusétzlich den Typ der beiden Vektorgrundoperationen und
die Art der Abhéngigkeit zwischen den beiden Vektorgrundoperationen betrachten:
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o= | b .
|a || Rus | LC | MAP | RED |

Tabelle 9.2: Fusionierbarkeit zweier Vektorgrundoperationen o und b bei einer direkten Abhiingig-
keit a — b. Die fehlenden Eintriige in dieser Tabelle symbolisieren, dass eine solche Abhingigkeit in
einem Datenflussgraphen nicht auftreten kann (siehe Tabelle 6.1).

* Keine Abhiingigkeit: Falls keine Abhingigkeit zwischen zwei Vektorgrundoperationen
besteht, diirfen wir diese zu einem Kernel verschmelzen. Da es sich bei zwei vonein-
ander unabhingigen Vektorgrundoperationen immer um Methodenparallelitdt handelt,
ist das Verschmelzen von voneinander unabhéngigen Vektorgrundoperationen auch ein
Ausnutzen dieser Art von Parallelitét.

* Direkte Abhéngigkeit: Im Falle einer direkten Abhéngigkeit zwischen zwei Vektorgrun-
doperationen gilt Folgendes (siehe Tabelle 9.2):

- (MAPILC) — RHS-Abhingigkeiten (unfusionierbar): Im allgemeinen Fall
von beliebig gekoppelten Anfangswertproblemen benétigt die Auswertung einer
Komponente der RHS-Operation Zugriff auf den kompletten Argumentvektor. Da-
durch wiirde ein Block eines Kernels nach der Fusion fiir die RHS-Operation
auch diejenigen Komponenten von dem Argumentvektor benotigen, die ein ande-
rer Block des Kernels bei der Berechnung der (LC | MAP)-Operation produziert
hitte. Aus diesem Grund wiirde die Fusion einer solchen (MAP | LC) — RHS-
Abhingigkeit bei beliebig gekoppelten Anfangswertproblemen immer eine Ab-
hingigkeit zwischen den Blocken des Kernels verursachen, wodurch sie geméal
Voraussetzung iii unfusionierbar ist. Somit konnen wir (MAPILC) — RHS-
Abhingigkeiten bei beliebig gekoppelten Anfangswertproblemen als globale Bar-
rieren betrachten.

— (RHSILCIMAP) — (LCIMAP | RED)-Abhéingigkeiten (fusionierbar): Da
bei solchen Abhéngigkeiten und bei einem gleichen Mapping zwischen den Vek-
torkomponenten und den Blocken des Kernels ein Block bei der Berechnung der
(RHS I LC | MAP)-Operation am Anfang der Abhingigkeit genau diejenigen Kom-
ponenten erzeugt, welche der Block benétigt, um die zugewiesenen Komponenten
von der (LC | MAP | RED)-Operation am Ende der Abhéngigkeit zu berechnen, er-
zeugt diese Fusion keine Abhéngigkeiten zwischen den Blocken des Kernels. Somit
sind (RHS | LC 1 MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhingigkeiten gemaf Vorausset-
zung iii fusionierbar.

* Indirekte Abhéngigkeit: Im Falle einer indirekten Abhéngigkeit zwischen zwei Vek-
torgrundoperationen ist diese indirekte Abhéngigkeit nur dann zu einem Kernel fusio-
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nierbar, falls sie nur durch ein Netzwerk aus (LC | MAP)-Operationen getragen wird.
Andernfalls, falls diese indirekte Abhéngigkeit von einer (RHS | RED)-Operation oder
von einer Schrittweitensteuerung mit Konstantengenerierung getragen wird, so ist diese
nicht fusionierbar. Im Falle der Fusion einer indirekten Abhingigkeit miissen sdmtliche
Vektorgrundoperationen, die die Abhingigkeit tragen, ebenfalls fusioniert werden, da
ansonsten eine zyklische Abhédngigkeit zwischen zwei Kernels entstehen wiirde, welche
gemil der Regel ii verboten ist.

9.2.4 Speicheroptimierungen in einem Kernel

Als Nichstes werden wir im Detail vorstellen, wie ein fusioniertes Kernel den On-Chip-
Speicher des Prozessors fiir die Datenwiederverwendung verwenden kann, um so die iiber den
DRAM iibertragene Datenmenge zu reduzieren:

Datentransfer fiir fusionierte (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhéingigkeiten
iiber den On-Chip-Speicher des Prozessors (siehe Abbildung 9.1): Bei der Berechnung einer
(RHS I MAP | LC)-Operation kann ein Block eines Kernels seine produzierten Komponenten in
einen On-Chip-Speicher des Prozessors schreiben. Anschliefend kann er diese Komponenten
fiir die Berechnung einer davon direkt abhédngigen (LC | MAP | RED)-Operation wieder aus dem
On-Chip-Speicher auslesen. Dadurch findet der Datentransfer innerhalb eines Kernels zwischen
den fusionierten Vektorgrundoperationen nur iiber die On-Chip-Speicher des Prozessors und
nicht iiber den DRAM statt.

Wiederverwendung eines permanenten Vektors aus dem DRAM zwischen mehreren fu-
sionierten Vektorgrundoperationen (sieche Abbildung 9.2): Diese Art der Datenwiederver-
wendung ist offensichtlich bei mehreren fusionierten (LC | MAP | RED)-Operationen, die sich
einen oder mehrere permanente Argumentvektoren, die aber nicht durch das Kernel selbst pro-
duziert werden, und dadurch zunichst im DRAM liegen, teilen. Denn ein Block eines fusio-
nierten Kernels greift fiir die Auswertung von jeder dieser Operationen auf die gleichen Kom-
ponenten des permanenten Argumentvektors zu. Hierdurch kann der Prozessor bei dem ersten
Zugriff auf den permanenten Argumentvektor diese Komponenten von dem DRAM in einen
On-Chip-Speicher laden, und alle darauf folgenden Zugriffe iiber den On-Chip-Speicher ab-
wickeln. Insbesondere teilen sich voneinander unabhéngige LC-Operationen, wie sie bei den
unabhingigen Stufen eines ODE-Verfahrens auftreten, oft viele Argumentvektoren, wodurch
die Fusion dieser voneinander unabhéngigen LC-Operationen viele DRAM-Zugriffe einsparen
kann. Allerdings kann diese Art der Datenwiederverwendung auch auftreten, falls sich eine
RHS-Operation ihren permanenten Argumentvektor mit einer fusionierten (LC | MAP | RED)-
Operation teilt. Dies setzt aber voraus, dass die RHS-Operation lokal auf diejenigen Kompo-
nenten des Argumentvektors zugreift, die der Block selbst oder ein benachbarter Block des
Kernels, den der Prozessor zeitgleich oder wenig spéter berechnet, fiir die Berechnung seiner
Komponenten der fusionierten (LC | MAP | RED)-Operation benétigt. Falls ein Block jedoch
fiir die Auswertung der RHS-Operation nur auf weit entfernte Komponenten zugreift, reicht die
GroBe On-Chip-Speichers nicht aus, damit der Prozessor die Komponenten bei einem deutlich
spiteren Block fiir die Berechnung der (LC | MAP | RED)-Operation oder der RHS-Operation
noch darinnen vorritig halten kann.

Kein unnétiges Zuriickschreiben von Ergebnissen von (RHS | LC | MAP)-Operationen
von dem On-Chip-Speicher in permanente Vektoren beziehungsweise in den DRAM (sie-
he Abbildung 9.3): Ein Kernel muss das Ergebnis einer von ihm berechneten (RHS | LC |
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Abbildung 9.1: Datentransfer in einem fusionierten Kernel.
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Abbildung 9.2: Vermeidung von redundanten Ladeoperationen in einem fusionierten Kernel.
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Unfusioniertes Eulerverfahren Fusioniertes Eulerverfahren
F,
(RHS)
Gelesene Vektoren (—): 3 Gelesene Vektoren (—): 1
Geschriebene Vektoren (—): 2 Geschriebene Vektoren (—): |

Abbildung 9.3: Reduktion der Anzahl an zuriickgeschriebenen Vektoren durch Kernelfusion. Diese
Abbildung zeigt anhand des expliziten Euler-Verfahrens, wie die Kernelfusion die Anzahl an in den DRAM
zuriickgeschriebenen Vektoren reduzieren kann. In der unfusionierten Variante der Basisimplementierung
muss das 1. Kernel F'; in den DRAM zuriickschreiben, da das 2. Kernel diesen Vektor zur Berechnung von
Yx+1 benotigt. In der fusionierten Variante ist kein Zuriickschreiben von F'1 mehr nétig, da dieser Vektor
nur vom fusionierten Kernel gelesen wird.

MAP)-Operation nur von dem On-Chip-Speicher in einen permanenten Vektor und damit in
den DRAM zuriickschreiben, falls dieses Ergebnis beziehungsweise der permanente Vektor
von einem spiteren Kernel gelesen wird. Falls jedoch das Ergebnis einer (RHS | LC | MAP)-
Operation nicht von einem spiteren Kernel gelesen wird, so ist kein Zuriickschreiben in den
DRAM erforderlich, wodurch die Kernelfusion wiederum DRAM-Zugriffe einsparen kann.

Dadurch muss der Prozessor bei einer Variante mit Kernelfusion, wenn wir zudem ein per-
fektes Caching annehmen, nur Daten zwischen unterschiedlichen Kernelaufrufen iiber den
DRAM transferieren, wihrend der Datentransfer innerhalb eines Kernels nur iiber den On-
Chip-Speicher stattfindet. Ein durch die Kernelfusion partitionierter Datenflussgraph représen-
tiert diesen Datenfluss tiber diejenigen Kanten, die die Kernels untereinander verbinden.

9.2.5 Mogliche Fusionen in einer Abhiingigkeitskette

Bei ODE-Verfahren, die eine Abhingigkeitskette von RHS — LC-Gliedern besitzen, erlauben
es die Regeln der Kernelfusion jeweils alle Vektorgrundoperationen in einem RHS — LC-
Glied zu einem einzigen Kernel zu verschmelzen. Jedoch verbieten die Regeln es auch, die
Vektorgrundoperationen aus unterschiedlichen RHS — LC-Gliedern zu fusionieren, da dies die
Fusion einer LC — RHS-Abhingigkeit erfordern wiirde. Folglich spaltet die Kernelfusion bei
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expliziten Einschrittverfahren eine Stufe typischerweise auf zwei aufeinanderfolgende Kernel
auf: Das erste Kernel berechnet die LC-Operation der Stufe, wihrend das zweite Kernel die
RHS-Operation der Stufe berechnet. Dieses Aufspalten der Stufen bei der Fusion der RHS —
LC-Abhingigkeitskette wird beispielhaft in Abbildung 9.4 fiir ein RK-Verfahren gezeigt.

Falls in einem ODE-Verfahren jedoch mehrere Stufen unabhingig voneinander sind, dann
beinhaltet das entsprechende erste RHS — LC-Glied mehrere voneinander unabhéngige
LC-Operationen, und das darauf folgende RHS — LC-Glied mehrere unabhéingige RHS-
Operationen. Diese zusitzlichen LC-Operationen und RHS-Operationen konnen jeweils mit
dem Kernel des entsprechenden Glieds verschmolzen werden. Dies wiederum bewirkt, dass die
Kernels mehrere LC-Operationen und RHS-Operationen berechnen. Da LC-Operationen von
unabhingigen Stufen typischerweise viele Argumentvektoren miteinander teilen, kann ein Pro-
zessor so viele Daten iiber den On-Chip-Speicher wiederverwenden. Da unabhingige Stufen
auch immer Methodenparallelitit in einem ODE-Verfahren darstellen, konnen wir so iiber die
Kernelfusion ebendiese Methodenparallelitit ausnutzen, um die Datenwiederverwendung zu
erhohen.

9.2.6 Enabling-Transformationen

Bei Enabling-Transformationen (siehe zum Beispiel [B15]) handelt es sich um Programmtrans-
formationen, das heifit Enabling-Transformationen modifizieren den Kontrollfluss oder den Da-
tenfluss eines Programms. Dabei ist es nicht das Ziel dieser Enabling-Transformationen durch
diese Modifikation direkt die Performance eines Programms zu erhthen, sondern sie sollen nur
weitere Programmtransformationen, welche dann letztendlich die Performance des Programms
verbessern, ermdglichen. Wir wenden solche Enabling-Transformationen auf den Datenfluss-
graphen vor dem Fusionieren an, um die Datenwiederverwendung weiter zu erhohen und dar-
iiber die Performance weiter zu verbessern. Diese Enabling-Transformationen verindern die
Grundoperationen und deren Abhingigkeiten im Datenflussgraphen so, dass sich zwar das Er-
gebnis eines Zeitschritts nicht verdndert, aber die Kernelfusion das Datenvolumen der erzeugten
Kernels weiter reduzieren kann.

Fiir diesen Zweck betrachten wir in dieser Arbeit drei Enabling-Transformationen: Eine
Cloning-Transformation, welche das redundante Auswerten einer Grundoperation von meh-
reren Kernels erlaubt, eine Splitting-Transformation, welche die Auswertung einer (LC |
MAP)-Operationen auf mehrere Kernels verteilen kann, und eine Move-Transformation, wel-
che Grundoperationen zwischen den Zeitschritten verschiebt. Das grundlegende Konzept der
Cloning-Transformation wurde bereits in der Arbeit [Z23] verwendet, indem diese Arbeit bei
einer hindisch erstellten Implementierungsvariante fiir PIRK-Verfahren eine RHS-Operation
redundanterweise mehrmals berechnen lie3. Ebenso kann die Cloning-Transformation in Kom-
bination mit der darauffolgenden Kernelfusion als eine Variation der Optimierungstechnik der
Rematerialization (siehe zum Beispiel [B15] oder [Z42]) betrachtet werden. Durch diese Tech-
nik der Rematerialization werden Werte, die von einem Programm bereits berechnet wurden
und die nicht mehr in den Registern, sondern nur noch im Arbeitsspeicher vorliegen, falls mog-
lich, aus anderen in den Registern vorliegenden Werten rekonstruiert, wodurch das Laden aus
dem Arbeitsspeicher entfillt. Des Weiteren wurde das grundlegende Konzept der Splitting-
Transformation bereits in der Arbeit [Z22] héndisch auf CPU-Implementierungen fiir RK-
Verfahren angewendet, so dass die resultierende Schleifenstruktur nach der Berechnung der
RHS-Operation einer Stufe die Argumentvektoren der RHS-Operationen fiir alle folgenden Stu-
fen um das soeben berechnete Ergebnis inkrementiert.
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Abbildung 9.4: Mogliche Fusionen in der Abhingigkeitskette. Diese Abbildung zeigt beispielhaft die
moglichen Fusionen in der Abhingigkeitskette eines vierstufigen RK-Verfahrens, bei welchem die dritte

und vierte Stufe voneinander unabhéngig sind.
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Abbildung 9.5: Cloning-Transformation. Diese Abbildung zeigt beispielhaft, wie die Cloning-
Transformation die Anzahl an gelesenen und geschriebenen Vektoren reduzieren kann. In diesem Beispiel
klonen wir den Knoten RHS; nach RHS’q, so dass wir diesen Klon zum 2. Kernel hinzufiigen kénnen.
Dadurch muss das Ergebnis von RHS1 nicht von dem 1. Kernel in den DRAM zuriickgeschrieben und an-
schlieBend von dem 2. Kernel geladen werden.

Cloning-Transformation (siehe Abbildung 9.5): Fiir die Cloning-Transformation nehmen wir
zunichst an, dass ein Kernel k2 bereits alle permanenten Argumentvektoren einer unverschmol-
zenen Vektorgrundoperation a 14dt, um andere Vektorgrundoperationen zu berechnen. Folglich
wiirde ein Hinzufiigen von a zu dem Kernel k2 das Datenvolumen dieses Kernels reduzieren.
Jedoch konnen bei einem konkreten ODE-Verfahren die Abhéngigkeiten der Vektorgrundope-
ration a zu anderen Grundoperationen ein Verschmelzen von a mit dem Kernel k2 verhindern,
wodurch a von dem fritheren Kernel k1 berechnet werden muss. In diesem Fall kénnen wir
im Datenflussgraphen den Knoten der Grundoperation a via der Cloning-Transformation zu ei-
nem Knoten a’ klonen. Dabei hat das Klon a’ den gleichen eingehenden Datenfluss und fiihrt
die gleichen Berechnungen wie die urspriingliche Vektorgrundoperation a durch. Jedoch teilt
die Cloning-Transformation den ausgehenden Datenfluss so zwischen a’ und a auf, dass wir
das Klon a’ zu dem Kernel ks hinzufiigen konnen. Dadurch muss das Kernel k2 den Vektor a
nicht mehr aus dem DRAM laden, und zusétzlich, falls dieser Vektor nur vom Kernel k2 gele-
sen wurde, muss ihn das Kernel k1 nicht mehr zuriickschreiben. Somit verringert die Cloning-
Transformation das Datenvolumen der Kernel k; und k2. Dies geschieht aber auf Kosten eines
arithmetischen Overheads, da die Kernel k1 und k2 die Vektorgrundoperation a redundanter-
weise je einmal berechnen.
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Abbildung 9.6: Splitting-Transformation. Diese Abbildung zeigt die Reduktion der Anzahl der aus dem
DRAM gelesenen Vektoren durch die Splitting-Transformation. In diesem Beispiel spaltet die Splitting-
Transformation die LC-Operation LC2 so auf, dass das 1. Kernel diejenigen drei Argumentvektoren, die
es bereits fiir LCq lddt, verwenden kann, um mit LC’27 einen Teil von LCo zu berechnen. Diese partielle
Linearkombination LCS schreibt das 1. Kernel anschlieBend zuriick, damit sie von dem 2. Kernel geladen
und als LC), vervollstindigt werden kann. Somit reduziert die Splitting-Transformation in diesem Beispiel
die Anzahl der gelesenen Vektoren um zwei, erhoht aber die Anzahl der geschriebenen Vektoren um eins.

Splitting-Transformation (siehe Abbildung 9.6): Die Splitting-Transformation niitzt aus,
dass alle LC-Operationen und viele MAP-Operationen sich in mehrere partielle Operatio-
nen aufspalten lassen, wobei jede partielle Operation wieder eine (LC | MAP)-Operation
ist und weniger Argumentvektoren als die urspriingliche Operation benétigt (zum Beispiel
9(x1,5,22,,T3,5,%4,5) = g (9°(x1,5,%2,5,T3,5),T4,5)). Fir die Erklirung der Splitting-
Transformation nehmen wir an, dass ein erstes Kernel k; bereits mehrere Argumentvektoren
einer aufspaltbaren (LC | MAP)-Operation lddt, aber noch nicht alle Argumentvektoren dieser
Operation im Kernel k; verfiigbar sind. Dadurch konnen wir diese (LC | MAP)-Operation selbst
nicht zu dem Kernel k; hinzufiigen. Allerdings kann die Splitting-Transformation diese in zwei
partielle Operationen so aufspalten, dass das Kernel k1 mit den bereits geladenen Vektoren
moglichst viel von der aufgespaltenen Operation berechnet, und ein folgendes zweites Kernel
ko die Operation vervollstindigt. Dadurch muss das zweite Kernel k2 diejenigen Argument-
vektoren, die bereits von der partiellen Operation verarbeitet wurden, nicht mehr laden, sofern
sie nicht von einer anderen Vektorgrundoperation in k2 benotigt werden. Jedoch verursacht die
Splitting-Transformation auch einen Overhead, da das erste Kernel k; das partielle Ergebnis
der aufgespaltenen (LC | MAP)-Operation zunéchst in den DRAM zuriickschreiben und das
zweite Kernel k2 dieses partielle Ergebnis zur Vervollstindigung aus dem DRAM laden muss.
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Abbildung 9.7: Move-Transformation. Diese Abbildung zeigt beispielhaft die Anderungen der Zeit-
schrittdistanzen bei der Anwendung der Move-Transformation. In diesem Beispiel wenden wir die Move-
Transformation auf die LC-Operation LCq an, wodurch sich die Zeitschrittdistanzen der Argumentvektoren
von LC2 um jeweils eins erhohen, wihrend sich die Zeitschrittdistanzen zu denjenigen Grundoperationen,
die das Ergebnis der von LCz lesen, um jeweils eins verringern.

Move-Transformation (siehe Abbildung 9.7): Die Move-Transformation verschiebt den Kno-
ten beziehungsweise die Auswertung einer Grundoperation von dem aktuellen Zeitschritt in den
nichsten Zeitschritt. Hierfiir erhoht die Move-Transformation die Zeitschrittdistanzen der ein-
gehenden Kanten um jeweils eins, wihrend sie die Zeitschrittdistanzen der ausgehenden Kanten
um jeweils eins verringert. Offensichtlich diirfen beim Verschieben einer Grundoperation keine
Abhingigkeiten von einem zukiinftigen zum aktuellen Zeitschritt entstehen. Aus diesem Grund
diirfen nach den Move-Transformationen keine Zeitschrittdistanzen kleiner als null auftreten.
Gegebenenfalls konnen wir aber die Move-Transformation mehrmals auf unterschiedliche Vek-
torgrundoperationen anwenden, um solche invaliden Zeitschrittdistanzen zu vermeiden. Zudem
darf die Move-Transformation nicht den Knoten der Schrittweitensteuerung verschieben, da
diese am Ende des aktuellen Zeitschritts ausgefiihrt werden muss.

9.2.7 Anwendung der Splitting-Transformation auf eine Abhiingigkeitskette

Da in ODE-Verfahren mit einer lingeren RHS — LC-Abhingigkeitskette, wie zum Beispiel
RK-Verfahren, ein (RHS | LC)-Vektor oft in vielen folgenden Gliedern der Abhéngigkeitskette
von einer LC-Operation gelesen wird, ist ein Aufspalten von LC-Operationen mit Hilfe der
Splitting-Transformation meist vorteilhaft. Fiir die Anwendung der Splitting-Transformation
auf die Abhingigkeitskette miissen wir allerdings Folgendes beachten:

» Die Splitting-Transformation erzeugt einen Overhead, da durch sie zunichst ein Ker-
nel ein partielles Ergebnis einer LC-Operation in den DRAM schreiben und danach ein
darauffolgendes Kernel das partielle Ergebnis wieder lesen muss. Dadurch erzeugt ein
maximales Aufspalten der LC-Operationen in der Abhingigkeitskette ein sehr hohes Da-
tenvolumen.
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e Beinhaltet ein RHS — LC-Glied der Abhingigkeitskette mehrere LC-Operationen,
die sich mehrere permanente Argumentvektoren aus dem DRAM teilen, so muss die
Splitting-Transformation all diese LC-Operationen aufspalten, damit das Kernel des
Glieds die von den LC-Operationen abgespaltenen permanenten Argumentvektoren nicht
mehr aus dem DRAM laden muss.

* Es ist oft vorteilhaft per Splitting-Transformation mehrere partielle LC-Operationen in
einem Kernel zu berechnen, da dann die folgenden Kernel nur noch die Ergebnisse der
partiellen LC-Operationen und nicht mehr deren Argumentvektoren aus dem DRAM la-
den miissen.

* Esist mit der Splitting-Transformation moglich, das Zuriickschreiben eines (RHS | LC)-
Vektors in den DRAM zu vermeiden, wenn samtliche LC-Operationen, die diesen Vektor
lesen, so aufgespalten werden, dass die Fusion die partiellen LC-Operationen mit dem
Kernel des Glieds, welches diesen (RHS | LC)-Vektor produziert, verschmelzen kann.

Da diese Splitting-Transformationen nicht nur einen Overhead erzeugen, sondern auch
untereinander interagieren, gibt es wahrscheinlich keinen einfachen Algorithmus, welcher
das Datenvolumen per Anwendung der Splitting-Transformation auf einer RHS — LC-
Abhingigkeitskette minimiert, und welcher zudem nicht auf einer Suche mit einer Heuristik
basiert.

9.2.8 Anwendung der Kernelfusion auf mehrere ODE-Verfahren

Im Folgenden werden wir per Kernelfusion und Enabling-Transformationen mehrere Imple-
mentierungsvarianten von den expliziten RK-Verfahren, den PIRK-Verfahren und den Peer-
Verfahren mit einem minimierten Datenvolumen ableiten:

¢ RK-Verfahren: Um fiir ein RK-Verfahren per Kernelfusion eine Implementierungsva-
riante mit einem minimierten Datenvolumen zu generieren, miissen wir spezifisch auf
dessen Struktur beziehungsweise die Besetztheit von dessen Koeffizienten A, b und b
eingehen, um so die unabhingigen Stufen zu erkennen und zu fusionieren, sowie um
die Splitting-Transformation effizient anzuwenden. Aus diesem Grund ist es nicht mog-
lich per Kernelfusion allgemeine optimierte Implementierungsvarianten fiir die Klasse
der RK-Verfahren zu generieren, weshalb wir im Folgenden nur optimierte Implementie-
rungsvarianten fiir zwei ausgew#hlte RK-Verfahren, und zwar das Verner-Verfahren und
das DOPRI-Verfahren, vorstellen.

e PIRK-Verfahren: Da im Gegensatz zu den allgemeineren RK-Verfahren sédmtliche
PIRK-Verfahren, unabhingig von der Besetzung der Koeffizienten A und b des Basisver-
fahrens, eine sehr dhnliche Berechnungsstruktur besitzen, und es bei den PIRK-Verfahren
nicht moglich ist, die Splitting-Transformation sinnvoll anzuwenden, konnen wir fiir die
Klasse der PIRK-Verfahren allgemein Implementierungsvarianten mit einem minimier-
ten Datenvolumen erstellen.

* Peer-Verfahren: Ebenso besitzen samtliche Peer-Verfahren, unabhéngig von der Beset-
zung ihrer Koeffizienten A und B, eine sehr dhnliche Berechnungsstruktur, und zudem
ist es ebenfalls nicht moglich, die Splitting-Transformation fiir die Peer-Verfahren sinn-
voll anzuwenden. Deshalb konnen wir auch allgemein fiir die Klasse der Peer-Verfahren
Implementierungsvarianten mit einem minimierten Datenvolumen vorstellen.
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9.2.8.1 Verner-Verfahren

Als Erstes betrachten wir die Herleitung der fusionierten Implementierungsvarianten des
Verner-Verfahrens, ein eingebettetes, explizites RK-Verfahren mit einer Ordnung 5(6). Das
Verner-Verfahren ist interessant fiir unsere Untersuchungen, da es eine grofle Anzahl von s = 8
Stufen besitzt und die sechste und die siebte Stufe voneinander unabhéngig sind. Des Weiteren
stehen im Butcher-Tableau des Verner-Verfahrens mehrere Nulleintrige unterhalb der Diagona-
len. Das Butcher-Tableu dieses Verfahrens wird im Abschnitt 13.7 gezeigt. Wir erstellten drei
unterschiedliche Implementierungsvarianten fiir das Verner-Verfahren, die wir noch einmal im
Detail in den Tabellen 9.3 und 9.4 zeigen:

e Verner-BAS (Basisimplementierung): Verner-BAS ist eine unfusionierte Basisimple-
mentierung, welche je ein Kernel pro Vektorgrundoperation startet. Somit muss Verner-
BAS fiir die acht Stufen des Verner-Verfahrens acht LC-Kernel und acht RHS-Kernel
starten. AbschlieBend startet Verner-BAS noch zwei LC-Kernel fiir y .41 und E sowie
ein RED-Kernel fiir e.

e Verner-FUS (Nur Fusion): Verner-FUS verschmilzt so viele Vektorgrundoperationen
wie moglich, verwendet aber keine Enabling-Transformationen. Folglich verschmilzt
Verner-FUS jeweils ein RHS — LC-Glied der Abhéngigkeitskette des Verner-Verfahrens
zu einem Kernel, wobei es wegen der beiden unabhingigen Stufen insgesamt 7 RHS —
LC-Glieder und damit 7 Kernel gibt. Somit beinhaltet jedes Kernel von Verner-FUS ei-
ne RHS-Operation gefolgt von einer LC-Operation, wodurch in Verner-FUS jede Stufe
des Verner-Verfahrens iiber zwei aufeinanderfolgende Kernel verteilt ist. Eine Ausnahme
hiervon sind das 5. Kernel und das 6. Kernel, die jeweils einen Teil der beiden unabhén-
gigen Stufen berechnen: Das 5. Kernel berechnet die LC-Operationen der 6. Stufe und 7.
Stufe, wihrend das 6. Kernel die RHS-Operationen der 6. Stufe und 7. Stufe berechnet.

¢ Verner-FUSEN (Fusion und Enabling-Transformationen): Verner-FUSEN wendet
zusitzlich die Enabling-Transformationen vor dem Fusionieren an. Folglich, als eine
Verbesserung zu Verner-FUS, kann nun auf Grund der Splitting-Transformation das 3.
Kernel einen Teil der LC-Operation von Y 5 berechnen, welcher dann vom 4. Kernel ver-
vollstindigt wird. Ebenso kann nun auf Grund der Splitting-Transformation das 5. Kernel
einen Teil der LC-Operationen von Y5, Yg, y.«+1 und E berechnen, die dann durch das
6. Kernel und 7. Kernel vervollstindigt werden. Des Weiteren wendet Verner-FUSEN
mehrmals die Cloning-Transformation auf den Knoten der RHS-Operation von F'; an, so
dass jedes Kernel F'; aus y, berechnet. Dadurch muss wiederum kein Kernel F'; in den
DRAM schreiben oder aus dem DRAM laden.

Die Ubersicht iiber das Datenvolumen der Varianten vom Verner-Verfahren in der Tabel-
le 9.5 zeigt, dass Verner-BAS als Variante der Basisimplementierung 73 Vektoren iiber den
DRAM zwischen den Kernels transferieren muss, wihrend Verner-FUS diese Anzahl mit Hilfe
der Kernelfusion auf 49 Vektoren und Verner-FUSEN mit Hilfe der zusétzlichen Enabling-
Transformationen auf 37 Vektoren reduziert. Somit besitzt Verner-FUSEN nur noch 51 % des
Datenvolumens von Verner-BAS.
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Verner-BAS
. Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten
1 F. N F.
2 Y Vr, F1 Yo
3 F, Yo Fs
4 Ys Vi, F1,Fa Ys
5 F3 Ys Fs
6 Y, yr,F1,F2, F3 Y,
7 Fy Y. Fy
8 Ys Ve, F1,F2, F3, Fy Ys
9 Fs Ys Fs
10 Ys Vi, F1,F2, F3, Fy, F5 Ys
11 Fs Ys Fs
12 Y~ Yr,F1,F2, F3, Fy F5 Y~
13 F~ Y~ F-
14 Ys Ve, F1,F2, F3,F4,F5, F7 Ys
15 Fs Ys Fs
16 Y+l Ve, F1,F3,Fq, F5, Fe Y+l
17 E Vi,Yu+1, F1,F3,Fy F5,F7, Fs | E
18 € E €
Verner-FUS
. Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten
1 Fi,Y. N Fi,Y.
2 F2, Y3 Ve, F1,Y2 F2, Y3
3 F3,Y, yx, F1,F2, Y3 F3,Y4
4 Fy, Y5 ¥r, F1,F2, F3, Yy Fi, Y5
5 Fs5,Y6,Y7 Ve, F1,F2,F3,F4, Y5 Fs5,Y6,Y7
6 F6,F7,Ys,Yrt1 | Yx,F1,F2,F3,F4,F5, Y6, Y7 F7,Ys,Yr+1
7 Fs,E, ¢ Vi, F1,F3,F4, F5, F7, Yg,yet1 | €

Tabelle 9.3: Kernel der Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens.
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Verner-FUSEN
. Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten
1 Fi1,Y, Ve Yo
2 Fi,F2, Y3 Ve, Y2 F2, Y3
3 Fi,Fs5,Y4, Y2 ¥r, F2,Y3 Fs3, Y4, Y?
4 F4, Y5 YE Y4 Fi, Y5
5 F1,F5,Y6,Y7, Ve, F2,F3,F0, Y5 | Y6,Y7,YE, yh |, EP
Yé',.VﬂH,Ep
6 Fs,F7,Ys,yut1 | Y5, ¥h,1Y6, Yy Fr,Ys,ywut1
7 Fs,E ¢ EP. F7,Ys,yut1 €

P Partielle Linearkombinationen.

Tabelle 9.4: Kernel der Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens (Fortsetzung).

Variante H #Gelesene Vektoren | #Geschriebene Vektoren . #Summe .
Verner-BAS 56 17 73
Verner-FUS 35 14 49

Verner-FUSEN 21 16 37

Tabelle 9.5: Zahl der gelesenen und geschriebenen Vektoren fiir das Verner-Verfahren.
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9.2.8.2 Verfahren von Dormand und Prince

Als ein zweites eingebettetes, explizites RK-Verfahren betrachten wir nun das Verfahren von
Dormand und Prince mit der Ordnung 5(4), welches wir im Folgenden als DOPRI abkiirzen.
Wihrend dieses Verfahren weniger Potential fiir Optimierungen als das Verner-Verfahren bie-
tet, so ist es weiter verbreitet und wird 6fter zum Losen von Anfangswertproblemen verwendet.
DOPRI hat s = 7 Stufen mit der FSAL-Eigenschaft. Das Butcher-Tableu dieses Verfahrens
wird im Abschnitt 13.7 gezeigt. Fiir das DOPRI-Verfahren betrachten wir mehrere Implemen-
tierungsvarianten, von denen wir DOPRI-BAS, DOPRI-FUS sowie DOPRI-FUSEN selbst er-
stellten, wahrend DOPRI-ODEINT eine Variante aus der ODEINT-Bibliothek [W4] ist (siche
die Tabellen 9.7 und 9.6 fiir einen Uberblick iiber die Kernelstruktur der Varianten):

DOPRI-BAS (Basisimplementierung): DOPRI-BAS ist die unfusionierte Basisimple-
mentierung, die die FSAL-Eigenschaft des Verfahrens ausnutzt, um sich eine LC-
Operation und eine RHS-Operation einzusparen.

DOPRI-FUS (Nur Fusion): DOPRI-FUS verschmilzt die RHS — LC-Glieder der
Abhingigkeitskette zu jeweils einem Kernel, beriicksichtigt dabei aber die FSAL-
Eigenschaft, um sich die Berechnung einer RHS-Operation pro Zeitschritt einzusparen.
Zudem verwendet DOPRI-FUS keine Enabling-Transformationen.

DOPRI-FUSEN (Fusion und Enabling-Transformationen): DOPRI-FUSEN ver-
schmilzt genauso wie DOPRI-FUS die RHS — LC-Glieder der Abhéngigkeitskette zu
jeweils einem Kernel. Jedoch, anstatt die FSAL-Eigenschaft auszunutzen, um sich eine
RHS-Operation pro Zeitschritt einzusparen, erhoht DOPRI-FUSEN die Anzahl der RHS-
Operationen sogar, indem es die Cloning-Transformation anwendet, um in jedem Kernel
F. aus y. zu rekonstruieren. Des Weiteren verwendet DOPRI-FUSEN die Splitting-
Transformation, um im 2. Kernel und im 4. Kernel ein paar LC-Operationen partiell zu
berechnen.

DOPRI-ODEINT (Variante aus der ODEINT-Bibliothek): ODEINT [W4] stellt sei-
nen Benutzer eine unfusionierte Implementierungsvariante des DOPRI-Verfahrens fiir
GPUs und CPUs zur Verfiigung, die wir in dieser Arbeit als DOPRI-ODEINT bezeich-
nen. DOPRI-ODEINT startet, dhnlich wie DOPRI-BAS, pro Vektorgrundoperation ein
Kernel und nutzt genauso wie DOPRI-BAS die FSAL-Eigenschaft des Verfahrens aus.
Jedoch berechnet DOPRI-ODEINT den Fehlervektor iiber E = h,, Z;zl(l;j —b;)F;
(Gleichung 4.13), wihrend DOPRI-BAS den Fehlervektor iiber E = y,. — y«+1 (Glei-
chung 4.12) berechnet. Zuletzt verwendet DOPRI-ODEINT am Ende eines akzeptierten
Zeitschritts kein Pointer-Swapping, um y .41 mit y, und F7 mit F; zu ersetzen, son-
dern es kopiert y .41 nach y, sowie Fr nach F;. Fir RHS-Operationen fithrt DOPRI-
ODEINT einen Call-Back zu einer benutzerdefinierten Host-Funktion durch. Wir imple-
mentierten diese Host-Funktion so, dass sie ein RHS-Kernel auf dem Zielrechner startet.

Wir zeigen das Datenvolumen unserer drei Varianten und das Datenvolumen von DOPRI-
ODEINT in der Tabelle 9.8. Der Vergleich des Datenvolumens zeigt auf, dass DOPRI-BAS
als eine Variante der Basisimplementierung 54 Vektoren iiber den DRAM transferieren muss,
wihrend DOPRI-FUS diese Anzahl mit Hilfe der Kernelfusion auf 46 Vektoren und DOPRI-
FUSEN mit Hilfe der zusétzlichen Enabling-Transformationen auf 32 Vektoren reduziert. Somit
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DOPRI-BAS
. Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten
1 Y2 v, F1 Y2

2 F2 Y, F»

11 Vit+1 Vi, F1,F3,Fq4, F5,F Ye+1

12 Fr Yr+1 Fr

13 E Yw, F1,F3,F4,F5, Fg, E

F7,¥x+1

14 € E €

DOPRI-FUS
‘ Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten
1 Y, Vi, F1 Y2

2 F2, Y3 Ve, F1,Y2 F2, Y3

3 F3, Y, Ve, F1,F2, Y3 Fs3, Y4

4 Fi, Y5 Ve, F1,F2, F3, Y,y F4, Y5

5 F5,Ys Ve, F1,F2, F3,Fy, Y5 Fs5,Ys

6 Fo,yr+1 vx, F1,F3,Fy, F5 Fg, Y Fo,¥Vr+t1

7 F7,E, ¢ Ve, F1,F3,Fy,F5, Fg,y.r1 | Fr,e

DOPRI-FUSEN

. Kernel H Berechnungen Geladene Daten Geschriebene Daten

1 Fi1,Y, Ve Y-

2 Fi,F2, Y5 Y% | ye, Y2 F2, Y5, YY

3 Fs3, Y4 Ys, YY F3,Y,

4 Fi,F4, Y5 YE | ye,F1,F2, Yy Y5, Y8, yh o, EP
Y£+11EP

5 F5,Y¢ Ys, YE Fs5,Ys
Fe,yrt1 Yhi1, Y6, F5 Fe,yr+1

7 F7,E,¢ EP,Fs5,F6,ynt1 €

Wegen der FSAL-Eigenschaft ist y.+1 identisch mit Y.
P Partielle Linearkombination

Tabelle 9.6: Kernel der Implementierungsvarianten des DOPRI-Verfahrens.
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DOPRI-ODEINT

Kernel H Berechnungen | Geladene Daten Geschriebene Daten
1 Y. Yw, F1 Yo
2 F. Yo F»
11 Yit1 Vi F1,F3,Fg, F5, F6 | yeq1
12 F- Yeit1 Fr
13 E F1,F3,F4,F5,F,F7 | E
14 € E €
if € < €max
memcpy n/a Ye+1 Yr
memcpy n/a Fr F1

Tabelle 9.7: Kernel der DOPRI-ODEINT-Variante.

Variante H #Gelesene Vektoren | #Geschriebene Vektoren . #Summe .
DOPRI-BAS 41 13 54
DOPRI-FUS 34 12 46

DOPRI-FUSEN 18 14 32
DOPRI-ODEINT 41/40 15/13 56/53

Tabelle 9.8: Zahl der gelesenen und geschriebenen Vektoren fiir das DOPRI-Verfahren. Bei DOPRI-
ODEINT schwankt die Zahl der gelesenen und geschrieben Vektoren auf Grund des Kopierens, je nachdem
ob ein Zeitschritt akzeptiert oder verworfen wurde.

besitzt DOPRI-FUSEN nur noch 59 % des Datenvolumens von DOPRI-BAS. DOPRI-ODEINT
besitzt bei einem akzeptierten Zeitschritt mit 56 libertragenen Vektoren ein dhnlich grofles Da-
tenvolumen wie DOPRI-BAS mit 54 iibertragenen Vektoren. Die Unterschiede erklédren sich da-
durch, dass beim DOPRI-Verfahren fiir dessen Belegung von b und b die von DOPRI-ODEINT
verwendete Berechnung des Fehlervektors per Gleichung 4.13 ein um zwei Vektoren geringe-
res Datenvolumen besitzt als die von DOPRI-BAS verwendete Berechnung per Gleichung 4.12.
Allerdings muss DOPRI-ODEINT bei einem akzeptierten Zeitschritt zusétzlich die Vektoren
Vx+1 und F7 am Ende eines Zeitschritts kopieren, wodurch ein zusitzliches Datenvolumen
von vier Vektoren pro Zeitschritt anfillt.
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9.2.8.3 PIRK-Verfahren

Als Nichstes wenden wir die Kernelfusion auf die PIRK-Verfahren aus Abschnitt 4.8 an, um so
optimierte Implementierungsvarianten fiir diese zu erstellen. Da bei einem PIRK-Verfahren die
Stufen eines Korrektorschritts unabhingig voneinander sind, sie nur von den RHS-Operationen
des vorherigen Iterationschritts abhéngen, und zudem sich die LC-Operationen eines Korrektor-
schritts samtliche Argumentvektoren teilen, scheint die Fusion der unabhingigen Stufen eines
Korrektorschritts bei PIRK-Verfahren vielversprechend zu sein, um das Datenvolumen stark zu
reduzieren. Allerdings ldsst sich wegen dieser Berechnungsstruktur auch weder die Splitting-
Transformation noch die Cloning-Transformation auf die PIRK-Verfahren sinnvoll anwenden.
In Anbetracht dieser Eigenschaften erstellten wir zwei Implementierungsvarianten (siche Ab-
bildung 9.8 fiir die Datenflussgraphen der Varianten eines beispielhaften PIRK-Verfahrens und
Tabelle 9.9 fiir eine Ubersicht iiber die Kernelstruktur der Varianten):

* PIRK-BAS (Basisimplementierung): PIRK-BAS startet als eine Variante der Basisim-
plementierung in jedem Korrektorschritt fiir jede Stufe des Basisverfahrens ein LC-
Kernel und ein RHS-Kernel. Dies resultiert bei einem Basisverfahren mit s Stufen und
m Korrektorschritten in insgesamt 2ms + 4 ausgefiihrten Kernels.

PIRK-FUS (Nur Fusion): PIRK-FUS fusioniert so viele Vektorgrundoperationen wie
moglich. Folglich startet es zuerst ein Kernel fiir den Préadiktorschritt und anschlieBend
ein weiteres Kernel fiir jeden Korrektorschritt, das heifit bei m Korrektorschritten ins-
gesamt m + 1 Kernels. Das Kernel eines jeden Korrektorschritts berechnet die RHS-
Operationen aller Stufen des aktuellen Korrektorschritts und die LC-Operationen des
ndchsten Korrektorschritts. Eine Ausnahme hiervon ist das Kernel des vorletzten und
letzten Korrektorschritts: Das Kernel des vorletzten Korrektorschritts berechnet zusétz-
lich ¥.+1, und das Kernel des letzten Korrektorschritts berechnet zusitzlich y.+1, E
und €. Da der Ergebnisvektor einer RHS-Operation nur von demjenigen Kernel benétigt
wird, das diesen Vektor auch produziert, miissen die Kernels die Ergebnisvektoren der
RHS-Operationen nicht in die permanenten Vektoren und damit in den DRAM zuriick-
schreiben. Ebenso kann ein fusioniertes Kernel die Ergebnisvektoren der fusionierten
RHS-Operationen eines Korrektorschritts iiber den On-Chip-Speicher wiederverwenden,
um alle LC-Operationen des néchsten Korrektorschritts zu berechnen.

Die Tabelle 9.10 zeigt das Datenvolumen von PIRK-BAS und PIRK-FUS. Diese Tabelle ver-
deutlicht, dass das Datenvolumen bei PIRK-BAS eine quadratische Komplexitit beziiglich der
Stufenzahl des Basisverfahrens besitzt. Zum Beispiel miisste PIRK-BAS bei einem vollbesetz-
ten Basisverfahren mit s = 5 Stufen und mit m = 7 durchgefiihrten Korrektorschritten 313
Vektoren tiber den DRAM transferieren. Dahingegen kann die Fusion bei PIRK-FUS das Daten-
volumen auf eine lineare Komplexitit beziiglich der Stufenzahl des Basisverfahrens reduzieren,
wodurch PIRK-FUS fiir das soeben beispielhaft genannte PIRK-Verfahren nur noch 81 Vekto-
ren iiber den DRAM transferieren miisste. Somit besitzt in diesem Beispiel PIRK-FUS nur noch
26 % des Datenvolumens von PIRK-BAS.
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PIRK-BAS PIRK-FUS
% o
I | | | ;
¥ >
;
1 :
I g z
| — g
Gelesene Vektoren (—): 29 Gelesene Vektoren (—):9
Geschriebene Vektoren (—): 14 Geschriebene Vektoren (—):7

Abbildung 9.8: Datenflussgraphen der Varianten des PIRK-Verfahrens. Diese Abbildung zeigt bei-
spielhaft die Datenflussgraphen der Varianten fiir ein PIRK-Verfahren mit einem vollbesetzten Basisverfah-
ren mit drei Stufen und zwei Korrektorschritten. Die Berechnung des Fehlervektors E und lokalen Fehlers
€ wird in diesem Beispiel nicht durchgefiihrt.
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PIRK-BAS
Kernelstruktur Berechnungen Gelesene Geschr.
Daten Daten
1. Kernel F" Ve F
fur jede Stufe i = 1,...,s
2. Kernel YW Vi, F YW
3. Kernel FiV Y F"
fiir jeden Korr. k = 2,...,m
fur jede Stufe i = 1,...,s
4. Kernel ng) Y, Fglfs_l) Yz(k)
5. Kernel | Y®) F{®
6. Kernel Yit1 Ve, F<1”Z> Vit1
7. Kernel E Y, Yrt1, Fg_l) E
8. Kernel € E €
PIRK-FUS
Kernelstruktur Berechnungen Gelesene Geschr.
Daten Daten
1. Kernel Fi0>, YQ Ve YQ
fir jeden Korr. k =1,...,m — 2
2. Kemel FLYE™ | ye YR Y
3. Kernel thg;—w, Y™ |y, Y }(ﬁf';),
Ye+1 Ye+1
4. Kernel F yei1, e | v, Y2 91 | Yapioe

Tabelle 9.9: Kernel der Implementierungsvarianten der PIRK-Verfahren. Hierbei ist s die Anzahl an

Stufen des Basisverfahrens und m die Anzahl an durchgefiihrten Korrektorschritten.

Variante H #Gelesene Vektoren . #Geschriebene Vektoren . #Summe .
PIRK-BAS (m —1)s*+ 2ms + 3 (m —1)s*+
(2m+3)s+5 (4m +3)s + 8
PIRK-FUS ms+m + 2 ms+ 2 2ms+m + 4

Tabelle 9.10: Zahl der gelesenen und geschriebenen Vektoren fiir das PIRK-Verfahren. Hierbei ist s
wieder die Anzahl an Stufen des Basisverfahrens und m die Anzahl an durchgefiihrten Korrektorschritten.
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9.2.8.4 Peer-Verfahren

Zuletzt betrachten wir die Anwendung der Kernelfusion und der Enabling-Transformationen
auf die expliziten Peer-Verfahren aus Abschnitt 4.9. Ahnlich zu den PIRK-Verfahren besitzen
die Peer-Verfahren unabhingige Stufen, die wir mit Hilfe von Kernelfusion verschmelzen kon-
nen. Insgesamt erstellten wir mit Hilfe der Kernelfusion und den Enabling-Transformationen
drei unterschiedliche Varianten fiir die Peer-Verfahren (siche Abbildung 9.9 fiir eine Illustrati-
on der Varianten fiir ein zwei-stufiges Peer-Verfahren und Tabelle 9.11 fiir einen Uberblick iiber
die Kernelstruktur der Varianten):

* Peer-BAS (Basisimplementierung): Peer-BAS ist eine Variante der Basisimplementie-
rung, die ein Kernel pro Vektorgrundoperation startet. Zuerst startet Peer-BAS fiir jede
Stufe ein LC-Kernel, um den neuen Systemzustand der jeweiligen Stufe zu berechnen.
Anschlieend startet Peer-BAS fiir jede Stufe ein RHS-Kernel, um die neue zeitliche Ab-
leitung der jeweiligen Stufe aus deren neuen Systemzustand zu ermitteln. Als Néchstes
startet es ein MAP-Kernel, um den Fehlervektor zu bestimmen, und abschlieend ein
RED-Kernel, um den Fehlervektor zu dem lokalen Fehler zu reduzieren.

¢ Peer-FUS (Nur Fusion): Peer-FUS fusioniert so viele Vektorgrundoperationen zu einem
einzigen Kernel wie moglich, verwendet aber keine Enabling-Transformationen. Folg-
lich verschmilzt Peer-FUS die LC-Operationen aller Stufen zur Berechnung der neuen
Systemzustinde zu einem 1. Kernel. Zudem verschmilzt es die RHS-Operationen zur
Berechnung der neuen zeitlichen Ableitungen der Stufen sowie die MAP-Operation zur
Berechnung des Fehlervektors und die RED-Operation zur Berechnung des lokalen Feh-
lers zu einem 2. Kernel.

¢ Peer-FUSEN (Fusion und Enabling-Transformationen): Peer-FUSEN besitzt eine
dhnliche Struktur wie Peer-FUS, wendet aber vor der Fusion die Cloning- und Move-
Transformation auf die RHS-Operationen der Stufen an, und fusioniert die geklonten
RHS-Operationen mit dem 1. Kernel. Dadurch kann das 1. Kernel von Peer-FUSEN die
aktuellen Systemzustinde der Stufen verwenden, um deren aktuellen zeitlichen Ablei-
tungen zu rekonstruieren, und muss diese nicht aus dem DRAM laden. Infolgedessen
schreibt das 2. Kernel von Peer-FUSEN die neuen zeitlichen Ableitungen auch nicht in
den DRAM zuriick.

Die Tabelle 9.12 mit dem Datenvolumen der Varianten der Peer-Verfahren zeigt, dass das
Datenvolumen von Peer-BAS eine quadratische Komplexitit beziiglich der Stufenzahl besitzt.
Bei einem beispielhaften vierstufigen Peer-Verfahren ergibt sich so bei Peer-BAS ein Daten-
volumen von 51 Vektoren. Durch die Anwendung der Kernelfusion lésst sich bei Peer-FUS
diese quadratische Komplexitit des Datenvolumens beziiglich der Stufenzahl auf eine lineare
Komplexitit reduzieren, wodurch bei dem soeben genannten vierstufigen Peer-Verfahren Peer-
FUS nur noch ein Datenvolumen von 21 Vektoren besitzt. Die Enabling-Transformationen von
Peer-FUSEN konnen das Datenvolumen im Vergleich zu Peer-FUS noch einmal um circa 40 %
verringern, wodurch Peer-FUSEN bei dem vierstufigen Peer-Verfahren nur noch ein Datenvo-
lumen von 13 Vektoren besitzt, das heif3t 25 % des Datenvolumens von Peer-BAS und 62 % des
Datenvolumens von Peer-FUS.
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Abbildung 9.9: Datenflussgraphen der Varianten der Peer-Verfahren. Diese Abbildung zeigt beispiel-
haft die Datenflussgraphen der Varianten fiir ein vollbesetztes Peer-Verfahren mit zwei Stufen.
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Peer-BAS
Kernelstruktur Berechnungen Gelesene Geschriebene
Daten Daten
fiir jede Stufe: =1,...,s
1. Kernel Yr+1,i Yk,1:s, Fn,l:s Yr+1,i
2. Kernel Froi1, Vidtl,i Froti,
3. Kernel E Yr,s Frt11:s | B
4. Kernel €rt1 E €
Peer-FUS
Kernelstruktur Berechnungen Gelesene Geschriebene
Daten Daten
1. Kernel Ye+1,1:5 ylﬁ,IZS7FI€,1:S Yr+1,1:s
2. Kernel Fn+1,1:57E7E Yk,s)Yr+1,1:s FK+1,1:S7€
Peer-FUSEN
Kernelstruktur Berechnungen Gelesene Geschriebene
Daten Daten
1. Kernel Fl@,l:s,}’n+1,l:s Y&, 1:s Yr+1,1:s
2. Kernel Fitri1:5,E € Ye,s:Yr+1,1:s | €

Tabelle 9.11: Kernel der Implementierungsvarianten der Peer-Verfahren.

Variante H #Gelesene Vektoren | #Geschriebene Vektoren #Summe
Peer-BAS 252 425+ 2 25+1 | 252 +4s5+3
Peer-FUS 3s+1 2s 5s+1

Peer-FUSEN 2s+1 S 3s+1

Tabelle 9.12: Zahl der gelesenen und geschriebenen Vektoren der Peer-Verfahren.
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9.3 Kernelfusion auf GPUs

9.3.1 Implementierung

9.3.1.1 Grundlegendes

Bei unserer GPU-Implementierung fiir die per Kernelfusion generierten Varianten iibersetzen
wir wieder jedes fusionierte abstrakte Kernel zu einem GPU-Kernel und jeden parallelen Block
eines abstrakten Kernels zu einer Workgroup. Ein solches GPU-Kernel fokussiert sich auf die
Datenwiederverwendung iiber den Registersatz und besitzt deshalb auch keine Schleifen. Eine
solche Datenwiederverwendung iiber den Registersatz ist besonders vielversprechend auf einer
GPU, da ihr Registersatz verglichen mit ihren anderen On-Chip-Speichern sehr grof} ist. So ist
unter anderem der Registersatz einer GPU meist um ein Vielfaches grofer als deren L2-Cache.
Zum Beispiel besitzt die GeForce Titan V von NVIDIA einen 20 MiB groflen Registersatz und
einen 6 MiB groflen L2-Cache, wihrend die Radeon RX 480 von AMD einen 8 MiB groflen
Registersatz und einen 2 MiB grofien L2-Cache besitzt.

Eine triviale Datenwiederverwendung iiber den Registersatz erfordert, dass alle fusionierten
Vektorgrundoperationen innerhalb eines Kernels das gleiche Mapping zwischen Vektorkompo-
nenten und Workitems besitzen, da ein jedes Workitem nur auf die Register seiner SIMD-Lane
zugreifen kann. Zum Beispiel kann bei diesem Mapping ein Workitem eine von ihm produ-
zierte Komponente einer (RHS | LC | MAP)-Operation zunichst in einem Register abspei-
chern und dieses Register dann an alle fusionierten, davon abhingigen (LC | MAP | RED)-
Operationen weiterleiten. Dadurch kann bei einem solchen Mapping ein jedes Workitem eigen-
stindig die ihm zugewiesenen Komponenten der fusionierten Vektorgrundoperationen in ihrer
topologischen Reihenfolge berechnen, ohne sich mit den anderen Workitems seiner Workgroup
synchronisieren oder austauschen zu miissen. Wenn dahingegen in einem fusionierten Kernel
die Workitems einer Workgroup fiir unterschiedliche Vektorgrundoperationen unterschiedli-
che Vektorkomponenten berechnen wiirden, dann miisste die Workgroup die von ihren Wor-
kitems produzierten Komponenten einer (RHS | LC | MAP)-Operation iiber die Caches, den
Scratchpad-Speicher oder SIMD-Shuffle-Instruktionen an fusionierte, davon abhéngige (LC |
MAP | RED)-Operationen weiterleiten. Zusitzlich miisste eine Workgroup in diesem Fall ihre
Workitems untereinander synchronisieren. Hierdurch wiirde wiederum ein deutlicher Overhead
entstehen.

9.3.1.2 Ausnutzung des On-Chip-Speichers

Ein fusioniertes GPU-Kernel kann auf Grund des gleichen Mappings zwischen Vektorkompo-
nenten und Workitems fiir all seine Vektorgrundoperationen die On-Chip-Speicher einer GPU
wie folgt verwenden:

e Abspeichern von produzierten Vektorkomponenten in den Registern: Bei der Be-
rechnung einer (RHS | LC | MAP)-Operation speichert ein Workitem beziehungsweise
eine SIMD-Lane die von ihm produzierten Vektorkomponenten zunéchst in seinen Re-
gistern ab.

— Transfer von produzierten Vektorkomponenten iiber die Register: Das Wor-
kitem gibt die Register mit den produzierten Vektorkomponenten an die davon
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abhdngigen und fusionierten (LC | MAP | RED)-Operationen weiter. Dadurch er-
folgt der Datentransfer fiir fusionierte (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-
Abhiingigkeiten iiber den Registersatz der GPU.

— Kein unnétiges Zuriickschreiben von Registern in den DRAM: Das Workitem
schreibt die Register mit den produzierten Vektorkomponenten der (RHS | LC |
MAP)-Operation nur in einen permanenten Vektor und damit in den DRAM zuriick,
falls das Ergebnis dieser (RHS | LC | MAP)-Operation noch von einem folgendem
Kernel gelesen wird.

* Wiederverwendung von Registern, um ein redundantes Laden aus dem DRAM zu
vermeiden: Teilen sich mehrere fusionierte (RHS | LC | MAP | RED)-Operationen einen
permanenten Argumentvektor, der nicht vom Kernel selbst produziert wird, sondern zu
Beginn des Kernels in dem DRAM abgespeichert ist, so lddt ein Workitem zunéchst
seine zugewiesenen Komponenten von dem Argumentvektor aus dem DRAM in seine
Register. Anschliefend gibt es diese Register an alle fusionierten (RHS | LC | MAP |
RED)-Operationen weiter. Auf diese Weise kann ein fusioniertes Kernel iiber die Wie-
derverwendung von Registern ein redundantes Laden aus dem DRAM vermeiden. Da ein
Workitem fiir die Auswertung einer RHS-Operation je nach Problem aber nicht zwingend
nur auf die zugewiesenen, sondern potentiell auf alle Komponenten des Argumentvek-
tors zugreifen muss, kann ein Kernel bei RHS-Operationen nur einen Teil der benttigten
Daten iiber ein Register wiederverwenden.

¢ Datenwiederverwendung iiber die Caches, um ein redundantes Laden aus dem
DRAM zu vermeiden: Teilt sich eine RHS-Operation mit einer fusionierten (LC | MAP
| RED)-Operation einen permanenten Argumentvektor aus dem DRAM, dann findet im
Kernel, falls die RHS-Funktion lokal auf den Argumentvektor zugreift, eine Datenwie-
derverwendung iiber die Caches der GPU statt. Denn in diesem Fall greift ein Workitem
fiir die Auswertung seiner Komponenten der RHS-Operation auf diejenigen Vektorkom-
ponenten zu, die benachbarte Workitems und Workgroups fiir die Auswertung ihrer Kom-
ponenten der (LC | MAP | RED)-Operation bendtigen. Somit weisen diese Zugriffe eine
rdumliche und zeitliche Lokalitédt auf und konnen von den Caches der GPU abgefangen
werden.

9.3.1.3 Weitere Uberlegungen zum Mapping zwischen Vektorkomponenten
und Workitems und zu der Dimensionalitiit eines fusionierten Kernels

Wie wir bereits zuvor feststellten, so miissen alle Vektorgrundoperationen in einem fusionierten
Kernel das gleiche Mapping zwischen Vektorkomponenten und Workitems verwenden, damit
ein fusioniertes Kernel Daten tiber den Registersatz der GPU wiederverwenden kann. Ansons-
ten konnen wir aber in einem fusionierten Kernel das Mapping zwischen Vektorkomponenten
und Workitems und die Dimensionalitit des Kernels frei wihlen.

Fiir die Wahl des Mappings und die Dimensionalitidt des GPU-Kernels sollten wir aber zusitz-
lich Folgendes bedenken:

* Bei (LC | MAP | RED)-Operationen sollte das Mapping zusitzlich ein perfektes Coale-
scing ermoglichen. Zudem ist es leicht vorteilhaft, wenn das Mapping bei (LC | MAP |
RED)-Operationen die Verwendung von 16-Byte-Gather- und Scatter-Instruktionen er-
moglicht, selbst wenn diese bei perfektem Coalescing kaum effizienter sind als Gather-
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und Scatter-Instruktionen mit einer geringeren Breite. Sowohl das perfekte Coalescing
als auch die Verwendung von 16-Byte-Gather- und Scatter-Instruktionen konnen wir zum
Beispiel bei doppelter Gleitkommagenauigkeit iiber ein 2:1 Mapping erzielen, welches
einem Workitem mit einem globalen Index (7) die beiden Vektorkomponenten (2 - 7) und
(2 -4+ 1) zur Berechnung zuweist.

Bei (LC | MAP | RED)-Operationen hat die Dimensionalitéit des Kernels keine Auswir-
kungen auf die Performance, sofern sie das perfekte Coalescing und die Verwendung von
16-Byte Gather- und Scatter-Instruktionen nicht verhindert.

Bei RHS-Operationen kann ein Kernel durch ein geeignetes Mapping eine effizientere
Vektorisierung verwenden. Zusitzlich kann das Kernel durch ein geeignetes Mapping
breitere Speicherzugriffsinstruktionen verwenden, welche bei RHS-Funktionen mit ei-
nem nicht perfekten Coalescing deutlich effizienter sind. Zudem kann das Kernel durch
ein geeignetes Mapping redundante Berechnung zwischen Systemkomponenten einspa-
ren.

Bei RHS-Operationen sollte die Dimensionalitit des Kernels auf Grund der Speicherzu-
griffslokalitéit passend zur raumlichen Struktur des Anfangswertproblems gewihlt wer-
den, da dies den Workingset eines Kernels deutlich verkleinert.

Aus diesen Griinden entschieden wir uns fiir Folgendes:

.

Besteht ein fusioniertes Kernel nur aus (LC | MAP | RED)-Operationen, so verwenden
wir ein 1D-Kernel und ein 4:1 Mapping zwischen Vektorkomponenten und Workitems
fiir die einfache Gleitkommagenauigkeit sowie ein 2:1 Mapping zwischen Vektorkompo-
nenten und Workitems fiir die doppelte Gleitkommagenauigkeit.

Beinhaltet ein fusioniertes Kernel mindestens eine RHS-Operation, so wihlen wir fiir
das Kernel diejenige Dimensionalitit und dasjenige Mapping zwischen Vektorkompo-
nenten und Workitems, die beide fiir die RHS-Operation am vorteilhaftesten ist. Beides
behalten wir dann auch fiir alle anderen fusionierten (LC | MAP | RED)-Operationen
im Kernel bei. So verwenden wir zum Beispiel fiir unser BRUSS2D-Testproblem, falls
ein fusioniertes Kernel mindestens eine RHS-Operation durchfiihren sollte, bei einfacher
Gleitkommagenauigkeit wieder ein 2D-Kernel mit einem 4:1 Mapping und bei doppelter
Gleitkommagenauigkeit ein 2D-Kernel mit einem 2:1 Mapping.

9.3.1.4 Codegenerator fiir fusionierte GPU-Kernel

Da bei den per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten von ODE-Verfahren sehr
viele unterschiedliche fusionierte Kernel entstehen, ist ein hidndisches Generieren der fusio-
nierten GPU-Kernel sehr aufwindig. Deshalb implementierten wir einen Codegenerator, der
fur die per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten automatisch die fusionierten
GPU-Kernel generiert. Dieser Codegenerator erzeugt dabei nicht direkt einen Maschinencode
fur die jeweilige Architektur der Ziel-GPU, sondern OpenCL-C oder CUDA-C, welches wir
dann an den GPU-Compiler der entsprechenden GPU-API zum Kompilieren weiterleiten. Eine
beispielhafte Pseudocode-Abstraktion des generierten Codes fiir ein fusioniertes GPU-Kernel
wird in Abbildung 9.10 gezeigt.
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Fiir die Generierung des Codes eines GPU-Kernels fiigt unser Codegenerator diejenigen Vek-
torgrundoperationen, die in dem Datenflussgraphen zu einem Kernel fusioniert worden sind,
gemdl ihrer topologischen Sortierung in den Quelltext des Kernels ein. Zudem realisiert der
Codegenerator die Datenwiederverwendung iiber den Registersatz in den generierten Kernels
dariiber, dass ein GPU-Compiler automatische Variablen immer in den Registern der GPU al-
loziert. Im Detail implementiert der Codegenerator die Speicheroptimierungen in einem fusio-
nierten Kernel wie folgt:

e Der Codegenerator setzt den Datentransfer entlang fusionierter (RHS | LC | MAP) —
(LC I MAP | RED)-Abhingigkeiten iiber den Registersatz dadurch um, indem er im ge-
nerierten Code die (RHS | LC | MAP)-Operation am Anfang der Abhéngigkeit ihr Ergeb-
nis in eine automatische Variable abspeichern lésst, und diese automatische Variable dann
an die fusionierten (LC | MAP | RED)-Operation am Ende der Abhéngigkeit weiterleitet.

¢ Der Codegenerator fiigt in den Quelltext des Kernels nur dann ein Statement ein, wel-
ches das in einer automatischen Variable gespeicherte, vom Kernel produzierte Ergebnis
einer (RHS | LC | MAP)-Operation in den entsprechenden permanenten Vektor und da-
mit in den DRAM zuriickschreibt, wenn dieses Ergebnis auch von einem spéteren Kernel
gelesen wird.

* Der Codegenerator verschmilzt in einem fusionierten Kernel die redundanten Ladeope-
rationen auf einem permanenten Vektor aus dem DRAM, der von mehreren fusionierten
(RHS | LC | MAP | RED)-Operationen als Argument gelesen wird, zu einer einzigen
Ladeoperation, indem er ein Workitem mehrmals benétigte Komponenten des perma-
nenten Vektors zunichst in eine automatische Variable laden lédsst, und diese automati-
sche Variable dann an alle abhiéngigen Vektorgrundoperationen weiterleitet. Somit sind
unsere fusionierten Kernels fiir diese Art der Registerwiederverwendung nicht darauf an-
gewiesen, dass der GPU-Compiler diese redundanten Ladeoperationen automatisch als
gemeinsame Teilausdriicke erkennt und eliminiert.

e Zudem versieht unser Codegenerator simtliche Zeiger auf die permanenten Vektoren,
die wir dem Kernel als Argumente iibergeben, mit dem Schliisselwort restrict. Dies
erlaubt es dem GPU-Compiler ein potentielles Aliasing zwischen den Kernelargumen-
ten auszuschlieBen, und dadurch die Speicherzugriffe stirker zu optimieren (siche zum
Beispiel [T9] oder [T25]).
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Typisches Kernel mit fusionierter RHS — LC-Abhingigkeit aus einem RK-Verfahren

in: double2x y_k, F_1, Y_2;
out: double2x F_2, Y_2;

parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg
double F_1_reqg, F_2_reg, y_k_reg, y_kn_reg;

int i_x = global_index_x(wi);
int i_y = global_index_y(wi);
int i =iy * size_x + 1i_x;
y_k_reg = y_k[i];
F_1l reg = F_1[1];

F_2_reg = RHS_2D(Y_2, i_x, 1i_y);
Y 3_reg =y k reg + a_31 x F_1 _reg + a_32 x F_2_reg;

F_2[1i] = F_2_reg;

v_knl[i] = §_3_req;

Kernel mit zwei fusionierten unabhéngigen Stufen aus einem RK-Verfahren ohne
Zuriickschreiben des Ergebnisses der RHS-Operationen.

in: double2x y_k, Y_2, Y_3;
out: double2x Y_4, Y_5;

parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg
double F_1_reqg, F_2_reg, y_k_reg, y_kn_reg;

int i_x = global_index_x(wi);

int i_y = global_index_y(wi);

int 1 = iy * size_x + 1i_x;

y_k_reg = vy k[i];

F_2_reg = RHS_2D(Y_2, i_x, i_y);

F_3_reg = RHS_2D(Y_3, 1i_x, i_y);

Y 4 reg = y_k reg + a_42 x F_2_reg + a_43 x F_3_reg;
Y_5_reg = y_k_reg + a_52 x F_2_reg + a_53 % F_3_reqg;

4[1] = Y_4_reg;
5[1] = Y_5_reg;

Abbildung 9.10: Schematisierte Beispiele fiir den generierter GPU-Code fiir die fusionierten Varian-
ten. In beiden Beispiel verwenden wir ein 2D-Kernel mit einem 2:1 Mapping zwischen Vektorkomponenten
und Workitems.
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9.3.2 Experimente
9.3.2.1 Aufbau der Experimente

Als Nichstes werden wir die mit Kernelfusion erzeugten Implementierungsvarianten expe-
rimentell auf GPUs untersuchen. Diese Experimente bauten wir wie folgt auf: Betrach-
tete ODE-Verfahren: In den Messungen betrachten wir das Verner-Verfahren, das DOPRI-
Verfahren, ein PIRK-Verfahren und ein Peer-Verfahren. Als Testfall fiir die Klasse der PIRK-
Verfahren verwenden wir das Lobatto III C(8)-Verfahren mit s = 5 Stufen und einer Ordnung
von p = 9 als Basisverfahren. Dadurch muss das PIRK-Verfahren m = 7 Korrektorschritte
durchfiihren. Fiir die Klasse der Peer-Verfahren betrachten wir in unseren Experimenten ein
Peer-Verfahren mit s = 4 Stufen. Alle Messungen und Profiling-Ergebnisse normalisieren wir
fuir jedes dieser Verfahren jeweils auf einen einzigen Zeitschritt.

Betrachtete Implementierungsvarianten: Als Implementierungsvarianten fiir die betrachte-
ten Verfahren verwenden wir diejenigen Varianten, die wir im Abschnitt 9.2.8 ableiteten, das
heift die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung (BAS-Varianten), die Varianten
nur mit Fusion (FUS-Varianten) und die Varianten mit Fusion und Enabling-Transformationen
(FUSEN-Varianten). Dabei dienen die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung als
Referenz fiir den Speedup. Wir erzeugten all diese Implementierungsvarianten mit unserem
Framework, welches wir im Kapitel 11 im Detail vorstellen werden.

Testproblem und ProblemgroBe: In diesem Kapitel verwenden wir fiir alle Messreihen das
Testproblem BRUSS2D mit einer Problemgrofle von 4224 x 4096 Gitterzellen fiir Messun-
gen mit der einfachen Gleitkommagenauigkeit und mit einer Problemgrofie von 4 224 x 2 048
Gitterzellen fiir Messungen mit doppelter Gleitkommagenauigkeit, so dass die Kernels fiir bei-
de Genauigkeiten das gleiche Datenvolumen verarbeiten. Eine Ausnahme hiervon ist dieje-
nige Messreihe, welche die Skalierung der Laufzeit in Abhdngigkeit von der Problemgrofie
untersucht, fiir welche wir die Problemgrofie schrittweise erhdhen. Verwendete GPUs und
GPGPU-APIs: Um moglichst viele GPU-Architekturen abzudecken, fithren wir unsere Expe-
rimente auf drei GPUs mit einer jeweils unterschiedlichen Architektur durch:

e GeForce GTX 980 Ti (Maxwell): Laufzeitmessungen mit einfacher Gleitkommagenau-
igkeit, Profiling, Skalierungsuntersuchungen und Vergleich mit ODEINT

* GeForce Titan Black (Kepler): Laufzeitmessungen mit einfacher und doppelter Gleit-
kommagenauigkeit

* Firepro W8100 (Hawaii): Laufzeitmessungen mit einfacher und doppelter Gleitkomma-
genauigkeit sowie Skalierungsuntersuchungen

Als GPU-API verwenden wir fiir Maxwell und Kepler die CUDA-Driver-API und fiir Hawaii
die OpenCL-APIL.
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9.3.2.2 Messungen

Insgesamt fiihrten wir folgende Messreihen durch:

.

Laufzeitmessungen (Tabelle 9.13): Die Messung der Laufzeit unserer Implementie-
rungsvarianten des Verner-Verfahrens, des PIRK-Verfahrens und des Peer-Verfahrens auf
Maxwell, Kepler und Hawaii mit einfacher und doppelter Gleitkommagenauigkeit.

Speedup (Tabelle 9.14): Der aus den soeben durchgefiihrten Laufzeitmessungen berech-
nete Speedup mit den BAS-Varianten als Referenz.

Vergleich mit ODEINT (Tabelle 9.15): Vergleich der Laufzeit unserer Implemen-
tierungsvarianten von DOPRI mit der Implementierungsvariante aus der ODEINT-
Bibliothek (DOPRI-ODEINT) auf Maxwell. Da bei DOPRI-ODEINT die Kosten eines
Zeitschritts davon abhéngen, ob dieser Zeitschritt von der Schrittweitensteuerung akzep-
tiert wird, betrachten wir hier nur die Kosten fiir einen akzeptierten Zeitschritt.

Profiling (Tabelle 9.16): Ein detailliertes Profiling der Implementierungsvarianten des
Verner-Verfahrens, des PIRK-Verfahrens und des Peer-Verfahrens auf der Maxwell mit
einfacher Gleitkommagenauigkeit. Im Speziellen ermittelten wir durch das Profiling die
Auslastung der DRAM Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen Vpram, die Cache-
Effizienz Ecache, die Auslastung der IPC Uipc und die Anzahl der herausgegebenen In-
struktionen (INS). Diese Metriken werden von uns im Abschnitt 13.4 detailliert beschrie-
ben.

Skalierung mit der Systemgroe (Abbildung 9.11): Die Skalierung der inversen nor-
mierten Laufzeit mit der Systemgrofe fiir unsere Implementierungsvarianten des Verner-
Verfahrens auf Maxwell unter der Verwendung der einfachen Gleitkommagenauigkeit.
Fiir diese Messungen wéhlten wir eine initiale quadratische Gittergrofle von 64 x 64
Gitterzellen und inkrementierten die Kantenldnge des Gitters um 64 bis zu einer Gro-
Be von 4096 x 4096 Gitterzellen. Aus der gemessenen Laufzeit berechneten wir den
Durchsatz der GPU an Systemkomponenten pro Zeiteinheit und trugen diesen in das
Diagramm ein.

Skalierung mit der Anzahl an benutzten GPU-Kerne (Abbildung 9.12): Die Skalie-
rung der inversen Laufzeit mit der Anzahl an benutzten GPU-Kernen fiir die Implemen-
tierungsvarianten des Verner-Verfahrens, des PIRK-Verfahrens und des Peer-Verfahrens
auf Maxwell und Hawaii mit der einfachen Gleitkommagenauigkeit. Fiir diese Skalie-
rungsuntersuchung verwendeten wir die im Abschnitt 13.3.1 beschriebene Technik, um
GPU-Kerne fiir ein Kernel zu sperren.
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Variante Maxwell Kepler Hawaii

Tsp in [ms] || Tsp in [ms] . Tpp in [ms] || Tsp in [ms] . Tpp in [ms]
Verner-BAS 34.9 41.2 41.1 40.9 40.1
Verner-FUS 24.6 27.5 28.9 30.6 29.4
Verner-FUSEN 18.8 21.2 22.1 23.6 24.7
PIRK-BAS 171.2 202.3 202.5 199.9 196.6
PIRK-FUS 48.9 58.1 86.3 75.5 78.1
Peer-BAS 24.1 28.6 28.5 29.1 274
Peer-FUS 10.7 12.7 13.7 15.6 14.3
Peer-FUSEN 7.26 9.56 12.9 11.3 11.1

Tabelle 9.13: Laufzeitmessungen fiir die Varianten mit Kernelfusion auf GPUs. Diese Tabelle zeigt
die Laufzeit T fiir die Varianten des Verner-Verfahrens, des PIRK-Verfahrens und des Peer-Verfahrens auf
Maxwell, Kepler und Hawaii mit einfacher Genauigkeit (SP) und doppelter Genauigkeit (DP).

Variante Maxwell Kepler Hawaii
Ssp Ssp Spbp Ssp Spbp

Verner-BAS 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Verner-FUS 1.42 1.50 1.42 1.34 1.36
Verner-FUSEN 1.86 1.94 1.86 1.73 1.62
PIRK-BAS 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
PIRK-FUS 3.51 3.48 2.34 2.65 252
Peer-BAS 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
Peer-FUS 2.26 2.25 2.08 1.86 1.92
Peer-FUSEN 3.32 2.99 221 2.57 247

Tabelle 9.14: Speedup fiir die Varianten mit Kernelfusion auf GPUs. Die Tabelle zeigt den Speedup S,
welcher sich aus den Laufzeitmessungen in Tabelle 9.13 ergibt.

. H DOPRI-BAS | DOPRI-FUS | DOPRI-FUSEN | DOPRI-ODEINT

Tsp in [ms] 25.8 22,9 16.1 34.7
Sse 1 1.12 1.60 0.74

Tabelle 9.15: Vergleich unserer Implementierungsvarianten mit DOPRI-ODEINT auf der Maxwell.
Der Vergleich setzt sich aus den gemessenen Laufzeiten Tsp aller Varianten und den Speedup Ssp beziiglich
unserer DOPRI-BAS-Implementierung zusammen.
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v | Ut | Yo | Fo [ Ui [ NS,
Verner-BAS 86 10.1 100 5.0 313
Verner-FUS 83 6.9 98 6.0 267
Verner-FUSEN 82 52 99 8.8 299
PIRK-BAS 86 48.5 100 5.0 1539
PIRK-FUS 79 12.9 96 10.7 956
Peer-BAS 87 7.0 100 4.6 198
Peer-FUS 81 29 99 7.4 142
Peer-FUSEN 75 1.8 98 14.8 194

Tabelle 9.16: Profiling der Varianten mit Kernelfusion auf Maxwell. Dieses Profiling umfasst der Imple-
mentierungsvarianten des Verner-Verfahrens, des PIRK-Verfahrens und des Peer-Verfahrens mit einfacher
Gleitkommagenauigkeit. Dabei zeigt dieses Profiling die Metriken der Auslastung der DRAM Bandbreite
(Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), die Cache-Effizienz (Ecyche ), die Auslastung der IPC (Uppc) und
die Zahl der herausgegebenen Instruktionen (INS). Diese Metriken werden von uns im Abschnitt 13.4 de-
tailliert beschrieben.

1.75 |- N

1.25 - a

0.75 - u

0.25 |- o a

Durchsatz in 10° Komponenten pro Sekunde
—
T
\

0p* \ \ \ \ \ \ \ =
0 512 1,024 1,536 2,048 2560 3,072 3,584 4,096

Kantenlidnge des Gitters
Verner-BAS —e— Verner-FUS Verner-FUSEN

Abbildung 9.11: Skalierung der Laufzeit mit der GittergroBe fiir die Varianten des Verner-
Verfahrens auf Maxwell.
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Abbildung 9.12: Skalierung der Varianten mit Kernelfusion mit der Anzahl der verwendeten GPU-
Kerne. Fiir diese Skalierungsuntersuchungen verwendeten wir die einfache Gleitkommagenauigkeit.
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9.3.2.3 Diskussion der Messergebnisse
Mit Hilfe dieser Messungen konnen wir folgende Fragen beantworten:

Wie sehr lohnt sich die Kernelfusion?
(Siehe Tabelle 9.13 und Tabelle 9.14)

Fiir alle betrachteten Architekturen, betrachteten ODE-Verfahren und beide betrachteten Gleit-
kommagenauigkeiten sind diejenigen Varianten, die wir nur mit Kernelfusion erzeugten, signi-
fikant schneller als die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung. So besitzt Verner-
FUS einen Speedup von 1.34 bis 1.5 gegeniiber Verner-BAS, PIRK-FUS einen Speedup von
2.34 bis 3.51 gegeniiber PIRK-BAS, und Peer-FUS einen Speedup von 1.86 bis 2.26 gegentiiber
Peer-BAS. Auffillig ist hierbei, dass der Speedup fiir PIRK-FUS und Peer-FUS auf Kepler mit
der doppelten Gleitkommagenauigkeit und auf Hawaii mit beiden Gleitkommagenauigkeiten
deutlich geringer ausfillt als auf Maxwell und auf Kepler mit der einfachen Gleitkommagenau-
igkeit.

Wie sehr lohnen sich die zusétzlichen Enabling-Transformationen?
(Siehe Tabelle 9.13 und Tabelle 9.14)

Die Varianten mit Kernelfusion und Enabling-Transformationen konnen fiir alle betrachte-
ten Architekturen, betrachteten ODE-Verfahren und beide betrachteten Gleitkommagenau-
igkeiten den Speedup gegeniiber den Varianten nur mit Kernelfusion, aber ohne Enabling-
Transformationen noch einmal signifikant vergroern: So erzielt Verner-FUSEN einen Spee-
dup von 1.62 bis 1.94 gegeniiber der Basisimplementierung, wéihrend Verner-FUS nur einen
Speedup von 1.34 bis 1.50 erzielt. Ebenso erzielt Peer-FUSEN einen Speedup von 2.21 bis 3.32
gegeniiber der Basisimplementierung, wihrend Peer-FUS nur einen Speedup von 1.86 bis 2.26
erzielt. Zudem ist wieder auffillig, dass der Speedup fiir Peer-FUSEN auf Kepler mit der dop-
pelten Gleitkommagenauigkeit und auf Hawaii mit beiden Gleitkommagenauigkeiten deutlich
geringer ausfillt als der Speedup auf Maxwell und Kepler mit der einfachen Gleitkommage-
nauigkeit.

Wie erfolgreich konnen die optimierten Varianten das DRAM-Volumen reduzieren?
(Siehe Tabelle 9.16)

Das Profiling auf Maxwell zeigt, dass fiir alle untersuchten ODE-Verfahren und Architektu-
ren bei den Varianten mit Kernelfusion die GPU signifikant weniger Daten mit dem DRAM
austauscht als bei den unfusionierten Varianten der Basisimplementierung. So reduziert Verner-
FUS im Vergleich zu Verner-BAS das DRAM-Volumen von 10.1 GB auf 6.9 GB, PIRK-FUS
im Vergleich zu PIRK-BAS von 48.5 GB auf 12.9 GB und Peer-FUS im Vergleich zu Peer-BAS
von 7.0 GB auf 2.9 GB. Durch die Enabling-Transformationen lésst sich das DRAM-Volumen
in Verner-FUSEN und Peer-FUSEN weiter auf 5.2 GB beziehungsweise auf 1.8 GB reduzieren.

Wie effizient kann das Caching das DRAM-Volumen reduzieren?
(Siehe Tabelle 9.16 und Abbildung 9.12)

Das Profiling auf Maxwell zeigt, dass auf dieser GPU fiir alle Varianten das DRAM-Volumen
immer fast gleich grof3 wie das Datenvolumen ist. Dadurch ergibt sich eine Cache-Effizienz von
97.6 % bis 100.3 % fiir alle Implementierungsvarianten. Folglich kann das Caching fiir die FUS-
Varianten und fiir die FUSEN-Varianten weiterhin sehr gut das DRAM-Volumen beinahe auf
das Datenvolumen reduzieren, und dies obwohl sowohl die Kernelfusion als auch die Enabling-
Transformationen die Workingsets der Kernels vergrolern. Alternativ konnen wir dies auch aus
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der Untersuchung der Skalierbarkeit mit der Kernzahl auf Maxwell und Hawaii folgern. Denn
dort erkennen wir, dass bei den FUS-Varianten und bei den FUSEN-Varianten die Performance
bei vielen aktiven Kernen nicht fiir jeden zusitzlichen aktiven Kern abfillt, sondern nahezu
konstant bleibt. Einen solchen Abfall wiirden wir aber erwarten, falls der durch die zusitzlichen
aktiven Kerne vergroBerte Workingset nicht mehr in den L2-Cache der GPU passen wiirde.

Wodurch sind die Varianten gebunden?
(Siehe Tabelle 9.16 und Tabelle 9.14)

Da im Profiling auf Maxwell alle Varianten eine hohe DRAM-Auslastung von 75 % bis 87 %
und eine niedrige IPC-Auslastung von 5 % bis 15 % erzielen, konnen wir folgern, dass auf
Maxwell nicht nur die Varianten der Basisimplementierung, sondern auch die Varianten nur
mit Kernelfusion sowie die Varianten mit Kernelfusion und Enabling-Transformationen weiter-
hin sehr stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden sind, und die Rechenwerke der GPU nur
schlecht auslasten. Da auf Kepler der Speedup bei allen Varianten mit der einfachen Gleitkom-
magenauigkeit ungeféhr direkt proportional zum Datenvolumen ist, konnen wir dort das Gleiche
folgern. Jedoch, da auf Maxwell der Speedup bei PIRK-FUS, Peer-FUS und Peer-FUSEN mit
doppelter Gleitkommagenauigkeit und auf Hawaii der Speedup von PIRK-FUS, Peer-FUS und
Peer-FUSEN mit beiden Gleitkommagenauigkeiten deutlich geringer ausfillt, als die Redukti-
on im Datenvolumen es erwarten ldsst, und dies nicht auf einen zu grofen Workingset fiir den
zu kleinen L2-Cache zuriickzufiihren ist (siehe vorherige Frage), deutet dies auf einen anderen
Flaschenhals, wahrscheinlich die L2-Cache-Bandbreite, hin.

Wie gut kann unser Performance-Modell die Laufzeit vorhersagen?
(Siehe Tabelle 9.16)

Das Profiling zeigt, dass auf Maxwell die beiden Grundannahmen fiir unser Performance-
Modell gut erfiillt sind: Die Performance ist durch die DRAM-Bandbreite gebunden und das
Cache-Effizienz betrégt beinahe 100 %. Dadurch ist die Laufzeit in etwa direkt proportional zu
dem Datenvolumen der Implementierungsvariante. Es gibt auf Maxwell allerdings eine Unsi-
cherheit, da, obwohl die Implementierungsvarianten stets durch die DRAM-Bandbreite limitiert
sind, die Auslastung der DRAM-Bandbreite fiir die Implementierungsvarianten zwischen 75 %
und 86 % schwankt. So wiirden wir geméf} unserem Performance-Modell bei Verner-FUSEN
einen Speedup von 1.97 gegeniiber Verner-BAS erwarten, wihrend der tatsdchlich gemessene
Speedup 1.86 betrigt, bei PIRK-FUS wiirden wir einen Speedup von 3.91 gegeniiber PIRK-
BAS erwarten, wihrend der tatsédchlich gemessene Speedup 3.51 betrigt, und bei Peer-FUSEN
wiirden wir einen Speedup von 3.92 erwarten, wihrend der tatséchlich gemessene Speedup 3.32
betrigt. Ebenso sind auf Kepler nur alle Varianten mit der einfachen Gleitkommagenauigkeit
durch die DRAM-Bandbreite gebunden, weshalb dort der gemessene Speedup ebenfalls in etwa
dem erwarteten Speedup entspricht. Dahingegen sind auf Kepler die Varianten mit der doppel-
ten Gleitkommagenauigkeit und auf Hawaii die Varianten mit beiden Gleitkommagenauigkeiten
teils durch die L2-Cache-Bandbreite gebunden. In diesem Fall kann unser Performance-Modell
die Laufzeit nicht mehr zufriedenstellend vorhersagen.

Wie veriindert der Kernelfusion die Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen?
(Siehe Tabelle 9.16)

Bei einer Implementierungsvariante mit Kernelfusion miissen die Kernels fiir einen Zeitschritt
weniger Speicherzugriffsinstruktionen ausfiihren als bei einer Variante der Basisimplementie-
rung. Zudem kann der Compiler bei den Varianten mit Kernelfusion in den fusionierten Kernels
gemeinsame Teilausdriicke bei der Index- und Adressarithmetik entfernen. Deshalb ist davon
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auszugehen, dass die Kernelfusion die Gesamtzahl an ausgefiihrten Instruktionen leicht reduzie-
ren kann. Die Messungen bestitigen dies, da auf Maxwell die Anzahl an ausgefiihrten Instruk-
tionen von 31 - 107 bei Verner-BAS auf 27 - 10" bei Verner-FUS, von 154 - 10’ bei PIRK-BAS
auf 94 - 107 bei PIRK-FUS und von 20 - 107 bei Peer-BAS auf 14 - 107 bei Peer-FUS abfillt.

Wie groB ist der Overhead der Cloning-Transformation?
(Siehe Tabelle 9.16)

Das Profiling zeigt, dass obwohl die Cloning-Transformation die Anzahl an RHS-Operationen
bei Verner-FUSEN im Vergleich zu Verner-FUS auf 11 von 8 und bei Peer-FUSEN im Vergleich
zu Peer-FUS auf 8 von 4 erhoht, die Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen sich, zumindest bei
BRUSS2D als Testproblem, nur von 27 - 107 auf 30 - 107 beim Verner-Verfahren und nur von
14 - 107 auf 19 - 10’ beim Peer-Verfahren erhoht. Dadurch verursacht bei beiden Verfahren die
Cloning-Transformation nur einen Overhead an der Gesamtzahl an ausgefiihrten Instruktionen
von 11 % beziehungsweise 35 %.

Wie skaliert die Performance mit der Zahl der verwendeten GPU-Kerne?
(Siehe Abbildung 9.12)

Die Skalierungsuntersuchungen zeigen sowohl auf Maxwell als auch auf Hawaii fiir alle Im-
plementierungsvarianten eine typische Sittigungskurve: Fiir eine kleinere Anzahl an benutz-
ten GPU-Kernen skaliert die Performance beinahe direkt proportional, bis ein Sittigungswert
erreicht ist, und weitere zusétzliche GPU-Kerne die Performance immer weniger verbessern.
Diese Sittigung beruht auf Maxwell, wie wir aus unserem Profiling in Tabelle 9.16 folgern
konnen, immer auf einer Limitierung durch die DRAM-Bandbreite. Da auf Hawaii der maxi-
male Speedup nur bei Verner-FUS so grof ist, wie man dies im Falle einer Limitierung durch die
DRAM-Bandbreite erwarten wiirde, und bei Verner-FUSEN, PIRK-FUS, Peer-FUS und Peer-
FUSEN deutlich kleiner ausfillt, kann dies auf der Hawaii nur von einem anderen Flaschenhals,
wahrscheinlich der L2-Cache-Bandbreite, verursacht werden. Bei den Varianten mit Fusion tritt
die Sittigung spéter als bei den unfusionierten Varianten der Basisimplementierung ein. Eben-
so tritt bei den Varianten mit Fusion und Enabling-Transformationen die Séttigung noch einmal
spéter ein als bei den Varianten nur mit Fusion, aber ohne Enabling-Transformationen. Bei
wie vielen benutzten GPU-Kernen auf einer bestimmten GPU die Sittigung eintritt, ist von der
arithmetischen Intensitdt der Implementierungsvariante abhingig. So tritt beispielsweise auf
Maxwell die Sattigung von Verner-BAS bereits bei circa 10 aktiven GPU-Kernen ein, die Sit-
tigung von Verner-FUS bei circa 7 aktiven GPU-Kernen und die Sittigung bei Verner-FUSEN
bei circa 10 aktiven GPU-Kernen. Wenn bei einer bestimmten Anzahl von aktiven GPU-Kernen
weder die DRAM-Bandbreite noch die L2-Cache-Bandbreite gesittigt ist, wiirden wir erwar-
ten, dass die Performance in etwa direkt proportional zu der Anzahl an insgesamt ausgefiihrten
Instruktionen ist. Jedoch zeigen unsere Experimente, dass bei einer solchen Anzahl von akti-
ven GPU-Kernen die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung wie erwartet langsa-
mer sind als die Varianten mit Kernelfusion, jedoch die Varianten mit Kernelfusion aber ohne
Enabling-Transformationen in etwa genauso schnell sind wie die Varianten mit Kernelfusion
und Enabling-Transformationen.

Wie skaliert die Performance mit der Problemgrofie?
(Siehe Abbildung 9.11)

Die Messungen auf Maxwell fiir das Verner-Verfahren zeigen eine asymptotische Kurve fiir
alle drei Implementierungsvarianten fiir die Skalierung mit der Systemgrof3e. Fiir grof3e Sys-
temgroBen erreicht Maxwell einen Durchsatz von 0.93 - 10° Komponenten pro Sekunde bei
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Verner-BAS, 1.36 - 10° Komponenten pro Sekunde bei Verner-FUS und von 1.76 - 10° Kompo-
nenten pro Sekunde bei Verner-FUSEN. Des Weiteren benotigen alle Varianten ungefihr eine
Gittergrofie von 2200 x 2200 Zellen, um auf Maxwell 90 % ihres maximalen Durchsatzes zu
erzielen. Da Maxwell nur 45056 Workitems gleichzeitig ausfithren kann, welche wiederum
nur 90 112 gleichzeitig berechneten Gitterzellen oder einer Gittergrofe von circa 300 x 300
Zellen entsprichen, wird der geringe Durchsatz fiir kleine GittergroSen von 300 x 300 Zellen
bis 2200 x 2200 Zellen sehr wahrscheinlich die GPU-CPU-Synchronisation der Schrittweiten-
steuerung verursacht.

Wie schneiden unsere Implementierungsvarianten im Vergleich zu ODEINT ab?
(Siehe Tabelle 9.15)

Die Messungen mit DOPRI-5 auf Maxwell zeigen, dass, obwohl DOPRI-ODEINT und DOPRI-
BAS beinahe die gleiche Anzahl an permanenten Vektoren aus dem DRAM laden und in den
DRAM schreiben, DOPRI-BAS einen Speedup von 1.35 gegeniiber DOPRI-ODEINT erzielt.
Dies beruht hauptsichlich darauf, dass DOPRI-ODEINT die LC-Operationen iiber ein Templa-
te aus der Thrust-Bibliothek von NVIDIA implementiert, welches die DRAM-Bandbreite der
GPU deutlich schlechter ausnutzt als die manuell implementierten LC-Operationen. Durch die
Kernelfusion und Enabling-Transformationen erzielt DOPRI-FUSEN einen Speedup von 1.60
gegeniiber DOPRI-BAS und einen Speedup von 2.16 gegeniiber DOPRI-ODEINT.

Seite 151 /343



KAPITEL 9. KERNELFUSION

9.4 Kernelfusion auf CPUs

9.4.1 Implementierung

9.4.1.1 Grundlegendes

Um unsere per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten auf CPUs zu iibertragen,
iibersetzen wir wieder je ein abstraktes Kernel aus unseren theoretischen Uberlegungen in
ein paralleles Schleifennest. Dieses Schleifennest besteht wieder aus einer parallelen dufleren
Schleife, die iiber die Blocke des Kernels iteriert. Dabei wird ein jeder Block jeweils nur von
einem CPU-Thread berechnet. Zudem weisen wir jedem dieser parallelen Blocke wpiock auf-
einanderfolgende Systemkomponenten zu, so dass ein Block ¢ alle fusionierten Vektorgrund-
operationen des Kernels fiir die Komponenten [wpiock - %, Whlock + (¢ + 1) — 1] auswertet. Dieses
Blocking zielt dabei auf die Datenverwendung innerhalb eines Blocks iiber die Caches der CPU
ab.

Da wir die fusionierten Kernels nicht allgemein fiir eine beliebige CPU-Architektur optimie-
ren konnen, tiberlegen wir uns im Folgenden wieder nur, wie wir die fusionierten Kernels fiir
moderne x64-Server-CPUs, wie sie zum Beispiel im Abschnitt 3.14 beschrieben wurden, op-
timieren konnen. Dabei beriicksichtigen wir insbesondere die Vektorisierung und wie sich mit
Non-Temporal-Store-Instruktionen der Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches ver-
meiden lisst. Allerdings lassen sich analoge Uberlegungen auch verwenden, um die fusionierten
Kernels fiir andere CPU-Architekturen zu optimieren.

94.1.2 Schleifenstrukturen fiir CPU-Kernel

Waihrend bei dem Schleifennest eines CPU-Kernels die duferste Schleife immer iiber die par-
allelen Blocke des Kernels iteriert, so kann man sich fiir die innere Struktur dieses Schleifen-
nests prinzipiell viele Varianten tiberlegen, welche die Cache-Hierarchie und das Pre-Fetching
von modernen CPUs auf eine bestimmte Art ausnutzen. Wir implementierten fiir diese innere
Schleifenstruktur zwei solche Varianten, fiir welche wir einen Beispielcode in Abbildung 9.13
zeigen:

¢ Schleifenstruktur mit einfachem Blocking: In der Schleifenstruktur mit einfachem
Blocking beinhaltet das Kernel fiir jede fusionierte Vektorgrundoperation eine innere
Schleife, die die Komponenten des entsprechenden Blocks auswertet. Falls das Anfangs-
wertproblem eine Eval-Range-Implementierung der RHS-Funktion bereitstellt, ersetzen
wir diese innere Schleife fiir jede RHS-Operation durch einen Aufruf dieser Eval-Range-
Funktion.

Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking: In der Schleifenstruktur mit doppeltem
Blocking ist jeder Block des Kernels noch einmal in Subblocke unterteilt. Folglich bein-
haltet die parallele duBere iiber die Blocke iterierende Schleife zunidchst eine mittlere
Schleife, die iiber die Subblocke des aktuellen Blocks iteriert. Diese mittlere Schleife
beinhaltet nun fiir jede fusionierte Vektorgrundoperation eine innere Schleife, die diese
Vektorgrundoperation fiir die Komponenten des jeweiligen Subblocks auswertet. Dabei
ersetzen wir bei einer RHS-Operation wieder die innere Schleife durch einen Aufruf der
Eval-Range-Funktion, falls diese fiir das Problem vorhanden ist.
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Schleifenstruktur mit einfachem Blocking

in: doublex vy_k, F_1, F_2;
out: doublex Y_3, Y_4;

code:
parallel for each block b
for each component i in b
Y 3[1] <= yv_k[i] + a 31 * F_1[1] + a_32 x F_2[1i];
for each component i in b
Y 4[1] <= y_k[i] + a_41 * F_1[1] + a_42 = F_2[1i];

Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking

in: doublex vy_k, F_1, F_2;
out: doublex Y_3, Y_4;

code:
parallel for each block b
for each subblock s in b
for each component i in s
Y_3[1] <= vyv_k[i] + a_31 x F_1[1i] + a_32 = F_2[1];
for each component i in s
Y_4[1] <= yv_k[i] + a_41 * F_1[1i] + a_42 = F_2[1i];

Abbildung 9.13: Implementierte Schleifenstrukturen fiir ein fusioniertes CPU-Kernel. Hierbei sym-
bolisiert der Operator <— Non-Temporal-Store-Instruktionen, durch welche Vektorkomponenten direkt in
den DRAM geschrieben werden.

Bei der Schleifenstruktur mit einfachem Blocking besitzen grofe Blockgréfen einen niedrige-
ren Overhead und ermdglichen ein effizienteres Pre-Fetching. Jedoch besitzen solche grofen
BlockgroBen auch ein grofleres Workingset, welches unter Umsténden zu gro8 fiir die niedri-
gen Cache-Stufen der CPU ist. Die Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking vermeidet dieses
Problem, da wir fiir die BlockgroBe der duBleren Schleife, um den Overhead zu reduzieren und
ein effizientes Pre-Fetching zu ermoglichen, einen hohen Wert wihlen konnen, wéhrend wir fiir
die GroBe der Subblocke der inneren Schleife einen kleinen Wert wihlen konnen, so dass der
Workingset eines Subblocks in den L1-Cache eines CPU-Kerns passt.

Falls wir jedoch eine grofie Systemdimension annehmen, dann wird die Schleifenstruktur mit
einfachem Blocking ungefihr ein genauso groles DRAM-Volumen benétigen, wie die Schlei-
fenstruktur mit doppeltem Blocking oder eine beliebige andere innere Schleifenstruktur. Wenn
wir jedoch noch zusitzlich annehmen, dass ein fusioniertes Kernel weiterhin durch die DRAM-
Bandbreite limitiert wird, werden sdmtliche Schleifenstrukturen fiir ein fusioniertes Kernel
ungefihr dieselbe Laufzeit benotigen. Da wir aber von der Schleifenstruktur mit doppeltem
Blocking erwarten, dass sie die niedrigeren Cache-Ebenen der CPU effizienter ausnutzt, wird
sie wahrscheinlich die DRAM-Bandbreite mit weniger verwendeten CPU-Kernen saturieren als
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die Schleifenstruktur mit einfachem Blocking. Dadurch ist die Schleifenstruktur mit doppeltem
Blocking, falls ein Benutzer nur ausreichend viele Kerne verwendet, um die DRAM-Bandbreite
zu saturieren, auch energieeffizienter und ein Benutzer kann die nicht benétigten Kerne fiir an-
dere Berechnungen verwenden.

9.4.1.3 Ausnutzung der Caches der CPU fiir die Wiederverwendung von
Daten

Als Nichstes werden wir vorstellen, wie die Blocke eines fusionierten Kernels auf einer CPU
deren Caches zur Reduktion des DRAM-Volumens ausnutzen konnen. Hierfiir nehmen wir wie-
der eine grofe Systemgrofie an, so dass ein Vektor deutlich groBer als die Caches der CPU ist,
wodurch nur sehr wenig Datenwiederverwendung zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ker-
nels moglich ist. In diesem Fall konnen die Blocke eines fusionierten Kernels die Caches der
CPU wie folgt fiir die Reduktion des DRAM-Volumens ausnutzen:

* Datentransfer entlang fusionierter (RHS|LC|MAP) — (LCIMAPI|RED)-
Abhiingigkeiten via den Caches der CPU (siehe Abbildung 9.14): Fiir den Daten-
transfer entlang fusionierter (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhingigkeiten
tiber die Caches der CPU verwenden wir eine Technik, welche als Array-Contraction
(sieche zum Beispiel [K35]) bekannt ist. Hierfiir schreibt der Thread das Ergebnis der
(RHS | LC | MAP)-Operation am Anfang der Abhéngigkeit fiir die Komponenten seines
aktuellen Blocks, ohne dabei Non-Temporal-Store-Instruktionen zu verwenden, in ein
kleines tempordres Array, welches privat fiir den jeweiligen Thread ist. Der Thread tiber-
gibt danach bei der Berechnung seines aktuellen Blocks das temporire Array an samt-
liche abhingigen Vektorgrundoperationen, welche dann wihrend ihrer Auswertung die
zuvor berechneten Komponenten aus dem temporiren Array lesen. Nachdem der Thread
schlieBlich seinen aktuellen Block vervollstindigt hat, verwendet er das temporire Array
wieder, um die berechneten Komponenten der (RHS | LC | MAP)-Operation fiir seinen
ndchsten Block zwischenzuspeichern und an alle abhidngigen Vektorgrundoperationen
weiterzuleiten. Unter der Annahme, dass der Workingset eines Blocks hinreichend klein
ist, wird dieses temporidre Array nicht wéihrend eines Blocks oder zwischen zwei Blo-
cken, sondern erst nach dem Ende des Kernels aus den Caches der CPU verdringt. Da-
durch schreibt das Kernel fiir diesen Datentransfer keine Komponenten der (RHS | MAP
| LC)-Operation am Anfang der Abhéngigkeit in den DRAM zuriick. Da dieser Daten-
transfer per Array-Contraction iiber die Caches der CPU nur ohne Non-Temporal-Store-
Instruktionen moglich ist, darf der Thread nur mit reguldren Store-Instruktionen in das
temporire Array hinschreiben. Somit, falls eine RHS-Operation iiber eine Eval-Range-
Funktion in das temporire Array schreiben soll, muss hierfiir zwingend eine Implemen-
tierung fiir die Eval-Range-Funktion ohne Non-Temporal-Store-Instruktionen verwendet
werden.

¢ Zuriickschreiben der Ergebnisse von (RHS | LC | MAP)-Operationen iiber Non-
Temporal-Store-Instruktionen in den DRAM (siehe Abbildung 9.14): In demjenigen
Fall, dass ein spiteres Kernel das Ergebnis einer (RHS | LC | MAP)-Operation benétigt,
muss dasjenige Kernel, welches diese (RHS | LC | MAP)-Operation berechnet, deren
Ergebnis per Non-Temporal-Store-Instruktionen in den permanenten Vektor und damit
in den DRAM zuriickschreiben, um so den Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-
Caches der CPU zu vermeiden.
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¢ Wiederverwendung eines permanenten Vektors aus dem DRAM, der von mehreren
verschmolzenen Vektorgrundoperationen als Argument gelesen wird: Hier l4dt ein
Block die benotigten Komponenten des Argumentvektors zunéchst bei der Auswertung
der ersten darauf zugreifenden Vektorgrundoperation aus dem DRAM in die Caches der
CPU. Da der Block fiir die Auswertung seiner zweiten Vektorgrundoperation dieselben
Komponenten laden muss, gehen diese Zugriffe bei dieser Auswertung nicht mehr auf
den DRAM, sondern iiber, sondern werden von den Caches der CPU abgefangen.

Somit muss eine (RHS | LC | MAP)-Operation beim Abspeichern ihres Ergebnisses folgende
Fille berticksichtigen:

e Falls ihr Ergebnis nur von den fusionierten Vektorgrundoperationen in ihrem Kernel,
aber von keiner Vektorgrundoperation in einem spiteren Kernel gelesen wird, muss sie
ihr Ergebnis per regulédre Store-Instruktionen in ein temporires Array schreiben.

e Falls ihr Ergebnis von keiner fusionierten Vektorgrundoperation in ihrem Kernel, aber
von einer Vektorgrundoperation in einem spiteren Kernel gelesen wird, muss sie ihr Er-
gebnis per Non-Temporal-Store-Instruktionen in einen permanenten Vektor schreiben.

* Falls ihr Ergebnis sowohl von einer fusionierten Vektorgrundoperation in ihrem Kernel
als auch von einer Vektorgrundoperation in einem spiteren Kernel gelesen wird, muss sie
ihr Ergebnis sowohl per regulére Store-Instruktionen in ein temporires Array als auch per
Non-Temporal-Store-Instruktionen in einen permanenten Vektor schreiben.

Bei (LC | MAP)-Operationen und bei einer RHS-Operation mit der Eval-Comp-
Implementierung kann unser Codegenerator fiir die fusionierten CPU-Kernel (siehe Abschnitt
9.4.1.4) diese Fallbehandlung eigenstindig durchfithren. Dahingegen muss bei einer Eval-
Range-Implementierung fiir eine RHS-Operation diese Fallbehandlung von dieser Eval-Range-
Implementierung selbst iibernommen werden.

Letztlich gilt wieder anzumerken, dass bei den Varianten mit Kernelfusion die Non-Temporal-
Store-Instruktionen fiir das Schreiben in permanente Vektoren wieder nur bei grofSen Pro-
blemgrofien lohnenswert sind, wihrend dafiir bei kleinere Problemgrofien reguldre Store-
Instruktionen besser geeignet sind. Solche Varianten mit Kernelfusion und regulidren Store-
Instruktionen fiir das Schreiben in permanente Vektoren lassen sich jedoch auch mit unserem
Ansatz erzeugen.

9.4.1.4 Codegenerator fiir fusionierte CPU-Kernels

Da bei den per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten von ODE-Verfahren fiir
CPUs ebenso sehr viele unterschiedliche fusionierte CPU-Kernel entstehen, integrierten wir
einen Codegenerator fiir diese fusionierten CPU-Kernels in unser Framework, welcher an-
hand der fusionierten Kernels in einem Datenflussgraphen deren C-Quelltext erzeugt. Dabei
beherrscht der Codegenerator simtliche Optimierungen, die wir in diesem Kapitel vorstellten.
Nach der Generierung des Quelltexts durch den Codegenerator kann unser Framework zu sei-
ner Laufzeit diesen Quelltext mit einem C-Compiler zunichst zu einer dynamischen Bibliothek
kompilieren, diese dann laden und anschlieBend das Kernel dariiber ausfiihren.
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Wiederverwendung von F_1 ohne Zuriickschreiben von F_1 sowie
Zuriickschreiben von Y_2 ohne Wiederverwendung von Y_2

in: doublex y_k;
temp: double F_1_Temp[threadcount] [blocksize];
out: doublex Y_2;

code:
int my_id = get_thread_id();
parallel for each block b
for each component i in b
F_1_Temp[my_id] [i_rel(b,i)] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1i);
for each component i in b
Y _2[1i] <= yv_k[i] + a_21 = F_1_Temp[my_1id] [i_rel(b,1)]1;

Wiederverwendung von F_1 mit Zuriickschreiben von F_1 sowie
Zuriickschreiben von Y_2 ohne Wiederverwendung von Y_2

in: doublex y_k;
temp: double F_1_Temp[threadcount] [blocksize];
out: doublex F_1, Y_2;

code:
int my_id = get_thread_id();
parallel for each block b
for each component i1 in b
double F_1_Reg = RHS_Eval_ Comp(y_k, 1i);
F_1_Temp[my_id] [i_rel(b,i)] = F_1_Reg;
F_1[1i] <= F_1_Reg;
for each component 1 in b
Y 2[1i] <= yv_k[i] + a_21 % F_1 Temp[my_id][i_rel(b,1)];

Abbildung 9.14: Pseudocode fiir die Datenwiederverwendung per Array-Contraction und fiir das
Zuriickschreiben per Non-Temporal-Stores. Da ein Thread das Array F_1_ Temp zwischen den Blocken
wiederverwendet, wird es wihrend eines Kernels nicht aus den Caches verdringt, wodurch es auch nicht
von der CPU in den DRAM zuriickgeschrieben wird. Somit lédsst sich dadurch, bei einem CPU-Kernel das
Zuriickschreiben von produzierten Vektorkomponenten in den DRAM vermeiden. Zusitzlich symbolisiert
der Operator <— wieder Non-Temporal-Store-Instruktionen, durch welche Vektorkomponenten direkt in
den DRAM geschrieben werden.

So kann der Codegenerator einen C-Quelltext mit der Schleifenstruktur des einfachen Blockings
und mit der Schleifenstruktur des doppelten Blockings erzeugen. Dabei sind die verwendeten
Block-GroBen der beiden Schleifenstrukturen Compilezeitkonstanten, so dass der verwendete
C-Compiler diese Schleifenstrukturen bei der spiteren Kompilierung abrollen oder vektorisie-
ren kann. Zusitzlich beherrscht der Codegenerator die Datenwiederverwendung iiber temporé-
re Arrays beziehungsweise per Array-Contraction, so dass das Kernel keine Daten unnétig in
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den DRAM zuriickschreibt. Ebenso setzt er das Schreiben des Kernels in permanente Vekto-
ren per Non-Temporal-Store-Instruktionen um, indem er je nach dem unterstiitzten Befehlssatz
der Zielarchitektur AVX2-Intrinsics oder AVX-512-Intrinsics in den Quelltext einfiigt. Aller-
dings kann der Codegenerator fiir kleine Problemgroen auch so konfiguriert werden, dass er
das Schreiben des Kernels in permanente Vektoren iiber regulédre Store-Instruktionen realisiert,
fiir welche er je nach dem unterstiitzten Befehlssatz wiederum AV X2-Intrinsics oder AVX-512-
Intrinsics verwendet. Zusitzlich versieht er sdmtliche Zeiger wieder mit dem Schliisselwort
restrict, damit der verwendete C-Compiler bei der spéteren Kompilierung des Kernels das
Aliasing zwischen den Argumenten des Kernels ausschlieBen und somit die Speicherzugriffe
auf die permanenten Vektoren besser optimieren kann.
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9.4.2 Experimente
9.4.2.1 Aufbau der Experimente

Als Nichstes werden wir die mit Kernelfusion erzeugten Implementierungsvarianten experi-
mentell auf CPUs untersuchen. Damit unsere experimentellen Untersuchungen der Kernelfu-
sion auf GPUs und auf CPUs moglichst vergleichbar sind, verwenden wir einen Aufbau fiir
unsere Experimente, der sehr dhnlich zu dem Aufbau zur experimentellen Untersuchung der
Kernelfusion auf GPUs ist:

Betrachtete ODE-Verfahren: Als ODE-Verfahren betrachten wir das Verner-Verfahren und
ein PIRK-Verfahren. Fiir dieses PIRK-Verfahren verwenden wir wieder das Lobatto III C(8)-
Verfahren mit s = 5 Stufen und einer Ordnung von p = 8 als Basisverfahren. Dadurch miis-
sen wir fiir das PIRK-Verfahren m = 7 Korrektorschritte durchfiihren. Alle Messungen und
Profiling-Ergebnisse normalisierten wir fiir jedes dieser Verfahren jeweils auf einen einzigen
Zeitschritt.

Betrachtete Implementierungsvarianten: Als Implementierungsvarianten fiir die betrachte-
ten Verfahren verwenden wir diejenigen Varianten, die wir im Abschnitt 9.2.8 ableiteten, das
heifit die unfusionierten Varianten der Basisimplementierung (BAS-Varianten), die Varianten
nur mit Fusion (FUS-Varianten) und die Varianten mit Fusion und Enabling-Transformationen
(FUSEN-Varianten). Wir realisierten iiber unseren Codegenerator sowohl die FUS- als auch
die FUSEN-Varianten jeweils mit beiden Schleifenstrukturen, also mit der Schleifenstruktur
mit einfachem Blocking und der Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking. Um jede Messun-
gen jeweils mit einer performanten BlockgroBe und Subblockgrofie durchzufiihren, bestimmten
wir vor jeder Messung beides iiber eine vollstindige Suche tiber eine vorgegebene Menge an
BlockgroBen und SubblockgroBen. Unsere Kernels verwenden fiir samtliche Untersuchungen
Non-Temporal-Store-Instruktionen, um in die permanenten Vektoren zu schreiben. Eine Aus-
nahme hiervon ist diejenige Messreihe, welche die Skalierung mit der Systemgrofie unter der
Verwendung von regulédren Store-Instruktionen untersucht. Weiterhin verwenden wir die unfu-
sionierten Varianten der Basisimplementierung wieder als Referenz fiir den Speedup. Wir er-
zeugten all diese Implementierungsvarianten mit unserem Framework, welches wir im Kapitel
11 im Detail vorstellen werden.

Testproblem, Problemgrofie und Genauigkeit: In diesem Kapitel verwenden wir fiir alle
Messreihen das Testproblem BRUSS2D und die doppelte Gleitkommagenauigkeit. Wir wihl-
ten zudem dieselbe Problemgrofie wie bei unseren experimentellen Untersuchungen der Ker-
nelfusion mit doppelter Gleitkommagenauigkeit auf GPUs, und zwar eine Problemgrofle von
4224 x 2048 Gitterzellen. Dadurch sind bei einem ODE-Verfahren auch die auf den GPUs
und CPUs gemessenen Laufzeiten miteinander vergleichbar. Eine Ausnahme von dieser fest
gewihlten ProblemgroBe sind diejenigen Messreihen, welche die Skalierung der Laufzeit in Ab-
héingigkeit von der Problemgrofe untersuchen, fiir welche wir die Gittergrofle ausgehend von
128 x 128 Zellen schrittweise um 128 x 128 Zellen bis zu einer Gittergrofie von 4 096 x 4 096
erhohen. Verwendete CPUs, Compiler und Compileroptionen: Wir fithren unsere Experi-
mente auf zwei CPUs mit unterschiedlichen Architekturen durch:

* Skylake Core i9-7980XE mit 8 x 16 GiB PC4-17000 DDR4-Modulen (Skylake):
Laufzeitmessungen, Profiling, Untersuchung der Skalierung mit der Systemgrofe und
die Untersuchung der Skalierung mit der Anzahl an verwendeten CPU-Kernen
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* Ryzen 5950x mit 4 x 16 GiB PC4-23466 DDR4-Modulen (Ryzen): Laufzeitmessungen
und Untersuchung der Skalierung mit der Anzahl an verwendeten CPU-Kernen

Durch diese DRAM-Bestiickung ergibt sich eine Burst-DRAM-Bandbreite von 68 GB/s auf
Skylake und von 46.9 GB/s auf Ryzen. Die weiteren technischen Daten beider CPUs sind im
Abschnitt 13.6 zu finden. Da beide CPUs zweifaches SMT besitzen, starten wir, um das SMT
in unseren Messungen auszunutzen, stets zwei Threads pro benutzten CPU-Kern.

Da Voruntersuchungen ergaben, dass tendenziell sowohl der beliebte MSVC-Compiler von Mi-
crosoft [W18] als auch der ebenfalls beliebte quelloffene GCC-Compiler [W19] die Schleifen-
strukturen in dem Quelltext unserer Kernels iiberhaupt nicht oder nur sehr ineffizient vektori-
sieren, verwendeten wir fiir die Kompilierung unserer Kernels sowohl auf Skylake als auch
auf Ryzen den ICC-Compiler von Intel [W17] mit der hochsten Optimierungsstufe (-03).
Damit dieser ICC-Compiler unsere Kernels fiir Skylake optimiert und dabei vor allem die
SIMD-Instruktionen von AVX-512 in den Maschinencode unserer Kernels einfiigt, verwen-
deten wieder dieselben Compiler-Optionen wie fiir die Kompilierung der Basisimplementie-
rung (-march=skylake-avx512 und —gopt-zmm-usage=high). Fiir Ryzen wiesen
wir den Compiler an, Maschinencode mit den SIMD-Instruktionen von AVX2 zu generieren
(-march=core-avx2).

9.4.2.2 Messungen

Insgesamt fiihrten wir folgende Messungen durch:

* Laufzeitmessungen und Speedup (Tabelle 9.17): Die Messung der Laufzeit unserer
Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens sowie des PIRK-Verfahrens auf Sky-
lake und Ryzen mit der Schleifenstruktur mit einfachem Blocking sowie mit der Schlei-
fenstruktur mit doppeltem Blocking und der aus der Laufzeit berechnete Speedup.

Profiling (Tabelle 9.18): Ein detailliertes Profiling der Implementierungsvarianten
des Verner-Verfahrens sowie des PIRK-Verfahrens auf Skylake. Im Speziellen ermit-
telten wir durch das Profiling die Auslastung der DRAM-Bandbreite (Upram), das
DRAM-Volumen (Voram), die Cache-Effizienz (Fcache), die Ausnutzung der DP-Peak-
Performance (Upp-peak) und die Anzahl an herausgegebenen Instruktionen (INS). Diese
Metriken werden von uns im Abschnitt 13.4 detailliert beschrieben.

Skalierung mit der Systemgrofie (Abbildung 9.15 und Abbildung 9.16): Die Ska-
lierung der inversen normierten Laufzeit mit der SystemgroBe fiir unsere Implementie-
rungsvarianten des Verner-Verfahrens und des PIRK-Verfahrens auf der Skylake. Dabei
verwenden wir in der Messreihe in Abbildung 9.15 Non-Temporal-Store-Instruktionen,
um in die permanenten Vektoren zu schreiben, wihrend wir in der Messreihe in Abbil-
dung 9.16 mit regulédren Store-Instruktionen in die permanenten Vektoren schreiben. Fiir
diese Messungen wihlten wir eine initiale quadratische Gittergrofie von 128 x 128 Git-
terzellen und inkrementierten die Kantenlinge des Gitters um 128 bis zu einer Grofie von
4096 x 4096 Gitterzellen. Aus der gemessenen Laufzeit berechneten wir den Durchsatz
der CPU an Systemkomponenten pro Zeiteinheit und trugen diesen in das Diagramm ein.

Skalierung mit der Anzahl an benutzten Kerne (Abbildung 9.17): Die Skalierung der
inversen Laufzeit mit der Anzahl an benutzten CPU-Kernen fiir die Implementierungs-
varianten des Verner-Verfahrens und des PIRK-Verfahrens auf Skylake und auf Ryzen.
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Zu den Messungen ist Folgendes anzumerken:

* Wir benutzten fiir alle Messungen sé@mtliche Kerne der entsprechenden Test-CPU, selbst
wenn dies zu einer Erhohung der Laufzeit fiihrt. Eine Ausnahme hiervon ist offensichtlich
die Untersuchung der Skalierung mit der Anzahl an benutzten Kernen.

* Fiir die Untersuchung der Skalierung mit der Anzahl an benutzten Kernen starten wir
jeweils zwei Threads pro zu benutzenden physikalischen CPU-Kern und weisen die
Threads den logischen Kernen des entsprechenden physikalischen CPU-Kerns fest zu.
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Variante Skylake Ryzen
T in [ms] . S T in [ms] . S

Verner-BAS 182.6 1.00 333.6 1.00
Verner-FUS, Si-Bl. 119.2 1.53 2129 1.57
Verner-FUS, Do-Bl. 119.7 1.53 202.5 1.65
Verner-FUSEN, Si-Bl. 92.0 1.98 168.5 1.98
Verner-FUSEN, Do-Bl. 92.1 1.98 155.6 2.14
PIRK-BAS 915.9 1.00 1633.7 1.00
PIRK-FUS, Si-BL. 221.2 4.14 416.4 3.92
PIRK-FUS, Do-BL. 220.5 4.14 393.7 4.15

Tabelle 9.17: Messung von Laufzeit und Speedup fiir die Varianten mit Kernelfusion auf CPUs. Die
Tabelle zeigt die Laufzeit 7" und den Speedup s fiir die Varianten des Verner-Verfahrens und des PIRK-
Verfahrens mit den Schleifenstrukturen mit einfachem Blocking (Si-Bl.) und mit doppeltem Blocking (Do-
BI.) auf Skylake und Ryzen mit doppelter Genauigkeit.

o | o | e | S e |
Verner-BAS 75 10.6 95 0.8 1.0 685
Verner-FUS, Si-Bl 80 7.1 96 1.2 2.1 961
Verner-FUS, Do-BI 82 7.2 95 1.2 2.5 1165
Verner-FUSEN, Si-Bl 80 5.4 95 1.9 2.3 825
Verner-FUSEN, Do-B1 73 54 92 1.8 2.7 992
PIRK-BAS 71 51.6 94 0.9 1.0 1843
PIRK-FUS, Si-Bl 75 12.9 96 35 35 3085
PIRK-FUS, Do-Bl 76 13.3 99 34 1.9 3373

Tabelle 9.18: Profiling der Varianten mit Kernelfusion auf dem Skylake. Dieses Profiling umfasst die
Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens und des PIRK-Verfahrens und des PIRK-Verfahrens mit
doppelter Genauigkeit. Im Speziellen ermittelten wir durch das Profiling die Metriken der Auslastung der
DRAM Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), die Cache-Effizienz (Ecyche ), die Ausnutzung
der DP-Peak-Performance (Upp) und die Zahl der herausgegebenen Instruktionen (INS). Diese Metriken
werden von uns im Abschnitt 13.4 detailliert beschrieben.
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Abbildung 9.15: Skalierung des Durchsatzes mit der Gittergrofe fiir die Varianten des Verner-
Verfahrens und des PIRK-Verfahrens mit Non-Temporal-Store-Instruktionen auf Skylake.
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Abbildung 9.16: Skalierung des Durchsatzes mit der Gittergrofe fiir die Varianten des Verner-
Verfahrens und des PIRK-Verfahrens mit reguliren Store-Instruktionen auf Skylake.
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Abbildung 9.17: Skalierung der Varianten mit Kernelfusion mit der Anzahl der verwendeten CPU-

Kerne.
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9.4.2.3 Diskussion der Messergebnisse

Mit Hilfe dieser Messungen konnen wir folgende Fragen beantworten:

Wie sehr lohnt sich die Kernelfusion auf CPUs?
(siehe Tabelle 9.17)

Die Kernelfusion kann auf Skylake fiir das Verner-Verfahren die Laufzeit von 183 ms bei
Verner-BAS auf 119 ms bei Verner-FUS und fiir das PIRK-Verfahren die Laufzeit von 915 ms
bei PIRK-BAS auf 221 ms bei PIRK-FUS reduzieren, wodurch sich ein Speedup von 1.53 fiir
das Verner-Verfahren und ein Speedup von 4.14 fiir das PIRK-Verfahren ergibt. Ebenso kann die
Kernelfusion auf Ryzen die Laufzeit fiir das Verner-Verfahren von 334 ms bei Verner-BAS auf
203 ms bei Verner-FUS und fiir das PIRK-Verfahren die Laufzeit von 1634 ms bei PIRK-BAS
auf 394 ms bei PIRK-FUS senken, womit sich ein Speedup von 1.65 fiir das Verner-Verfahren
und ein Speedup von 3.92 fiir das PIRK-Verfahren ergibt. Somit kann die Kernelfusion auf
beiden betrachteten CPUs und fiir beide betrachtete Verfahren die Laufzeit deutlich reduzieren.

Wie sehr lohnen sich die zuséitzlichen Enabling-Transformationen auf CPUs?
(siehe Tabelle 9.17)

Die Cloning- und die Splitting-Transformation kénnen auf Skylake fiir das Verner-Verfahren
die Laufzeit von 119 ms bei Verner-FUS auf 92 ms bei Verner-FUSEN senken, wodurch
sich fiir Verner-FUSEN ein Speedup von 1.29 beziiglich Verner-FUS ergibt. Ebenso konnen
die Cloning- und die Splitting-Transformation fiir das Verner-Verfahren auf Ryzen die Lauf-
zeit von 203 ms bei Verner-FUS auf 156 ms bei Verner-FUSEN senken, wodurch sich fiir
Verner-FUSEN ein Speedup von 1.30 beziiglich Verner-FUS ergibt. Somit lohnen sich auch
die Enabling-Transformationen, um auf beiden betrachteten CPUs die Laufzeit deutlich zu re-
duzieren.

Wie erfolgreich konnen die optimierten Varianten auf CPUs das DRAM-Volumen redu-
zieren?
(siehe Tabelle 9.18)

Das Profiling zeigt, dass Verner-BAS 10.6 GB an Daten zwischen CPU und DRAM transfe-
riert, wihrend Verner-FUS nur noch 7.1 GB an Daten transferiert. Verner-FUSEN reduziert die
Menge an transferierten Daten noch einmal auf 5.4 GB. Somit benétigt Verner-FUSEN als am
stirksten optimierte Variante nur noch 51 % des DRAM-Volumens von Verner-BAS. Ebenso
transferiert PIRK-BAS 51.6 GB an Daten zwischen CPU und DRAM, wihrend PIRK-FUSEN
nur noch 12.9 GB an Daten transferieren muss. Dadurch benétigt PRIK-FUS nur noch 25 %
des DRAM-Volumens von PIRK-BAS.

Wie effizient kann das Caching das DRAM-Volumen reduzieren?
(siehe Tabelle 9.18)

Das Profiling auf Skylake zeigt, dass die Cache-Effizienz fiir simtliche betrachtete ODE-
Verfahren und Implementierungsvarianten zwischen 92 % und 96 % betrégt, das heiflt ein per-
fektes Caching wiirde das DRAM-Volumen nur um weitere 4 % bis 9 % reduzieren. Da unsere
CPU-Kernel jedoch sehr lokal mit einem kleinen Workingset auf den Arbeitsspeicher zugrei-
fen, wiirden wir jedoch auf CPUs genauso wie auf den GPUs eine Cache-Effizienz von beinahe
100 % erwarten. Mogliche Ursachen dafiir, dass die Cache-Effizienz auf CPUs niedriger als er-
wartet ist, sind Speicherzugriffe des Betriebssystems, welche im Hintergrund der Benchmarks
stattfinden, oder ein Overhead durch das Profiling.
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Wie skaliert die Performance mit der Anzahl an benutzten CPU-Kernen?
(siehe Abbildung 9.17)

Die Skalierungsuntersuchungen zeigen sowohl auf Skylake als auch auf Ryzen eine typische
Siattigungskurve, die darauf hindeutet, dass eine geteilte Ressource, also entweder die Bandbrei-
te des geteilten Last-Level-Caches oder des DRAMs, zum Flaschenhals wird. Auf Skylake kon-
nen wir aus dem Profiling folgern, dass es sich bei dem Flaschenhals um die DRAM-Bandbreite
handeln muss, wihrend es sich bei Ryzen, da er keinen geteilten Last-Level-Cache besitzt,
beim Flaschenhals nur um die DRAM-Bandbreite handeln kann. So skalieren auf Skylake die
Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens und des PIRK-Verfahrens bis circa 3 oder 4
benutzten CPU-Kernen nahezu linear, und sie miissen nur zwischen 7 und 8 CPU-Kerne ver-
wenden, um 95 % ihrer maximalen Performance zu erreichen. Die Skalierungsuntersuchungen
zeigen zudem, dass, sofern die DRAM-Bandbreite kein Flaschenhals ist, bei allen Implementie-
rungsvarianten ein Kern von Ryzen ungefihr 1.5- bis 2.0-mal so schnell wie ein Kern von Sky-
lake ist. Dies ist insoweit bemerkenswert, als ein Kern von Ryzen eine DP-Peak-Performance
von 48 GFLOPs besitzt, wihrend ein Kern von Skylake nur eine DP-Peak-Performance von
89 GFLOPs besitzt. Daraus konnen wir folgern, dass, selbst wenn die DRAM-Bandbreite kein
Falschenhals ist, ein Kern von Skylake bei allen Implementierungsvarianten nur einen deutlich
kleineren Anteil seiner DP-Peak-Performance ausnutzen kann als ein Kern von Ryzen. Ebenso
zeigen die Skalierungsuntersuchungen, dass bei wenigen verwendeten CPU-Kernen, wenn die
DRAM-Bandbreite kein Flaschenhals ist, die FUS-Varianten deutlich schneller als die BAS-
Varianten und die FUSEN-Varianten zudem deutlich schneller als die FUS-Varianten sind.

Wodurch sind die Varianten gebunden?
(siehe Tabelle 9.18 und Abbildung 9.17)

Das Profiling zeigt, dass auf Skylake sdmtliche Varianten zwischen 71 % und 82 % der Burst-
DRAM-Bandbreite und nur zwischen 1% und 3 % der Peak-IPC auslasten. Dies deutet dar-
auf hin, dass sdmtliche Varianten weiterhin stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden sind.
Diese Limitierung durch die DRAM-Bandbreite duflert sich sowohl auf Skylake als auch auf
Ryzen dadurch, dass bei samtlichen Implementierungsvarianten nur ein einziger oder weni-
ge CPU-Kerne benotigt werden, um die maximale Performance zu erzielen. Dementsprechend
konnen auf Skylake auch sémtliche die Varianten nur zwischen 0.8 % und 3.5 % der Peak-
DP-Performance ausnutzen. Allerdings ldsst sich durch die Kernelfusion und die Enabling-
Transformationen die Ausnutzung der Peak-DP-Performance deutlich von 0.8 % bei Verner-
BAS auf 1.8 % bei Verner-FUSEN und von 0.9 % bei PIRK-BAS auf 3.5 % bei PIRK-FUS
erhohen.

Wie gut kann unser Performance-Modell die Laufzeit vorhersagen?
(siehe Tabelle 9.17, Tabelle 9.18 und Abbildung 9.17)

Das Profiling und die Skalierungsuntersuchungen zeigen, dass die Grundannahmen fiir unser
Performance-Modell auch auf CPUs gut erfiillt sind: Das Caching funktioniert nahezu perfekt
und sidmtliche Varianten sind stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Dadurch entspricht
der Speedup zwischen zwei Varianten wiederum in etwa dem Verhiltnis zwischen den Datenvo-
lumen dieser beiden Varianten. So wiirden wir bei Verner-FUS, Verner-FUSEN und PIRK-FUS
einen Speedup von 1.49, 1.97, beziehungsweise 3.91 beziiglich der Basisimplementierungen
Verner-BAS und PIRK-BAS erwarten, wihrend der tatsdchlich gemessene Speedup auf Skyla-
ke 1.53, 1.98, beziehungsweise 4.14 und auf Ryzen 1.65, 2.14 beziehungsweise 4.15 betrigt.
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Wie sehr lohnt sich die Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking verglichen mit der
Schleifenstruktur mit einfachem Blocking?
(siehe Tabelle 9.17)

Die Messungen zeigen, dass fiir alle betrachteten ODE-Verfahren und Implementierungsvari-
anten, sowohl auf Skylake als auch auf Ryzen bei wenigen aktiven CPU-Kernen, die Schleifen-
struktur mit doppeltem Blocking um 5 % bis 10 % schneller ist, als die Schleifenstruktur mit
einfachem Blocking. Dies ist vermutlich darauf zurtickzufiihren, dass, da bei wenigen aktiven
CPU-Kernen die FUS- und FUSEN-Varianten noch nicht so stark durch die DRAM-Bandbreite
gebunden sind, die Datenwiederverwendung iiber die niederen Cache-Ebenen eine grofere Rol-
le spielt. Auf Skylake gilt zudem, dass je mehr CPU-Kerne eine Implementierungsvariante ver-
wendet, umso geringer wird auch der Laufzeitunterschied zwischen beiden Schleifenstrukturen,
so dass sich bei mehr als 8 verwendeten CPU-Kernen die Laufzeit der beiden Schleifenstruktu-
ren nur noch um weniger als 0.5 % unterscheidet. Dies entspricht auch unseren Erwartungen, da
beide Schleifenstrukturen das gleiche Datenvolumen besitzen, und somit, falls das Kernel durch
die DRAM-Bandbreite gebunden ist, gleich schnell sein sollten. Auf Ryzen zeigt sich jedoch,
dass dort bei vielen aktiven CPU-Kernen sowohl beim Verner-Verfahren als auch beim PIRK-
Verfahren die Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking weiterhin um 5 % bis 10 % schneller
ist als die Schleifenstruktur mit einfachem Blocking. Die Ursache hierfiir geht aus unseren
Messungen jedoch nicht hervor. Ebenso zeigt das Profiling auf Skylake, dass bei sdmtlichen
Implementierungsvarianten die Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking 10 % bis 20 % mehr
Instruktionen ausfiihrt als die Schleifenstruktur mit einfachem Blocking. Da wir fiir das Pro-
filing eine Blockgrofle von 4096 und eine Subblockgrofle von 1024 verwendeten, sollte der
Overhead fiir das doppelte Blocking vernachldssigbar sein. Deshalb deutet ein grofler Unter-
schied in der Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen darauf hin, dass der ICC-Compiler beide
Schleifenstrukturen deutlich unterschiedlich optimiert.

Welchen Einfluss bewirken die Kernelfusion und die Enabling-Transformationen auf die
Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen?
(siehe Tabelle 9.18)

Das Profiling zeigt, dass die Kernelfusion auf Skylake beim Verner-Verfahren die Anzahl an
ausgefiihrten Instruktionen um 40 % und beim PIRK-Verfahren sogar um 67 % erhoht. Die-
ser grofie Unterschied deutet wieder darauf hin, dass der ICC-Compiler die Kernel der FUS-
Varianten verglichen mit den Kernels der BAS-Varianten deutlich unterschiedlich optimiert.
Interessanterweise reduzieren die zusétzlichen Enabling-Transformationen bei Verner-FUSEN
die Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen verglichen mit Verner-FUS sogar um 15 %, und dies,
obwohl Verner-FUSEN auf Grund der Cloning-Transformation 11 RHS-Operationen pro Zeit-
schritt durchfiihrt, wihrend Verner-FUS nur 8 RHS-Operationen pro Zeitschritt durchfiihrt.
Dies ist wiederum ein Hinweis darauf, dass der ICC-Compiler die FUS- und die FUSEN-
Varianten deutlich unterschiedlich optimiert.

Wie skaliert die Performance mit der Problemgrofie, wenn die Kernel Non-Temporal-
Store-Instruktionen verwenden, um in permanente Vektoren zu schreiben?
(siehe Abbildung 9.15)

Die Untersuchungen fiir die Skalierung des Durchsatzes an Komponenten mit der Systemgrof3e
auf Skylake zeigen fiir die Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens eine asympto-
tische Kurve. Fiir grole Systemgrofien erreicht Skylake einen maximalen Durchsatz von 98
- 10° Komponenten pro Sekunde bei Verner-BAS, 1.46 - 10° Komponenten pro Sekunde bei
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Verner-FUS und 192 - 10° Komponenten pro Sekunde bei Verner-FUSEN. Um 90 % dieses ma-
ximalen Durchsatzes zu erreichen, benotigt Skylake eine Gittergrofie von 1500 x 1500 Zellen
bei Verner-BAS, eine Gittergrofle von 500 x 500 Zellen bei Verner-FUS und eine Gittergro-
e von 1000 x 1000 Zellen bei Verner-FUSEN. Dieser geringe Durchsatz fiir kleine System-
groflen ist auf den Overhead des Thread-Pools unseres Frameworks (sieche Abschnitt 11.9.3)
von circa 0.21 ms fiir jeden Kernelstart zurtickzufiihren. Da sich bei unseren Implementierun-
gen des Verner-Verfahrens die LC-Operationen von zwei aufeinanderfolgenden Kernels viele
permanente Argumentvektoren teilen, und somit bei kleinen Systemdimensionen trotz der Ver-
wendung von Non-Temporal-Store-Instruktionen auch Datenwiederverwendung zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Kernels stattfindet, wiirden wir erwarten, dass der Durchsatz bei kleinen
SystemgroBen ein lokales Maximum erreicht, und bei etwas groeren SystemgrofBen, fiir wel-
che die Datenwiederverwendung zwischen aufeinanderfolgenden Kernels abnimmt, ebenfalls
abfillt. Dieser Effekt ist, auf Grund des groflen Overheads des Thread-Pools fiir kleine System-
grofien, jedoch nur bei Verner-FUS zu beobachten, da hier Durchsatz bei einer Gittergrofie von
circa 600 x 600 Zellen ein lokales Maximum aufweist. Dieses lokale Maximum tritt insbeson-
dere bei der Schleifenstruktur mit doppeltem Blocking, wahrscheinlich auf Grund ihrer erhoh-
ten Zugriffslokalitit, deutlich hervor. Fiir die Implementierungsvarianten des PIRK-Verfahrens
zeigen die Skalierungsuntersuchungen ebenso eine asymptotische Kurve, wobei der maxima-
le Durchsatz bei PIRK-BAS 19 - 10° Komponenten pro Sekunde und bei PIRK-FUS 80 - 10°
Komponenten pro Sekunde betrigt, und sowohl PIRK-BAS als auch PIRK-FUS eine Gitter-
grofle von ungefihr 1000 x 1000 Zellen benodtigen um 90 % dieses maximalen Durchsatzes
zu erreichen. Da wir fiir diese Messreihe Non-Temporal-Store-Instruktionen verwendeten, um
die berechneten Systemzusténde in die permanenten Vektoren zuriickzuschreiben, existiert bei
PIRK-FUS selbst fiir kleinere Systemdimensionen potentiell nur eine Wiederverwendung vom
Systemzustand y,, zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kernels, welcher auch nur circa 9 %
zum Datenvolumen eines Kernels beitragt. Dementsprechend entspricht es den Erwartungen,
dass die Skalierungsuntersuchung beim PIRK-Verfahren kein lokales Maximum bei einer klei-
nen Systemgrofe aufzeigen.

Wie skaliert die Performance mit der Systemgrofe, wenn die Kernels statt Non-Temporal-
Store-Instruktionen regulire Store-Instruktionen verwenden, um ihr Ergebnis in perma-
nente Vektoren zu schreiben?

(Siehe Abbildung 9.15 und Abbildung 9.16)

Wenn auf Skylake die Kernels fiir das Schreiben in die permanenten Vektoren regulire Store-
Instruktionen statt Non-Temporal-Store-Instruktionen verwenden, erhoht sich bei den Imple-
mentierungsvarianten des Verner-Verfahrens der Durchsatz an Komponenten fiir GittergroBen
kleiner als ungefihr 500 x 500 Zellen um circa 15 %, wihrend sich der Durchsatz an Kom-
ponenten bei den Implementierungsvarianten des PIRK-Verfahrens fiir GittergroBen kleiner
als ungefihr 400 x 400 Zellen um nur ungefiahr 5 % erhoht. Diese nur geringe Erhohung des
Durchsatzes bei beiden Verfahren wird dadurch verursacht, dass bei solch kleinen GittergroBen
der Overhead des Threadpools unseres Frameworks von circa 0.21 ms fiir jeden Kernelstart
die Laufzeit dominiert. Bei Gittergrofien grofler als ungefihr 1000 x 1000 Zellen benotigen
auf Skylake sowohl samtliche Implementierungsvarianten des Verner-Verfahrens als auch des
PIRK-Verfahrens mit reguldren Store-Instruktionen eine 10 % bis 30 % groBere Laufzeit als
die entsprechende Implementierungsvariante mit Non-Temporal-Store-Instruktionen. Bei einer
Gittergrofie von ungefihr 300 x 300 bis 500 x 500 Zellen weist nun der Durchsatz an Kompo-
nenten pro Sekunde von Verner-FUS (mit einfachem Blocking), Verner-FUSEN (mit einfachem
und doppeltem Blocking) ein deutliches lokales Maximum auf. Ebenso weist der Durchsatz von

Seite 168 /343



9.4. KERNELFUSION AUF CPUS

PIRK-FUS (mit doppeltem Blocking) ein kleines lokales Maximum bei einer Gittergrofie von
ungefihr 500 x 500 Zellen auf. Dahingegen sind fiir Verner-BAS und PIRK-BAS keine solchen
lokalen Maxima erkennbar.

Welche Unterschiede und Gemeinsamkeiten zeigt die experimentelle Untersuchung der
Kernelfusion und der Enabling-Transformationen auf GPUs und CPUs?
(siehe Abschnitt 9.3.2.3)

Sowohl auf den untersuchten GPUs als auch auf den untersuchten CPUs sind sidmtliche durch
die Kernelfusion und die Enabling-Transformationen generierten Implementierungsvarianten
stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden, und nutzen die Rechenleistung des jeweiligen
Prozessors nur schlecht aus. Allerdings konnen auf allen untersuchten GPUs und CPUs die Ca-
ches das DRAM-Volumen sehr effizient reduzieren, weshalb das Profiling auf Skylake und auf
Maxwell eine Cache-Effizienz von 94 % bis 100 % ergibt. Aus diesen Griinden ist die Laufzeit
einer Implementierungsvariante eines Verfahrens sowohl auf einer GPU als auch auf einer CPU
in etwa direkt proportional zum Datenvolumen der Implementierungsvariante, und in etwa indi-
rekt proportional zur maximalen DRAM-Bandbreite des jeweiligen Prozessors. So wiirden wir
beispielhaft erwarten, da das Verhiltnis der Burst-DRAM-Bandbreiten von Maxwell und Sky-
lake circa 4.95:1 betrigt (337 GB/s gegeniiber 68 GB/s), dass eine Implementierungsvariante
auf Maxwell auch circa 4.95-mal so schnell ist wie auf Skylake. Tatsdchlich betridgt das Ver-
hiltnis zwischen den Laufzeiten auf Maxwell und auf Skylake zum Beispiel bei Verner-FUSEN
1:4.89 (18.8 ms gegeniiber 92.0 ms) und bei PIRK-FUS 1:4.51 (48.9 ms gegeniiber 220.5 ms).

Da der Flaschenhals der DRAM-Bandbreite auf modernen CPUs deutlich enger als auf mo-
dernen GPUs ist (zum Beispiel 0.026 Bytes per SP-FLOP auf Skylake gegeniiber 0.059 By-
tes per SP-FLOP auf Maxwell), konnen die Implementierungsvarianten auf CPUs nur einen
kleineren Anteil der Peak-Performance ausnutzen als auf GPUs. So betrigt zum Beispiel bei
Verner-FUSEN die Auslastung der IPC auf Maxwell 8.8 %, wihrend die Auslastung der IPC
auf Skylake nur 2.3 % und die Ausnutzung der Peak-DP-Performance nur 1.9 % betrégt.

Auch zeigen die Experimente, dass die Anzahl an Instruktionen, die ein Prozessor fiir den Zeit-
schritt einer Implementierungsvariante ausfithren muss, sowohl auf GPUs und CPUs dieselbe
GrofBenordnung aufweist. Allerdings sind unsere Profiling-Untersuchungen in Tabelle 9.16 und
in Tabelle 9.18 nicht direkt miteinander vergleichbar, da wir fiir das Profiling auf Maxwell eine
doppelt so grole Problemgrofle wihlten wie fiir das Profiling auf Skylake, das heifit, um ei-
ne Vergleichbarkeit zwischen den Untersuchungen herzustellen, miissen wir die Zahl der von
Maxwell ausgefiihrten Instruktionen halbieren. Zusitzlich miissen wir fiir einen Vergleich noch
beriicksichtigen, dass wir fiir das Profiling auf Maxwell die einfache Gleitkommagenauigkeit
verwendeten, fiir welche die Maxwell eine logische Vektorbreite von 32 Komponenten besitzt,
wihrend wir fiir das Profiling auf Skylake die doppelte Gleitkommagenauigkeit verwendeten,
fiir welche Skylake eine logische Vektorbreite von 8 Komponenten besitzt. Unter der Bertick-
sichtigung der unterschiedlichen Systemgrofen und Vektorbreiten wiirden wir erwarten, dass
das Verhiltnis der Anzahl an ausgefiihrten Instruktionen zwischen Skylake und Maxwell circa
2:1 betrédgt. Bei Verner-BAS betrigt das gemessene Verhiltnis der Anzahl an ausgefiihrten In-
struktionen zwischen Skylake und Maxwell 2.18:1 (685 - 10° Instruktionen auf Skylake gegen-
iiber 313 - 10° Instruktionen auf Maxwell), bei Verner-FUSEN 2.75:1 (825 - 10° Instruktionen
auf Skylake gegeniiber 299 - 10° Instruktionen auf Maxwell), bei PIRK-BAS 1.19:1 (1843 -
10° Instruktionen auf Skylake gegeniiber 1539 - 10° Instruktionen auf Maxwell) und bei PIRK-
FUSEN 3.22 : 1 (3085 - 10° Instruktionen auf Skylake gegeniiber 956 - 10° Instruktionen auf
Maxwell).
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Die Untersuchungen der Skalierung der Performance mit der Systemgrofie zeigen, dass CPUs
verglichen mit GPUs nur eine deutlich kleinere Gittergrof3e bendtigen, um 90 % ihres maxima-
len Durchsatzes zu erreichen. So kann zum Beispiel fiir Verner-FUSEN Skylake bereits 90 %
seines maximalen Durchsatzes ab einer Gittergrofie von 1000 x 1000 Zellen erzielen, wéihrend
Maxwell hierfiir mindestens eine Gittergrofie von 2200 x 2200 Zellen, das heif3it ein 4.8-mal
so groles ODE-System, benotigt.

Zusammenfassend konnen wir somit sagen, dass die experimentellen Untersuchungen der Ker-
nelfusion auf GPUs und CPUs ein sehr dhnliches Gesamtbild zeigen, und sich sowohl die
Gemeinsamkeiten als auch die Unterschiede groBtenteils iiber die Eckdaten der Architekturen
(DP-Peak-Performance, DRAM-Bandbreite, Vektorbreiten) erkldren lassen.
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9.5 Fazit

In diesem Kapitel zeigten wir, dass wir das tiber die Technik der Kernelfusion optimierte Im-
plementierungsvarianten von expliziten ODE-Verfahren generieren konnen, welche gegeniiber
der Basisimplementierung aus dem 8. Kapitel ein deutlich verringertes Datenvolumen bezie-
hungsweise eine deutlich vergroBerte Datenwiederverwendung besitzen, wodurch sie auch fiir
diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer niedrigen arithmetischen Intensitét eine deutlich
verbesserte Performance erzielen. Fiir die Generierung dieser optimierten Implementierungs-
varianten verschmelzen wir per Kernelfusion im Wesentlichen jeweils samtliche Vektorgrund-
operationen in jedem RHS — LC-Glied der Abhéngigkeitskette des ODE-Verfahrens zu einem
verschmolzenen Kernel. Ein solches Kernel kann nun die von ihm produzierten Vektorkompo-
nenten zwischen den verschmolzenen Vektorgrundoperationen iiber den On-Chip-Speicher des
Prozessors transferieren und muss diese nicht unnétig in den DRAM zuriickzuschreiben. Zu-
sitzlich muss das Kernel mehrmals benétigte Vektorkomponenten nur einmal aus dem DRAM
in den On-Chip-Speicher laden, und kann diese Vektorkomponenten anschliefend tiber den On-
Chip-Speicher wiederverwenden. Ebenso zeigten wir, dass sich iiber die zusitzlichen Enabling-
Transformationen die Datenwiederverwendung weiter erh6hen und die Performance weiter stei-
gern lésst.

Um sowohl auf GPUs als auch auf CPUs optimierten Code fiir die fusionierten Kernels zu ge-
nerieren, entwickelten wir fiir jede Architektur jeweils einen Code-Generator, welcher auf die
Besonderheiten der jeweiligen Architektur eingeht. Der GPU-Codegenerator iibersetzt dabei
wieder jedes fusionierte Kernel in ein GPU-Kernel. Dabei zielt der Code des GPU-Kernels dar-
auf ab, moglichst viele Daten iiber den Registersatz der GPU wiederzuverwenden und durch
eine zur RHS-Funktion passende Kerneldimension moglichst lokal auf die permanenten Ar-
gumentvektoren der RHS-Operationen zuzugreifen. Im Gegensatz dazu iibersetzt der CPU-
Codegenerator wieder jedes fusionierte Kernel in ein paralleles Schleifennest. Dabei zielt der
Code eines solchen CPU-Kernels darauf ab, moglichst viele Daten tiber die Caches der CPU
wiederzuverwenden. Um die Datenwiederverwendung iiber die unteren Ebenen der Cache-
Hierarchie zu forcieren, implementierten wir iiber unseren CPU-Codegenerator zwei unter-
schiedliche Schleifenstrukturen fiir die CPU-Kernel. Ebenso koénnen die CPU-Kernels den
Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches der CPU vermeiden, indem sie mit Non-
Temporal-Store-Instruktionen die von ihnen produzierten Vektorkomponenten in die perma-
nenten Vektoren zuriickschreiben.

Die anschlieBend durchgefithrten Experimente mit den per Kernelfusion und Enabling-
Transformationen generierten Varianten sowie mit BRUSS2D als Testproblem zeigten sowohl
auf den untersuchten GPUs als auch auf den untersuchten CPUs ein sehr dhnliches Gesamtbild.
So betrigt auf den getesteten GPUs der Speedup beim Verner-Verfahren zwischen 1.62 und
1.94 und beim PIRK-Verfahren zwischen 2.34 und 3.51, wihrend auf den getesteten CPUs der
Speedup beim Verner-Verfahren zwischen 1.98 und 2.15 und beim PIRK-Verfahren zwischen
4.14 und 4.15 betrigt. Dieser dhnlich groe Speedup auf diesen beiden unterschiedlichen Pro-
zessorarchitekturen ist darauf zuriickzufiihren, dass auf diesen beiden Prozessorarchitekturen
die generierten Implementierungsvarianten meist stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden
sind. Dadurch konnen sie auf beiden Prozessorarchitekturen die Rechenleistung des jeweiligen
Prozessors nur schlecht auslasten. So betrdgt zum Beispiel auf der Maxwell die Auslastung der
IPC je nach Variante und Verfahren zwischen 5 % und 15 % und die Auslastung der DRAM-
Bandbreite zwischen 75 % und 87 %. Ebenso betrigt zum Beispiel auf dem Skylake die Aus-
nutzung der DP-Peak-Performance je nach Variante und Verfahren zwischen 1.2 % und 3.5 %
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und die Auslastung der DRAM-Bandbreite zwischen 73 % und 82 %. Da auf allen untersuch-
ten Architekturen und fiir simtliche betrachteten Verfahren die Cache-Effizienz zwischen 92 %
und 100 % betrigt, konnen die Caches weiterhin effizient das DRAM-Volumen beinahe auf das
Datenvolumen reduzieren. Dadurch und auf Grund der zuvor genannten Limitierung durch die
DRAM-Bandbreite ist die Laufzeit einer per Kernelfusion generierten Implementierungsvari-
ante auf allen betrachteten GPUs und CPUs in etwa direkt proportional zu deren Datenvolumen.
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10 Tiling
10.1 Motivation

Wie die Messungen im letzten Kapitel zeigten, so sind leider die per Kernelfusion generierten
Varianten bei Anfangswertproblemen mit niedriger arithmetischer Intensitéit immer noch durch
die DRAM-Bandbreite gebunden. Zusitzlich verhindert bei der allgemeinen Klasse von An-
fangswertproblemen, die wir bis zu diesem Kapitel betrachteten, das beliebige Zugriffsmuster
einer RHS-Operation auf ihren Argumentvektor die Fusion von LC — RHS-Abhéngigkeiten.
Folglich ist keine Datenwiederverwendung entlang dieser LC — RHS-Abhéngigkeiten mog-
lich, und wir konnen bei einem allgemeinen Anfangswertproblem keine weiteren Lokalitéitsop-
timierungen mehr durchfiihren. Allerdings konnen wir die Lokalitdt dennoch weiter erhhen,
indem wir uns auf eine bestimmte Klasse von Anfangswertproblemen spezialisieren. In dieser
Arbeit spezialisieren wir uns auf Anfangswertprobleme mit beschrinkter Zugriffsdistanz, da
diese viele interessante Anfangswertprobleme, wie zum Beispiel Stencils, abdecken und auch
die Datenwiederverwendung entlang einer LC — RHS-Abhéngigkeit ermoglichen.

10.2 Theorie

10.2.1 Uberblick

Selbst die Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit beschriankter Zugriffsdistanz erlaubt
es uns nicht, eine LC — RHS-Abhingigkeit zu einem einzigen Kernel zu verschmelzen. Jedoch
konnen wir eine solche LC — RHS-Abhingigkeit mithilfe einer partitionierten Fusion zu
einem Kernelpaar oder Kerneltriplet verschmelzen. Allerdings muss diese partitionierte Fusion
wiederum nach besonderen Regeln erfolgen.

Uber die mehrmalige Anwendung dieser partitionierten Fusion entlang der RHS — LC-
Abhingigkeitskette eines ODE-Verfahrens lassen sich zweidimensionale Tiling-Schemata ver-
wirklichen, welche den Iterationsraum, der von der Systemdimension als rdumliche Dimension
und der RHS — LC-Abhingigkeitskette als zeitliche Dimension aufgespannt wird, mit 7iles
(Kacheln) auffiillen. Als zweidimensionale Tiling-Schemata realisieren wir das trapezoidale
Tiling-Schema und das hexagonale Tiling-Schema, welche den Iterationsraum mit Trapezoiden
beziehungsweise mit Hexagonen als Tiles auffiillen. Bei diesen beiden Tiling-Schemata ver-
lauft die Breite eines Tiles entlang der Systemdimension, wihrend die Hohe eines Tiles entlang
der zeitlichen Dimension beziehungsweise entlang der RHS — LC-Abhingigkeitskette ver-
lauft. Dabei sind die Tiles entlang der Systemdimension unabhingig voneinander, wodurch sie
parallel zueinander von den Rechenkernen des Prozessors berechnet werden konnen. Innerhalb
eines solchen Tiles kann ein Prozessor seine On-Chip-Speicher verwenden, um die vom Tile
produzierten Vektorkomponenten zu transferieren oder ein redundantes Laden von Vektorkom-
ponenten aus dem DRAM zu vermeiden. Zusitzlich muss ein Tile nur diejenigen produzierten
Vektorkomponenten in den DRAM zuriickschreiben, die auch von einem nachfolgenden Tile
gelesen werden. Dadurch kann das Tiling gegeniiber der Kernelfusion die Datenwiederverwen-
dung weiter erhohen.

Nachdem wir fiir ein ODE-Verfahren ein Tiling durch die mehrmalige Anwendung der par-
titionierten Fusion iiber Kernels definiert haben, erzeugen wir als Nichstes aus jedem dieser
Kernels iiber einen Codegenerator ein ausfiihrbares Programm fiir den Zielrechner, welches
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speziell auf die Architektur dieses Zielrechners optimiert ist. Danach kdnnen wir mit der Zeit-
schrittprozedur beginnen, welche die Zeitschritte des ODE-Verfahrens auf dem Zielrechner be-
rechnet. Diese Zeitschrittprozedur fithrt wiederum fiir jeden Zeitschritt die Kernels des Tilings
beziehungsweise die ausfithrbaren Objekte im Datenflussgraphen gemif ihrer topologischen
Reihenfolge aus. Ein solches Kernel berechnet dabei, je nach Tiling-Schema, entweder eine
Menge von nebenldufigen Trapezoiden oder eine Menge von nebenldufigen Hexagonen, wobei
ein jedes Tile wiederum seine fusionierten Vektorgrundoperationen gemif ihrer topologischen
Ordnung berechnet.

Wir konnen beide Tiling-Schemata nicht nur {iber die Stufen eines ODE-Verfahrens verlaufen
lassen, was wir im Folgenden als Tiling iiber die Stufen bezeichnen, sondern zusitzlich auch
iiber die Zeitschritte eines ODE-Verfahrens, was wir im Folgenden als Tiling iiber die Zeit-
schritte bezeichnen. Um dieses Tiling iiber die Zeitschritte zu beschreiben, miissen wir zunichst
die Regeln fiir das Tiling erweitern. Zusitzlich miissen wir den Datenflussgraphen potentiell
tiber eine besondere Enabling-Transformation, die sogenannte Abroll-Transformation, abrol-
len, so dass die Grundoperationen im abgerollten Datenflussgraphen nicht mehr einen einzigen
Zeitschritt des ODE-Verfahrens, sondern mehrere aufeinanderfolgende Zeitschritte beschrei-
ben. Zudem bendtigen wir fiir das Tiling iiber die Zeitschritte eine spezielle Prologiteration
und Epilogiteration mit speziellen Prologkernels und Epilogkernels.

Sowohl das trapezoidale als auch das hexagonale Tiling-Schema erfordern, dass wir die Tile-
Breiten und die Tile-Hohen geschickt wihlen. Da auf Grund der Freiheitsgrade in beiden Tiling-
Schemata eine kombinatorische Explosion auftritt, wodurch wiederum eine sehr gro3e Anzahl
an moglichen Kombinationen fiir die Tile-Breiten und Tile-H6hen entsteht, stellen wir in die-
sem Kapitel einen Autotuning-Ansatz vor. Dieser Autotuning-Ansatz vermeidet die kombina-
torische Explosion, indem er die Einfliisse von den Tile-Breiten und Tile-Hohen auf die Per-
formance voneinander entkoppelt. Zusitzlich bestimmt dieser Ansatz fiir jedes Kernel einen
optimalen Satz an internen Parametern, wie zum Beispiel die optimale interne Schleifenstruk-
tur.

In der einfachsten Variante vom Tiling, dem Single-Thread-Tiling oder dem Single-Core-Tiling,
wird ein jedes Tile jeweils nur von einem einzigen Thread oder Kern eines Prozessors bear-
beitet, wodurch ein moderner Mehrkernprozessor viele nebenldufige Tiles bendtigt, um kom-
plett ausgelastet zu sein. Dadurch kann ein jedes Tile nur einen kleinen Anteil des On-Chip-
Speichers des Prozessors belegen, wodurch wiederum die maximale Tile-Gro3e, welche noch
in dem On-Chip-Speicher Platz findet, stark limitiert ist. Da allerdings groere Tiles, sofern sie
im On-Chip-Speicher des Prozessors Platz finden, die Anzahl an DRAM-Zugriffen stirker re-
duzieren als kleinere Tiles, besitzen grofere Tiles potentiell eine bessere Performance. Ein An-
satz, um den pro Tile verfiigbaren On-Chip-Speicher im Vergleich zum Single-Thread-Tiling
oder zum Single-Core-Tiling zu erhohen, ist das Multi-Core-Tiling, bei welchem mehrere Kerne
eines Prozessors an einem Tile zusammenarbeiten. Dadurch benétigt ein Prozessor auch weni-
ger nebenldufige Tiles, um ausgelastet zu sein, und ein jedes Tile kann einen groferen Anteil
des On-Chip-Speichers des Prozessors belegen. Somit kann das Multi-Core-Tiling die Zahl an
DRAM-Zugriffen stirker reduzieren als das Single-Thread-Tiling und das Single-Core-Tiling.
Dadurch lohnt sich das Multi-Core-Tiling noch fiir grole Zugriffsdistanzen, wihrend sich das
Single-Core-Tiling oder das Single-Core-Tiling nur fiir kleine Zugriffsdistanzen lohnt.
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10.2.2 Blockweise Aufteilung von Systemkomponenten auf die parallelen
Blocke eines Kernels

Fiir die systemparallele Berechnung von Vektorgrundoperationen beim Tiling weisen wir je-
dem Block eines Kernels ein Intervall von Komponenten fiir jede Vektorgrundoperation zu, so
dass fiir (RHS | LC | MAP)-Operationen ein Block des Kernels w aufeinanderfolgende Vektor-
komponenten berechnet und fiir RED-Operationen die partielle Reduktion von w aufeinander-
folgenden Vektorkomponenten durchfiihrt. Dabei erlauben wir, dass eine Vektorgrundoperation
von unterschiedlichen Kernels berechnet werden darf, wobei jedes Kernel eine Partition die-
ser Vektorgrundoperation berechnet. Zusitzlich erlauben wir, dass ein Block eines Kernels fiir
jede der Vektorgrundoperationen des Kernels ein unterschiedliches Intervall an Komponenten
berechnen darf.

Dies steht somit im Kontrast zu den Varianten mit Kernelfusion, bei welchen wir zwar erlauben,
dass die zu berechnenden Komponenten eines Blocks nicht aufeinanderfolgend sein miissen,
jedoch fordern, dass ein Kernel fiir alle seiner Vektorgrundoperationen das gleiche Mapping
zwischen Vektorkomponenten und Blocken besitzen muss, und dass eine Vektorgrundoperation
nur von einem einzigen Kernel berechnet werden darf.

Um die Abhingigkeiten zwischen den Kernels eines Zeitschritts zu bestimmen, definieren wir
funf unterschiedliche Indexmengen fiir jeden Block ¢ einer Vektorgrundoperation o eines Ker-
nels k, wobei es sich bei jeder dieser Mengen um ein oder um mehrere Intervalle von Vektor-
komponenten handelt:

* Argumentintervall A(o, k,7): Das Argumentintervall umfasst diejenige Menge an
Komponenten der Vektorgrundoperation, die die Aufteilung dem Block des Kernels zur
Berechnung zuweist.

« Eingabeintervall Z(o, k, i): Das Eingabeintervall umfasst diejenige Menge an Kompo-
nenten der Eingabevektoren der Vektorgrundoperation, die der Block fiir die Berechnung
seiner Komponenten als Eingabe benotigt.

* Ausgabeintervall O(o, k, 7): Das Ausgabeintervall umfasst diejenige Menge an Kompo-
nenten des Ausgabevektors der Vektorgrundoperation, die der Block bei der Berechnung
seiner Komponenten als Ausgabe produziert.

¢ DRAM-Leseintervalle R (o, k, i): Die DRAM-Leseintervalle umfassen diejenige Men-
ge an Komponenten der Eingabevektoren, die der Block fiir die Berechnung seiner Kom-
ponenten aus den dazugehorigen permanenten Vektoren und damit aus dem DRAM lesen
muss.

* DRAM-Schreibintervalle W (o, k, i): Die DRAM-Schreibintervalle umfassen diejenige
Menge an Komponenten des Ausgabevektors der Vektorgrundoperation, die der Block in
den dazugehorigen permanenten Vektor und damit in den DRAM zuriickschreiben muss.

Fiir jede Vektorgrundoperation hiangt das Eingabeintervall und das Ausgabeintervall von dem
Argumentintervall ab. Diese Intervalle sind in Tabelle 10.1 iibersichtlich zusammengefasst. Als
einen Ausgangspunkt fiir folgende Betrachtungen zeigt die Tabelle 10.2 diejenigen Eingabe-
und Ausgabeintervalle fiir die verschiedenen Vektorgrundoperationen, welche daraus resultie-
ren, dass ein Kernel fiir jede Vektorgrundoperation gestartet wird und jedem Block des Kernels
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| 0p.o || Afo,k,i) | Z(o, ki) | O(0,k,1) .
RHS [first, last] [first — d, last + d] [first, last]
LC [first, last] [first, last] [first, last]
MAP || [first, last] [first, last] [first, last]
RED [first, last] [first, last] n/a

Tabelle 10.1: Eingabe- und Ausgabeintervalle der Vektorgrundoperationen fiir ein gegebenes Ar-
gumentintervall. Hierbei beschreibt first die erste Komponente im Argumentinervall und last die letzte
Komponente.

. Op.o H Ao, k, 1) . Z(o, k,1) . O(o, k, 1) .
RHS [w-i,witw—1] | [wi—d,witw—1+d] | [w-i,w-i+w—1]
LC [w-i,witw—1] | [w-i,w-i+w—1] [w-i,w-i+w—1]
MAP || [w-i,w-itw—1] | [w-i,w-i+w— 1] [w-i,w-i+w—1]
RED [w-i,witw—1] | [w-i,w-i+w— 1] n/a

Tabelle 10.2: Blockweise Aufteilung von Vektorgrundoperation auf die Blocke eines Kernels. In dieser
Tabelle wird die Blockgrofe der Aufteilung mit w bezeichnet.

jeweils ein Intervall von w aufeinanderfolgenden Vektorkomponenten zur Berechnung zuge-
wiesen wird.

Offensichtlich sind bei (RHS | LC | MAP)-Operationen das Argumentintervall und das Aus-
gabeintervall identisch. Nichtsdestotrotz ist die Unterscheidung zwischen dem Argumentin-
tervall und dem Ausgabeintervall bei RED-Operationen niitzlich. Denn bei RED-Operationen
beschreibt das Argumentintervall diejenige Menge an Komponenten, die der Block des Kernels
partiell reduziert, wihrend das Ausgabeintervall bei einer RED-Operation nicht definiert ist,
da eine RED-Operation als Ergebnis keinen Vektor, sondern ein Skalar produziert. Des Weite-
ren ist fiir RHS-Operationen bei einem Anfangswertproblem mit beschrinkter Zugriffsdistanz
das Eingabeintervall an der rechten und linken Intervallgrenze um jeweils die beschrinkte Zu-
griffsdistanz groBer als das Argumentintervall, das heift Z(o, k, i) = A(o, k, %) + [—d, d]. Im
Gegensatz dazu miissen wir bei den allgemeinen Anfangswertproblemen, die wir in den vorhe-
rigen Kapiteln betrachteten, ein Eingabeintervall von Z(o, k,7) = [1, n] fiir RHS-Operationen
annehmen.

10.2.3 Intervallbasierte Fusionsregeln

Falls wir, um ein Tiling zu erzielen, Partitionen von mehreren Vektorgrundoperationen vom
selben Kernel berechnen lassen wollen, so diirfen wir die Argumentintervalle fiir diese Vek-
torgrundoperationen nach bestimmten Regeln wihlen. Diese Regeln setzen sich, wie bei der
Kernelfusion, zusammen aus den allgemeinen Voraussetzungen, die die gewihlten Argument-
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intervalle erfiillen miissen, und weitere von diesen Voraussetzungen und dem Speicherzugriffs-
muster der Vektorgrundoperationen abgeleitete Regeln, welche Argumentintervalle fiir zwei
voneinander abhingige Vektorgrundoperationen valide sind.

In dieser Arbeit miissen die gewihlten Argumentintervalle folgende Voraussetzungen erfiillen:

i)

ii)

iii)

iv)

Jede Komponente einer Vektorgrundoperation muss von dem Argumentintervall von ge-
nau einem Block abgedeckt werden. Daraus folgt auch, dass sich die Argumentintervalle
nicht iiberlappen diirfen.

Anmerkung: Uberlappende Argumentintervalle konnen auf Kosten von redundanten Be-
rechnungen ebenfalls die Datenwiederverwendung erhohen. Diesen Ansatz werden wir
in dieser Arbeit aber nicht weiter verfolgen.

Diejenigen Blocke, die eine Vektorgrundoperation berechnen, diirfen zu unterschiedli-
chen Kernels gehoren.

Der Prozessor fiihrt die Kernels eins nach dem anderen aus. Deshalb diirfen die gewéhlten
Argumentintervalle keine zyklischen Abhingigkeiten zwischen den Kernels verursachen.

Die gewihlten Argumentintervalle diirfen keine Abhéngigkeiten zwischen den Blocken
eines Kernels verursachen, weil der Prozessor nicht alle Blocke des Kernels parallel zu-
einander ausfiihren kann.

Aus diesen vier Voraussetzungen konnen wir die folgenden formalen Regeln fiir die Validitit
der Fusion von zwei Vektorgrundoperationen a und b zu einem Kernel £ ableiten:

1.

Keine Abhingigkeit zwischen o und b: Beliebige, sich nicht tiberlappende Argument-
intervalle sind erlaubt.

Direkte Abhéngigkeit von a nach b (¢« — b): Die Validitit der Fusion hiangt von dem
Eingabe- und Ausgabeintervall der Blocke des Kernels ab:

a) O(a,k,i) 2 Z(b,k,1) fir alle Blocke ¢ von Kernel k: Die Fusion von a und b
ist erlaubt, weil der ite Block alle Komponenten von a produziert, die er benotigt,
um seine zugewiesenen Komponenten von b zu berechnen. Folglich gibt es keine
Abhingigkeiten zwischen den Blocken des Kernels.

b) O(a,k,i) C Z(b,k,i) fiir zumindest einen Block ¢ des Kernels k: Wegen der Vor-
aussetzung iv ist die Fusion von a und b nur dann erlaubt, falls die fehlenden Kom-
ponenten Z(b, k, ) \ O(a, k,1) (diejenigen Komponenten, die nicht von dem iten
Block von a produziert werden, aber von dem iten Block von b benétigt werden)
von einem anderen Kernel k' # k erzeugt werden.

¢) O(a,k,1) ist nicht definiert (a ist eine RED-Operation): Dieser Fall kann nicht auf-
treten, da eine andere Vektorgrundoperation nicht direkt von einer RED-Operation
abhédngen kann.

Indirekte Abhiingigkeit von a nach b (zum Beispiel eine Abhéngigkeitskette a —
01 — o2 — --- — b): Wegen der Voraussetzung iii) muss ein fusioniertes Kernel mit
a und b auch alle Vektorgrundoperationen, die die Abhingigkeit von a nach b tragen,
fusionieren (also 01, 02, . .. im soeben genannten Beispiel). Ob alle benédtigten Abhén-
gigkeiten fusioniert werden diirfen, wird fiir jede direkte Abhingigkeit, zum Beispiel
a — 01, 01 — 02, durch die Regel 2 bestimmt.
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10.2.4 Fusion von (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhéingigkeiten
zu einem Kernel

Die Regeln aus dem vorherigen Abschnitt erlauben es direkt (RHSILCIMAP) —
(LC I MAP | RED)-Abhingigkeiten zu einem einzigen Kernel zu verschmelzen. Hierfiir miissen
beide Vektorgrundoperationen das gleiche Mapping zwischen Vektorkomponenten und Blocken
des Kernels, beziehungsweise die gleichen Argumentintervalle besitzen, wie es von Tabelle 10.2
gezeigt wird. Falls wir eine blockweise Aufteilung von Vektorkomponenten auf die Blocke des
Kernels mit einer Blockgrofie von w verwenden, resultiert dies in einem Argumentintervall von
[w- i, w-i+4w —1]. Dadurch hat der ite Block der (RHS | LC | MAP)-Operationen als Startope-
ration der Abhiingigkeit das Ausgabeintervall von [w - %, w - i +w — 1]. Dieses Ausgabeintervall
ist identisch zu dem Eingabeintervall des iten Blocks der (LC | MAP | RED)-Operation als
Endoperation der Abhéngigkeit. Folglich verursacht die Fusion der Blocke der Startoperation
und Endoperation der (RHS | LC I MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhiéngigkeit keine Abhin-
gigkeiten zwischen den Blocken des resultierenden fusionierten Kernels, wodurch sie erlaubt
ist. Diese Art der Verschmelzung zweier Vektorgrundoperationen ist weitestgehend analog zu
der Kernelfusion, wie wir sie im 9. Kapitel durchfiihrten, mit demjenigen Unterschied, dass wir
nun voraussetzen, dass ein Block eines Kernels fiir simtliche verschmolzenen Vektorgrundope-
rationen jeweils einen Block von aufeinanderfolgenden Komponenten berechnet.

10.2.5 Unmaoglichkeit der Fusion von LC — RHS-Abhiingigkeiten zu einem
Kernel

Jedoch ist gemél der Voraussetzung i), das heifit ohne redundante Berechnungen, eine LC —
RHS-Abhingigkeit nicht zu einem einzigen Kernel verschmelzbar. Denn bei einer Verschmel-
zung wiirde zumindest fiir einen Teil der Blocke ein Block bei der Auswertung der LC-
Operation nur eine Teilmenge derjenigen Komponenten produzieren, die der Block fiir die
Berechnung seiner Komponenten der RHS-Operation benotigen wiirde. So hitte zum Beispiel
im Falle einer blockweisen Aufteilung mit einer BlockgroBe von w die LC-Operation eines
Blockes i ein Ausgabeintervall von [w - i, w - i + w — 1], wihrend die RHS-Operation dieses
Blockes 4 ein Eingabeintervall von [w - i — d, w - i +w — 1 + d] hiitte. Dieses Eingabeintervall
der RHS-Operation wire somit um 2d Komponenten grofer als das Ausgabeintervall der LC-
Operation. Deshalb ist die Fusion einer LC — RHS-Abhingigkeit zu einem einzigen Kernel
gemil der Regel 2b) nicht erlaubt, da diese Fusion Abhédngigkeiten zwischen den Blocken des
Kernels verursachen wiirde.

10.2.6 Partitionierte Fusion

Gliicklicherweise verbietet die Regel 2b) nicht die Fusion von LC — RHS-Abhingigkeiten
allgemein, sondern sie setzt voraus, dass im Falle von O(LC, k, i) C Z(RHS, k, ¢) die fehlen-
den Komponenten des Argumentvektors der RHS-Operation durch ein anderes Kernel erzeugt
werden miissen. Wihrend es somit nicht erlaubt ist, eine LC — RHS-Abhingigkeit direkt zu
einem einzigen Kernel zu verschmelzen, so ist es jedoch moglich, Partitionen, das heif3t Blocke
von aufeinanderfolgenden Komponenten, dieser beiden Vektorgrundoperationen zu verschmel-
zen. Diese Partitionen konnen dann entweder zyklisch auf zwei unterschiedliche Kernel k1 und
ko aufgeteilt werden, welche wir im folgenden als partitionierte Fusion von Typ-PAIR bezeich-
nen, oder auf drei Kernel k1, k2 und k3, die wir im folgenden als partitionierte Fusion vom
Typ-TRIP bezeichnen.
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Abbildung 10.1: Partitionierte Fusion einer LC — RHS-Abhiingigkeit vom Typ-PAIR.

10.2.6.1 Partitionierte Fusion vom Typ-PAIR: Fusion zu einem Kernelpaar

Die partitionierte Fusion vom Typ-PAIR verarbeitet die beiden Vektorgrundoperationen in zwei
Phasen, die jeweils einem Kernel k1 und k2 entsprechen. In jeder Phase wihlt diese partitio-
nierte Fusion vom Typ-PAIR die Argumentintervalle von den Vektorgrundoperationen in Uber-
einstimmung mit den Fusionsregeln, die wir im Abschnitt 10.2.3 ableiteten, wie folgt (siche
auch Abbildung 10.1 und Tabelle 10.3):

e Phase 1 (k1): Die partitionierte Fusion vom Typ-PAIR wihlt die Argumentintervalle
fiir die Blocke des Kernels k1 zundchst so, dass O(LC, k1,4) 2 Z(RHS, k1,i) (Re-
gel 2a) gilt. Dadurch berechnet ein Block ¢ des Kernels £, all diejenigen Komponenten
der LC-Operation, die er fiir die darauffolgende Berechnung der RHS-Operation beno-
tigt. Dadurch ist das maximale Argumentintervall der RHS-Operation A(RHS, k1,7) =
O(LC, k1,t) — [—d, +d].

e Phase 2 (k2): Das Kernel k2 kann nun die Partitionen der LC-Operation und RHS-
Operation mit O(LC, k2,7) 2 Z(RHS, k2, ¢) berechnen. Jedoch muss die partitionierte
Fusion vom Typ-PAIR die Argumentintervalle im Kernel k2 wegen der Regel 2b so wih-
len, dass O(LC, k2,i) U O(LC, k1,1) U O(LC, k1,t + 1) 2O Z(RHS, k2, i) gilt. Da fiir
die Blocke in dem Kernel ki das Argumentintervall der RHS-Operation um mindestens
2d Komponenten kleiner sein muss als das Argumentintervall der LC-Operation, und das
Kernel k2 alle verbleibenden Vektorkomponenten von beiden Vektorgrundoperationen
abdecken muss, muss ein Block von dem Kernel k> ein groleres Argumentintervall fiir
die RHS-Operation als fiir die LC-Operation abdecken. Dadurch muss fiir das minimale
Argumentintervall der RHS-Operation A(RHS, k2,4) = O(LC, k1, %)+ [—d, +d] gelten.
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Argumentintervall und das resultierende Eingabe- und Ausgabeintervall beim Typ-PAIR

. Kernel . Op.o H Ao, k, 1) . Z(o, k,1) . O(o, k,1) .
LC pip-itw —1 | ALC ky,9) A(LC, k1, 4)
ke
A(LC, k1,1)— . )
RHS [7d, +d] A(Lc,lﬁ,l) ./4(RHS7 k‘l,l)
A(LC, k1,1)+ . .
k2 LC [wh +(w2 - Qd)] A(LC, kz,l) .A(LC, kg,z)
A(LC, k2, i)+ A(RHS, ka2, 1)+ .
RHS || 00 e A(RHS, ks, i)

Uber den DRAM iibertragene Vektorkomponenten beim Typ-PAIR

. Kernel . Op.o H R(o, k, ) . W(o, k, i) .
. p-i,p-i+2d—1U
LC Z(LC, k1, 1) [p-i+wi—2d,p-i+w —1]
k1
RHS || @ O(RHS, ki , i)
LC Z(LC, k2, 4) @
ko

[pri+wi—2d, p-itwi —1U

RHS 1 (06 4 1), p( + 1) +2d — 1]

O(RHS, k2, 1)

Tabelle 10.3: Blockzyklische Datenverteilung bei einer verteilten Fusion vom Typ-PAIR. In diesen Ta-
bellen ist p die Periode der blockzyklischen Aufteilung, das heiit p = w1 + w2 — 2d, und w1 sowie wa
sind jeweils die Tile-Breite eines Kernels, das heif3t das maximale Argumentintervall iiber alle Vektorgrun-
doperationen des Kernels k1 beziehungsweise k2.

Bei einer partitionierten Fusion vom Typ-PAIR kann ein Block ¢ vom Kernel k> die RHS-
Operation fiir das Argumentintervall A(LC, k2,7) — [—d, +d] nur mit denjenigen Kompo-
nenten der LC-Operation berechnen, die er selbst produziert hat, und muss die Komponenten
Z(RHS, k2,1) \ O(LC, k2,14) der LC-Operation aus deren permanenten Vektor und damit aus
dem DRAM lesen, weshalb das Kernel k1 nur ebendiese Komponenten der LC-Operation in
den permanenten Vektor und damit in den DRAM schreiben muss.
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Abbildung 10.2: Partitionierte Fusion einer LC — RHS-Abhiingigkeit vom Typ-TRIP.

10.2.6.2 Partitionierte Fusion vom Typ-TRIP: Fusion zu einem Kerneltriplet

Im Fall von der partitionierten Fusion vom Typ-TRIP gibt es drei Phasen (vergleiche Abbil-
dung 10.2 und Tabelle 10.4), wobei jede Phase einem der folgenden drei Kernels entspricht:

¢ Phase 1 (k1): Die Blocke von Kernel k; berechnen nur die Partitionen der LC-Operation,
aber nicht der RHS-Operation.

¢ Phase 2 (k2): Die Blocke von Kernel k2 berechnen die verbleibenden Partitionen der
LC-Operationen, welche nicht durch das Kernel k; berechnet wurden, und berechnen
die Partitionen der RHS-Operation fiir das jeweils das gleiche Argumentintervall.

¢ Phase 3 (k3): Die Blocke des Kernels k3 berechnen die verbleibenden Partitionen der
RHS-Operation, aber keine Partitionen der LC-Operation.

Bei der partitionierten Fusion vom Typ-TRIP benétigt das Kernel k& fiir die Auswertung seiner
RHS-Operation zusitzlich noch jeweils die Komponenten am rechten und linken Rand von je-
dem Block des Kernels k1, welche es somit aus dem permanenten Vektor und damit aus DRAM
laden muss. Ebenso benétigt das Kernel k3 fiir die Auswertung seiner RHS-Operation sdmtliche
Komponenten der LC-Operation, die das Kernel k1 produziert hat, und zusitzlich noch jeweils
die Komponenten am rechten und linken Rand von jedem Block des Kernels k2, die es eben-
falls alle aus dem permanenten Vektor und damit aus den DRAM laden muss. Deshalb muss
das Kernel k; sdmtliche berechneten Komponenten der LC-Operation in deren permanenten
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Argumentintervall und das resultierende Eingabe- und Ausgabeintervall beim Typ-TRIP

. Kernel . Op.o H Ao, k, 1) . Z(o, k,1) . O(o, k,1) .
LC pip-itw —1 | ALC ky,9) A(LC, k1, 4)
ke
RHS 1% (%] 1%/
A(LC, k1,1)+ . .
k2 LC [wh +w2] A(LC, kz, ’L) .A(LC, kg, ’L)
. A(RHS, k2, i)+ .
RHS || A(LC, ks, i) o A(RHS, k2, 4)
LC 6] 6] 6]
k3
. A(RHS, ks, i)+ .
RHS .A(LC, kl 5 ’L) [—d, —|—d] .A(RHS, k‘37 7,)

Uber den DRAM iibertragene Vektorkomponenten beim Typ-TRIP

. Kernel . Op.o H R(o, k,1) . Wi(o, k,1) .

LC T(LC, k1, 4) O(LC, k1, 4)

k1
RHS %) (%)
LC I(LC, k2, ) o

ko - -

[pi + w1 — 2d, pi+w; —1|U )

RHS 1 10+ 1), p(i + 1) + 2d— 1] | QRS k2,9)
LC %) (%)

ks
RHS || Z(RHS, ks, ) O(RHS, ks, 1)

Tabelle 10.4: Blockzyklische Datenverteilung bei einer verteilten Fusion vom Typ-TRIP. Dabei ist p
die Periode der blockzyklischen Aufteilung, das heiit p = wy + w2 — 2d, und wy sowie wy sind jeweils
die Tile-Breite eines Kernels, das heifit das maximale Argumentintervall iiber alle Vektorgrundoperationen
des Kernels k1 beziehungsweise k2.
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Vektor und damit in den DRAM zuriickschreiben, wihrend das Kernel k2 nur die Komponen-
ten der LC-Operation am rechten und linken Rand eines jeden Blockes in den permanenten
Vektor und damit in den DRAM zuriickschreiben muss. Somit besitzt eine einzige partitionierte
Fusion vom Typ-TRIP eine schlechtere Datenwiederverwendung als eine partitionierte Fusi-
on vom Typ-PAIR. Jedoch ist eine partitionierte Fusion vom Typ-TRIP niitzlich, um bei dem
hexagonalen Tiling-Schema die Datenwiederverwendung zu erhShen.

10.2.7 Tiling Schemata
10.2.7.1 Grundidee

Wie wir bereits in dem Abschnitt 6.6 erwéhnten, so beinhaltet die transitive Reduktion des Da-
tenflussgraphen von vielen ODE-Verfahren eine Abhingigkeitskette von RHS — LC-Gliedern.
Dies konnen wir fiir die Maximierung der Datenwiederverwendung ausnutzen, indem wir die
partitionierte Fusion mehrmals entlang dieser Abhingigkeitskette anwenden, so dass ein Kernel
Partitionen vieler Vektorgrundoperationen berechnet und dementsprechend viele Daten zwi-
schen diesen Vektorgrundoperationen wiederverwenden kann. Dieses mehrmalige Anwenden
der partitionierten Fusion fiihrt wiederum zu zwei zweidimensionalen Tiling-Schemata, und
zwar dem hexagonalen Tiling-Schema und dem trapezoidalen Tiling-Schema (siehe Abbil-
dung 10.4), bei welchen die eine Dimension die Systemdimension und die andere Dimension
die Zeitdimension ist. Im Folgenden werden wir die maximale GroBe eines Tiles entlang der
Systemdimension als dessen Tile-Breite w bezeichnen. Zudem werden wir die Anzahl der in
einem Tile verschmolzenen Glieder der Abhingigkeitskette als dessen Tile-Hohe h bezeich-
nen. Um die beste Performance zu erreichen, miissen wir die Tile-Breite und Tile-Hohe spe-
zifisch auf das gewihlte Anfangswertprobleme mit seiner beschrinkten Zugriffsdistanz, das
ODE-Verfahren und den benutzten Prozessor abstimmen.

10.2.7.2 Trapezoidales Tiling-Schema

Das einfachere trapezoidale Tiling-Schema wendet die partitionierte Fusion vom Typ-PAIR auf
eine direkte Art iterativ an, so dass fiir eine ausgewéhlte Anzahl von RHS — LC-Gliedern das
Argumentintervall der Grundoperationen von dem Kernel k1 entlang der Abhéngigkeitskette
schrumpft, wihrend das Argumentintervall der Grundoperationen von dem Kernel ko wichst.
Somit bilden die Tiles dieser beiden Kernels entlang der Systemdimension eine Zeile aus Tra-
pezoiden. Nach dieser ausgewihlten Anzahl von RHS — LC-Gliedern startet das trapezoidale
Tiling-Schema zwei weitere Kernels, k3 und k4, die zusammen eine weitere Zeile von Tra-
pezoiden berechnen. Dies lésst sich weiter fortsetzen, bis das Tiling entlang der kompletten
Abhingigkeitskette verlauft.

Um die Tile-Hohen und die Tile-Breiten fiir das trapezoidale Tiling zu wihlen, existieren fol-
gende Freiheitsgrade und Zwangsbedingungen: Alle Trapezoide in einer Zeile miissen gleich
hoch sein, wihrend Trapezoide in unterschiedlichen Zeilen unterschiedlich hoch sein diirfen.
Des Weiteren miissen in einer Zeile alle ungeraden Trapezoide gleich breit sein, und alle ge-
raden Trapezoide miissen ebenfalls die gleich breit sein. Dahingegen diirfen Trapezoide aus
unterschiedlichen Zeilen unterschiedlich breit sein. Zudem muss fiir die Breite w und fiir die
Hohe h eines Trapezoids folgende Ungleichung erfiillt sein:

w—2d(h—1)>d (10.1)

Seite 183 /343



KAPITEL 10. TILING

Systemdimension

R |Q N | |H W IN|—=

O

10
Glieder in |
Abhingig-
keitskette

v

Legende:
7 1. Kernel [\ 2.Kernel

7 3.Kernel [\ 4.Kernel
7 5.Kernel A\ 6.Kernel
Abbildung 10.3: Trapezoidales Tiling-Schema
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Abbildung 10.4: Hexagonales Tiling-Schema
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10.2.7.3 Hexagonales Tiling-Schema

Das hexagonale Tiling-Schema wendet zunéchst ebenfalls die partitionierte Fusion vom Typ-
PAIR auf eine direkte Art iterativ an, so dass fiir eine ausgewihlte Anzahl von RHS — LC-
Gliedern das Argumentintervall der Grundoperationen von dem Kernel k; entlang der Abhién-
gigkeitskette schrumpft, wihrend das Argumentintervall der Grundoperationen von dem Kernel
ko wichst. Nach diesen RHS — LC-Gliedern wendet das hexagonale Tiling-Schema allerdings
die partitionierte Fusion vom Typ-TRIP an, um das Kernel k; durch ein drittes Kernel ks zu
ersetzen. AnschlieBend wendet das hexagonale Tiling-Schema wiederum die partitionierte Fu-
sion vom Typ-PAIR entlang der Abhingigkeitskette an, wobei es nun das Argumentintervall
vom Kernel k2 schrumpfen lédsst, wihrend es das Argumentintervall vom Kernel k3 wachsen
lasst. Dies lédsst sich wieder weiter fortsetzen, bis das hexagonale Tiling entlang der kompletten
Abhingigkeitskette verlduft. Dadurch bilden sich beim hexagonalen Tiling-Schema senkrecht
zu der Zeitdimension Zeilen aus Hexagonen. Dabei werden die Zeilen mit einem geraden Index
von jeweils einem Kernel mit einem geraden Index berechnet, wihrend die Zeilen mit einem
ungeraden Index jeweils von einem Kernel mit einem ungeraden Index berechnet werden. Zu-
sdtzlich gilt, dass sich beim hexagonalen Tiling senkrecht zu der Systemdimension Spalten aus
Hexagonen bilden. Dabei werden die ungeraden Spalten von sdmtlichen Kernels mit einem un-
geraden Index berechnet, wihrend die Spalten mit einem geraden Index von sémtlichen Kernels
mit einem geraden Index berechnet werden.

Um die Tile-Hohen und die Tile-Breiten fiir ein hexagonales Tiling zu wihlen, existieren fol-
gende Freiheitsgrade und Zwangsbedingungen: Alle Hexagone miissen gleich hoch sein. Des
Weiteren miissen alle Hexagone in den ungeraden Spalten jeweils gleich breit sein und alle He-
xagone in den geraden Spalten miissen ebenfalls jeweils gleich breit sein. Zudem muss fiir die
Breite w und fiir die Hohe h eines Hexagons folgende Ungleichung erfiillt sein:

w—2d <g—1> >d (10.2)

Als zusitzlicher Freiheitsgrad konnen wir die Hexagone noch entlang der Abhéngigkeitskette
um eine Anzahl von s RHS — LC-Gliedern nach unten verschieben, wobei diese Verschiebung
zwischen 0 und h/2 Glieder betragen kann. Durch diese Verschiebung héren die Hexagone
des Kernels k1 dann nicht mehr im Glied h/2, sondern im Glied h/2 — s auf, wihrend die
Hexagone des Kernels k3 im Glied h/2 — s + 1 anfangen und die Hexagone des Kernels k2
im Glied h — s aufhoren. Analog versetzt diese Verschiebung auch die Hexagone aller anderen
Kernels dementsprechend ebenfalls um s Glieder nach unten.

10.2.8 Datenwiederverwendung
Die Grundkonzepte der Datenwiederverwendung in einem Tile sind analog zu den Grundkon-
zepten der Datenwiederverwendung in einem Block bei einer Variante mit Kernelfusion:
¢ Datentransfer fiir fusionierte (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhingigkeiten
sowie fiir LC — RHS-Abhingigkeiten tiber den On-Chip-Speicher des Prozessors,

* Datenwiederverwendung fiir permanente Vektoren aus dem DRAM, die von mehreren
fusionierten Vektorgrundoperationen des Kernels als Argument gelesen werden, sowie
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* kein unnotiges Zuriickschreiben von Ergebnissen von (RHS | LC | MAP)-Operationen
von dem On-Chip-Speicher in den permanenten Vektor und damit in den DRAM.

Das Tiling behandelt diese drei Fille, also ob ein Tile die benétigten Komponenten eines Vek-
tors selbst produziert oder aus dem dazugehorigen permanenten Vektor und damit aus DRAM
laden muss, und ob ein Tile selbst produzierte Komponenten eines Vektors in den dazugeho-
rigen permanenten Vektor und damit in den DRAM zuriickschreiben muss, indem es dafiir
fiir jeden Vektor entsprechende Intervalle fiir die aus dem DRAM zu lesenden Komponen-
ten (DRAM-Leseintervalle) und fiir die in den DRAM zu schreibenden Komponenten (DRAM-
Schreibintervalle) definiert.

Fiir diejenigen Komponenten, die ein Tile von einem benétigten Vektor selbst produziert und
wiederverwenden muss oder die ein Tile aus dem permanenten Vektor und damit aus dem
DRAM laden muss, unterscheidet das Tiling zwischen folgenden Féllen (siehe Abbildung 10.5):

¢ das Tile produziert alle benétigten Komponenten des Vektors selbst und muss keine der
benotigten Komponenten dieses Vektors aus dem DRAM laden,

* das Tile muss nur die bendtigten Komponenten des Vektors am rechten und linken Rand
des Tiles aus dem DRAM laden, wihrend es die benotigten Komponenten in der Mitte
des Tiles selbst erzeugt, oder

¢ das Tile muss alle benotigten Komponenten des Vektors aus dem DRAM laden.

Ebenso muss das Tiling fiir diejenigen Komponenten, die ein Tile von einem Vektor selbst
produziert hat und in den permanenten Vektor beziechungsweise in den DRAM zuriickschreiben
muss, folgende Fille behandeln (siehe Abbildung 10.5):

* das Tile muss keine selbst produzierten Komponenten des Vektors in den DRAM zuriick-
schrieben,

* das Tile muss nur die selbst produzierten Komponenten des Vektors am rechten und
linken Rand des Tiles in den DRAM zuriickschrieben,

¢ das Tile muss alle selbst produzierten Komponenten des Vektors in den DRAM zuriick-
schreiben.

10.2.9 Tiling iiber die Stufen eines ODE-Verfahrens

Falls ein Einschrittverfahren eine Schrittweitensteuerung besitzt, dann wirkt diese wie eine glo-
bale Barriere am Ende eines jeden Zeitschritts. Dadurch konnen wir bei einem Einschrittverfah-
ren mit Schrittweitensteuerung nur das 7Tiling iiber die Stufen des Verfahrens durchfiihren, das
heift das Tiling muss mit dem ersten Glied der RHS — LC-Abhingigkeitskette beginnen und
mit dem letzten Glied der RHS — LC-Abhingigkeitskette authoren. Es ist jedoch bei einem
ODE-Verfahren mit Schrittweitensteuerung unmoglich, dass ein Tile tiber die Zeitschrittgren-
zen hinweg verlduft. Deshalb ist es bei solchen Verfahren ebenfalls unméglich, Daten tiber die
Zeitschrittgrenzen wiederzuverwenden.
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Abbildung 10.5: Zwischen zwei Kernels iiber den DRAM transferierte Vektorkomponenten.
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10.2.10 Tiling iiber die Zeitschritte eines ODE-Verfahrens
10.2.10.1 Grundidee

Falls ein ODE-Verfahren keine Schrittweitensteuerung besitzt, so existiert auch keine globa-
le Barriere am Ende eines jeden Zeitschritts mehr. Somit wird fiir solche ODE-Verfahren die
RHS — LC-Abhingigkeitskette zu einem Abhéngigkeitszyklus. Folglich ist das Tiling nicht
nur iiber die Stufen eines einzigen Zeitschritts erlaubt, sondern es ist auch ein 7iling iiber die
Zeitschritte moglich (siehe Abbildung 10.6). Fiir dieses Tiling tiber die Zeitschritte kann nun
jedes Glied der Abhingigkeitskette als Startpunkt und Endpunkt fiir das Tiling dienen. Dadurch
kann ein Tile Vektorgrundoperationen aus mehreren unterschiedlichen Zeitschritten berechnen,
weshalb beim Tiling iiber die Zeitschritte auch kein glatter Schnitt mehr {iber die Tiles an den
Zeitschrittgrenzen existiert. Auf diese Weise ermoglicht das Tiling auch eine Datenwiederver-
wendung iiber die Zeitschrittgrenzen hinweg.

Dieses Tiling tiber die Zeitschritte ist gerade bei Einschrittverfahren mit niedriger Ordnung
oder bei Mehrschrittverfahren mit hoher Ordnung vielversprechend, da diese Verfahren einen
groflen Anteil von ihren Vektoren von einem Zeitschritt in den nichsten Zeitschritt transferie-
ren miissen. Dahingegen ist das Tiling iiber die Zeitschritte bei Einschrittverfahren mit hoher
Ordnung weniger vielversprechend, da diese zwar in einem Zeitschritt {iber ihre vielen Stufen
viele Vektoren erzeugen, aber nur einen einzigen Vektor von einem Zeitschritt in den niachsten
Zeitschritt transferieren miissen.

Fiir das Tiling tiber die Zeitschritte miissen wir folgende Erweiterungen einfiihren:

1. eine Abroll-Transformation des Datenflussgraphen, um sich wiederholende Tiling-
Muster als Grundlage fiir die Zeitschleife zu erzeugen, bei der nun eine Iteration mehrere
Zeitschritte umspannt,

2. eine Zeit-Mapping-Distanz zwischen Kernels und Vektorgrundoperationen, um Tiles zu
modellieren, die sich nicht komplett innerhalb einer Iteration der Zeitschleife befinden,
sondern sich mit zwei Iterationen der Zeitschleife iiberlappen, sowie

3. die Erzeugung einer speziellen Prologiteration und einer Epilogiteration fiir die Zeit-
schleife.

10.2.10.2 Abrollen des Graphens
10.2.10.2.1 Abroll-Transformation

Um im allgemeinen Fall das Tiling iiber die Zeitschritte zu verwirklichen, miissen wir den
Datenflussgraph iiber eine Abroll-Transformation abrollen, bevor wir das Tiling anwenden. Da
diese Abroll-Transformation an sich die Performance nicht direkt, sondern nur in Kombination
mit dem Tiling erhoht, ldsst sie sich als eine weitere Enabling-Transformation betrachten. Fiir
diese Abroll-Transformation definieren wir einen Abrollfaktor u, so dass nach dem Abrollen
des Datenflussgraphen eine Iteration der Zeitschleife nun u Zeitschritten entspricht. Dabei ist
die Wahl des Abrollfaktors v von den Tile-Hohen des gewéhlten Tiling-Schemas abhéngig.

Um den abgerollten Graph zu generieren, erzeugen wir zunichst einen leeren Datenflussgra-
phen, der spiter der abgerollte Graph von dem urspriinglichen Graph werden soll. Dann fiigen
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Abbildung 10.6: Tiling iiber die Zeitschritte. Diese Abbildung zeigt das Tiling iiber die Zeitschritte fiir
ein hexagonales Tiling. In ihr besitzt ein Hexagon eine Hohe von zwei Zeitschritten, wofiir der Datenfluss-
graph auch zweimal abgerollt wurde. Die Zahlen in den Hexagonen geben zusitzlich die Zeit-Mapping-
Distanz der Vektorgrundoperationen in den Kernels an.

wir v Kopien von allen Grundoperationen des urspriinglichen Graphen in den neuen Graphen
ein, und weisen eine Abroll-ID u;q angefangen von 0 bis © — 1 den u Kopien zu. Als Néachstes
miissen wir fiir jede Abhéngigkeit d : a — b im urspriinglichen Graphen u Abhingigkeiten
dunrolled * Qunrolled — Dunrolled Mit den Abroll-IDs von 0 bis v — 1 in den abgerollten Graphen
einfiigen. Um die Abroll-ID des Ursprungs aunrolied Und die Abroll-ID des Ziels bunrolea und die
Zeitschrittdistanz Ak, fiir eine abgerollte Abhingigkeit dunrolied Zut bestimmen, miissen wir die
folgenden Regeln verwenden:

Aﬁu(dunrolled) = \‘Aﬂ(d) + Zid(dunrolled)J (103)
Uid(aunrolled) = Uid(dumolled) (10.4)
uid(bum’olled) = (Aﬁ(d) + uid(dunrolled)) mod u (10.5)

10.2.10.2.2 Bestimmung des Abrollfaktors fiir das hexagonale Tiling

Wie wir bereits zuvor erwihnten, so miissen beim hexagonalen Tiling-Schema alle Hexago-
ne die gleiche Hohe h besitzen. Damit wir beim Tiling iiber die Zeitschritte das hexagonale
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Unabgerollter Datenflussgraph Dreimal abgerollter Datenflussgraph
des expliziten Euler-Verfahrens des expliziten Euler-Verfahrens

Uig = 1

Ax,= 1 Ax,.= 1

Abbildung 10.7: Beispiel fiir die Anwendung der Abrolltransformation auf das explizite Eulerver-
fahren.
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Tiling-Schema ohne Unterbrechung fortsetzen konnen, muss deshalb die Lange des abgerollten
Abhingigkeitszyklus das kleinste gemeinsame Vielfache von der Hohe der Hexagone A und der
urspriinglichen Linge des Abhingigkeitszyklus ! sein. Dies resultiert in einem Abrollfaktor u
von:

" kgV(h,1)

] (10.6)

Die Abbildung 10.6 illustriert eine Zeitschleife mit einem ununterbrochenen hexagonalen
Tiling-Schema mit einem Abrollfaktor von v = 2. Wenn wir jedoch fiir eine bestimmte
Hexagon-Hohe einen anderen Abrollfaktor als in der Gleichung 10.6 wihlen, so miissen wir
das hexagonale Tiling-Schema in einem Glied des RHS — LC-Abhingigkeitszyklus unterbre-
chen und im nichsten Glied reinitialisieren. Dieses Unterbrechen und Reinitialisieren erfordert,
dass wir in dem entsprechenden RHS — LC-Glied die schrumpfenden und wachsenden Hexa-
gone abschneiden, beziehungsweise die dazugehorigen Kernels abschlieBen, und im nichsten
RHS — LC-Glied das hexagonale Tiling-Schema iiber zwei neue Kernels, eins fiir die wach-
senden und eins fiir die schrumpfenden Hexagone, reinitialisieren. Durch dieses Abschneiden
und Reinitialisieren zwischen zwei aufeinanderfolgenden RHS — LC-Gliedern ist offensicht-
lich keine Datenwiederverwendung iiber diese RHS — LC-Glieder hinweg méoglich.

10.2.10.2.3 Bestimmung des Abrollfaktors fiir das trapezoidale Tiling

Im Gegensatz zum hexagonalen Tiling-Schema konnen beim trapezoidalen Tiling-Schema die
Zeilen aus Trapezoiden jeweils unterschiedliche Hohen besitzen. Diese Hohen miissen wir beim
trapezoidalen Tiling-Schema so wihlen, dass deren Summe ein Vielfaches der Linge der Ab-
hingigkeitskette ist. Dieses Vielfache entspricht dann dem Abrollfaktor u. Fiir denjenigen Son-
derfall, dass die Reihen aus Trapezoiden alle die gleiche Hohe besitzen sollen, kann Formel
wie beim hexagonalen Tiling-Schema (Gleichung 10.6) fiir die Bestimmung des Abrollfaktors
verwendet werden.

10.2.10.3 Zeit-Mapping-Distanz
10.2.10.3.1 Grundidee

Da beim Tiling iiber die Zeitschritte keine glatten Schnitte entlang der Zeitschrittgrenzen zwi-
schen den Tiles mehr existieren, ist es notig zu definieren, ob ein Tile beziehungsweise ein
Kernel fiir eine Vektorgrundoperation Komponenten von der aktuellen oder der vorherigen Ite-
ration der Zeitschleife berechnet.

Fiir diesen Zweck definieren wir eine Zeit-Mapping-Distanz Am(k, o) € {0, 1} fiir das Map-
ping einer Vektorgrundoperation o auf ein Kernel k, wie folgt (siche Abbildung 10.6 fiir eine
Ilustration): Angenommen, dass bei einem Abrollfaktor u die Iteration ¢ = 1, 2,. .. der Zeit-
schleife mit den Zeitschritten {(¢—1)-u+1, ..., i-u} assoziiert wird, dann impliziert eine Zeit-
Mapping-Distanz von 0, dass das Kernel die Vektorgrundoperation o fiir einen Zeitschritt x aus
der gegenwiirtigen Iteration der Zeitschleife berechnet, das heit k € {(i —1)-u+1,...,i-u}.
Falls die Zeit-Mapping-Distanz 1 ist, dann berechnet das Kernel die Vektorgrundoperation o fiir
einen Zeitschritt x aus der vorherigen Iteration der Zeitschleife, das heifit x < (i — 1) - u + 1.
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10.2.10.3.2 Abhéngigkeiten zwischen zwei Kernels

Beim Tiling iiber die Zeitschritte existiert eine Abhingigkeit zwischen zwei Kernels k1 — k2
nur, falls fiir mindestens eine Abhéngigkeit zwischen zwei Vektorgrundoperationen a — b,
wobei a mit k1 und b mit k2 fusioniert wird, sich die Eingabe- und Ausgabeintervalle fiir min-
destens ein Paar von Blocken ¢ und j beziehungsweise ein Paar von Tiles tiberlappen. Fiir diese
beiden Blocke gilt somit O(a, k1,:)NZ(b, k2, j) # @. In Abhdngigkeit von der Zeit-Mapping-
Distanz konnen wir die folgenden Regeln fiir die Art der Abhingigkeit zwischen diesen beiden
Kernels beziiglich der Zeitschleife definieren:

¢ Schleifenunabhéngige echte Abhingigkeit: Eine schleifenunabhiingige echte Abhdn-
gigkeit, das heifit eine Abhingigkeit innerhalb einer Iteration der Zeitschleife, zwischen
zwei Kernels tritt auf, falls Am(k1,a) — Aky(a — b) — Am(k2,b) = 0 und zudem
k1 # ko gilt. Denn wiirde zusitzlich k1 = ko gelten, so wire dies keine Abhéngigkeit
zwischen zwei Kernels, sondern eine Abhéngigkeit zwischen den Vektorgrundoperatio-
nen innerhalb eines Kernels.

Schleifengetragene echte Abhingigkeit: Eine schleifengetragene echte Abhdngigkeit,
das heil3t eine Abhingigkeit, die iiber x Iterationen der Zeitschleife spannt, tritt auf, falls
Am(ky,a) — Aku(a — b) — Am(kz,b) = z < 0 gilt. Falls zudem k1 = ks ist, dann
handelt es sich nicht um eine Abhingigkeit innerhalb eines Kernels, sondern um eine
Abhingigkeit zwischen zwei unterschiedlichen Ausfiihrungen dieses Kernels in jeweils
einer unterschiedlichen Iteration der Zeitschleife.

Schleifengetragene Gegenabhiingigkeit: Eine schleifengetragene Gegenabhiingigkeit,
also eine Abhiéngigkeit von einer zukiinftigen Iteration der Zeitschleife zu der gegen-
wirtigen Iteration, tritt auf, falls Am(ki,a) — Aky(a — b) — Am(ke,b) > 0 gilt.
Da unser Ansatz die Iterationen der Zeitschleife nacheinander ausfiihrt, ist eine solche
schleifengetragene Gegenabhiingigkeit bei unserem Ansatz verboten.

Dabei ist zu beachten, dass wir sowohl die schleifenunabhéngigen echten Abhingigkeiten als
auch die schleifengetragenen echten Abhingigkeiten fiir den Datentransfer zwischen den Ker-
nels beriicksichtigen miissen, wihrend wir nur die schleifenunabhingigen echten Abhéngig-
keiten fiir die topologische Sortierung der Kernels beziehungsweise der ausfithrbaren Objekte
in der Zeitschleife beriicksichtigen miissen. Eine allgemeine Diskussion iiber die Arten von
Abhingigkeiten in Schleifen kann zum Beispiel in dem Buch [B3] gefunden werden.

10.2.10.3.3 Abhingigkeiten innerhalb eines Kernels

Ein Tile eines Kernels fiihrt beim Tiling iiber die Zeitschritte weiterhin seine zugewiesenen
Vektorgrundoperationen gemél der topologischen Ordnung ihrer Abhéngigkeiten aus. Eine Ab-
hingigkeit a — b zwischen zwei Vektorgrundoperationen a und b in dem Tile ¢ eines Kernel k&
existiert nur, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o Am(k,a) — Ax(a — b) — Am(k,b) =0
e O(a,k,3) NI(b, k,i) # 2
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10.2.10.4 Prolog- und Epilogiteration

Da beim Tiling iiber Zeitschritte kein glatter Schnitt mehr iiber die Tiles an den Zeitschritt-
grenzen existiert, bendtigen wir eine besondere Prologiteration und eine Epilogiteration (siehe
Abbildung 10.6). Diese beiden bestehen jeweils aus spezialisierten Prolog- und Epilog-Kernels,
von denen jedes jeweils einem regulidren Kernel entspricht. Dabei fiihrt die Zeitschrittprozedur
die Prologiteration anstelle der ersten Iteration der Zeitschleife aus. In dieser Prologieration ruft
die Zeitschrittprozedur nur die spezialisierten Prologkernels auf. Dabei berechnen die Prolog-
kernels nur diejenigen Vektorgrundoperationen ihres regulidren Kernels, fiir welche das regulé-
re Kernel eine Zeit-Mapping-Distanz Am = 0 besitzt. Dann fiihrt die Zeitschrittprozedur die
gewiinschte Anzahl an regulédren Iterationen der Zeitschleife aus. Hierbei ruft die Zeitschritt-
prozedur fiir jede reguldre Iteration nur die reguldren Kernels auf. Nach der letzten reguldren
Iteration der Zeitschleife fiihrt die Zeitschrittprozedur die Epilogiteration aus. In dieser Epilogi-
teration ruft die Zeitschrittprozedur nur die spezialisierten Epilogkernels auf. Dabei berechnen
die Epilogkernels nur diejenigen Vektorgrundoperationen ihres reguldren Kernels, fiir welche
das regulire Kernel eine Zeit-Mapping-Distanz Am = 1 besitzt.

10.2.11 Autotuning-Ansatz fiir die Parameter der Tiling-Schemata

10.2.11.1 Grundlegendes

Je hoher und je breiter die Tiles einer Implementierungsvariante mit Tiling sind, umso gerin-
ger ist auch das Datenvolumen der Implementierungsvariante. Allerdings besitzen hohere und
breitere Tiles auch einen groleren Workingset. Dadurch reduziert eine Erhohung der Tile-Hohe
und der Tile-Breite, sobald der Workingset aller nebenldufig ausgefiihrten Tiles die GroBe des
On-Chip-Speichers des Prozessors iibersteigt, auch die Cache-Effizienz der Implementierungs-
variante, wodurch sich wiederum die Datenwiederverwendung iiber den On-Chip-Speicher ver-
ringert und das DRAM-Volumen erhéht. Da sich der Performance-Gewinn der Implementie-
rungsvarianten mit Tiling gegeniiber den Implementierungsvarianten mit Fusion jedoch primér
aus dem reduzierten DRAM-Volumen ergibt, miissen wir die Tile-Breite, die Tile-Hohe und
die Anzahl an Kerne, welche an einem Tile zusammenarbeiten, geschickt so wihlen, dass wir
zwar ein kleines Datenvolumen erzielen, jedoch zusitzlich der Workingset der nebenlédufig aus-
gefiihrten Tiles die Grofie des On-Chip-Speichers des Prozessors nicht iibersteigt. Bei den Im-
plementierungsvarianten mit Tiling sind im Gegensatz zu den Implementierungsvarianten mit
Fusion allerdings das Datenvolumen und das DRAM-Volumen, wie die Experimente im Ab-
schnitt 10.3.2 und 10.4.2 zeigen werden, auf Grund von Latenzen und anderen Flaschenhilsen
nicht mehr in etwa direkt proportional zur Performance.

Sowohl das trapezoidale als auch das hexagonale Tiling-Schema besitzen fiir ihre Parameter
viele Freiheitsgrade, welche leider eine kombinatorische Explosion verursachen. Hierdurch
miisste zum Beispiel ein Autotuning-Ansatz fiir die Parameter des trapezoidalen Tilings, wel-
cher auf einer vollstindigen Suche basiert, bei 5 Zeilen aus Trapezoiden und 10 vielverspre-
chenden Breiten fiir jede Zeile bereits die Performance fiir circa 10° - 10° mogliche Parame-
terkombinationen evaluieren. Somit muss unser Autotuning-Ansatz die Bestimmung der besten
Parameter des Tilings in Teilprobleme zerlegen, die er getrennt und unabhingig voneinander
optimieren kann.

Erschwerend kommt hinzu, dass jedes Kernel eine plattformspezifische Kernelkonfiguration
besitzt, welche das Autotuning ebenfalls optimieren sollte. Diese Kernelkonfiguration um-
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fasst je nach Zielarchitektur unter anderem bei GPUs die Anzahl an Workgroups pro Tile,
die Workgroup-GroBe, die Strides und die Blocke pro Thread, sowie bei CPUs die Anzahl an
Threads pro Tile und die Schleifenstruktur mit ihren Blockgrofien. In dieser Arbeit werden wir
das Autotuning abstrakt gestalten, ohne dabei auf die spezifischen Eigenschaften der jeweiligen
Plattform beziehungsweise Zielarchitektur einzugehen. Deshalb bestimmen wir in dieser Arbeit
die beste Kernelkonfiguration fiir jedes Kernel immer durch eine vollstindige Suche iiber eine
Menge von vielversprechenden Kernelkonfigurationen. Aus diesem Grund miissen wir jedoch
auch die Menge an vielversprechenden Kernelkonfigurationen entsprechend klein wihlen, da
die vollstidndige Suche ansonsten zu lange dauern wiirde. Zusétzlich evaluieren wir in dieser
Arbeit die Performance eines Kernels mit Tiling nicht iiber ein Performance-Modell, sondern
nur {iber ein kostenintensives Mikrobenchmark, welches das Kernel kompiliert und ausfiihrt.
Deshalb sollte unser Ansatz zum Autotuning fiir das Tiling es vermeiden, fiir ein und dasselbe
Kernel das Mikrobenchmark redunanterweise mehrmals auszufiihren.

Im Folgenden stellen wir exemplarisch einen Autotuning-Ansatz vor, welcher nur die Parameter
fur ein Tiling iiber die Stufen, nicht aber die Parameter fiir ein zusitzliches Tiling tiber die
Zeitschritte optimiert. Allerdings ldsst sich der vorgestellte Ansatz problemlos durch zusétzliche
Sonderfille und deren Behandlung auch auf ein Tiling iiber die Zeitschritte erweitern.

10.2.11.2 Trapezoidales Tiling-Schema

Das trapezoidale Tiling-Schema besitzt folgende Parameter, welche wir geschickt wihlen miis-
sen:

* eine Hohe A zeile fiir jede Zeile ¢ aus Trapezoiden,

e eine Breite Wi zeile, gerade Traperoide UNd eine plattformspezifische Kernelkonfiguration
Cite Zeile, gerade Trapezoide I die geraden Trapezoide einer Zeile 7, sowie

e eine Breite Wit Zeile, ungerade Trapezoide UNd eine plattformspezifische Kernelkonfiguration
Cite Zeile, ungerade Trapezoide TUI' die ungeraden Trapezoide einer Zeile i.

Dabei ist eine Zeile ¢ an Trapezoiden eindeutig iiber ihr Startglied s; in der Abhidngigkeitsket-
te, ihre Hohe h; sowie die Breite wie zeile, gerade Trapezoide der geraden Trapezoiden und die Breite
Wite Zeile, ungerade Trapezoide d€T ungeraden Trapezoiden bestimmt. Bei einem vollstindigen trapezoi-
dalen Tiling-Schema bestehend aus z Zeilen aus Trapezoiden muss die Summe {iber samtliche
Hohen zudem die Linge der Abhingigkeitskette [ ergeben:

= Z Rite Zeile - (10.7)
i=1
Fiir das Startglied s; einer Zeile ¢ gilt somit:
i—1
Site Zeile = Z Rje zeite - (10.8)
j=1

Um einen Ansatz zur Bestimmung der optimalen Parameter fiir das trapezoidale Tiling-Schema
zu entwickeln, stellen wir zunichst einige theoretische Uberlegungen an. Als Erstes nehmen
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wir an, dass die Gesamtlaufzeit Tyeqme €ines Zeitschritts die Summe der Laufzeit sdmtlicher
Zeilen sei:

Tgesaml - Z Tite zeile- (109)
i=1

Die Laufzeit Ty zeile €iner Zeile ¢ setzt sich zusammen aus der Laufzeit T zeile, gerade Trapezoide
des Kernels fiir die geraden Trapezoide und aus der Laufzeit T zeile, ungerade Trapezoide d€s Kernels
fiir die ungeraden Trapezoide:

Tite Zeile =— Tite Zeile, gerade Trapezoide + Tile Zeile, ungerade Trapezoide - (10 10)

Die Laufzeiten beider Kernels einer Zeile ¢ auf einem Prozessor wiederum lassen sich
tiber dessen Durchsatz D zeile, gerade Trapezoide an geraden Trapezoiden und dessen Durchsatz
Diite Zeile, ungerade Trapezoide an ungeraden Trapezoiden abschétzen:

Nite zeile

Tite Zeile, gerade Trapezoide — 5
D ite Zeile, gerade Trapezoide

N ite Zeile

(10.11)

Tite Zeile, ungerade Trapezoide = .
D ite Zeile, ungerade Trapezoide

Dabei ist Nj zeile die Anzahl der geraden beziehungsweise ungeraden Trapezoiden in der Zeile
1, die sich aus der Systemgrofie n und der beschriankten Zugriffsdistanz d wie folgt errechnet:
n
Nite zeie = a (10.12)

Wite Zeile, gerade Trapezoide + Wite Zeile, ungerade Trapezoide — (hite Zeile — 1) N

Hier nehmen wir zur Vereinfachung an, dass der Durchsatz Dji zeile, gerade Trapezoide @D gera-
den Trapezoiden einer Zeile ¢ nur von der Hohe h; der Zeile, von der Kernelkonfiguration
Cite Zeile, gerade Trapezoide d€T geraden Trapezoide und von der Breite wite zeile, gerade Trapezoide d€T ge-
raden Trapezoide abhingig ist, nicht aber von dem Stride zwischen den Trapezoiden, welcher
zusitzlich von der Breite Wi zeile, ungerade Trapezoide der ungeraden Trapezoide beeinflusst wird.
Analoges nehmen wir fiir die ungeraden Trapezoide an.

Diese theoretischen Uberlegungen koénnen wir nun in einen Ansatz zur Bestimmung der besten
Parameter fiir das trapezoidale Tiling-Schema umsetzen. Dieser Ansatz gliedert sich in zwei
Phasen:

¢ 1. Phase: Suche nach den besten Parametern und der besten Laufzeit fiir jede mog-
liche Zeile. Fiir jede mogliche Zeile, also jedes mogliche Paar von Zeilenstartglied s und
Zeilenhohe h, bestimmen wir in diesem Schritt jeweils die besten Breiten und Kernel-
konfigurationen, fiir welche die Laufzeit dieser Zeile minimal ist. Dies konnen wir iiber
zwei unterschiedliche Ansitze erreichen:

— 1. Ansatz zur Bestimmung der Breiten: Zweidimensionale Suche. Hierbei nut-
zen wir aus, dass die beiden Breiten einer Zeile einen zweidimensionalen und rela-
tiv glatten Konfigurationsraum aufspannen, wodurch wir in diesem Konfigurations-
raum mit einem entsprechenden Suchalgorithmus, wie zum Beispiel Simulated An-
nealing oder Nelder-Mead, eine performante Konfiguration finden kdnnen. Dabei
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muss diese Suche zusitzlich fiir jede Konfiguration in diesem zweidimensionalen
Konfigurationsraum, die der verwendete Suchalgorithmus abtasten mochte, die op-
timale Kernelkonfiguration von dem Kernel der geraden Trapezoide und von dem
Kernel der ungeraden Trapezoide bestimmen. Dies kann wiederum, ohne auf die
Eigenschaften der Zielarchitektur einzugehen, iiber eine vollstindige Suche iiber
eine vorgegebene Menge an vielversprechenden Kernelkonfigurationen geschehen,
wobei die Suche die beiden Kernelkonfigurationen auf Grund von Gleichung 10.10
unabhiéngig voneinander optimieren kann. Somit muss diese Suche iiber die beiden
Breiten jeweils fiir jede abzutastende Konfiguration im zweidimensionalen Kon-
figurationsraum und zusétzlich fiir jede Kernelkonfiguration zwei Kernel fiir den
Zielrechner kompilieren und auf dem Zielrechner ausfiihren.

— 2. Ansatz zur Bestimmung der Breiten: Benchmarking einer Menge von viel-
versprechenden Breiten und Kombination der Benchmark-Ergebnisse. Hier
nutzen wir aus, dass der Durchsatz eines Prozessors an geraden Trapezoiden in ei-
ner Zeile nur von deren Breite und deren Kernelkonfiguration nicht aber von der
Breite der ungeraden Trapezoide abhingig ist, und vice versa. Somit konnen wir
fiir die geraden Trapezoide einer Zeile fiir eine Menge von gegebenen Breiten und
einer Menge von vielversprechenden Kernelkonfigurationen tiber eine vollstdndi-
ge Suche fiir jede Breite jeweils die optimale Kernelkonfiguration und damit den
hochsten Durchsatz (siehe Gleichungen 10.11 und 10.12) bestimmen. Analog kon-
nen wir fiir die ungeraden Trapezoide einer Zeile vorgehen. Somit miissen wir fiir
die Bestimmung dieser Durchsitze sowohl fiir die ungeraden als auch fiir die gera-
den Trapezoide fiir jede Breite und fiir jede Kernelkonfiguration jeweils ein Kernel
kompilieren und ausfithren. AnschlieBfend konnen wir ohne weiteres Benchmar-
king nur iiber die Kombination der gemessenen Durchsitze durch die Gleichungen
10.10, 10.11 und 10.12 diejenigen Breiten fiir die geraden und ungeraden Trape-
zoide bestimmen, fiir welche die Laufzeit der Zeile minimal ist.

Hierbei gilt anzumerken, dass auf CPUs die Tile-Breite zwar ein Vielfaches der Cache-
Line-GroBe sein sollte, ansonsten aber frei gewihlt werden kann, wodurch sich auf CPUs
wiederum sehr viele vielversprechende Tile-Breiten mit demselben Abstand zueinander
ergeben. Deswegen scheint fiir CPUs zur Bestimmung der besten Parameterkombina-
tion einer Zeile die soeben genannte zweidimensionale Suche besser geeignet zu sein.
Dahingegen gibt es auf einer GPU auf Grund der Occupancy-Regeln nur wenige viel-
versprechende Tile-Breiten, welche zusitzlich zueinander noch einen unregelméBigen
Abstand besitzen. Deswegen scheint es auf GPUs vielversprechender zu sein, die beste
Parameterkombination einer Zeile tiber das Benchmarking dieser Menge an vielverspre-
chenden Tile-Breiten mit einer anschlieBenden Kombination der Benchmark-Ergebnisse
zu finden.

¢ 2. Phase: Kombination der Zeilen. Ist die beste Parameterkonfiguration und die bes-
te Laufzeit fiir jede mogliche Zeile gefunden, dann konnen wir in diesem Schritt ohne
weiteres Benchmarking diejenige Kombination an Zeilen beziehungsweise Zeilenhthen
finden, die sich iiber die gesamte Abhéngigkeitskette erstreckt und deren aufsummierte
Laufzeiten minimal sind, wodurch wir nach Gleichung 10.9 auch die Gesamtlaufzeit ei-
nes Zeitschritts minimieren. Die Suche nach sdmtlichen moglichen Kombinationen von
Zeilenhohen ldsst sich auf die Suche nach sémtlichen moglichen Zerlegungen der Léinge
der Abhingigkeitskette in ihre Summanden zuriickfiihren, wobei jeder Summand die Ho-
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he einer Zeile aus Trapezoiden reprisentiert und die Zerlegungen sich iiber die Reihenfol-
ge der Summanden unterscheiden. So lédsst sich beispielsweise eine Abhidngigkeitskette
der Lénge 4 in folgende ZeilenhShen zerlegen: 4, 143, 3+1, 242, 2+1+1, 14241, 1+1+2,
1+1+1+1. Eine solche Zerlegung konnen wir leicht rekursiv implementieren.

Uber diese zwei Phasen erreicht unser Autotuning-Ansatz, dass er nicht fiir ein und dasselbe
Kernel, das heifit ein Kernel mit einem bestimmten Startglied, einer bestimmten Hohe, einer be-
stimmten Breite und einer bestimmten Kernelkonfiguration mehrmals redundanterweise durch
ein kostenintensives Benchmark dessen Laufzeit beziehungsweise dessen Durchsatz ermitteln
muss. Man konnte diesen Ansatz noch weiter verfeinern, so dass er noch weniger Kernels einem
Benchmark unterziehen muss. Dieses Verfeinern konnten wir zum Beispiel durch ein Ausidsten
des Suchraums iiber Performance-Modelle realisieren.

10.2.11.3 Hexagonales Tiling-Schema

Das hexagonale Tiling-Schema besitzt folgende Parameter, welche wir geschickt wihlen miis-
sen:

* eine gemeinsame Hohe h fiir alle Hexagone,

« eine Verschiebung s der Hexagone entlang der Abhingigkeitskette,
e eine Breite Wgerade zeilen fiir die geraden Zeilen aus Hexagonen,

e eine Breite Wungerade zeilen fiir die ungeraden Zeilen aus Hexagonen,

« eine plattformspezifische Kernelkonfiguration cie gerade zeile filr jede gerade Zeile ¢ aus
Hexagonen, sowie

» eine plattformspezifische Kernelkonfiguration cje ungerade zeile filr jede ungerade Zeile j
aus Hexagonen.

Insgesamt besteht ein hexagonales Tiling entlang einer Abhingigkeitskette der Linge [ aus
|I/h] geraden Zeilen aus Hexagonen und aus |I/h| + 1 ungeraden Zeilen aus Hexagonen.

Somit besitzt das hexagonale Tiling-Schema dhnliche Parameter wie das trapezoidale Tiling-
Schema. Im Gegensatz zum trapezoidalen Tiling-Schema existieren beim hexagonalen Tiling-
Schema nur ein Freiheitsgrad fiir die Tile-Hohe und zwei Freiheitsgrade fiir die Tile-Breiten,
wodurch sich beim hexagonalen Tiling-Schema die Bestimmung der besten Parameter stark ver-
einfacht. Allerdings lohnen sich beim hexagonalen Tiling-Schema meist nur kleine Tile-Hohen
(2,4, 6, und 8), wodurch die Verschiebung entlang der Abhingigkeitskette ebenfalls nur weni-
ge Werte annehmen kann (je nach Hohe 0, 1, 2 oder 3). Da es somit fiir die Tile-Hohe und die
Verschiebung nur wenige Werte gibt, eignen sich beide nicht als Dimensionen fiir einen mehr-
dimensionalen Suchalgorithmus. Deshalb scheint beim hexagonalen Tiling-Schema derjenige
allgemeine Ansatz, welcher die Tile-Hohe, die Verschiebung entlang der Abhingigkeitskette
und die beiden Tile-Breiten als einen vierdimensionalen Suchraum betrachtet und darauf einen
entsprechenden Suchalgorithmus anwendet, nicht zielfithrend zu sein, weshalb wir einen spe-
zialisierten Ansatz entwickeln miissen.
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Um einen Ansatz zur Bestimmung der optimalen Parameter des hexagonalen Tilings zu entwi-
ckeln, stellen wir zunichst wieder einige theoretische Uberlegungen an. Hier nehmen wir zu-
néchst an, dass die Gesamtlaufzeit Tyesam: €ines Zeitschritts die Summe der gesamten Laufzeit
Tserade eilen der geraden Zeilen und der gesamten Laufzeit Tungerade zeilen der ungeraden Zeilen
sei:

Tgcsaml = Tgcradc Zeilen + Tungcradc Zeilen - (10 1 3)

Dabei setzen sich sowohl die gesamte Laufzeit der geraden Zeilen wiederum aus den Laufzei-
ten der einzelnen geraden Zeilen beziehungsweise deren Kernels zusammen, wihrend sich die
gesamte Laufzeit der ungeraden Zeilen wiederum aus den Laufzeiten der einzelnen ungeraden
Zeilen beziehungsweise deren Kernels zusammensetzt:

LU/h]
Tgerade Zeilen — Z T’ite gerade Zeile
i=1
li/h]+1
Tungerade Zeilen — Z lee ungerade Zeile (10 14)

j=1

Die Laufzeit eines Kernels einer geraden Zeile ¢ auf einem Prozessor ldsst sich iiber dessen
Durchsatz Dje gerade zeile an Hexagonen abschétzen, wihrend sich die Laufzeit eines Kernels ei-
ner ungeraden Zeile j ebenfalls iiber dessen Durchsatz D ji ungerade zeile an Hexagonen abschiit-
zen ldsst:

N

)
D ite gerade Zeile

T N
ite ungerade Zeile —
¢ D

jte ungerade Zeile

Tite gerade Zeile —
(10.15)

Dabei ist NV die Anzahl der geraden beziehungsweise der ungeraden Hexagone in jeder Zeile,
die sich aus der SystemgrofBe n und der beschrinkten Zugriffsdistanz d wie folgt errechnet:

n
N = . 10.16
Weerade Zeilen T Wungerade Zeilen — (h/2 - 1) -d ( )

Diese theoretischen Uberlegungen konnen wir nun fiir unseren Ansatz zur Bestimmung der
besten Parameter fiir das hexagonale Tiling-Schema verwenden. Dieser Ansatz gliedert sich in
zweli ineinander verschachtelte Suchen:

« AuBere Suche: Bestimmung der optimalen Hohe der Hexagone und der Verschie-
bung entlang der Abhéingigkeitskette fiir diese Hohe. Diese duflere Suche realisierten
wir als eine vollstindige Suche iiber die Menge an vielversprechenden Hohen A fiir die
Hexagone und die moglichen Verschiebungen s entlang der Abhingigkeitskette fiir die
jeweilige Hohe. Fiir jedes Paar von Hohe und Verschiebung muss diese duflere Suche so-
wohl die beste Breite der geraden Zeilen aus Hexagonen, die beste Breite der ungeraden
Zeilen aus Hexagonen und die beste Kernelkonfiguration jeder Zeile bestimmen. Analog
wie beim trapezoidalen Tiling-Schema konnen wir bei dem hexagonalen Tiling-Schema
die innere Suche {iber zwei Ansitze implementieren:
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— 1. Ansatz der inneren Suche: Zweidimensionale Suche iiber die beiden Brei-
ten. Hierbei nutzen wir wieder aus, dass jeweils die Breite der geraden Zeilen aus
Hexagonen und die Breite der ungeraden Zeilen aus Hexagonen einen zweidimen-
sionalen und relativ glatten Konfigurationsraum aufspannen, wodurch wir in die-
sem Konfigurationsraum mit einem entsprechenden Suchalgorithmus eine perfor-
mante Konfiguration finden konnen. Dabei muss diese Suche zusitzlich fiir jede
Konfiguration in diesem zweidimensionalen Konfigurationsraum, die der verwen-
dete Suchalgorithmus abtasten mochte, die optimale Kernelkonfigurationen von
den Kernels der geraden Zeilen aus Hexagonen und von den Kernels der unge-
raden Zeilen aus Hexagonen bestimmen. Hier verwenden wir wieder eine vollstin-
dige Suche iiber eine Menge von vielversprechenden Kernelkonfigurationen, wobei
diese vollstindige Suche die Kernelkonfigurationen fiir jedes Kernel auf Grund der
Gleichungen 10.13 sowie 10.14 getrennt voneinander optimieren kann. Somit muss
diese zweidimensionale Suche iiber die beiden Breiten jeweils fiir jede abzutasten-
de Konfiguration im zweidimensionalen Konfigurationsraum, jede gerade und jede
ungerade Zeile aus Hexagonen sowie jede Kernelkonfiguration jeweils ein Kernel
fiir den Zielrechner kompilieren und auf dem Zielrechner ausfiihren.

— 2. Ansatz der inneren Suche: Benchmarking einer Menge von vielversprechen-
den Breiten und Kombination der Benchmark-Ergebnisse. Hier nutzen wir wie-
der aus, dass der Durchsatz eines Prozessors fiir samtliche geraden Zeilen von He-
xagonen nur von deren Breite und deren Kernelkonfigurationen, nicht aber von der
Breite der ungeraden Zeilen von Hexagonen abhingig ist, und vice versa. Somit
konnen wir fiir die geraden Zeilen aus Hexagonen fiir eine Menge von gegebenen
Breiten und einer Menge von vielversprechenden Kernelkonfigurationen iiber ei-
ne vollstidndige Suche fiir jede Breite jeweils die optimalen Kernelkonfigurationen
jeder Zeile und damit den hochsten Durchsatz fiir diese Breite (siehe Gleichun-
gen 10.11 und 10.16) bestimmen. Analog kénnen wir fiir die ungeraden Zeilen aus
Hexagonen vorgehen. Somit miissen wir fiir die Bestimmung dieser Durchsétze so-
wohl fiir jede Breite, fiir jede ungerade Zeile aus Hexagonen, fiir jede gerade Zeile
aus Hexagonen und fiir jede Kernelkonfiguration jeweils ein Kernel kompilieren
und ausfithren. AnschlieBend konnen wir ohne weiteres Benchmarking nur iiber
die Kombination der gemessenen Durchsitze iiber die Gleichungen 10.13, 10.14
und 10.15 diejenigen Breiten fiir die geraden und ungeraden Zeilen aus Hexago-
nen bestimmen, fiir welche die Laufzeit des hexagonalen Tilings fiir die aktuelle
Kombination von Hohe und Verschiebung der dufleren Suche minimal wird.

Es gilt beim hexagonalen Tiling-Schema aus analogen Griinden wie bei dem trapezoida-
len Tiling-Schema wieder, dass sich der 1. Ansatz fiir die innere Suche besser fiir CPUs
eignet, wihrend sich der 2. Ansatz fiir die innere Suche besser fiir GPUs eignet.

Analog, wie bei dem Autotuning-Ansatz fiir das trapezoidale Tiling-Schema, konnten wir den
Autotuning-Ansatz fiir das hexagonale Tiling-Schema noch weiter durch ein Ausidsten des
Suchraums iiber Performance-Modelle verfeinern, so dass er weniger Kernel kompilieren und
ausfithren muss.
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10.2.12 Abbildung der Tiles auf die Threads und die Kerne eines Prozessors

Um die Tiles eines Kernels auf die Threads beziehungsweise auf die Kerne eines Prozessors
abzubilden, gibt es folgende Moglichkeiten:

« Single-Core-Tiling: Beim Single-Core-Tiling wird ein Tile jeweils von einem Kern eines
Prozessors berechnet. Das Single-Core-Tiling ldsst sich, falls ein Kern per Simultaneous-
Multithreading mehrere Threads gleichzeitig ausfiihren kann, noch einmal unterteilen in:

— Single-Thread-Tiling: Beim Single-Thread-Tiling wird ein Tile nur von einem ein-
zigen Thread abgearbeitet.

— Multithreaded-Single-Core-Tiling: Beim Multithreaded-Single-Core-Tiling ar-
beiten die Threads eines Kerns zusammen, um ein Tile zu berechnen.

e Beim Multi-Core-Tiling: Beim Multi-Core-Tiling wird ein Tile von mehreren unter-
schiedlichen Kernen abgearbeitet.

Im Folgenden werden wir das Single-Thread-Tiling, das Multithreaded-Single-Core-Tiling und
das Multi-Core-Tiling néher vorstellen.

10.2.12.1 Single-Thread-Tiling

Beim Single-Thread-Tiling wird jedes Tile jeweils nur von einem einzigen Thread des Pro-
zessors abgearbeitet. Deshalb kann beim Single-Thread-Tiling ein Tile neben dem unter allen
Threads geteilten On-Chip-Speicher nur den privaten On-Chip-Speicher seines Threads bele-
gen. Ebenso kann ein Tile nur die Rechenressourcen seines Threads ausnutzen, wodurch ein
Mehrkernprozessor fiir seine Auslastung viele Tiles simultan bearbeiten muss und jedem Tile
nur ein kleiner Anteil des unter allen Threads geteilten On-Chip-Speichers zur Verfiigung steht.
Deshalb ibersteigt beim Single-Thread-Tiling der Workingset aller simultan berechneten Tiles
bereits bei mittleren Tile-GroBen den On-Chip-Speicher des Prozessors, wodurch der Prozessor
die Zwischenergebnisse dieser simultanen Tiles in den DRAM auslagern oder deren Eingabe-
vektoren mehrmals aus dem DRAM laden muss. Jedoch miissen bei groBeren Zugriffsdistanzen
auch die Tiles groBer gewéhlt werden, damit das Tiling tiberhaupt moglich wird oder das Tiling
das Datenvolumen deutlich reduzieren kann. Deshalb ist Single-Thread-Tiling bereits fiir relativ
kleine Zugriffsdistanzen ineffizient. Zusitzlich fiihrt beim Single-Thread-Tiling das Ausnutzen
der Simultaneous-Multithreading-Féhigkeit eines Kerns dazu, dass bei n nebenlidufigen Threads
pro Kern jedem Tile nur 1/ntel des On-Chip-Speichers zur Verfiigung steht.

10.2.12.2 Multithreaded-Single-Core-Tiling

Beim Multithreaded-Single-Core-Tiling kooperieren die nebenldufiges Threads eines Kerns an
der Berechnung eines Tiles. Somit ist das Multithreaded-Single-Core-Tiling nur auf Architektu-
ren moglich, bei welchen ein Kern per Multithreading mehrere Threads gleichzeitig ausfiithren
kann. Die Vorteile vom Multithreaded-Single-Core-Tiling gegeniiber dem Single-Thread-Tiling
unterscheiden sich je nachdem, ob der Prozessor eine Multithreading-Implementierung besitzt,
bei welcher sich die Threads eines Kerns den On-Chip-Speicher und die Rechenwerke teilen,
oder bei welcher die Threads eines Kerns jeweils ihre eigenen replizierten On-Chip-Speicher
und Rechenwerke besitzen:
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e Multithreading ohne replizierten On-Chip-Speicher oder mit nur wenig replizier-
ten On-Chip-Speicher und ohne replizierte Rechenwerke: Auf solchen Architektu-
ren kann Single-Thread-Tiling mit einem Tile beziehungsweise Thread pro Kern bereits
einen Grof3teil des privaten On-Chip-Speichers eines Kerns belegen und potentiell die ge-
samte Rechenleistung des Kerns ausnutzen. Fiihrt Single-Thread-Tiling mehr als ein Tile
pro Kern aus, kann der Kern so nur potentiell die Latenzen des Tiles besser iiberbriicken,
wodurch er die Auslastung seiner Rechenwerke potentiell erhohen kann. Allerdings redu-
ziert sich dadurch wiederum der pro Tile zur Verfiigung stehende On-Chip-Speicher. Im
Gegensatz dazu kann Multithreaded-Single-Core-Tiling das Multithreading eines Kerns
zur besseren Latenziiberbriickung ausnutzen, ohne mehr als ein Tile pro Kern gleichzei-
tig berechnen zu miissen, wodurch sich durch die Ausnutzung des Multithreadings der
fuir jedes Tile zur Verfiigung stehende On-Chip-Speicher nicht reduziert.

Multithreading mit viel replizierten On-Chip-Speicher und replizierten Rechen-
werken: Auf solchen Architekturen muss das Single-Thread-Tiling mehr als ein Tile
pro Kern gleichzeitig ausfithren, um den gesamten privaten On-Chip-Speicher und die
gesamte Rechenleistung eines Kerns auszunutzen. Dadurch erzielt das Multithreaded-
Single-Core-Tiling gegentiber dem Single-Thread-Tiling dieselben Vorteile wie das
Multi-Core-Tiling: Der Prozessor muss fiir seine Saturierung beim Multithreaded-Single-
Core-Tiling gegeniiber dem Single-Core-Tiling weniger Tiles gleichzeitig berechnen,
wodurch jedes Tile wiederum einen groBeren Anteil des On-Chip-Speichers belegen
kann.

Gegeniiber dem Multi-Core-Tiling kann das Multithreaded-Single-Core-Tiling punkten, dass
sich die Threads eines Kerns mit geringerem Overhead synchronisieren und iiber den privaten
On-Chip-Speicher des Kerns effizienter Zwischenergebnisse austauschen konnen. Jedoch be-
notigt das Multithreaded-Single-Core-Tiling fiir die Saturierung des Prozessors wiederum auch
mehr nebenléufige Tiles als das Multi-Core-Tiling.

10.2.12.3 Multi-Core-Tiling

Beim Multi-Core-Tiling kooperieren mehrere Kerne des Prozessors an der Berechnung eines Ti-
les. Dadurch kann ein Tile auch den privaten On-Chip-Speicher von mehreren Kernen belegen
und die Rechenleistung von mehreren Kernen ausnutzen. Ebenso muss der Prozessor weni-
ger Tiles gleichzeitig berechnen, um ausgelastet zu sein, wodurch jedes Tile wiederum einen
grofleren Anteil des geteilten On-Chip-Speichers belegen kann. Mehr On-Chip-Speicher fiir
ein Tile bedeutet auch, dass beim Multi-Core-Tiling groBere Tile-GroBen wiederum effizien-
ter werden, wodurch das Multi-Core-Tiling wiederum fiir groere Zugriffsdistanzen effizienter
wird. Offensichtlich konnen wir die Anzahl an Kernen pro Tile so wihlen, dass alle Kerne des
Prozessors an einem einzigen Tile zusammenarbeiten. Jedoch konnen wir auch eine kleinere
Anzahl an Kernen pro Tile wihlen, so dass der Prozessor mehrere Tiles gleichzeitig bearbeiten
kann. Wihlen wir weniger Kerne pro Tile, so reduzieren wir damit den Overhead der Synchro-
nisation und erzeugen eine weniger stark synchronisierte Instruktionsmischung wéhrend der
Ausfiithrung, wodurch sich wiederum die Ausnutzung der Ressourcen des Prozessors erhohen
kann. Jedoch benétigt Multi-Core-Tiling bei weniger Kernen pro Tile auch mehr parallele Ti-
les, um den Prozessor zu saturieren, wodurch sich wiederum auch die effizienten Tile-Grofen
reduzieren und das Datenvolumen sowie das DRAM-Volumen erhéhen. Deshalb erwarten wir,
dass viele kleine nebenldufige Tiles mit wenigen Kernen pro Tile bei kleinen Zugriffsdistanzen
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die beste Laufzeit erzielen, wihrend wenige grofe Tiles mit vielen Kernen pro Tile bei groBen
Zugriffsdistanzen die beste Laufzeit erzielen.

10.2.12.4 Traditionelle Ansétze fiir das Tiling auf unterschiedlichen
Architekturen

Je nach Architektur ist das Single-Thread-Tiling oder das Multithreaded-Single-Core-Tiling der
traditionelle Ansatz, um ein Tiling zu implementieren:

¢ CPU-Architekturen (mit Multithreading): Auf solchen CPU-Architekturen tduscht
das Betriebssystem fiir jeden physikalischen Kern mehrere logische Kerne vor, wobei
jeder dieser logischen Kerne nur einen einzigen Hardware-Thread gleichzeitig ausfiihren
kann. Dadurch konnen Anwendungen den logischen Kernen Aufgaben beziehungsweise
Threads zuweisen, so als ob diese vollwertige Kerne wiren. Dariiber konnen Anwendun-
gen wiederum die Multithreading-Fihigkeit der CPU ausnutzen, ohne auf diese explizit
eingehen zu miissen. Aus diesem Grund weist man im traditionellen Ansatz fiir Tiling
auf CPUs, wie er zum Beispiel von der Arbeit [Z24] und [K24] verwendet wird, jedem
virtuellen Kern seine eigenen Tiles zu, womit dieser Ansatz dem Single-Thread-Tiling
entspricht.

GPU-Architekturen: Auf GPUs startet man beim traditionellen Ansatz fiir das Tiling,
wie er zum Beispiel von den Arbeiten [K20] und [K29] verwendet wird, eine Workgroup
pro Tile. Da eine Workgroup jedoch von den nebenlidufigen Threads eines Kerns abgear-
beitet wird, entspricht dieser Ansatz bereits dem Multithreaded-Single-Core-Tiling.
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10.3 Tiling auf GPUs

10.3.1 Implementierung

10.3.1.1 Allgemeines

Um das Tiling auf GPUs zu implementieren, iibersetzen wir wieder jedes abstrakte Kernel aus
unseren theoretischen Uberlegungen in ein 1D-GPU-Kernel. Wir implementierten sowohl das
Multithreaded-Single-Core-Tiling als auch das Multi-Core-Tiling. Bei dem Ersteren entspricht
ein Tile jeweils einer Workgroup in einem GPU-Kernel, weshalb wir es im Folgenden als
Single-Workgroup-Tiling bezeichnen (siehe Abbildung 10.8). Beim Multi-Core-Tiling arbeiten
in einem GPU-Kernel jeweils mehrere aufeinanderfolgende simultan ausgefiihrte Workgroups
auf unterschiedlichen GPU-Kernen an einem Tile zusammen, weshalb wir es im Folgenden als
Multi-Workgroup-Tiling (siche Abbildung 10.9) bezeichnen. Sowohl beim Single-Workgroup-
Tiling als auch beim Multi-Workgroup-Tiling berechnen die Workitems beziehungsweise die
Workgroups eines Tiles die Komponenten einer Vektorgrundoperation des Tiles parallel zuein-
ander, wihrend sie die Vektorgrundoperationen in der Abhingigkeitskette des Tiles nacheinan-
der berechnen.

Wir wihlen fiir die Varianten mit Tiling wieder, wie bei den Varianten mit Kernelfusion, fiir
alle Vektorgrundoperationen das gleiche n : 1 Mapping zwischen Vektorkomponenten und
Workitems, um eine Datenwiederverwendung iiber den Registersatz der GPU zu ermdoglichen.
Da eine GPU ihren Registersatz nicht dynamisch indexieren kann, miissen wir dieses n : 1
Mapping wieder ohne Schleifen realisieren. Durch dieses Mapping kann auf der GPU ein Ti-
le, analog zu einem Block in einer Variante mit Kernelfusion, Vektorkomponenten einmal aus
dem DRAM in die Register der GPU laden, und dann diese Register fiir mehrere fusionier-
te Vektorgrundoperationen wiederverwenden. Auch treten analog wie bei den Varianten mit
Kernelfusion bei fusionierten (RHS | LC) — (LC | MAP | RED)-Abhéngigkeiten in einem Ti-
le keine Abhédngigkeiten zwischen den Workitems des Tiles auf, wodurch das Tile diese Ab-
héngigkeiten nur iiber den Registersatz verschmelzen kann. Dahingegen treten bei einer fusio-
nierten LC — RHS-Abhingigkeit in einem Tile eben solche Abhingigkeiten zwischen den
unterschiedlichen Workitems beziehungsweise Workgroups des Tiles auf, wodurch bei einer
fusionierten LC — RHS-Abhingigkeit eine Synchronisation und ein Datentransfer zwischen
den Workitems beziehungsweise Workgroups des Tiles nétig ist. Dieser Datentransfer fiir fu-
sionierte LC — RHS-Abhingigkeiten findet beim Single-Workgroup-Tiling iiber einen Buffer
im Scratchpadspeicher des Kerns der jeweiligen Workgroup und beim Multi-Workgroup-Tiling
iiber einen Buffer im Heap-Speicher der GPU statt.

Da das Mapping zwischen den Workitems und den Vektorkomponenten fiir alle Vektorgrund-
operationen in einem Tile identisch ist, aber ein Tile fiir unterschiedliche Vektorgrundopera-
tionen unterschiedliche Argumentintervalle besitzt, miissen wir vor jeder Vektorgrundoperation
per Predication oder Sprungbefehl sicherstellen, dass die Workitems nur diejenigen Komponen-
ten berechnen, die sich innerhalb des Argumentintervalls der Vektorgrundoperation befinden.
Analog miissen wir iiber Predication oder Sprungbefehle sicherstellen, dass die Workitems des
Tiles nur diejenigen Komponenten von einem permanenten Vektor aus dem DRAM lesen oder
in den DRAM schreiben, die das Tile auch tatsichlich lesen beziehungsweise schreiben soll.
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Abbildung 10.9: Multi-Workgroup-Tiling

10.3.1.2 Fusion von LC — RHS-Abhiingigkeiten

Als Nichstes werden wir vorstellen, wie ein GPU-Kernel mit Tiling eine fusionierte LC —
RHS-Abhingigkeit umsetzen muss. Denn bei einer fusionierten LC — RHS-Abhingigkeit tre-
ten in einem Tile Abhingigkeiten zwischen den unterschiedlichen Workitems des Tiles auf,
wodurch bei einer solchen fusionierten LC — RHS-Abhingigkeit eine Synchronisation und
ein Datentransfer zwischen den Workitems des Tiles notig ist. Fiir eine fusionierte LC — RHS-
Abhingigkeit unterscheiden sich sowohl die Synchronisation als auch der Datentransfer inner-
halb eines Tiles je nach Tiling-Variante:

¢ Synchronisation und Datentransfer fiir LC — RHS-Abhingigkeiten beim Single-
Workgroup-Tiling: Beim Single-Workgroup-Tiling existieren in einem Tile bei fusio-
nierten LC — RHS-Abhéngigkeiten nur Abhédngigkeiten zwischen den Workitems inner-
halb der Workgroup des Tiles. Dadurch kann das Tile fiir solche fusionierten LC — RHS-
Abhingigkeiten den Scratchpad-Speicher des Kerns fiir einen schnellen Datentrans-
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fer zwischen seinen Workitems und eine Workgroup-weite Hardware-Barriere fiir die
schnelle Synchronisation seiner Workitems verwenden. Diese Barriere bezeichnen wir
im folgenden als Single-Workgroup-Barriere.

¢ Synchronisation und Datentransfer fiir LC — RHS-Abhéngigkeiten beim Multi-
Workgroup-Tiling: Beim Multi-Workgroup-Tiling existieren in einem Tile bei fusio-
nierten LC — RHS-Abhingigkeiten auch Abhéngigkeiten zwischen den Workitems aus
den unterschiedlichen Workgroups des Tiles. Somit muss bei einem Multi-Workgroup-
Tile der Datentransfer zwischen den Workitems beziehungsweise den Workgroup des
Tiles fiir fusionierte LC — RHS-Abhingigkeiten tiber den langsameren Heap-Speicher,
das heift effektiv iiber den L2-Cache oder den DRAM, erfolgen. Ebenso existiert auf
GPUs keine schnelle Hardware-Barriere, um mehrere Workgroups in einem Kernel mit-
einander zu synchronisieren, wodurch das Multi-Workgroup-Tiling bei einer fusionierten
LC — RHS-Abhingigkeit eine langsame, mehrere Workgroups umspannende Software-
Barriere benotigt. Diese Barriere bezeichnen wir im folgenden als Multi-Workgroup-
Barriere.

Deshalb muss sowohl ein Single-Workgroup-Tile als auch ein Multi-Workgroup-Tile bei einer
verschmolzenen LC — RHS-Abhingigkeit folgende Schritte durchlaufen:

1. Schreiben des Ergebnisses der LC-Operation in den Buffer: Die Workitems des Tiles
schreiben diejenigen Komponenten von der LC-Operation, die das Tile selbst produziert
und somit in den Registern abgespeichert hat, und die das Tile benétigt, um die RHS-
Operation zu berechnen, in einen Buffer, der beim Single-Workgroup-Tiling innerhalb
des schnelleren Scratchpad-Speichers und beim Multi-Workgroup-Tiling innerhalb des
langsameren Heap-Speichers liegt.

2. Synchronisation iiber eine Barriere: Die Workitems des Tiles fiihren eine Barriere aus,
um sich untereinander zu synchronisieren und um sicherzustellen, dass alle Schreibvor-
ginge in den Buffer abgeschlossen und sichtbar sind. Bei dieser Barriere handelt es sich
um eine schnellere Single-Workgroup-Barriere beim Single-Workgroup-Tiling und eine
langsamere Multi-Workgroup-Barriere beim Multi-Workgroup-Tiling.

3. Lesen aus dem Buffer beim Berechnen der RHS-Operation: Die Workitems des Ti-
les berechnen die RHS-Operation und lesen fiir diesen Zweck aus dem Buffer, das heifit
aus dem Scratchpadspeicher beim Single-Workgroup-Tiling und aus dem Heap-Speicher
beim Multi-Workgroup-Tiling. Produziert ein Tile mindestens all diejenigen Komponen-
ten der LC-Operation, die es fiir die Berechnung der RHS-Operation benétigt, so befin-
den sich auch all diese Komponenten in dem Buffer. In demjenigen Fall, dass ein Tile
bei der LC-Operation nicht alle Komponenten produziert, die es fiir die Auswertung der
RHS-Operation benétigt, befinden sich nur ein Teil der benétigten LC-Komponenten in
dem Buffer, wihrend sich die verbleibenden Komponenten in einem permanenten Vektor
im Heap-Speicher befinden.

Aus diesem Grund bendtigen wir fiir das Tiling zwei unterschiedliche Implementierungen der
RHS-Operation, die wir je nach der Position der RHS-Operation innerhalb eines Tiles aufrufen
miissen:

* RHS-Consecutive: In der Implementierung namens RHS-Consecutive liegen alle Vek-
torkomponenten aufeinanderfolgend in einem Speicherbereich, welcher ein permanenter
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Vektor im Heap-Speicher oder ein Buffer fiir die Verschmelzung einer LC — RHS-
Abhingigkeit sein kann.

¢ RHS-Split: In der Implementierung namens RHS-Split gibt es zwei unterschiedliche
Speicherbereiche. Ein Speicherbereich ist der rechte und linke Rand des Tiles, wel-
cher ein permanenter Vektor im Heap-Speicher beziehungsweise im DRAM ist, wih-
rend der andere Speicherbereich die Mitte des Tiles ist, wodurch dieser Speicherbereich
einem Scratchpad-Buffer oder Heap-Buffer fiir die Verschmelzung einer LC — RHS-
Abhingigkeit entspricht.

Als Alternative hierzu ist es auch moglich, bei einer fusionierten LC — RHS-Abhéngigkeit
diejenigen Komponenten der LC-Operation, welche von der RHS-Operation bendtigt werden,
in einen Buffer zu kopieren. Dadurch wird die RHS-Split-Implementierung der RHS-Operation
nicht mehr bendtigt. Jedoch vergrofert sich dafiir gerade beim Multi-Workgroup-Tiling auch
der Workingset und der Overhead.

In einem Tile, bei welchem mehr als zwei Glieder der Abhéngigkeitskette miteinander ver-
schmolzen sind, gibt es zwei unterschiedliche Ansitze fiir das Buffering beim Datentransfer
entlang einer LC — RHS-Abhingigkeit:

* Single-Buffering: Beim Single-Buffering besitzt das Tile nur einen einzigen Buffer fiir
den Datentransfer bei LC — RHS-Abhingigkeiten. Dadurch benétigt ein Tile fiir jedes
verschmolzenes Glied der Abhéngigkeitskette zwei Barrieren. Dabei stellt das Tile durch
die erste Barriere sicher, dass all seine Workitems mit dem Lesen aus dem Buffer abge-
schlossen haben, bevor seine Workitems in den Buffer hineinschreiben. Analog stellt das
Tile durch die zweite Barriere sicher, dass all seine Workitems mit dem Schreiben in den
Buffer abgeschlossen haben, bevor seine Workitems aus dem Buffer lesen.

* Double-Buffering: Beim Double-Buffering besitzt ein Tile zwei alternierende Buffer
fir den Datentransfer bei LC — RHS-Abhingigkeiten. Wihrend fiir ein RHS — LC-
Glied der eine Buffer dem Tile als Lesebuffer und der andere als Schreibbuffer dient,
vertauscht das Tile die beiden Buffer nach der Barriere, so dass fiir das nichste RHS —
LC-Glied der frithere Schreibbuffer nun der Lesebuffer und der frithere Lesebuffer nun
der Schreibbuffer des Tiles ist.

Somit benétigt ein Tile beim Single-Buffering zwei Barrieren pro RHS — LC-Glied und beim
Double-Buffering nur eine einzige Barriere pro RHS — LC-Glied, wodurch Single-Buffering
einen groferen Synchronisationsoverhead als Double-Buffering verursacht. Da aber ein Tile
beim Single-Buffering nur einen einzigen Buffer und beim Double-Buffering zwei alternieren-
de Buffer benétigt, besitzt Single-Buffering einen geringeren Workingset als Double-Buffering.
Da beim Single-Workgroup-Tiling die Single-Workgroup-Barriere sehr giinstig ist, wihrend
beim Multi-Workgroup-Tiling die Multi-Workgroup-Barriere einen groBen Overhead besitzt,
ist anzunehmen, dass fiir Single-Workgroup-Tiling Single-Buffering und fiir Multi-Workgroup-
Tiling Double-Buffering eine bessere Performance liefert. Durch eine experimentelle Uberprii-
fung konnten wir diese Annahme bestitigen.

Um beim Multi-Workgroup-Tiling den Workingset fiir das Buffering zu reduzieren, implemen-
tierten wir zwei weitere Optimierungen, durch welche ein Tile den Overhead und den Wor-
kingset bei einer fusionierten LC — RHS-Abhéngigkeit reduzieren kann:
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« Falls ein Tile bei einer fusionierten LC — RHS-Abhingigkeit bereits alle Komponenten
der LC-Operation fiir ein spéteres Kernel zum Lesen in den permanenten Vektor bezie-
hungsweise in den DRAM zuriickschreibt, kann das Tile in seinem Inneren die Daten
entlang dieser fusionierten LC — RHS-Abhingigkeit auch tiber diesen permanenten
Vektor transferieren. Dadurch benétigt das Tile keinen designierten Buffer fiir den Da-
tentransfer entlang dieser LC — RHS-Abhéngigkeit.

Falls ein Tile nur die Komponenten der LC-Operation am rechten und linken Rand des
Tiles fiir ein spéteres Kernel zum Lesen in den permanenten Vektor zuriickschreibt, kann
das Tile in seinem Inneren zumindest diese Komponenten am Rand des Tiles iiber den
permanenten Vektor transferieren, wihrend es nur noch die Komponenten in der Mitte
des Tiles iiber einen Buffer transferieren muss.

10.3.1.3 Datenwiederverwendung beim Tiling auf GPUs

Ein Tile kann auf einer GPU deren On-Chip-Speicher, abgesehen von der Datenwiederverwen-
dung bei einer fusionierten LC — RHS-Abhéngigkeit, analog wie ein Block bei einer Variante
mit Fusion ausnutzen:

¢ Datentransfer fiir (RHS | LC | MAP) — (LC|MAP | RED)-Abhingigkeiten iiber
den Registersatz: Das Tile verwendet den Registersatz der GPU, um Daten entlang
fusionierten (RHS | LC | MAP) — (LC | MAP | RED)-Abhingigkeiten zu transferieren.
Hier kann aber innerhalb eines Tiles derjenige Sonderfall auftreten, dass nur die Work-
items in der Mitte des Tiles die Komponenten der (RHS | LC | MAP)-Operation am An-
fang der Abhingigkeit selbst berechnen und in den Registern abspeichern, wihrend die
Workitems am Rand des Tiles die Komponenten dieser der (RHS | LC | MAP)-Operation
aus dem DRAM in die Register laden.

Datentransfer fir LC — RHS-Abhéngigkeit iiber den Scratchpad-Speicher
beim Single-Workgroup-Tiling beziehungsweise iiber den L2-Cache beim Multi-
Workgroup-Tiling: Das Tile verwendet beim Single-Workgroup-Tiling den Scratchpad-
speicher und beim Multi-Workgroup-Tiling den L2-Cache der GPU, um Daten entlang
einer fusionierten LC — RHS-Abhéngigkeit zu iibertragen. Dabei kann jedoch wieder
derjenige Sonderfall auftreten, dass die Workitems am Rand des Tiles fiir die Berech-
nung der RHS-Operation auch diejenigen Komponenten der LC-Operation bendtigen,
die nicht von dem Tile selbst, sondern von einem vorherigen Kernel produziert wurden
und deshalb von dem Tile aus dem DRAM geladen werden miissen.

* Wiederverwendung von Registern, um ein redundantes Laden aus dem DRAM zu
vermeiden: Das Tile verwendet die Register der GPU, um redundante Ladeoperationen
zu vermeiden, wenn es mehrere verschmolzene (RHS | MAP | LC | RED)-Operationen
berechnen muss, die alle auf denselben permanenten Argumentvektor im DRAM zugrei-
fen. Hier kann aber innerhalb eines Tiles wieder derjenige Sonderfall auftreten, dass nur
die Workitems am Rand des Tiles die Komponenten aus dem DRAM in die Register
laden, wihrend die Workitems in der Mitte des Tiles die Komponenten selbst berechnen.

* Datenwiederverwendung iiber die Caches, um ein redundantes Laden eines per-
manenten Vektors aus dem DRAM zu vermeiden: Das Tile verwendet die Caches
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der GPU, um die Komponenten eines permanenten Vektors aus dem DRAM wiederzu-
verwenden, welchen das Tile fiir eine RHS-Operation und fiir eine oder mehrere LC-
Operationen als Argument bendtigt. Denn wihrend in diesem Fall die beschrinkte Zu-
griffsdistanz der RHS-Operation keine Datenwiederverwendung ausschlielich iiber den
Registersatz ermoglicht, so kann das Tile dennoch ausnutzen, dass wegen der beschridnk-
ten Zugriffsdistanz all seine Workitems fiir die Auswertung der RHS-Operation lokal auf
den permanenten Vektor zugreifen. Dadurch ladt das Tile bei der Auswertung der RHS-
Operation diejenigen Komponenten des permanenten Vektors in die Caches der GPU, die
es auch fiir die Auswertung der LC-Operationen benétigt. Bei der Berechnung der LC-
Operation durch das Tile werden dann die Zugriffe auf den permanenten Vektor durch
die Caches abgefangen, wodurch das Tile den permanenten Vektor insgesamt nur ein
einziges Mal aus dem DRAM laden muss.

* Kein unnétiges Zuriickschreiben von Registern in den DRAM: Das Tile schreibt nur
diejenigen produzierten Komponenten einer (RHS | LC | MAP)-Operation von den Re-
gistern in den dazugehorigen permanenten Vektor und damit in den DRAM zuriick, die
auch von einem spiteren Kernel gelesen werden, das heif3t entweder alle der im Tile pro-
duzierten Komponenten, nur die produzierten Komponenten an dem rechten oder linken
Rand des Tiles oder keine der im Tile produzierten Komponenten.

Dabei gilt wieder wie bereits bei der Kernelfusion, dass die Datenwiederverwendung iiber den
Registersatz auf GPUs sehr vielversprechend ist, da er mit Abstand der grofite und schnells-
te On-Chip-Speicher ist. Jedoch kann in Abhéngigkeit von der Struktur des ODE-Verfahrens
entweder die GroBe des Registersatzes oder die Grofe des Scratchpad-Speichers beim Single-
Workgroup-Tiling beziehungsweise die Grofe des L2-Caches beim Multi-Workgroup-Tiling
die Datenwiederverwendung limitieren:

* Bei ODE-Verfahren, deren LC-Operationen viele Argumentvektoren besitzen, zum Bei-
spiel RK-Verfahren mit hoher Ordnung, findet die Datenwiederverwendung primér {iber
den Registersatz statt, wodurch die effektive Tile-GroBe und damit die Datenwiederver-
wendung primér durch die GroBe des Registersatzes limitiert ist.

* Bei ODE-Verfahren, deren LC-Operationen nur wenige Argumentvektoren besitzen, zum
Beispiel RK-Verfahren mit niedriger Ordnung, wird die effektive Tile-Grofe und da-
mit die Datenwiederverwendung beim Single-Workgroup-Tiling durch die Grofe des
Scratchpad-Speichers und beim Multi-Workgroup-Tiling durch die Groe des L2-Caches
limitiert.

10.3.1.4 Multi-Workgroup-Barrieren fiir das Multi-Workgroup-Tiling
10.3.1.4.1 Implementierungsvarianten fiir eine Multi-Workgroup-Barriere

Um die Synchronisation fiir eine fusionierte LC — RHS-Abhingigkeit in einem Multi-
Workgroup-Tile zu realisieren, benttigen wir eine Multi-Workgroup-Barriere. Ungliicklicher-
weise existiert auf modernen GPUs nur eine Hardware-Barriere zwischen den Threads bezie-
hungsweise zwischen den Workitems einer einzigen Workgroup (Single-Workgroup-Barriere).
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Abbildung 10.10: Datenwiederverwendung in einem Tile auf der GPU. Dabei gilt, dass das Single-
Workgroup-Tiling fiir den Datentransfer entlang einer LC — RHS-Abhéngigkeit den Scratchpad-Speicher
verwendet, wihrend das Multi-Workgroup-Tiling fiir den Datentransfer entlang einer LC — RHS-
Abhingigkeit den L2-Cache verwendet.
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Zudem ist es auf GPUs nicht moglich, zwei Workgroups iiber Signale miteinander zu synchroni-
sieren. Folglich miissen wir die Multi-Workgroup-Barriere als eine Software-Barriere mit Busy-
Waiting implementieren. Wir implementierten zwei Varianten fiir diese Multi-Workgroup-
Barriere aus der Arbeit [K18], und betrachten zudem die Barriere aus der Cooperative-Groups-
Bibliothek (siehe [T9]) von NVIDIA:

* Barriere vom Typ-ATOMIC (Barriere mit einem geteilten atomaren Zihler): Diese
Barriere vom Typ-ATOMIC basiert auf einem atomaren Zihler, welchen sich alle Work-
groups der Barriere untereinander teilen. Kommt eine Workgroup an der Barriere an, so
inkrementiert sie zunichst diesen Zihler per atomarer Operation um eins. AnschlieBend
wartet die Workgroup durch ein dauerhaftes Abfragen des Zihlers in einer Schleife dar-
auf, dass auch alle anderen Workgroups an der Barriere angekommen sind, bevor sie die
Barriere verldsst. Um zu vermeiden, dass der atomare Zihler zum Flaschenhals wird,
implementierten wir diese Barriere so, dass der Druck auf den atomaren Zihler mog-
lichst gering ist. Somit fiihrt in unserer Implementierung nur ein designiertes Master-
Workitem einer Workgroup die atomare Operation auf diesen atomaren Zihler und das
Busy-Waiting auf ebendiesen aus, wihrend die iibrigen Workitems der Workgroup sich
mit dem Master-Workitem iiber Single-Workgroup-Barrieren beim Betreten und beim
Verlassen der Multi-Workgroup-Barriere synchronisieren.

Barriere vom Typ-MASTER (Barriere mit einer Master Workgroup): In dieser Bar-
riere vom Typ-MASTER existiert eine designierte Master-Workgroup, welche tiberpriift,
ob bereits alle anderen Workgroups, im Folgenden Slave-Workgroups genannt, an der
Barriere angekommen sind, wihrend die Slave-Workgroups nach dem Ankommen an der
Barriere auf das Signal der Master-Workgroup warten, dass sie die Barriere verlassen diir-
fen. Dabei erfolgt die Kommunikation zwischen der Master- und den Slave-Workgroups
in dieser Barriere iiber Flags, wobei jede Slave-Workgroup ihre eigene Betreten-Flag und
Verlassen-Flag besitzt: Betritt eine Slave-Workgroup die Barriere, so setzt sie zunéchst
ihre Betreten-Flag von falsch auf wahr. Dann wartet die Slave-Workgroup per Busy-
Waiting in einer Schleife darauf, dass ihre Verlassen-Flag von der Master-Workgroup von
falsch auf wahr gesetzt wird. In der Zwischenzeit wartet die Master-Workgroup ebenfalls
per Busy-Waiting darauf, dass jede Slave-Workgroup ihre Betreten-Flag von falsch auf
wahr gesetzt hat. Nachdem dies eingetreten ist, beginnt die Master-Workgroup damit,
die Verlassen-Flags der Slave-Workgroups von falsch auf wahr zu setzen, so dass die
Slave-Workgroups die Barriere verlassen konnen.

Barriere vom Typ-NVIDIA (Barriere aus Cooperative-Groups-Bibliothek von NVI-
DIA): Ein Kernel kann eine Barriere vom Typ-NVIDIA nur dafiir verwenden, um alle
seine Workgroups untereinander zu synchronisieren. Folglich erlaubt diese Barriere nur,
dass die GPU ein einziges Multi-Workgroup-Tile gleichzeitig ausfiihrt. Zusétzlich be-
notigt sie einen persistenten Threading-Ansatz, bei welchem das Kernel nur so viele
Workgroups startet, wie die GPU gleichzeitig ausfithren kann. Des Weiteren ist diese
Barriere nur fiir Pascal-, Volta- und Turing-GPUs verfiigbar. Wéhrend NVIDIA nicht die
Implementierungsdetails dieser Barriere dokumentiert, so 1asst ihre schlechte Performan-
ce vermuten, dass es sich bei ihr um eine nicht optimal implementierte Software-Barriere
handelt.

Da der L2-Cache einer GPU aus mehreren parallelen Partitionen besteht, wobei jede Partiti-
on eine exklusive Lese-, Schreib- und Atomic-Policy besitzt, sequentialisiert bei einer Barriere
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Abbildung 10.11: Mikro-Benchmark der Multi-Workgroup-Barrieren auf einer Volta-GPU. In die-
sem Mikro-Benchmark fiihrten wir fiir die unterschiedlichen Multi-Workgroup-Barrieren jeweils mit einer
nebenldufigen Barriere (links) und zehn nebenldufigen Barrieren (rechts) eine Messreihe durch. Fiir die
Diagramme wihlten wir fiir beide Achsen jeweils eine unterschiedliche Skalierung.

vom Typ-ATOMIC der L2-Cache sowohl das Inkrementieren als auch das Lesen des atomaren
Zihlers. Jedoch kann ein Kernel auf die atomaren Zihler von mehreren nebenlidufigen Barrieren
vom Typ-ATOMIC parallel zugreifen, sofern diese Zihler untereinander einen passenden Stri-
de besitzen, so dass sie sich in unterschiedlichen Partitionen des L2-Caches befinden. Wihrend
innerhalb einer einzigen Barriere vom Typ-ATOMIC keine Parallelitét existiert, so konnen die
Flags bei einer einzigen Barriere vom Typ-MASTER bereits parallel gesetzt und abgefragt wer-
den. Dies setzt allerdings wieder voraus, dass die Flags sich auf Grund eines passenden Strides
in den unterschiedlichen Partitionen des L2-Caches befinden. Des Weiteren besitzt eine Bar-
riere vom Typ-MASTER eine hohere Latenz als eine Barriere von Typ-ATOMIC, da bei einer
Barriere vom Typ-ATOMIC die Synchronisation direkt tiber den L2-Cache erfolgt, wéhrend bei
einer Barriere vom Typ-MASTER der L2-Cache zuerst von der Master-Workgroup gelesen und
dann beschrieben werden muss. Somit erwarten wir, dass eine Barriere vom Typ-ATOMIC fiir
Tiles, die aus wenigen Workgroups bestehen, besser geeignet ist, wihrend eine Barriere vom
Typ-MASTER fiir Tiles, die aus vielen Workgroups bestehen, besser geeignet ist.

10.3.1.4.2 Micro-Benchmark fiir die Implementierungsvarianten

Um die Performance und die Skalierung der drei Implementierungsvarianten fiir eine
Multi-Workgroup-Barriere miteinander zu vergleichen, entwickelten wir kein kleines Micro-
Benchmark. Dieses Benchmark misst den Durchsatz von n simultanen Barrieren mit m Work-
groups pro Barriere. Dafiir startet das Micro-Benchmark zunéchst n - m Workgroups. Anschlie-
Bend ruft jede Workgroup eintausend-mal die ihr zugewiesene Barriere auf, um an ihr zu war-
ten. Dabei gilt anzumerken, dass eine GPU diese n Barrieren auch nur wirklich simultan aus-
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fiihrt, wenn sie mindestens n - m Workgroups gleichzeitig ausfithren kann. Die Ergebnisse des
Micro-Benchmarks auf einer Geforce Titan V (Volta) mit 80 Kernen zeigen wir in Abbildung
Abbildung 10.11 ein.

Mit dem Micro-Benchmark konnen wir folgende Fragen beantworten:

Welche Barriere ist besser? Die Messungen zeigen, wie erwartet, dass eine Barriere vom
Typ-ATOMIC einen geringeren Overhead als eine Barriere vom Typ-MASTER besitzt, dafiir
aber auch deutlich schlechter skaliert. Folglich ist eine Barriere vom Typ-ATOMIC bei we-
niger als 300 Workgroups pro Barriere schneller, wihrend ab 300 Workgroups pro Barriere
eine Barriere vom Typ-MASTER schneller ist. Mehr als 300 Workgroups pro Barriere wéren
aber beim Multi-Workgroup-Tiling auf einer Volta-GPU nur méglich, wenn sie nur ein einziges
Multi-Workgroup-Tile mit mindestens 4 Workgroups per Kern gleichzeitig ausfithren wiirde.
Da ein solches Tile mit so vielen Workgroups pro Kern wegen des hohen Synchronisations-
overheads sehr ineffizient ist, ist auf der Volta-GPU die Barriere vom Typ-ATOMIC fiir das
Multi-Workgroup-Tiling immer besser geeignet als die Barriere vom Typ-MASTER. Obwohl
man erwarten wiirde, dass die Barriere vom Typ-NVIDIA eine gute Performance besitzt, ist sie
deutlich langsamer als eine Barriere vom Typ-ATOMIC oder Typ-MASTER.

Ist eine Barriere vom Typ-ATOMIC durch die Latenz oder durch den Durchsatz des ato-
maren Zihlers gebunden? Die Performance einer Barriere vom Typ-ATOMIC ist bis ungefiahr
160 Workgroups pro Barriere nahezu konstant. Erst bei mehr als 160 Workgroups pro Barriere
fallt die Performance der Barriere deutlich ab. Dies deutet darauf hin, dass die Barriere mit bis
zu 160 Workgroups durch die Latenz des atomaren Zihlers gebunden ist, und erst bei mehr als
160 Workgroups pro Barriere durch den Durchsatz des atomaren Zihlers limitiert wird.

Wie skaliert die Performance mit der Anzahl an nebenliufigen Barrieren? Auf der Volta-
GPU besitzen zehn nebenldufige Barrieren in etwa einen zehnmal so groflen Durchsatz wie
nur eine einzige nebenldufige Barriere. Ebenso ist die Performance in dem Benchmark mit 10
nebenldufigen Barrieren nahezu unabhingig von der Anzahl an Workgroups pro Barriere. Aus
beiden kann man folgern, dass sogar fiir viele nebenlidufige Barrieren das Speichersubsystem
der GPU nicht zum Flaschenhals wird.

Wie schneiden unsere Implementierungen einer Multi-Workgroup-Barriere im Vergleich
zu den Implementierungen einer Multi-Workgroup-Barriere in anderen Arbeiten ab? Lei-
der gibt es keine uns bekannten aktuellen Arbeiten, die Multi-Workgroup-Barrieren auf moder-
nen GPUs implementieren und untersuchen. Die Experimente in der Arbeit [K18] aus dem
Jahre 2010 zeigen jedoch, dass auf einer Geforce 280 GTX eine Barriere vom Typ-MASTER
bei bereits mehr als vier Workgroups pro Barriere schneller als eine Barriere vom Typ-ATOMIC
ist. Dies ist aber wahrscheinlich darauf zuriickzufiihren, dass eine Geforce 280 GTX im Ver-
gleich zu modernen GPUs noch keinen L2-Cache besitzt, weshalb die GPU sdmtliche atomaren
Operationen direkt auf den DRAM ausfiihren muss.

10.3.1.5 Wahl des Mappings zwischen den Workitems und
Vektorkomponenten

Wiihrend ein Tile fiir simtliche seiner Vektorgrundoperation fiir die Datenwiederverwendung
iiber den Registersatz das gleiche Mapping zwischen Vektorgrundoperationen und Workitems
besitzen muss, konnen wir das Mapping ansonsten frei wihlen. Dieses Mapping sollte ausge-
hend von den 4-, 8- und 16-Byte-Gather-Instruktionen sowie den 4-, 8- und 16-Byte-Scatter-
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Instruktionen, die eine moderne GPU typischerweise unterstiitzt, ein gutes Coalescing und eine
gute Vektorisierung fiir das jeweilige Anfangswertproblem ermoglichen.

Fiir viele Anfangswertprobleme wie Stencils ldsst sich im Falle von einfacher Gleitkomma-
genauigkeit ein solches gutes Coalescing erzielen, indem ein Thread beziehungsweise dessen
Workitems einen oder mehrere Blocke von aufeinanderfolgenden Vektorkomponenten, welche
jeweils ein-, zwei- oder viermal die SIMD-Breite grof} sind, berechnet. Analog lisst sich im
Falle von doppelter Gleitkommagenauigkeit ein solches gutes Coalescing erzielen, indem ein
Thread beziehungsweise dessen Workitems einen oder mehrere Blocke von aufeinanderfolgen-
den Vektorkomponenten, welche jeweils ein-, zwei- oder verimal die SIMD-Breite grof sind,
berechnet.

Indem wir einem Thread mehrere dieser Blocke mit einem gegebenen Stride zuweisen, kon-
nen wir dadurch die Lastbalancierung und die Lokalitdt optimieren sowie beliebig grofie Tile-
Breiten realisieren. Es gibt mehrere Moglichkeiten, um den Stride zwischen den Blocken ei-
nes Threads zu wihlen. Dabei besitzen grofiere Strides eine geringere Lokalitét, aber dafiir
eine bessere Lastbalancierung. Wir implementierten fiir das Single-Workgroup-Tiling und fiir
das Multi-Workgroup-Tiling die folgenden drei Strides, die noch einmal in Abbildung Abbil-
dung 10.12 gezeigt werden:

e Stride-THRD: Beim Stride-THRD umspannt der Stride zwischen den Blocken eines
Threads nur den entsprechenden Block (beste Lokalitit, schlechteste Lastbalancierung,
sowohl beim Single-Workgroup-Tiling als auch beim Multi-Workgroup-Tiling moglich)

* Stride-WKGP: Beim Stride-WKGP umspannt der Stride zwischen den Blocken eines
Threads die Threads der Workgroup (mittelmiBige Lokalitidt, mittelmdBige Lastbalan-
cierung, sowohl beim Single-Workgroup-Tiling als auch beim Multi-Workgroup-Tiling
moglich)

e Stride-TILE: Beim Stride-TILE umspannt der Stride zwischen den Blocken eines
Threads die Workgroups des Tiles (schlechteste Lokalitit, beste Lastbalancierung, of-
fensichtlich nur beim Multi-Workgroup-Tiling moglich)

10.3.1.6 Deadlock-Freiheit fiir das Multi-Workgroup-Tiling

Da unsere Implementierung des Multi-Workgroup-Tilings jeweils mehrere aufeinanderfolgen-
de Workgroups einem Tile zuweist, setzt sie, um ein Deadlock zwischen den Workgroups zu
vermeiden, zusitzlich Folgendes voraus:

¢ Der Task-Scheduler der GPU weist die Workgroups in der beziiglich ihres Indexes auf-
steigenden Reihenfolge den Kernen der GPU zu.

* Der Task-Scheduler der GPU weist eine Workgroup nur einem Kern der GPU zu, wenn
dieser aktuell geniigend freie Ressourcen besitzt, um umgehend mit der Ausfiithrung die-
ser Workgroup zu beginnen.

Bedauerlicherweise garantieren die GPU-Hersteller weder, dass ihre GPUs die Workgroups
eines Kernels gleichzeitig ausfiihren, noch, dass ihre GPUs die Workgroups eines Kernels in
einer bestimmten Reihenfolge ausfiihren. Jedoch funktionierte unsere Implementierung des
Multi-Workgroup-Tilings problemlos auf samtlichen betrachteten AMD- und NVIDIA-GPUs,
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Abbildung 10.12: Implementierte Strides beim Tiling auf GPUs. Diese Abbildung zeigt die drei imple-
mentierten Strides zwischen den von einem Thread berechneten Blocken. Dabei umspannt Stride-THRD
den Block eines Threads, Stride-WKGP die Threads einer Workgroup und Stride-TILE die Workgroups
eines Tiles.

weshalb auf diesen GPUs die soeben genannten Voraussetzungen fiir das Multi-Workgroup-
Tiling sehr wahrscheinlich erfiillt sind. Zusitzlich werden diese Voraussetzungen nicht bei einer
Implementierung des Multi-Workgroup-Tilings benétigt, die auf einem Persistent-Threading-
Ansatz basiert. Eine solche Implementierung des Multi-Workgroup-Tilings mit dem Persistent-
Threading-Ansatz startet nur so viele Workgroups, dass die GPU komplett belegt ist, und ldsst
jede Gruppe von Workgroups nacheinander mehrere Multi-Workgroup-Tiles berechnen.

10.3.1.7 Uberlegungen zur Tile-Breite und zum Autotuning

Waihrend die Tile-Hohe ein unabhingiger Parameter fiir das Tiling ist, so wird die Tile-Breite
durch mehrere interagierende Parameter bestimmt:

Ncomp: Die Anzahl an Komponenten per Block

Tlocks: Die Anzahl an Blocken per Thread

Tuhreads: Di€ Anzahl an Threads per Workgroup

Nwgile: Die Anzahl an Workgroups per Tile

Nwgeore: Die Anzahl an simultanen Workgroups per Kern
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* nles: Die Anzahl an simultanen Tiles auf der GPU

Wir bezeichnen diese Menge an Parametern als eine Tile-Breitenkonfiguration, die in einer Tile-
Breite von w resultiert:

W = Mcomp * Mblocks * Tlthreads * Tlwagtile - (10.17)

Offensichtlich ist bei einer Tile-Breitenkonfiguration fiir das Single-Workgroup-Tiling nwgile =
1, wihrend bei einer Tile-Breitenkonfiguration fiir das Multi-Workgroup-Tiling nwgiie > 1 ist.

Um eine gute Performance zu erzielen, miissen wir alle Parameter der Tile-Breitenkonfiguration
passend wihlen. Zuerst wéhlen wir die Anzahl an Blocken per Thread, wofiir ein kleiner Wert
von 1, 2, 3 oder 4 typischerweise die beste Performance liefert. Als Néchstes wihlen wir die
Anzahl an Threads per Workgroup (ninreads) und die Anzahl an simultanen Workgroups per Kern
(Nwgeore) Wie folgt:

« Fiir die Anzahl an nebenldufige Workgroups per Kern wird ein moglichst kleiner Wert
gewihlt, um den Overhead der Multi-Workgroup-Barrieren zu reduzieren.

* Die Anzahl an nebenlédufige Threads per Workgroup beziehungsweise die Anzahl an ne-
benldufige Threads per Kern verursacht kein oder nur wenig Registerspilling.

* Ein Kern kann die maximale Anzahl an Threads fiir die gegebene Registerallozierung
des Kernels beherbergen.

In Abhingigkeit von den Occupancy-Regeln der GPU gibt es typischerweise nur wenige viel-
versprechende Werte fiir beides.

Zuletzt miissen wir die Anzahl an Workgroups pro Tile (nwgile) Wihlen, welche indirekt die
Anzahl an simultan von der GPU ausgefiihrten Tiles (n.ies) bestimmt. Um die Ressourcenaus-
lastung auf der GPU zu maximieren, sollten die gewihlten Werte fiir nwgile und nyes folgende
Gleichungen erfiillen:

Nwgcore * Mcores TNwgcore * Tlcores
————— | = Tuiles und —————— | = Nwaile, (10.18)
Twatile Tliiles

wobel ncores die Anzahl an Kerne auf der GPU ist.

Insgesamt ergeben sich so nur wenige vielversprechende Tile-Breiten, welche unser
Autotuning-Ansatz aus Abschnitt 10.2.11 zur Bestimmung der optimalen Konfiguration
des Tilings leicht fiir jedes Kernel evaluieren kann. Alle anderen Parameter der Tile-
Breitenkonfiguration muss dieser Autotuning-Ansatz als Bestandteil der Kernelkonfiguration
interpretieren. Diese Kernelkonfiguration kann fiir GPUs zusitzlich noch weitere Parameter,
wie den Stride, die verwendete Barriere oder die Art des Bufferings, beinhalten. Somit muss
unser Autotuning-Ansatz fiir jede vielversprechende Tile-Breite eine vollstéindige Suche tiber
samtliche Tile-Breitenkonfigurationen, welche ebendiese Tile-Breite ergeben, und zusitzlich
noch tiber samtliche anderen Parameter der Kernelkonfiguration durchfiihren, um dadurch die
performanteste Tile-Breitenkonfiguration beziehungsweise Kernelkonfiguration fiir diese Tile-
Breite zu ermitteln.
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10.3.1.8 Codegenerierung

Wir implementierten einen Codegenerator, welcher ausgehend von einem Datenflussgraphen
und einem Tiling automatisch fiir GPUs den Quelltext der Kernels in CUDA-C oder OpenCL-
C erzeugt. Diesen Quelltext lassen wir dann von der CUDA-API beziehungsweise von der
OpenCL-API zu einem GPU-Kernel kompilieren, welches wir dann mit der jeweiligen API
auch ausfiithren. Ein schematisches Beispiel fiir diesen generierten Code wird von Abbildung
10.13 gezeigt.

Fiir ein Kernel mit Tiling erzeugt unser Codegenerator einen Quelltext mit sdmtlichen Speiche-
roptimierungen, wie wir sie in diesem Kapitel beschrieben. Insbesondere gilt wieder, dass wir
die Datenwiederverwendung iiber den Registersatz und den Datentransfer iiber den selbigen mit
Hilfe von automatischen Variablen erzielen, welche ein GPU-Compiler immer in Registern der
GPU platziert. Des Weiteren entfernt unser Codegenerator bereits redundante Ladeoperationen
aus dem generierten Quelltext, indem er die vom Tile bendtigten Komponenten eines perma-
nenten Vektors zunéchst in einer automatischen Variable abspeichert, und diese automatische
Variable dann als Argument fiir simtliche fusionierten (LC | MAP | RED)-Operationen, die auf
diesen Vektor lesend zugreifen, verwendet.

Bei der Codegenerierung fiigt der Codegenerator die Vektorgrundoperationen in ihrer topo-
logischen Sortierung in den Quelltext des Kernels ein. Zusitzlich fiigt er zwischen jedem
RHS — LC-Glied eine Tile umspannende Barriere in den Quelltext des Kernels ein. Soll ein
jedes Workitem beziehungsweise ein jeder Thread in einem Tile nicht nur einen Block, son-
dern mehrere Blocke von Komponenten berechnen, so realisiert dies unser Codegenerator nicht
durch eine Schleife iiber diese Blocke, sondern er fiigt fiir jede Vektorgrundoperation und fiir
jeden Block eine Folge von Statements ein:

1. Statements zum Laden: Die ersten Statements laden, nur falls nétig, die benotigten
Komponenten der permanenten Argumentvektoren der auszuwertenden Vektorgrundope-
ration aus dem DRAM in eine automatische Variable.

2. Statements zum Berechnen: Die nichsten Statements berechnen die Vektorgrundope-
ration fiir den entsprechenden Block des entsprechenden Workitems und speichern das
Ergebnis der Vektorgrundoperation in einer automatischen Variable ab.

3. Statements zum Zuriickschreiben: Die letzten Statements schreiben, nur falls notig,
das Ergebnis der Vektorgrundoperation von der automatischen Variable zuriick in den
dazugehorigen permanenten Vektor und damit in den DRAM oder im Falle einer ver-
schmolzenen LC — RHS-Abhingigkeit zusitzlich in einen LC — RHS-Buffer.

Um zu erzielen, dass nicht alle Blocke von den Workitems eines Tiles an dem Laden, dem
Berechnen oder an dem Zuriickschreiben teilnehmen, versieht unser Codegenerator jedes die-
ser Statements mit einem zusétzlichen If-Statement, das iiberpriift, ob fiir den entsprechenden
Block eines Workitem das entsprechende Statement auszufiihren ist, also ob dieses Workitem
die Komponenten des Blocks aus dem DRAM laden, berechnen oder in den DRAM zuriick-
schreiben soll. Dieses If-Statement kann jedoch entfallen, wenn die zu ladenden, die zu berech-
nenden oder die zuriick zuschreibenden Komponenten die komplette Breite des Tiles umspan-
nen.
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in: double2* y_k;
out: double2x Y_1, Y_2;

code:
parallel for each workgroup wg
parallel for each workitem wi in wg
double2 y_k_bl_reg, y_k_b2_reg, F_1_bl reg, F_1_b2_regqg,
Y 1 b2_reg, Y_1 b2 _reg, F_2_bl_reg, F_2_b2_reg;

tile t = get_tile(wg);

int i_bl = compute_index_of_block_1(t, wi, stride);
int i_b2 = compute_index_of_block_2(t, wi, stride);
double2* lc_rhs_buffer = get_1lc_rhs_buffer (t);

first link 11 of t:

yv_k bl reg = vy _k[i_bl];

F_1_bl_reg = RHS(y_k, i_bl);

Y 1 b2_reg = y_k b2 _reg + a_21 = F_1_b2_reg;
if i_bl in left or right border of Y_1 in t

Y 1[i_bl] = Y_1_bl_reg;
lc_rhs_buffer[i_bl] = Y_1_bl_reg;
y_k _b2_reg = y_k[i_Db2];

F_1 b2 _reg = RHS(y_k, i_Db2);

Y 1 b2 _reg = y_k b2 _reg + a_21 % F_1_b2_reg;

if i_b2 in left or right border of Y_1 in t
Y _1[i_b2] = Y_1_b2_reg;

lc_rhs_buffer[i_b2] = Y_1 b2 _reg;

tile_barrier(t);
second link 12 of t:

if i_bl in argument range of 12
F_2_bl_reg = RHS(lc_rhs_buffer, i_bl);
Y 2 bl reg =y _k bl reg + a_31  F_1_bl_reg +
a_32 %= F_1_Dbl_reqg;
Y 2[i_bl] = Y_2_bl_reg;

if i_b2 in argument range of 12
F_2_b2_reg = RHS(lc_rhs_buffer, i_Db2);
Y 2 _b2_reg = y_k b2 reg + a_31 x F_1_b2_reg +
a_32 %= F_1_Db2_reqg;
Y 2[1i_b2] = Y_2_b2_reg;

Abbildung 10.13: Generierter Code fiir ein GPU-Kernel mit Tiling. Dabei zeigt dieses Beispiel den
Quelltext fiir ein GPU-Kernel, das ein schrumpfendes Trapezoid berechnet.
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10.3.2 Experimente

10.3.2.1 Aufbau der Experimente

Betrachtete ODE-Verfahren: Als ODE-Verfahren verwenden wir, um das Tiling tiber die Stu-
fen zu untersuchen, zwei unterschiedliche explizite eingebettete RK-Verfahren mit unterschied-
licher Ordnung: das Bogacki—Shampine-2(3)-Verfahren mit vier Stufen und das Verner-5(6)-
Verfahren mit acht Stufen. Um zusitzlich das Tiling iiber die Zeitschritte zu untersuchen, ver-
wenden wir folgende RK-Verfahren: das explizite Euler-Verfahren mit einer Stufe, das Heun-
Verfahren mit zwei Stufen und das RK-3/8-Verfahren mit vier Stufen. Die Koeffizienten dieser
RK-Verfahren werden im Abschnitt 13.7 gezeigt.

Testproblem und ProblemgroBe: Fiir simtliche Messungen mit der beschriankten Zugriffsdi-
stanz verwenden wir BRUSS2D als zu 16sendes Anfangswertproblem. Da es sich bei BRUSS2D
um einen 5-Punkt-Stencil auf einem 2D-Gitter mit zwei Werten pro Gitterzelle handelt, die wir
in der Row-Major-Anordnung als Array-of-Structures abspeichern, besitzt es bei einer Kan-
tenldnge von xmax Gitterzellen entlang der x-Achse eine beschrinkte Zugriffsdistanz d von
d = 2 - xmax. Um den Einfluss der beschrinkten Zugriffsdistanz auf die Performance zu unter-
suchen, setzen wir Anzahl der Gitterzellen entlang der x-Achse auf xmax = d/2 Gitterzellen
und passen Anzahl der Gitterzellen entlang der y-Achse so an, dass die Gro3e des ODE-Systems
n insgesamt ungefihr konstant bleibt.

Fiir diese Problemgrofle n wihlten wir fiir die Messungen mit doppelter Genauigkeit einen
Wert von n = 32-1024 - 1024 Komponenten und fiir die Messungen mit einfacher Genauigkeit
einen Wert von n = 64 - 1024 - 1024 Komponenten. Eine Ausnahme hierfiir stellen die Mess-
reihen, welche das Tiling tiber die Zeitschritte untersuchen, dar, fiir welche wir aus historischen
Griinden eine Problemgrofie von n = 41024 - 1024 wihlten. Gemél der Problemstellung nut-
zen wir nur die beschriankte Zugriffsdistanz von BRUSS2D aus. Somit spannt BRUSS2D tiber
die Systemdimension und die Zeitdimension einen zweidimensionalen Iterationsraum auf, den
wir fiir unser Tiling verwenden konnen. Jedoch nutzen wir nicht die zweidimensionale raum-
liche Struktur des Stencils aus, welche fiir BRUSS2D einen dreidimensionalen Iterationsraum
ergeben wiirde (x-, y- und Zeitdimension).

Referenzimplementierung: Als Referenzimplementierung fiir die Berechnung des Spee-
dups verwenden wir fiir das jeweilige ODE-Verfahren eine Implementierungsvariante nur
mit Kernelfusion, aber ohne Tiling. Diese Referenzimplementierung verschmilzt somit
nur (RHSILCIMAP) — (LCIMAP | RED)-Abhéngigkeiten, aber keine LC — RHS-
Abhingigkeiten. Dadurch ist die Referenzimplementierung dhnlich zu den Varianten vom Typ-
FUS aus dem Abschnitt 9.2.8. Jedoch startet unsere Referenzimplementierung wegen der Pro-
blemstellung in diesem Kapitel nur 1D-Kernels. Dadurch nutzt sie im Vergleich zu den Vari-
anten mit Kernelfusion nicht durch 2D-Kernels die 2D-Struktur des Stencils zur Erhohung der
rdaumlichen Lokalitdt der Speicherzugriffe aus. Ebenso verwendet unsere Referenzimplemen-
tierung aus historischen Griinden keine Elbling-Transformationen.

Bestimmung der optimalen Tile-Hohen und der optimalen Tile-Breitenkonfigurationen:
Hierfiir verwenden wir den im Abschnitt 10.2.11 und im Abschnitt 10.3.1.7 beschriebenen
Ansatz, mit welchem wir fiir jedes Tiling-Schema die optimalen Tile-Breiten, die optimalen
Tile-Hohen und zusitzlich fiir jedes Kernel die optimalen Tile-Breitenkonfigurationen bezie-
hungsweise Kernelkonfigurationen ermitteln.

Verwendete GPUs und GPGPU-APIs: Um moglichst viele Architekturen abzudecken, ver-
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wenden wir drei unterschiedliche GPUs als Plattformen fiir unsere Experimente:

 Titan Volta (Volta): Messung der Laufzeiten und der Speedups in Abhingigkeit von
der Zugriffsdistanz fiir das Verner-Verfahren und das Bogacki—Shampine-Verfahren mit
doppelter Gleitkommagenauigkeit. Zudem Untersuchungen zur Tile-Breite, Tile-Hohe
und Profiling fiir das Verner-Verfahren.

Geforce Titan Black (Kepler): Messung der Laufzeiten und der Speedups in Abhén-
gigkeit von der Zugriffsdistanz fiir das Verner-Verfahren mit doppelter Gleitkommage-
nauigkeit. Zudem Untersuchungen fiir das Tiling iiber die Zeitschritte mit dem Euler-
Verfahren, dem Heun-Verfahren und dem RK-3/8-Verfahren. Zusitzliches Profiling fiir
das Verner-Verfahren.

¢ Radeon RX 480 (Polaris): Messung der Laufzeit und des Speedups in Abhingigkeit von
der Zugriffsdistanz fiir das Verner-Verfahren mit einfacher Gleitkommagenauigkeit.

Dabei verwendeten wir fiir die Volta- und Kepler-GPU die CUDA-API, wihrend wir fiir die
Polaris-GPU die OpenCL-API verwendeten. Da sowohl die Volta-GPU als auch die Kepler-
GPU eine gute DP-Performance besitzen, fithren wir auf beiden GPUs samtliche Messungen
mit doppelter Gleitkommagenauigkeit durch. Dahingegen besitzt die Polaris-GPU nur eine sehr
schlechte DP-Performance, weshalb wir auf ihr simtliche Messungen nur mit einfacher Gleit-
kommagenauigkeit durchfiihren.

10.3.2.2 Messungen

Mit diesem Aufbau fiihrten wir folgende Messreihen durch:

¢ Untersuchungen zur Laufzeit und zum Speedup fiir das Tiling iiber die Stufen (Ab-
bildung 10.14, Abbildung 10.15, Abbildung 10.16 und Abbildung 10.17): Einfluss
der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die beiden Tiling-
Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-Hohen
fiir das Verner-Verfahren auf Volta, fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren auf Volta, fiir
das Verner-Verfahren auf Kepler und fiir das Verner-Verfahren auf Polaris.

¢ Untersuchungen zur Tile-Breite und der Anzahl an nebenliufigen Tiles (Abbil-
dung 10.18): Die beste Tile-Breite und die beste Anzahl an nebenldufigen Tiles in Ab-
héngigkeit von der Zugriffsdistanz fiir mehrere fest gewihlte Tile-Hohen, das hexagonale
Multi-Workgroup-Tiling und das Verner-Verfahren auf Volta.

¢ Untersuchungen zu den Blocken pro Thread und den Strides (Abbildung 10.19):
Einfluss der Blocke pro Thread und der Strides auf die Performance fiir das Verner-
Verfahren und das hexagonale Multi-Workgroup-Tiling fiir eine Tile-H6he von vier auf
Volta.

¢ Untersuchungen zu den Tile-Hohen (Abbildung 10.20): Einfluss von unterschiedli-

chen Tile-Hohen mit der optimalen Tile-Breitenkonfiguration auf den Speedup des Multi-

Workgroup-Tilings in Abhédngigkeit von der Zugriffsdistanz fiir das Verner-Verfahren auf

Volta.

Profiling (Abbildung 10.21 und Abbildung 10.22): Profiling der Auslastung der DP-

Einheiten (Upp), der Auslastung der IPC (Uipc), der Auslastung der DRAM-Bandbreite

(Upram ) und des DRAM-Volumens (Vpram) auf Volta und auf Kepler. Eine genaue

Beschreibung dieser Metriken ist im Abschnitt 13.4 zu finden.
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Untersuchungen zur Laufzeit und zum Speedup fiir das Tiling iiber die Zeitschritte
(Abbildung 10.23, Abbildung 10.24 und Abbildung 10.25): Einfluss der Zugriffsdi-
stanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die beiden Tiling-Schemata mit den
optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-Hohen fiir das explizite
Euler-Verfahren, das Heun-Verfahren und das Rk-3/8-Verfahren auf Kepler.

Zu den Messungen ist Folgendes anzumerken:

.

Wir wihlten fiir die Achse der Zugriffsdistanz in den Diagrammen mit dem Multi-
Workgroup-Tiling immer eine logarithmische Skalierung, damit wir das Verhalten des
Tilings fiir einen groBen Bereich an Zugriffsdistanzen sinnvoll visualisieren konnen. Die-
se logarithmische Skalierung erweckt jedoch auf den ersten Blick den visuellen Ein-
druck, dass das Single-Workgroup-Tiling fiir einen grolen Bereich an Zugriffsdistanzen
mit dem Multi-Workgroup-Tiling konkurrieren kann. In Wirklichkeit lohnt sich aber zum
Beispiel auf Volta das Single-Workgroup-Tiling gegeniiber dem Multi-Workgroup-Tiling
nur fiir Zugriffsdistanzen, die geringer als ungefihr 2.5 - 10? sind, wihrend das Multi-
Workgroup-Tiling noch fiir Zugriffsdistanzen von ungefihr 2.0 - 105 schneller als die
Referenzimplementierung ist.

Aus diesem Grund verzichten wir in dieser Arbeit auf eine ausgiebige Untersuchung des
Single-Workgroup-Tilings. Eine solche ausgiebige Untersuchung des Single-Workgroup-
Tilings ist in unserer Arbeit [E4] zu finden.

Beim Multi-Workgroup-Tiling traten auf Polaris Probleme auf, welche das Multi-
Workgroup-Tiling weniger effizient machten. Diese Probleme werden wir in dem Ab-
schnitt 13.3.2 erldutern.

Leider funktioniert aktuell unser Autotuning fiir das Multi-Workgroup-Tiling nur fiir das
Tiling iiber die Stufen eines Zeitschritts, nicht aber fiir das Tiling iiber die Zeitschritte.
Deshalb konnten wir das Tiling iiber die Zeitschritte nur mit dem Single-Workgroup-
Tiling untersuchen.

Offensichtlich ist beim expliziten Euler-Verfahren, da es nur eine Stufe besitzt, kein Ti-
ling iiber dessen Stufen, sondern nur ein Tiling iiber die Zeitschritte moglich.

Aus historischen Griinden verwendeten wir weder bei den Varianten mit Tiling noch bei
der Referenz-Implementierung die Enabling-Transformationen aus dem Kapitel 9.

Seite 220/ 343



10.3. TILING AUF GPUS

Inverse Laufzeit eines Zeitschritts in s+

Speedup

400

350

300

250

200

150

100

50

102

10* 10° 10°

1

L] 1

Lo Ll Ll T R

Zugriffsdistanz

Referenz

- U- Trap., Single - O- Hex., Single —%— Trap., Multi —@— Hex., Multi

Abbildung 10.14: Laufzeituntersuchungen fiir das Verner-Verfahren mit Tiling auf Volta. Diese Un-
tersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die
beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-Hohen.
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Abbildung 10.15: Laufzeituntersuchungen fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren mit Tiling auf Vol-
ta. Diese Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup
fiir die beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-
Hohen.

Seite 222 /343




10.3. TILING AUF GPUS

60

50

40

30

20

10

Inverse Laufzeit eines Zeitschritts in s~ *

Speedup
(]

01

102 10° 10* 10°

108

Zugriffsdistanz

Referenz - U- Trap., Single - O- Hex., Single —%— Trap., Multi —@— Hex., Multi

Abbildung 10.16: Laufzeituntersuchungen fiir das Verner-Verfahren mit Tiling auf Kepler. Diese
Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die
beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-Hohen.
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Abbildung 10.17: Laufzeituntersuchungen fiir das Verner-Verfahren mit Tiling auf Polaris. Diese
Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die
beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen Tile-Hohen.

Seite 224 / 343



10.3. TILING AUF GPUS

Beste Tile-Breite

Beste Anzahl an nebenlédufigen Tiles

Ungerade Spalten aus Hexagonen

10° Gerade Spalten aus Hexagonen

T T TTTT T TTTT T \\HH:‘ '\ TTTTTT TTTTIT T TTTTI T TTTTI T TTTTI T \HHH‘I I‘\ TTTTIT
| i — 8 [
' -
- i — 7 [ N
|: l:

|
i S “

1" 1
- <o 1 5 P 2

! I

: e -

LA [ 2N

! L ' L 4
| II/.? // | 3 /I/,.r 1 N
speom so0e |
| 21 / L -
4 sped ou
,/ /// // A
eenses 1 1r sdeg 'l n
b /.‘ ‘/’/. //‘ /| )

(X% = 9 1 o s8sifeeter |
T 1 T I A1 11 I i T T N 1 N A | B |
10t 102 103 10* 105  10° 10t 102 108 10* 10 10°
(LLLL LI L L 111 1 111 MR

..ﬂ]’(-.‘—..' — 40 [ ..’-Q‘ 4 —

| Vo \ "
\ ‘H ) 1
oy '\ N
vl h \ W
! A’ Wt | ll\\/ \\
R 1 30| i .
| \
lv’ :.1 | ‘\ '.".'.
Vo \ ! |
n" oo | ‘I 0‘
\ |
S 4 20 e b .
1\ \“ "a \ l V\\
l\ /*\ r‘ “\ \ l‘ ‘\‘
l1 | \\“‘ “/ \‘\\ “‘ | b
eooe '1/ e 1 10 ea %%, |
\ L 3 * “ I\ ./‘"\'Q . \ \\i
p L\® A \ N \
'.HQ\\‘ \ | @0\ '. "\‘\\: :\.’\‘\.
weesongsg . ol e* 23888 0 0emm o
T A T Y A 1| A A
Zugriffsdistanz Zugriffsdistanz

‘—0—8 —e-6-0-4-» 2‘

Abbildung 10.18: Untersuchungen zur besten Tile-Breite und der besten Anzahl an nebenléufigen Ti-
les beim Multi-Workgroup-Tiling. Hierbei untersuchen wir den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die beste
Tile-Breite und die beste Anzahl an nebenlédufigen Tiles fiir mehrere fest gewihlte Tile-Hohen (Legende)
fiir das Verner-Verfahren und das hexagonalen Multi-Workgroup-Tiling auf Volta. Fiir die beste Anzahl an

nebenldufigen Tiles stellt das Diagramm jedes Kernel bei einer bestimmten Tile-Hohe iiber eine eigene Li-
nie dar.
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Abbildung 10.19: Einfluss der Blocke per Thread (BpT) und der Strides (St) beim Multi-Workgroup-
Tiling auf die Performance. Die Messungen wurden fiir das Verner-Verfahren und dem hexagonalen
Multi-Workgroup-Tiling mit einer Tile-Hohe von vier auf Volta durchgefiihrt.
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Abbildung 10.20: Untersuchungen zur besten Tile-Hohe beim Multi-Workgroup-Tiling. Diese Mes-
sung untersucht den Einfluss der Zugriffsdistanz auf den Speedup der beiden Tiling-Schemata fiir unter-
schiedliche Tile-Hohen mit der optimalen Tile-Breitenkonfiguration fiir das Verner-Verfahren auf Volta.
Dabei geben die Eintrige in der Legende fiir das trapezoidale Tiling die Tile-Hohen fiir die Reihen aus
Trapezoiden entlang der Abhéngigkeitskette an.

Seite 226 / 343



10.3. TILING AUF GPUS

Auslastung in Prozent

Auslastung in Prozent

Upram Vbram
(SRR SR AL B A1 B e MR A1 B MAR (LA LR AL A1 B e WAL B MAR
100 25
90
80 20
70 bS]
&
60 o 15
=
50 =
[}
40 E 10
30 =
20 5
10
1 T A B AT A A 0 1 T A B T A A A
10t 102 108 10* 105 106 10t 102 108 10*  10° 109
Zugriffsdistanz Zugriffsdistanz
Upp Urpc
(AL AL S LA SR AL B R R T T T T T T T T T T T T T T
50 50 - *
v
40 40 i
v g it
7 )
30 v & 30| *
g
on
E
20 g 20 |- *
2
=
<
10 10 - *
B 4
0 i |
1 1 1T A B RN R A T T A B T A A A
ot 102 10% 10t 105 109 10t 102 103 10* 105 109
Zugriffsdistanz Zugriffsdistanz
Referenz - 7~ Trap., Single - O- Hex., Single —%— Trap., Multi —@— Hex., Multi

Abbildung 10.21: Profiling des Tilings auf Volta. Dieses Profiling zeigt die Auslastung der DRAM-
Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), sowie die Auslastung der DP-Einheiten (Upp) und
der IPC (Uypc) fiir das Verner-Verfahren.
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Abbildung 10.22: Profiling des Tilings auf Kepler. Dieses Profiling zeigt die Auslastung der DRAM-
Bandbreite (Upram), das DRAM-Volumen (Vpram), sowie die Auslastung der DP-Einheiten (Upp) und
der IPC (Uypc) fiir das Verner-Verfahren.
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Abbildung 10.23: Laufzeituntersuchungen fiir das Euler-Verfahren mit Single-Workgroup-Tiling auf
Kepler. Diese Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den
Speedup fiir die beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen
Tile-Hohen.
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Abbildung 10.24: Laufzeituntersuchungen fiir das Heun-Verfahren mit Single-Workgroup-Tiling auf
Kepler. Diese Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den
Speedup fiir die beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen
Tile-Hohen.
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Abbildung 10.25: Laufzeituntersuchungen fiir das RK-3/8-Verfahren mit Single-Workgroup-Tiling
auf Kepler. Diese Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den
Speedup fiir die beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breitenkonfigurationen und den optimalen
Tile-Hohen.
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10.3.2.3 Diskussion

Mit Hilfe der Messungen konnen wir folgende Fragen beantworten:

Fiir welche Zugriffsdistanzen lohnt sich das Single-Workgroup-Tiling?
(Siehe Abbildung 10.14, Abbildung 10.15, Abbildung 10.16 und Abbildung 10.17)

Auf allen betrachteten Architekturen und allen betrachteten Verfahren ldsst sich mit dem Single-
Workgroup-Tiling bei sehr kleinen Zugriffsdistanzen ein groer Speedup gegeniiber der je-
weiligen Referenzimplementierung nur mit Kernelfusion, aber ohne Tiling erzielen, wie zum
Beispiel bei einer beschrinkten Zugriffsdistanz von 32 ein Speedup von 8.2 fiir das Verner-
Verfahren auf Volta oder ein Speedup von 2.7 fiir das Verner-Verfahren auf Kepler. Selbst wenn
das Single-Workgroup-Tiling fiir sehr kleine Zugriffsdistanzen einen deutlich groeren Spee-
dup als das Multi-Workgroup-Tiling erzielen kann, so skaliert es deutlich schlechter. Somit ist
das Single-Workgroup-Tiling zum Beispiel auf Volta nur bis zu einer Zugriffsdistanz von 256
schneller als das Multi-Workgroup-Tiling und bis zu einer Zugriffsdistanz von ungefihr 1 536
zwar langsamer als das Multi-Workgroup-Tiling, aber immer noch schneller als die Referenz-
implementierung.

Fiir welche Zugriffsdistanzen lohnt sich das Multi-Workgroup-Tiling?
(Siehe Abbildung 10.14, Abbildung 10.15, Abbildung 10.16 und Abbildung 10.17)

Auf Volta gibt es einen grofen Bereich an Zugriffsdistanzen, fiir welche das Multi-Workgroup-
Tiling einen signifikanten Speedup gegeniiber dem Single-Workgroup-Tiling und der jewei-
ligen Referenzimplementierung nur mit Kernelfusion, aber ohne Tiling erzielen kann. Zum
Beispiel wird das Multi-Workgroup-Tiling bei dem Verner-Verfahren schneller als das Single-
Workgroup-Tiling fiir Zugriffsdistanzen grofier als 256. Gegeniiber der Referenzimplementie-
rung erzielt das Multi-Workgroup-Tiling bei dem Verner-Verfahren einen Speedup von 2.4
bei einer Zugriffsdistanz von 10240, einen Speedup von 1.3 bei einer Zugriffsdistanz von
245760, und einen Speedup kleiner als 1 erst fiir Zugriffsdistanzen, die grofer als ungefihr
327680 sind. Dieser groe Bereich von Zugriffsdistanzen, fiir welche das Multi-Workgroup-
Tiling einen deutlichen Speedup gegeniiber der Referenzimplementierung erzielen kann, ist ei-
ne bemerkenswerte Verbesserung gegeniiber dem Single-Workgroup-Tiling, welches gegeniiber
der Referenzimplementierung nur einen Speedup fiir Zugriffsdistanzen, die kleiner als 1 536
sind, erzielen kann. Leider zeigen die Experimente auch, dass das Multi-Workgroup-Tiling auf
Kepler kaum lohnenswert ist, da es gegeniiber der Referenzimplementierung nur einen kleinen
Speedup von ungefihr 1.2 fiir Zugriffsdistanzen, die kleiner als 5 120 sind, erzielen kann. Der
Speedup vom Multi-Workgroup-Tiling auf Polaris ist zwar grofer als der Speedup vom Multi-
Workgroup-Tiling auf Kepler, aber kleiner als der Speedup vom Multi-Workgroup-Tiling auf
Volta. So erzielt das Multi-Workgroup-Tiling auf Polaris zum Beispiel einen Speedup von 2.6
fiir eine Zugriffsdistanz von 1 024 und noch einen Speedup von 1.5 fiir eine Zugriffsdistanz von
10 240. Jedoch hitte das Multi-Workgroup-Tiling sehr wahrscheinlich auch auf Polaris fiir mit-
telgroBe und grofe Zugriffsdistanzen eine bessere Performance, wenn die im Abschnitt 13.3.2
dokumentierten Probleme mit Polaris unter OpenCL nicht aufgetreten wiren.

Wie beeinflusst die Stufenanzahl des RK-Verfahrens die Performance des Multi-
Workgroup-Tilings?
(Siehe Abbildung 10.14 und Abbildung 10.15)

Fiir kleine Zugriffsdistanzen ist der Speedup des Multi-Workgroup-Tilings umso groBer, je
mehr Stufen ein RK-Verfahren besitzt. Dies konnen wir dadurch erklidren, dass RK-Verfahren
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mit mehr Stufen auch eine niedrigere arithmetische Intensitit besitzen. Zum Beispiel erzielt
das Multi-Workgroup-Tiling auf Volta fiir eine Zugriffsdistanz von 32 einen Speedup von 4.8
fiir das Verner-Verfahren und einen Speedup von 3.6 fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren. Zu-
sitzlich wiirde man fiir groe Zugriffsdistanzen erwarten, dass das Multi-Workgroup-Tiling
weniger effizient wird, umso mehr Stufen ein Verfahren besitzt, da die Anzahl an Stufen
auch den Workingset vergrofert. Dennoch zeigen die Messungen, dass sowohl fiir das Verner-
Verfahren mit acht Stufen als auch fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren mit vier Stufen das
Multi-Workgroup-Tiling fiir groe Zugriffsdistanzen einen dhnlichen Speedup gegeniiber der
jeweiligen Referenzimplementierung erzielt.

Welches Tiling-Schema ist besser?
(Siehe Abbildung 10.14, Abbildung 10.15, Abbildung 10.16 und Abbildung 10.17)

Auf Volta erzielt sowohl beim Single-Workgroup-Tiling als auch beim Multi-Workgroup-Tiling
das trapezoidale Tiling-Schema fiir kleine Zugriffsdistanzen eine bessere Performance als das
hexagonale Tiling-Schema, wihrend fiir groBere Zugriffsdistanzen (zum Beispiel d > 10240
fiir das Verner-Verfahren oder d > 16384 fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren) das hexago-
nale Tiling-Schema eine bessere Performance erzielt. Auf Polaris ist beim Single-Workgroup-
Tiling das trapezoidale Tiling-Schema besser fiir kleinere Zugriffsdistanzen und das hexago-
nale Tiling-Schema besser fiir grofere Zugriffsdistanzen geeignet, wihrend auf Polaris beim
Multi-Workgroup-Tiling das hexagonale Tiling-Schema immer deutlich performanter als das
trapezoidale Tiling-Schema ist.

Wie beeinflusst beim Multi-Workgroup-Tiling die Tile-Hohe in Abhéingigkeit von der Zu-
griffsdistanz die Performance?
(Siehe Abbildung 10.20)

Fiir kleinere Zugriffsdistanzen sind groflere Tile-Hohen effizienter, da sie das Datenvolumen
stirker reduzieren. Jedoch verursachen groflere Tile-Hohen auch einen groferen Workingset
und skalieren folglich schlechter mit der Zugriffsdistanz. Im Gegensatz dazu ergeben kleinere
Tile-Hohen kleinere Speedups fiir kleinere Zugriffsdistanzen, aber sie skalieren auch besser mit
der Zugriffsdistanz.

Wie beeinflusst beim Multi-Workgroup-Tiling die Tile-Breite und die Anzahl an neben-
lidufigen Tiles die Performance in Abhiingigkeit von der Zugriffsdistanz?
(Siehe Abbildung 10.18 und Abbildung 10.20)

Fiir alle Tile-Hohen gilt, dass die beste Anzahl an nebenldufigen Tiles mit der Zugriffsdistanz
abnimmt, wihrend die beste Tile-Breite mit der Zugriffsdistanz zunimmt. Dies konnen wir da-
durch erkldren, dass bei einer groen Anzahl von kleinen nebenldufigen Tiles der Overhead
der Multi-Workgroup-Barrieren geringer und die Instruktionsmischung weniger synchronisiert
ist. Jedoch kann eine gro3e Anzahl an nebenlédufigen, kleinen Tiles das Datenvolumen weniger
stark reduzieren als eine geringe Anzahl an nebenldufigen, groflen Tiles, wihrend bei grofBe-
ren Zugriffsdistanzen zusitzlich mehr Datenvolumen anfillt. Deshalb eignet sich eine grofle
Anzahl an nebenlédufigen, kleinen Tiles weniger gut fiir grole Zugriffsdistanzen. Des Weiteren
gilt, dass je grofler die Tile-Hohe ist, umso grofler ist auch die optimale Tile-Breite, und um-
so geringer ist die optimale Anzahl an nebenldufigen Tiles. Dies konnen wir dadurch erkléren,
dass fiir eine feste Tile-Breite bei grofleren Tile-Hohen auch die duleren RHS — LC-Glieder
eines Tiles schmiler werden, wodurch das Tile nicht mehr alle seine Rechenkerne bei seinen
duBeren RHS — LC-Gliedern ausnutzen kann. Dadurch werden Tiles mit geringen Breiten und
grolen Hohen weniger effizient. Die Messungen zeigen auch, dass in Abhingigkeit von der
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gewihlten Tile-Hohe es beim hexagonalen Tiling-Schema entweder besser ist, fiir die geraden
Spalten aus Hexagonen eine grof3e Tile-Breite und fiir die ungeraden Spalten eine geringe Tile-
Breite zu wihlen, oder vice versa. Einen dhnlichen Effekt konnen wir auch beim trapezoidalen
Tiling-Schema beobachten, bei welchem es je nach der gewihlten Tile-Hohe entweder besser
ist, bei den geraden Trapezoiden eine grof3e Tile-Breite und bei den ungeraden Trapezoiden
eine geringe Tile-Breite zu wiéhlen, oder vice versa. Des Weiteren verlduft die beste Anzahl
an nebenldufigen Tiles in Abhédngigkeit von der Zugriffsdistanz nicht glatt, sondern ihr Ver-
lauf zeigt deutliche Spitzen. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass viele teils sehr unterschiedli-
che Tile-Breitenkonfigurationen fiir kleine bis mittelgrole Zugriffsdistanzen eine sehr dhnliche
Performance liefern. Dennoch liefert eine bestimmte Tile-Breitenkonfiguration fiir ahnliche Zu-
griffsdistanzen immer auch eine sehr dhnliche Performance.

Wie viele Blocke pro Thread und welche Strides liefern die beste Performance?
(Siehe Abbildung 10.19)

Fiir Zugriffsdistanzen kleiner als 32 768 erzielen ein Block per Thread und alle drei Strides mit
zwei Blocken pro Thread ungefihr die gleiche Performance. Fiir Zugriffsdistanzen grofer als
32768 sind zwei, drei oder vier Blocke per Thread performanter als ein Block per Thread. Des
Weiteren gilt fiir diejenigen Zugriffsdistanzen, fiir welche mehr als ein Block pro Thread perfor-
manter ist, dass Stride-TILE, welcher die Lastbalancierung auf Kosten der Lokalitét bevorzugt,
die beste Performance liefert.

Wie nutzen die Implementierungsvarianten die Ressourcen der GPU aus?
(Siehe Abbildung 10.21)

Das Profiling auf Volta fiir das Verner-Verfahren zeigt, dass die Referenzimplementierung
stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden ist. Deshalb wird der Speedup des Single- und
Multi-Workgroup-Tilings fiir kleine Zugriffsdistanzen gegeniiber der Referenzimplementie-
rung dadurch erzielt, dass das Tiling das DRAM-Volumen stark reduzieren kann. Jedoch
kann selbst das Single-Workgroup-Tiling, das eine schnelle Synchronisation iiber Single-
Workgroup-Barrieren und einen schnellen Datentransfer fiir LC — RHS-Abhéngigkeiten iiber
den Scratchpad-Speicher verwendet, bei kleinen Zugriffsdistanzen die DP-Rechenwerke nur
zu 22 % und die IPC nur zu 24 % aber die DRAM-Bandbreite zu 89 % auslasten. Da beim
Multi-Workgroup-Tiling die Synchronisation und der Datentransfer tiber den L2-Cache fiir die
LC — RHS-Abhingigkeiten weniger effizient ist, kann es fiir kleine Zugriffsdistanzen die
DP-Rechenwerke nur zu 20 % und die IPC zu nur 27 % und die DRAM-Bandbreite nur zu
59 % auslasten. Fiir kleine Zugriffsdistanzen vermindert dies beides den maximalen Speedup
des Multi-Workgroup-Tilings im Vergleich zu Single-Workgroup-Tiling. Fiir grole Zugriffs-
distanzen kann das Multi-Workgroup-Tiling zudem das DRAM-Volumen nicht mehr effizi-
ent reduzieren, wodurch sich die Auslastung der DRAM-Bandbreite erhoht. Dadurch wird das
Multi-Workgroup-Tiling sehr stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden, und lastet die DP-
Rechenwerke der GPU nur noch zu 5 % aus.

Wieso lisst sich mit Multi-Workgroup-Tiling auf Kepler ein deutlich schlechterer Spee-
dup als auf Volta erzielen, und wieso liegt auf Polaris der durch das Multi-Workgroup-
Tilings erzielte Speedup dazwischen?

(Siehe Abbildung 10.21 und Abbildung 10.22)

Volta besitzt einen 20480 KiB grofien Registersatz sowie einen 6 144 KiB grofien L2-Cache,
Polaris einen 9 216 kiB groflen Registersatz sowie einen 1024 KiB grofien L2-Cache und Kep-
ler einen 3 840 KiB grofien Registersatz sowie einen 1536 KiB groflen L2-Cache. Diese klei-
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neren On-Chip-Speicher limitieren die Datenwiederverwendung auf Kepler und Polaris, und
vermindern dadurch die Effizienz des Multi-Workgroup-Tilings. Deshalb reduziert auf Kepler
das Multi-Workgroup-Tiling das DRAM-Volumen der Referenzimplementierung nur von 14
auf 7 GB, wihrend das Multi-Workgroup-Tiling das DRAM-Volumen auf Volta von 14 GB
auf 2 GB reduziert. Des Weiteren ist die DRAM-Bandbreite auf Volta und Polaris ein enge-
rer Flaschenhals als auf Kepler (Volta: 0.139 Bytes per DP-FLOP, Polaris: 0.043 Bytes per
SP-FLOP, und Kepler: 0.196 Bytes per DP-FLOP), wodurch auch auf Volta und Polaris die
Wiederverwendung von Daten wichtiger wird als auf Kepler. Dies wird durch die Ergebnis-
se des Profilings gestiitzt, die eine Ausnutzung der DP-Rechenwerke durch die Referenzim-
plementierung von ungefihr 5 % auf Volta und 9 % auf Kepler zeigen. Diese beiden Fakto-
ren machen nicht nur das Single-Workgroup-Tiling, sondern auch das Multi-Workgroup-Tiling
auf Volta viel lohnenswerter als auf Kepler. Da man davon ausgehen kann, dass weiterhin auf
zukiinftigen GPU-Generationen der Flaschenhals der Speicherbandbreite deutlich enger und
die On-Chip-Speicher deutlich grofler werden, wird Multi-Workgroup-Tiling auf zukiinftigen
GPU-Architekturen sehr wahrscheinlich noch einen gréBeren Speedup gegeniiber einer Imple-
mentierungsvariante mit Kernelfusion erzielen konnen als auf aktuellen GPU-Architekturen.

Wie sehr lohnt sich das Tiling iiber die Zeitschritte verglichen mit dem Tiling nur iiber
die Stufen?
(siehe Abbildung 10.23, Abbildung 10.24 und Abbildung 10.25)

Die Messungen zeigen, wie erwartet, dass je mehr Stufen ein RK-Verfahren besitzt, umso we-
niger lohnt sich das Tiling iiber die Zeitschritte verglichen zum Tiling nur tiber die Stufen. So
lasst sich beispielhaft auf Kepler bei dem Heun-Verfahren mit zwei Stufen durch das Tiling {iber
die Zeitschritte bei einer kleinen Zugriffsdistanz von 32 ein Speedup von 2.89 gegeniiber der
Referenzimplementierung erzielen, wihrend sich durch das Tiling nur tiber die Stufen nur ein
Speedup von 1.41 erzielen lédsst. Dahingegen ldsst sich beispielhaft bei dem RK-3/8-Verfahren
mit 4 Stufen sowohl durch das Tiling iiber die Stufen als auch durch Tiling iiber die Zeitschritte
bei derselben Zugriffsdistanz von 32 ein Speedup von circa 2.85 gegeniiber der Referenzim-
plementierung erzielen. Interessanterweise ldsst sich bei dem Euler-Verfahren, obwohl es nur
eine Stufe besitzt, durch das Tiling iiber die Zeitschritte bei derselben Zugriffsdistanz von 32
nur ein Speedup von 1.75 gegeniiber der Referenzimplementierung erzielen. Dies ist vermut-
lich darauf zuriickzufiihren, dass die Referenzimplementierung vom Euler-Verfahren bereits
eine deutlicher hohere arithmetische Intensitit als die Referenzimplementierung vom Heun-
Verfahren oder vom RK-3/8-Verfahren besitzt, wodurch der durch das Tiling erzielte Speedup
auch geringer ausfillt.
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10.4 Tiling auf CPUs

10.4.1 Implementierung

10.4.1.1 Allgemeines

Um das Tiling auf CPUs zu realisieren, implementierten wir das Single-Thread-Tiling (siche
Abbildung 10.26), das Multi-Threaded-Single-Core-Tiling und das Multi-Core-Tiling. Da sich
das Multi-Threaded-Single-Core-Tiling und das Multi-Core-Tiling in ihrer Implementierung
nur dadurch unterscheiden, wie das Kernel die Threads eines Tiles den logischen CPU-Kernen
zuweist, bezeichnen wir sie im Folgenden allgemein als Multi-Thread-Tiling (siehe Abbildung
10.27). Fiir samtliche dieser Tilings iibersetzen wir wieder jedes abstrakte Kernel aus unseren
theoretischen Uberlegungen in ein paralleles Schleifennest, wobei die parallele duBerste Schlei-
fe tiber die Tiles iteriert.

Da wir die Kernel mit Tiling nicht allgemein fiir eine beliebige CPU-Architektur optimieren
konnen, tiberlegen wir uns im Folgenden wieder nur, wie wir die Kernel mit Tiling fiir mo-
derne x64-Server-CPUs, wie sie zum Beispiel im Abschnitt 3.14 beschrieben sind, optimieren
konnen. Dabei beriicksichtigen wir insbesondere die Vektorisierung und wie sich mit Non-
Temporal-Store-Instruktionen der Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches vermeiden
lisst. Allerdings lassen sich analoge Uberlegungen auch verwenden, um die Kernel mit Tiling
fiir andere CPU-Architekturen zu optimieren.

Wegen der Komplexitit des Tilings ist auf CPUs die Datenwiederverwendung innerhalb eines
Tiles und der Datentransfer zwischen den Tiles zwar dhnlich, nichtsdestotrotz aber komplexer
als innerhalb beziehungsweise zwischen den Blocken bei den Varianten mit Fusion. So kann ein
Tile die Caches der CPU verwenden, um das Ergebnis von einer fusionierten Vektorgrundope-
ration zu einer davon abhéngigen fusionierten Vektorgrundoperation zu transferieren, oder um
einen permanenten Argumentvektor aus dem DRAM wiederzuverwenden, der von mehreren
fusionierten Vektorgrundoperationen des Tiles gelesen wird. Fiir den Datentransfer innerhalb
eines Tiles verwenden wir wieder die Technik der Array-Contraction, so dass ein Tile die von
ihm produzierten Vektorkomponenten mit Hilfe eines tempordren Arrays zu den abhidngigen
Vektorgrundoperationen transferiert, wodurch das Tile diese produzierten Vektorkomponenten
nicht unnétig in den DRAM zuriickschreibt. Ebenso schreibt ein Tile die von ihm produzierten
Vektorkomponenten per Non-Temporal-Store-Instruktionen in den permanenten Vektor zuriick,
um so den Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches der CPU zu vermeiden. Wenn wir
fiir das Tiling annehmen, dass die Caches der CPU hinreichend grof} sind, so findet auf CPUs
wieder nur der Datentransfer zwischen unterschiedlichen Tiles beziehungsweise Kernels tiber
den DRAM statt, wihrend der Datentransfer innerhalb eines Tiles komplett iiber die Caches der
CPU stattfindet.

Um das Tiling auf CPUs zu implementieren, stellen sich uns folgende Hauptherausforderun-
gen: Wir miissen Schleifen definieren, die den Datentransfer zwischen den Tiles handhaben,
das heif3it das Lesen von Komponenten aus dem DRAM und das Schreiben von Komponenten
in den DRAM, und Schleifen, die die fusionierten Vektorgrundoperationen fiir das entspre-
chende Argumentintervall des Tiles berechnen. Zusitzlich miissen wir die einzelnen Schleifen
so wihlen beziehungsweise die Schleifen so kombinieren, dass das resultierende Schleifennest
des Tiles eine moglichst hohe Speicherzugriffslokalitit besitzt.
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Abbildung 10.26: Abarbeitung eines Single-Thread-Tiles.
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Abbildung 10.27: Abarbeitung eines Multi-Thread-Tiles.

10.4.1.2 Datentransfer zwischen Tiles und innerhalb eines Tiles

Auch fiir CPUs als Zielplattform miissen wir wieder bei denjenigen Komponenten einer Vektor-
grundoperation, die zwischen den Tiles transferiert werden, die folgenden drei Fille betrachten:

» keine Komponenten in einem Tile miissen zu einem anderen Tile transferiert werden,

¢ nur die Komponenten am rechten und linken Rand eines Tile miissen zu einem anderen
Tile transferiert werden, oder

« alle Komponenten in einem Tile miissen zu einem anderen Tile transferiert werden.

Um dieses Transferieren zu verwirklichen, miissen wir nun diese drei Fille in Schleifen und in
Anweisungen umsetzen.

Als Erstes werden wir diejenigen Fille, welche bestimmen, ob ein Tile die zur Auswertung
einer Vektorgrundoperation benétigten Komponenten aus einem temporiren Array oder einem
permanenten Vektor laden soll, und deren Umsetzung behandeln:
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e Alle zu lesenden Vektorkomponenten wurden von dem Tile selbst produziert: In
diesem Fall wurden vom Tile vorher sémtliche zu lesenden Vektorkomponenten in einem
temporiren Array abgespeichert. Somit kann das Tile dieses Array der lesenden Vektor-
grundoperation als Argument iibergeben.

* Keine der zu lesenden Vektorkomponenten wurden von dem Tile selbst produziert:
In diesem Fall sind alle der zu lesenden Vektorkomponenten in einem permanenten Vek-
tor abgespeichert. Somit kann das Tile diesen permanenten Vektor der lesenden Vektor-
grundoperation als Argument iibergeben.

* Nur die Vektorkomponenten in der Mitte des Tiles wurden von dem Tile selbst pro-
duziert: In diesem Fall sind die mittleren zu lesenden Vektorkomponenten in einem tem-
pordren Array abgespeichert, wihrend sich die zu lesenden Vektorkomponenten am lin-
ken und am rechten Rand des Tiles in einem permanenten Vektor im DRAM befinden.
Fiir diesen Fall konnen wir uns drei mogliche Implementierungen iiberlegen:

— Explizite Kopierschleifen (siche Abbildung 10.28): Das Tile fiihrt zuerst zwei
explizite Kopierschleifen vor der Vektorgrundoperation aus, welche die linken und
die rechten Komponenten von dem permanenten Vektor in das temporire Array ko-
pieren. Danach iibergibt das Tile dieses temporire Array der Vektorgrundoperation
als Argument.

— Loop-Splitting (sieche Abbildung 10.29): Die Schleife einer Vektorgrundoperati-
on wird per Loop-Splitting in mehrere Schleifen aufgespalten, so dass jede Schleife
ohne weitere Bedingungsanweisungen entweder aus einem temporéren Array oder
einem permanenten Vektor liest. Bei einer RHS-Operation benotigt dieses Loop-
Splitting eine speziell angepasste Implementierung der Eval-Range-Funktion. Bei
einer LC-Operation kann es vorkommen, dass das Tile jeweils unterschiedliche Be-
reiche von den Argumentvektoren dieser LC-Operation entweder aus einem perma-
nenten Vektor oder einem temporiren Array lesen muss. Dadurch miissen wir die
Schleife der LC-Operation gegebenenfalls zusétzlich mehrmals aufspalten.

— Indexbasierte bedingte Anweisungen (siehe Abbildung 10.30): Das Tile fiihrt
eine indexbasierte bedingte Anweisung fiir jede zu lesende Vektorkomponente aus,
die die Vektorkomponenten in Abhingigkeit von ihrem Index entweder von dem
permanenten Vektor oder dem temporiren Array 1ddt. Dadurch benétigt dieser An-
satz fiir RHS-Operationen wieder eine spezielle Implementierung der Eval-Range-
und Eval-Comp-Funktion.

Da sowohl explizite Kopierschleifen als auch indexbasierte Anweisungen einen sehr
grolen Overhead besitzen, implementierten wir nur Loop-Splitting.

Als Nichstes werden wir diejenigen Fille, welche bestimmen, ob ein Tile die produzierten
Vektorkomponenten einer von ihm ausgewerteten Vektorgrundoperation in einem temporéren
Array und beziehungsweise oder in einem permanenten Vektor abspeichern soll, und deren
Umsetzung behandeln:

* Das Tile muss keine der produzierten Komponenten in den permanenten Vektor
zuriickschreiben und benotigt diese somit alle selbst zur Berechnung weiterer Vek-
torgrundoperationen: In diesem Fall schreibt das Tile diese produzierten Komponenten
iiber regulére Store-Instruktionen direkt in ein temporires Array.

¢ Das Tile muss alle produzierten Komponenten in den permanenten Vektor zuriick-
schreiben, aber bendtigt keine dieser produzierten Komponenten zur Berechnung
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weiterer Vektorgrundoperationen: In diesem Fall schreibt das Tile die produzierten
Komponenten direkt iiber Non-Temporal-Store-Instruktionen in den permanenten Vek-
tor.

¢ Das Tile muss alle der produzierten Komponenten in den permanenten Vektor zu-
riickschreiben, benétigt diese aber zusétzlich selbst zur Berechnung weiterer Vek-
torgrundoperationen: In diesem Fall schreibt das Tile diese produzierten Komponenten
iiber regulire Store-Instruktionen direkt in ein temporires Array und {iber Non-Temporal-
Store-Instruktionen direkt in den permanenten Vektor.

¢ Das Tile muss die produzierten Komponenten an seinem rechten und linken Rand
in den permanenten Vektor zuriickschreiben, wihrend es die produzierten Kompo-
nenten in seiner Mitte zur Berechnung weiterer Vektorgrundoperationen benotigt:
Fiir diesen Fall konnen wir uns drei mogliche Implementierungen iiberlegen:

— Explizite Kopierschleifen (siche Abbildung 10.28): Zuerst schreibt das Tile alle
produzierten Vektorkomponenten iiber regulidre Store-Instruktionen in ein tempo-
rires Array. Danach fiihrt das Tile zwei zusitzliche explizite Kopierschleifen aus,
welche die Komponenten am rechten Rand des Tiles und die Komponenten am lin-
ken Rand des Tiles von dem temporiren Array in den permanenten Vektor iiber
Non-Temporal-Store-Instruktionen kopieren.

— Loop-Splitting (siehe Abbildung 10.29): Hier spalten wir per Loop-Splitting die-
jenige Schleife, die die Vektorgrundoperation berechnet, in drei Schleifen auf:
Zuerst wertet die erste Schleife die linken Komponenten der Vektorgrundopera-
tion aus, und schreibt die dabei produzierten Komponenten iiber regulére Store-
Instruktionen in ein temporires Array und iiber Non-Temporal-Store-Instruktionen
in den permanenten Vektor. Anschliefend wertet die zweite Schleife die Vektor-
grundoperation fiir die mittleren Komponenten aus und schreibt dabei die produ-
zierten Komponenten iiber regulidre Store-Instruktionen nur in das temporire Ar-
ray. AnschlieBend wertet die dritte Schleife die rechten Komponenten der Vektor-
grundoperation aus, und schreibt die dabei produzierten Komponenten iiber regu-
ldre Store-Instruktionen in ein temporédres Array und iiber Non-Temporal-Store-
Instruktionen in den permanenten Vektor. Hierbei ist es wichtig anzumerken, dass
dieses Loop-Splitting beim Zuriickschreiben mit dem Loop-Splitting beim Lesen
interagiert, wodurch wir die Schleifen einer Vektorgrundoperation gegebenenfalls
mehrmals aufspalten miissen.

— Index-basierte bedingte Anweisungen (siehe Abbildung 10.30): Hier fiihrt das
Tile eine Index-basierte bedingte Anweisung fiir jede produzierte Komponente der
Vektorgrundoperation aus, die diese Komponente iiber eine Non-Temporal-Store-
Instruktion in einen permanenten Vektor oder iiber eine regulidre Store-Instruktion
in das temporére Array schreibt.

Da die expliziten Kopierschleifen und die indexbasierten Anweisungen einen sehr groen
Overhead besitzen, implementierten wir wieder nur das Loop-Splitting.

10.4.1.3 Schleifenstrukturen fiir das Single-Thread Tiling

Die einfachste Moglichkeit, um das Tiling auf CPUs umzusetzen, ist das Single-Thread-Tiling,
bei welchem jeder Thread an seinem eigenen Tile arbeitet. Ahnlich wie bei den Varianten mit
Fusion existiert beim Single-Thread-Tiling eine parallele dullere Schleife, die iiber die Tiles
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Lesen von F_1 via expliziten Kopierschleifen

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... central region of F_1_temp is computed by t

for each component i in left border of Y_2 in t
F_1_Temp[i_rel(t,i)] = F_1[1];

for each component i in right border of Y 2 in t
F_1 Temp[i_rel(t,i)] = F_1[1];

for each component i of Y_2 in t
Y _2[1i] <= y_k[i] + a_21 » F_1_Temp[i_rel(t,i)];

Zuriickschreiben von Y_2 via expliziten Kopierschleifen

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp, Y_2_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... F_1 is computed by t

for each component i of Y_2 in t
Y 2 temp[i_rel(t,1)] = yv_k[i] + a_21 % F_1[1];

for each component i in left border of Y 2 in t
Y 2[1i] <= Y_2_ templi_rel(t,i)];

for each component i in right border of Y_2 in t
Y 2[1] <= Y_2 temp[i_rel(t,1)];

Abbildung 10.28: Lesen und Zuriickschreiben aus beziehungsweise in permanente Vektoren via ex-
plizite Kopierschleifen. Hierbei symbolisiert der Operator <— Non-Temporal-Store-Instruktionen.
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Lesen von F_1 via Loop-Splitting

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... central region of F_1_temp is computed by t

for each component i in left border of Y_2 in t
Y_2[1] <= y_k[i] + a_21 = F_1[1];

for each component i in central region of Y 2 in t
Y 2[1] <= y_k[i] + a_21 * F_1 templ[i_rel(t,1)];

for each component i in right border of Y_2 in t
Y 2[1] <= y_k[i] + a_21 = F_1[1];

Zuriickschreiben von Y_2 via Loop-Splitting

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp, Y_2_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... F_1_temp is computed by t

for each component i in left border of Y_2 in t
double Y _2 Reg = vy_k[i] + a_21 % F_1 templ[i];
Y 2 _temp[i_rel(t,i)] = Y_2_Reg;
Y_2[i] <= Y_2_Reg;

for each component i in central region of Y _2 in t
Y 2 temp[i_rel(t,i)] <- y_k[i] + a_21 = F_1_templ[i];

for each component i in right border of Y_2 in t
double Y 2 Reg = vy_k[i] + a_21 * F_1 templ[i];
Y 2 _temp[i_rel(t,i)] = Y_2_Reg;
Y_2[1i] <= Y_2_Reg;

Abbildung 10.29: Lesen und Zuriickschreiben aus beziehungsweise in permanente Vektoren via
Loop-Splitting. Hierbei symbolisiert der Operator <— Non-Temporal-Store-Instruktionen.
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Lesen von F_1 via Index-basierten bedingten Anweisungen

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... central region of F_1_temp is computed by t

for each component i of Y_2 in t
double F_1_reg;

if 1 in left or right border of Y_2 in t
F_1 reg =F_1[1];

if i in central region of Y_2 in t
F_1l reg = F_1_temp[i_rel(t,1)];

Y_2[1i] <= y_k[i] + a_21 = F_1_reg;

Zuriickschreiben von Y_2 via Index-basierten bedingten Anweisungen

in: doublex y_k, F_1;
temp: doublex F_1_temp, Y_2_temp;
out: doublex Y_2;

code:
parallel for each tile t
//... F_1_temp is computed by t

for each component i of Y_2 in t
double Y 2 reg = y_k[i] + a_21 = F_1 _templ[i];
Y 2 _temp[i_rel(t,i)] = Y_2_reg;

if 1 in left or right border of Y_2 in t
Y 2[1i] <= Y_2_reg;

Abbildung 10.30: Lesen und Zuriickschreiben aus beziehungsweise in permanente Vektoren via
Index-basierten bedingten Anweisungen. Hierbei symbolisiert der Operator <— Non-Temporal-Store-
Instruktionen.
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iteriert. In unserer Implementierung wertet ein Thread beim Single-Thread-Tiling die Glieder
der Abhiéngigkeitskette seines Tiles eins nach dem anderen aus, wobei der Thread fiir jedes
Glied ein separates Schleifennest ausfiihrt. Dadurch gibt es keine Schleifen iiber die Glieder
des Tiles. Um im Folgenden die Schleifenstrukturen des Single-Thread-Tilings moglichst iiber-
sichtlich vorzustellen, fokussieren wir uns auf die Auswertung der Vektorgrundoperationen
durch ein Tile, und vernachlidssigen die eventuellen zusétzlichen Schleifen, welche sich aus
dem Loop-Splitting fiir das Einlesen und Zuriickschreiben von Komponenten aus den perma-
nenten Vektoren ergeben. Ebenso vernachlidssigen wir die Verwendung der Array-Contraction
und der Non-Temporal-Store-Instruktionen. So implementierten wir die folgenden Schleifen-
strukturen fiir das Single-Thread-Tiling, die noch einmal in Abbildung 10.31 und Abbildung
10.32 illustriert werden:

e Simple-Tiled: In dieser Simple-Tiled Schleifenstruktur besteht ein Tile aus einer For-
Schleife fiir jede verschmolzene Vektorgrundoperation. Jede Schleife wertet die Kompo-
nenten ihrer Vektorgrundoperation, die zum Tile gehoren, der Reihe nach beginnend von
der ersten Komponente bis zur letzten Komponente aus.

Simple-Tiled with Loop-Reversal: Die Simple-Tiled with Loop-Reversal Schleifen-
struktur ist dhnlich zu der Simple-Tiled Schleifenstruktur, mit dem Unterschied, dass,
wenn das Tile mindestens einen Vektor zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schleifen
wiederverwendet, sie die Iterationsrichtung der zweiten Schleife umkehrt, das heifit die
zweite Schleife wertet die Komponenten der entsprechenden Vektorgrundoperation be-
ginnend von der letzten Komponente bis zur ersten Komponente aus. Hierdurch soll er-
reicht werden, dass, wenn nach der ersten Schleife nur die zuletzt produzierten Kompo-
nenten eines Vektors in der niedrigsten Cache-Stufe eines CPU-Kerns sind, der CPU-
Kern diese Komponenten dann sofort in der zweiten Schleife aus der niedrigsten Cache-
Stufe wiederverwenden kann, bevor er sie in eine hohere Cache-Stufe verdringt. Dadurch
besitzen bei dieser Schleifenstruktur die Speicherzugriffe des Tiles eine erhohte zeitliche
Lokalitét.

¢ In-Link-Subblocked: Bei der In-Link-Subblocked Schleifenstruktur gibt es in einem Tile
fiir jedes verschmolzene Glied der Abhéngigkeitskette ein Schleifennest. Dieses Schlei-
fennest unterteilt sein Glied der Abhéngigkeitskette in Subblocke, iiber die es in einer du-
Beren For-Schleife von dem ersten Subblock bis zu dem letzten Subblock iteriert. Diese
For-Schleife, welche iiber die Subblocke eines Glieds iteriert, beinhaltet fiir jede Vektor-
grundoperation dieses Glieds eine innere For-Schleife, die die Vektorgrundoperation fiir
die Komponenten des aktuellen Subblocks berechnet.

.

In-Link-Subblocked with Loop-Reversal: Die am stirksten optimierte In-Link-
Subblocked with Loop-Reversal Schleifenstruktur ist dhnlich zu der In-link-Subblocked
Schleifenstruktur, mit demjenigen Unterschied, dass das Schleifennest von jedem zwei-
ten Glied iiber die Subblocke in umgekehrter Reihenfolge iteriert, das heif3t beginnend
von dem letzten Subblock zu dem ersten Subblock, wihrend die inneren For-Schleifen
immer noch von der ersten bis zur letzten Komponente des aktuellen Subblocks iterie-
ren. Auf diese Weise soll die zeitliche Lokalitit der Speicherzugriffe und damit die Per-
formance auf eine dhnliche Weise erhoht werden, wie bei der Simple-Tiled with Loop-
Reversal Schleifenstruktur.
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Simple-Tiled Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
parallel for each tile t

first link 11 of t:

for each component i in 11

F_1[1i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1);
for each component i in 11

Y 2[1i] = y_k[i] + a_21 * F_1[i];

second link 12 of t:

for each component i in 12
F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1);
for each component i in 12
Y 3[1] = yv_k[1] + a_ 31 * F_1[i] + a_32 x F_2[1];

Simple-Tiled with Loop-Reversal Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
parallel for each tile t

first link 11 of t:

for each component i in 11 forward
F_1[i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1);

for each component i in 11 reversed
Y 2[1] = y_k[i] + a_21 » F_1[1i];

second link 12 of t:

for each component i in 11 forward
F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1);
for each component i in 11 reversed
Y 3[1] = yv_k[1] + a_31 * F_1[i] + a_32 « F_2[1];

Abbildung 10.31: Pseudocode der Simple-Tiled-Schleifenstrukturen des Single-Thread-Tilings auf
CPUs.
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In-Link-Subblocked Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
parallel for each tile t

first link 11 of t:
for each block b in 11
for each component i in b

F_1[i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1i);
for each component i in b
Y_2[i] = y_k[i] + a_21 » F_1[i];

second link 12 of t:
for each block b in 12
for each component i in b

F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1i);
for each component i in b
Y 3[1] = y_k[i] + a_31 % F_1[1i] + a_32 xF_2[1];

In-Link-Subblocked with Loop-Reversal Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
parallel for each tile t

first link 11 of t:
for each block b in 11 forward
for each component i in b

F_1[i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1i);
for each component i in b
Y 2[1] = y_k[1i] + a_21 » F_1[1i];

second link 12 of t:
for each block b in 11 reversed
for each component i in b

F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1i);
for each component i in b
Y 3[1] = y_k[i] + a_ 31 * F_1[i] + a_32 % F_2[1];

Abbildung 10.32: Pseudocode der In-Link-Subblocked-Schleifenstrukturen des Single-Thread-
Tilings auf CPUs.
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Dabei gilt wieder, dass bei allen Schleifenstrukturen die innerste Schleife die Komponenten
einer Vektorgrundoperation mit einem Stride von eins auswertet. Aus diesem Grund kann der
Compiler diese innere Schleife bei allen Varianten leicht abrollen und vektorisieren.

10.4.1.4 Schleifenstrukturen fiir das Multi-Thread Tiling

Um eine Schleifenstruktur fiir das Multi-Thread-Tiling zu definieren, miissen wir uns zu-
erst iiberlegen, welches Mapping zwischen Vektorkomponenten und Threads in einem Multi-
Thread-Tile diese Schleifenstruktur umsetzen soll. Fiir ein Mapping zwischen Vektorkompo-
nenten und Threads existieren folgende drei Moglichkeiten:

e All-Same-Mapping: In dem All-Same-Mapping wertet ein Thread des Tiles alle Vek-
torgrundoperationen fiir dieselben Komponenten aus. Deshalb treten bei diesem Map-
ping nur zwischen unterschiedlichen RHS — LC-Gliedern Abhingigkeiten zwischen
den Threads eines Tiles auf. Jedoch treten innerhalb eines einzigen RHS — LC-Glieds
keine Abhingigkeiten zwischen den Threads eines Tiles auf. Um Race-Conditions zu ver-
meiden, bendtigt dieses Mapping folglich nur eine Barriere iiber die Threads des Tiles
zwischen jedem verschmolzenen RHS — LC-Glied. Zudem kann bei diesem Mapping
jeder Thread viele Daten iiber seine schnellen privaten Caches wiederverwenden.

Link-Same-Mapping: In dem Link-Same-Mapping berechnet ein Thread des Tiles die-
selben Komponenten fiir alle Vektorgrundoperation innerhalb eines RHS — LC-Glieds,
aber unterschiedliche Komponenten fiir unterschiedliche RHS — LC-Glieder. Aus die-
sem Grund braucht dieses Mapping ebenfalls nur eine Barriere zwischen den RHS —
LC-Gliedern des Tiles. Jedoch konnen bei diesem Mapping die Threads weniger Daten
iiber ihre privaten Caches wiederverwenden als beim All-Same-Mapping.

All-Different-Mapping: In dem All-Different-Mapping berechnet ein Thread unter-
schiedliche Komponenten fiir unterschiedliche Vektorgrundoperationen, sogar wenn die-
se sich im selben RHS — LC-Glied befinden. Ungliicklicherweise verursacht das
All-Different-Mapping bei verschmolzenen RHS — LC-Abhingigkeiten zusitzlich
Abhingigkeiten zwischen den Threads des Tiles. Dadurch bendtigen diese RHS —
LC-Abhingigkeiten eine zusitzliche Barriere. Zusétzlich reduziert das All-Different-
Mapping auch die Datenwiederverwendung iiber die privaten Caches des Threads. Des-
halb ist dieses Mapping mangels seiner Vorteile nur eine theoretische Uberlegung.

Wegen dieser Vorteile implementierten wir nur Schleifenstrukturen fiir das All-Same-Mapping.
Zusitzlich konnen wir das All-Same-Mapping weiter verfeinern:

¢ Block-Wise-All-Same-Mapping: In dem Block-Wise-All-Same-Mapping wertet jeder
Thread alle Vektorgrundoperationen jeweils nur fiir den einen selben Block von auf-
einanderfolgenden Komponenten aus. Bei diesem Mapping ist es jedoch nachteilig, dass
die Threads am Rand des Tiles weniger Komponenten berechnen miissen als die Threads
in der Mitte des Tiles. Dies resultiert in einem Lastungleichgewicht, welches die Perfor-
mance verringern kann.

* Block-Cyclic-All-Same-Mapping: In dem Block-Cyclic-All-Same-Mapping gibt es eine
zusitzliche Block-zyklische Verteilung von Vektorkomponenten auf die Threads des Ti-
les, so dass ein jeder Thread mehrere Blocke von aufeinanderfolgenden Komponenten fiir
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alle verschmolzenen Vektorgrundoperationen mit einem groferen Stride zwischen diesen
Blocken berechnet. Wegen dieses Strides besitzt das Block-Cyclic-All-Same-Mapping
verglichen mit dem Block-Wise-All-Same-Mapping ein besseres Lastgleichgewicht, aber
auch eine geringere rdumliche Lokalitét der Speicherzugriffe

Als Nichstes miissen wir uns iiberlegen, wie wir das soeben genannte Block-Wise-All-Same-
Mapping und Block-Cyclic-All-Same-Mapping in Schleifenstrukturen fiir das Multi-Thread-
Tiling tibersetzen konnen. Fiir diese beiden Mappings implementierten wir jeweils mehrere
Schleifenstrukturen. Bei diesen Schleifenstrukturen gibt es wieder eine parallele duflere Schlei-
fe, die iiber die Tiles iteriert, wobei hier nun jeweils eine Gruppe von Threads an jedem Ti-
le zusammenarbeitet. Eine solche Gruppe von Threads wertet dabei innerhalb eines Tiles die
RHS — LC-Glieder der Abhingigkeitskette eins nach dem anderen aus, wobei sie fiir jeweils
jedes RHS — LC-Glied separate Schleifennester verwendet. Dadurch gibt es wieder keine
Schleifen iiber die Glieder eines Tiles. Um im Folgenden die Schleifenstrukturen des Multi-
Thread-Tilings wieder moglichst libersichtlich vorzustellen, fokussieren wir uns wieder auf die
Auswertungen der Vektorgrundoperationen durch ein Tile, und vernachlidssigen die eventuel-
len zusitzlichen Schleifen, welche sich aus dem Loop-Splitting fiir das Einlesen und Zuriick-
schreiben von Komponenten aus permanenten Vektoren ergeben. Ebenso vernachlédssigen wir
die Verwendung der Array-Contraction und der Non-Temporal-Store-Instruktionen. So imple-
mentierten wir fiir das Block-Wise-All-Same-Mapping die folgenden Schleifenstrukturen (sie-
he Abbildung 10.33):

* Block-Wise without Subblocking: Bei dieser Block-Wise without Subblocking Schlei-
fenstruktur besteht jedes RHS — LC-Glied des Tiles aus einer Schleife fiir jede Vektor-
grundoperation, in welcher jeder Thread diese Vektorgrundoperation fiir die Komponen-
ten seines zugewiesenen Blockes auswertet.

* Block-Wise with Subblocking: Diese Block-Wise with Subblocking Schleifenstruktur
unterteilt in jedem RHS — LC-Glied den Block eines jeden Threads weiter in Subblocke.
Deshalb besteht hier ein jedes RHS — LC-Glied aus einer dufleren Schleife, in welcher
jeder Thread tiber die Subblocke seines Blocks iteriert. Diese duflere Schleife beinhal-
tet eine innere Schleife fiir jede Vektorgrundoperation in diesem Glied, in welcher je-
der Thread diese Vektorgrundoperation fiir die Komponenten seines aktuellen Subblocks
auswertet.

Wir implementierten die folgenden Schleifenstrukturen fiir das Block-Cyclic-All-Same-
Mapping (siche Abbildung 10.34):

¢ Block-Cyclic with separate Loops: Bei dieser Block-Cyclic with separate Loops Schlei-
fenstruktur besteht jedes Glied des Tiles aus einem Schleifennest fiir jede Vektorgrund-
operation. Bei diesem Schleifennest iteriert eine dufBlere Schleife iiber die Blocke der
Block-zyklischen Verteilung. Diese duflere Schleife beinhaltet eine innere Schleife, die
die Vektorgrundoperation des Schleifennests fiir die Komponenten dieses Blockes aus-
wertet.

* Block-Cyclic with fused Loops: Bei dieser Block-Cyclic with fused Loops Schleifen-
struktur besteht jedes Glied im Tile aus einem einzigen Schleifennest. Dieses Schleifen-
nest beinhaltet zunichst eine duflere Schleife, die tiber die Blocke der Block-zyklischen
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Verteilung des Mappings iteriert. Fiir jede Vektorgrundoperation des Glieds beinhaltet
dieses Schleifennest eine innere Schleife, die iiber die Komponenten des Blocks iteriert
und dabei die entsprechende Vektorgrundoperation auswertet.

Des Weiteren konnen wir alle Schleifenstrukturen fiir das Multi-Thread-Tiling noch mit Loop-
Reversal kombinieren, das analog wie beim Single-Thread-Tiling die Iterationsrichtung jeder
zweiten innersten Schleife iiber die Systemkomponenten oder jeder zweiten mittleren Schleife
iber die Subblocke umkehrt. Zusitzlich gilt bei allen Schleifenstrukturen fiir das Multi-Thread-
Tiling wieder, dass die innerste Schleife jeweils iiber die Systemdimension mit einem Stride von
eins iteriert. Folglich kann der Compiler wieder diese innerste Schleife abrollen und vektorisie-
ren.

10.4.1.5 Wahl des Mappings zwischen den Threads und Multi-Thread-Tiles

Beim Multi-Thread-Tiling auf CPUs miissen wir die Anzahl an Threads, die an einem Tile
zusammenarbeiten, und folglich die Anzahl an Tiles, die die CPU gleichzeitig berechnet, pas-
send wihlen, um eine gute Performance zu erzielen. Denn je mehr Threads an einem Tile zu-
sammenarbeiten, umso weniger Tiles fiihrt die CPU gleichzeitig aus, wodurch wiederum mehr
Cache-Speicherplatz fiir jedes Tile verfiigbar wird. Dies bewirkt wiederum, dass groBere Tile-
GroBlen umso effizienter werden, je mehr Threads an einem Tile zusammenarbeiten. Jedoch
erhohen mehr Threads pro Tile auch den Overhead der Synchronisation und die Homogeni-
tdt der Instruktionsmischung, die die Threads zu einem gegebenen Zeitpunkt ausfithren. Dies
beides reduziert die Ressourcenauslastung umso stérker, je mehr Threads an einem Tile zusam-
menarbeiten.

Um die Ressourcenauslastung zu maximieren, sollten zudem so viele Threads an jedem Ti-
le zusammenarbeiten, dass moglichst wenige Threads untitig bleiben. Das heift, fiir die An-
zahl an Threads Nureadsiile, di€ an einem Tile zusammenarbeiten, die Anzahl an Tiles nyjes, die
gleichzeitig von der CPU berechnet werden, und die Anzahl an Threads nureadscpu, die die CPU
gleichzeitig ausfiihren kann, sollte folgende Gleichung erfiillt sein:

\‘ Tthreads Tlthreads

Nthreads per tile

J = Nconcurrent tiles ~ UNd \‘ J = Tlthreads per tile - (10.19)

Tlconcurrent tiles

Zusitzlich sollte das Mapping zwischen den Threads und den Tiles beim Multi-Thread-Tiling
Folgendes beachten:

* Falls das Mapping SMT ausnutzen soll, so haben wir die Wahl zwischen zwei Moglich-
keiten:

— Weist das Mapping die Threads eines Kerns dem gleichen Tile zu, so erhoht dies
die Speicherzugriffslokalitit eines Kerns.

— Weist das Mapping die Threads eines Kerns jeweils einem unterschiedlichen Ti-
le zu, so senkt dies fiir den Kern die Homogenitit der Instruktionsmischung und
erlaubt es dem Kern, die Latenzen der Barrieren besser zu iiberbriicken.

* Das Mapping sollte die Cache-Hierarchie ausnutzen, das heif3t diejenigen Threads, die
sich eine Ebene in der Cache-Hierarchie teilen, sollten miteinander an demselben Tile
zusammenarbeiten.
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Block-Wise without Subblocking Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
group parallel for each tile t
first link 11 of t:
for each component i in my block of 11
F_1[1i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1);
for each component i in my block of 11
Y_2[1] = v_k[1] + a_21 * F_1[1i];
group_barrier (t);
second link 11 of t:
for each component i1 in my block of 12
F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(F_1, 1i);
for each component i1 in my block of 12
Y _3[1] = y_k[i] + a_31 % F_1[1i] + a_32 %= F_2[1];
group_barrier(t);

Block-Wise with Subblocking Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
group parallel for each tile t
first link 11 of t:
for each subblock s in my block of 11
for each component i in s

F_1[1i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1i);
for each component i in s
Y 2[1] = y_k[i] + a_21 * F_1[i];

group_barrier(t);
second link 11 of t:
for each subblock s in my block of 12
for each component i in s

F_2[i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1i);
for each component i in s
Y_3[1] = y_k[i] + a_31 % F_1[1i] + a_32 %= F_2[1];

group_barrier(t);

Abbildung 10.33: Pseudocode der Schleifenstrukturen mit Blocke-Wise-Mapping fiir das Multi-
Thread-Tiling auf CPUs. In diesem Pseudocode beschreibt my block denjenigen Block an Kompo-
nenten, die einem Thread durch das Block-Wise-Mapping zugewiesen wurden.
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Block-Cyclic with separate Loops Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
group parallel for each tile t
first link 11 of t:
for each block b in my blocks of 11
for each component i in b
F_1[i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1);
for each block b in my blocks of 11
for each component i in b
Y_2[1] = yv_k[1] + a_21 * F_1[1i];
group_barrier(t);
second link 12 of t:
for each block b in my blocks of 12
for each component i in b
F_2[1i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1i);
for each block b in my blocks of 12
for each component i in b
Y_3[1] = y_k[i] + a_31 % F_1[i] + a_32 %= F_2[1];
group_barrier(t);

Block-Cyclic with fused Loops Schleifenstruktur

in: doublex y_k;
out: doublex F_1, Y 2, F_2, Y_3;

code:
group parallel for each tile t
first link 11 of t:
for each block b in my blocks of 11
for each component i in b

F_1[i] = RHS_Eval_Comp(y_k, 1i);
for each component i in b
Y _2[1] = yv_k[1] + a_ 21 * F_1[i];

group_barrier(t);
second link 12 of t:
for each block b in my blocks of 12
for each component i in b

F_2[i] = RHS_Eval_Comp(Y_2, 1i);
for each component i in b
Y _3[1] = v_k[1] + a_ 31 * F_1[i] + a_32 = F_2[1i];

group_barrier (t);

Abbildung 10.34: Pseudocode der Schleifenstrukturen mit Blocke-Cyclic-Mapping fiir das Multi-
Thread-Tiling auf CPUs. Dabei beschreibt my blocks diejenigen Blocke an Komponenten, die einem
Thread durch das Block-Cyclic-Mapping zugewiesen wurden.
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¢ Falls die CPU aus mehreren NUMA-Domains besteht, dann sollten die Threads von un-
terschiedlichen NUMA-Domains durch das Mapping nicht an einem Tile zusammenar-
beiten, beziehungsweise jede NUMA-Domain sollte durch das Mapping nur an ihren
eigenen Tiles arbeiten.

10.4.1.6 Aliasing der temporiiren Arrays zur Reduktion des Workingsets

Um den Workingset eines Tiles zu reduzieren, verwenden wir die tempordren Arrays bereits in-
nerhalb eines Tiles wieder, indem wir ihnen jeweils mehrere Vektorgrundoperationen zuweisen.
Wenn in einem Tile nach der Berechnung einer Vektorgrundoperation das vom Tile produzierte
Ergebnis einer anderen Vektorgrundoperation, das in einem temporédren Array abgespeichert
ist, nicht mehr benétigt, so kann das Tile das temporire Array wiederverwenden, um das vom
Tile produzierte Ergebnis einer anderen Vektorgrundoperation abzuspeichern. Um den Wor-
kingset zu reduzieren und um ein unnétiges Zuriickschreiben dieser tempordren Arrays in den
DRAM zu vermeiden, verwenden wir eine Last-In-First-Out-Schlange (LIFO-Schlange) fiir die
Neuzuweisung der temporiren Arrays.

10.4.1.7 Barrieren fiir das Multi-Thread-Tiling

Die Schleifenstrukturen fiir das Multi-Thread-Tiling bendtigen am Ende jedes RHS — LC-
Glieds eine Software-Barriere, die die Threads eines jeden Tiles miteinander synchronisiert. Es
existieren zwei grundlegend unterschiedliche Arten von Software-Barrieren auf CPUs:

« Signalbasierte Barrieren: Bei signalbasierten Barrieren legen sich diejenigen Threads,
welche an der Barriere warten, schlafen, um von dem Betriebssystem beziehungsweise
von dem Signal eines anderen Threads aufgeweckt zu werden, wenn sie die Barriere
verlassen diirfen.

¢ Barrieren mit Busy-Waiting: Bei Barrieren mit Busy-Waiting lesen die wartenden
Threads in einer Schleife kontinuierlich den Wert eines atomaren Zihlers oder einer Flag
aus, welche einen bestimmten Wert annehmen miissen, damit die wartenden Threads die
Schleife und damit die Barriere wieder verlassen konnen.

Die von uns durchgefiihrten Voruntersuchungen zeigten, dass signalbasierte Barrieren, wie ei-
ne selbstimplementierte Barriere, welche wir iiber Bedingungsvariablen der Pthread-Bibliothek
realisierten, oder die designierte Barriere der Pthreads-Bibliothek, eine hohe Latenz besitzen.
Deswegen implementierten wir eine einfache Barriere mit Busy-Waiting. Diese verwendet
einen atomaren Zihler, welchen die ankommenden Threads inkrementieren und diesen dann
per Busy-Waiting in einer Schleife so lange abfragen, bis alle Threads der Barriere diesen Zih-
ler inkrementiert haben. Allerdings existieren fiir CPUs noch weitere, besser optimierte Imple-
mentierungsvarianten von Barrieren mit Busy-Waiting, wie sie zum Beispiel in den Arbeiten
[K36] und [K37] vorgestellt und untersucht wurden.

10.4.1.8 Codegenerator fiir CPU-Kernels mit Tiling

Wir implementierten wieder einen Codegenerator fiir CPU-Kernel mit Tiling, welcher ausge-
hend von einem Datenflussgraphen und einem Tiling automatisch den Quelltext fiir die CPU-
Kernel in der Programmiersprache C erzeugt. Nach der Generierung des Quelltexts durch
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den Codegenerator kann unser Framework zu seiner Laufzeit diesen Quelltext mit einem C-
Compiler zunidchst zu einer dynamischen Bibliothek kompilieren, diese dann laden und an-
schliefend das Kernel dariiber auf den Kernen der CPU ausfiihren.

Dabei beherrscht der Codegenerator sdmtliche Optimierungen, die wir in diesem Kapitel vor-
stellten, das heift, er kann Code fiir das Single-Thread-Tiling und fiir das Multi-Thread-Tiling
jeweils mit den vorgestellten Schleifenstrukturen erzeugen. Dabei beherrscht unser Codege-
nerator auch das Loop-Splitting, um die Sonderbehandlung fiir das Lesen und Zuriickschrei-
ben von Vektorkomponenten aus beziehungsweise in permanente Vektoren am rechten und lin-
ken Rand eines Tiles durchzufiihren. Zusitzlich sind im generierten Quelltext die verwendeten
BlockgroBen und SubblockgroBen der Schleifenstrukturen Compilezeitkonstanten, so dass bei
der spiteren Kompilierung der verwendete C-Compiler diese Schleifenstrukturen abrollen oder
vektorisieren kann. Des Weiteren beherrscht der Codegenerator die Datenwiederverwendung
iiber temporire Arrays beziehungsweise per Array-Contraction, so dass ein Kernel keine Daten
unnotig in den DRAM zuriickschreibt. Diese temporidren Arrays verwendet er bei der Gene-
rierung des Quelltextes in einer LIFO-Schlange wieder, um so den Workingset des Kernels
zu verkleinern. Ebenso setzt er das Schreiben des Kernels in permanente Vektoren per Non-
Temporal-Store-Instruktionen um, fiir welche er je nach dem unterstiitzten Befehlssatz AVX2-
Intrinsics oder AVX-512-Intrinsics verwendet. Zusitzlich versieht er sdmtliche Zeiger wieder
mit dem Schliisselwort restrict, damit der verwendete C-Compiler bei der spiteren Kom-
pilierung des Kernels ein Aliasing zwischen den Kernelargumenten ausschlieSen und dadurch
die Speicherzugriffe des Kernels optimieren kann.
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10.4.2 Experimente
10.4.2.1 Aufbau der Experimente

Als Nichstes werden wir die mit Tiling erzeugten Implementierungsvarianten experimentell auf
CPUs untersuchen. Damit unsere experimentellen Untersuchungen des Tilings auf GPUs und
auf CPUs moglichst vergleichbar sind, verwenden wir einen Aufbau fiir unsere Experimente,
der sehr dhnlich zu dem experimentellen Aufbau zur Untersuchung des Tilings auf GPUs ist:

Betrachtete ODE-Verfahren: Als ODE-Verfahren verwenden wir dieselben beiden expliziten
eingebetteten RK-Verfahren, wie wir sie bereits fiir die experimentelle Untersuchung des Ti-
lings auf den GPUs verwendeten: das Bogacki—Shampine-2(3)-Verfahren mit vier Stufen und
das Verner-5(6)-Verfahren mit acht Stufen. Die Koeffizienten dieser beiden RK-Verfahren wer-
den im Abschnitt 13.7 gezeigt.

Testproblem und ProblemgroBe: Fiir simtliche Messungen mit der beschrinkten Zugriffsdi-
stanz verwenden wir wieder BRUSS2D als zu 16sendes Anfangswertproblem. Da es sich bei
BRUSS2D um einen 5-Punkt-Stencil auf einem 2D-Gitter mit 2 Werten pro Gitterzelle han-
delt, die wir in der Row-Major-Anordnung als Array-of-Structures abspeichern, besitzt es bei
einer Kantenlidnge von xmax Gitterzellen entlang der x-Achse eine beschrinkte Zugriffsdistanz
dvon d = 2 - xmax. Um den Einfluss der beschriankten Zugriffsdistanz auf die Performance zu
untersuchen, verwenden wir wieder ein analoges Vorgehen wie fiir die experimentelle Unter-
suchung des Tilings auf GPUs: Wir setzen die Anzahl an Gitterzellen entlang der x-Achse auf
xmax = d/2 Gitterzellen und passen die Anzahl an Gitterzellen entlang der y-Achse so an, dass
die Problemgrofie n insgesamt ungefihr konstant bleibt. Fiir diese Problemgrofe n wihlten wir
den gleichen Wert wie bei den Messreihen des Tilings mit doppelter Gleitkommagenauigkeit
auf GPUs, das heifit n = 32-1024-1024 Komponenten. Geméf der Problemstellung nutzen wir
wieder nur die beschrinkte Zugriffsdistanz von BRUSS2D aus. Somit spannt BRUSS2D tiber
die Systemdimension und die Zeitdimension einen zweidimensionalen Iterationsraum auf, den
wir tiber unser Tiling ausnutzen kénnen. Jedoch nutzen wir nicht die zweidimensionale rdum-
liche Struktur des Stencils aus, welche fiir BRUSS2D einen dreidimensionalen Iterationsraum
ergeben wiirde (x-, y- und Zeitdimension).

Referenzimplementierung: Als Referenzimplementierung fiir die Speedup-Berechnung ver-
wenden wir eine per Kernelfusion generierte Implementierungsvariante des entsprechenden
ODE-Verfahrens. Diese Referenzimplementierung verschmilzt somit nur (RHS | LC | MAP) —
(LC I MAP | RED)-Abhingigkeiten, aber keine LC — RHS-Abhingigkeiten. Dadurch ist die
Referenzimplementierung identisch zu den Varianten vom Typ-FUS fiir RK-Verfahren aus dem
Abschnitt 9.2.8.

Betrachtete Implementierungsvarianten: Fiir die Evaluierung des Single-Thread-Tilings
verwenden wir als einfachste Schleifenstruktur die Simple-Tiled Schleifenstruktur (Single-
STD) sowie als am stérksten optimierte Schleifenstruktur die In-Link-Subblocked with Loop-
Reversal Schleifenstruktur mit einer Subblockgrofe von 1024 (Single-IMP). Fiir die Evaluie-
rung des Multi-Thread-Tilings verwenden wir als einfachste Schleifenstruktur die Block-Wise
without Subblocking Schleifenstruktur (Multi-STD) sowie als am stirksten optimierte Schlei-
fenstruktur die Block-Cyclic with fused Loops Schleifenstruktur mit vier Blocken per Thread
und mit Loop-Reversal (Multi-IMP). Da unsere beiden Test-CPUs zweifaches SMT beherr-
schen, fithren wir beim Single-Thread-Tiling sowohl Messreihen durch, fiir welche wir die
SMT-Funktionalitit ausnutzen, als auch Messreihen, fiir welche wir SMT-Funktionalitit nicht
ausnutzen. Fiir die Messreihen des Single-Thread-Tilings mit SMT starten wir jeweils zwei
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Threads pro Kern, so dass jeder Kern jeweils zwei nebenldufige Tiles berechnet. Fiir die Mess-
reihen des Single-Thread-Tilings ohne SMT starten wir dagegen nur einen Thread pro Kern,
so dass jeder Kern jeweils nur ein nebenlédufiges Tile berechnet. Fiir die Messreihen des Multi-
Thread-Tilings nutzen wir stets das SMT der CPUs aus, indem wir zwei Threads pro Kern
starten, und lassen die beiden Threads eines Kerns immer an demselben Tile zusammenarbei-
ten.

Bestimmung der optimalen Tile-Breiten, Tile-Hohen und der optimalen Anzahl an
Threads pro Multi-Thread-Teile: Bedauerlicherweise integrierten wir die CPU-Unterstiitzung
noch nicht in unseren im Abschnitt 10.2.11 beschriebenen Autotuning-Ansatz. Deshalb fiihrten
wir fiir die Experimente eine vollstidndige Suche iiber eine vorgegebene Menge an Tile-Breiten
und Tile-Hohen durch, um so die optimale Tile-Breite und Tile-Hohe innerhalb dieser Menge zu
ermitteln. Zusétzlich bestimmt diese vollstdndige Suche noch fiir das Multi-Thread-Tiling fiir
jedes Kernel eine optimale Anzahl an Threads beziehungsweise Kernen pro Tile. Allerdings,
damit die Dauer der Suche und damit die Dauer fiir die Durchfithrung unserer Experimente
auf Grund der kombinatorischen Explosion nicht so grof wird, nutzt diese vollstindige Suche
nicht die Freiheitsgrade bei den Tile-Breiten aus, sondern erzwingt, dass sdmtliche Tiles in einer
Implementierungsvariante jeweils die gleiche Breite besitzen.

Verwendete CPUs: Wir fiihrten unsere Experimente auf zwei CPUs mit unterschiedlichen Ar-
chitekturen durch:

* Skylake Core i9-7980XE mit 8 x 16 GiB PC4-17000 DDR4-Modulen (Skylake):
Laufzeitmessungen mit dem Single-Thread-Tiling und dem Multi-Thread-Tiling fiir das
Verner-Verfahren und das Bogacki-Shampine-Verfahren, Untersuchungen zur optimalen
Tile-Hohe, zur optimalen Tile-Breite und zur optimalen Anzahl an nebenldufigen Tiles
sowie ein ausfiihrliches Profiling.

* Ryzen 5950x mit 4 x 16 GiB PC4-23466 DDR4-Modulen (Ryzen): Laufzeitmessungen
mit dem Single-Thread-Tiling und dem Multi-Thread-Tiling.

Durch diese DRAM-Bestiickung ergibt sich eine Burst-DRAM-Bandbreite von 68 GB/s auf
Skylake und von 46.9 GB/s auf Ryzen. Die weiteren technischen Daten beider CPUs sind im
Abschnitt 13.6 zu finden.

Verwendete Compiler und Compileroptionen: Wir benutzten fiir die Kompilierung unse-
rer Kernels sowohl auf Skylake als auch auf Ryzen wieder den ICC-Compiler von Intel
[W17] mit der hochsten Optimierungsstufe (—03). Damit dieser Intel-Compiler unsere Ker-
nels fiir Skylake optimiert und dabei vor allem die SIMD-Instruktionen von AVX-512 in un-
seren Kernels generiert, verwendeten wir fiir Skylake wieder dieselben Compiler-Optionen
wie fiir die Kompilierung der Basisimplementierung und der Varianten mit Kernelfusion
(-march=skylake-avx512und ~gopt-zmm-usage=high). Fiir Ryzen wiesen wir den
Compiler genauso wie fiir die Kompilierung der Varianten mit Kernelfusion an, Code mit der
AVX2-SIMD-Befehlssatzerweiterung zu generieren (-march=core-avx2).

10.4.2.2 Messungen

Mit diesem Aufbau fiihrten wir folgende Messreihen durch:
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Untersuchungen zur Laufzeit und zum Speedup fiir das Tiling iiber die Stufen (Ab-
bildung 10.35, Abbildung 10.36 und Abbildung 10.37): Der Einfluss der Zugriffs-
distanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die beiden Tiling-Schemata mit
Single-Thread-Tiling sowie Multi-Thread-Tiling und mit den optimalen Tile-Breiten, der
optimalen Anzahl an nebenldufigen Tiles und den optimalen Tile-Hohen fiir das Verner-
Verfahren auf Skylake, fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren auf Skylake und fiir das
Verner-Verfahren auf Ryzen.

¢ Untersuchungen zu den Tile-Breiten und den nebenléufigen Tiles (Abbil-
dung 10.38): Die performanteste Tile-Breite und die performanteste Anzahl an neben-
laufigen Tiles in Abhingigkeit von der Zugriffsdistanz fiir das trapezoidale Multi-Thread-
Tiling und das hexagonale Multi-Thread-Tiling mit mehreren fest gewihlten Tile-Hohen
fiir das Verner-Verfahren auf Skylake.

Untersuchungen zu den Tile-Hohen (Abbildung 10.39): Der Einfluss von unterschied-
lichen Tile-Hohen auf den Speedup fiir das Multi-Thread-Tiling mit der optimalen Tile-
Breite und der optimalen Anzahl an nebenlidufigen Tiles in Abhéngigkeit von der Zu-
griffsdistanz fiir das Verner-Verfahren auf Skylake.

Profiling (Abbildung 10.40): Profiling der Ausnutzung der DP-Peak-Performance
(Upp-peak), der Auslastung der IPC (Uwpc), der DRAM-Bandbreite (Upram) und des
DRAM-Volumens (Voram) fiir das Verner-Verfahren mit Multi-Thread-Tiling und der
Multi-IMP-Schleifenstruktur auf Skylake. Eine genaue Beschreibung dieser Metriken ist
im Abschnitt 13.4 zu finden.

Zu den Messungen ist Folgendes anzumerken:

* Wir wihlten wieder immer fiir die Achse der Zugriffsdistanz eine logarithmische Ska-
lierung, damit wir die Performance des Multi-Thread-Tilings fiir einen groen Bereich
an Zugriffsdistanzen sinnvoll visualisieren konnen. Diese logarithmische Skalierung er-
weckt jedoch auf den ersten Blick den visuellen Eindruck, dass das Single-Thread-Tiling
fiir einen groBen Bereich an Zugriffsdistanzen mit dem Multi-Thread-Tiling konkurrieren
kann. Tatséchlich lohnt sich aber das Single-Thread-Tiling gegeniiber dem Multi-Thread-
Tiling nur fiir Zugriffsdistanzen, die geringer als 256 sind, wihrend das Multi-Thread-
Tiling noch bei einer Zugriffsdistanz von 262 144 deutlich schneller als die Referenzim-
plementierung ist.

* Aus diesem Grund verzichten wir in dieser Arbeit auf eine ausgiebige Untersuchung des
Single-Thread-Tilings.

* Aus historischen Griinden verwendeten wir weder bei den Varianten mit Tiling noch bei
der Referenz-Implementierung die Enabling-Transformationen aus dem Kapitel 9.

* Da wir die CPU-Unterstiitzung noch nicht in unseren komplexeren Autotuning-Ansatz,
den wir im Abschnitt 10.2.11 beschrieben, integrierten, nutzt unser fiir die Experimente
verwendeter einfacherer Autotuning-Ansatz nicht sdmtliche Freiheitsgrade der Tiling-
Schemata aus, und evaluiert zudem nur wenige vielversprechende Tile-Breiten. Ebenso
setzten wir die internen Parameter der Kernels auf einen festen Wert. Hierunter fallen im
Wesentlichen die BlockgroBen der Schleifenstrukturen, und ob beim Multi-Thread-Tiling
die Threads eines CPU-Kerns am selben Tile zusammenarbeiten sollen. Durch einen ef-
fizienteren Autotuning-Ansatz konnten wir hier noch deutlich mehr Moglichkeiten eva-
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luieren, ohne dass eine kombinatorische Explosion auftreten wiirde. Dadurch wiirde sich
wahrscheinlich die Performance der Varianten mit Tiling noch einmal deutlich erhhen.

* Da wir in unseren Experimenten bei dem Multi-Thread-Tiling jeweils die beiden Threads
eines Kerns an einem Tile zusammenarbeiten lassen, umfasst das Multi-Thread-Tiling
in unseren Experimenten auch denjenigen Sonderfall des Multi-Threaded-Single-Core-
Tilings, bei welchem jeweils ein jeder Kern mit all seinen Threads an seinem eigenen
Tile arbeitet.
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Abbildung 10.35: Laufzeituntersuchungen fiir das Verner-Verfahren mit Tiling auf Skylake. Diese
Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die
beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breiten, den optimalen Tile-Hohen und der optimalen An-
zahl an Threads pro Tile.
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Abbildung 10.36: Laufzeituntersuchungen fiir das Bogacki-Shampine-Verfahren mit Tiling auf Sky-
lake. Diese Untersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Spee-
dup fiir die beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breiten, den optimalen Tile-Hohen und der
optimalen Anzahl an Threads pro Tile.
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Abbildung 10.37: Laufzeituntersuchungen fiir das Verner-Verfahren mit Tiling auf Ryzen. Diese Un-
tersuchungen zeigen den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die inverse Laufzeit und den Speedup fiir die
beiden Tiling-Schemata mit den optimalen Tile-Breiten, den optimalen Tile-Hohen und der optimalen An-

zahl an Threads pro Tile.
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Abbildung 10.38: Untersuchungen zur besten Tile-Breite und der besten Anzahl an nebenliufigen
Tiles beim Multi-Thread-Tiling. Hierbei untersuchen wir den Einfluss der Zugriffsdistanz auf die beste
Tile-Breite und die beste Anzahl an nebenldufigen Tiles fiir mehrere fest gewéhlte Tile-Hohen (Legende)
fiir das Verner-Verfahren und dem Multi-Thread-Tiling auf Skylake mit der IMP-Schleifenstruktur. Dabei
geben die Eintrige in der Legende fiir das trapezoidale Tiling die Tile-Hohen der Zeilen entlang der Ab-
hingigkeitskette an.
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Abbildung 10.39: Untersuchungen zur besten Tile-Hohe beim Multi-Thread-Tiling. Diese Messung
untersucht den Einfluss der Zugriffsdistanz auf den Speedup der beiden Tiling-Schemata fiir unterschied-
liche Tile-Hohen mit der optimalen Tile-Breite mit dem Verner-Verfahren auf Skylake und der IMP-
Schleifenstruktur. Dabei geben die Eintridge in der Legende fiir das trapezoidale Tiling die individuellen
Tile-Hohen entlang der Abhéngigkeitskette an.
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Abbildung 10.40: Profiling des Multi-Thread-Tilings auf Skylake. Dieses Profiling zeigt die Ausnut-
zung der DP-Peak-Performance (Upp.peak) sowie die Auslastung der IPC (Upc), der DRAM-Bandbreite
(Upram) und das DRAM-Volumen (Vpram) fiir das Verner-Verfahren mit der IMP-Schleifenstruktur.
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10.4.2.3 Diskussion

Mit Hilfe der Messungen konnen wir folgende Fragen beantworten:

Fiir welche Zugriffsdistanzen lohnt sich das Single-Thread-Tiling?
(Siehe Abbildung 10.35, Abbildung 10.36 und Abbildung 10.37)

Auf beiden betrachteten Test-CPUs und beiden betrachteten Verfahren ldsst sich mit dem
Single-Thread-Tiling bei sehr kleinen Zugriffsdistanzen ein grofler Speedup gegeniiber der
Referenzimplementierung erzielen, wie zum Beispiel fiir das Verner-Verfahren bei einer be-
schrinkten Zugriffsdistanz von 64 ein Speedup von 9.8 auf Skylake oder ein Speedup von
14.0 auf Ryzen. Allerdings ist das Single-Thread-Tiling selbst fiir kleine Zugriffsdistanzen nur
in etwa genauso schnell wie das Multi-Thread-Tiling, welches zum Beispiel fiir das Verner-
Verfahren bei einer Zugriffsdistanz von 64 einen Speedup von 9.5 auf Skylake oder einen Spee-
dup von 13.8 Ryzen erzielt. Zudem skaliert das Single-Thread-Tiling deutlich schlechter mit
der GroBe der Zugriffsdistanz als das Multi-Thread-Tiling. So ist zum Beispiel das Single-
Thread-Tiling fiir das Verner-Verfahren bei einer Zugriffsdistanz von bereits 32 768 nur noch
so schnell wie die Referenzimplementierung, wéihrend das Multi-Thread-Tiling fiir diese Zu-
griffsdistanz noch einen Speedup von 2.6 erzielt. Somit lohnt sich das Single-Thread-Tiling
gegeniiber dem Multi-Thread-Tiling nur zum Losen von Anfangswertproblemen mit einer sehr
kleinen Zugriffsdistanz, wobei es auch bei solchen Anfangswertproblemen nur einen geringen
Speedup gegeniiber dem Multi-Thread-Tiling erzielen kann.

Fiir welche Zugriffsdistanzen lohnt sich das Multi-Thread-Tiling?
(Siehe Abbildung 10.35, Abbildung 10.36 und Abbildung 10.37)

Auf beiden betrachteten Test-CPUs und beiden betrachteten Verfahren ldsst sich mit dem Multi-
Thread-Tiling bei kleinen Zugriffsdistanzen ein groler Speedup gegeniiber der Referenzimple-
mentierung erzielen, wie zum Beispiel fiir das Verner-Verfahren bei einer beschrinkten Zu-
griffsdistanz von 64 ein Speedup von 9.5 auf Skylake oder ein Speedup von 13.8 fiir auf Ryzen.
Bereits bei diesen kleinen Zugriffsdistanzen ist das Multi-Thread-Tiling nur um circa 1 % bis
5 % langsamer als das Single-Thread-Tiling. Zudem skaliert das Multi-Thread-Tiling deutlich
besser mit der GroBe der Zugriffsdistanz als das Single-Thread-Tiling, wodurch es zum Beispiel
fiir das Verner-Verfahren bei einer Zugriffsdistanz von 16 384 einen Speedup von 3.7 auf Skyla-
ke und von 6.8 auf Ryzen erzielt, wihrend das Single-Thread-Tiling bei dieser Zugriffsdistanz
nur noch einen Speedup von 2.2 auf Skylake und von 3.4 auf Ryzen erzielt. Des Weiteren lésst
sich beim Verner-Verfahren mit Multi-Thread-Tiling bei einer sehr groen Zugriffsdistanz von
circa 131072 noch ein Speedup gegeniiber der Referenzimplementierung von 1.6 auf Skylake
und ein Speedup von 1.9 auf Ryzen erzielen, wihrend es erst bei einer Zugriffsdistanz von circa
917 504 auf Skylake und von 1048 576 auf Ryzen langsamer als die Referenzimplementierung
wird. Durch diesen groen Bereich an Zugriffsdistanzen, in welchem das Multi-Thread-Tiling
nicht nur einen signifikanten Speedup gegeniiber dem Single-Thread-Tiling, sondern auch ge-
geniiber der per Kernelfusion generierten Referenzimplementierung erzielt, stellt das Multi-
Thread-Tiling eine deutliche Verbesserung gegeniiber dem Single-Thread-Tiling dar.

Lohnt es sich bei dem Single-Thread-Tiling die SMT-Fihigkeit der Kerne von Skylake und
Ryzen auszunutzen, indem wir nicht nur ein nebenliufiges Tile, sondern zwei nebenliufige
Tiles auf jeden Kern berechnen lassen?

(Siehe Abbildung 10.35)

Die Untersuchungen zeigen, dass bei beiden betrachteten Verfahren und beiden betrachteten
Systemen die Ausnutzung von SMT beim Single-Thread-Tiling die Performance fiir Zugriffs-
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distanzen kleiner als 128 um bis zu 7 % erhoht. Dies ist wahrscheinlich darauf zuriickzufiihren,
dass das Single-Thread-Tiling durch SMT bei diesen kleinen Zugriffsdistanzen seine Laten-
zen besser liberbriicken kann. Jedoch skaliert das Single-Thread-Tiling mit SMT auch deutlich
schlechter mit der GroBe der Zugriffsdistanz als das Single-Thread-Tiling ohne SMT. So ist
zum Beispiel beim Verner-Verfahren das Single-Thread-Tiling mit SMT bei einer Zugriffsdi-
stanz von circa 2 048 nur noch in etwa so schnell wie die Referenzimplementierung, wéhrend
das Single-Thread-Tiling ohne SMT bei dieser Zugriffsdistanz gegeniiber der Referenzimple-
mentierung noch einen Speedup von 1.4 erzielen kann. Dies konnen wir dadurch erkldren, dass
beim Single-Thread-Tiling mit SMT jedem Tile nur noch die Hilfte des On-Chip-Speichers
zu Verfiigung steht, und dass das Tiling bei groleren Zugriffsdistanzen auch grofere Tiles be-
notigt, um das Datenvolumen effizient zu reduzieren. Diese Tiles besitzen jedoch auch einen
grofleren Workingset, welcher beim Single-Thread-Tiling mit SMT zu grof fiir die Caches der
CPU wird.

Welchen Einfluss besitzen die Schleifenstrukturen auf die Performance des Tilings?
(Siehe Abbildung 10.35, Abbildung 10.36 und Abbildung 10.37)

Fir das Single-Thread-Tiling gibt es in Abhingigkeit von der Zugriffsdistanz zwi-
schen den einfacheren Single-STD-Schleifenstrukturen und den komplexeren Single-IMP-
Schleifenstrukturen Laufzeitunterschiede von bis zu 10 %, wihrend der Laufzeitunterschied
beim Multi-Thread-Tiling zwischen den einfacheren Multi-STD-Schleifenstrukturen und den
komplexeren Multi-IMP-Schleifenstrukturen sogar bis zu 25 % betrigt. Zudem gilt bei dem
Multi-Thread-Tiling, dass oft die komplexere Multi-IMP-Schleifenstruktur deutlich langsamer
als die einfachere Multi-STD-Schleifenstruktur ist. Jedoch gehen aus den Messungen keine
einfachen Regeln hervor, welche Schleifenstruktur man fiir das Multi-Thread-Tiling und eine
bestimmte Zugriffsdistanz wihlen muss, um die maximale Performance zu erzielen, da die per-
formanteste Schleifenstruktur zusétzlich von der verwendeten CPU und dem ODE-Verfahren
abhingig ist.

Wie beeinflusst die Stufenanzahl des RK-Verfahrens die Performance des Multi-Thread-
Tilings?
(Siehe Abbildung 10.35 und Abbildung 10.36)

Fiir kleine Zugriffsdistanzen ist der Speedup des Multi-Thread-Tilings umso groBer, je mehr
Stufen ein RK-Verfahren besitzt. Dies konnen wir dadurch erkldren, dass RK-Verfahren mit
mehr Stufen auch eine niedrigere arithmetische Intensitit besitzen, wodurch sich wiederum
durch die Reduktion des Datenvolumens iiber das Tiling ein groferer Speedup erzielen ldsst.
Zum Beispiel erzielt das Multi-Thread-Tiling auf Skylake fiir eine Zugriffsdistanz von 64
einen Speedup von 9.5 fiir das Verner-Verfahren und einen Speedup von 7.9 fiir das Bogacki-
Shampine-Verfahren. Zusitzlich wiirde man fiir groBe Zugriffsdistanzen erwarten, dass das
Multi-Thread-Tiling weniger effizient wird, umso mehr Stufen ein Verfahren besitzt, da die
Anzahl an Stufen auch den Workingset vergrolert. Dennoch zeigen die Messungen, dass fiir
beide untersuchte Verfahren das Multi-Thread-Tiling fiir groB3e Zugriffsdistanzen einen dhnli-
chen Speedup gegeniiber der Referenzimplementierung erzielt.

Welches Tiling-Schema ist besser?
(Siehe Abbildung 10.35, Abbildung 10.36 und Abbildung 10.37)

Die Untersuchungen zeigen, dass sowohl beim Single-Thread-Tiling als auch beim Multi-
Thread-Tiling fiir kleinere Zugriffsdistanzen das trapezoidale Tiling-Schema eine geringere
Laufzeit als das hexagonale Tiling-Schema besitzt. Jedoch skaliert das trapezoidale Tiling-
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Schema auch schlechter mit der Groe der Zugriftsdistanz als das hexagonale Tiling-Schema,
so dass fiir groflere Zugriffsdistanzen das hexagonale Tiling-Schema eine geringere Laufzeit
als das trapezoidale Tiling-Schema besitzt. Somit ist zum Beispiel beim Verner-Verfahren
mit Multi-Thread-Tiling auf Skylake fiir Zugriffsdistanzen kleiner als 32 768 das trapezoidale
Tiling-Schema performanter, wéhrend fiir Zugriffsdistanzen grofler als 32768 das hexagonale
Tiling-Schema performanter ist.

Wie beeinflusst beim Multi-Thread-Tiling die Tile-Hohe in Abhiingigkeit von der Zu-
griffsdistanz die Performance?
(Siehe Abbildung 10.39)

Fiir kleinere Zugriffsdistanzen sind grofere Tile-Hohen effizienter, da sie das Datenvolumen
stirker reduzieren konnen als kleinere Tile-Hohen. Jedoch verursachen groBere Tile-Hohen
auch einen grofleren Workingset und skalieren folglich schlechter mit der Grofe der Zugriffsdi-
stanz. Im Gegensatz dazu ergeben kleinere Tile-Hohen kleinere Speedups fiir kleinere Zugriffs-
distanzen, skalieren aber besser mit der Grofe der Zugriffsdistanz.

Wie beeinflusst beim Multi-Thread-Tiling die Tile-Breite und die Anzahl an nebenliiufigen
Tiles die Performance in Abhiingigkeit von der Zugriffsdistanz?
(Siehe Abbildung 10.38)

Fiir alle Tile-Hohen gilt, dass die beste Anzahl an nebenldufigen Tiles mit der Zugriffsdistanz
abnimmt, wihrend die beste Tile-Breite zunimmt. Dies konnen wir wieder dadurch erkléren,
dass bei einer grolen Anzahl von kleinen nebenliufigen Tiles der Overhead der Barrieren eines
Multi-Thread-Tiles geringer und die Instruktionsmischung weniger stark synchronisiert ist. Je-
doch kann eine gro3e Anzahl an nebenlédufigen kleinen Tiles das Datenvolumen weniger stark
reduzieren als eine geringe Anzahl an nebenldufigen groen Tiles, wihrend bei grofleren Zu-
griffsdistanzen auch mehr Datenvolumen anfillt. Deshalb eignet sich eine groe Anzahl an
nebenlédufigen kleinen Tiles weniger gut fiir groe Zugriffsdistanzen. Des Weiteren gilt, dass je
grofer die Tile-Hohe ist, umso groBer ist auch die performanteste Tile-Breite und umso gerin-
ger ist die performanteste Anzahl an nebenldufigen Tiles. Dies konnen wir dadurch erklédren,
dass fiir eine feste Tile-Breite bei groleren Tile-Hohen auch die duleren RHS — LC-Glieder
des Tiles schmiler werden, wodurch das Tile auf Grund des von uns verwendeten All-Same-
Mappings nicht mehr alle seine Rechenkerne bei seinen duleren RHS — LC-Gliedern effizient
ausnutzen kann. Dadurch werden Tiles mit geringen Breiten und gro8en Hohen weniger effizi-
ent.

Fiir welche Zugriffsdistanzen ist ein Multi-Core-Tiling besser geeignet als ein Single-
Core-Tiling?
(Siehe Abbildung 10.35 und Abbildung 10.38)

Die Untersuchungen zeigen, dass beim Verner-Verfahren auf Skylake bis zu einer Zugriffsdi-
stanz von 256 das Multi-Thread-Tiling mit 18 nebenldufigen Tiles am effizientesten ist. Bei 18
nebenldufigen Tiles fiihrt das Multi-Thread-Tiling auf Skylake jedoch genau ein Tile mit zwei
Threads pro Kern aus, wodurch es sich hier um ein Single-Core-Tiling handelt. Erst bei Zu-
griffsdistanzen grofler als 256 wird das Multi-Thread-Tiling mit weniger als 18 nebenldufigen
Tiles und mehr als einem Kern pro Tile, und damit das Multi-Core-Tiling, am performantesten.
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Wie nutzen die Implementierungsvarianten die Ressourcen der CPU aus?
(Siehe Abbildung 10.40)

Das Profiling auf Skylake fiir das Verner-Verfahren zeigt, dass die Referenzimplementierung
stark durch die DRAM-Bandbreite gebunden ist. Deshalb wird der Speedup des Multi-Thread-
Tilings fiir kleine Zugriffsdistanzen gegeniiber der Referenzimplementierung dadurch erzielt,
dass das Multi-Thread-Tiling nur 5.2 % des DRAM-Volumens der Referenzimplementierung
bendtigt. Jedoch kann das Multi-Thread-Tiling selbst fiir kleine Zugriffsdistanzen die DP-Peak-
Performance nur zu 9.1 % ausnutzen, und die IPC nur zu 33 % auslasten. Diese geringe Aus-
nutzung der Rechenressourcen ist fiir kleine Zugriffsdistanzen nicht mehr auf eine Limitierung
durch die DRAM-Bandbreite zuriickzufiihren, da deren Auslastung bei kleinen Zugriffsdistan-
zen nur zwischen 30 % und 50 % betrégt. Deswegen fithrten wir weiteres Profiling durch, wel-
ches ergab, dass die Varianten mit Tiling nur circa 51 % aller Gleitkommaoperationen iiber
AV X-512-Vektorinstruktionen durchfiihren, wihrend sie die verbleibenden 49 % aller Gleit-
kommaoperationen iiber skalare Instruktionen durchfiihren. Eine vollstéindigere Vektorisierung
wiirde die Performance somit fiir kleine Zugriffsdistanzen noch deutlich erhthen. Fiir grof3e
Zugriffsdistanzen kann das Multi-Thread-Tiling das DRAM-Volumen gegeniiber der Referenz-
implementierung nicht mehr deutlich reduzieren, wodurch sich die Auslastung der DRAM-
Bandbreite erhoht und wodurch die Ausnutzung der DP-Rechenleistung reduziert wird, so
dass das Multi-Thread-Tiling ab einer Zugriffsdistanz von circa 131072 durch die DRAM-
Bandbreite gebunden wird.

Welche Unterschiede zeigen die experimentellen Untersuchungen zwischen Skylake und
Ryzen auf?
(Siehe Abbildung 10.35 und Abbildung 10.37)

Bei einer kleinen Zugriffsdistanz von 64, bei welcher keine Limitierung durch die DRAM-
Bandbreite besteht, zeigt sich, dass das Verner-Verfahren mit dem Single-Thread-Tiling oder
dem Multi-Thread-Tiling auf Skylake einen Durchsatz von circa 43 Zeitschritten pro Sekunde
und auf Ryzen einen Durchsatz von circa 37 Zeitschritten pro Sekunde erzielt. Somit ist das
Verner-Verfahren mit Tiling bei kleinen Zugriffsdistanzen auf Skylake nur 1.16-mal so perfor-
mant wie auf Ryzen. Da Skylake und Ryzen eine DP-Peak-Performance von 1.61 TFLOPS
beziehungsweise 0.87 TFLOPS besitzen, deutet dies darauf hin, dass Skylake bei kleinen Zu-
griffsdistanzen, bei welchen keine Limitierung durch die DRAM-Bandbreite besteht, seine DP-
Peak-Performance deutlich schlechter ausnutzen kann als Ryzen. Dies konnen wir iiber die
unvollstindige Vektorisierung der Varianten mit Tiling erkldren und dariiber, dass Skylake mit
AVX-512 doppelt so breite Vektoreinheiten wie Ryzen mit AVX2 besitzt, und deshalb Skylake
deutlich mehr von einer stirkeren Vektorisierung profitiert als Ryzen. Des Weiteren zeigen die
Messungen, dass das Single-Thread-Tiling und das Multi-Thread-Tiling auf Skylake deutlich
besser mit der GroBe der Zugriffsdistanz als auf Ryzen skalieren. So besitzt zum Beispiel das
Multi-Thread-Tiling beim Verner-Verfahren auf Skylake bei einer Zugriffsdistanz von 131072
noch einen Durchsatz von 6.4 Zeitschritten pro Sekunde, wéhrend es auf Ryzen nur noch einen
Durchsatz von 4.6 Zeitschritten pro Sekunde besitzt. Dies ist wahrscheinlich darauf zuriickzu-
fiihren, dass Ryzen zwar insgesamt 1.58-mal so viel Cache-Speicherplatz wie Skylake besitzt
(43.3 MiByte (L1 + L2 + L3) auf Skylake gegeniiber 68.5 MiByte (L1 + L2 + L3) auf Ryzen),
aber auch nur 69 % der DRAM-Bandbreite (68.0 GB/s auf Skylake gegeniiber 46.9 GB/s auf
Ryzen). Dadurch kann das Tiling auf Ryzen zwar gegeniiber dem Tiling auf Skylake bei grof3e-
ren Zugriffsdistanzen auch groBere Tile-Groen verwenden, welche ein geringeres Datenvolu-
men besitzen und deren groBBeres Workingset noch in den Caches von Ryzen aber nicht mehr in
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den Caches von Skylake Platz findet, jedoch kann vermutlich die geringere DRAM-Bandbreite
von Ryzen das geringere Datenvolumen von den groBeren Tiles nicht kompensieren. Auf Grund
der groBeren Caches und der geringeren DRAM-Bandbreite erzielt das Multi-Thread-Tiling al-
lerdings bei groflen Zugriffsdistanzen auf Ryzen einen groBeren Speedup gegeniiber der Refe-
renzimplementierung als auf Skylake.

Welche Unterschiede und Gemeinsamkeiten zeigt die experimentelle Untersuchung des
Tilings auf GPUs und CPUs?
(Siehe zusitzlich Abschnitt 10.3.2.3)

Zunéchst werden wir das Single-Workgroup-Tiling auf GPUs mit dem Single-Thread-Tiling
beziehungsweise mit dem Multi-Threaded-Single-Core-Tiling auf CPUs vergleichen, da diese
beiden Tiling-Ansitze konzeptuell sehr dhnlich sind. Die Laufzeitmessungen zeigen, dass das
Single-Workgroup-Tiling auf GPUs bei kleinen Zugriffsdistanzen einen etwas geringeren Spee-
dup gegeniiber der Referenzimplementierung erzielt als das Single-Thread-Tiling beziehungs-
weise das Multi-Threaded-Single-Core-Tiling auf CPUs (zum Beispiel 7.5 auf Volta gegeniiber
9.5 Skylake bei einer Zugriffsdistanz von 64). Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass die DRAM-
Bandbreite auf den getesteten CPUs ein deutlich engerer Flaschenhals ist als auf den getesteten
GPUs (0.0236 Bytes per DP-FLOP auf Skylake gegeniiber auf 0.139 Bytes per DP-FLOP Vol-
ta), und somit durch die Reduktion des Datenvolumens iiber das Tiling potentiell ein groBerer
Speedup moglich ist. Die Laufzeitmessungen zeigen zusitzlich fiir kleine Zugriffsdistanzen,
dass, trotz der unvollstindigen Vektorisierung unserer Implementierung des Tilings auf CPUs,
der Durchsatz an Zeitschritten sehr grob in Relation zur DP-Peak-Performance steht. So besitzt
Volta in etwa die 3.8-fache DP-Peak-Performance wie Skylake und kann beim Verner-Verfahren
mit dem Single-Workgroup-Tiling bei einer kleinen Zugriffsdistanz von 64 circa 7.7-mal so
viele Zeitschritte pro Sekunde berechnen wie Skylake mit dem Single-Thread-Tiling. Diese nur
sehr grobe Abhingigkeit ldsst sich dadurch erklédren, dass, wie wir durch das Profiling zeig-
ten, Skylake die DP-Peak-Performance auf Grund der unvollstindigen Vektorisierung deutlich
schlechter ausnutzt als Volta.

Ebenso zeigen die Laufzeitmessungen, dass das Single-Workgroup-Tiling auf den untersuchten
GPUs deutlich schlechter mit der Grofle der Zugriffsdistanz skaliert als das Single-Thread-
Tiling und das Multi-Threaded-Single-Core-Tiling auf den untersuchten CPUs. So ist das
Single-Workgroup-Tiling auf Volta bereits bei einer Zugriffsdistanz von 2 048 so schnell wie die
Referenzimplementierung, wihrend das Single-Thread-Tiling auf Skylake bei dieser Zugriffs-
distanz noch einen Speedup von 4.5 erzielen kann und erst bei einer Zugriffsdistanz von 32 768
so schnell wie die Referenzimplementierung wird. Dies konnen wir darauf zuriickfiihren, dass
auf den untersuchten GPUs jedem GPU-Kern deutlich weniger On-Chip-Speicher zur Verfii-
gung steht als auf den untersuchten CPUs jedem CPU-Kern. So stehen zum Beispiel auf Volta
jedem GPU-Kern nur 0.45 MiByte an On-Chip-Speicher (Registersatz + Scratchpad + L1 + L2)
zur Verfiigung, wihrend auf Skylake jedem CPU-Kern 2.41 MiByte an On-Chip-Speicher (L1
+ L2 + L3) zur Verfiigung stehen. Aus diesem Grund ist diejenige Zugriffsdistanz, bei welcher
auf GPUs das Multi-Workgroup-Tiling schneller als das Single-Workgroup-Tiling wird, bezie-
hungsweise bei welcher auf CPUs das Multi-Core-Tiling schneller als ein Single-Core-Tiling
wird, auf GPUs deutlich kleiner als auf CPUs. Diese Zugriffsdistanz betrdgt zum Beispiel 192
auf Volta und 1024 auf Skylake.

Zusitzlich zeigen die Laufzeitmessungen, dass das Multi-Core-Tiling auf GPUs und das Multi-
Workgroup-Tiling auf CPUs sehr dhnlich mit der GroBe der Zugriffsdistanz skalieren. So erzie-
len zum Beispiel bei einer beschrinkten Zugriffsdistanz von 131 072 das Verner-Verfahren mit
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dem Multi-Core-Tiling auf Skylake und das Verner-Verfahren mit dem Multi-Workgroup-Tiling
auf Volta einen Speedup von 1.6 beziehungsweise 1.4 gegeniiber der jeweiligen Referenzimple-
mentierung. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass Skylake 1.21-mal so viel On-Chip-Speicher
wie Volta besitzt (43.3 MiByte (L1 + L2 + L3) auf Skylake gegeniiber 36 MiByte (Register-
satz + L1 + L2) auf Volta), wodurch das Tiling bei groeren Zugriffsdistanzen dhnlich viel
Daten iiber den On-Chip-Speicher wiederverwenden kann. Zudem zeigen die Laufzeitmessun-
gen, dass auf allen untersuchten GPUs und CPUs fiir kleine Zugriffsdistanzen das trapezoidale
Tiling-Schema performanter ist, wihrend fiir gro3ere Zugriffsdistanzen das hexagonale Tiling-
Schema performanter ist. Des Weiteren zeigen die Untersuchungen zur optimalen Tile-Breite
und Tile-Hohe, dass sowohl beim Multi-Workgroup-Tiling auf Volta sowie beim Multi-Thread-
Tiling auf Skylake bei kleinen Zugriffsdistanzen viele nebenldufige Tiles mit einer geringen
Breite und einer groflen Hohe eine bessere Performance erzielen, wihrend bei groflen Zugriffs-
distanzen wenige nebenldufige Tiles mit einer groen Breite und einer geringen Hohe eine
bessere Performance erzielen. Bei einer bestimmten Zugriffsdistanz ist jedoch auf Volta ein Ti-
ling mit einer groBeren Anzahl von Kernen pro Tile, einer geringeren Hohe und einer groeren
Breite performanter als auf Skylake. Die groere Anzahl an Kernen pro Tile kénnen wir wieder-
um darauf zuriickfiithren, dass Volta weniger On-Chip-Speicher pro GPU-Kern als Skylake pro
CPU-Kern besitzt, und somit fiir eine bestimmte Tile-Groe mehr GPU-Kerne zusammenarbei-
ten miissen, damit der Workingset der zeitgleich berechneten Tiles in dem On-Chip-Speicher
Platz findet.

Das Profiling zeigt, dass bei kleinen Zugriffsdistanzen die Referenzimplementierung, welche
wir sowohl auf GPUs als auch auf CPUs nur per Kernelfusion, aber ohne Tiling generiert
haben, sowohl auf Volta als auch auf Skylake wie erwartet ein DRAM-Volumen von unge-
fahr 13.5 GByte benotigt, und zudem stark durch die DRAM-Bandbreite limitiert wird. Ebenso
transferiert das Tiling fiir kleine Zugriffsdistanzen sowohl auf Volta als auch auf Skylake ein
dhnlich groles DRAM-Volumen von 1.0 beziehungsweise 1.3 GB. Allerdings lastet das Tiling
fiir kleine Zugriffsdistanzen die DP-Rechenwerke von Volta zu 35 % aus, wihrend es die DP-
Peak-Performance von Skylake zu 9 % ausnutzt. Diese geringere Ausnutzung der DP-Peak-
Performance konnen wir auf die nicht vollstindige Vektorisierung unserer Implementierung
des Tilings fiir CPUs zuriickfiihren. Ebenso zeigt das Profiling, dass das vom Tiling benétigte
DRAM-Volumen auf Volta etwas schneller mit der GroBle der Zugriffsdistanz zunimmt als auf
Skylake. So benétigt zum Beispiel bei einer beschrdnkten Zugriffsdistanz von 65 536 das Tiling
auf Volta ein DRAM-Volumen von 8.6 GByte, wihrend es auf Skylake ein DRAM-Volumen
von 5.9 benotigt. Dies konnen wir wieder dariiber erklédren, dass Volta einen etwas kleineren
On-Chip-Speicher als Skylake besitzt, wodurch auf Volta bei groleren Zugriffsdistanzen nur
der Workingset von weniger grofien Tiles, welche wiederum ein groferes Datenvolumen besit-
zen, in dessen On-Chip-Speicher Platz findet.

Zusammenfassend konnen wir somit sagen, dass die experimentellen Untersuchungen des Ti-
lings auf GPUs und CPUs ein sehr dhnliches Gesamtbild zeigen, und sich sowohl die Gemein-
samkeiten als auch die Unterschiede grofitenteils iiber die Eckdaten der Architekturen (DP-
Peak-Performance, DRAM-Bandbreite, Grofie des On-Chip-Speichers, Kernzahl) erklédren las-
sen.
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10.5 Fazit

In diesem Kapitel zeigten wir, dass wir iiber das Tiling optimierte Implementierungsvarianten
von expliziten ODE-Verfahren zum Losen von Anfangswertproblemen mit beschrinkter Zu-
griffsdistanz generieren konnen. Diese Implementierungsvarianten mit Tiling besitzen gegen-
iiber einer per Kernelfusion generierten Implementierungsvariante, wie wir sie im 9. Kapitel der
Kernelfusion herleiteten und untersuchten, eine erhohte Datenwiederverwendung beziehungs-
weise ein geringeres Datenvolumen, und dadurch auch ein geringeres DRAM-Volumen und
eine verringerte Laufzeit.

Diese Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit beschrinkter Zugriffsdistanz war erfor-
derlich, da bei einem allgemeinen Anfangswertproblem ohne beschrinkte Zugriffsdistanz das
beliebige Zugriffsmuster einer RHS-Operation die Fusion einer LC — RHS-Abhingigkeit und
damit die Datenwiederverwendung entlang einer solchen LC — RHS-Abhingigkeit verhin-
dert. Durch diese Spezialisierung konnen wir nun jedoch LC — RHS-Abhingigkeiten weiter-
hin nicht direkt zu einem einzigen Kernel verschmelzen, sondern nur iiber eine partitionierte
Fusion zu einem Kernelpaar oder Kerneltriplet. Diese partitionierte Fusion fiihrte nun zu zwei
Tiling-Schemata entlang einer RHS — LC-Abhingigkeitskette, und zwar zu dem hexagona-
len Tiling-Schema und dem trapezoidalen Tiling-Schema. Wir stellten nicht nur vor, wie wir
mit diesen beiden Tiling-Schemata ein Tiling tiber die Stufen, sondern auch ein Tiling {iber die
Zeitschritte realisieren konnen. Fiir das Tiling iiber die Zeitschritte fithrten wir zusétzlich eine
Zeit-Mapping-Distanz, durch welche ein Tile iiber die Zeitschrittgrenzen verlaufen kann, ei-
ne Abroll-Transformation, welche die Datenflussgraphen von mehreren aufeinanderfolgenden
Zeitschritten zu einem einzigen Datenflussgraphen kombiniert, eine Prolog-Iteration, um das
Tiling am Anfang der Zeitschrittprozedur zu initialisieren, und eine Epilog-Iteration, um das Ti-
ling tiber die Zeitschritte am Ende der Zeitschrittprozedur abzuschliefen, ein. Danach beschrie-
ben wir, wie beim Single-Core-Tiling nicht nur jeder Prozessorkern an seinem Tile arbeiten
kann, sondern auch wie beim Multi-Core-Tiling mehrere Kerne an einem Tile zusammenarbei-
ten konnen. Durch dieses Multi-Core-Tiling vergrofert sich gegeniiber dem Single-Core-Tiling
der On-Chip-Speicher, welcher fiir jedes Tile, das vom Prozessor zeitgleich abgearbeitet wird,
zur Verfiigung steht. Dadurch passen wiederum groere Tile-GroBen noch in den On-Chip-
Speicher des Prozessors, wodurch das Multi-Core-Tiling gegeniiber dem Single-Core-Tiling
fiir groere Zugriffsdistanzen deutlich effizienter wird.

Ebenso gingen wir darauf ein, wie wir effizienten Code fiir GPU- und CPU-Kernel mit Tiling
erzeugen konnen, so dass die Kernel effizient die On-Chip-Speicher der jeweiligen Architektur
ausnutzen. Dabei versuchen die GPU-Kernels mit Tiling primir Daten {iber den Registersatz der
GPU wiederzuverwenden, wihrend die CPU-Kernel primér versuchen Daten iiber die Caches
der CPU wiederzuverwenden. Damit in unserer Implementierung ein GPU-Kernel mit Tiling
Daten tiber den Registersatz wiederverwenden kann, besteht es aus keinen Schleifen. Allerdings
wird iiber if-Bedingungen sichergestellt, dass ein Workitem eine Vektorgrundoperation nur fiir
die Komponenten des Tiles auswertet und dass es nur die vom Tile benétigten Komponenten aus
den permanenten Vektoren lddt oder in die permanenten Vektoren zuriickschreibt. Im Gegen-
satz dazu besteht in unserer Implementierung ein CPU-Kernel mit Tiling aus einer komplexen
Schleifenstruktur, welche versucht, die Cache-Hierarchie einer modernen CPU fiir die Daten-
wiederverwendung auszunutzen. Falls ein Tile in einem GPU-Kernel nur von einem einzigen
Kern abgearbeitet werden soll, miissen wir auf der GPU fiir jedes Tile eine Workgroup starten
(Single-Workgroup-Tiling). Falls dahingegen ein Tile in einem CPU-Kernel nur von einem ein-
zigen Kern abgearbeitet werden soll, reicht es auf CPUs aus, fiir jeden Kern einen Thread zu
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starten und jedem Thread an seinen eigenen Tiles arbeiten zu lassen (Single-Thread-Tiling). Um
zu erzielen, dass auf der GPU ein Tile von mehreren Kernen abgearbeitet wird, miissen meh-
rere Workgroups auf unterschiedlichen GPU-Kernen an einem Tile zusammenarbeiten (Multi-
Workgroup-Tiling). Dahingegen konnen wir auf CPUs die Zusammenarbeit von mehreren Ker-
nen an einem Tile dariiber erzielen, indem wir jeweils mehrere Threads an einem Tile zusam-
menarbeiten lassen (Multi-Thread-Tiling), und diesen Threads unterschiedliche CPU-Kerne
zuweisen. Auf beiden Architekturen beriicksichtigten wir eine Vielzahl weiterer Architektur-
spezifischer Details, um den Code unserer Kernels zu optimieren: Auf GPUs verwirklichen
wir einen effizienten Datentransfer fiir fusionierte LC — RHS-Abhingigkeiten beim Single-
Workgroup-Tiling iiber den Scratchpad-Speicher und beim Multi-Workgroup-Tiling iiber den
L2-Cache. Ebenso verwenden wir fiir effiziente Synchronisation bei fusionierten LC — RHS-
Abhingigkeiten innerhalb eines Single-Workgroup-Tiles die Hardware-Barrieren eines GPU-
Kerns und innerhalb eines Multi-Workgroup-Tiles optimierte Software-Barrieren. Auf CPUs
vermeiden wir den Fetch-On-Write-Overhead des Last-Level-Caches durch Non-Temporal-
Store-Instruktionen. Zudem vermeiden wir ein unndtiges Zuriickschreiben von produzierten
Vektorkomponenten in die permanenten Vektoren per Array-Contraction. Zusétzlich realisieren
wir auf CPUs das Lesen und Zuriickschreiben von Vektorkomponenten in beziehungsweise aus
permanenten Vektoren am Rand eines Tiles effizient iber zusitzliche Schleifenstrukturen.

Letztlich fithrten wir experimentelle Untersuchungen auf GPUs und CPUs fiir die mit dem Ti-
ling erzeugten Implementierungsvarianten durch. Diese Untersuchungen zeigen, dass sich mit
dem Tiling gegeniiber der Kernelfusion das DRAM-Volumen deutlich reduzieren lisst. Da-
durch kann das Tiling gegeniiber der Kernelfusion die Performance deutlich steigern. So ldsst
sich mit einer Implementierungsvariante mit Tiling gegeniiber einer Referenzimplementierung
nur mit Kernelfusion bei den getesteten Verfahren bei kleinen Zugriffsdistanzen auf den ge-
testeten GPUs ein Speedup zwischen 1.75 und 8.2 und auf den getesteten CPUs ein Speedup
zwischen 7.5 und 14.1 erzielen. Ebenso zeigten die Untersuchungen, dass bereits bei kleinen
bis mittelgroBen Zugriffsdistanzen das Multi-Core-Tiling gegeniiber dem Single-Core-Tiling
auf Grund der hoheren Performance zu bevorzugen ist. So erzielt zum Beispiel auf der geteste-
ten Volta-GPU beim Verner-Verfahren das Single-Workgroup-Tiling als eine Implementierung
des Single-Core-Tilings, nur bis zu einer Zugriffsdistanz von 2 048 einen Speedup gegeniiber
der Referenzimplementierung, wihrend das Multi-Workgroup-Tiling, als eine Implementierung
des Multi-Core-Tilings, bei einer beschrankten Zugriffsdistanz von 131072 noch einen Spee-
dup von 1.4 erzielt. Ebenso erzielt zum Beispiel auf der getesteten Skylake-CPU beim Verner-
Verfahren das Single-Thread-Tiling, als eine Implementierung des Single-Core-Tilings, nur bis
zu einer beschrinkten Zugriffsdistanz von 32768 einen Speedup gegeniiber der Referenzim-
plementierung, wihrend das Multi-Thread-Tiling, als eine Implementierung des Multi-Core-
Tilings, selbst noch bei einer Zugriffsdistanz von 131072 einen Speedup von 1.6 erzielt. Fiir
groflere Zugriffsdistanzen nimmt sowohl der Speedup des Multi-Workgroup-Tilings auf Volta
als auch der Speedup des Multi-Thread-Tiling auf der Skylake-CPU immer weiter ab, da die
Tilings das DRAM-Volumen gegeniiber der Referenzimplementierung immer weniger reduzie-
ren konnen. Dadurch werden auch die Tilings durch die DRAM-Bandbreite gebunden. Insge-
samt zeigen unsere experimentellen Untersuchungen des Tilings auf GPUs und CPUs fiir beide
Architekturen ein sehr dhnliches Gesamtbild, in welchem sich sowohl die vielen Gemeinsam-
keiten als auch die Unterschiede groftenteils tiber die Eckdaten der Architekturen (DP-Peak-
Performance, DRAM-Bandbreite, Groe des On-Chip-Speichers, Kernzahl) erkldren lassen.

Seite 270/ 343



11 Framework

11.1 Uberblick

Wir realisierten die Generierung und die Ausfithrung der Varianten der Basisimplementierung,
der Varianten mit Kernelfusion sowie der Varianten mit Tiling anhand der Datenflussgraphre-
présentation eines ODE-Verfahrens iiber ein automatisiertes Framework in der Programmier-
sprache C++. Als ODE-Verfahrensklassen stehen in diesem Framework die RK-Verfahren,
die Peer-Verfahren, die PIRK-Verfahren und die Adams-Bashforth-Verfahren zur Verfiigung.
Allerdings kann ein Benutzer auch leicht neue ODE-Verfahren und neue Klassen von ODE-
Verfahren entweder durch Erweiterung des C++-Codes des Frameworks oder iiber eine DSL
innerhalb des Frameworks hinzufiigen. Unser Framework unterstiitzt sowohl GPUs als auch
CPUs als optimierte Zielplattformen mit sémtlichen Optimierungen, wie wir sie in den vorhe-
rigen Kapiteln dieser Arbeit beschrieben. Jedoch ist es einem Benutzer auch leicht moglich,
neue Zielplattformen zum Framework hinzuzufiigen. Des Weiteren implementiert unser Fra-
mework eine Reihe von hilfreichen Funktionalititen wie automatisches Speichermanagement,
NUMA-Unterstiitzung und eine Autotuning-Funktionalitit fiir das Tiling.

11.2 Workflow fiir einen Benutzer des Frameworks

Wenn ein Benutzer mit unserem Framework ein Anfangswertproblem 16sen mochte, dann muss
er folgende Arbeitsschritte befolgen:

1. Erzeugung des Datenflussgraphen: Der Benutzer gibt das zu 16sende Anfangswertpro-
blem und das fiir dessen Losung zu verwendende ODE-Verfahren an. Das Framework
erzeugt daraus den dazugehorigen Datenflussgraphen.

2. Anwendung der Enabling-Transformationen: Der Benutzer gibt die gewiinschten
Enabling-Transformationen an. Das Framework manipuliert den Datenflussgraphen ent-
sprechend den Enabling-Transformationen.

3. Anwendung der Kernelfusion oder des Tilings: Der Benutzer gibt die gewiinschten
Fusionen oder das gewiinschte Tiling an. Das Framework erzeugt die Kernels mit den
gewiinschten Fusionen oder dem gewiinschten Tiling und trégt sie in den Datenflussgra-
phen ein.

4. Generierung des Codes: Der Benutzer gibt die gewiinschte Zielplattform und die zu-
sitzlichen Kernelkonfigurationen fiir die Codegenerierung an. Das Framework erzeugt
aus dem Datenflussgraphen beziehungsweise aus den darinnen enthaltenen Kernels, dem
Anfangswertproblem und den angegebenen Kernelkonfigurationen den Code dieser Ker-
nels und kompiliert ihn.

5. Ausfithrung des ODE-Verfahrens: Der Benutzer gibt die initiale Schrittweite, einen
maximalen lokalen Diskretisierungsfehler sowie das Integrationsintervall fiir das An-
fangswertproblem an. Das Framework fiihrt das ODE-Verfahren iiber die im Datenfluss-
graphen enthaltenen Kernels aus, um das Anfangswertproblem zu 16sen.
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Framework Benutzereingabe

Wahl des ODE-Verfahrens
Erzeugung des
Datenflussgraphen
Wahl des Problems

Wahl der Enabling-
Transformationen

Anwendung der
Enabling-Transformationen

l

—_—

Anwendung der Kernel- | Wahl der Kernel-
fusion oder des Tilings fusion oder des Tilings

Wahl der Zielplattform
Codegenerierung und
Kompilierung der Kernels
' Hinweise fiir die Codegen.

Ausfiihrung des
ODE-Verfahrens

Wahl der Start- und Endzeit
Wahl der Schrittweite

Wahl der Genauigkeit

Abbildung 11.1: Schematischer Arbeitsfluss fiir die Verwendung unseres Frameworks durch einen
Benutzer.
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11.3. GLIEDERUNG IN MODULE

Modul des
Datenflussgraphen

|

Modul der
Codegeneratoren

Modul der Modul der

Ausfiihrung Selbstadaption

Abbildung 11.2: Module und deren Abhiingigkeiten in unserem Framework.

11.3 Gliederung in Module

Unser Framework ist im Wesentlichen in folgende fiinf Module gegliedert (siche Abbildung
11.2):

* Modul des Datenflussgraphen: Das Modul des Datenflussgraphen beinhaltet die
Klassen und Funktionen fiir den Datenflussgraphen, die Kernels, die Enabling-
Transformationen, die Kernelfusion und das Tiling.

¢ Modul der Codegeneratoren: Das Modul der Codegeneratoren beinhaltet die Codege-
neratoren fiir die Kernels mit Fusion und Tiling fiir CPUs und GPUs.

¢ Modul der Ausfithrung: Das Modul der Ausfiihrung dient zur Ausfithrung eines ODE-
Verfahrens anhand seines Datenflussgraphen beziehungsweise der darinnen definierten
Kernels.

* Modul des Autotunings: Das Modul des Autotunings beinhaltet Funktionalititen, um
fiir einen gegebenen Datenflussgraphen eines ODE-Verfahrens ein optimales Tiling zu
finden.

* Modul der DSL fiir ODE-Verfahren: Mit dem Modul der DSL fiir ODE-Verfahren kann
ein Benutzer leicht eine neue Verfahrensklasse und ein Verfahren einer Klasse definieren,
ohne dafiir den C++-Code des Frameworks zu erweitern.

Dabei sind das Modul des Datenflussgraphen und das Modul der DSL fiir ODE-Verfahren in
sich abgeschlossen, wihrend das Modul der Codegeneratoren nur eine Abhédngigkeit zu dem
Modul des Datenflussgraphen besitzt, aber nicht von dem Modul der Ausfithrung oder der
Selbstadaption abhéngig ist. Das Modul der Ausfithrung und das Modul der Selbstadaption
hiangen hauptsidchlich vom Modul des Datenflussgraphen ab, jedoch besitzen sie auch wenige
Abhingigkeiten zum Modul der Codegeneratoren.

Seite 273 / 343



KAPITEL 11. FRAMEWORK

11.4 Unterstiitzte Zielplattformen und Erweiterung um neue Zielplattformen

Fiir die GPU-Unterstiitzung verwendet unser Framework die OpenCL-API und CUDA-Driver-
API. Fir die CPU-Unterstiitzung erzeugt unser Framework C-Code fiir die Kernels und ldsst
diesen C-Code zur Laufzeit zu einer dynamischen Bibliothek kompilieren. AnschlieBSend
ladt unser Framework diese dynamische Bibliothek und fiihrt sie aus. Diese Art der CPU-
Unterstiitzung bezeichnen wir im Folgenden als DLL-Ansatz. Da dieser DLL-Ansatz vom ver-
wendeten Betriebssystem abhéngig ist, implementierten wir fiir diesen DLL-Ansatz einen Pfad
fiir Windows und Linux. Wieso wir uns fiir diese Art der CPU-Unterstiitzung entschieden, wer-
den wir im Abschnitt 13.2 diskutieren.

Allerdings kann ein Benutzer unser Framework auch leicht um eine neue Zielplattform erwei-
tern. Hierfiir muss er das Framework wie folgt modifizieren:

* Keine Modifikationen im Modul des Datenflussgraphen: Das Modul des Datenfluss-
graphen ist komplett von der Zielplattform der Kernels unabhingig, und muss deshalb
nicht fiir eine neue Zielplattform modifiziert werden.

¢ Implementierung eines neues Codegenerators: Das Modul der Codegeneratoren be-
notigt fiir jede Zielplattform einen eigenen Codegenerator. Jedoch kann sich ein neu-
er Codegenerator viele Helferfunktionen im Modul des Datenflussgraphen, welche zum
Beispiel diejenigen Komponenten berechnen, die ein Tile aus einem permanenten Vektor
lesen und in einen permanenten Vektor zuriickschreiben muss, oder welche die topolo-
gische Reihenfolge der Vektorgrundoperationen innerhalb eines Kernels bestimmen, zu
Nutze machen.

Geringfiigige Erweiterungen im Modul der Ausfiihrung: Zudem sind kleine Teile des
Moduls der Ausfithrung, und zwar das Starten von Kernels und Teile des automatischen
Speichermanagements, von der Zielplattform abhéngig, und miissen deshalb von einem
Benutzer fiir die Unterstiitzung einer neuen Zielplattform um diese erweitert werden.

Somit muss ein Benutzer, um eine neue Zielplattform zu unserem Framework hinzuzufiigen,
insgesamt nur einen neuen Codegenerator implementieren und die soeben genannten Teile im
Modul der Ausfithrung um eine neue Zielplattform erweitern.

11.5 Unterstiitzte ODE-Verfahrensklassen

Gegenwirtig unterstiitzt unser Framework vier ODE-Verfahrensklassen:

¢ Explizite RK-Verfahren: Hier hat ein Benutzer die Auswahl zwischen mehreren vorde-
finierten expliziten RK-Verfahren, wie das explizite Heun-Euler-Verfahren, das Verner-
Verfahren und das Dormant-Prince-Verfahren. Zusitzlich kann ein Benutzer selbst leicht
ein neues RK-Verfahren definieren, indem er dessen Butcher-Tableau, also dessen An-
zahl an Stufen und dessen Koeffizienten A, b, b und c, angibt. Bei der Konstruktion des
Datenflussgraphen fiir ein RK-Verfahren entfernt unser Framework automatisch diejeni-
gen Argumente einer LC-Operation, die mit einem Gewicht von null in die LC-Operation
eingehen.

Seite 274 / 343



11.6. ERWEITERUNG DES FRAMEWORKS UM NEUE ODE-VERFAHRENSKLASSEN

¢ PIRK-Verfahren: Unser Framework unterstiitzt PIRK-Verfahren, indem es das Butcher-
Tableau des gewiinschten impliziten RK-Verfahrens, das als Basisverfahren dienen soll,
expandiert, so dass das Butcher-Tableau des PIRK-Verfahrens entsteht. Bei dieser Ex-
pansion verschmilzt unser Framework automatisch die redundanten RHS-Operationen
des Pridiktorschritts zu einer einzigen RHS-Operation. Uber dieses expandierte Butcher-
Tableau kann unser Framework das PIRK-Verfahren genauso wie ein explizites RK-
Verfahren behandeln. Dadurch kann es die Konstruktionsmethode fiir den Datenflussgra-
phen eines RK-Verfahrens benutzen, um den Datenflussgraphen eines PIRK-Verfahrens
Zu erzeugen.

¢ PEER-Verfahren: Um ein Peer-Verfahren zu erstellen, muss ein Benutzer dessen Stu-
fenzahl und die Verfahrenskoeffizienten A, B und e angeben.

¢ Adams-Bashforth-Verfahren: Fiir Adams-Bashforth-Verfahren muss ein Benutzer nur
angeben, welches k-Schritt Adams-Bashforth-Verfahren er verwenden mdochte.

11.6 Erweiterung des Frameworks um neue ODE-Verfahrensklassen

Auch kann ein Benutzer leicht neue Klassen von ODE-Verfahren zu unserem Framework hin-
zufiigen. Hierfiir bietet unser Framework einem Benutzer zwei Moglichkeiten:

* Erweiterung des C++-Codes unseres Frameworks um eine neue Klasse von ODE-
Verfahren, sowie

* Spezifikation einer neuen Klasse von ODE-Verfahren in der Klassen-DSL.

Waihrend wir das Hinzufiigen einer neuen Klasse von ODE-Verfahren iiber die Klassen-DSL in
Abschnitt 11.11 erldutern, wollen wir im Folgenden kurz das Hinzufiigen einer neuen Klasse
von ODE-Verfahren iiber eine Erweiterung des C++-Codes vorstellen. Hierfiir muss ein Benut-
zer unser Framework um Folgendes erweitern:

¢ Erweiterung des C++-Codes um eine C++-Konstantenklasse: Ein Objekt dieser C++-
Konstantenklasse (siehe Abbildung 11.3 fiir die Konstantenklasse der RK-Verfahren) soll
ein Verfahren der hinzuzufiigenden Klasse von ODE-Verfahren iiber dessen zeitinvari-
ante Konstanten représentieren. Dafiir muss ein jedes Objekt der Konstantenklasse die
zeitinvarianten Konstanten eines Verfahrens dieser Klasse von ODE-Verfahren abspei-
chern, das heiflit zum Beispiel bei einem RK-Verfahren die zeitinvarianten Konstanten
A, b, b und c. Zusitzlich muss diese Konstantenklasse fiir ein Interface zum Frame-
work von einer abstrakten Konstantenklasse (Abstract_Constants) erben. Diese
Konstantenklasse muss zudem folgende Funktionen implementieren:

— Konstruktor: Zunichst sollte ein Benutzer einen Konstruktor fiir die erbende Kon-
stantenklasse implementieren, welcher die zeitinvarianten Konstanten des ODE-
Verfahrens als Argument entgegennimmt und daraus ein Objekt der Konstanten-
klasse erstellt.

— Funktion zur Riickgabe der Zeichenkette einer Konstantenstruktur: Dar-
iiber hinaus ist es erforderlich, dass die erbende Konstantenklasse im Fra-
mework eine virtuelle Funktion der abstrakten Konstantenklasse namens
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constant_struct_definition iiberschreiben. Diese virtuelle Funktion
gibt iiber eine Zeichenkette die Definition einer C-Struktur, die die zeitvarianten
Koeffizienten des Verfahrens abspeichert, zuriick. Beispielsweise miisste diese C-
Struktur bei RK-Verfahren die Koeffizienten k. - A, hyx - b, hw - b und hy - c
beinhalten. Diese Zeichenkette wird dann von dem Codegenerator in den Quelltext
der Kernels eingefiigt.

— Funktion zur Berechnung der zeitvarianten Koeffizienten: Ebenso muss die
erbende Konstantenklasse im Framework die virtuelle Funktion compute_
time_variant_coefficients der abstrakten Konstantenklasse iiberschrei-
ben. Diese Funktion berechnet aus den zeitinvarianten Konstanten des ODE-
Verfahrens, der aktuellen Simulationszeit ¢, und der aktuellen Schrittweite A, die
zeitvarianten Koeffizienten des ODE-Verfahrens. Dabei muss diese Funktion die
berechneten zeitvarianten Koeffizienten als einen Vektor von double-Werten in
derjenigen Reihenfolge sequentialisiert zuriickgeben, wie sie in der C-Struktur der
zeitvarianten Koeffizienten fiir die Kernels definiert wurde. Dadurch kann die Aus-
fithrung diese Funktion wihrend der Zeitschrittprozedur aufrufen, um die zeitva-
rianten Koeffizienten des ODE-Verfahrens zu berechnen, und diese Koeffizienten
dann an die Kernels zu iibergeben.

¢ Erweiterung des C++-Codes um eine Konstruktionsmethode fiir den Datenfluss-
graphen: Diese Konstruktionsmethode muss aus einem Objekt der Konstantenklasse,
beziehungsweise aus den darinnen enthaltenen zeitinvarianten Konstanten, den Daten-
flussgraphen des dazugehorigen ODE-Verfahrens konstruieren. Wir werden diese Kon-
struktionsmethode in Abschnitt 11.7.2 nédher erldutern.

11.7 Modul des Datenflussgraphen

11.7.1 Allgemeines

Das Modul des Datenflussgraphen beinhaltet die Klassen und Funktionen fiir den Datenfluss-
graphen, die Kernels, die Enabling-Transformationen, die Kernelfusion und das Tiling. Fiir die
Vorstellung dieses Moduls fokussieren wir uns in dieser Arbeit auf diejenigen Grundopera-
tionen, welche zur Erldauterung der grundlegenden Funktionsweise des Frameworks am wich-
tigsten sind, das heifit auf die Konstantengenerierung, RHS-Operationen und LC-Operationen
sowie die Abhingigkeiten zwischen diesen. Das Modul des Datenflussgraphen ist wie folgt
strukturiert:

« Klasse des Datenflussgraphen: Im Modul des Datenflussgraphen existiert eine zen-
trale C++-Klasse fiir den Datenflussgraphen, welche wir im folgenden als Datenfluss-
graphklasse bezeichnen. Dabei repridsentieren die Objekte dieser Klasse jeweils den Da-
tenflussgraphen eines ODE-Verfahrens oder eine Implementierungsvariante eines ODE-
Verfahrens. In einem solchen Objekt werden deshalb sdmtliche Grundoperationen und
Kernels, die der Datenflussgraph des ODE-Verfahrens enthalten soll, abgespeichert.

 Klassen der Grundoperationen: Das Modul des Datenflussgraphen implementiert die
verschiedenen Grundoperationen, also die (RHS | LC | MAP | RED)-Operationen sowie
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class RK_Constants: public Abstract_Constants
{

int _stages;

std::vector<std::vector<double>> _A;
std::vector<double> _Db;
std::vector<double> _c;

RK_Constants (
int stages,
const std::vector<std::vector<double>>& A,
const std::vector<double>& b,
const std::vector<double>& c):
_stages (stages), A(A), _b(b) , _c(c)
{1

std::_stages constant_struct_definition(
const std::stringé& precision)
const

return std::string(
"typedef struct{\n" +
precision + " hA[" + std::to_string(_stages) +
"[" + std::to_string(_stages) + "
precision + " hb[" + std::to_string(_stages) + "
precision + " thc[" + std::to_string(_stages) +
"rk_constants; \n\n") ;

"

std::vector<double> compute_time_variant_coefficients(
double t_k,
double h_k)
const

std::vector<double> data;
for (int i = 0; i1 < _stages; 1i++)
for (int j = 0; J < _stages; Jj++)
data.push_back (h_k » _A[i]1[73]);

for (int i = 0; 1 < _stages; 1i++)
data.push_back(h_k x _b[i]);

for (int i = 0; 1 < _stages; 1i++)
data.push_back(t_k + h_k » _c[i]);

return dataj;

K

Ji\n" +
]1;\n" +
"]i\n}"+

Abbildung 11.3: Konstantenklasse fiir die RK-Verfahren
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die Konstantengenerierung und die Schrittweitensteuerung, als jeweils eine eigene C++-
Klasse. Jedes Objekt einer dieser Klassen reprisentiert dabei eine Grundoperation vom
entsprechenden Typ und speichert, neben dem Namen dieser Grundoperation, die einge-
henden und ausgehenden Abhiéngigkeiten dieser Grundoperation ab. Dabei ist jede die-
ser Abhéngigkeiten mit einer Zeitschrittdistanz versehen. Ein Objekt einer LC-Operation
speichert zusitzlich fiir jeden Argumentvektor ein Gewicht ab. Dieses Gewicht kann ent-
weder eine zeitinvariante Konstante sein, welche sie als einen double Wert abspeichert,
oder ein zeitvarianter Koeffizient, das heiflt eine Member-Variable der Konstantenstruktur
einer Konstantengenerierung, welchen sie als eine Zeichenkette abspeichert. Auch spei-
chert eine RHS-Operation ihren zeitvarianten Koeffizienten, welcher den zeitlichen Off-
set der RHS-Operation innerhalb eines Zeitschritts représentiert, als Zeichenkette ab, wo-
bei diese Zeichenkette wiederum eine Member-Variable der Konstantenstruktur referen-
ziert. Des Weiteren speichert ein jedes Objekt einer Grundoperation den zeitlichen Offset
dieser Grundoperation innerhalb eines Zeitschritts ab, wihrend (LC | MAP)-Operationen
zusitzlich noch den Typ ihres Ergebnisvektors (Systemzustand, zeitliche Ableitung oder
Fehlervektor) als einen Aufzidhlungstypen abspeichern. Beides dient dazu, dass das Mo-
dul der Ausfithrung fiir Mehrschrittverfahren die bendtigten Startvektoren automatisch
initialisieren kann.

* Klasse der Kernels: Das Modul des Datenflussgraphen représentiert ein jedes Kernel
tiber ein Objekt einer C++-Klasse, eine sogenannte Kernelklasse. Dabei speichert ein
Objekt dieser Kernelklasse, neben dem Namen des Kernels, Verweise auf diejenigen Vek-
torgrundoperationen ab, die das Kernel berechnen soll. Dabei ist jeder dieser Verweise
mit der Zeit-Mapping-Distanz und dem Argumentintervall des Kernels fiir diese Vek-
torgrundoperationen versehen. Fiir das Tiling unterstiitzt unser Framework nur ein ein-
dimensionales Argumentintervall, wihrend unser Framework, um bei den Varianten mit
Kernelfusion den zweidimensionalen oder dreidimensionalen Iterationsraum von 2D- be-
ziehungsweise 3D-GPU-Kernels zu ermoglichen, auch ein zweidimensionales oder drei-
dimensionales Argumentintervall unterstiitzt. Unser Framework definiert jede Dimen-
sion fiir ein Argumentintervall iiber die Periodenlinge, die GroBe des zu berechnenden
Blockes in einer Periode sowie den Offset fiir den zu berechnenden Block innerhalb einer
Periode.

« Interface fiir ausfiihrbare Objekte: Des Weiteren implementiert das Modul des Daten-
flussgraphen das Konzept der ausfithrbaren Objekte als C++-Interface, welches von der
Kernelklasse, der Konstantengenerierung und der Schrittweitensteuerung implementiert
wird. Dieses Interface dient dazu, dass das die Ausfiihrung fiir jeden Zeitschritt einmal
in dem Datenflussgraphen iiber sdmtliche ausfiihrbare Objekte in deren topologischen
Sortierung iterieren und dabei jedes dieser Objekte austiihren kann.

11.7.2 Konstruktion eines Datenflussgraphen fiir eine neue Klasse von
ODE-Verfahren

Als Nichstes werden wir vorstellen, wie ein Benutzer eine Konstruktionsmethode fiir die Da-
tenflussgraphen einer neuen Klasse von ODE-Verfahren implementieren kann. Fiir das Hinzu-
fiigen von Grundoperationen zu einem Datenflussgraphen bietet die Datenflussgraphklasse fiir
jeden Typ von Grundoperation eine entsprechende Funktion an, die die Grundoperation mit ei-
nem gegebenen Namen und Zeitoffset erstellt und hinzufiigt (siche Abbildung 11.4). Ebenso
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implementiert jede C++-Klasse einer Grundoperation fiir jedes ihrer Argumente eine Funkti-
on, die eine andere Grundoperation als dieses Argument mit einer gegebenen Zeitschrittdistanz
setzt. Dabei fiigt diese Funktion beim Setzen eines Arguments auch eine Abhingigkeit zwi-
schen diesen beiden Grundoperation im Datenflussgraphen hinzu (siehe Abbildung 11.5). Die
Abbildung 11.6 zeigt beispielsweise die Konstruktionsmethode fiir den Datenflussgraphen ei-
nes Adams-Bashforth-Verfahrens, und verdeutlicht, dass sich ein solcher Datenflussgraph in
unserem Framework mit nur wenigen Codezeilen generieren lésst.

11.7.3 Anwendung der Enabling-Transformationen, und Erstellung der
Varianten

Um die Enabling-Transformationen auf den Datenflussgraphen anzuwenden, beziehungsweise
um eine Variante der Basisimplementierung oder um eine Variante mit Fusion oder Tiling zu
erzeugen, stellt das Modul des Datenflussgraphen einem Benutzer folgende Moglichkeiten zur
Verfiigung:

¢ Anwendung der Enabling-Transformationen: Das Modul des Datenflussgraphen
implementiert siamtliche in dieser Arbeit vorgestellten Enabling-Transformationen,
das heifit die Cloning-Transformation, die Splitting-Transformation, die Move-
Transformation und die Abroll-Transformation. Ein Benutzer kann diese Enabling-
Transformationen jeweils mit einem einzigen Funktionsaufruf auf einen Datenflussgra-
phen beziehungsweise auf eine Grundoperation anwenden.

Erstellung der Basisimplementierung: Ein Benutzer kann aus dem Datenflussgraphen
eines ODE-Verfahrens mit einem einzigen Funktionsaufruf die Basisimplementierung
erstellen. Dabei erstellt dieser Funktionsaufruf fiir jeweils jede Grundoperation im Da-
tenflussgraphen ein Kernel.

* Generierung einer Variante mit Kernelfusion: Fiir die Generierung einer Variante mit
Kernelfusion aus einem Datenflussgraphen stellt das Modul des Datenflussgraphen ei-
nem Benutzer zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Bei der ersten Moglichkeit kann ein
Benutzer selbst iiber einen Funktionsaufruf mehrere Grundoperationen angeben, die zu
einem Kernel fusioniert werden sollen. Hierbei ist der Benutzer selbst dafiir verantwort-
lich, dass jede Vektorgrundoperation von einem Kernel berechnet wird, sowie dass durch
die Kernelfusion keine zyklischen Abhéngigkeiten zwischen den Kernels entstehen. Bei
der zweiten Moglichkeit kann ein Benutzer auch mit einem einzigen Funktionsaufruf ent-
lang der gesamten RHS — LC-Abhingigkeitskette des ODE-Verfahrens jeweils samitli-
che Vektorgrundoperationen in einem RHS — LC-Glied zu einem Kernel verschmelzen
lassen. Bei beiden Moglichkeiten muss der Benutzer fiir jedes Kernel zudem ein Argu-
mentintervall spezifizieren.

* Generierung einer Variante mit Tiling: Fiir die Generierung einer Variante mit Tiling
aus einem Datenflussgraphen stellt das Modul des Datenflussgraphen einem Benutzer
wieder zwei Moglichkeiten zur Verfiigung. Bei der ersten Moglichkeit kann der Benutzer
selbst eine Folge von RHS — LC-Gliedern definieren, entlang der das Framework das
Tiling generieren soll. Bei der zweiten Moglichkeit generiert das Framework das Tiling
entlang der gesamten RHS — LC-Abhingigkeitskette des ODE-Verfahrens. Sowohl bei
dem trapezoidalen Tiling-Schema als auch bei dem hexagonalen Tiling-Schema kann der
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Constant_Generation& Method_Graph::add_constant_generation (
const std::string& name)
LC_Operation& Method_Graph::add_lc_operation (
const std::string& name, double dt_rel, Vectype type)
RHS_Operation& Method_Graph::add_rhs_operation (
const std::string& name, double dt_rel)

Abbildung 11.4: Funktionen fiir das Hinzufiigen von Grundoperationen zu einem Datenflussgraphen.
Bei diesen Funktionen wird das Argument dt_rel als zeitlicher Offset der hinzugefiigten Grundoperation
innerhalb eines Zeitschritts interpretiert. Ebenso muss beim Hinzufiigen einer (LC | MAP)-Operation per
Enum angegeben werden, welchen Typ von Vektor (Systemzustand, zeitliche Ableitung oder Fehlervektor)
die Grundoperation erzeugt.

void RHS_Operation::set_argument_constants (Constant_Generation& gen
int timestep_distance, const std::string& coefficient_name)

void RHS_Operation::set_argument_vector (Vector_Operation& argument,
int timestep_distance)

void LC_Operation::set_argument_constants (Constant_Generation& gen
int timestep_distance, const std::string& coefficient_name)

void LC_Operation::add_argument_vector (Vector_Operation& argument,
double weight, int timestep_distance)

void LC_Operation::add_argument_vector (Vector_Operation& argument,
const std::string& coefficient_name, int timestep_distance)

Abbildung 11.5: Funktionen fiir das Hinzufiigen von Abhéngigkeiten zwischen Grundoperationen.
Bei diesen Funktionen reprisentiert die Zeichenkette coefficient_name diejenige Membervariable in
der Konstantenstruktur, welche den entsprechenden zeitvarianten Koeffizienten fiir die jeweilige Grundope-
ration abspeichert, und der Integer t imestep_distance die Zeitschrittdistanz der Abhingigkeit.

Graph: :Graph (const AB_Constants & ab_constants, int access_dist):
_access_dist (access_dist)

{

_ode_constants = std::make_unique<AB_Constants> (ab_constants);

Constant_Generation& constant_generation =
add_constant_generation("ab", 0.0);

RHS_Operation& f = add_rhs_operation("f", 0.0);

LC_Operation& y = add_lc_operation("y", 1.0, Vectype::vy);

f.set_argument_vector(y, 1);
y.set_argument_constants (constant_generation, 0);
y.add_argument_vector(y, 1.0, 0);

for (int i = 0; 1 < ab_constants.previous_steps(); i++)
if (ab_constants.b[i] != 0.0)
y.add_argument_vector(f, "b[" + to_string(i) + "1", 1i);

Abbildung 11.6: Konstruktionsmethode fiir den Datenflussgraph fiir ein Adams-Bashforth-
Verfahren.
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Benutzer im Framework jede dieser beiden Moglichkeiten jeweils iiber einen einzigen
Funktionsaufruf umsetzen. Fiir das trapezoidale Tiling-Schema muss ein Benutzer bei
beiden Moglichkeiten zusitzlich noch die Hohen der Zeilen aus Trapezoiden und fiir
jede Zeile jeweils noch die Breiten der geraden und ungeraden Trapezoide angeben. Fiir
das hexagonale Tiling-Schema muss ein Benutzer bei beiden Mdoglichkeiten die Hohen
der Hexagone sowie die Breite der ungeraden Spalten aus Hexagonen und die Breite
der geraden Spalten aus Hexagonen angeben. Beide Tiling-Schemata konnen in unserem
Framework dafiir verwendet werden, um sowohl ein Tiling iiber die Stufen als auch ein
Tiling liber die Zeitschritte zu realisieren. Zudem generiert unser Framework bei einem
Tiling tiber die Zeitschritte automatisch die Prologkernels und die Epilogkernels.

11.7.4 Hilfsfunktionen fiir die Codegenerierung und die Ausfithrung

Das Modul des Datenflussgraphen implementiert eine Vielzahl von Funktionalititen, die fiir
das Modul der Codegeneratoren und fiir das Modul der Ausfithrung sehr hilfreich sind. Die
wichtigsten hiervon sind:

3

die Bestimmung der LC — RHS-Abhiingigkeitskette im Datenflussgraphen,
die topologische Sortierung der ausfiihrbaren Objekte im Datenflussgraphen,
die topologische Sortierung der Vektorgrundoperationen in einem Kernel,

die Bestimmung der von einem Kernel berechneten LC — RHS-Glieder und die Vektor-
grundoperationen in jedem dieser Glieder,

die Bestimmung der Argumente eines Kernels, das heift, welche Arrays mit den zeitva-
rianten Koeffizienten der Konstantengenerierung das Kernel benétigt, sowie aus welchen
permanenten Vektoren das Kernel liest und in welche permanenten Vektoren das Kernel
schreibt,

die Berechnung derjenigen Intervalle an Komponenten fiir einen Vektor, die ein Kernel
mit Tiling aus einem permanenten Vektor und damit aus dem DRAM laden muss, sowie

die Berechnung derjenigen Intervalle an Komponenten fiir eine Vektorgrundoperation,
die ein Kernel mit Tiling in deren permanenten Vektor und damit den DRAM zuriick-
schreiben muss.

11.8 Modul der Codegeneratoren

Das Modul der Codegeneratoren besteht aus zwei voneinander unabhéngigen Teilmodulen, und
zwar einen Codegenerator fiir GPU-Kernels und einen Codegenerator fiir CPU-Kernels. Beide
Codegeneratoren nehmen ein Objekt der Kernelklasse aus dem Modul des Datenflussgraphen
entgegen, um daraus ausfiihrbaren Code zu erzeugen. Bei diesem Objekt kann es sich um ein
Kernel der Basisimplementierung, um ein fusioniertes Kernel oder um ein Kernel mit Tiling
handeln. Der von den Codegeneratoren erzeugte Code besitzt simtliche Speicheroptimierun-
gen, wie wir sie in den vorherigen Kapiteln vorstellten. Zudem konnen die Codegeneratoren fiir
ihre Codegenerierung auf viele Hilfsfunktionen aus dem Modul des Datenflussgraphen zugrei-
fen. Im Detail implementierten wir die beiden Codegeneratoren fiir GPU-Kernels und CPU-
Kernels wie folgt:
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Codegenerator fiir GPU-Kernels: Dieser Codegenerator erzeugt fiir ein gegebenes Kernel
zunidchst einen CUDA-C- oder einen OpenCL-C-Quelltext. Dabei ist der Codegenerator vom
Benutzer durch viele Parameter konfigurierbar. Insbesondere kann der Benutzer fiir alle Ker-
nels angeben, wie viele Blocke aus Vektorkomponenten ein Thread berechnen und wie grof3
ein solcher Block sein soll. Zusitzlich kann ein Benutzer bei Kernels mit Tiling angeben, ob
der Codegenerator ein Kernel mit Single- oder Multi-Workgroup-Tiling generieren soll und
welcher Stride zwischen den Blocken eines Threads im Kernel bestehen soll. Bei der Erzeu-
gung des Quelltexts fiir CUDA-Kernels und OpenCL-Kernels nutzt der GPU-Codegenerator
aus, dass CUDA-C und OpenCL-C beide C-Dialekte und damit sehr dhnlich sind. Dadurch
kann er fiir beide Sprachen denselben Generierungspfad fiir den Code des Kernels verwenden,
ohne dabei viele Fallunterscheidungen fiir die verwendete Sprache zu bendtigen. Die meis-
ten Fallunterscheidungen, die dennoch bestehen bleiben, vermeidet unser GPU-Codegenerator,
indem er selbst fiir OpenCL weitestgehend CUDA-C generiert, zusitzlich aber bei OpenCL
am Anfang des Quelltexts eine Headerdatei einfiigt, die per Priprozessoranweisungen jeden
CUDA-spezifischen Bezeichner in das jeweiligen OpenCL-Analogon umdefiniert. Nach der
Generierung des Quelltextes des Kernels ruft der Codegenerator den Laufzeitcompiler der je-
weiligen GPU-API auf, das heiit bei CUDA die Funktion nvrtcCompileProgram des
NVRTC-Compilers von NVIDIA [W20] und bei OpenCL die Funktion c1BuildProgram,
welche den GPU-Compiler der jeweiligen OpenCL-Plattform aufruft. Abschlieend gibt der
GPU-Codegenerator das so erzeugte GPU-API-Kernel zuriick.

Codegenerator fiir CPU-Kernels: Dieser Codegenerator erzeugt fiir ein gegebenes Kernel
zunidchst einen C-Quelltext. Dabei ist der Codegenerator vom Benutzer konfigurierbar, das
heifit, der Benutzer hat die Wahl zwischen den von uns implementierten Schleifenstrukturen
der jeweiligen Variante und beim Tiling die Wahl zwischen Single-Thread-Tiling oder Multi-
Thread-Tiling. Zusitzlich kann der Benutzer weitere diverse Performance-Parameter wie die
BlockgroBen oder die Subblockgrofien angeben. Anschliefend speichert der Codegenerator den
Quelltext des jeweiligen Kernels in einer C-Datei ab. Danach startet das Codegenerator iiber
das Betriebssystem einen Compiler-Prozess und befiehlt diesem Compiler-Prozess die C-Datei
des Kernels zu einer dynamischen Bibliothek zu kompilieren. Hierfiir verwendet der Code-
generator sowohl unter Linux als auch unter Windows die Funktion system, welcher er die
Kommandozeilenparameter des Compilers iibergibt. Als C-Compiler stehen in unserem Fra-
mework der MSVC-Compiler von Microsoft [W18], der quelloffene GCC-Compiler [W19] und
der ICC-Compiler von Intel [W17] zur Auswahl. Ein Benutzer kann allerdings leicht weitere
C-Compiler hinzufiigen, da er hierfiir nur die Kommandozeilenparameter fiir den Compiler in
unserem Framework eintragen muss. Zuletzt 1idt der Codegenerator die dynamische Bibliothek
mit der Funktion d1open unter Linux oder der Funktion LoadLibrary unter Windows und
gibt die geladene Bibliothek zuriick.

11.9 Modul der Ausfithrung

11.9.1 Ablauf der Ausfiihrung

In diesem Abschnitt werden wir den Ablauf der Ausfithrung eines ODE-Verfahrens durch das
Modul der Ausfiihrung im Detail vorstellen. Eine Ubersicht dieses Ablaufs der Ausfithrung
wird in Abbildung 11.7 gezeigt. Startet ein Benutzer des Frameworks die Ausfiihrung, so in-
itialisiert sie zunéchst die initialen permanenten Vektoren des ODE-Verfahrens. Falls es sich bei
dem auszufithrenden ODE-Verfahren um ein Einschrittverfahren handelt, so kopiert die Aus-
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fithrung lediglich den initialen Systemzustand in einen permanenten Vektor. Falls es sich um
ein Mehrschrittverfahren handelt, so benétigt die Ausfithrung zusitzlich weitere initiale per-
manente Vektoren. Ein Benutzer kann diese zusétzlichen initialen permanenten Vektoren durch
die Ausfiihrung automatisch iiber den Datenflussgraphen eines Einschrittverfahrens seiner Wahl
berechnen lassen kann. Alternativ kann ein Benutzer diese initialen permanenten Vektoren auch
direkt bei der Initialisierung der Ausfithrung angeben.

Als Nichstes fiihrt die Ausfithrung die Zeitschrittprozedur via einer Zeitschleife aus. Jede Ite-
ration der Zeitschleife besteht aus der Ausfithrung der ausfithrbaren Objekte im Datenflussgra-
phen, das heifit der Konstantengenerierungen, der Kernels und der Schrittweitensteuerung, in
ihrer topologischen Sortierung:

* Ausfiihrung einer Konstantengenerierung: Hierfiir ruft die Ausfiihrung auf dem Kon-
stantenobjekt die Funktion compute_time_variant_coefficients auf, welche
aus den zeitinvarianten Konstanten des ODE-Verfahrens dessen zeitvariante Koeffizien-
ten berechnet. Die Ausfithrung speichert diese zeitvarianten Koeffizienten ab, und iiber-
gibt sie an alle Kernels, die sie fiir die Berechnung ihrer Vektorgrundoperationen benéti-
gen.

* Ausfiihrung eines Kernels: Um ein Kernel auszufiihren, alloziert die Ausfithrung zu-
nichst diejenigen permanenten Vektoren, die bislang noch nicht alloziert wurden und in
die das auszufithrende Kernel schreiben wird. Danach konstruiert die Ausfithrung die Ar-
gumente des Kernels. Anschlielend startet sie das Kernel mit den soeben konstruierten
Argumenten. Nach dem Starten des Kernels gibt die Ausfiithrung diejenigen permanenten
Vektoren, die von keinem nachfolgenden Kernel mehr gelesen werden und die auch nicht
als Endergebnis benotigt werden, wieder frei.

 Ausfiihrung der Schrittweitensteuerung: Bei der Schrittweitensteuerung tiberpriift die
Ausfiithrung zunichst, ob der lokale Diskretisierungsfehler kleiner als der benutzerde-
finierte maximale Diskretisierungsfehler ist. Falls ja, dann geht die Ausfithrung zum
nichsten Zeitschritt iiber, das heifit sie inkrementiert die Simulationszeit um die aktu-
elle Schrittweite. Ansonsten wiederholt sie den aktuellen Zeitschritt. In beiden Fillen
berechnet die Ausfithrung fiir die Schrittweitensteuerung noch aus dem lokalen Diskre-
tisierungsfehler eine neue Schrittweite, mit welcher der néchste Zeitschritt auszufiihren
beziehungsweise der aktuelle Zeitschritt zu wiederholen ist. Zusitzlich gibt die Ausfiih-
rung nach der Schrittweitensteuerung die nicht mehr benétigten permanenten Vektoren
wieder frei.

Ist keine Schrittweitensteuerung vorhanden, so inkrementiert die Ausfithrung am Ende eines
Zeitschritts lediglich die Simulationszeit um die Schrittweite und gibt ebenfalls die nicht mehr
bendtigten permanenten Vektoren wieder frei. Des Weiteren, falls die Ausfithrung eine Variante
mit einer Prolog- oder Epilogiteration ausfiihren soll, so fiihrt sie automatisch die Prologite-
ration mit den Prologkernels anstelle des ersten Zeitschritts und die Epilogiteration mit den
Epilogkernels nach dem letzten Zeitschritt aus.

11.9.2 Permanente Vektoren und deren Speichermanagement

In jedem permanenten Vektor speichert das Modul der Ausfiihrung diejenige (RHS | LC | MAP)-
Operation, die diesen Vektor produziert hat, und zusitzlich die Nummer desjenigen Zeitschritts,
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Abbildung 11.7: Vorgehen der Ausfithrung unseres Frameworks.
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in welchem der Vektor produziert wurde, ab. Des Weiteren beinhaltet ein permanenter Vektor
bei einer Kernelausfiihrung auf einer GPU einen Verweis auf seinen allozierten Heap-Speicher
im DRAM der GPU, wihrend er bei einer Kernelausfithrung auf einer CPU einen Zeiger auf
seinen allozierten dynamischen Speicher im DRAM der CPU beinhaltet.

Das Modul der Ausfithrung alloziert einen permanenten Vektor automatisch, wenn ein Kernel
ausgefiihrt werden soll, das in einen noch nicht allozierten permanenten Vektor hineinschreibt.
Die Regeln fiir das Freigeben eines Vektors unterscheiden sich, je nachdem, ob das Modul der
Ausfithrung ein ODE-Verfahren mit oder ohne Schrittweitensteuerung ausfiihrt:

¢ Freigeben fiir ein Verfahren ohne Schrittweitensteuerung: Bei einem Verfahren ohne
Schrittweitensteuerung darf ein permanenter Vektor wieder freigegeben werden, wenn
im aktuellen Zeitschritt simtliche Kernels ausgefiihrt wurden, die diesen Vektor ausle-
sen, und auch in einem zukiinftigen Zeitschritt kein Kernel existiert, das diesen Vektor
ausliest.

Freigeben fiir ein Verfahren mit Schrittweitensteuerung: Da bei einem Verfahren mit
Schrittweitensteuerung ein Zeitschritt verworfen werden kann, muss fiir die Freigabe ei-
nes permanenten Vektors unterschieden werden, ob dieser permanente Vektor in dem
aktuellen oder in einem vergangenen Zeitschritt produziert wurde:

— 1. Fall: Der permanente Vektor wurde im aktuellen Zeitschritt produziert. Ein
solcher Vektor darf wieder freigegeben werden, falls die Ausfithrung sdmtliche Ker-
nels im aktuellen Zeitschritt ausgefiihrt hat, die diesen Vektor auslesen, und auch
in einem zukiinftigen Zeitschritt kein Kernel existiert, das diesen Vektor ausliest.
Ein solcher Vektor muss zudem, nachdem die Schrittweitensteuerung den aktuellen
Zeitschritt verworfen hat, ebenso verworfen werden.

— 2. Fall: Der permanente Vektor wurde in einem vergangenen Zeitschritt pro-
duziert. Ein solcher Vektor darf wieder freigegeben werden, wenn die Schrittwei-
tensteuerung den aktuellen Zeitschritt akzeptiert hat, und auch in einem zukiinftigen
Zeitschritt kein Kernel existiert, das diesen Vektor ausliest.

Um das Allozieren und das Freigeben von Vektoren zu beschleunigen, verwendet unser Frame-
work einen Speicherpool, welcher eine Menge an Allozierungen im Heap-Speicher der GPU
beziehungsweise im dynamischen Speicher der CPU beinhaltet.

11.9.3 Starten von Kernels

Das Starten von Kernels unterscheidet sich im Modul der Ausfithrung, je nachdem welche
Plattform verwendet werden soll:

e CUDA: Um ein CUDA-Kernel zu starten, muss der Main-Thread der Ausfithrung zu-
néchst Zeiger auf die Argumente des Kernels in einem Array abspeichern. AnschlieBend
kann er das Kernel mit einem Aufruf der Funktion cuLaunchKernel in eine Task-
Queue auf der GPU ecinreihen. Bei diesem Funktionsaufruf muss der Main-Thread unse-
res Frameworks als ein Argument das Array mit den Zeigern auf die Kernelargumente
iibergeben, welches die GPU dann an jedes Workitem des Kernels weiterleitet. Als wei-
tere Argumente muss er bei diesem Funktionsaufruf die Dimensionalitit des Kernels
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und die Anzahl an Workgroups sowie die Anzahl an Workitems pro Workgroup iiberge-
ben. Danach kann der Main-Thread auf der CPU mit dem Starten des nichsten Kernels
fortfahren, wihrend hierzu asynchron die Kerne der GPU das soeben eingereihte Ker-
nel abarbeiten. Die Ausfithrung muss den Main-Thread auf der CPU und die GPU erst
miteinander synchronisieren, wenn sie das Ergebnis einer Reduktion zuriick zur CPU
kopieren muss, damit der Main-Thread die Schrittweitensteuerung ausfithren kann. Da-
durch vermeidet die Ausfithrung den Overhead einer hidufigen Synchronisation zwischen
GPU und CPU.

* OpenCL: Das Starten von Kernels mit OpenCL ist weitestgehend analog zu CUDA, das
hei3t der Main-Thread der Ausfithrung muss das Kernel iiber einen Aufruf der Funktion
clEnqueueNDRangeKernel mit einer gegebenen Anzahl von Workgroups und Wor-
kitems per Workgroup in eine Task-Queue auf der GPU einreihen. Allerdings miissen in
OpenCL vor dem Einreihen des Kernels in eine Task-Queue die Argumente des Kernels
mit der Funktion c1SetKernelArg an das Kernel gebunden werden.

e CPU: Um ein Kernel auf der CPU mit dem DLL-Ansatz auszufiihren, implementiert
das Modul der Ausfithrung einen Pool an Worker-Threads, die es zu Beginn einmalig
initialisiert. Um das Kernel zu starten, setzt der Main-Thread der Ausfithrung den Zih-
ler des Kernels fiir die Anzahl an ausgefiihrten Blocken auf null zuriick und konstruiert
ein Array von Zeigern auf die Argumente des Kernels. Anschlieend benachrichtigt der
Main-Thread die Workerthreads, dass sie nun dieses Kernel ausfiihren sollen. Die Wor-
kerthreads rufen nun die Kernelfunktion aus der dynamisch geladenen Bibliothek iiber
deren Funktionszeiger mit dem Array von Zeigern als Argument auf. Nachdem die Wor-
kerthreads samtliche Blocke ausgefiihrt haben, benachrichtigen sie den Main-Thread,
dass sie fertig sind, so dass der Main-Thread mit der Zeitschrittprozedur fortfahren kann.

11.9.4 Unterstiitzung fiir NUMA-CPUs

Das Modul der Ausfithrung implementiert ebenfalls eine Unterstiitzung von Non-Uniform-
Memory-Access-CPUs (NUMA-CPUs). Die Thematik von NUMA wird zum Beispiel in der
Arbeit [Z43] ausgiebig behandelt. Fiir diese NUMA-Unterstiitzung fithrt das Modul der Aus-
fiihrung auf NUMA-CPUs eine blockweise Aufteilung von den Systemkomponenten bezie-
hungsweise von den Komponenten der permanenten Vektoren auf die NUMA-Domains der
NUMA-CPU durch (siehe Abbildung 11.8). Diese Aufteilung erzielt das Modul der Ausfiih-
rung bei der Allozierung eines permanenten Vektors iiber die First-Touch-Policy des Betriebs-
systems. Hierfiir lasst das Modul der Ausfiithrung, nachdem es iiber einen Aufruf vonmalloc
den Speicherplatz fiir einen permanenten Vektor alloziert hat, jede NUMA-Domain einmal
tiber sdmtliche Komponenten ihres Blockes in diesem permanenten Vektor iterieren, so dass
das Betriebssystem die Speicherseiten eines Blockes in dem DRAM der passenden NUMA-
Domain alloziert. Fiir die Ausfithrung eines Kernels implementiert das Modul der Ausfithrung
fiir jede NUMA-Domain einen Thread-Pool mit jeweils einem atomaren Zahler fiir die Blo-
cke beziehungsweise die Tiles des Kernels. Bei der Ausfiihrung eines Kernels berechnet jeder
Thread-Pool nur diejenigen Blocke beziehungsweise diejenigen Tiles, welche sich innerhalb
des Blockes seiner NUMA-Domain befinden (siche Abbildung 11.9). Auf diese Weise reduziert
das Modul der Ausfiihrung die Anzahl an Remote-Speicherzugriffen, das heif3it die Zugriffe von
einer NUMA-Domain auf den Speicher einer anderen NUMA-Domain, erheblich.
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Zeit W NUMA-Domine

Abbildung 11.8: Blockweise Aufteilung der Vektorkomponenten auf die NUMA-Domains einer
NUMA-CPU. Die in der Abbildung gelb schattierten Bereiche am Rand jedes Blocks einer NUMA-Domain
symbolisieren diejenigen Vektorkomponenten, welche die benachbarte NUMA-Domain iiber Remote-
Zugriffe lesen oder schreiben muss.
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Abbildung 11.9: Aufteilung der Tiles auf die NUMA-Domains einer NUMA-CPU. Die in der Abbildung
gelb schattierten Bereiche am Rand der rechtesten und linkesten Tiles einer NUMA-Domain symbolisieren
diejenigen Vektorkomponenten in dem entsprechenden Tile, welche das Tile iiber Remote-Zugriffe zu der
benachbarten NUMA-Domain lesen oder schreiben muss.

11.10 Modul des Autotunings

Das Modul des Autotunings ist in der aktuellen Version des Frameworks nur rudimentér vorhan-
den. Es unterstiitzt deshalb nur das Autotuning fiir das Tiling, wie wir es in Abschnitt 10.2.11
beschrieben. Ebenso unterstiitzt es aktuell nur GPUs als Zielarchitektur. Allerdings ldsst sich
mit Hilfe dieses Moduls mit nur einem Funktionsaufruf das beste Tiling und die besten Ker-
nelkonfigurationen fiir dieses Tiling bestimmen. Zusitzlich kann ein Benutzer den durch das
Autotuning durchsuchten Konfigurationsraum leicht einschrinken, wodurch zum Beispiel das
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Autotuning seine Suche nur entweder auf das hexagonale oder trapezoidale Tiling sowie entwe-
der auf das Single-Workgroup-Tiling oder auf das Multi-Workgroup-Tiling beschrénkt. Dieses
Autotuning erfolgt in einem Offline-Ansatz, das heif3t, die Kernel fithren ihre Berechnungen auf
einer Menge von benutzerdefinierten permanenten Vektoren aus, ohne dabei das Anfangswert-
problem zu l6sen. Somit eignet sich diese Art des Autotunings nicht fiir Kernel, bei welchen
der Kontrollfluss stark von den Daten in den permanenten Vektoren abhingig ist. Zusitzlich, da
unser Ansatz mit Offline-Autotuning seine Ergebnisse verwirft und nicht zur Losung des An-
fangswertproblems verwendet, erzeugt er einen groeren Overhead als ein Ansatz mit Online-
Autotuning. Das Modul des Autotunings soll aber in zukiinftigen Versionen des Frameworks
deutlich erweitert werden, so dass es die Enabling-Transformationen und die Kernelfusion au-
tomatisch anwendet, um optimierte Implementierungsvarianten fiir Anfangswertprobleme mit
beschrinkter Zugriffsdistanzen zu finden, CPUs als Zielplattform unterstiitzt, und zudem tiber
optimierte Suchalgorithmen und Performance-Modelle schneller optimierte Varianten mit Ti-
ling erzeugen kann.

11.11 Modul der DSL fiir ODE-Verfahren

Im Rahmen dieser Arbeit entwickelten wir eine DSL, welche zur Definition einer Klasse von
ODE-Verfahren und von einem spezifischen ODE-Verfahren einer zuvor definierten Klasse
dient. Dementsprechend gliedert sich die DSL in eine Klassen-DSL und einer Verfahren-DSL.

11.11.1 Klassen-DSL

Die Klassen-DSL (siche Abbildung 11.10) dient zur Definition einer Klasse von ODE-
Verfahren. Damit die Beschreibung einer Klasse von ODE-Verfahren mit der Klassen-DSL
moglichst analog zu der mathematischen Definition einer Klasse von ODE-Verfahren erfolgen
kann, entwarfen wir die Klassen-DSL als Datenflussprogrammiersprache (fiir eine ausgiebige
Behandlung der Thematik der Datenflussprogrammiersprachen siehe zum Beispiel [Z44]). Fiir
die Definition einer Klasse von ODE-Verfahren benétigt diese Klassen-DSL nur ein Dokument,
welches noch einmal in mehrere Blocke gegliedert ist:

Meta-Block: Der Meta-Block definiert, welche Metainformationen ein ODE-Verfahren der de-
finierten Klasse tiber sich angeben kann, wie zum Beispiel seinen Namen, seine Stufenzahl oder
seine Ordnung.

Constants-Block: Der Constants-Block deklariert diejenigen zeitinvarianten Konstanten (Ska-
lare oder ein- oder mehrdimensionale Arrays von Skalaren), die die Schrittfunktion eines ODE-
Verfahrens der definierten Klasse fiir einen Zeitschritt benotigt. Als Array-Grofien konnen die
zuvor definierten skalaren Konstanten im Constants-Block oder im Meta-Block dienen.

Vectors-Block: Der Vectors-Block deklariert diejenigen Vektoren, die die Schrittfunktion eines
ODE-Verfahrens der definierten Klasse fiir einen Zeitschritt benttigt. Bei der Deklaration muss
fuir jeden Vektor zusitzlich ein Typ (Systemzustand, zeitliche Ableitung oder Fehlervektor) an-
gegeben werden, damit die Ausfithrung diese Vektoren spéter initialisieren kann. Des Weiteren
kann dieser Block auch Arrays von Vektoren deklarieren. Als GroBen fiir diese Arrays konnen
wieder die zuvor definierten Konstanten im Constants-Block oder Meta-Block dienen.

Stepfunction-Block: Der Stepfunction-Block beschreibt die Schrittfunktion eines ODE-
Verfahrens der definierten Klasse von ODE-Verfahren und verwendet fiir diese Beschrei-
bung den Ansatz der Datenflussprogrammierung. Aus diesem Grund erfolgt die Definition der
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Schrittfunktion in diesem Block nicht imperativ, das heift als eine Folge von nacheinander aus-
zufiihrenden Befehlen beziehungsweise Rechenschritten, sondern als eine Menge von Grun-
doperationen und den Datenfluss zwischen diesen, so dass diese Definition mdglichst analog
zu der mathematischen Beschreibung der Schrittfunktion der Klasse von ODE-Verfahren er-
folgen kann. Deswegen darf in dem Stepfunction-Block ein Vektor auch nur einmal als das
Ziel einer Zuweisung dienen, wodurch ein Vektor auch nur das Ergebnis einer einzigen Vektor-
grundoperation abspeichern kann. Dafiir kann ein Vektor aber auch bereits an einer Stelle im
Stepfunction-Block als das Argument einer Vektorgrundoperation dienen, bevor diesem Vektor
im Stepfunction-Block das Ergebnis einer Vektorgrundoperation zugewiesen wurde. Als Vek-
torgrundoperation selbst stehen (RHS | LC | MAP | RED)-Operationen zur Verfiigung. Falls
die Anzahl an Vektorgrundoperationen von den zeitinvarianten Konstanten eines spezifischen
ODE-Verfahrens abhéngig sein soll, muss in der Klassen-DSL fiir diese Vektorgrundoperatio-
nen die Zuweisung der Argumente iiber For-Schleifen realisiert werden. Analog, falls die An-
zahl an Argumenten einer LC-Operation von den zeitinvarianten Konstanten eines spezifischen
ODE-Verfahrens abhingig sein soll, muss dies in der Klassen-DSL iiber eine For-Schleife in-
nerhalb der LC-Operation realisiert werden. Um in der Klassen-DSL zu beschreiben, dass eine
Vektorgrundoperation einen Vektor eines vergangenen Zeitschritts als Argument referenziert,
muss diese Referenz mit einer Zeitschrittdistanz versehen werden. Abschliefend gilt wieder
anzumerken, dass bei expliziten ODE-Verfahren in dieser so definierten Schrittfunktion kei-
ne zyklischen Abhingigkeiten zwischen den Vektorgrundoperationen auftreten, wodurch die
Schrittfunktion bei einem expliziten ODE-Verfahren wiederum nach der topologischen Sortie-
rung der Grundoperationen direkt als Berechnungsvorschrift dienen kann. Dahingegen treten
bei impliziten ODE-Verfahren in der Schrittfunktion solche zyklischen Abhingigkeiten auf,
wodurch die Schrittfunktion die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystem erfordert.

11.11.2 Verfahren-DSL

Die Verfahren-DSL (siehe Abbildung 11.11) dient zur Definition eines ODE-Verfahrens einer
zuvor definierten Klasse von ODE-Verfahren. Dementsprechend besteht ein Dokument die-
ser DSL nur aus einem Meta-Block, welcher die Meta-Informationen des spezifischen ODE-
Verfahrens beinhaltet, und einem Constants-Block, welcher die zeitinvarianten Konstanten des
spezifischen ODE-Verfahrens beinhaltet. Fiir die Initialisierung der Arrays von zeitinvarianten
Konstanten verwendet die Verfahren-DSL sogenannte Initializer-Lists.

11.11.3 Implementierung der DSL

Als Proof-Of-Concept entwickelten wir fiir die Erzeugung eines Datenflussgraphen aus je ei-
nem Dokument der Klassen-DSL und der Verfahren-DSL ein Python-Programm. Als Parser-
Framework fiir unser Python-Programm entschieden wir uns fiir die Bibliothek LARK [W21].
Dementsprechend entwickelten wir fiir unsere DSL eine LARK-Grammatik. Fiir die Ausgabe
des Programms entschieden wir uns fiir eine Datei im DOT-Format [W22], welches ein standar-
disiertes, menschenlesbares, leicht zu parsendes Dateiformat fiir Graphen ist. Dementsprechend
fiihrt das Python-Programm insgesamt folgende Schritte aus:

1. Parsen der Dokumente der DSL mit der LARK-Bibliothek.
2. Transformation des abstrakten Syntaxbaums in einen Datenflussgraphen.
3. Abspeichern des Datenflussgraphen als DOT-Datei.
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classname = "Explicit RK-methods"

meta:
string name
int order
int stages (s)

constants:
double al[s][s]
double b[s]
double c[s]

vectors:
systemstate y
systemstate Y[s]
derivative F[s]

stepfunction:

for (1 in 1 ... s)

{
Y[s] = LC(y<l>, for (j in 1 ... i): h_k = a[il[Jj] = F[i]
Fls] = RHS(Y[]J], t_k + c[i] % h_k)

}

y = LC(y<1>, for (i in 1 ... s): h_k % b[i] %= F[i])

Abbildung 11.10: Codebeispiel fiir die Klassen-DSL. Diese Abbildung beschreibt die Klasse der ex-
pliziten RK-Verfahren mit der selbst entwickelten Klassen-DSL. Dabei wird im Stepfunction-Block die
Zeitschrittdistanz bei der Referenzierung eines Vektors iiber die spitzen Klammern <. . . > realisiert.

meta:
name = "RK3/8"
stages = 4
constants:
a =
{
{ }
{ 1/3, }
{ -1/3, 1, }
{ i, -1, 1, }
}
b =
{ 1/8, 3/8, 3/8, 1/8}
c =
{ 0, 1/3, 2/3, 1}

Abbildung 11.11: Codebeispiel fiir die Verfahren-DSL. Diese Abbildung zeigt die Definition der Kon-
stanten von dem RK-3/8-Verfahren, ein explizites RK-Verfahren mit 4 Stufen.
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Im Rahmen dieser Arbeit implementierten wir noch keine Schnittstelle zwischen dem Modul
der DSL und dem Modul des Datenflussgraphen, durch welche das Modul des Datenflussgra-
phen einen mit der DSL beschriebenen Datenflussgraphen aus einer Datei laden und weiter
verarbeiten kann. Der dazu erforderliche Aufwand ist jedoch rein technischer Natur.
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12 Schlussteil

12.1 Zusammenfassendes Fazit

12.1.1 Fazit zur Datenflussgraphreprisentation

In dieser Arbeit zeigten wir zunichst, dass sich der Zeitschritt von vielen hiufig verwende-
ten ODE-Verfahren mit einer Datenflussgraphreprésentation abstrahieren ldsst. Ein Datenfluss-
graph dieser Reprisentation besteht dabei im Wesentlichen aus (RHS | LC | MAP | RED)-
Operationen als Vektorgrundoperationen. Um in einem solchen Datenflussgraphen zu definie-
ren, ob sich eine Abhéngigkeit auf den aktuellen oder den vorherigen Zeitschritt bezieht, an-
notieren wir die Abhingigkeiten zwischen den Vektorgrundoperationen im Datenflussgraphen
mit Zeitschrittdistanzen. Ebenso zeigten wir, dass der Datenflussgraph fiir viele haufig verwen-
dete explizite ODE-Verfahren, wie zum Beispiel RK-Verfahren, PIRK-Verfahren oder Adams-
Bashforth-Verfahren, im Wesentlichen aus einer RHS — LC-Abhingigkeitskette besteht, wel-
che sich wiederum aus RHS — LC-Gliedern zusammensetzt.

12.1.2 Fazit zur Basisimplementierung

Uber diese Datenflussgraphreprisentation eines ODE-Verfahrens konnten wir leicht eine Basis-
implementierung fiir GPUs und CPUs erzeugen. Diese Basisimplementierung startet ein Kernel
fiir jede Vektorgrundoperation im Datenflussgraphen und nutzt innerhalb eines jeden dieser
Kernels die Systemparallelitidt der Vektorgrundoperation aus, um die Berechnungen auf die
Rechenkerne des jeweiligen Prozessors zu verteilen.

Die von uns durchgefiihrten Experimente zeigen, dass fiir dichtbesetzte Anfangswertproble-
me die RHS-Funktion die Laufzeit eines jeden ODE-Verfahrens dominiert, und sie zudem,
falls sie auch eine hohe arithmetische Intensitit besitzt, durch die Rechenleistung des Prozes-
sors gebunden ist. So lastet zum Beispiel das getestete RHS-Kernel des NBODY-Problems
auf der getesteten Volta-GPU die DP-Rechenwerke zu 81.7 % und die DRAM-Bandbreite
nur zu 0.3 % aus, wihrend es auf der getesteten Skylake-CPU die DP-Rechenleistung nur zu
12.9 % ausnutzt und die DRAM-Bandbreite zu 1.9 % auslastet. Auch zeigen die Experimen-
te, dass fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer geringen arithmetischen Intensitit,
wie dem BRUSS2D-Problem, die Basisimplementierung eines ODE-Verfahrens stark durch
die DRAM-Bandbreite gebunden ist. So lastet zum Beispiel die Basisimplementierung vom
Verner-Verfahren mit BRUSS2D als Testproblem auf der getesteten Maxwell-GPU die IPC nur
zu 5.0 % und die DRAM-Bandbreite zu 86 % aus, wihrend es auf der getesteten Skylake-CPU
die DP-Rechenleistung nur zu 0.8 % und die DRAM-Bandbreite zu 75 % auslastet. Dies ist dar-
auf zuriickzufiihren, dass bereits bei mittelgroBen Problemgrofen die Caches des Prozessors
zu klein sind, um Daten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kernels wiederverwenden zu
konnen. Somit sind fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer geringen arithmetischen
Intensitit zusitzliche Lokalitdtsoptimierungen notig, um eine gute Performance zu erzielen.

12.1.3 Fazit zur Kernelfusion

Als Nichstes zeigten wir, dass sich mit dem Ansatz der Kernelfusion automatisch Implemen-
tierungsvarianten aus der Datenflussgraphreprisentation eines ODE-Verfahrens fiir GPUs und
CPUs generieren lassen. Diese per Kernelfusion generierten Implementierungsvarianten zielen
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auf eine im Vergleich zu einer Basisimplementierung erhohte Datenwiederverwendung ab, um
dariiber fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer geringen arithmetischen Intensitit die
Performance deutlich zu erh6hen. Hierfiir fusionierten wir im Wesentlichen siamtliche Vektor-
grundoperationen in einem RHS — LC-Glied zu einem Kernel. Zusitzlich stellten wir drei
Enabling-Transformationen vor, mit Hilfe derer sich die Datenwiederverwendung und dadurch
die Performance weiter verbessern lieBen. Danach gingen wir darauf ein, wie sich sowohl auf
GPUs als auch auf CPUs aus einem fusionierten Kernel ein optimierter Code erzeugen lisst,
welcher den On-Chip-Speicher und sonstige Besonderheiten der jeweiligen Architektur effi-
zient ausnutzt. Deshalb setzt der Code eines fusionierten GPU-Kernels primir auf die Daten-
wiederverwendung iiber den Registersatz, wihrend der Code eines fusionierten CPU-Kernels
primir auf die Datenwiederverwendung iiber die Caches setzt.

Die anschlieBend durchgefiihrten Experimente mit den per Kernelfusion und Enabling-
Transformationen generierten Varianten mit BRUSS2D als Testproblem zeigten sowohl auf den
untersuchten GPUs und CPUs ein sehr dhnliches Gesamtbild. Auf den getesteten GPUs lédsst
sich durch die Kernelfusion und die Enabling-Transformationen eine Beschleunigung zwischen
1.62 und 3.32 gegeniiber der Basisimplementierung erzielen, wihrend sich auf den getesteten
CPUs eine Beschleunigung zwischen 1.98 und 4.14 gegeniiber der Basisimplementierung er-
zielen lésst. Diese Beschleunigung ist darauf zuriickzufiihren, dass die Kernelfusion und die
Enabling-Transformationen das Datenvolumen beziehungsweise das DRAM-Volumen je nach
ODE-Verfahren auf 50 % bis 25 % gegeniiber der jeweiligen Basisimplementierung reduzieren
konnen. Allerdings zeigten die Untersuchungen auch, dass die per Kernelfusion und Enabling-
Transformationen generierten Implementierungsvarianten fiir diinnbesetzte Anfangswertpro-
bleme mit einer niedrigen arithmetischen Intensitdt weiterhin meist stark durch die DRAM-
Bandbreite gebunden sind. Dadurch lasten sie die Rechenleistung des jeweiligen Prozessors
nur schlecht aus. So betrigt zum Beispiel auf der Maxwell-GPU mit BRUSS2D als Testpro-
blem die Auslastung der IPC je nach Variante und Verfahren zwischen 5 % und 15 % sowie die
Auslastung der DRAM-Bandbreite zwischen 75 % und 87 %. Ebenso betrigt zum Beispiel auf
der Skylake-CPU mit BRUSS2D als Testproblem die Ausnutzung der DP-Peak-Performance
je nach Variante und Verfahren zwischen 1.2 % und 3.5 % sowie die Auslastung der DRAM-
Bandbreite zwischen 73 % und 82 %. Somit sind zusitzliche Lokalititsoptimierungen notig,
um die Performance eines ODE-Verfahrens gegeniiber einer per Kernelfusion generierten Im-
plementierungsvariante weiter zu erhohen.

12.1.4 Fazit zum Tiling

Da das beliebige Zugriffsmuster einer RHS-Operation bei einem allgemeinen Anfangswertpro-
blem die Fusion einer LC — RHS-Abhingigkeit und damit die Datenwiederverwendung ent-
lang einer solchen LC — RHS-Abhingigkeit verhindert, spezialisierten wir uns als Néchstes
auf Anfangswertprobleme mit einer beschriankten Zugriffsdistanz. Selbst mit dieser beschrénk-
ten Zugriffsdistanz sind jedoch LC — RHS-Abhiéngigkeiten nicht direkt zu einem einzigen
Kernel, sondern nur iiber eine partitionierte Fusion zu einem Kernelpaar oder zu einem Kernel-
triplet verschmelzbar. Diese partitionierte Fusion fiihrte nun zu zwei Tiling-Schemata, und zwar
zu dem hexagonalen Tiling-Schema und dem trapezoidalen Tiling-Schema. Wir stellten nicht
nur vor, wie wir diese Tiling-Schemata iiber die Stufen eines ODE-Verfahrens, sondern auch
tiber dessen Zeitschritte, verlaufen lassen konnen. Danach beschrieben wir nicht nur das Single-
Core-Tiling, bei welchem jeder Prozessorkern an seinem eigenen Tile arbeitet, sondern auch
das Multi-Core-Tiling, bei welchen mehrere Kerne an einem Tile zusammenarbeiten. Durch
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dieses Multi-Core-Tiling finden wiederum grofere Tile-Grofien in den On-Chip-Speicher des
Prozessors Platz, wodurch das Multi-Core-Tiling fiir groere Zugriffsdistanzen deutlich effizi-
enter als das Single-Core-Tiling wird. Ebenso gingen wir darauf ein, wie man fiir GPUs und
CPUs effizienten Code fiir Kernels mit Tiling erzeugen kann, so dass das Kernel effizient die
On-Chip-Speicher der jeweiligen Architektur ausnutzt. Hierbei zeigte sich wiederum, dass die
GPU-Kernels mit Tiling sich auf die Datenwiederverwendung iiber den Registersatz der GPU
fokussieren miissen, wihrend die CPU-Kernels sich auf die Datenwiederverwendung iiber die
Caches der CPU fokussieren miissen.

Letztlich fiihrten wir experimentelle Untersuchungen auf GPUs und CPUs fiir Implementie-
rungsvarianten mit Tiling durch. Diese Untersuchungen zeigen, dass sich mit dem Tiling gegen-
iber der Kernelfusion das DRAM-Volumen deutlich reduzieren und die Performance deutlich
steigern ldsst. So erzielten fiir die getesteten ODE-Verfahren die Implementierungsvarianten
mit Tiling gegeniiber einer Referenzimplementierung nur mit Fusion bei kleinen Zugriffsdi-
stanzen auf den getesteten GPUs eine Beschleunigung von 1.8 bis 8.2 und auf den getesteten
CPUs eine Beschleunigung von 7.5 bis 14.1. Ebenso zeigten die Untersuchungen, dass be-
reits bei kleinen bis mittelgroen Zugriffsdistanzen das Multi-Core-Tiling deutlich performan-
ter als das Single-Core-Tiling ist. So erzielt zum Beispiel auf der getesteten Volta-GPU beim
Verner-Verfahren das Single-Workgroup-Tiling nur bis zu einer beschrinkten Zugriffsdistanz
von 2 048 eine Beschleunigung gegeniiber der Referenzimplementierung, wéahrend das Multi-
Workgroup-Tiling bei einer beschrinkten Zugriffsdistanz von 131072 noch eine Beschleuni-
gung von 1.4 gegeniiber der Referenzimplementierung erzielt. Ebenso erzielt zum Beispiel auf
der getesteten Skylake-CPU beim Verner-Verfahren das Single-Thread-Tiling nur bis zu einer
beschrinkten Zugriffsdistanz von 32768 eine Beschleunigung gegeniiber der Referenzimple-
mentierung, wihrend das Multi-Thread-Tiling noch bei einer beschrinkten Zugriffsdistanz von
131072 noch eine Beschleunigung von 1.6 gegeniiber der Referenzimplementierung erzielt.

12.1.5 Fazit zum Framework

Zuletzt stellten wir vor, wie wir unseren Ansatz zum Losen von Anfangswertproblemen in ei-
nem Framework umsetzten. Dieses Framework generiert zunédchst den Datenflussgraphen von
einem durch einen Benutzer gegebenen ODE-Verfahren einer unterstiitzen Klasse. Als Néchs-
tes generiert es je nach Benutzervorgabe aus dem Datenflussgraphen die Basisimplementierung
und deren Kernels, eine Implementierungsvariante mit Kernelfusion oder eine Implementie-
rungsvariante mit Tiling und fiihrt diese aus. Ebenso beherrscht dieses Framework eine Vielzahl
von weiteren niitzlichen Funktionalititen, wie automatisches Speichermanagement, NUMA-
Unterstiitzung sowie eine Autotuning-Funktionalitit fiir das Tiling. Auch ist es einem Benutzer
des Frameworks leicht moglich, neue Klassen von ODE-Verfahren entweder durch Erweiterung
des C++-Codes des Frameworks oder iiber eine DSL innerhalb des Frameworks zum Frame-
work hinzuzufiigen. Dementsprechend demonstriert dieses Framework noch einmal, dass sich
der Ansatz der Datenflussgraphreprisentation von ODE-Verfahren dazu eignet, elegant und au-
tomatisch Implementierungsvarianten mit Fusion und Tiling fiir ein gegebenes ODE-Verfahren
und eine gegebene Zielarchitektur zu erzeugen, welche auf das jeweilige ODE-Verfahren und
auf die jeweilige Zielarchitektur optimiert sind. Ebenso demonstriert das Framework die leich-
te Erweiterbarkeit dieses Ansatzes der Datenflussgraphreprisentation auf neue ODE-Verfahren
und Architekturen.
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12.1.6 AbschlieBendes Fazit

Somit kdnnen wir als Fazit ziehen, dass sich der Ansatz der Datenflussgraphreprisentation fiir
ODE-Verfahren eignet, um fiir ODE-Verfahren automatisch effiziente Implementierungsvarian-
ten fir GPUs und CPUs zu generieren. Am einfachsten ldsst sich tiber die Datenflussgraphre-
présentation eine Basisimplementierung generieren, welche die Vektorgrundoperationen nach-
einander ausfiihrt. Ebenso lésst sich die Technik der Kernelfusion auf die Datenflussgraphre-
prisentation anwenden, um Implementierungsvarianten zu generieren, welche auf Grund ihrer
erhohten Datenwiederverwendung gegeniiber der Basisimplementierung auf CPUs und GPUs
eine groBe Beschleunigung fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer niedrigen arith-
metischen Intensitét erzielen. Eine zusitzliche Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit
beschrinkter Zugriffsdistanz ermoglicht es, aus der Datenflussgraphreprisentation eines ODE-
Verfahrens Implementierungsvarianten mit Tiling zu generieren, welche wiederum auf CPUs
und GPUs wegen ihrer erhohten Datenwiederverwendung gegeniiber den nur per Kernelfusion
generierten Varianten eine deutlich verbesserte Performance besitzen.

Ein wichtiges Fazit ist zudem, dass man bei der Generierung von Implementierungsvarianten
fiir GPUs und CPUs die Besonderheiten der jeweiligen Architektur beachten muss. Beriicksich-
tigt man jedoch diese Besonderheiten, so zeigte sich in dieser Arbeit, dass zumindest bei den
von uns generierten Varianten von ODE-Verfahren, das heif3it bei den Varianten der Basisimple-
mentierung und bei den Varianten mit Kernelfusion und Tiling, sich der Code auf der jeweiligen
Architektur dann in etwa so verhilt, wie es die Eckdaten der Architektur, also im Wesentlichen
die DP-Performance, die DRAM-Bandbreite, die Kernzahl und die On-Chip-Speichergrofie,
erwarten lassen.

12.2 Erfiillung der Ziele

Zusammenfassend konnen wir sagen, dass der von uns entwickelte Ansatz iiber eine Daten-
flussgraphreprésentation von einem ODE-Verfahren optimierte Implementierungsvarianten mit
Kernelfusion oder Tiling zu generieren, die Ziele wie folgt abdeckt:

¢ Unterstiitzung eines breiten Spektrums an haufig verwendeter expliziter ODE-
Verfahren: Uber unsere Datenflussgraphreprisentation von ODE-Verfahren und die au-
tomatische Generierung von Implementierungsvarianten daraus unterstiitzen wir nicht
nur das Losen von Anfangswertprobleme durch RK-Verfahren, PIRK-Verfahren, Peer-
Verfahren oder Adams-Bashforth-Verfahren, sondern das generelle Losen von Anfangs-
wertproblemen iiber die Klasse der allgemeinen linearen Verfahren.

« Effizientes Losen von Anfangswertproblemen ohne beschrinkte Zugriffsdistanz:
Dichtbesetzte Anfangswertprobleme und diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer
hohen arithmetischen Intensitét lassen sich bereits mit der Basisimplementierung effizi-
ent 16sen. Dahingegen lassen sich diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit einer geringen
arithmetischen Intensitédt zwar auch iiber die Basisimplementierung 16sen, jedoch ist fiir
solche Anfangswertprobleme eine per Kernelfusion generierte Implementierungsvariante
auf Grund des hoheren Grades an Datenwiederverwendung und der daraus resultierenden
grofleren Performance besser geeignet.

Effizientes Losen von Anfangswertproblemen mit beschrinkter Zugriffsdistanz:
Hierfiir stehen nicht nur die Basisimplementierung zur Verfiigung, sondern auch die Va-
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rianten mit Kernelfusion sowie mit Tiling, wobei eine Variante mit Tiling fiir kleinere,
mittlere und grofe Zugriffsdistanzen eine bessere Performance erzielt als eine Variante
mit Kernelfusion oder die Basisimplementierung. Lediglich bei sehr groen Zugriffsdi-
stanzen ist eine Variante mit Kernelfusion besser geeignet als eine Variante mit Tiling.

¢ Ausnutzung von Systemparallelitit und Methodenparallelitiit: Alle unserer Varian-
ten nutzen die Systemparallelitiit effizient aus, um die Berechnungen sowohl auf GPUs
als auch auf CPUs auf die Rechenkerne zu verteilen. Zusitzlich nutzen sdmtliche Va-
rianten sowohl auf GPUs als auch auf CPUs die Systemparallelitit fiir ihre Vektorisie-
rung aus. Die Methodenparallelitit nutzen unsere Varianten sowohl bei der Kernelfusion
sowie beim Tiling aus, indem sie die unabhingigen Stufen eines ODE-Verfahrens fu-
sionieren beziehungsweise in dasselbe RHS — LC-Glied der Abhingigkeitskette des
ODE-Verfahrens einfiigen, um dadurch die Datenwiederverwendung zu erhéhen. Die-
se Ausnutzung der Methodenparallelitit fiir die Datenwiederverwendung ist zwar fiir
viele ODE-Verfahren sehr effektiv, entfremdet jedoch die Methodenparallelitéit ihrem ur-
spriinglichen Verwendungszweck, und zwar eine zusitzliche Quelle an Parallelitit zu
bieten, um mehr Rechenkerne fiir das Losen eines Anfangswertproblems benutzen zu
konnen.

¢ Ein hoher Grad an Datenwiederverwendung iiber die On-Chip-Speicher: Wir er-
zielten sowohl iiber die Kernelfusion als auch iiber das Tiling, dass ein Prozessor in ei-
nem Kernel méglichst viele Daten iiber seinen On-Chip-Speicher wiederverwenden kann
und moglichst wenig Daten zwischen den Kernels tiber den DRAM transferieren muss.
Dabei gehen sowohl unser Ansatz mit der Kernelfusion als auch unser Ansatz mit dem
Tiling auf die architekturspezifischen Besonderheiten der On-Chip-Speicher von GPUs
und CPUs ein. Diese durch die Kernelfusion und das Tiling erhéhte Datenwiederverwen-
dung zeigt sich in einem deutlich reduzierten Datenvolumen und DRAM-Volumen der
per Kernelfusion und Tiling generierten Varianten.

Unterstiitzung von GPUs und CPUs als optimierte Zielplattformen: Wir konnen iiber
unserem Ansatz beziehungsweise iiber unser Framework fiir CPUs und GPUs sowie fiir
ein gegebenes ODE-Verfahren nicht nur die Basisimplementierung generieren, sondern
auch die Varianten mit Fusion und mit Tiling. Dabei erzeugt unser Ansatz bei der Ge-
nerierung einer Variante einen Maschinencode, welcher auf die jeweilige Architektur
optimiert ist.

12.3 Ausblick

Aus den erzielten Ergebnissen dieser Arbeit ergeben sich folgende weitere interessante Ansitze,
deren wissenschaftliche Untersuchung lohnenswert erscheint:

* Ausbau des Autotunings fiir die Kernelfusion: Aktuell muss ein Benutzer des Fra-
meworks zur Erzeugung von Implementierungsvarianten die Enabling-Transformationen
von Hand auf ein gegebenes ODE-Verfahren anwenden. Dies ist nicht nur umstind-
lich, sondern es fillt einem Benutzer gerade bei einem ODE-Verfahren mit vie-
len Stufen schwer, die Enabling-Transformationen so anzuwenden, dass sie das Da-
tenvolumen minimieren. Deshalb wire hier ein Automatismus sinnvoll, welcher die
Enabling-Transformationen automatisch auf den Datenflussgraphen eines beliebigen
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ODE-Verfahrens anwendet, so dass die Enabling-Transformationen das Datenvolumen
minimieren.

Ausbau des Autotunings fiir das Tiling: Man konnte unseren Ansatz des Autotu-
nings fiir das Tiling noch weiter verfeinern, so dass er noch weniger Kernels einem
Benchmark unterziehen muss. Dieses Verfeinern konnten wir zum Beispiel durch ein
Ausisten des Suchraums, zum Beispiel tiber Performance-Modelle, realisieren. Ebenso
konnten wir dieses Autotuning noch mit der Splitting-Transformation und der Cloning-
Transformation, welche wir beim Tiling nicht anwendeten, kombinieren. In unserer Ar-
beit realisierten wir das Autotuning zudem nur iiber einen Offline-Ansatz, wodurch
die wihrend des Autotunings ausgefiihrten Kernels nicht zum Losen des Anfangswert-
problems beitragen. Dementsprechend ist eine Erweiterung des Autotunings um einen
Online-Ansatz, bei welchem die vom Autotuning ausgefiihrten Kernels zum Losen des
Anfangswertproblems beitragen konnten, vielversprechend.

Erweiterung unseres Frameworks auf heterogene Cluster: Um nicht nur die Rechen-
leistung einer CPU oder GPU, sondern eines gesamten Clusters auszunutzen, ist eine
Erweiterung unseres Frameworks fiir heterogene Cluster sowohl fiir dichtbesetzte An-
fangswertprobleme ohne beschrinkte Zugriffsdistanz als auch fiir diinnbesetzte Anfangs-
wertprobleme mit beschrinkter Zugriffsdistanz vielversprechend:

— Cluster-Implementierung fiir dichtbesetzte Anfangswertprobleme: Fiir An-
fangswertprobleme ohne beschrinkte Zugriffsdistanz miisste man fiir eine effizi-
ente Cluster-Implementierung die Systemkomponenten blockweise auf die Pro-
zessoren des Clusters aufteilen, und vor jeder RHS-Operation den Argumentvek-
tor iiber eine All-Gather-Operation zwischen allen Prozessoren synchronisieren.
Da bei dieser blockweisen Aufteilung fiir dichtbesetzte Anfangswertprobleme die
RHS-Operation gegeniiber der All-Gather-Operation die Laufzeit dominieren wiir-
de, wiirde sich mit diesem Ansatz bei solchen dichtbesetzten Anfangswertproble-
men eine gute Performance erzielen lassen. Bei diinnbesetzten Anfangswertpro-
blemen jedoch wiirde bei einer solchen blockweisen Aufteilung die All-Gather-
Operation vor jeder RHS-Operation gegeniiber allen Vektorgrundoperationen die
Laufzeit dominieren, wodurch sich die Rechenleistung des Clusters wiederum nur
schlecht ausnutzen lieBe. Allerdings verhindert das beliebige Zugriffsmuster der
RHS-Operation bei einem allgemeinen Anfangswertproblem eine Reduzierung des
Kommunikationsaufwands. Deshalb ist auf einem Cluster keine effiziente Imple-
mentierung eines Losers fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme moglich, ohne das
Zugriffsmuster der RHS-Operation, wie zum Beispiel iiber eine beschrinkte Zu-
griffsdistanz, einzuschréinken.

— Cluster-Implementierung fiir diinnbesetzte Anfangswertprobleme mit be-
schrinkter Zugriffsdistanz: Bei diinnbesetzten Anfangswertproblemen mit be-
schriankter Zugriffsdistanz miisste man fiir eine effiziente Cluster-Implementierung
wieder die Systemkomponenten blockweise auf die Prozessoren des Clusters auf-
teilen. Allerdings wiirde man vor jeder RHS-Operation keine All-Gather-Operation
bendtigen, sondern jeder Prozessor miisste nur diejenigen Systemkomponen-
ten, die sich innerhalb der Zugriffsdistanz am Rand seines Blockes befinden,
mit den Nachbarprozessoren synchronisieren. Dadurch wiirden in dieser Cluster-
Implementierung nur noch benachbarte Prozessoren miteinander kommunizieren.
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Zusitzlich wire es hier bei einem heterogenen Cluster moglich, dass ein jeder Pro-
zessor die Systemkomponenten in seinem Block iiber seine eigne Implementie-
rungsvariante berechnet, welche fiir seine Architektur am effizientesten ist. So wire
es zum Beispiel moglich, dass eine GPU ihren Block tiber eine per Kernelfusion ge-
nerierte Variante berechnet, wihrend eine benachbarte CPU ihren Block iiber eine
Variante mit einem hexagonalen oder trapezoidalen Tiling berechnet. Ein Prozes-
sor konnte am Rand seines Blockes die Systemkomponenten mit den benachbarten
Prozessoren synchronisieren, wihrend er die Systemkomponenten in der Mitte sei-
nes Blockes berechnet. Hierdurch konnte eine Cluster-Implementierung sowohl die
Netzwerkbandbreite als auch die Rechenleistung des Clusters gleichzeitig ausnut-
zen.

Potentiell miisste eine Cluster-Implementierung gerade bei heterogenen Clustern noch
eine Lastbalancierung implementieren, das heift, sie muss fiir jeden Prozessors je nach
Last des Prozessors und der Last der beiden benachbarten Prozessoren den Block des
Prozessors vergrofiern oder verkleinern.

¢ Numerische Untersuchungen: In dieser Arbeit fithrten wir nur Untersuchungen durch,
wie sehr mehrere gegebene ODE-Verfahren auf einer Vielzahl an Test-GPUs und Test-
CPUs durch unsere Optimierungen beschleunigt werden. Allerdings wiire es interessant
zu untersuchen, welches ODE-Verfahren auf modernen GPUs und CPUs unter Einhal-
tung eines gegebenen lokalen Diskretisierungsfehlers am schnellsten oder am energieef-
fizientesten ist. Auch wire hier eventuell ein Autotuning-Ansatz lohnenswert, welcher in
kurzer Zeit eventuell mit Hilfe von Performance- oder Energiemodellen das effizienteste
ODE-Verfahren mit seiner effizientesten Implementierungsvariante bestimmt.

Weitere Spezialisierungen fiir weitere Arten von Anfangswertproblemen: Aktuell
beherrscht unser Framework nur allgemeine Anfangswertprobleme und besitzt nur ei-
ne Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit einem 2D- oder 3D-Iterationsraum fiir
die Kernelfusion sowie eine Spezialisierung auf Anfangswertprobleme mit beschréink-
ter Zugriffsdistanz fiir das Tiling. Allerdings gibt es potentiell noch viele weitere Arten
beziehungsweise Eigenschaften von Anfangswertproblemen, auf die sich unser Frame-
work spezialisieren konnte. Insbesondere scheint hier zunichst eine Spezialisierung auf
2D- oder 3D-Stencils vielversprechend zu sein, da diese fiir viele Anwendungen sehr be-
deutsam sind. Fiir solche 2D- oder 3D-Stencils konnte unser Framework mit der zusitz-
lichen Zeitdimension von ODE-Verfahren iiber ein 3D- beziehungsweise 4D-Tiling die
Speicherzugriffslokalitit und damit die Performance deutlich verbessern. Ebenso scheint
eine Spezialisierung auf Partikelsimulationen lohnenswert, da sich bei diesen mit der
Hilfe von zusitzlichen Datenstrukturen die Rechenkomplexitit in Abhéngigkeit von der
SystemgroBe n von O(n?) auf O(n log(n)) reduzieren lieRe.

¢ Integration der DSL in unser Framework und deren Erweiterung: Selbst wenn wir
bereits eine einfache DSL fiir die Beschreibung eines ODE-Verfahrens entwickelten, um
daraus den Datenflussgraphen des ODE-Verfahrens zu generieren, so ist diese DSL noch
nicht vollstidndig in unser Framework integriert. Jedoch wiirde eine solche Integration
es einem Benutzer deutlich erleichtern, selbst neue ODE-Verfahren zu unserem Frame-
work hinzuzufiigen. Des Weiteren wire eine Erweiterung dieser DSL sinnvoll, so dass
ein Benutzer mit dieser die zu generierende Implementierungsvariante niher spezifizie-
ren kann, das heif3t, ob unser Framework die Basisimplementierung oder eine Variante
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mit Kernelfusion oder mit Tiling generieren soll. Auch scheint eine Erweiterung der DSL
um eine Sprache zur Spezifikation von Anfangswertproblemen vielversprechend, da hier-
durch ein Benutzer ebenfalls leicht neue Anfangswertprobleme zu unserem Framework
hinzufiigen konnte. Allerdings wire bei dieser Art der Erweiterung der DSL darauf zu
achten, dass die DSL nicht zu einer GPL wird.
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13 Anhang

13.1 GPU-APIs mit CPU-Unterstiitzung

Mehrere APIs zur GPU-Programmierung, wie zum Beispiel OpenCL [W10], C++ AMP [T21]
oder hip [W14], beziehungsweise deren Implementierungen bieten einem Programmierer auch
die Moglichkeit, die Berechnungen beziehungsweise die Kernels nicht nur von einer GPU, son-
dern auch von einer Mehrkern-CPU ausfiihren zu lassen. Nichtsdestotrotz liegt der Fokus dieser
APIs weiterhin auf GPUs. Deshalb iibernehmen diese GPU-APIs fiir Thre CPU-Unterstiitzung
das Konzept des Kernels als ein paralleles Programm, welches nicht nur von GPUs, sondern
auch von CPUs ausgefiihrt werden kann. Dabei besteht ein solches CPU-Kernel wiederum aus
vielen potentiell parallelen Instanzen der Kernelfunktion, die weiterhin als Workitems bezeich-
net werden und die weiterhin zu Workgroups gruppiert sind.

Startet eine Anwendung iiber eine GPU-API ein Kernel auf einer Mehrkern-CPU, so lésst die
GPU-API von der Mehrkehr-CPU des Kernel wie folgt abarbeiten (sieche zum Beispiel [T27],
[T25] und [T15]): Zuerst initialisiert die GPU-API einen Task-Pool bestehend aus den Work-
groups des Kernels und startet fiir jeden logischen CPU-Kern einen Worker-Thread. Nach ihrem
Starten entfernen die Worker-Threads die Workgroups aus dem Task-Pool und fiihren sie aus, so
dass ein jeder Worker-Thread jeweils nur eine Workgroup gleichzeitig ausfiihrt. Fiir diese Aus-
fithrung iteriert der Worker-Thread iiber die Workitems der Workgroup in einer Schleifenstruk-
tur, die nicht von der GPU-API spezifiziert wird. Dadurch kann der CPU-Compiler der GPU-
API die Schleifenstruktur innerhalb einer Workgroup auf das entsprechende Kernel und auf die
Ziel-CPU-Architektur hin optimieren. Dies hat zur Folge, dass ein Programmierer nur kaum
die generierten Schleifenstrukturen kontrollieren kann. Der Compiler kann zudem Operationen
innerhalb eines einzigen Workitems vektorisieren, aber auch Operationen aus unterschiedli-
chen Workitems innerhalb derselben Workgroup. Zusétzlich kann der Compiler weitere Schlei-
fenoptimerungen durchfiihren, wie etwa das Abrollen des Iterierens einer Workgroup tiber ih-
re Workitems. Wihrend ein CPU-Compiler keine Parallelitédt auf Thread-Ebene zwischen den
Workitems einer Workgroup einfiihrt, so nutzt ein CPU-Compiler dennoch die entspannte Spei-
cherkonsistenz, welche aus der Nebenldufigkeit der Workitems einer Workgroup resultiert, fiir
Optimierungen aus. Einem Programmierer ist es bei GPU-APIs mit CPU-Unterstiitzung zu-
dem mit Hilfe eines Compiler-Hinweises moglich, die Anzahl an Workitems pro Workgroup
auf eins zu beschrinken. Durch dieses Beschrianken wird die Kernelfunktion sehr dhnlich zu
einer Eintrittsfunktion fiir einen CPU-Thread in einer General-Purpose-Programmiersprache.
Aber im Gegenzug verliert der Programmierer denjenigen Vorteil, dass der CPU-Compiler das
Kernel nun nicht mehr effizient iiber die Workitems einer Workgroup hinweg vektorisieren und
optimieren kann.

13.2 Alternative Moglichkeiten zur Integration der CPU-Unterstiitzung in
unser Framework

Statt dem DLL-Ansatz hitten wir CPUs als Zielplattform fiir unser Framework auch per Open-
CL (siche Abschnitt 13.1 wie OpenCL von CPUs implementiert wird) oder einem Kernel-
Interpreter unterstiitzen konnen, wobei die beiden alternativen Ansitze in unseren Augen kaum
Vorteile, dafiir viele Nachteile besitzen:

CPU-Unterstiitzung iiber OpenCL: Wihrend wir in unserem Framework den OpenCL-Pfad
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des Moduls der Ausfiihrung, den wir fiir GPUs implementierten, auch fiir CPUs hitten verwen-
den konnen, so hitten wir fiir die effiziente CPU-Unterstiitzung per OpenCL ebenfalls einen
neuen Codegenerator entwickeln miissen, der fir CPUs optimierten Quelltext in OpenCL-C
erzeugt. Bei dieser Codegenerierung in OpenCL-C ist aber Folgendes problematisch:

* Der Ansatz den Iterationsraum in einem Block beziehungsweise in einem Tile iiber meh-
rere Workitems per Workgroup zu definieren wire keine Option gewesen, da wir hier-
durch die Kontrolle tiber die Schleifenstruktur in einem solchen Block beziehungsweise
Tile verloren hitten. Ebenso hitte hierdurch ein CPU-Kernel eine RHS-Operation nur
iiber die Eval-Comp-Implementierung und nicht tiber die Eval-Range-Implementierung
der RHS-Funktion berechnen kénnen.

* Wihrend der Ansatz von nur einem Workitem per Workgroup fiir CPUs passender wire,
so wiirden wir hierbei auch fast alle Vorteile des Programmiermodells von OpenCL-C
verlieren. Da zudem der Ansatz mit einem Workitem per Workgroup nicht der primére
beabsichtigte Use-Case von OpenCL auf CPUs ist, ist es zudem moglich, dass dieser
Ansatz von einem OpenCL-CPU-Compiler nicht effizient umgesetzt wird.

* Die Programmiersprache C wurde im Jahr 1972 entwickelt, wihrend OpenCL bezie-
hungsweise OpenCL-C erst im Jahre 2008 entwickelt wurden. Zudem besitzt C einen
deutlich groferen Marktanteil als OpenCL. So existieren zum Beispiel auf GitHub
[W23] im Jahre 2022 circa 1000 000 Repositories mit der Programmiersprache C, aber
nur 19000 Repositories, die OpenCL verwenden. Auch deckt C als General-Purpose-
Programming-Language samtliche Anwendungen ab, wihrend OpenCL auf die Program-
mierung heterogener Systeme spezialisiert ist (siche [T25]). Folglich kann man davon
ausgehen, dass gewohnliche C-Compiler bis in ferner Zukunft hdufig aktualisiert und fiir
neue CPUs optimiert werden. Im Gegensatz dazu ist es ungewiss, wie lange OpenCL-
Implementierungen fiir CPUs noch aktualisiert werden oder ob OpenCL durch eine an-
dere API in naher Zukunft de-facto ersetzt wird.

CPU-Unterstiitzung iiber einen Kernel-Interpreter: Ein solcher Interpreter wiirde, wie der
Name bereits verrit, ein Kernel via Interpretation mit einer konfigurierbaren Schleifenstruktur
ausfiihren. Leider besitzt eine solche Interpretation verglichen mit der Ausfiihrung von gene-
riertem Code immer einen Overhead. Dieser Overhead ist aber zu vernachlidssigen, wenn die
Schleifen des Interpreters tiber geniigend viele Komponenten iterieren. Zusitzlich ldsst sich
dieser Overhead sehr stark reduzieren, indem der Interpreter die Schleifenstrukturen des Ker-
nels nur einmal am Anfang ermittelt, abspeichert und dann bei jeder Ausfithrung des Kernels
ladt. Auf diese Weise muss der Interpreter wihrend der Ausfiihrung eines Kernels keine Be-
rechnungen mehr aufbringen, um die Schleifenstruktur des Kernels zu ermitteln. Des Weiteren
kann ein Interpreter nur schlecht Datenwiederverwendung iiber die Register erzielen. Dies ist
kein Problem auf CPUs, da diese hauptsichlich Daten tiber ihre Caches wiederverwenden, aber
ein grofes Problem auf GPUs, da hier die Datenwiederverwendung iiber die Register eine sehr
grofle Rolle spielt. Des Weiteren wire es fiir die CPU-Unterstiitzung unseres Frameworks auf-
windiger gewesen, einen Interpreter fiir CPU-Kernels zu entwickeln als einen Codegenerator
fir CPU-Kernels zu implementieren.
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13.3 Herausforderungen bei den experimentellen Untersuchungen

13.3.1 Workaround fiir die Untersuchung der Skalierbarkeit mit der Anzahl
an benutzten GPU-Kernen

Da man eine moderne GPU nicht so konfigurieren kann, dass sie die Workgroups eines Kernels
nicht auf allen ihrer GPU-Kerne, sondern nur auf einem Teil ihrer GPU-Kerne, ausfiihrt, ist
es nicht moglich direkt zu evaluieren, wie ein Kernel mit der Zahl der benutzten GPU-Kerne
skaliert. Jedoch implementierten wir ein Workaround fiir dieses Problem. Dieser Workaround
reiht zunichst in einer Task-Queue der GPU ein blockierendes Kernel ein, welches fiir jeden zu
blockierenden Kern eine Workgroup startet, die den Kern komplett belegt. Diese Workgroups
fithren dann nur Dummy-Berechnungen ohne Speicherzugriffe fiir eine lange Zeit aus. Kurze
Zeit spiter reiht der Workaround in eine andere Task-Queue der GPU das zu untersuchende
Kernel ein. Da das blockierende Kernel mittlerweile mit seinen Workgroups die zu blockieren-
den GPU-Kerne belegt, kann die GPU die Workgroups des zu untersuchenden Kernels nur auf
den nicht blockierten Kernen starten. Folglich kdnnen wir mit diesem Workaround die Anzahl
der fiir ein Kernel verwendeten GPU-Kerne auf jeden erwiinschten Wert reduzieren. Auf der
Hawaii-GPU zeigte dieser Workaround zudem, dass die Kerne dieser GPU in Gruppen von vier
angeordnet sind, und dass eine solche Gruppe nur Workgroups von demselben Kernel gleich-
zeitig ausfiihren kann. Folglich konnen wir mit diesem Workaround auf der Hawaii-GPU die
Skalierung nur fiir ein Vielfaches von vier Kernen messen.

13.3.2 Probleme bei den Experimenten fiir Multi-Workgroup-Tiling auf der
Polaris-GPU

Auf der Polaris-GPU stieen wir unter der Verwendung von OpenCL bei den Experimenten fiir
das Multi-Workgroup-Tiling auf mehrere Probleme:

* Es kann nach einer atomaren Operation mehrere 100 000 Takte dauern, bis der aktuali-
sierte Wert eines Zihlers einer Barriere vom Typ-ATOMIC in den L1-Caches von allen
GPU-Kernen sichtbar wird. Jedoch konnen wir dieses Problem dadurch beheben, dass
die Barriere in ihrer Busy-Waiting-Schleife den Zihler nicht direkt iiber eine gewohnli-
che Ladeoperation, sondern iiber ein atomares Inkrement um null, ausliest, welches die
GPU nicht iiber ihre L1-Caches, sondern iiber ihren L.2-Cache abwickelt.

* Aus unbekannten Griinden erzeugen einige Kernel mit Multi-Workgroup-Tiling auf Po-
laris einen Fehler oder ein Deadlock, falls sie mehr als zwei Komponenten pro Workitem
berechnen. Da unsere aktuelle Autotuning-Funktionalitit unseres Frameworks sich nicht
von solchen Fehlern oder Deadlocks erholen kann, beschrinken wir alle Kernels auf Po-
laris auf zwei Komponenten pro Workitem.

* Die Anzahl der von einem Kernel benétigten Register kann nicht tiber die OpenCL-API
abgefragt werden, wodurch unser Autotuning-Ansatz mehr Kandidaten fiir die beste Tile-
Breite und Tile-Hohe durchprobieren muss.

¢ In CUDA kann man fiir ein Kernel eine maximale Workgroup-Grofie und eine minimale
Anzahl von Workgroups pro Kern fiir diese maximale Workgroup-Grofe erzwingen. Da-
hingegen kann man in OpenCL fiir ein Kernel nur eine maximale Workgroup-Grofie, aber
keine minimale Anzahl von Workgroups pro Kern fiir diese maximale Workgroup-Grofie,
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erzwingen. Da beim Multi-Workgroup-Tiling die GPU s@mtliche Workgroups von min-
destens einem Tile gleichzeitig ausfithren muss, darf unter der Verwendung von OpenCL
ein Multi-Workgroup-Tile nicht aus mehr Workgroups bestehen, als die GPU Kerne be-
sitzt. Bedauerlicherweise unterstiitzt Polaris bis zu 2 560 Workitems pro Kern, aber nur
eine maximale Workgroup-Grofie von 1 024 Workitems. Dieses Problem in Kombination
mit dem Auftreten von Deadlocks bei mehr als zwei zu berechnenden Komponenten pro
Workitem reduziert die maximale Tile-Breite auf Polaris.
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13.4 Metriken

In dieser Arbeit verwenden wir folgende Metriken fiir das Profiling unserer Implementierungs-
varianten:

* DRAM-Volumen (Vpram): Wir definieren das DRAM-Volumen von einem oder mehre-
ren Kernels als die Gesamtzahl an Bytes, die die Kernel zwischen dem Prozessor und
dem DRAM transferieren. Dieses DRAM-Volumen berechnen wir iiber das Produkt der
DRAM-Bandbreite w der Kernels und dessen Laufzeit 7

Voram = w - T (13.1)

¢ Datenvolumen (Vgata): Das Datenvolumen soll eine theoretische untere Grenze fiir das
DRAM-Volumen sein. Dabei nimmt das Datenvolumen keine Wiederverwendung von
Vektorkomponenten iiber die Caches des Prozessors zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Kernels an. Zusitzlich nimmt es an, dass innerhalb eines Kernels mehrmalige Zugrif-
fe auf dieselbe Vektorkomponente durch die Caches des Prozessors abgefangen werden.
Je nach Variante berechnet sich das Datenvolumen unterschiedlich:

— Datenvolumen der Varianten der Basisimplementierung und der Varianten
mit Kernelfusion: Da fiir die Varianten der Basisimplementierung und die Vari-
anten mit Kernelfusion unsere Kernels nur, abgesehen von den zeitvarianten Ko-
effizienten der Konstantengenerierung und den Skalaren der Reduktion, komplette
permanente Vektoren aus dem DRAM lesen oder in den DRAM schreiben, konnen
wir hierfiir das Datenvolumen berechnen als:

Vaaw = v - m - sizeof(precision). (13.2)

Dabei ist n die Dimension des ODE-Systems, sizeof(precision) die Anzahl an By-
tes per Vektorelement und v die Anzahl von permanenten Vektoren, die von dem
Kernel gelesen oder zuriickgeschrieben werden, wie wir sie bei den Varianten mit
Kernelfusion in den Tabellen 9.5, 9.8, 9.10 und 9.12 berechneten.

— Datenvolumen der Varianten mit Tiling: Bei den Varianten mit Tiling liest und
schreibt ein Kernel nicht nur komplette permanente Vektoren aus dem DRAM be-
ziehungsweise in den DRAM, sondern fiir einige permanente Vektoren liest und
schreibt ein Kernel auch nur Blocke von aufeinanderfolgenden Komponenten mit
einem festen Stride untereinander aus den DRAM beziehungsweise in den DRAM.
Deshalb berechnet sich bei den Varianten mit Tiling das Datenvolumen als:

Viaa = Z k; - sizeof(precision). (13.3)

=1

Dabei ist k; die Anzahl an Komponenten, die das Kernel mit Tiling von dem
iten Argumentvektor aus dem DRAM liest oder in den DRAM schreibt, si-
zeof(precision) ist die Anzahl an Bytes per Vektorelement und v ist die Anzahl
an Argumentvektoren des Kernels.
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o Cache-Effizienz (Fcache): Die Cache-Effizienz beschreibt, wie effizient die Caches das
DRAM-Volumen reduzieren konnen, oder genauer, wie nahe das DRAM-Volumen beim
Datenvolumen ist. Folglich definieren wir die Cache-Effizienz von einem oder mehreren
Kernels als das Verhiltnis zwischen deren Datenvolumen und deren DRAM-Volumen:

‘/dala

VDRAM

Ecache - (134)
Dabei kann jedoch eine eigentlich ausgeschlossene Datenwiederverwendung zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Kernels oder auch Ungenauigkeiten beim Profiling des
DRAM-Volumens eine Cache-Effizienz von etwas iiber 100 % verursachen.

Auslastung der DRAM-Bandbreite (Upram): Wir definieren die Auslastung der
DRAM-Bandbreite als das Verhiltnis der im Profiler gemessenen DRAM-Bandbreite w
zu seiner Burst-DRAM-Bandbreite wgurst

Ubram = <1 (13.5)

WBurst

Hierbei gilt es zu beachten, dass der DRAM seine Burst-DRAM-Bandbreite auf Grund
von DRAM-Refreshes und Pipeline-Stalls beziehungsweise Pipeline-Bubbles nicht {iber
einen lidngeren Zeitraum aufrechterhalten kann. GemédB unseren Erfahrungen kann des-
halb ein Kernel, selbst wenn es durch die DRAM-Bandbreite gebunden ist, nur, je nach
seinem Speicherzugriffsmuster, der Architektur des Prozessors und der verwendeten
DRAM-Technologie, ungefihr 70 % bis 95 % der Burst-DRAM-Bandbreite ausnutzen.
Eine Behandlung und eine experimentelle Untersuchung dieser Problematik kann zum
Beispiel in der Arbeit [K38] gefunden werden. In der Literatur wird die Burst-DRAM-
Bandbreite auch oft als potentielle Bandbreite, wie zum Beispiel in [T28], als maximale
Bandbreite oder als Peak-Bandbreite, wie zum Beispiel in [K38], bezeichnet. Wir ver-
wenden in dieser Arbeit jedoch den Begriff der Burst-DRAM-Bandbreite, da dieser Be-
griff die Natur dieser Bandbreite, und zwar dass der DRAM sie nur fiir einen kurzen
Zeitraum aufrechterhalten kann, am besten beschreibt.

* Anzahl an herausgegebenen Instruktionen (INS): Die Metrik der Anzahl an herausge-
gebenen Instruktionen beschreibt, wie viele Instruktionen die Scheduler der Kerne insge-
samt wihrend der Ausfithrung eines Kernels an die Ausfiihrungseinheiten herausgeben.

¢ Anzahl an herausgegebene Instruktionen pro Takt (IPC): Die Metrik der Anzahl an
herausgegebenen Instruktionen pro Takt beschreibt, wie viele Instruktionen pro Takt die
Scheduler der Kerne im Durchschnitt an die Ausfithrungeinheiten wéhrend der Ausfiih-
rung eines Kernels herausgeben.

Auslastung der IPC (Urpc): Wir definieren die Auslastung der ICP fiir ein Kernel als
dasjenige Verhiltnis zwischen den tatsdchlich herausgegebenen Instruktionen pro Takt
(IPC) zu derjenigen Anzahl an Instruktionen pro Takt (IPCpax), die ein Kern des Prozes-
sors maximal herausgeben kann:

IPC
<1 13.6
IPCrax — (13.6)
Wir konnen die Auslastung der IPC dafiir verwenden, um auf GPUs fiir Kernels mit
der einfachen Gleitkommagenauigkeit die Auslastung der SP-FPU+INT32-ALUs ab-
zuschitzen. Dabei gilt es zu beachten, dass zum Beispiel ein Kern auf einer GPU der

Urpc =
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Maxwell Architektur bis zu 8 Instruktionen pro Takt herausgeben kann, wihrend seine
SP-FPU+INT32-ALUs nur bis zu 4 Instruktionen pro Takt verarbeiten konnen. Ebenso
kann ein Kern der Kepler-Architektur bis zu 8 Instruktionen pro Takt herausgeben, wih-
rend seine SP-FPU+INT32-ALUs nur bis zu 6 Instruktionen pro Takt verarbeiten kon-
nen. Folglich kann ein Kernel auf einer GPU mit der Maxwell-Architektur bereits durch
dessen Rechenleistung gebunden sein, falls die Anzahl an herausgegebenen Instruktio-
nen pro Takt mehr als 50 % von IPCp.x betrdgt, und auf einer GPU mit der Kepler-
Architektur, falls die Anzahl an herausgegebenen Instruktionen pro Takt mehr als 75 %
von IPC,x betrégt.

Auslastung der DP-Rechenwerke (Upp): Wir definieren die Auslastung der DP-
Rechenwerke als dasjenige Verhiltnis von den durch einen Prozessor herausgegebenen
DP-Instruktionen pro Takt (IPCpp) zu der maximalen Anzahl an DP-Instruktionen pro
Takt (IPCpp, max ), die die DP-Rechenwerke des Prozessors maximal verarbeiten kénnen:

IPCpp

Upp = ——2%
bF IPCDP, max -

(13.7)

Hierbei gilt anzumerken, dass die Metrik der Auslastung der DP-Rechenwerke Fused-
Multiply-Add-Instruktionen, Multiplikationsinstruktionen und Additionsinstruktionen je
nur einfach gewichtet. Zudem beriicksichtigt diese Metrik nicht, dass auf einer SIMD-
Architektur in einem Kernel durch Predication oder schlechte Vektorisierung SIMD-
Lanes in einem DP-Rechenwerk ungenutzt sein konnen, wodurch wiederum Rechen-
leistung verloren gehen kann. Deshalb eignet sich diese Metrik dafiir sehr gut, um zu
erkennen, inwieweit die DP-Rechenwerke in einem Kernel ein Flaschenhals darstellen.
Sie eignet sich aber nicht, um zu erkennen, wie viel DP-Rechenleistung ein Prozessor fiir
ein Kernel tatsichlich erzielen kann.

Ausnutzung der DP-Peak-Performance (Upp.peak): Wir definieren die Ausnutzung der
DP-Peak-Performance als das Verhiltnis von denjenigen DP-FLOPS, die ein Kernel auf
einem Prozessor erzielt, zu den maximalen DP-FLOPS des Prozessors, wobei wir, wie
bei dieser Metrik allgemein iiblich, Add-DP-FLOPS sowie Mul-DP-FLOPS einfach und
FMA-DP-FLOPS doppelt gewichten:

FLOPSpp a<a~ + FLOPSppmu~ + 2 - FLOPSpp rma
FLOPSpp, Add, max + FLOPSpp, mul, max + 2 - FLOPSpp, £ma, max

UDP—PEAK =

< 1. (13.8)

Dadurch eignet sich die Metrik der Ausnutzung der DP-Peak-Performance im Gegen-
satz zur Metrik der Auslastung der DP-Rechenwerke nicht, um festzustellen, ob die
DP-Rechenwerke in einem Kernel zu einem Flaschenhals werden. Falls ein bestimm-
ter Prozessor nicht all seine DP-Rechenwerke gleichzeitig auslasten kann, oder falls ein
DP-Rechenwerk mehrere unterschiedliche Arten von Gleitkommaoperationen durchfiih-
ren kann, muss fiir diesen Prozessor die Formel zur Berechnung von dessen maximalen
DP-FLOPS angepasst werden.
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13.5 GPU-Daten

Dieser folgende Abschnitt gibt eine Ubersicht iiber die technischen Daten und die Roh-
Performance mehrerer moderner GPUs aus den Jahren 2013 bis 2020. Dabei stammen diese
technischen Daten aus den Whitepapers und ISA-Dokumentationen der GPU-Architekturen
sowie aus den Programming-Guides von NVIDIA [T2-T9], AMD [T10-T15] und Intel [T16—
T19]. In dieser Arbeit geben wir die technischen Daten von folgenden GPUs an:

 Tabelle 13.1 zeigt die technischen Daten dreier NVIDIA-GPUs:

— Titan Black aus dem Jahr 2014
— Geforce 980 Ti aus dem Jahr 2015
— Tesla P100 aus dem Jahr 2016

 Tabelle 13.2 zeigt die technischen Daten dreier NVIDIA-GPUs:

— Titan V aus dem Jahr 2017
— Geforce RTX 3090 aus dem Jahr 2020
— A100 aus dem Jahr 2020

 Tabelle 13.3 zeigt die technischen Daten dreier AMD-GPUs:

— Firepro W8100 aus dem Jahr 2014
— Radeon RX 480 aus dem Jahr 2016
— Radeon RX 6900 aus dem Jahr 2020

 Tabelle 13.4 zeigt die technischen Daten dreier Intel-GPUs:

— HD 4600 aus dem Jahr 2012
— Iris Plus 650 aus dem Jahr 2015
— Xe DGI aus dem Jahr 2020

Zu diesen Tabellen ist Folgendes anzumerken:

» Die Kepler-Architektur von NVIDIA und sdmtliche GPU-Architekturen von Intel besit-
zen noch spezialisierte Textur-Caches, die wihrend eines Kernels nicht kohirent gehalten
werden und die ein Kernel auch fiir gewohnliche Gleitkommadaten verwenden kann. Wir
fugten diese Textur-Caches in der Tabelle aus Platzgriinden nicht mehr ein.

e Der L1-Cache auf der Kepler Titan Black kann nur Zugriffe auf den Stack-Speicher zwi-
schenspeichern. Ursache hierfiir ist wahrscheinlich ein Erratum bei der Cache-Kohirenz
der GPU. Diese Vermutung wird dadurch gestiitzt, dass in einer spéteren Revision der
Kepler-Architektur diese Einschrinkung nicht mehr existiert.

e Auf mehreren NVIDA-GPUs teilen sich der L1-Cache und der Scratchpad-Speicher den-
selben physikalischen Speicher, wobei die Aufteilung zwischen beiden konfigurierbar ist.
Wir versahen deshalb bei solchen GPUs in der Tabelle die Grofe des L1-Caches und des
Scratchpad-Speichers mit dem Term "bis zu".

¢ Welche Vektorrechenwerke ein Subkern besitzt, welche Instruktionen ein Vektorrechen-
werk ausfiithren kann, und ob ein Vektorrechenwerk zwischen den Subkernen geteilt ist,
wird leider von den GPU-Herstellern oft nur sehr ungenau oder fehlerhaft dokumentiert.
Aus diesem Grund konnen diese Tabelleneintrédge fehlerhaft sein und sollten deshalb nur
zur Veranschaulichung herangezogen werden.

Seite 307 / 343



KAPITEL 13. ANHANG

Die Rohperformance der GPUs aus den Tabellen 13.1 13.2 13.3 und 13.4 wird in der Tabelle
13.5 gezeigt. Zu dieser Tabelle ist Folgendes anzumerken:

* Moderne GPUs besitzen eine Boost-Funktion, mit Hilfe derer sie ihren Takt erhohen kon-
nen, sofern dies ihre Temperatur und ihr Stromverbrauch zuldsst. Jedoch kénnen moderne
GPUs ihren erhohten Boost-Takt gerade bei sehr rechenintensiven Kernels nur fiir eine
kurze Zeit beibehalten, da gerade bei solchen Kernels eine GPU viel Strom verbraucht
und sich deshalb stark erwédrmt. Deshalb gibt die Tabelle 13.5 nur den GPU-Basistakt
ohne die Boost-Erhéhung und die daraus resultierende Peak-Gleitkomma-Performance
an.

Diese Tabelle gibt, wie allgemein iiblich, die Taktung der DRAM-Chips indirekt iiber
die Transferrate einer Datenleitung in Bit-Tranfers pro Sekunde [T/s] an. Bei fritheren
DRAM-Technologien wie SDRAM war die Transferrate eines DRAM-Chips noch iden-
tisch zu dessen Takt. Bei moderneren DRAM-Technologien iibertrigt auf Grund von
Double-Data-Rate und Prefetching ein DRAM-Chip pro Takt mehrere Bits tiber eine Da-
tenleitung.

* Bei der angegebenen DRAM-Bandbreite handelt es sich um die sogenannte Burst-
DRAM-Bandbreite, welche die GPU nur fiir einen sehr kurzen Zeitraum erreichen kann.
Ursachen hierfiir sind DRAM-Refreshes, Bank-Konflikte, Stalls beziehungsweise Bub-
bles in der Pipeline des entsprechenden DRAM-Protokolls und Latenzen. Der Einfluss
der DRAM-Refreshes auf die tatsdchlich erreichbare DRAM-Bandbreite unterscheidet
sich je nach DRAM-Technologie (fiir eine ausgiebigere Erlduterung siche zum Beispiel
[T28]):

— DRAM-Refreshes bei der GDDR-Technologie: Eine GPU mit GDDR-Speicher
kann nur sédmtliche Speicherbianke eines GDDR-Chips gleichzeitig auffrischen.
Dieses Auffrischen verursacht wiederum einen Stall in der Pipeline des GDDR-
Protokolls. Deshalb kann ein GDDR-Chip nicht nur wihrend des Auffrischens kei-
ne Daten an die GPU schicken, sondern nach dem Auffrischen muss die GPU die
Pipeline des GDDR-Protokolls neu initialisieren. Dadurch dauert es nach dem Auf-
frischen noch mehrere Takte, bis der GDDR-Chip die nichsten Daten zur GPU
schickt. Bis dahin bleibt der Datenbus des GDDR-Chips unbenutzt. Dieser Refresh
fithrt dazu, dass GDDR-Speicher nur 90 % bis 95 % seiner Burst-Bandbreite iiber
einen ldngeren Zeitraum ausnutzen kann.

— DRAM-Refreshes bei der HBM-Technologie: Im Gegensatz zu einer GPU mit
GDDR-Speicher kann eine GPU mit HBM-Speicher jedoch auch nur eine einzel-
ne Speicherbank in einem HBM-Chip auffrischen und die tibrigen Speicherbinke
des HBM-Chips dafiir verwenden, um den Datenbus des HBM-Chips wihrend des
Auffrischens dieser einzelnen Bank weiterhin zu saturieren. Hierdurch wird der
Overhead der DRAM-Refreshes fast vollkommen negiert.
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GPU . Titan Black GeForce 980 Ti Tesla P100
Architektur Kepler Maxwell Pascal (Compute)
Jahr 2014 2015 2016
Speicher
Typ GDDR5 GDDRS5 HBM2
Ausbau 6 GiB 6 GiB 16 GiB
Interface 384 Bit 384 Bit 4096 Bit
Caches
L1 15 x 48 kiB (bis zu, | 22 x 48 kiB 56 x 24 kiB

privat je Kern) (privat je Kern) (privat je Kern)
L2 3 MiB 3 MiB 4 MiB

(geteilt) (geteilt) (geteilt)
Kerne
# Kerne 15 22 56
Scratchpadspei- 48 kiB (bis zu) 96 kiB 64 KiB
cher pro Kern
# Subkerne 4 4 2
pro Kern
Max. # Threads 16 16 32
pro Subkern
Kontrollvektor- 32 32 32
breite
# Vektorregister 512 512 1024
pro Subkern
Aufbau eines 32 x 32-Bit Lanes 32 x 32-Bit Lanes 32 x 32-Bit Lanes
Vektorregisters
Vektorrechen- SP-FPU (32x)+ SP-FPU (32x)+ SP-FPU (32x)+
werke pro INT32-ALU (32x), | INT32-ALU (32x), | INT32-ALU (32x),
Subkern (mit DP-FPU (16 x) DP-FPU (2x) DP-FPU (16x),
Vektorbreite) SP-SFU (8x)
Vektorrechen- SP-FPU (32x)+ SP-SFU (4x)

werke geteilt
zwischen je zwei
Subkernen (mit
Vektorbreite)

INT32-ALU (32x),
SP-FPU (16x)

Tabelle 13.1: Technische Daten dreier NVIDIA GPUs aus den Jahren 2014 bis 2016.
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GPU | Titan v Geforce RTX 3090 | A100
Architektur Volta Ampere Ampere (Compute)
Jahr 2017 2020 2020
Speicher
Typ HBM2 GDDR6X HBM2
Ausbau 10 GiB 24 GiB 80 GiB
Interface 3072 Bit 384 Bit 5120 Bit
Caches
L1 80 x 128 kiB (bis 82 x 128 kiB (bis 108 x 128 kiB (bis

(zu, privat je Kern) zu, privat je Kern) zu, privat je Kern)
L2 6 MiB 6 MiB 40 MiB

(geteilt) (geteilt) (geteilt)
Kerne
# Kerne 80 82 108
Scratchpadspei- 96 kiB (bis zu) 100 kiB (bis zu) 164 KiB (bis zu)
cher pro Kern
# Subkerne 4 4 4
pro Kern
Max. # Threads 16 12 16
pro Subkern
Kontrollvektor- 32 32 32
breite
# Vektorregister 512 512 512
pro Subkern
Aufbau eines 32 x 32-Bit Lanes 32 x 32-Bit Lanes 32 x 32-Bit Lanes
Vektorregisters
Vektorrechen- SP-FPU (16 %), SP-FPU (16 %)+ SP-FPU (16 x%),
werke pro INT32-ALU (16 %), INT32-ALU (16x), | INT32-ALU (16x),
Subkern (mit DP-FPU (8x), SP-FPU (16 %), DP-FPU (8x),
Vektorbreite) SP-SFU (4x), SP-SFU (4x), SP-SFU (4x),

2x Tensor-FPU (64x) | Tensor-FPU (256x) | Tensor-FPU (256 )
Vektorrechen- DP-FPU (1x)

werke geteilt
zwischen je zwei
Subkernen (mit
Vektorbreite)

Tabelle 13.2: Technische Daten dreier NVIDIA GPUs aus den Jahren 2017 bis 2020
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GPU | Firepro w8100 Radeon RX 480 Radeon RX 6900

Architektur GCN 2 (Hawaii) GCN 4 (Polaris) RDNA 2 (Navi)

Jahr 2014 2016 2020

Speicher

Typ GDDR5 GDDR5 GDDR6

Ausbau 8 GiB 8 GiB 16 GiB

Interface 512 Bit 256 Bit 256 Bit

Caches

L1 40 x 16 kiB 32 x 16 kiB 80 x 64 kiB

(privat je Kern) (privat je Kern) (privat je Kern)
L2 1 MiB 2 MiB 16 x 128 kiB
(geteilt) (geteilt) (gtlt. je 5 Kerne)

L3 - - 4 MiByte
(geteilt)

L4 - - 128 MiByte
(geteilt)

Kerne

# Kerne 40 32 80

Scratchpadspei- 64 kiB 64 kiB 128 KiB

cher pro Kern

# Subkerne 4 4 4

pro Kern

Max. # Threads 10 10 20

pro Subkern

Kontrollvektor- 64 64 32 oder 64

breite

# Vektorregister || 512 512 1024

pro Subkern

Aufbau eines 64 x 32-Bit Lanes 64 x 32-Bit Lanes 32 x 32-Bit Lanes

Vektorregisters

Vektorrechen- SP-FPU (16x)+ SP-FPU (16x)+ SP-FPU (32x)+

werke pro INT32-ALU (16 x)+ | INT32-ALU (16x)+ | INT32-ALU (32x),

Subkern (mit DP-FPU (8 x) DP-FPU (1x) DP-FPU (2x),

Vektorbreite) SP-SFU (8x)

Tabelle 13.3: Technische Daten dreier AMD GPUs aus den Jahren 2014 bis 2020.
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GPU HD 4600 Iris Plus 650 Xe DG1
CPU Core i7-4790 Core i7-8569U n/a (diskrete GPU)
Architektur Proc. Grphce. Gen7 Proc. Grphc. Gen9 ?
Jahr 2013 2017 2020
Speicher
Typ DDR3 DDR4 DDR4
Ausbau modular modular 4 GiB
Interface 128 Bit 128 Bit 256 Bit
Caches
L1 256 kiB (privat 2 x 512 kiB (prvt. fiir | ?

fiir die gesamte GPU) | je drei GPU-Kerne)
L2 8 MiB (geteilt mit 8 MiB (geteilt mit 16 MiB

CPU als L3-Cache) CPU als L3-Cache) (geteilt)
L3 - 128 MiB (geteilt mit -

CPU als L4-Cache)

Kerne
# Kerne 2 6 6
Scratchpadspei- || 64 kiB 64 kiB ?
cher pro Kern
# Subkerne 10 8 16
pro Kern
# Threads 7 7 7
pro Subkern
Kontrollvektor- 1,2, 4,8, 16 oder 32 1,2,4,8, 16 oder 32 ?
breite
# Vektorregister || 128 128 ?
pro Thread
Aufbau eines 8 x 32-Bit Lanes 8 x 32-Bit Lanes ?
Vektorregisters
Vektorrechen- SP-FPU (4 x)+ SP-FPU (4x )+ ?
werke pro INT32-ALU (4x), INT32-ALU (4x),
Subkern (mit SP-FPU (4x)+ SP-FPU (4x)+
Vektorbreite) DP-FPU (2x, 2 Takte | INT32-ALU(4x)+

pro Instruktion) DP-FPU (2x, 2 Takte

pro Instruktion)

Tabelle 13.4: Technische Daten dreier Intel GPUs aus den Jahren 2013 bis 2020.
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NVIDIA GPUs || GPU-Takt | SP-Performance | DP-Performance | DRAM-Transferrate | DRAM-Bandbr. Bytes per
in [MHz] in [TFLOP/s] in [TFLOP/s] in [GT/s] in [GB/s] SP/DP-FLOP
Titan Black 889 5.1 1.7 7.0 337 | 0.065/0.196
GFrc. 980 Ti 1024 5.7 0.2 7.0 337 | 0.059/1.685
Tesla P100 1126 8.4 42 1.4 732 | 0.087/0.174
Titan V 1200 12.3 6.1 1.7 853 | 0.069/0.139
GFrc. 3090 1395 29.3 0.46 21.0 936 | 0.032/2.034
A100 765 12.4 6.2 1.8 1555 | 0.125/0.251

AMD GPUs GPU-Takt | SP-Performance | DP-Performance | DRAM-Transferrate | DRAM-Bandbr. Bytes per
in [MHz] in [TFLOP/s] in [TFLOP/s] in [GT/s] in [GB/s] SP/DP-FLOP
Firepro W8100 824 4.2 2.1 5.0 320 | 0.076/0.152
Rad. RX 480 1120 52 0.3 7.0 224 | 0.043/0.747
Rad. RX 6900 1825 18.7 1.2 16.0 512 0.027/0.43

Intel GPUs GPU-Takt | SP-Performance | DP-Performance | DRAM-Transferrate | DRAM-Bandbr. Bytes per
in [MHz] in [TFLOP/s] in [TFLOP/s] in [GT/s] in [GB/s] SP/DP-FLOP
HD Grph. 4600 1250 0.4 0.1 1.6 26 | 0.065/0.260
Iris Plus 650 1150 0.9 0.2 24 38 | 0.042/0.169
Xe DG1 1650 25 - 43 68 | 0.027/ -

Tabelle 13.5: Rohperformance der GPUs aus den Jahren 2013 bis 2020.
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13.6 CPU-Daten

Dieser folgende Abschnitt gibt eine Ubersicht iiber die technischen Daten und die Roh-
Performance mehrerer moderner x64-CPUs von Intel und AMD aus dem Desktop und Ser-
verbereich, welche in den Jahren 2012 bis 2021 eingefiihrt wurden. Die technischen Daten
stammen hierbei aus dem Kompendium zur Mikroarchitektur von modernen Intel, AMD und
VIA-CPUs von Agner Fog [T22], welches als Standardliteratur zu diesem Thema betrachtet
werden kann, und von der Internetenzyklopiddie Wikichip [W15]. In dieser Arbeit geben wir
die technischen Daten von folgenden GPUs an:

 Tabelle 13.6 zeigt die technischen Daten dreier Intel-CPUs:

— Core 17 4790K aus dem Jahr 2012
— Core 19 9980XE aus dem Jahr 2018
— Xeon Platinum 8280 aus dem Jahr 2019

 Tabelle 13.7 zeigt die technischen Daten dreier dreier AMD-CPUs:

— FX 9590 aus dem Jahr 2013
— Ryzen 5950 aus dem Jahr 2020
— EPYC 7763 aus dem Jahr 2021

Zu diesen Tabellen ist Folgendes anzumerken:

* Moderne x64-CPUs besitzen neben Vektor-FPUS, Vektor-ALUs und Vektorregister auch
skalare ALUs und skalare Register. Dabei bezeichnen AMD und Intel die skalaren Regis-
ter oft als Integer-Register. Zusitzlich bezeichnet AMD die Vektorregister als Floating-
Point-Register und den Aufithrungspfad fiir Vektor-Instruktionen als Floating-Point-
Execution. Da diese AMD-CPUs innerhalb der Floating-Point-Execution auch Vektor-
ALUs besitzen, die auf mit Integern befiillten Vektorregistern arbeiten, ist diese Bezeich-
nung unpassend.

¢ AMD CPUs mit der Zen3-Architektur besitzen vier Vektor-FPUs, von denen die einen
beiden FMA-Instruktionen, Mul-Instruktionen sowie Add-Instruktionen ausfiithren kon-
nen, wihrend die anderen beiden nur Add-Instruktionen ausfiihren konnen.

* Auf Grund von Register-Renaming besitzt eine moderne x64-CPU mehr physikalische
Vektorregister als Architekturvektorregister in ihrem Befehlssatz vorhanden sind. So de-
finiert zum Beispiel die AVX-512 SIMD-Befehlssatzerweiterung fiir x64-CPUs nur 32
Architekturvektorregister mit je 512 Bit, wihrend ein Kern einer Xeon Platinum 8280
CPU auf Grund von Register-Renaming 168 physikalische Vektorregister mit je 512 Bit
besitzt. Ein Programm kann allerdings diese physikalischen Register nur indirekt iiber
die geschickte Ausnutzung der Out-Of-Order-Pipeline der CPU verwenden.

Die Roh-Performance der CPUs wird in der Tabelle 13.8 gezeigt. Zu dieser Tabelle ist Folgen-
des anzumerken:

¢ Moderne CPUs besitzen eine Boost-Funktion, mit Hilfe derer sie ihren Takt von ei-
nem Basistakt auf einen Boost-Takt erhohen konnen, sofern dies ihre Temperatur und
ihr Stromverbrauch zulassen. Jedoch konnen moderne CPUs ihren erhohten Boost-Takt
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gerade bei sehr rechenintensiven Programmen nur fiir eine kurze Zeit halten, da gerade
bei solchen Programmen eine CPU viel Strom verbraucht und sie sich deshalb stark er-
wirmt. Zusitzlich gilt auf modernen Intel-CPUs mit AVX-512, dass wenn ein Programm
auf vielen Kernen viele solcher AVX-512-Instruktionen ausfiihrt, sich die CPU von ih-
rem Basistakt auf einen AVX-512-Takt herabtaktet. Deshalb gibt die Tabelle 13.5 nur den
Basistakt der CPUs ohne die Boost-Erhohung beziehungsweise den AVX-512-Takt und
die daraus resultierende Peak-Gleitkomma-Performance an.

Wie bereits erwihnt, so besitzen AMD-CPUs mit der Zen3-Architektur vier Vektor-
FPUs, von denen die einen beiden Add-Instruktionen, Mul-Instruktionen sowie FMA-
Instruktionen und die anderen beiden nur Add-Instruktionen ausfiihren konnen. Aller-
dings werden aus unbekannten Griinden von [W15] nur die Vektor-FPUs mit den FMA-
Instruktionen und nicht zusitzlich die Vektor-FPUs mit den ADD-Instruktionen zur Be-
rechnung der Peak-Performance herangezogen. In dieser Arbeit berechnen wir die Peak-
Performance von Zen3-CPUs analog zu [W15].

Bei der angegebenen DRAM-Transferrate handelt es sich um die maximale Transferrate,
fiir die der DRAM-Contoller der CPU spezifiziert ist. Durch das Verbauen von DRAM
mit einer hoheren Transferrate betreibt man somit den DRAM-Contoller der CPU aufer-
halb seiner Spezifikation. De facto lésst sich auf den meisten CPUs aber DRAM mit einer
Transferrate betreiben, welche deutlich grofer als die spezifizierte maximale Transferrate
des DRAM-Contollers ist.

Bei der angegebenen DRAM-Bandbreite handelt es sich um die sogenannte Burst-
Bandbreite, welche der DRAM nur fiir einen sehr kurzen Zeitraum aufrechterhalten kann.
Ursachen hierfiir sind DRAM-Refreshes, Bank-Konflikte, Stalls beziehungsweise Bub-
bles in der Pipeline des entsprechenden DRAM-Protokolls und Latenzen.
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CPU . Core i7 4790K | Core i9 9980XE | Xeon Plat. 8280
Architektur Haswell Skylake Cascade Lake
Jahr 2012 2018 2019
Speicher
Typ DDR3 DDR4 DDR4
Interface 128 256 384
Caches
L1 4 x 32 KiB 18 x 32 KiB 28 x 32 KiB
(privat je Kern) | (privat je Kern) (privat je Kern)
L2 4 x 256 KiB 18 x 1 MiB 28 x 1 MiB
(privat je Kern) | (privat je Kern) (privat je Kern)
L3 8 MiB 24.75 MiB 38.5 MiB
(geteilt) (geteilt) (geteilt)
Kerne
# Kerne 4 18 28
# Subkerne 1 1 1
pro Kern
# Threads 2 2 2
pro Subkern
Logische Vektor- 256 Bit 512 Bit 512 Bit
breite
# Physikal. Vektor- 160 x 256-Bit- | 168 x 512-Bit- 168 x 512-Bit-
register pro Subkern || Register Register Register
Vektorrechen- 2 x ALU+FPU | 2 x ALU+FPU 2 x ALU+FPU
werke pro (256 Bit), (256 Bit, ver- (256 Bit, ver-
Subkern (mit 1 x ALU schmelzbar zu schmelzbar zu
Vektorbreite) (256 Bit) 512 Bit), 512 Bit),
1 x ALU+FPU 1 x ALU+FPU
(512 Bit) (512 Bit)

Tabelle 13.6: Technische Daten dreier Intel CPUs aus den Jahren 2012 bis 2019.
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CPU | FXx 959 Ryzen 5950 EPYC 7763

Architektur Piledriver Zen3 Zen3

Jahr 2013 2020 2021

Speicher

Typ DDR3 DDR4 DDR4

Interface 128 Bit 128 Bit 512 Bit

Caches

L1 8 x 16 kiB 16 x 32 kiB 64 x 32 kiB
(privat je Subkern) (privat je Kern) (privat je Kern)

L2 4 x 2MiB 16 x 256 kiB 64 x 256 kiB
(privat je Kern) (privat je Kern) (privat je Kern)

L3 8 MiB 2 x 32 MiB 8 x 32 MiB
(geteilt) (privat je 8 Kerne) | (privat je 8 Kerne)

Kerne

# Kerne 4 16 64

# Subkerne 1 1

pro Kern

Max. # Threads 1 2 2

pro Subkern

Logische Vektor- 128 Bit 256 Bit 256 Bit

breite

# Physikal. Vektor- n/a (nur skalare 160 x 256-Bit- 160 x 256-Bit-

register pro Subkern || Register) Register Register

# Phys. Vekregs. 160 x 128-Bit-

getlt. zw. Subkernen || Register

Vektorrechen- n/a (nur skalare 4 x ALU+FPU 4 x ALU+FPU

werke pro ALUs) (256 Bit) (256 Bit)

Subkern (mit

Vektorbreite)

Vektorrechen- 2 x ALU (128 Bit),

werke geteilt 2 x FPU (128 Bit)

zwischen

Subkernen (mit

Vektorbreite)

Tabelle 13.7: Technische Daten dreier AMD CPUs aus den Jahren 2013 bis 2021.

Seite 317 /343



EvE / 81¢ RS

Intel CPUs CPU-Takt SP-Perf. DP-Perf. DRAM-Transferrate | DRAM-Bandbr. Bytes per
in [MHz] | in [TFLOP/s] | in [TFLOP/s] in [GT/s] in [GB/s] SP/DP-FLOP
Core 17 4790K 4 000 0.51 0.26 1.60 25.6 | 0.050/0.100
Core 19 9980XE 2 800 3.23 1.61 2.67 85.2 | 0.026/0.053
Xeon Plat. 8280 2700 4.84 2.42 2.93 141.0 | 0.029/0.058
AMD CPUs CPU-Takt SP-Perf. DP-Perf. DRAM-Transferrate | DRAM-Bandbr. Bytes per
in [MHZ] | in [TFLOP/s] | in [TFLOP/s] in [GT/s] in [GB/s] SP/DP-FLOP
FX 9590 4700 0.30 0.15 24 38.4 | 0.128/0.256
Ryzen 5950 3400 1.74 0.87 32 51.2 | 0.029/0.059
EPYC 7763 2450 5.02 2.51 32 204.8 | 0.041/0.082

Tabelle 13.8: Rohperformance der CPUs aus den Jahren von 2013 bis 2020.
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13.7 Verwendete RK-Verfahren

Folgende RK-Verfahren wurden in dieser Arbeit verwendet:

o

¢ Explizites Eulerverfahren [B7]:

* Implizites Eulerverfahren [B7]:

1|1
1
¢ Midpoint-Verfahren [B7]:
0
1 1
2 | 2
0 1
¢ Heun-Verfahren [B7]:
0
1
11
2 2
¢ Heun-Euler-Verfahren [B7]:
0
111
11
2 2
1 0
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¢ RK-3/8-Verfahren [B7]:

0
1 1
3 2
2 1
5| -5 1
1 1 -1 1
1 3 3 1
8 8 8 8
* Bogacki-Shampine-Verfahren [Z45]:
0
1 1
2 2
3 3
il 0 1
12 1 4
9 3 9
2 1 4
5 3 o O
7 1 1 1
24 4 3 8
¢ Lobatto-IIIC-Verfahren [Z46]:
0 1 _7 2 _T 1
20 60 15 60 20
1 V21| o1 29 47—15v/21 203—30v/21 3
2 14 20 180 315 1260 140
1 1 329+4105v21 73 329-105+/21 3
2 20 2880 360 2880 160
l_’_ V21 1 203+30v21 4741521 29 _ 3
2 14 20 1260 315 180 140
1 1 49 16 49 1
20 180 15 180 20
1 49 16 49 1
20 180 15 180 20
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¢« DOPRI-5-Verfahren [Z47]:

0
1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 _56 32
5 45 15 9
8 19372 _ 25360 64448 _ 212
9 6561 2187 6561 729
1 9017 _ 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 _ 2187 11
384 1113 192 6784 84
35 0 500 125 _ 2187 11 0
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 _ 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
¢ Verner-Verfahren [Z48]:
0
1 1
18 18
1 _ 1 1
6 12 4
2 _2 4 3
9 81 27 81
2 40 _4  _56 54
3 33 11 11 11
1 _ 369 72 5380 _ 12285 2695
73 73 219 584 1752
8 __ 8716 656 39520 _ 416 52 0
9 891 297 891 11 27
1 3015 4 4219 5985 _ 539 0 693
256 9 78 128 384 3328
3 4 243 77 73
80 0 25 1120 160 700 0 0
57 0 _ 16 1377 121 0 891 2
640 65 2240 320 8320 35
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