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Zusammenfassung

Aufgrund ihrer Fihigkeit, externe Energie in gerichtete Bewegung umzuwandeln, zeigen
aktive Materie und Mikroschwimmer faszinierende physikalische Eigenschaften und Effek-
te, die iiber das Verhalten und die Dynamik passiver Teilchen hinausgehen. Die Dynamik
der aktiven Objekte kann dabei durch hydrodynamische und kontaktbasierte Wechselwir-
kung mit der Umgebung beinflusst werden und zudem durch verschiedene Arten der Taxis
gepragt sein. Sie reagieren beispielsweise auf externen Lichteinfall, chemische Botenstoffe
oder die Richtung der Gravitation. In dieser Arbeit wird die komplexe Dynamik aktiver
Teilchen mit numerischen Modellen sowie durch Methoden der nichtlinearen Physik und

Strukturbildung untersucht.

Der erste Abschnitt dieser Arbeit behandelt das Verhalten von Modellen von Mikroschwim-
mern, wie die Alge Chlamydomonas reinhardtii, bei der Durchquerung einer komplexen
Umgebung, bestehend aus einem Hindernisgitter aus mikroskopischen Zylindern. In drei-
dimensionalen Simulationen basierend auf der Lattice-Boltzmann Methode sowie einem
Dissipativen-Kollisions-Modells wird gezeigt, dass die numerischen Schwimmermodel-
le mit Beriicksichtigung der statistischen Natur der Mikroschwimmer eine systematische,
nichtlineare Ablenkung bei der Durchquerung des Hindernisgebiets erfahren. Diese sys-
tematische Ablenkung wird auch in Vergleichsexperimenten von der Kooperationsgruppe
in Grenoble gefunden. Durch die Moglichkeit, in den Simulationen die Einflussfaktoren
der Verteilungsstatistik und der hydrodynamischen Wechselwirkung separat kontrollieren
zu konnen, kann gezeigt werden, dass der nicht deterministische Anteil der intrinsischen
Schwimmcharakteristik den Algen bei dem Durchqueren entlang des Lichteinfalls hilft und
die Ablenkung abschwicht. Zudem wird gezeigt, dass die hydrodynamische Wechselwir-
kung mit zunehmender Schwimmerkonzentration wichtig wird und sich wie eine zusitzliche

Rauschquelle verhilt, was ebenfalls zu einem Abschwichen der Ablenkung fiihrt.

Im zweiten Abschnitt wird das kollektive Verhalten zweier interagierender Gruppen ak-
tiver Spezies untersucht. Als Beispiel solcher aktiver Spezies dient in dieser Arbeit ein
Modell chemotaktisch navigierender Zellen mit Quorum sensing, welche durch Signalfel-

der miteinander gekoppelt sind. Eine wichtige Eigenschaft ist hierbei die Erhaltung der



Teilchenzahl jeder Spezies. Je nach wechselseitiger Kopplung zeigen zwei interagierende
Spezies sowohl stationdre als auch oszillatorische Entmischungsvorginge. In dieser Arbeit
werden die allgemeinen, generischen Transportgleichungen, welche Phasenseparation zwei-
er gekoppelter, erhaltener Felder in der Nédhe des Einsatzpunktes beschreiben, formuliert.
Durch eine adiabatische Reduktion konnen die Signalfelder des gekoppelten Zellmodells
eliminiert und das System auf die allgemeinen Transportgleichungen zurtickgefiihrt werden.
Im stationédren Fall ist die beschreibende Ordnungsparametergleichung vom sogenannten
Cahn-Hilliard Typ. Um das oszillatorische Komplement zu bestimmen, wird eine verall-
gemeinerte Storungsrechnung entwickelt. Mit dieser ist es moglich, aus den generischen
Transportgleichungen die universelle Ordnungsparametergleichung fiir oszillatorische Ent-
mischungsvorgiinge erhaltener Systeme nahe des Ubergangs der Instabilitit abzuleiten.
Hierbei kann die Verkniipfung der Parameter von dem urspriinglichen chemotaktischen
System bis zur Ordnungsparametergleichung gegeben werden. Die Losungseigenschaften
der universellen Transportgleichung sowie der Ordnungsparametergleichung werden fiir

typische Szenarien untersucht.



Abstract

Due to their ability to convert external energy into directed motion, active matter and
microswimmers show fascinating physical properties and effects which go beyond the
behavior and dynamics of passive particles. The dynamics of those active objects can be
affected by hydrodynamic and contact-based interactions with their environment as well
as different types of taxis. For example, they react to external sources of light, chemical
messengers or the direction of gravity. In the present work, the complex dynamics of active
particles is investigated with numerical models and methods of nonlinear physics and pattern

formation.

The first part of this thesis addresses the behavior of microswimmer models such as the
algae Chlamydomonas reinhardtii when crossing a complex environment, built up of mi-
croscopic cylindrical obstacles. It is shown in three dimensional numerical simulations
based on the Lattice-Boltzmann method as well as a dissipative-collision model that model
particles which take into account the statistical nature of the swimmer experience a sys-
tematic nonlinear deflection when crossing the obstacle region. This systematic deflection
is also found in an experimental setup by our cooperation group in Grenoble. Due to the
possibility of controlling different elements such as the statistical distribution or the hy-
drodynamic interaction separately, it can be shown that the non-deterministic part of the
intrinsic swimming-characteristics helps the algae to cross the obstacle region and mitigates
the deflection. Additionally, it is demonstrated that the influence of hydrodynamic interac-
tion increases with the number of interacting swimmers. It acts like an additional source of

noise and also mitigates the deflection.

In the second part of this thesis, the collective behavior of two interacting groups of active
species is investigated. As example for such active species, the model of chemotactically
navigating cells with quorum sensing, coupled by signaling fields, is used in this work.
An important feature of this system is the conservation of the particle number per species.
Depending on the respective coupling, two interacting species can show stationary and
oscillatory phase separation. In this thesis, the general transport equations describing phase

separation of two coupled, conserved fields near the onset of instability are formulated.



By an adiabatic reduction, the two messenger fields of the cell model can be eliminated
and the system can be linked to the general transport equations. In the stationary case,
the describing order parameter equation is of the so-called Cahn-Hilliard type. To identify
the oscillatory complement, a generalized perturbation theory is developed. Starting with
the transport equations, the developed scheme allows to determine the universal order
parameter equation for oscillatory phase separation in conserved systems near the threshold
of instability. During this process, the link between the parameters of the initial chemotactic
system up to the order parameter equation can be given. The properties of the solutions for
the universal transport equations as well as the order parameter equation are investigated

for typical scenarios.
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1. Einfuhrung

Das Regime von Teilchen auf mikroskopischen Langenskalen beeinflusst, haufig unbemerkt,
unser alltdgliches Leben und bestimmt die Ablidufe in der uns umgebenden Natur. Die
Komponenten unseres Korpers wie Neuronen, Korperzellen oder auch Bestandteile des
Blutes wie rote Blutzellen sind ebenso in dieser Grofenordnung zu finden wie Bakterien
und Plankton [1-4].

Aufgrund ihrer GroBe sind solche Objekte fiir das bloe Auge kaum sichtbar und blieben
deshalb fiir eine lange Zeit unentdeckt. Die Entwicklung des Mikroskops im 16 Jahrhundert
ermoglichte es, mikroskopische Objekte fiir das menschliche Auge sichtbar zu machen und
gewihrte Einblick in die Welt der Zellen und Bakterien [5—7]. In der Wissenschaft wurde das
Mirkoskop anfinglich eingehend fiir die Klassifikation und Beschreibung verschiedenster
Objekte und Vorginge verwendet, wobei es in den Gebieten der Biologie und Physik enorme
Beitrige lieferte [6—8]. Es dauerte nicht lange bis es Einzug in die Medizin fand, wo es zur
Erkennung von Krankheiten verwendet wurde und half, die Mechanismen des Korpers zu
verstehen [6, 8].

Die wissenschaftlichen Anwendungen waren dabei jedoch aufgrund der schwierigen Hand-
habung auf diesen Lingenskalen fiir eine lange Zeit durch passive Beobachtungen geprigt.
Dabei ist die Moglichkeit, solch kleine Teilchen zu manipulieren oder ihre Beweglichkeit
nutzbar zu machen, in verschiedenen Bereichen der Wissenschaft und Technik von groBer
Bedeutung, wie zum Beispiel in der Medizin bei der gezielten Abgabe von Medikamenten
oder in der Industrie bei der die Gewinnung von Bio-Treibstoff [9—13]. Bei der Bekdmpfung
von Umweltverschmutzung riickte Mikroplastik in den Fokus der wissenschaftlichen Un-
tersuchungen, wobei auch hier die Forschung von neuen Wegen profitiert, die es erlauben,
mikroskopische Teilchen kontrolliert zu bewegen oder entsprechend der Objekteigenschaf-

ten zu selektieren bzw. zu trennen [14-16].

Einen groBen Schritt hin zur aktiven Manipulation von Mikorobjekten stellt eine Erfindung
von Arthur Ashkin aus 1970-er Jahren dar, welche es erlaubt, mikroskopische Objekte
durch fokussiertes Licht festzuhalten und zu bewegen [17],weshalb man hierbei auch von

Optischen Pinzetten (engl. Optical Tweezers) spricht. Diese Art der kontaktlosen, gezielten
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Krafteinwirkung auf Teilchen der mikroskopischen und submikroskopischen Lingenskalen
ermoglichte prazise Untersuchung von Zellen und anderen Objekten und wurde zu einem
unersetzlichen Instrument fiir experimentelle Untersuchungen, wofiir Ashkin 2018 mit dem

Nobelpreis ausgezeichnet wurde [17-20].

Auch der Fortschritt auf dem Gebiet der Fertigungsmethoden von Objekten auf kleinen
Skalen trieb die Moglichkeiten der Interaktion mit kleinen Teilchen voran. Dies ermoglichte
die Entwicklung und Herstellung sogenannter Chiplabore (engl. Lab-on-a-chip (LoC)) [21-
24]. Dabei handelt es sich um Instrumente, welche die automatisierte Auswertung von
kleinsten Mengen an Fliissigkeiten ermoglichen und typischerweise eine Gesamtgrofie
von wenigen Zentimetern haben [23-25]. Die Fliissigkeiten werden in den Chips durch
Mikrokanile gepumpt und verschiedene aktive Elemente konnen eingesetzt werden, um
bestimmte Aufgaben zu erfiillen [21, 23, 25, 26]. Zu den Komponenten, aus denen LoC
Gerite aufgebaut sein konnen, zdhlen unter anderem Fluidik-Komponenten wie Schalter,
Pumpen, Seperatoren und viele weitere [25-27]. Da sie einfach zu transportieren sind und
Anwendungen wie Selektion oder Separation mit hohem Durchfluss ermoglichen, stellen

sie eine Vielzahl an Anwendungen in Aussicht.

Mikroobjekte konnen jedoch nicht nur durch externe Fliisse oder Felder getrieben wer-
den. Die Evolution hat zahlreiche Organismen hervorgebracht, welche durch intrinsische
Energieumwandlung Krifte auf ihre Umgebung ausiiben, um sich auf mikroskopischen
Lingenskalen fortzubewegen, sogenannte Mikroschwimmer [3, 28, 29]. Ihre Beweglich-
keit erlaubt es diesen Schwimmern ihre Umgebung zu erkunden und, in Kombination mit
Rezeptoren, entsprechend der duBleren Einfliisse ihren Aufenthaltsort gezielt zu verdndern.
Die Alge CR nutzt zum Beispiel ihren Antrieb, um ihre Position relativ zu einfallendem
Licht zu dndern [30-34]. Somit kann sie die ihre Energieumwandlung durch Photosynthese
optimieren. Auch andere Organismen verlassen sich auf ihre Beweglichkeit, wie Spermien
auf dem Weg zur Eizelle oder Bakterien und Amoben bei der Nihrstoffsuche oder dem
Ausweichen von Schadstoffen [3, 28, 29, 35-40].

Mit dem Fortschritt der Technik und den Moglichkeiten der Fabrikation von Objekten auf
kleinen Langenskalen mit verschiedenen Materialien und Formen wurde es moglich, artifi-
zielle Mikroschwimmer herzustellen [28]. Die Methoden, mit denen sich diese kiinstlichen
aktive Teilchen fortbewegen, sind dabei vielfiltig: Janus-Teilchen mit asymmetrisch be-
schichteter Oberflachen konnen durch chemische Reaktionen eine Bewegung erzeugen,
aber auch durch Magnetfelder oder Lichteinstrahlung getriebene, aktive Objekte wurden
entwickelt [41-47].

Beschreibt man eine Vielzahl miteinander interagierender, aktiver Teilchen, spricht man



haufig von aktiver Materie (engl. active matter) [3, 28, 48-52]. Aktive Materie kann aus
verschiedensten Bestandteilen aufgebaut sein und umfasst Objekte auf unterschiedlichen
Skalen wie Vogelschwirme und Fischschulen, aber auch Bakterien oder Mikrotubuli [28, 49,
50, 53-57]. Im Zusammenspiel der einzelnen, aktiven Akteure zeigen sich dabei interessan-
te, neue Effekte wie zum Beispiel aktivititsinduzierte Phasenseparation, Schwarmverhalten
oder auch das Auftreten von aktiver Turbulenz [58—64]. Bei der Beschreibung solcher Sys-
teme durch libergeordnete, makroskopische Modelle muss jedoch ihre intrinsische Natur
fern vom thermischen Gleichgewicht beriicksichtigt werden, was sie von der Beschreibung

von Systemen im thermischen Gleichgewicht unterscheidet.

In der Forschung ist das Interesse an aktiven Objekten und aktiver Materie iliber die letz-
ten Jahre stark gestiegen [28]. Ihre Erforschung konnte helfen, neue Materialien weit weg
vom thermischen Gleichgewicht zu entwickeln, zum Verstindnis der natiirlichen Entwick-
lung verschiedener Lebewesen beitragen, oder Anwendungen basierend auf aktiver Materie
oder Mikroschwimmern zu entwickeln und sie fiir Aufgaben nutzbar zu machen [28]. Da-
bei spielt die Beantwortung grundlegender Fragen eine grofe Rolle: Wie lasst sich die
Dynamik von aktiven Teilchen wie Mikroschwimmern modellieren? Wie verhalten sich
aktive Objekte und aktive Materie in der Anwesenheit von dufleren Einfliissen, wie bei
der Interaktion mit Hindernissen oder anderen Teilchen und Spezies? Welchen Einfluss hat
die Umgebung auf das Verhalten aktiver Objekte? Kann ihr Verhalten vorhergesagt und
allgemeine GesetzmaBigkeiten identifiziert werden? Wie interagieren verschiedene aktive

Spezies miteinander?

In dieser Arbeit wird die komplexe Dynamik aktiver Teilchen wie Mikroschwimmer un-
tersucht. Je nach Fragestellung kommen dabei verschiedene Methoden zum Einsatz. In
Teil I wird auf die Fragen eingegangen, welche systematische Ablenkung Mikroschwimmer
Modelle wie die Alge Chlamydomonas reinhardtii (CR) bei Durchqueren eines Hinder-
nisgebietes aus einem Gitter aus mikroskopischen Zylindern erfahren und welche Rolle
hydrodynamische Effekte dabei spielen. Fiir die Untersuchungen werden die Mikroschwim-
mer im mikroskopischen Bild durch verschiedene dreidimensionale, numerische Modelle
abgebildet und die Ergebnisse der theoretischen Modelle mit experimentellen Daten ver-
glichen. In Teil I wird der Einfluss der Interaktion zwischen verschiedenen, miteinander
wechselwirkenden, aktiven Teilchenspezies untersucht. Beispiele fiir solche Systeme sind
unter anderem chemotaktisch gelenkte Bakterien. Dabei wird der Fokus auf das komplexe
Verhalten sowie die Phaseniiberginge in Systemen mit Erhaltungseigenschaft, welche durch
ein Zusammenspiel der Aktivitiat und der Wechselwirkung der Teilchen induziert werden,
gelegt. In der Strukturbildung konnen diese Systeme gemial3 der Kategorisierung aus [65]

in den Typ II° eingeordnet werden. Es werden Modelle in drei aufeinander aufbauenden
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Konsiszentebenen beschrieben. Zunachst werden die allgemeine Transportgleichung fiir
Systeme zweier global erhaltener, miteinander interagierender, aktiver Spezies formuliert.
Zudem wird ein explizites Modell gekoppelter, aktiver Teilchen beschrieben, das iiber Si-
gnalfelder mit Teilchen der eigenen Spezies sowie mit anderen Spezies kommunizieren
kann. Durch eine adiabatische Elimination kann dieses Modell mit der Beschreibung auf
Ebene der Transportgleichungen verkniipft werden. Die Dynamik beider Beschreibungs-
ebenen weist fiir nicht reziproke Wechselwirkung in groen Parameterbereichen oszillato-
rische Phaseniibergiinge mit globaler Erhaltung (Typ II) auf. In diesem Zusammenhang
wird eine neue Sorungsrechnung entwickelt, mit welcher die universelle Ordnungspara-
metergleichung fiir die vorher definierten gekoppelten Transportgleichungen mit Erhaltung
im Bereich der oszillatorischen Dynamik nahe des Ubergangs systematisch bestimmt wird.
Die Losungen der oszillatorischen Nichtgleichgewichtsdynamik werden sowohl analytisch
als auch numerisch fiir exemplarische Szenarien untersucht und auf den drei Modellebenen

miteinander verglichen.



Teil .

Aktive Mikroschwimmer in der
Einteilchenbeschreibung






2. Einleitung

“Now, I’'m going to talk about a world which as physicists we almost never think about.
[...] I want to take you into the world of very low Reynolds number — a world which is
inhabited by the overwhelming majority of the organisms in this room. This world is quite

different from the one that we have developed our intuitions in.” ([66], p. 3)

Die Welt, welche Purcell in seinem beriihmten Vortrag, der spéter unter dem Titel Life at low
Reynolds-number bekannt wurde, vorstellt, ist die Welt der Mikroorganismen wie Bakterien,
Algen und der Bestandteile unseres Blutes. Diese Welt hat eine Eigenschalft, die fiir uns vollig
kontraintuitiv erscheint [66]. Werden die charakteristischen Langen, also die dominanten
GroBenskalen, kleiner, spielt die viskose Dampfung eine immer wichtigere Rolle. Dies hat
zur Folge, dass bei kleinen Reynolds-Zahlen das sogenannte Scallop-Theorem gilt und die
Fortbewegung erschwert ist [66]. Purcell beschreibt dieses Phanomen am Beispiel einer
Muschel, die zum Vorankommen nur ihren starren Deckel 6ffnet und schlief3t. Obwohl sich
eine Muschel mit einer Grofle im Zentimeterbereich durch diese Technik fortbewegen kann,
wiirde dies bei einer Muschel mit einer Gro3e im Mikrometerbereich nicht funktionieren
[66].

Natiirlich vorkommende Mikroorganismen verlassen sich auf ihre Beweglichkeit, um die
umgebende Fliissigkeit nach Nahrung oder Raubern zu erkunden [3, 28, 29]. Hierfiir sind
sie darauf angewiesen, die Einschrankungen dieser Groenordnungen bei kleinen Reynolds-
Zahl (Re) zu iiberwinden. Deswegen haben sie verschiedene Techniken entwickelt, bei denen
sie Energie umwandeln und Krifte auf ihre Umgebung auszuiiben, um somit das Scallop-
Theorem zu brechen um sich fortzubewegen [3, 28, 29]. Diese Aktivitit hat entscheidende
Auswirkungen auf das Verhalten von Mikroschwimmern: Die Fliissigkeit vermittelt eine
langreichweitige Wechselwirkung zwischen den Mikroschwimmern und ihrer Umgebung,
welche die Schwimmer ablenken kann oder die Bewegung im Kollektiv verdandert [67—
70]. Auch wird, im Vergleich zu passiven Objekten, die Dynamik aktiver Teilchen durch
die interne Energieumwandlung beeinflusst und es treten neue Effekte auf, wenn sie zum

Beispiel mit Hindernissen in Kontakt kommen [71-74]

Fiir Mirkoschwimmer spielen diese Eigenschaften eine wichtige Rolle. Sie sind hdufig in
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komplexen Umgebungen wie zum Beispiel in Boden, sandiger Umgebung oder in Gewebe
beheimatet und somit der Wechselwirkung mit verschiedenen Randbedingungen ausgesetzt
[28, 75, 76]. Bei der Untersuchung dieser Systeme stellt sich deshalb hiufig die Frage, wel-
chen Einfluss Hindernisse auf die Bewegung der Teilchen haben, wie sich die Schwimmer
in Wechselwirkung mit verschiedenen Umgebungen zurechtfinden oder wie diese Wechsel-

wirkung ausgenutzt werden kann, um Aufgaben zu erfiillen [28].

Eine solche Problemstellung wird in diesem Teil der vorliegenden Arbeit untersucht. Da-
bei werden Modelle der Mikroschwimmer CR bei der Durchquerung eines komplexen
Mediums, bestehend aus einem Gitter zylindrischer Hindernisse, beschrieben. Hierbei wird
analysiert, wie die Hindernisse die Dynamik der Schwimmrichtung beeinflussen. Die Kom-
ponenten werden dabei im mikroskopischen Bild dargestellt, was die Beschreibung der kom-
plexen Randbedingungen vereinfacht. Hierfiir werden in Abschnitt 3 zunachst die Grund-
lagen fiir die hydrodynamische Beschreibung aufgezeigt. Zudem wird ein Uberblick iiber
die hydrodynamischen Eigenschaften von Mikroschwimmern gegeben und die Auswirkung
der Schwimmer-Aktivitat auf die Wechselwirkung zwischen ihnen und ihrer Umgebung

erlautert.

In Abschnitt4 werden anschlieBend die verwendeten Methoden und Modelle zur numeri-
schen Beschreibung von Fliissigkeiten und Mikroschwimmern vorgestellt und entwickelt.
Fiir die Fliissigkeitswechselwirkung wird die Lattice Boltzmann Methode (LBM) verwen-
det, mit welcher die Navier-Stokes Gleichung und somit der Einfluss der hydrodynamischen
Wechselwirkung simuliert werden kann. Anschlieend werden in Abschnitt4.2 die Grund-
lagen und verwendeten Modelle der einzelligen Algen CR beschrieben. Aufgrund ihrer
Fahigkeit das Scallop-Theorem zu brechen und sich bei kleinen Re fortzubewegen sind CR
ein beliebtes Forschungsobjekt. Hierfiir wird eine allgemeine Beschreibung der CR gegeben

und ein Modell entwickelt, mit dem die CR numerisch beschrieben werden konnen.

Im darauffolgenden Abschnitt5 wird das Verhalten der CR Modelle bei der Durchque-
rung eines komplexen Mediums, bestehend aus einem periodischen Gitter an zylindrischen
Hindernissen, untersucht. In Abschnitt5.3 werden die experimentellen Ergebnisse eines
Vergleichsexperiment aufgezeigt. Dieses weist eine nichtlineare Ablenkung der phototakti-

schen Schwimmer von der ungestorten Bewegungsbahn auf.

In Abschnitt 5.4 werden anschlieend die in Abschnitt4 beschriebenen Methoden ange-
wandt, um das auftretende Verhalten zu verstehen und die verantwortlichen Einfliisse zu
charakterisieren. Mit den numerischen Techniken ist es zudem im Modell moglich, ver-
schiedene Effekte wie Hydrodynamik oder Phototaxis getrennt voneinander zu verdandern.

Somit konnen die verschiedenen Einflussfaktoren isoliert und deren jeweilige Auswirkung



auf die Dynamik der Schwimmer detektiert werden.






3. Grundlagen und theoretischer
Hintergrund

3.1. Bewegungsgleichung fiir Fliissigkeiten

In der hydrodynamischen Beschreibung werden Fliissigkeiten oder Gase als Kontinuum
beschrieben [77]. Hierfiir wird angenommen, dass die freie Wegliange ¢ der mikroskopischen
Fliissigkeitskomponenten viel kleiner ist als die charakteristischen Liangen L, welche im

System auftreten. Das bedeutet, dass fiir die Knudsen-Zahl (Kn) der Zusammenhang
Kn=¢/L <1

erfiillt sein muss [78]. In diesem Limit kann die Dichte p(r,f) an der Position r als Kontinu-
um gendhert werden [78]. Fiir ein Fliissigkeitsteilchen mit Volumen V und Geschwindigkeit
u wird die Massenerhaltung in Abwesenheit von Quellen und Senken beschrieben durch
[77]

¢/}m%:—/}pmwvzm (3.1

Vv ov

wobei 0V die Oberflache zu V mit zugehorigem Normalenvektor n beschreibt. Dain Gl. (3.1)

keine Bedingung an das Volumen gestellt wurde, muss fiir den Integranten lokal [77]
9p+V-(pu)=0

gelten. Fiir inkompressible Fliissigkeiten verschwinden die raumlichen und zeitlichen Ab-

leitungen der Dichte und man erhélt die Bedingung fiir inkompressible Fliissigkeiten

V.v=0. (3.2)
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In dhnlicher Weise kann man die Erhaltung des Impulsstroms pu fordern, welche zusammen
mit der Bedingung fiir inkompressible Fliissigkeiten Gl. (3.2) schlielich die Navier-Stokes
Gleichung (NSG) der Form [77]

p [0 v+ (VV)V] = =Vp +nAv (3.3)
liefert. Dabei beschreibt p den Druck, n die Viskositit und f eventuell auftretende Kraft-

dichten.

Falls mit GI. (3.3) und GI. (3.2) die Geschwindigkeiten v und Driicke p bekannt sind, kann
man den Spannungstensor bestimmen, der fiir eine Newtonsche, inkompressible Fliissigkeit

gegeben ist durch [77]
0ij = —=pOik +1 (Ox i + Oy, Vi) -

Mit dessen Hilfe konnen die hydrodynamischen Krifte F; und Drehmomente T, welche
auf ein Teilchen wirken, durch das Integral des Spannungstensors, iiber die Oberfliche 0V

des Teilchens, bestimmt werden. Hierfiir gilt die Beziehung [77, 79]

F;, = % o(r,r)nds, (3.4a)
v

T, = jlf r X o(r,t)ndsS, (3.4b)
v

wobei n die Flachennormale der Oberfliche ist, die in den Korper hineinzeigt.

Um Ergebnisse verschiedener Simulationen oder Experimente vergleichbar zu machen, ist
es hilfreich, das Gesetz der Ahnlichkeit zu verwenden [80]. Dies beruht auf dem Fakt, dass
eine entdimensionalisierte Gleichung durch charakteristische Groen bestimmt wird. Fiir

die NSG kann man die sogenannte Re [80, 81] bestimmen, fiir die gilt:

_pUL
_—

Re

Hier ist U die charakteristische Geschwindigkeit und L die charakteristische Linge. Diese
Zahl beschreibt das Verhiltnis zwischen Tragheit und den Reibungskriften [66, 82]. Es zeigt
sich, dass verschiedene Stromungen der gleichen Form und gleicher Re, unabhéngig von
den absoluten Grofen, dhnliches Verhalten aufweisen [81]. Dies erleichtert den Vergleich

von verschiedenen Systemen.

Im Limes kleiner Re vereinfacht sich die NSG fiir stationdre Stromungen zur Stokes-

12



3.1. Bewegungsgleichung fiir Fliissigkeiten

Gleichung [77]
-Vp+nAv+£f=0. 3.5)

Diese gilt im Bereich dominierender Viskositit, was z. B. durch kleine Liangenskalen
(L < 1) wie bei Mikrokanilen bedingt sein kann, oder als Resultat groBer Viskosititen
(7 > 1) auftritt, die bspw. bei der Plattentektonik vorzufinden sind [79, 83].

Aus der Stokes-Gleichung (3.5) lédsst sich der Reibungswiderstand verschiedener Objek-
te berechnen, welche sich bei kleinen Re bewegen. Fiir eine Kugel mit Radius a kann
der Reibungskoeffizienten {; fiir Translationen bzw. ¢, fiir Rotationen durch die Ober-
flachenintegration des zugehorigen Spannungstensors mit Gleichungen (3.4) bestimmt wer-
den. Fiir ein Teilchen, das sich mit konstanter Geschwindigkeit v bzw. Winkelgeschwin-
digkeit € in einer Fliissigkeit bewegt, erhilt man die Reibung durch Gleichungen (3.4) der
Fliissigkeit gemal [79, 84]

Fy=6mav=12,v , Ty=8ma’Q=1/,Q.

Umgekehrt kann man auch fiir Krifte F; bzw. Drehmomenten T, die resultierenden Ge-
schwindigkeiten v und Winkelgeschwindigkeiten £ im Limes kleiner Re berechnen und
erhalt [79]

{i

, Q=—. 3.6
Lr G0

\4

Aufgrund der linearen Gestalt lasst sich Gl. (3.5) fiir inkompressible Fliissigkeiten nach
der Geschwindigkeit v(r) auflosen. Dies liefert fiir eine Punktkraft f = Fd(r), und der

Randbedingung verschwindender Geschwindigkeiten im Unendlichen, die Beziehung
v(r) =0O(r)-F,

wobeli

O(r) = (1 + %) (3.7)

8rnr

der sogenannte Oseen-Tensor ist [85].
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3. Grundlagen und theoretischer Hintergrund

3.2. Boltzmann Gleichung und kinetische Gastheorie

Im vorherigen Kapitel wurde die Herleitung der Bewegungsgleichung fiir Fliissigkeiten
mit dem Kontinuums-Modell und der Forderung makroskopischer Erhaltung gezeigt. Eine
andere Moglichkeit der Herleitung kann mittels statistischer Uberlegungen erfolgen, wofiir

im Folgenden eine Einfiihrung basierend auf den Referenzen [82, 86—88] gezeigt wird.

Fiir die statistische Beschreibung wird die Fliissigkeit in mesoskopische Teilchen aufgeteilt.
Hierbei werden N Teilchen mit Position x = (x1, .. .,X;), Geschwindigkeitu = (uy, . ..,uy)
zur Zeit t durch die Verteilungsfunktion fy(x,u,) im d X N-dimensionalen Phasenraum
beschrieben. Das Liouville Theorem besagt, dass das Volumen einer Phasenraum-Einheit

konstant ist:

d,fN = [8, +ug axﬁ +Fﬁp_1 0%] fN =0,

wobei ug = d;xg die Geschwindigkeit und F, ﬁp‘l die die spezifischen Volumen-Krifte fiir
ein Paar-Wechselwirkungspotential ®;; darstellen [86—88]. Die GroBe fy(x,u,t) enthilt die
Ensembleinformation fiir alle N Teilchen. Um die Entwicklung eines einzelnen Fliissigkeits-
teilchens bestimmen zu konnen, wird die reduzierte Wahrscheinlichkeitsdichte eingefiihrt
[82, 86-88]

filXy, ..o xug, .. ug) = / v(xwt) dxipg ... dxy dugg .. ouy, (3.8)

mit welcher die Hierarchie fiir die reduzierten Wahrscheinlichkeitsdichten berechnet werden
kann gemal [86—88]

afi+ ) wid —p'| D) 0@k |0, | £
j=1

k=1#j

i
=(N-1i) Z / p_laqu)ji+1aujfi+1dxi+1dui+1- (3.9
J=1

Dies ist die BBGKY-Hierarchie, benannt nach den Autoren Bogoliubov, Born, H. S. Green
und Kirkwood, welche diese Gleichung unabhiingig voneinander hergeleitet haben. Zur Be-
rechnung von f; ist es notig f,+1 in Gl. (3.9) zu kennen; folglich ist der Formalismus nicht
geschlossen. Um eine Losung angeben zu konnen, muss man die Hierarchie fiir ein j > i
durch adidquate Annahmen brechen. Ludwig Boltzmann nahm hierfiir an, dass die Dynamik
im Wesentlichen durch Zwei-Korper-Stoie f>(X,,Xp,Uq,Up,t) = f1(X4,04,1) f1(Xp,0p,t) do-

miniert wird, was auch unter dem Namen Molecular Chaos oder Stosszahlansatz bekannt
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3.2. Boltzmann Gleichung und kinetische Gastheorie

ist [86—88]. Dies vereinfacht das StoB-Integral Gl. (3.9) und liefert, mit f; := f letztendlich
die Boltzmann-Gleichung[86—88]

[0, +udx + p'Foy] f(xut) = (0:f)c » (3.10)

wobei (0;f) das Stol-Integral des Streuvorgangs ist [86—88]. Die Gleichung beschreibt,
wie sich die Advektion des Phaseraumes der linken Seite von Gl. (3.10) wihrend einer Kolli-
sion, beschrieben durch die rechte Seite, dndert. Hierfiir nimmt das Bhatnagar-Gross-Krook
(BGK)-Modell an, dass Anteile der Verteilungsfunktion, welche sich nicht im Gleichge-
wicht befinden, durch einen Sto3 gemal [88—90]

O f)e =" (f = ), (3.11)
lokal zur Gleichgewichtsverteilung
e _3 b2
[ =pQrRT) e RT

gestreut werden. Hier beschreibt 7 die mittlere Zeit T zwischen zwei aufeinanderfolgenden
StoBen [88]. Die Verbindung zu den makroskopischen GroBen ist schlieBlich durch die
Momente von f gegeben durch [86, 88]

p(x,t) 1
p(x,Hu(x,t) | = u | Fxwn)du. (3.12)
p(x,1)E(X,t) ul?
Mit der Geschwindigkeit U kann man die Knudsen-Zahl ausdriicken als Kn = % = % <1

[82]. Hierbei wird deutlich, dass die Forderung fiir kleine v dquivalent zur Forderung
nach kleinen Kn ist. Man kann somit die sogenannte Chapman-Enskog Entwicklung als
Multi-Skalen-Entwicklung durchfiihren. Dafiir werden f und #~! nach Ordnungen des
Kleinheitsparameters € und (9, f)c gemiB e~! entwickelt: [86, 88]

f=fD+efDyf@y |

2
O — Oy +€0;, +€0,+....

Setzt man dies in GI. (3.10) ein, erhidlt man durch die ersten Momente schlieBlich die
Kontinuitétsgleichung fiir die Dichte und den Impulsstrom, dquivalent zur NSG [82, 86,
88].
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3. Grundlagen und theoretischer Hintergrund

3.3. Eigenschaften von Mikroschwimmern

3.3.1. Bewegung bei kleinen Reynoldszahlen

(a) (b)
o7 @,

01

lJrAx TAm
6

\5/ R

Abb. 3.1.: Im Bereich kleiner Re kann ein Schwimmer, der seine Form in einer zeitlich
symmetrischen Form verandert, keinen Netto-Fortschritt erreichen. Dies wird an der Skizze
einer Muschel deutlich, die im gedffneten Zustand mit 6 startet und durch Schlieen der
Halften zu 6, < 6, einen Fortschritt +Ax erreicht (a). Um den Zyklus zu schlieBen, muss
sie in den Ausgangszustand durch Offnen der Hilften zuriick, wobei sie einen Riickschritt
—Ax erfihrt und somit wieder den Ausgangszustand erreicht (b). Die Skizze ist angelehnt
an typische Darstellungen wie zum Beispiel in [66, 91].

7

Mikroschwimmer besitzen eine sehr kleine rdumliche Ausdehnung und sind haufig in
Fliissigkeiten vorzufinden. Fiir sie gelten somit die Gesetze des Stokes-Limes. Wie in
Abschnitt 3.1 beschrieben, hat dies zur Folge, dass die Tragheitseffekte der umgebenden
Fliissigkeit im Vergleich zu Reibungseffekten an Einfluss verlieren [66]. Die beschreiben-
den Gleichungen GI. (3.5) in diesem Limes sind zeitlich reversibel. Ein Antrieb durch eine
zeitlich symmetrische Deformierung erlaubt unter diesen Bedingungen keinen effektiven
Fortschritt, wie hiufig am folgenden Beispiel veranschaulicht wird: Eine Muschel, die nur
ihre beiden Deckel, wie in Abb. 3.1 skizziert 6ffnet und wieder schlief3t, konnte sich bei
kleinen Re nicht vorwirts bewegen [66]. Der Fortschritt wihrend des Offnens wiirde durch
den symmetrischen Riickschritt beim SchlieBen des Deckels wieder ausgeglichen und die

Muschel wire effektiv nicht vorangekommen.

Um sich dennoch in diesem Regime fortzubewegen, darf der Bewegungsablauf von aktiven
Mikroschwimmer nicht durch eine zeitlich symmetrischen Zyklus von Bewegungsmustern
erfolgen. Das Bakterium Escherichia Coli nutzt hierfiir die Rotation von Flagellen hinter
dem Korper als Antrieb (siehe Skizze Abb.3.2(a) ) [37, 38, 92-95]. Da die Bewegung

durch eine kontinuierliche Rotation in eine Richtung stattfindet, ohne eine entsprechende
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3.3. Eigenschaften von Mikroschwimmern

Riickwiartsbewegung zu vollziehen, konnen sich diese Schwimmer auch bei kleinen Re
fortbewegen. Auch zyklische Bewegungen konnen bei kleinen Re eine Fortbewegung er-
lauben. Eine Vorraussetzung hierfiir ist, dass wiahrend der verschiedenen Abschnitten der
periodischen Bewegung eine Asymmetrie vorliegt. Diese wird haufig durch Bewegung von
flexiblen Elementen erzeugt. Ein Beispiel hierfiir ist die periodische Bewegung der Gei3eln
der CR, die aufgrund der elastischen Flagellen einen unterschiedlichen Reibungskoeffi-
zienten wihrend der verschiedenen Phasen der Flagellenbewegung aufweist (siehe auch
Abschnitt4.2.1) [30-34]. Andere Beispiele sind Spermien, die sich durch schlagen einer
flexiblen Geillel fortbewegen [35, 36, 96] oder Amdben, welche eine Technik mit gezielter
aktiver Anderung der Korperhiille entwickelt haben [39, 40, 97, 98]. Fiir die theoretische Be-
schreibung der verschiedenen Antriebsarten existieren zahlreiche Formulierungen, welche

die einzelnen Mikroschwimmer sehr gut beschreiben [3, 68, 99].

(@) ©
(b)

"IN 6 ;\

Abb. 3.2.: Skizzen fiir verschiedene Realisierungen der Antriebe bei kleinen Re, wie (a)
ein Schwimmer mit helikaler, rotierende Geif3el, (b) einem artifiziellen Purcell-Schwimmer
[66] oder (c¢) ein Drei-Bead Schwimmer [100]. Wahrend der Schwimmer in (a) durch
eine gleichmaBige Rotation eine Bewegung verursacht, konnen in (b) und (c) eine zeitlich
asymmetrische Abfolge von Winkeldnderungen 61,0, oder Abstandsdanderungen 61,02 zu
einem Fortschritt fiihren. [66, 91]. Die Skizzen sind angelehnt an die Abbildungen aus [66]
und [100].

Neben den natiirlichen Antriebsarten wurden auch theoretische Modelle fiir die Bewe-
gung bei kleinen Re vorgeschlagen. Hierzu zdhlen Purcells-Schwimmer [66, 101] oder
auch der Drei-Bead-Schwimmer [100]. Diese nutzen eine asymmetrische Abfolge von
Forminderungen entweder durch Winkeldnderung von starren Stdben oder Abstandsidnderung
von reibungsbehafteten Kugeln fiir die Fortbewegung aus, wie in Abb. 3.2(b) und (c¢) gezeigt
[66, 100, 101].

Wihrend des Schwimmvorgangs erzeugen die Mikroschwimmer ein Stromungsfeld um
sich herum. Um dieses in Simulationen abzubilden, hat sich die Beschreibung durch
Dipolschwimmer-Modelle als effektive und effiziente Methode zur Darstellung des Stro-

mungsfeldes erwiesen [28, 49, 69]. Mochte man bspw. das Stromungsprofil eines aktiven
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3. Grundlagen und theoretischer Hintergrund

Teilchens, wie in Abb. 3.2(a) dargestellt, beschreiben, so kann man annehmen, dass an der
Position der Gei3el eine Punktkraft auf die Fliissigkeit ausgetibt wird. Die entsprechende
negative Kraft liegt am Korper an, womit das System kréftefrei ist. Die beiden anliegenden
Punktkrifte konnen zum Beispiel iiber ein Stokeslet wie in GI. (3.7) gendhert oder durch
andere Methoden implementiert werden, um die Schwimmcharakteristik des Schwimmers
nachzuahmen. Das Stromungsfeld, welches durch diese Modellierung erzeugt wird, kann
zwei Charakteristiken besitzen: Fiir Schwimmer wie Spermien mit einem Antrieb hinter
dem Korper (entgegen der Schwimmrichtung) erhélt man eine sogenannte Pusher-Typ Cha-
rakteristik mit der typischen Form der Stromungsprofils wie in Abb. 3.3(a) skizziert [28,
49, 69]. Auch den entgegengesetzten Fall, bei dem die Kraft auf die Fliissigkeit vor dem
Korper anliegt, kann man auf diese Weise modellieren (siehe Abb. 3.3(b)). Dies entspricht
der sogenannten Puller-Typ Charakteristik [28, 49, 69].

(a) (b)
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Abb. 3.3.: Darstellung des Stromungsfeldes (blaue Pfeile), hervorgerufen durch einen Kraft-
dipol (rote Pfeile) mit (a) einer Pusher-Konfiguration und (b) einer Puller-Konfiguration.
Die Skizzen sind angelehnt an die Darstellung in [28, 49, 69].

3.3.2. Beeinflussung der Dynamik von Mikroschwimmern durch
Hindernisse

Die Aktivitdat der Mikroschwimmer hat einen groBen Einfluss auf ihre Dynamik bei der
Interaktion mit Hindernissen im Vergleich zum Verhalten passiver Teilchen [102, 103,
105-108]. In Abb. 3.4(a) ist die Kollision eines aktiven Teilchens mit konstanter Schwimm-
richtung entlang des roten Pfeils dargestellt. Fiir ein passives Teilchen, das ballistisch mit
der Wand kollidiert, wiirde man eine Riickstreuung mit einem Ausfallswinkel gleich dem
Einfallswinkel beobachten (schwarz gestrichelte Linie). Fiir aktive Teilchen ist diese Sym-

metrie der Streuung allerdings gebrochen: Nach der Kollision mit der Wand schwimmt das
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(a) (b)
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Abb. 3.4.: Aufgrund ihrer Aktivitit verhalten sich aktive Teilchen bei der Wechselwirkung
mit Hindernissen anders als passive Teilchen. (a) Ein aktives Teilchen mit konstanter Ge-
schwindigkeit in Richtung des roten Pfeils trifft auf eine Wand. Nach dem Kontakt mit
der Wand ist das Teilchen zunéchst noch in der urspriinglichen Richtung orientiert und die
Aktivitit bewegt das Teilchen entlang der Wand (rot gestrichelte Linie) bis es zum Beispiel
durch Diffusion die Orientierung dndert [102]. Ein passives Teilchen wire im Einfallswinkel
zuriickgestreut worden (schwarze gestrichelte Linie). (b) Ein elongiertes Teilchen, welches
auf ein Hindernis trifft, wird umorientiert und dndert die Austrittsrichtung (graue gestrichel-
te Linie). Je nach hydrodynamischem Typ (Pusher, Puller, Neutral) konnen verschiedene
Streuereignisse auftreten, die die Charakteristik der Streuung verdndern [103—-106] .

Teilchen weiter in Richtung der Orientierung. Da diese in die Wand zeigt, bewegt sich das
Teilchen entlang der Wandoberfldche, bis sich die Orientierung durch Effekte wie Reibung,
Diffusion oder anderer Einfliisse dndert. Diese einfache Eigenschaft ruft einige interessante

Effekte hervor, welche sich von der Dynamik passiver Teilchen unterscheiden.

Eine eindrucksvolle Demonstration dieses Effektes ist zum Beispiel das Verhalten eines
mikroskopischen Zahnrads mit asymmetrischen Zacken, welches in ein Bad von aktiven
Mikroschwimmern gelegt wird [72, 109]. Treffen die Schwimmer auf das Zahnrad, so
werden sie bei Kontakt mit den Rad aufgrund der Asymmetrie der Zahne in eine bevorzugte
Richtung auf der Oberflache des Zahnrades gebiindelt. Dies fiihrt schlussendlich dazu,
dass das Rad sich ohne extern angelegte Kraftfelder zu drehen beginnt [72, 109]. Eine
andere Folge der Aktivitdt ist zum Beispiel die Interaktion mit passiven Objekten. In einem
Bad aus aktiven Teilchen kann sich eine aktivititsinduzierte Verarmungszone zwischen
den Objekten bilden. Dies fiihrt dazu, dass die passiven Objekte eine anziehende Kraft

zueinander erfahren, was auch manchmal als Casimir-Effekt aktiver Teilchen bezeichnet
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wird [110-113].

Auch die hydrodynamische Wechselwirkung ruft einige interessante Effekte bei der Wech-
selwirkung von aktiven Schwimmern mit ihrer Umgebung hervor. In theoretischen und
experimentellen Modellen wurde gezeigt, dass Mirkoschwimmer in der Nihe eines ku-
gelformigen Objektes auf Bahnen um dieses herum eingefangen werden [103-105]. Das
Einfangen ist dabei sowohl von der Dipol-Charakteristik (Pusher- oder Puller-Typ) und der
Dipol-Stirke als auch vom Kugeldurchmesser des Hindernisses abhingig. Mit CR, wel-
che eine Puller-Charakteristik zeigen, wurden ebenfalls theoretische und experimentelle
Untersuchungen fiir die Streuung an zylinderformigen Hindernissen durchgefiihrt [114].
In diesem Aufbau zeigen sich zwei Regime abhidngig vom Eintrittswinkel zwischen der
Schwimmrichtung und der Verbindung zur Zylinderachse. Ist dieser klein, so dominiert ein
Kontaktregime, bei dem die Streuung durch die Kontaktwechselwirkung der Schwimmer
dominiert und elastisch gestreut wird (vgl. graue Linie in Abb. 3.4(b)). Wird der Winkel
des Eintritts steiler, so wechselt die Charakteristik zum hydrodynamischen Regime, in wel-
chem die Schwimmer durch Fliissigkeitswechselwirkung zusitzlich von der Oberfliche
abgestoBBen werden (vgl. griine Linien in Abb. 3.4(b)). Die Wechselwirkung von aktiven
Teilchen wurde zum Beispiel fiir Modelle von aktiven Brownschen Teilchen in [102, 115]
sowohl mit als auch ohne Beriicksichtigung der Hydrodynamik untersucht. Es zeigt sich,
dass die aktiven Objekte eine erhohte Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Nahe der Winde

besitzen.

Bei der Untersuchung von aktiven Schwimmern, welche in Wechselwirkung mit verschie-
denen Randbedingung stehen, konnen folglich die Einflussfaktoren wie Kontaktwechselwir-
kung und hydrodynamische Wechselwirkung die Dynamik der Schwimmer entscheidend
beeinflussen. Deshalb ist es wichtig, diese bei der Modellierung fiir numerische Studien
wie die Untersuchung der CR in Abschnitt 5 zu beriicksichtigen. In Abschnitt4 werden die

in dieser Arbeit hierfiir verwendeten Modelle aufgezeigt.
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In diesem Abschnitt werden die Methoden und Modelle fiir die hydrodynamsiche Beschrei-
bung durch die LBM als auch der Modelle der aktiven Mirkoschwimmer CR vorgestellt. Teile
der hier vorgestellten Methodik und Modellierung wurden bereits in Marvin Brun-Cosme-
Bruny, Andre Fortsch, Walter Zimmermann, Eric Bertin, Philippe Peyla, and Salima Rafai,
Phys. Rev. Fluids, 5, 093302,(2020) [116] verdffentlicht. Die Methoden der LBM und das
hierfiir erstellte numerische Programm fanden zudem Anwendungen in Publikation [117],
wo sie angepasst fiir die Simulation von passiven Objekten mit Trdgheit verwendet wurden,
sowie Publikation [118], wo sie die fiir die Fliissigkeitsberechnung der roten Blutzellen

verwendet wurde.

4.1. Lattice-Boltzmann Methode

Die LBM ist eine Technik zur Losung der Bewegungsgleichung fiir Fliissigkeiten, die
die Boltzmann-Gleichung GI. (3.10) fiir diskretisierte Geschwindigkeiten, Orte und Zeiten
lost [119]. Sie ging aus den Lattice-Gas Automata [120, 121] hervor, indem boolesche
Werte durch eine dezimal Darstellung der mesoskopischen mittleren Teilchendichte ersetzt
wurden, was das statistische Rauschen erheblich minimierte [122]. Dadurch kann gezeigt
werden, dass unter Zuhilfenahme der Chapman-Enskog Entwicklung die NSG aus der LBM
erhalten kann, weshalb die LBM eine weite Verbreitung zur Simulation von Fliissigkeiten
erfahrt. Ein Uberblick ist in [82, 119, 123] zu finden, auf welchen die folgenden Darstel-

lungen aufbauen.

4.1.1. Allgemeines

Um die LBM in diskretisierter Form darzustellen, wird die Boltzmann-Gleichung (3.10)
auf ein diskretisiertes Ortsgitter und einen diskretisierten Geschwindigkeitsraum abgebildet
[82]. Bei der Diskretisierung werden Wichtungsfaktoren w; eingefiihrt, welche abhingig

von der Dimension und der Anzahl diskreter Richtungen die Erhaltung der Momente
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gewahrleisten. Die kontinuierlichen Geschwindigkeiten v werden durch ein endliches Set ¢;,
i €[0,...,q] ersetzt, die auf dem Orts-Gitter x; ausgewertet werden. Bei der Bezeichnung
der jeweiligen Implementierung der LBM verwendet man haufig die abgekiirzte Schreib-
weise DdQgq, wobei d die Raumdimension und ¢ die Anzahl der verwendeten Richtungen
darstellen. Es existieren verschiedene Moglichkeiten fiir zwei- und dreidimensionale Im-
plementierungen, wie bspw. D3Q15 oder D3Q18. Allerdings konnen nicht beliebige Werte
fiir g verwendet werden, da die Rotations- und Translationsinvarianz nicht bei allen erhal-
ten wire [82]. Die Entwicklung von Gl. (3.10) mit den diskretisierten Koordinaten liefert

schlieBlich die eigentliche LBM Bestimmungsgleichung [82]
f,'(Xj +C,‘,[+Al) :fi(Xj,l)+ Qi(Xj,l). (41)

Der Term €; entspricht dem Kollisions-Operator in Aquivalenz zur rechten Seite in GI. (3.10)
und At ist die Auflosung des diskretisierten Zeitschritts. Fiir Q;(x;,¢) wird in dieser Arbeit
der BGK Kollisions-Operator verwendet. Die diskretisierte From von GI. (3.11) entspricht
[82]

QfGK:—g [fi- ) +F

mit der Gleichgewichtsverteilung

. )2 2
g _ (Hcl u, (6w _u_).
J P c2 2ct 2c2
Hierbei sind # eine Korrektur fiir anliegende Krifte, c; ist die Schallgeschwindigkeit und
w; sind die Wichtungsfaktoren des jeweiligen Modells. Die physikalischen Grolen konnen

aus den diskretisierten Momenten der Gleichungen (3.12) berechnet werden als

p=Zfi,

i

pVZZC,’fi.

i

Fiir die dynamische Viskositit erhélt man v = c?At(T - %). Die Wahl der Dichte p sowie
der Orts- und Zeitdiskretisierung Ax und Ar definiert ein Set an Simulations-Einheiten, fiir
welches in dieser Arbeit Ax = At = 1 verwendet wird [124], wobei N, , . die Anzahl der

Stiitzstellen in der jeweiligen Raumrichtung angibt.

Um die diskretisierte Form GI. (4.1) der Boltzmann-Gleichung zu losen, ist es hilfreich,

die Auswertung in den Kollisions- und den Stromungsschritt aufzuteilen. Dies erleichtert
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4.1. Lattice-Boltzmann Methode

die numerische Behandlung, wobei die Berechnung der einzelnen Schritte folgende Form
besitzt [82]:

[Kollisionsschritt]  f*(x,f) = fi(x,r) + Q;(x.,1),
[Stromungsschritt]  fi(x + ¢;At,t + At) = f*.

Der Kollisionsschritt verteilt die Gewichtung der verschiedenen Richtungen der Dichte
fi(x,t) gemdB dem Kollisionsoperator lokal um. Im Stromungsschritt werden die zuvor
berechneten Dichten an die jeweilige neue Position verschoben. Der Zustand zwischen
Stromungs- und Kollisionsschritt wird hiufig mit einem Stern gekennzeichnet. Manchmal

findet man in der Literatur auch die Notation f;*(x, ) = f;(x,t*) vor.

In dieser Arbeit wird die LBM mit der D3Q19 Diskretisierung, mit den Raumrichtungen

0
co=|0|,
0
1 -1 0 0 0 0
¢c=]10|,ca=] O c=|11],c4=] -1 |,es=] 0 |.,c6=] O ,
0 0 0 0 1 -1
1 -1 1 -1
¢;=|1[.es=| 1 |.co=]| -1 [,cr0=| -1 |,
0 0 0 0
1 -1 1 -1
cii=| 0 [.,e2=] O |,e13=] O |,es=| 0O |,
1 -1 -1
0 0 0 0
cis=| 1 [.ct6=| -1 |,e17=] 1 |, ec15=| -1 ],
1 1 -1 -1

sowie der Konstante ¢ = % und den Gewichtungen

1 falls gl =0
wi=y 1 falls e =1
L falls el =V2

36

verwendet [82, 123]. Fiir die Initialisierung der Fliissigkeitsdichten wird die Gleichge-
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wichtsverteilung f; = fl.eq mit p = 1 und u = 0 herangezogen [82]. Mit den gewihlten

Parametern ergibt sich ein Stabilitatskriterium von 7 > % = % fiir die Relaxationszeit sowie
[Wax| < %% ~ 0.577 fiir die Stromungsgeschwindigkeit [82].

4.1.2. Randbedingungen
Periodische Randbedingungen

Periodische Randbedingungen werden in der LBM durch einen Ubertrag der Werte von
/7 (x,t) anden Réndern in die periodische Fortgesetzte Position wihrend des Stromungsschrittes
erzeugt. Soll bspw. das periodische Gebiet in y-Richtung durch [0,L,[ begrenzt sein, so
werden Dichten am Ort fl.*((x,O,z)T,t), welche in negative y-Richtung stromen (und somit
&, - ¢; < 0) in die Speicherstellen am oberen y-Rand gestromt: f;((x,Ly — &y¢;,2)7,t + At) =
fl.*((x,O,z)T,t) [82]. Dies gilt analog fiir die anderen Raumrichtungen bzw. die obere Be-

grenzung mit Projektion an die untere Speicherstelle.

No-slip Randbedingungen

Um Winde in der LBM zu reprisentieren, muss deren Eigenschaft der Haftbedingung
oder auch No-Slip Randbedingung beriicksichtigt werden. Hierfiir gibt es verschiede-
ne Moglichkeiten, wobei in dieser Arbeit der sogenannte Halfway Bounce-Back Algo-
rithmus nach [125, 126] verwendet wird. Dieser streut die in eine Wand einfallende
Fliissigkeitsteilchen zuriick, wodurch auf der Oberfliche der Wand die No-Slip Bedingung

erfullt wird.

Fiir diese Technik wird, falls sich zwischen Gitterpunkt x und x + ¢;Ax eine Wand befindet,
diese Verbindung als Wandverbindung identifiziert. Hierbei werden die Richtungen der
Wahrscheinlichkeitsdichten f;, die in eine Wand stromen, an der Wand zuriickgestreut und
folglich auf der linken Seite von Gl. (4.1) nach der Kollision umgekehrt (f; — fi»). Das Er-
gebnis ist eine rdumlich diskretisierte Darstellung der Objekte mit festen Randbedingungen.
Wihrend der Reflektion an der Wand muss der Impulsaustausch in der Wahrscheinlichkeits-
dichte beriicksichtigt werden, so dass man fiir den angepassten Kollisionsschritt [82, 125,
127]

fr (Xp,t + At) = f;(Xp,t) + AtQ; + W

mit dem zusitzlichen Beitrag ‘W, erhilt. Fiir eine Wand mit der Geschwindigkeit u,, (x,,)
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4.1. Lattice-Boltzmann Methode

an der Position x,, = X;, + ¢;Ar/2 erhilt man fiir die Korrektur den Faktor

W { —zv;‘:p ¢;-u, fallsiin die Wand zeigt

0 sonst

Diese Implementierung besitzt eine raumliche Auflosung zweiter Ordnung [82].

Bewegliche, undeformierbare Teilchen

Mochte man undeformierbare Teilchen wie zum Beispiel harte Kugeln simulieren, so kann
man die Oberfliche der Kugeln als Wand, an welcher die Fliissigkeit reflektiert wird, model-
lieren [82, 128]. Die Bewegung der Kugel wird anschlieBend iiber die zeitliche Integration
der auf ihr wirkenden Krifte ermittelt. Hierfiir miissen die von der Fliissigkeit ausgeiibten
Krifte auf das Teilchen bestimmt werden. Knoten an der Position Xx; innerhalb der Ku-
gel mit Radius @ und Position r mit |x; — r| < a werden als Wandknoten behandelt und
nicht fiir die Berechnung der Fliissigkeitsupdates beriicksichtigt [128]. Hierbei wird min-
destens ein Fliissigkeitsknoten zwischen zwei Objekten forciert. Bei der Bewegung werden
Fliissigkeitsteilchen, die auf die Oberfliche der Kugel stromen, an dieser reflektiert und iiben
dabei eine Kraft auf die Kugel aus, welche der hydrodynamischen Wechselwirkung zwi-
schen Teilchen und Fliissigkeit entspricht.Diese wird gleichmaBig iiber alle riickgestreuten
Richtungen aufsummiert (vgl. Gleichungen (3.4)) und man erhilt [82, 128, 129]

A)C3
Fooi = Z Y3 (27 (xpt) + W) ¢
iEhbk
3

Typr = Z % (2]‘;-*(Xb,t) +W) (XW - I‘(t)) XC.
iebbk

Hierbei sind x,, Gitterpositionen, welche in eine Wand an der Stelle x,, (miti € bbk) zeigen.
Die Geschwindigkeit der Wand wird basierend auf der (Winkel-)Geschwindigkeit (£2,) u,,
des Teilchen an Position r mit

u,(X,,) =u, +, X (X, —T) 4.3)

berechnet. Bei der Bewegung des Objektes miissen nach jedem Zeitschritt die Knoten, die
als Wand identifiziert werden, aktualisiert werden. Hierbei kann es vorkommen, dass Fliis-
sigkeitsknoten, welche zuvor innerhalb der Kugel lagen, sich danach auferhalb befinden
(oder umgekehrt). Fliissigkeitspunkte am Ort X;, die im letzten Zeitschritt auBerhalb des

beweglichen Teilchens mit Position r, Geschwindigkeit u,, und Winkelgeschwindigkeit €2,
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lagen und im néchsten Zeitschritt innerhalb sind, werden dann von der Kugel verdeckt. Die

zugehorigen Flussigkeitsteilchen gehen dem System verloren und der Anteil

Fo=) %Zﬁ(xj,nci,
c i

Ax3
T.=> 2% (x; - 1) xF,,
- At

wird gemil [128] gleichmiBig fiir einen Zeitschritt auf den des Teilchens addiert, um
die Kriftebilanz auszugleichen, wobei iiber alle neu bedeckten Knoten ¢ summiert wird.
Aquivalent werden Knoten, die zuvor innerhalb der Kugel lagen und im nichsten Zeit-
schritt freigelegt sind, mit einem neuen Fliissigkeitspartikel gefiillt. Fiir das neu entstan-
dene Fliissigkeitsteilchen wird eine Geschwindigkeit V,oq4.(X;) = u,(x;) gemil Glei-
chungen (4.3) und eine mittlere Dichte o der um Xx; liegenden Fliissigeitsteilchen an-
genommen [82, 128]. Die dabei ausgeiibten Krifte und Drehmomente von freigelegten

Fliissigkeitsteilchen aller freigelegten Knoten u betragen [82]

Ax3 _
Fu = Z _Epvnode s

A.X3
TMZZE(X]‘—I') xF,,

was ebenfalls in der Bilanz des Teilchens beriicksichtigt wird. Die gesamten resultierenden

hydrodynamischen Krifte F; und Drehmomente T,

Fh = bek + Fc + Fu und (4.4&)
Th = Tbbk + TC + Tu (44b)

werden als konstant iiber ein Zeitintervall 1 — ¢+ At/2 angenommen und beschreiben somit
den Zustand zu r + Ar/2 [128]. Die Krifte und Drehmomente zur Zeit ¢y auf das Teilchen

konnen anschlieffend durch
1 1 1
Fi,(t9) == |Fin(to + =At) + Fy (19 — =At) und
2 2 2
T(t)—1 Ty (1 +1Al)+T(t 1At)
o =5 nlfo > o 5

tiber eine Mittelung zweier aufeinander folgender Zeitschritte berechnet werden [128] und

in die Gesamtbilanz der Krifte auf das Teilchen aufgenommen werden.
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4.1. Lattice-Boltzmann Methode

Um die Geschwindigkeit von starren Kugeln, auf denen externe Krifte F;, und Drehmomente
T, sowie die hydrodynamischen Krifte F;, und Drehmomente T; wirken, zu berechnen,
kann man die Newtonsche Bewegungsgleichung der anliegenden Krifte zeitlich diskretisiert

integrieren und erhélt

A
vy (to + At) =v,(t0) + Mt [Fx(to) + Fp(to)] , (4.5a)

A
wy, (to + At) =w,(to) + 7t [Th(20) + Tp(t0)] , (4.5b)

wobei M = %na3pK die Masse und I = %ma2 das Triagheitsmoment der Kugeln mit Dich-
te px darstellt. Die (Winkel-)Geschwindigkeit der Kugeln kann anschlieend numerisch

integriert werden, um so die neue Position und Orientierung der Kugel zu erhalten.

(@)

(b)

1.0
Q O  Miyamura (1981) A R ﬁ
. . 107 -
o % LBM Simulation x  LBM Simulation
o)
3 0.5 1 %% S
6]
%X
R
8 x X %
0.0 T T T T 1078 T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 2 4 6 8 10 12
d/L a

Abb. 4.1.: (a) Test der Translationsgeschwindigkeit von harten Kugeln, basierend auf dem
System aus [128][Fig. 6]. Gezeigt ist das Verhiltnis der y-Sedimentationsgeschwindigkeit
u; und der ungestorten Geschwindigkeit u( (siehe Gleichungen (3.6)) einer harten Kugel,
die unter einer konstanten Kraft F; = —0.1€, in einem Kanal y-periodischen Kanal und
Winden in x,z-Richtung sedimentieren. Hierbei wurde das Verhiltnis des Kugeldurch-
messers d und der Kanalbreite L variiert. Als Vergleich dienen die Datenpunkte Miya-
mura (1981), welche aus [128][Fig. 6] entnommen sind (schwarze Kreise). Parameter:
T=1n=1/6,N., =32,N, = 1024, px = 1, Fy = 0.1. (b) Finale Winkelgeschwindigkeit
Q; = || einer harten Kugel mit Radius a, die in einem periodischen Gebiet (N, , . = 64)
mit konstant anliegendem Drehmoment (T, = 0.001&,) und px = 1,7 = 1,5 = 1/6 ro-
tiert. Dargestellt sind die Datenpunkte der Simulation der LBM (blaue Kreuze) sowie die
analytische Beziehung aus Gleichungen (3.6).

Abb. 4.1 zeigt die Ergebnisse fiir die translatorische sowie rotatorische Bewegung einer
harten Kugel fiir kleine Re, die mit der LBM simuliert wurden. Fiir die translatorischen
Tests wird die Sedimentation einer Kugel mit anliegender Kraft F; = —€,F; in einem in
y-Richtung periodischen Kanal, der in x,z-Richtung durch Winde begrenzt ist, bei kleinen

Geschwindigkeiten u, untersucht. Fiir eine Kugel in einem freien Gebiet wiirde sich die
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Fy
6rna

Geschwindigkeit ug = gemal des Stokesschen Gesetzes Gl. (3.6) einstellen. Da die
Waiinde jedoch eine Reibung auf die Kugel ausiiben, ist die tatsdchliche Sedimentationsge-
schwindigkeit eine Funktion des Verhiltnisses von Kugeldurchmesser d und Kanalbreite
L mit Z—(’) < 1. Die mit der LBM bestimmten Ergebnisse stimmen sehr gut mit den in Fig.
6 aus Ref. [128] angegebenen Werten liberein. Fiir den Test der Rotationsgeschwindigkeit
wird eine Kugel mit Radius a in einem periodischen Gebiet mit N, ,. = 64 simuliert,
auf welche ein konstantes Drehmoment anliegt. Die sich einstellende Winkelgeschwindig-
keit der LBM-Simulationen wird mit der analytischen Nédherung der Stokesschen Reibung
verglichen. Sowohl fiir die Translation als auch die Rotation zeigt sich eine sehr gute

Ubereinstimmung mit den erwarteten Werten.

4.1.3. Externe Krafte

Um externe Krifte, die auf die Fliissigkeit wirken, zu implementieren, wird in dieser
Arbeit der Ansatz von [130] verwendet. Diese Methode basiert auf einer Kopplung externer
Krifte auf der rechten Seite von GI. (4.1), welche nach kleinen Geschwindigkeiten der
Fliissigkeitsteilchen entwickelt wird. Sie ist fiir kleine Mach Zahlen (Mas) dquivalent zur
alternativen Implementierung in [131], wie in [132] gezeigt wird. Fiir die Prozedur nach

[130] kann man externe Krifte F, in der Entwicklungsgleichung durch die Anpassungen

At e 1 ¢G—u Gi-u
QBGK:__[fi_fiq]+At(l—2—)wi[ > +( 4)01' ‘Fe,
T Cg Cg

beriicksichtigen. In Abb. 4.2 ist das sich einstellende Stromungsprofil zwischen zwei Platten
abgebildet, das durch eine Volumenkraft, die an jedem Knoten anliegt, getrieben wird,
wobei H = 64,L,, = 64,1 = 1/6,up = 0.05. Wie man erkennt, stellt sich das typische
parabelférmige Poiseuille-Profil der Stromung mit Amplitude u( in der Mitte der Platten

ein.
Da externe Krifte hiaufig auf einem kontinuierlichen Koordinatensystem definiert sind,

werden externe Punktkrifte auf die diskrete Euler-Reprisentation mithilfe der sogenannten

Immersed-Boundary Methode iibertragen. Diese vermittelt zwischen beiden Darstellungen
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Abb. 4.2.: Poiseuille-Profil zwischen zwei parallelen Platten in der LBM-Simulation, wel-
ches durch eine konstante Volumenkraft F, = &.2ugn/(H/ 2)2, die gemil} Abschnitt4.1.3 an
jedem Knoten der Fliissigkeit berticksichtigt wird, getrieben wird. Es stellt sich das typische
parabelformige Profil ein.

iber eine diskrete Delta-Verteilungsfunktion [82, 133, 134]

35(1) = Br)B(r)B ()

wobei r = (r1,r2,r3)7. Fiir eine skalare GroBe A, die zwischen der Euler-Darstellung
Ag(x;,t) an dirskreten Orten x; und der Lagrange-Darstellung A7 (r,t) am kontinuierlichen

Ort r vermittelt, gilt
Ap(xj,0) = AL(r,1)0A(X; (1) —x(1)) .

Die Verteilungsfunktion hat eine obere Grenze zur Beriicksichtigung des Kopplungsradius
fiir x; (#) —r(¢) und ist im Allgemeinen so bestimmt, dass der (Dreh-)Impuls erhalten ist und
die Funktion an den Definitionsrindern moglichst kontinuierlich erfolgt [130]. Je nach Wahl
des maximal beriicksichtigten Radius erhilt man verschiedene Verteilungs-Funktionen ¢,
die diese Eigenschaften erfiillen [82]. In dieser Arbeit werden die néachsten vier Stiitzstellen
um den lagrangeschen Wert beriicksichtigt. Eine gute Naherung fiir die Verteilungsfunktion
¢(x) stellt die Funktion

¢ (x) = 471 (1 +cos(nx/2)) x < x| < 2Ax
Lo 2 < [x]

dar [134].
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4.2. Mikroschwimmer Chlamydomonas reinhardtii

4.2.1. Allgemeines

Chlamydomonas reinhardtii (CR) ist eine Griinalge, die aus einem einzelligen Korper mit
einem Durchmesser von 10pum besteht [30]. Diese Mikroalge ist vornehmlich in StiBwasser
vorzufinden, in welchem sie sich, getrieben durch ihre zwei Geilleln, bewegen kann. Die
Flagellen bewegen sich periodisch in einer Form #hnlich der Brustschwimm-Bewegung
[30, 34, 135], wie in Abb.4.3 dargestellt. Die Geschwindigkeit der CR betragt ungefahr
50 - 200pm/s, womit die Algen in einer Fliissigkeit wie Wasser mit 7  1mPa - s und einer

Dichte von p ~ 103kg/m?> eine Re von ca. 2.5 - 10~* aufweisen [33].

Die Energie fiir die Fortbewegung gewinnt der Organismus durch Photosynthese mit einem
im Zellkorper befindlichen Chloroplast [30]. Die Zellen besitzen einen Augenfleck (siehe
rote Markierung in Abb.4.3(c)), auch Stigma genannt, welcher circa einen Mirkometer
Durchmesser aufweist und auf Lichteinfall im Bereich 510 nm reagiert [30, 34, 136-140].
Die Bewegung der Alge ist mit dem Augenfleck gekoppelt und steuert die Alge entweder
auf eine Lichtquelle zu oder von ihr weg [141]. Dies erlaubt es ihnen, gemal der dufleren
Beeinflussung, ihre Position zu dndern und somit die Entfernung zur Wasseroberfldche und

damit auch die Lichteinstrahlung zu kontrollieren [30, 142].

Aufgrund ihrer einfachen genetischen Bauweise, der Moglichkeit, durch genetische Verin-
derungen die Alge zu veridndern, sowie ihrer Fahigkeit, sich bei kleinen Re fortzubewegen
hat sich dieser Einzeller als Modellobjekt fiir zahlreiche Gebiete in der Wissenschaft eta-
bliert [30, 31, 34, 68, 135, 143]. Die Anwendungen sind dabei vielfiltig. So wurden bspw.
genetische Verdnderungen getroffen, um die Produktion von Wasserstoff wihrend der Pho-
tosynthese zu erhohen und somit die Alge als Quelle fiir diesen Rohstoff einzusetzen [144].
Auch andere Arten der verbesserten Wasserstoff-Anreicherung oder die Verwendung der

Algen als Lieferant fiir Biomasse und Biotreibstoffe sind Forschungsgegenstand [12, 145].

Im Folgenden werden die wichtigsten Grundlagen zur theoretischen Beschreibung der
Algen aufgezeigt. Anschlieend wird in Abschnitt4.2.3 beschrieben, wie die CR fiir die

Untersuchungen in Abschnitt 5 modelliert werden.

Fortbewegung

Der Korper der Algen ist begrenzt durch eine Zellmembran, die (auf den untersuchten Zeits-
kalen) undurchdringlich fiir die Fliissigkeit ist. An diesem Korper ist der Antriebsapparat

befestigt, welcher aus zwei getrennt agierenden Flagellen besteht. Um das Scallop-Theorem

30



4.2. Mikroschwimmer Chlamydomonas reinhardtii

o

Abb. 4.3.: (a) Skizze der symmetrischen Schwimmbewegung der Flagellen der Alge CR.
Wihrend des Power-Strokes bewegt die Alge ihre Flagellen hin zum Korper (durchgezo-
gene Linien), wobei der Korper sich nach vorne bewegt [30]. Wihrend des Return-Strokes
werden die Flagellen eng anliegend an den Korper wieder nach vorne geholt (gestrichelte
Linien), der Korper bewegt sich leicht zuriick [30]. (b) Im Mittel erzeugt diese Bewegung
ein Stromungsprofil mit Puller-Charakteristik, angedeutet durch die blauen Pfeile (siehe
Abschnitt 3.3.1). Diese Bewegung erzeugt einen Kraftdipol, bei welchen eine gemittelte
Kraft in Schwimmrichtung auf die Alge wirkt (rote Pfeile). (c) Die volle Schwimmer-
Trajektorie verlduft auf einer helikalen Bahn (graue Linie), welche eine Subtruktur aufgrund
der Schwimmbewegung aufweist (vergrolerter Bereich). Die Phototaxis sorgt fiir eine Ab-
lenkung der Richtung entlang externer Lichtquellen (dunkel-roter Pfeil). Skizzen angelehnt
an [30, 34, 138, 139, 146-148].
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zu brechen, vollzieht die Alge eine Bewegung, die in zwei Teile gegliedert werden kann [30,
34, 143, 149] (siehe Abb.4.3(a)). Der erste Teil des Zyklus besteht aus dem sogenannten
Power-Stroke, bei dem die Flagellen weit vom Korper nach vorne gestreckt starten und zum
hinteren Ende der Zelle bewegt werden. Dabei wird durch die Reibung mit der Fliissigkeit
eine Kraft auf den Korper erzeugt und die Alge bewegt sich nach vorne. Um die Periode
zu vollenden und einen Schwimmzyklus zu schlieen, miissen die Geieln wieder in die
Ausgangslage gebracht werden. Dies geschieht im Return-Stroke, wobei die Geifleln ndher
am Zellkorper gefiihrt wieder nach vorne geholt werden. Die Reibung mit der Fliissigkeit
erzeugt dabei einen Riickschritt, der aufgrund der unterschiedlichen Lage der Fiihler naher
am Korper und folglich mit einem geringeren Reibungswiderstand als der Power-Stroke
kleiner ist als der Vorwirtsschritt. Durch diese zeitlich asymmetrische Bewegung kann
sich die Alge somit im Mittel vorwérts bewegen, wobei die Trajektorie der CR, eine oszil-
latorische Substruktur, wie in Abb.4.3(c) im vergroflerten Bereich gezeigt, aufweist. Die

Frequenz, mit der die Flagellen der CR oszillieren, betragt circa S0Hz [31].

Wihrend der Fortbewegung dreht sich die Alge gegen den Uhrzeigersinn um die eigene
Liangsachse, da die Flagellen nicht in einer Ebene, sondern leicht verkippt zueinander schla-
gen [34, 136, 138, 147, 148, 150, 151]. Zudem weisen die Flagellen eine unterschiedliche
Intensitat beim Schlagen auf. Das Zusammenspiel dieser Effekte fiihrt zu einer Bewegung
auf einer helikalen Bahn, wie in Abb. 4.3(c) skizziert [136, 138, 147, 148, 150]. Fiir die
Beschreibung der Bewegung der CR wird hidufig, wie auch in dieser Arbeit, der gemittelte
Bewegungsvorgang der Algen dargestellt [31, 149]. Das entsprechende Stromungsprofil der
Algen kann durch einen Kraftdipol mit Puller-Charakteristik, wie in Abb. 4.3(b) gezeigt,

gendhert werden.

In Abwesenheit einer Lichtquelle vollziehen CR eine sogenannte run-and-tumble Bewegung
[33, 137, 152]. Dabei bewegen sich die Algen fiir eine Zeit 7 auf einer geraden, helikalen
Bahn. Nach dieser Zeit vollziehen sie einen sogenannten Taumel-Vorgang (engl. Tumbling)
und schwimmen anschlieend in eine neue, zufillige Richtung wieder auf einer Geraden
bis zum néchsten Taumel-Vorgang [137, 152]. Eine mogliche Ursache fiir dieses Verhalten
ist die Desynchronisation der Flagellen, welcher zu einer zufilligen Reorientierung der
Schwimmrichtung wihrend der Bewegung fiihrt [137, 152]. Dieses Bewegungsmuster ist
schematisch in Abb. 4.4 dargestellt. Die Zeiten 7, in denen die Algen auf einer Geraden

schwimmen, weisen eine exponentiell abfallende Statistik auf [152].

In Anwesenheit einer Lichtquelle geht die ungeordnete run-and-tumble Bewegung in eine
gerichtete Bewegung entlang der Lichtquelle tiber, auch Phototaxis genannt [30, 142]. Es
wird vermutet, dass bei CR die Licht-gesteuerte Bewegung auf dem folgenden Effekt beruht:
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Abb. 4.4.: Darstellung der run-and-tumble Bewegung der CR [137, 152] in Abwesenheit
einer Lichtquelle. Wihrend der Fortbewegung bewegt sich die Alge fiir eine ballistische
Zeit mit Mittelwert 7, nahezu auf einer Geraden. Anschlieend findet eine Reorientierung
in eine zufillige Richtung statt.

Das cis- bzw trans-Flagellum dndert die Oszillationsdynamik je nach Lichtintensitét, die auf
den Augenfleck trifft [153, 154]. Somit wird die helikale Bahn wie in Abb. 4.3(c) skizziert,
abgelenkt, wenn das Licht nicht parallel zur Schwimmrichtung der Alge eintriftt, da der
Lichtfleck bei der Rotation um die eigene Achse wechselnder Einstrahlung ausgesetzt ist.
Ist die Schwimmrichtung parallel zur Lichteinstrahlung, dandert sich die Belichtung des
Augenflecks wihrend der Schwimmer-Rotation im Mittel nicht und die Bewegungsrichtung
ist nicht gekriimmt. Dies hilft den Algen dabei, den optimalen Lebensraum zu finden. Die
Schwimmer konnen, je nach Algenstamm, sowohl positive als auch negative Phototaxis

aufweisen [147].

Auch in Anwesenheit einer Lichtquelle ist die Bewegung der Algen nicht vollstindig de-
terministisch. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Orientierungen 6 von CR relativ zur

Lichtquelle kann in einer ruhenden Fliissigkeit durch

r 1

¥ (0) = (4.6)

gendhert werden, was einer Lorentzverteilung entspricht [140].
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4.2.2. Eigenschaften der im Experiment untersuchten
Chlamydomonas reinhardtii

Die Experimente wurden von Marvin Brun-Cosme-Bruny im Labor Université Grenoble
Alpes, CNRS, LIPhy durchgefiihrt, wobei die verwendeten Materialien und Methoden in
[116] zu finden sind. Fiir die Versuche wurden Algen Chlamydomonas reinhardtii des
Wildtyps CC-124 bei 22°C in der Mitte der exponentiellen Wachstumsphase des 14h/10h
Hell/Dunkel Zyklus gewonnen. Dieser Wildtyp hat einen Korperdurchmesser von ungefahr
10pm und zeigt negative Phototaxis als Reaktion auf Lichteinfall im Bereich einer Wel-

lenldnge um 510nm [155] und schwimmt mit circa 130pm/s.

Fiir die Herstellung der lichtdurchlidssigen Hindernisse wurde ein Lithographie-Verfahren
mit transparentem PDMS verwendet [156], der zusatzlich durch Bovine Serum Albumine

Beschichtet wurde.

4.2.3. Numerische Modellierung der Chlamydomonas reinhardtii

In den vorausgehenden Erlauterungen in Abschnitt4.2.1 wurden die allgemeinen Grund-
lagen zum Aufbau und Fortbewegung der Algen CR beschrieben. Diese sollen spater
in Abschnitt5 auf ihr Verhalten in einer komplexen Umgebung hin untersucht werden.
Hierfiir werden numerische Simulationen mit und ohne Beriicksichtigung der umgebenden
Fliissigkeit durchgefiihrt. In diesem Abschnitt werden die Grundlagen fiir die theoretische
Beschreibung der vorhergehenden Ausfiihrungen zur Fortbewegung der CR gegeben, die
dann in Abschnitt5 verwendet werden. Teile aus dieser Beschreibung sind bereits in der
Veroffentlichung [116] zu finden.

Die Modellierung der Schwimmer in dieser Arbeit ist dazu gedacht, das Verhalten von
Schwimmern in Wechselwirkung mit einer komplexen Umgebung zu erfassen, wobei
das zeitlich gemittelte Verhalten beim Durchqueren einer Hindernis-Landschaft untersucht
wird. Die Bewegung soll hierbei im Mittel qualitativ richtig wiedergegeben werden. Fiir
diesen Zweck werden die Schwimmer basierend auf dem Modell aus [140] modelliert,
das um eine Kontaktwechselwirkung sowie der Kopplung an die LBM zur Simulation der

hydrodynamischen Wechselwirkung, erweitert wird.
Aufbau der Schwimmer

Um die Algen zu modellieren, wird eine Reprisentation wie in Abb.4.5(a) dargestellt,

verwendet. Diese werden durch eine Position r, des Korpers sowie der Orientierung &
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Abb. 4.5.: Die CR werden in dieser Arbeit als runder Korper mit Radius @ am Ort r
modelliert, der fiir die Fliissigkeit undurchdringlich ist (Kugel, dargestellt in der LBM als
bewegliche Wand) und bei Kontakt mit Objekten eine abstolende Wechselwirkung erfihrt.
Die CR besitzen zudem eine Schwimmrichtung € und eine abstolende Region mit Radius
S an der Position r + €b. Diese Region spiegelt den Kontaktbereich der Flagellen wieder
[106, 108, 114, 157].

beschrieben. Der Korper wird als Kugel mit Radius a an der Position r;, gendhert. Kommen
die Flagellen der CR bei der Schwimmbewegung in Kontakt mit einem Hindernis, sorgt
die periodische Bewegung der Schwimmerarme fiir eine AbstoBung zwischen den Algen
und dem Objekt [106, 108, 114, 157]. Da dieser Effekt die Verweildauer und den Winkel
der Schwimmer nach der Kollision mit Objekten beeinflusst, muss dies im Modell der
CR berticksichtigt werden. Die Flagellen werden durch ein Kontaktgebiet mit effektivem
Bewegungsradius %a im Abstand b = %a zum Korper modelliert, welcher das wahrend
der Schwimmbewegung erreichte Gebiet der Geilleln reprasentiert [106, 108, 114, 157].
Die Aktivitat wird iiber eine Dipolkraft mit Puller-Charakteristik nachgebildet. Die auf den
Korper wirkenden Krifte, welche nicht durch die Fliissigkeit hervorgerufen werden, sind

gegeben durch
Fj, =F,+ ) Fo(ri—rp) +F.(ri— 1)), 4.7)

Ty = (17 —rp) x Fo(ri —1p),
i

wobei die Summe {iber alle Objekte i an den Orten r; ausgefiihrt wird, die fiir die AbstoBung

in Betracht gezogen werden sollen.

Hierbei ist F; = F € die auf den Korper in Schwimmrichtung € wirkende Dipolkraft. Eine
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entgegengesetzte Kraft —F; wird bei Simulationen mit der LBM auf die Fliissigkeit an
der Position rj, + b als externe Kraft mithilfe der Immersed-Boundary Methode angelegt
(siche Abschnitt4.1.3). Die separierende Kontaktkraft F,(r) ist der abstolende Ast des
Weeks-Chandler-Anderson Potentials [158] und setzt ein, falls zwei Objekte iiberlappen.

Die Krifte F, (r; —r) und Drehmomente (rs—rj) XF,(r; —r/) sind die durch die Flagellen
hervorgerufenen Beitrage (sieche Abb.4.5(b)), welche auf den Korper im Abstand r; — ry

tibertragen werden.

Bewegungsgleichung der Schwimmerdynamik

Fiir die Bestimmung der Dynamik des Schwimmermodells muss anhand der jeweiligen
Konfiguration des Systems die Geschwindigkeit v, und Winkelgeschwindigkeit w; der
Korper bestimmt werden. Fiir die spiteren Untersuchungen werden zwei verschiedene
Techniken verwendet: Zum einen kommt die LBM zum Einsatz, welche die Effekte der
hydrodynamsichen Wechselwirkung beinhaltet. Zudem wird ein ballistisches Verfahren
verwendet, das die Wechselwirkung mit der Fliissigkeit vernachlissigt. Beide Methoden er-
halten als Input die Schwimmer-Informationen (Position r;, ;, nicht hydrodynamische Krifte
und Drehmomente F;, ; und Tj; sowie Dipol-Krifte F, ;) aller Schwimmeri =1, ..., N bei
einer Gesamtzahl an N Schwimmern und liefern die entsprechenden Geschwindigkeiten
v; und Winkelgeschwindigkeiten w; der einzelnen Schwimmer. Die Positionen und Orien-
tierungen konnen anschliefend mit einem Integrationsverfahren (zum Beispiel Euler oder

Runge-Kutta) numerisch integriert werden.

Bewegung unter Beriicksichtigung der hydrodynamischen Wechselwirkung mithilfe der
LBM — Um den Einfluss der Hydrodynamik zu bestimmen wird die LBM verwendet.
Fiir jeden Schwimmer i werden zur Zeit ¢ hierfiir die Dipolkrifte —€;F; an der Position
ry; als externe Volumenkrifte mit der Immersed-Boundary Methode in die LBM gemil3
Abschnitt4.1.3 eingebunden. Die Korper sollen undurchdringlich fiir die Fliissigkeit sein,
weshalb sie als harte Kugeln (siehe Abschnitt4.1.2) mit Radius a an der Position r;; mit
anliegenden Kriften F;; und Drehmomenten T ; (siehe Gleichungen (4.7)) eingebunden
werden. Anschlieend wird ein Zeitschritt der LBM durchgefiihrt, in dem die Wechselwir-
kung der Schwimmer mit der Fliissigkeit (wie zum Beispiel Reibung und hydrodynamische
Wechselwirkung mit anderen Schwimmern und Winden) berechnet und die resultierenden

Geschwindigkeiten v; und w; gemif3 Gleichungen (4.5) zuriickgeliefert werden.

Dissipatives-Kollosions-Modell — Um den Einfluss der rein kontaktbasierten Effekte von
hydrodynamischen Effekten trennen zu konnen, wird das Dissipatives-Kollosions-Modell

(DKM) eingefiihrt. Hierbei werden die Geschwindigkeiten v; und Winkelgeschwindigkeiten
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w; durch die Stokessche Reibung der Teilchen nach Gleichungen (3.6) berechnet, d.h.

v = Ybi wo = b
" 6ma ' 8mnad’

wobei 17 die Viskositit ist. Diese Methode erlaubt es, die Bewegung der Mikroschwimmer
aufgrund der Kontaktwechselwirkung von hydrodynamischen Einfliissen entkoppelt zu

betrachten.

z

T__—>x

Abb. 4.6.: Darstellung des phototaktischen Verhaltens im Modell der CR. Nach einer
zufidllig gewihlten ballistischen Zeit 7; wird der Schwimmer gemif der Lichtquelle reori-
entiert. Hierbei wird die neue Schwimmerrichtung & zufillig gewihlt, wobei die Verteilung
des neuen Winkels 6; zur Lichtquelle mit 6, einer Lorentzverteilung Gl. (4.9) entspricht, die
um 6, zentriert ist. Die ballistischen Zeiten sind gemal3 Gl. (4.8) verteilt. Die Darstellung
entspricht CR mit negativer Phototaxis, wie sie auch im experimentellen Versuchsaufbau
verwendet werden (siehe Abschnitt4.2.2).

Modellierung des phototaktischen Verhaltens

Fiir die Modellierung des phototaktischen Verhaltens wird gemal3 [140] die Schwimmer-
Orientierungen mit einer gewissen Rate a reorientiert. Die Zeiten 7; zwischen zwei Reori-

entierungen werden dabei durch eine exponentielle Verteilung
p(t) =ae™ " (4.8)
beschrieben, wobei @ ~ 0.33/s die Rate der Reorientierungen angibt [140]. Nach einer

Reorientierung wird die neue Richtung &€’ des Schwimmers 7 anhand der Verteilungsfunktion
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in GI. (4.6) gewahlt, sodass die Schwimmrichtungen nach einem solchen Ereignis eine
Lorentzverteilung aufweisen (vgl Abschnitt4.2.1 bzw. [33]). Hierbei wird die negative
Phototaxis des im experimentellen Aufbau verwendeten Stammes der CR beachtet und die
Schwimmer reorientieren sich in Richtung der Licht-Vektoren, weg von der Lichtquelle
(siehe Abschnitt4.2.2 bzw. Abb. 4.6). Falls der Schwimmer nach der Reorientierung mit
einem Hindernis oder anderen Schwimmer iiberlappen wiirde, wird die Reorientierung
nicht durchgefiihrt. Soll eine Lichteinstrahlung in der xy-Ebene mit Winkel 6, zur x-Achse
abgebildet werden, so entspricht die verwendete Verteilung
1

I
lr//(e' - 6f7r) = s (49)
| 21 L4 (07 - 0,)?

welche auf den Bereich —m < 0, < m beschrankt wird. Hierbei ist 8;; der Winkel der
Schwimmrichtung des Schwimmers i zur x-Achse nach der Reorientierung und I" gibt die

Breite der Verteilung an.

Parameterwahl
Fiir die beiden Simulationsmethoden werden die Simulations-Parameter gleich gewahlt.

Neben den in Abschnitt4.1 angegebenen Konstanten wird p = % SOWIE O fluid = Pswimmer =
1 gewahlt. Fiir die LBM ergibt sich somit eine Relaxationskonstante von 7 = 1, was innerhalb
des Stabilititsbereichs 7 > % = % liegt [82]. Die Schwimmerkorper werden mit a = 3
modelliert, womit sie eine hinreichend gute Gitter-Auflosung in der LBM aufweisen, jedoch
moglichst klein gewihlt wurden, um die Anzahl der zu simulierenden Fliissigkeitsknoten

und somit die Simulationszeit gering zu halten.

Fiir die Wahl der Schwimmergeschwindigkeit Vo muss eine hinreichend gute Ubereinstimmung
des Stromungsprofils fiir den Stokes-Limes gegeben sein, was fiir Vo = 5.4- 1072 erfiillt
ist (siehe Appendix A fiir die Prozedur zur Auswahl der Schwimmer-Geschwindigkeit). Da
im DKM die Riickstromung der Flagellen vernachlissigt wird, ist die Dipol-Stirke, die zu
Vo = 5.4-1073 fiihrt, in beiden Methoden verschieden. Die gewiinschte Geschwindigkeit
stellt sich fiir eine Dipolstirke FCE,LBM) = 0.25 in der LBM bzw. F;DKM) = 0.051 fiir DKM

ein.

Das mit der LBM fiir die gewihlten Parameter erhaltene Stromungsprofil der Schwimmer
ist in Abb. 4.7 dargestellt. Im festen Laborsystem (linke Spalte) erkennt man die fiir CR
typische Puller-Charakteristik des Stromungsprofils.

Fiir die Rate der Reorientierung wird der Wert von ap = 0.014% nahe des Wertes @ = 0.33/s
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Abb. 4.7.: Stromungsprofil u(r) der LBM fiir das Dipol-Schwimmer Modell, normiert mit
der maximalen Flussstiarke U, im festen Laborsystem (a) sowie im mitbewegten System
des Schwimmers (b) mit u.(r) = u(r) — eVy . Man erkennt im Laborsystem die fiir CR
typische Puller-Charakteristik.

verwendet [140].
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5. Mikroschwimmer in komplexer
Umgebung

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Untersuchungen zu dem Mikroschwimmern
CR bei der Durchquerung einer komplexen Umgebung dargestellt. Teile dieses Abschnit-
tes wurden bereits in Marvin Brun-Cosme-Bruny, Andre Fortsch, Walter Zimmermann,
Eric Bertin, Philippe Peyla, and Salima Rafai, Phys. Rev. Fluids, 5, 093302,(2020) [116]
veroffentlicht. Das Design und die Implementierung des numerischen Codes fiir das deter-
ministische Modell und die numerischen Simulationen sowie deren Durchfiihrung wurden
vom Autor vorgenommen. Das Design, der Aufbau und die Durchfiihrung der experimen-
tellen Versuche wurde von M. Brun-Cosme-Brun zusammen mit S. Rafai und P. Peyla
durchgefiihrt.

5.1. Einleitung und Motivation

Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, beeinflussen Hindernisse das Verhalten von Mikroschwim-
mern auf verschiedene Weise. In der Natur vorkommende Mikroschwimmer befinden sich
hiufig in porosen Medien oder leben in Geweben, welche eine komplexe Umgebung mit
Hindernissen darstellen, mit denen die Schwimmer interagieren [159—-161]. Auch im Labor
finden sich diese Umgebungen wieder, wie bspw. bei der Kultivierung und Untersuchung

von Schwimmern in Ndahrmedien wie Agar [162].

Die Dynamik der Mikroschwimmer wird dabei durch wiederholte Wechselwirkung mit
Hindernissen bestimmt, was einen gro3en Einfluss auf die Trajektorien hat und sogar das
Zusammenleben verschiedener Spezies beeinflusst [159-163]. In Boden ist zum Beispiel
die Porengrofe ein wichtiger Faktor, der die bakterielle Zusammensetzung sowie die Biodi-
versitat koexistierender Bakterien bestimmt [159-161]. Auch das Schwimmverhalten von
aktiven Teilchen wird durch komplexe Medien gepriagt und deren Diffusion wird durch Hin-
dernisse verdndert [164]. In Nahrmedien zeigt sich eine erhohte Diffusivitit oder kollektive

Dynamik der aktiven Schwimmer, bei welchen die Schwimmrichtung einen Rausch-Beitrag
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beinhaltet [162, 165] oder Subdiffusion sowie Regime, in denen die Teilchen durch die Um-
gebung gefangen werden, abhingig von den jeweiligen Teilchen Eigenschaften [73, 163,
166].

Werden die Teilchen durch externe Einfliisse getrieben, kommen zusitzliche Effekte hinzu.
In [167] wurden E. Coli Bakterien in einer Stromung untersucht, die durch zuféllig ange-
ordnete Pfeiler mit variierendem Durchmesser fiihrt. Dort konnte gezeigt werden, dass die
Aktivitat die Verweildauer der Bakterien in der Nihe der Pfeiler erhoht und sich Korrido-
re mit erhohtem Schwimmer-Durchsatz bilden. Lasst man aktive Teilchen in einem Fluss
durch ein periodisches Gitter flieBen, so d@ndert sich die Charakteristik von aktiver Disper-
sion hin zur Taylor-Dispersion [71]. Neben einem externen, treibenden Fluss konnen auch
externe Felder fiir einen Drift der Teilchen verwendet werden. Passive Teilchen zeigen ein
sogenanntes Locking oder Einrasten der Richtung, wenn sie durch ein externes Feld durch
periodische Gitter gelenkt werden [168—170]. Die mittlere Richtung ist abhdngig von der
Kombination aus Teilchen und Hindernis-Parametern, weshalb dieser Effekt das Sortieren
von Teilchen nach gewissen Eigenschaften erlaubt [168—170]. Auch fiir aktive Teilchen mit
einem zusitzlichen externen Drift wurde dieser Effekt vorhergesagt [171, 172]. Dort wurden
Scheiben mit konstanter Geschwindigkeit und externer Krafteinwirkung untersucht, wobei
sowohl Phasen der Richtungsselektion als auch blockierte oder musterbildende Zustinde
gefunden wurden [171]. AuBBerdem ist die Form der Hindernisse in diesem Zusammenhang
von Interesse. In [173] wurden aktive Brownsche Teilchen mit einem externen Drift beim
Durchqueren eines Parcours aus periodisch angeordneten, ellipsoidalen Hindernissen un-
tersucht. Hierbei zeigte sich, dass die Teilchen wihrend des Durchquerens eine Ablenkung
erfahren und sich sogar senkrecht zur externen treibenden Kraft bewegen konnen, wobei

die freien Achsen der Gitteranordnung bei der Bewegung bevorzugt werden [173].

Das Verstandnis, wie die Wechselwirkung das Verhalten von aktiven Objekten in hete-
rogenen Medien beeinflusst, kann zur Entwicklung von LoOsungsansidtzen verschiedener
Probleme beitragen, wie sie z. B. in der Medizin bei der Krebsbekampfung, der industri-
ellen Treibstoffgewinnung von Biomaterialien oder vielen anderen Gebieten auftreten [12,
174-178].

Zur Untersuchung dieser Szenarien sind die Mikroschwimmer CR besonders geeignet: Sie
zeigen phototaktisches Verhalten und bewegen sich relativ zur Richtung einer Lichtquelle.
Somit ist eine einfache, gerichtete Fiihrung der Teilchen moglich, ohne dass externe Felder

oder Strome verwendet werden miissen.

Im Folgenden werden Modelle dieser Mikroschwimmer bei der Wechselwirkung mit einer

komplexen Umgebung beschrieben. Es wird untersucht, wie die Bewegung der Schwimmer
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bei Durchqueren einer Landschaft aus zylindrischen Hindernissen beeinflusst wird. Dabei
spielen verschiedene Effekte eine Rolle. Zum einen wird die Dynamik durch die kontaktba-
sierte Wechselwirkung mit den Hindernissen verdndert. Hierbei ist von Interesse, welchen
Einfluss eine wiederholte Streuung an den Zylindern auf die mittlere Schwimmrichtung
hat. Zudem wirkt sich die hydrodynamische Wechselwirkung auf die Bewegung der aktiven
Teilchen aus. Durch die Moglichkeit, die hydrodynamische Wechselwirkung selektiert an-
und abzuschalten wird deren Einfluss auf die Schwimmerdynamik analysiert. Des Weiteren
besitzt die Schwimmcharakteristik der CR einen statistischen Anteil in der Orientierung

und es wird untersucht, welchen Einfluss dieser auf die mittlere Schwimmrichtung hat.

5.2. Aufbau des untersuchten Systems

In Abb. 5.1 ist der experimentelle Aufbau dargestellt. Dieser wurde entsprechend fiir die

Simulationen iibernommen (siche auch [116]).

Die Schwimmer werden in eine Fliissigkeitskammer zwischen zwei Platten im Abstand
h = 14a in y Richtung gegeben. In diesem befindet sich ein quadratisches Array von
zylindrischen Hindernissen mit einem Durchmesser von D = 40a, die periodisch mit
einem Spalt d = 6a in x- und z-Richtung platziert sind und eine Symmetrieachse entlang
der x- und z-Richtung aufweisen. Wihrend des Durchquerens dieses Hindernisgitters soll
eine Reorientierung der CR moglich sein. Dementsprechend wurden die Lingenverhiltnisse

des Hindernisgitters in der Gro3enordnung der Persistenzlange der CR gewihlt.

il —'—'—'—/

y 5 5 L
L% D a

Abb. 5.1.: Skizze eines Ausschnittes des Versuchsaufbaus der Fliissigkeitszelle. Die Zelle
ist in Richtung y durch zwei Platten im Abstand & = 14a begrenzt, zwischen denen sich
das quadratische Array aus zylindrischen Hindernissen mit Durchmesser D = 40a und
Oberflachenabstand d = 6a in x- und z-Richtungen befindet.

Fiir die Simulationen wurde das Hindernisgitter durch eine Box der Linge L, = L, =
D + d = 46a und periodischen Réindern in x- und z-Richtung mit einem zylindrischen
Hindernis modelliert, welche das quadratische Hindernisgitter durch die periodische Fort-
setzung abbildet (siche Abb. 5.2). In y-Richtung werden No-Slip Winde in einem Abstand
von h verwendet, zwischen denen sich die Algen bewegen. Die Eigenschaften der verwende-
ten CR sind in Abschnitt4.2.2 fiir das Experiment bzw. in Abschnitt 4.2.3 fiir das numerische
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Modell beschrieben. Die Lichteinstrahlung erfolgt in der xz-Ebene, wobei 6, den Einfalls-

winkel des Lichtes gegen die x-Achse angibt. Der verwendete Algenstamm weist negative

Phototaxis auf, weshalb sich die Schwimmer entsprechend von der Lichtquelle entfernen

und in positiver xz-Richtung durch das Hindernisgebiet gelenkt werden.

Abb. 5.2: Skizze einer Einheitszelle
fiir die Simulation (Sicht von oben)
mit Linge L, = L, = D +d = 46a,
begrenzt durch die schwarze Linie.
In x- und z-Richtung werden in der
Simulation periodische Réander ange-
nommen, wodurch das Hindernisgitter
durch die periodische Fortsetzung, an-
gedeutet durch die hellgrauen Kreise,
entsteht. In y-Richtung ist die Simu-
lationsebene begrenzt durch No-Slip
Rénder.

5.3. Experimentelle Eigenschaften

. f~~'° "

Orientation angles (rad)

Abb. 5.3.: (a) Abgebildet ist der experimentelle Aufbau mit den Trajektorien der CR [116].
Am linken Rand erkennt man das sdulenfreie Gebiet, in dem die gemittelte, ungestorte
Schwimmrichtung 6; bei einem Lichteinfall mit Einfallswinkel 6, bestimmt wird. Rechts
daran grenzt das Gebiet mit den zylindrischen Hindernissen, in dem die mittlere Schwimm-
richtung 6 innerhalb des Hindernisgebiets bestimmt werden kann. (b) Gezeigt ist die
Verteilung der Schwimmerorientierungen im saulenfreien Gebiet fiir 6, = 0 mit angefitteter
Lorentzverteilung. Im Inset sind einige Schwimmertrajektorien gezeigt. Nachgebildete Ab-
bildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American Physical Society.

In Abb. 5.3(a) ist eine Aufnahme des experimentellen Aufbaus von oben gezeigt. Man er-
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kennt die Fliissigkeitskammer mit dem Gitter aus transparenten PDMs-Hindernissen mit
den geometrischen Verhiltnissen, wie in Abschnitt 5.2 beschrieben. An das Hindernisgitter
grenzt am linken Rand zusitzlich ein Gebiet ohne Sédulen, in welchem sich die Schwim-
mer ungehindert in x- und z-Richtung bewegen konnen, wodurch die neutrale Verteilung
der Schwimmer bestimmt werden kann. Fiir die Versuche wurde eine geringe Dichte der
Schwimmer verwendet, um die Wechselwirkung zwischen den Schwimmern gering zu
halten. Das Licht wird von links im Winkel 6, gegen die x-Achse eingestrahlt und die
Schwimmer, welche negative Phototaxis aufweisen, bewegen sich entsprechend in die ent-
gegengesetzte Richtung durch das sdulenfreie Gebiet in das Hindernisgitter hinein. Die
Bestimmung der Trajektorien wird iiber eine 0.5s gemittelte Schwimmbahn des CR En-
sembles durchgefiihrt, wodurch die Verteilung der Schwimmrichtung 6; in der sdaulenfreien

Region sowie 6 innerhalb des Hindernisgitters bestimmt werden kann.

In Abb.5.3(b) ist die Verteilung der Schwimmer-Orientierungen 6; in der saulenfreien
Region gezeigt, die fiir eine Lichteinstrahlung 6, = 0 aufgenommen wurde. Man erkennt,
dass die Winkel eine Lorentz-Verteilung aufweisen [33]. Die durchgezogene Linie entspricht
der Verteilung aus GI. (4.9) mit einer Breite von I" = 0.436rad ~ 25°. Fiir einen Lichteinfall
6, # 0 erhilt man eine um den Mittelwert 6; = (#;) ~ 6, verschobene Lorentz-Verteilung.
Das bedeutet, dass in der sdulenfreien Region die Schwimmer im Mittel der negativen
Lichteinstrahlung folgen.

Die experimentellen Ergebnisse des Verhaltens der CR innerhalb des Hindernisgitters sind
fiir vier verschiedene Winkel 6, ~ ; = 10°,27°,56°, 87° in Abb. 5.4 zu sehen, wobei die
linke Spalte die aufgenommenen Trajektorien der Schwimmer zwischen den zylindrischen
Séulen zeigt und die rechte Spalte die jeweils zugehorige Orientierungsverteilung 6 mit
Mittelwert 6, = (6 ) wiedergibt. Bei den Trajektorien erkennt man, dass sich die Schwim-
mer fiir einen Lichtenfall 8, ~ 0°, 90° im Mittel ohne Abweichung entlang der zylinderfreien
Achsen bewegen, welche bei 0°, 90° gelegen sind und die Schwimmer nahezu keine Wechsel
zwischen den Bahnen zeigen. Dies erkennt man auch in den Verteilungen der Orientierung.
Dort fallen die Mittelwerte der Orientierung 6 innerhalb des Hindernisgebietes mit denen
im siulenfreien Gebiet 6; zusammen, das heifit 6 = B¢ fiir 6, ~ 0°,90°. In der zweiten und
dritten Reihe sind die Bewegungsmuster bei einem Lichteinfall 6, ~ 27°,56° zu sehen. In
diesem Fall kollidieren die Bahnen der Schwimmer mit den Zylindern, wenn sie versuchen
der Richtung des Lichteinfalls zu folgen und werden daher abgelenkt. Dementsprechend

fallen auch die Maxima der Orientierungen fiir §; und 6y nicht mehr zusammen.
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Abb. 5.4.: Experimentelle Ergebnisse der Schwimmerdynamik innerhalb des Hindernisge-
bietes fiir vier verschiedene Werte der Lichteinstrahlung 6, ~ 6; = 10°,27°,56°,87°. Die
linke Spalte zeigt die aufgenommenen Trajektorien der Schwimmer zwischen den zylindri-
schen Hindernissen, wihrend die rechte Spalte die jeweils zugehorige Richtungsverteilung
fiir 64 der Schwimmer innerhalb des Hindernisgitters mit Mittelwert s angibt. Nachgebil-
dete Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American Physical

Society.
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5.4. Numerische Beschreibung des Systems

5.4. Numerische Beschreibung des Systems

Um das experimentelle Verhalten und die Ablenkungscharakteristik der Schwimmer im
komplexen Medium genauer zu untersuchen, werden numerische Analysen durchgefiihrt.
Der Vorteil hierbei ist, dass verschiedene Effekte wie zum Beispiel die Hydrodynamik oder
das phototaktische Verhalten abgeschaltet oder verdndert werden konnen. Somit kann ein

tieferer Einblick in die Mechanismen der Schwimmcharakteristik erhalten werden.

5.4.1. Ablenkung der Mikroschwimmer

Fiir die numerische Untersuchung der Schwimmcharakteristik wird zunéchst die Ablen-
kung der Schwimmer numerisch bestimmt. Diese Ergebnisse werden anschlieend mit den
experimentellen Daten der Ablenkung verglichen. Fiir die Bestimmung der Ablenkung der
CR bei einem Winkel 8, des Lichteinfalls in den Simulationen werden die Schwimmer fiir
mehrere Simulationen mit einer zufélligen Position und Orientierung im Simulationsgebiet
Abb. 5.3 platziert. Um die experimentellen Verhiltnisse des verdiinnten Limes abzubilden,
wird in den Simulationen nur ein Schwimmer pro Einheitszelle platziert und die aus den
Messungen im sdulenfreien Gebiet erhaltene Verteilungsbreite von I ~ 25° sowie eine Re-
orientierungsrate von ap = 0.014 Vj/a verwendet (siche Abschnitt4.2.3). Zur Bestimmung
der Ablenkung fiir einen Winkel 8, des Lichteinfalls werden fiir jede Simulation j die Tra-
jektorien der Schwimmer fiir mehrere hundert Durchquerungen der Einheitszelle verfolgt
und anschlieBend aus dem Simulationsensemble der mittlere Winkel der Schwimmrichtung

0 = <9 1, j(t)>j , bestimmt. Dies wird fiir verschiedene Winkel 6, wiederholt.

In Abb. 5.5 sind die Ergebnisse der Ablenkung A := 6 ; — 6; der mittleren Schwimmrichtung
6 s zur ungestorten Schwimmrichtung ; ~ 6, sowohl fiir die experimentellen Daten als auch
die Simulationen mit (LBM) und ohne (DKM) hydrodynamische Wechselwirkung (engl.
auch hydrodynamic interaction (HI) genannt) gezeigt. Wie bereits im vorherigen Kapitel
erwahnt, zeigen die experiementellen Daten, dass fiir 8, ~ 0°,90° fast keine Ablenkung
stattfindet und die Schwimmer das komplexe Medium ohne Ablenkung passieren konnen.
Dies zeigt sich auch in der Darstellung der Ablenkung der Schwimmrichtung, die fiir 6, =
0°,90° verschwindet. Fiir kleine Lichtwinkel 6, ist die Ablenkung A zunichst negativ, was
bedeutet, dass der effektive Schwimmwinkel 6 r kleiner ist als der anliegende Einfallswinkel
des Lichtes 6, und die Schwimmer somit in Richtung H_f — 0 abgelenkt werden. Mit
zunehmendem Winkel 6, steigt die Ablenkung an, bis sie schlieBlich ein Extremum von
A ~ —10° bei 8; ~ 30° aufweist. Erhoht man den Einfallswinkel 6, weiter, so wird der

Betrag der Ablenkung A kleiner bis er schlie3lich bei 8 = 45° das Vorzeichen wechselt. Fiir

47



5. Mikroschwimmer in komplexer Umgebung

20
O Experiment (@]

| —¢— Numerik, Hl:off Cp

10 | Numerik, Hl:on
—— Analytik

0 45 90
6, (deg)

Abb. 5.5.: Vergleich der Ablenkung 6 — 6; der effektiven Schwimmrichtung 6, zur un-
gestorten Schwimmrichtung 6; ~ 6, der CR bei Durchquerung der Zylinder. Die Parameter
der Simulation betragen N = 1,7p = 0.014 Vjy/a,I" = 25° und fiir die analytischen Kurven
wurden die Werte Az = 0.174,Dg = 0.37/s,a@ = 0.33/s,49 = 2.09/s gewihlt. Nachgebil-
dete Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American Physical
Society.

Werte 6, > 45° zeigt sich ein zu 6, = 45° antisymmetrischer Verlauf.

Der Vergleich der verschiedenen Methoden ldsst erkennen, dass die Ablenkung sowohl fiir
das Experiment, als auch in den Simulationen mit und ohne Beriicksichtigung der hydro-
dynamischen Wechselwirkung die gleiche Charakteristik aufweist und beide numerischen
Methoden gut mit den experimentellen Daten iibereinstimmen. Somit wird die grundlegen-
de Form der Ablenkung nicht durch die Wechselwirkung mit der Fliissigkeit hervorgerufen
oder verhindert. Hierbei ist interessant, welchen Einfluss die nicht-hydrodynamischen Effek-
te auf die Ablenkungsdynamik haben: Wie beeinflusst die Geometrie die Schwimmerbahn
durch das komplexe Medium? Welche Rolle spielt die Verteilung der Phototaxis? Um diese
Fragen zu klidren wird ein deterministisches Modell ohne Beriicksichtigung der Lichtquelle

erstellt, welches spiter um den Effekt der Phototaxis erweitert wird.

5.4.2. Deterministisches Modell fiir Streuung im komplexen
Medium

Fiir die Bestimmung der Ablenkung, die allein durch die geometrischen Eigenschaften der
Hindernisse hervorgerufen wird, wird in diesem Abschnitt ein deterministisches Modell
der Streuung der Schwimmer wihrend der Durchquerung einer einzelnen Gitterzelle be-
schrieben. Dieses Modell erlaubt es, die Effekte der Ablenkung getrennt vom Einfluss der
Hydrodynamik und der phototaktischen Streuung zu untersuchen. Es liefert zudem eine

Grundlage fiir die Motivation des analytischen Modells, welches in [116] vorgestellt wird.
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Abb. 5.6.: Skizze des Ablaufs zur Bestimmung der deterministischen Streukurve der
Schwimmer mit dem DKM. (a) Die Pfeile um r( zeigen jeweils die Anfangsposition und
Orientierung der Schwimmer. Die Trajektorie (grau gestrichelte Linie) wird simuliert, bis
der Schwimmer die Gitterzelle verldsst. Der Farbcode der Pfeile gibt an, durch welchen
Ausgang der Schwimmer die Gitter-Zelle verlisst. (b) Gezeigt sind einige der verwendeten
Startpositionen und Orientierungen mit den jeweiligen Austrittswinkeln 6, als Farbcode dar-
gestellt, aus denen die Streufunktion 6,(rp,00) bestimmt wird. Abbildung (a):Nachgebildete
Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American Physical Socie-

ty.

Die volle Trajektorie eines Schwimmers wihrend des Durchquerens des komplexen Me-
diums kann in viele, nacheinander ablaufende Durchquerungen einer einzelnen Gitterzelle
aufgeteilt werden, wie sie z. B. in Abb. 5.6 gezeigt ist. Dabei wird der Schwimmer von
den zylindrischen Hindernissen abgelenkt. Hierbei ist entscheidend, durch welche der vier
Offnungen, beschrieben durch die Austrittsvektoren e, = {(+1,0),(0,+1)}, der Schwimmer
die Zelle verlasst. Der Fortschritt nach dem Durchqueren einer Zelle betrigt dann Lxeg, wo-
bei Lx = L, = L, die Kantenlidnge der Gitterzelle ist. Die Dynamik bei der Durchquerung
vieler solcher Zellen ist dann durch die Summe der einzelnen Ablenkungen gegeben, wo-
bei die Austrittsvektoren im Allgemeinen jeweils von den vorherigen Zustinden abhingen

konnen.

Zur Bestimmung der Austrittsvektoren eg(rg,0p) als Funktion des Ortes und der Orientie-
rung wird mit dem DKM Modell die Schwimmer-Trajektorie ohne Beriicksichtigung der
phototaktischen Reorientierung simuliert. Der Schwimmer wird mit der Position ry und Ori-
entierung ey initialisiert, wobei ey mit der x-Achse den Winkel 6y einschlie3t. Anschlieend
wird die simulierte Schwimmerbahn solange verfolgt, bis der Schwimmer die Einheitszelle

durch eine der vier Offnungen verlisst. Eine Skizze des Ablaufs ist in Abb. 5.6 fiir eine
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Position und neun Anfangsorientierungen gezeigt. Diese Prozedur wird fiir verschiedene,
gleichverteilte Anfangsbedingungen ausgefiihrt. Somit kann der Austrittsvektor e;(rg,00)
bzw. der Austrittswinkel 6,(rg,0p) = {0°, £90°, 180°} als Funktion der (Anfangs-) Position

ro und der (Anfangs)-Orientierung 6y gegen die x-Achse bestimmt werden.

180 | ---- ldentitat -
§’ f
S Or
<

_90 ~ »:::::-"
180 fpesee”

| , , . |

190 ~90 90 180

6o(deg)

Abb. 5.7.: Die Darstellung der iiber die Anfangspositionen gemittelten Streuwinkel 6
des deterministischen Modells fiir eine einzelne Streuung als Funktion des Anfangs-
winkels 6y weist einen stufenformigen Verlauf auf. Innerhalb der Symmetrieachsen bei
6y = 0°, +90°, 180° werden die Schwimmer fokussiert, folglich bleibt der Austrittswinkel
fiir 6y ~ 0°, £ 90°, 180° nahezu unverindert und es bilden sich vier Plateaus (dunkelgrauer
Bereich), welche jeweils durch einen steilen Ubergangsbereich (hellgrau) verbunden sind.
Nachgebildete Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American
Physical Society.

In Abb. 5.7 ist das Ergebnis des Austrittswinkels 6(6g) = (0)y,» gemittelt iiber die Anfangs-
positionen r( dargestellt. Man erkennt, dass die Austrittswinkel eine stufenartige Funktion
der Eintrittswinkel sind. Die Stufen treten dabei entlang der hindernisfreien Achsen bei
0°, £ 90°, 180° auf. Startet ein Schwimmer zum Beispiel in der Mitte zwischen den vier
angrenzenden Hindernissen mit einem flachen Winkel 6y =~ 0, wird er zunédchst zu dem
rechten Ausgang mit e¢; = (1,0) schwimmen. Fiir 8p # 0 wird er eventuell mit dem zylin-
drischen Hindernis kollidieren und abgelenkt. Ist der Auftreffwinkel jedoch nicht zu grof3,
wird der Schwimmer weiterhin durch den Ausgang in Richtung e; = (1,0) gelenkt. Dies
hat zur Folge, dass die mittlere Schwimmrichtung €;(6p) = {es(ro,60))y, fir [6p| < 30° in
Richtung e, = (1,0) fokussiert wird und ein Plateau in 6, entsteht (siche dunkelgrauer Be-
reich in Abb. 5.7). Aufgrund der Symmetrie des Systems ist dies auch bei 6y =~ +90°, 180°
zu beobachten. Zwischen den Plateau-Bereichen mit der Fokussierung zu den jeweili-
gen Ausgingen existiert ein steiler Ubergangsbereich: Mit einer Anfangsorientierung von

6y = 45° ist die Wahrscheinlichkeit nach oben oder rechts abgelenkt zu werden, iden-
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tisch und folglich entspricht der Austrittswinkel der Symmetrieachse bei 65 = 45°. Je nach
Abweichung von dieser Achse werden die Schwimmer hiufiger zum jeweiligen Ausgang
abgelenkt und somit entsteht eine kontinuierliche Verbindung der beiden Plateaus (siehe
Abb. 5.7 hellgrauer Bereich). Dies stellt sich aufgrund der Symmetrie des Systems analog
fiir die Félle 0¢g = +45°, + 135° dar.

—o— Simulation Angefittete Kurve

0.4

0.2

Streuung

00 . VARV
180 -90 0 90 180
Bo(deg)

Abb. 5.8.: Mittlere Ablenkung (1 —eg(6p) - €;(6o))y, der Schwimmer im deterministi-
schen Modell als Funktion der Anfangsorientierung 6y. Entlang der Symmetrieachsen bei
fp = 0°, + 90°,180° verschwindet die Ablenkung nahezu. Nachgebildete Abbildung mit
Genehmigung von [116] Copyright (2020) by the American Physical Society.

Neben der Bestimmung der Austrittswinkel kann auch die Ablenkung bzw. Streuung iiber

die Dekorrelation

(1 —eo(0,r0) - €5(0,r0))y,

bestimmt werden. Diese ist in Abb.5.8 gezeigt. Auch hier kann man die Fokussierung
erkennen: Entlang der Richtungen 6y = 0°, + 90°, 180° verschwindet die Ablenkung fast
vollstandig. Fiir 8y ~ £45°, + 135° besitzt die Ablenkung jeweils ein Maximum. Die Form
der Ablenkungskurve kann durch die Funktion oc [1 — cos(46)] gendhert werden (siche Fit
in Abb. 5.8) und liefert somit eine mikroskopische Begriindung fiir die in [116] verwendete

Streurate des analytischen Modells.

5.4.3. Einfluss der Phototaxis auf die Ablenkungscharakteristik

In Anwesenheit einer Lichtquelle reorientieren sich Schwimmer in Richtung einer dufleren
Lichtquelle. Wie bereits in Abschnitt4.2 beschrieben, kann dies genidhert werden als sto-
chastischer Prozess dhnlich einer Run-and-Tumble Bewegung, bei dem die neue Richtung
entsprechend einer Lorentzverteilung um den Einfallswinkel der Lichtquelle gewahlt wird.

Die Zeiten, zu denen diese Reorientierung auftritt, sind dabei exponentiell verteilt und
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besitzen eine mittlere Rate « fiir die Orientierungsereignisse. Die experimentellen Ab-
messungen in Abschnitt5.3 sind so gewahlt, dass die Groenordnung der Persistenzlange
zwischen zwei Reorientierungen der Linge einer Gitterzelle entspricht. Es wird angenom-
men, dass der Schwimmer nach einer solchen Reorientierung keine Information an den

vorherigen Zustand hat.

Folglich kann die effektive Bewegungsrichtung €, durch das Gitter aufgrund wiederholter
Streuungen an einer Gitterzelle nach den Reorientierungen beschrieben werden. Die Aus-
richtung nach der Reorientierung entspricht dem initialen Winkel 6, eines Streuvorgangs
mit der Verteilung y(6y — 6,,I') (siehe Gl. (4.9)).

Die effektive Schwimmrichtung €7(6,,I") in Anwesenheit einer Lichtquelle ergibt sich
dann durch den Mittelwert der Austrittsrichtungen €;(6p), gewichtet mit der jeweiligen
Wahrscheinlichkeit ¢ (69 — 6,,I") und man erhélt

€r(0.1) = (& (8o — 00.1))g, » (5.1

mit zugehorigem Schwimmwinkel 6, gegen die x-Achse.

90 - s
- - - Identitat /Kﬁ, -
P Phe

[ % r=1
i r=10
L —r— [=20

0 45 90

6, (deg)
Abb. 5.9.: Die mittlere Ablenkung ¢, welche mithilfe der Streufunktion des deterministi-
schen Modells fiir ein Streuevent aus Abb. 5.7 unter Beriicksichtigung der phototaktischen
Reorientierung gemill der Verteilung Gl. (4.9) erstellt wurde. Gezeigt sind die Verlaufe
der Orientierungen fiir drei verschiedene Werte der Verteilungsbreite I' = 1°,10°,20°. Man
erkennt, dass mit breiterer phototaktischer Streuung die Ablenkung hin zur Winkelhalbie-
renden abgeflacht wird. Somit zeigt das deterministische Modell, dass eine Rauschquelle
die Trajektorien der CR bei der Durchquerung eines Hindernisparcours stabilisiert und die
Ablenkung abschwicht. Nachgebildete Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright
(2020) by the American Physical Society.

In Abb. 5.9 sind die resultierenden mittleren Schwimmwinkel 6 r als Funktion des Winkels
des Lichteinfalls fiir einige Breiten I' der Lorentzverteilung gezeigt. Betrachtet man die

sehr schmale Verteilungsbreite I' = 1, so fillt auf, dass die resultierenden Schwimmwinkel
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61(8¢) sehr stufenformig verlaufen. Fiir 0, < 30° ist der 6(6;) Verlauf sehr flach und zeigt
einen steilen Ubergang um 6, = 45° zum niichsten Plateau, dhnlich zu den Ergebnissen in
Abb. 5.7(a) fiir 6,(6p). Dies lisst sich damit erkliren, dass sich fiir schmale Verteilungs-
breiten (I" — 0) die Lorentzverteilung einer ¢-Distribution annédhert und man aus GI. (5.1)

im Limes kleiner I" die Beziehung
€ (0, = 0) ~ (&;6(60,0¢))g, = €5(0¢)

erhilt. Die mittlere Schwimmrichtung entspricht in diesem Fall dem Verlauf in Abb.5.7.
Fiir groBere Werte von I wird die Verteilung immer glatter und nihert sich der Winkelhal-
bierenden 6 = 6 an. Der Grund ist hierbei die breitere Tumbling-Verteilung: Auch wenn
das Licht in Richtung einer sdulenfreien Achse zeigt, so wird es mit breiterer Verteilung
immer wahrscheinlicher, dass der Schwimmer nach einer Reorientierung in einen anderen
Ausgang gestreut wird, womit die Plateaus schmiler werden und die Ubergangsgebiete

abflachen.

Dies liefert eine wichtige Erkenntnis: Die Symmetrie der Ablenkung wird durch die geo-
metrischen Eigenschaften des Systems im Zusammenhang mit der Streuung der Schwim-
mer bestimmt. Hierbei zeigt sich eine Fokussierung der Schwimmerrichtung entlang der
vier sdaulenfreien Symmetrieachsen des Systems. Diese Charakteristik ist {iberlagert von
Effekten, die durch zufillige Ereignisse hervorgerufen werden, wie zum Beispiel der Re-
orientierung hin zum Licht. Diese sorgen dafiir, dass die Ablenkungskurve sich aufgrund
der Verteilungsbreite der Reorientierung hin zur Winkelhalbierenden bei s = 6, angleicht.
Der stochastische Anteil hilft somit den Schwimmern, die Ablenkung durch das Hindernis-
medium zu verringern und sich entlang der Lichteinstrahlung 8, zu bewegen. Hierbei ist fiir
die Veranderung der Ablenkungskurve zur Winkelhalbierenden unerheblich, welche genaue

Form bei diesem Zufallsprozess zugrunde liegt, wie im nichsten Abschnitt dargestellt.

5.4.4. Einfluss der Hydrodynamik auf die numerische
Ablenkungscharakteristik

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der hydrodynamischen Wechselwirkung untersucht.
Zu diesem Zweck wird fiir die phototaktische Modellierung eine schmale Verteilungs-
breite von I' = 1° sowie eine erhohte Reorientierungsrate von as ~ 9ap verwendet, um
Effekte aufgrund der phototaktischen Verteilung zu verringern. Da die hydrodynamische
Wechselwirkung auch zwischen verschiedenen Schwimmern auftreten kann, werden neben

Simulationen im verdiinnten Limes mit einem Schwimmer (N = 1) pro Gitterzelle auch
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mehrere Schwimmer (N = 7) in einer Gitterzelle beriicksichtigt.

In Abb. 5.10 sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen # (x,y) fiir die Positionen der Schwim-
mer innerhalb einer Einheitszelle dargestellt. Hierbei wurden mehrere periodische Fortset-
zungen des Simulationsgebietes abgebildet, um einen besseren Eindruck der Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu bekommen. Die Bilder in einer Zeile entsprechen Simulationen der
selben Teilchenzahl N und Simulationsmethode. Die Spalten entsprechen einem gleichen
Wert 6, der Lichteinstrahlung.

In der ersten Zeile (a)-(d) sind die Simulationen der DKM ohne Beriicksichtigung der HI
(simuliert mit der DKM) gezeigt. Fiir einen Lichteinfall in Richtung der Symmetrieachse
0¢ = 0 erkennt man in (a), dass die Schwimmer sich vornehmlich entlang der sdaulenfreien
Achse bewegen. Im saulenfreien Korridor sind die Wahrscheinlichkeiten hingegen nahezu
gleich verteilt. Lediglich am Kontaktpunkt mit dem Hindernis existiert ein Gebiet erhohter
Aufenthaltswahscheinlichkeit. Erhoht man den Anstellwinkel auf 8, = 20° erkennt man in
Bild (b), dass die Schwimmer zwischen den Hindernissen dem Licht in einer Bahn mit
einem Winkel von ca. 20° folgen. Entlang dieser Bahn kollidieren sie allerdings mit einem
Hindernis und werden abgelenkt. Aufgrund des flachen Auftreffwinkels wird ein GrofBteil
der Schwimmer hierbei in Richtung des Zwischenraumes entlang § = 0° gestreut und
die Schwimmerbahn zeigt einen Knick am Kontaktpunkt mit dem Hindernis. Bei weiterer
Erhohung des Lichtwinkels zu 6, = 30° steigt die Wahrscheinlichkeit, dass Schwimmer bei
der Kollision mit dem Hindernis nach oben abgelenkt werden. Dies ist am Aufspalten der
Bahn in Bild (c) zu erkennen. Fiir 8, = 45° (d) ist die Wahrscheinlichkeit zur Streuung in
beide Richtungen gleich grof und es stellt sich eine zur Winkelhalbierenden symmetrische

Wahrscheinlichkeitsverteilung ein.

Vergleicht man die Ergebnisse ohne Hydrodynamik mit N = 1 Schwimmern in der Einheits-
zelle ((a)-(d)) mit den Ergebnissen mit N = 7 Schwimmern in der Einheitszelle ((e)-(h)),
so erkennt man, dass sich die Aufenthalts-Wahrscheinlichkeiten nicht dndern. Da fiir diese
Simulationen die HI keine Rolle spielt, konnen die verschiedenen Schwimmer sich gegen-
seitig nur iiber direkten Kontakt beeinflussen. Fiir N = 7 Schwimmer in einer Zelle ist die
Wahrscheinlichkeit einer Kollision verschiedener Schwimmer immer noch sehr gering, wes-
halb die Ergebnisse fiir N = 1 und N = 7 ohne Beriicksichtigung der HI keine wesentlichen

Unterschiede zeigen.

In der dritten Zeile (i)-(1) sind die Simulationsergebnisse der LBM mit Beriicksichtigung der
HI fiir N = 1 Schwimmer in der Einheitszelle gezeigt. Im Unterschied zu den Ergebnissen
der DKM erkennt man, dass die hydrodynamische Wechselwirkung zu einer Fokussierung

der Schwimmer in der Kanalmitte zwischen den Hindernissen fiihrt, was besonders fiir

54



5.4. Numerische Beschreibung des Systems
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Abb. 5.10.: Wahrscheinlichkeitsverteilung  (x,y) (a.u.) der Positionen der Schwimmer fiir
verschiedene Anzahlen N an Schwimmer pro Einheitszelle und Lichteinfallswinkel 6;, einer
Verteilungsbreite von I = 1° und einer Reorientierungsrate von g = 9ap. Die Schwimmer
werden in den Simulationen mit der LBM von den Hindernissen langreichweitig abgesto3en
und auf den sdulenfreien Achsen fokussiert (vgl. (a) und (i)). In Simulationen (e)-(h) mit
der LBM sorgt, im Gegensatz zu (m)-(p) mit der DKM, die Wechselwirkung mehrerer
Schwimmer zu einer Streuung und Defokussierung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten.

Bilder (a) und (e): Nachgebildete Abbildung mit Genehmigung von [116] Copyright (2020)
by the American Physical Society
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5. Mikroschwimmer in komplexer Umgebung

6, = 0 im Vergleich von (a) zu (i) erkennbar ist. Zudem verschiebt sich der Wert 6, ab dem
die Schwimmer bei der Kollision am Hindernis in einen anderen Ausgang gestreut werden
durch die Hydrodynamik leicht. Wahrend ohne HI fiir 6, = 30° die Wahrscheinlichkeiten
nach oben oder rechts gestreut zu werden, dhnlich grof3 sind (siehe (c)), ist fiir den Fall mit

HI der rechte Ausgang bevorzugt (siehe (k)).

Im Falle N = 7 Schwimmer erkennt man in den Simulationen der LBM, dass die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Schwimmer eine breitere Streuung als im Fall von N = 1
aufweist. Im Bild (m) ist der Fall N = 7 fiir 8, = 0° gezeigt. Hier erkennt man zwar noch
die Bevorzugung der Symmetrieachse, allerdings ist im gesamten Simulationsbereich eine
deutliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die Schwimmer gegeben. Dies deutet darauf
hin, dass die hydrodynamische Wechselwirkung bei einer erhohten Schwimmerdichte sich

wie ein zusitzlicher Rauschterm in den Schwimmertrajektorien auswirkt.

0 ] 45 90
6, (deg)

Abb. 5.11.: Ablenkungscharakteristik der CR fiir Simulationen mit der DKM (HI:off) und
der LBM(HI:on) fiir eine verschiedene Anzahl N an Schwimmern pro Einheitszelle sowie
der Verteilungsbreite I' = 1° und einer Reorientierungsrate as ~ 9ap. In den Simulatio-
nen mit Beriicksichtigung der hydrodynamsichen Wechselwirkung erkennt man, dass die
Ablenkung mit einer hoheren Anzahl an Schwimmern pro Einheitszelle verringert wird.
In den Simulationen der DKM zeigt sich kein signifikanter Unterschied fiir N = 1 und
N = 7 Schwimmern pro Einheitszelle. Nachgebildete Abbildung mit Genehmigung von
[116] Copyright (2020) by the American Physical Society.

Die Erkenntnisse aus den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Schwimmerpositionen fin-
den sich auch in den Daten der effektiven Schwimmrichtungen 6y wieder. In Abb. 5.11 sind
die mittleren Schwimmrichtungen durch das Hindernisgitter als Funktion des Lichteinfalls-
winkels 6, fiir verschiedene N mit und ohne hydrodynamische Wechselwirkung gezeigt.
Zum einen erkennt man den fokussierenden Effekt der HI: Die Simulationen mit N = 1
ohne Beriicksichtigung der Hydrodynamik (blaue Datenpunkte) sind bis zu einem Licht-

einfallswinkel von ca. 6, ~ 20° entlang der Symmetrieachse mit 87 ~ 0° fokussiert. Fiir
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5.5. Diskussion und Fazit

die LBM Simulationen mit N = 1 (griine Datenpunkte) zeigt sich hingegen ein Ubergang

erst bei ca. 6, = 30°.

Auch die Interaktion zwischen den Schwimmern fiir verschiedene Schwimmerzahlen ist
ersichtlich. Fiir die Ablenkung stellt sich ohne HI keine Anderung bei Erhchen der Schwim-
merdichte in der Simulationsebene ein und die beiden Kurven der DKM fiir N = 1 (blaue
Datenpunkte) und N = 7 (orange Datenpunkte) liegen tlibereinander. Fiir die Simulationen
mit der LBM zeigt sich hingegen, dass die Interaktion der Schwimmer zu einem dhnlichen
Effekt wie eine Erhohung der Verteilungsbreite in Abschnitt 5.4.3 fiihrt. Die Ablenkung 67
mit N = 1 Schwimmern weist eine deutliche Fokussierung entlang der Symmetrieachse
0, = 0° auf, wihrend mit N = 7 Schwimmern unter Berticksichtigung der HI (rote Kurve)

die effektive Schwimmrichtung naher zur Winkelhalbierenden verschoben ist.

Der Grund hierfiir ist die nichtlineare Gestalt der hydrodynamischen Wechselwirkung. Auf-
grund dieser lenken sich die Schwimmer gegenseitig bei der Durchquerung der Fliissigkeit,
unabhingig von der Lichteinstrahlung oder der intrinsischen Reorientierung der Schwim-
mer, ab. Da diese Ablenkung nichtlinear vom Abstand der Schwimmer untereinander
abhingt, ergibt sich eine komplexere Dynamik. Enthilt das System eine hinreichend grofie
Schwimmerdichte kann sich dieser Effekt wie eine zusitzliche Rauschquelle auswirken
und, wie auch die Verteilungsbreite der Phototaxis, die effektive Schwimmrichtung A6 ¢
abflachen.

5.5. Diskussion und Fazit

In diesem Kapitel wurde die Dynamik der Mikroschwimmer Chlamydomonas reinhardtii
bei der Durchquerung eines Hindernisgebietes, bestehend aus einer quadratischen Anord-
nung an zylindrischen Hindernissen mit Symmetrieachsen entlang der x- und z-Achsen,
untersucht. Hierfiir wurde das in Abschnitt4.2.3 vorgestellte Modell der CR verwendet,
welches erlaubt, die Effekte mit hydrodynamischer Wechselwirkung mithilfe der LBM, als

auch die rein kontakt-basierten Effekte mittels der DKM getrennt voneinander zu betrachten.

Die untersuchten CR weisen negative Phototaxis auf und bewegen sich bei einem Lichtein-
fallswinkel 6, entgegen der Einfallsrichtung mit der mittleren Schwimmrichtung ; ~ 6,

wobei die Orientierungen einer Lorentzverteilung folgen.

In einem experimentellen Aufbau zeigten die Schwimmer beim Durchqueren des Hindernis-
gebietes eine systematische Ablenkung A = 07 — 6, der Schwimmrichtung 6 im Vergleich

zum anliegenden Lichteinfall .. Auch in den numerischen Simulationen mit gleichen geo-
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5. Mikroschwimmer in komplexer Umgebung

metrischen Eigenschaften ist die Ablenkung sowohl mit der LBM (mit hydrodynamischer
Wechselwirkung) als auch mit der DKM (keine hydrodynamische Wechselwirkung) zu
beobachten. Hierbei zeigt sich eine qualitative Ubereinstimmung zwischen beiden Simula-
tionsmethoden und dem Experiment. Die Ablenkungscharakteristik weist in den verschie-
denen Szenarien ein Maximum der Ablenkung bei 6, ~ 30° auf und verschwindet fiir

Lichteinfallswinkel entlang der Symmetrieachsen in x- und z-Richtung.

Um ein Verstindnis fiir die verschiedenen Einflussfaktoren zu erhalten und die grundle-
genden Effekte fiir diese Ablenkung zu bestimmen, wurde ein deterministisches Modell
erstellt. Dieses beschreibt die rein kontaktbasierte Streuung eines Schwimmers innerhalb
einer Gitterzelle. Mithilfe des deterministischen Modells wurden die Austrittsvektoren €
und Richtungen 6 als Funktion der initialen Orientierung der Schwimmer bestimmt. Diese

weist einen stufenférmigen Verlauf mit Plateaus entlang der Symmetrieachsen auf.

Aus dem deterministischen Modell wurde im Anschluss die mittlere Schwimmrichtung
unter Beriicksichtigung der Phototaxis berechnet. Durch eine Gewichtung der initialen
Orientierungen 6y im deterministischen Modell gemifl der phototaktischen Reorientie-
rungsverteilung ¢ (6 — 6,,I") ist es moglich, den Einfluss des intrinsischen Zufallsanteils
wihrend des Durchquerens des komplexen Mediums zu bestimmen. Hierbei zeigt sich eine
entscheidende Eigenschalft fiir das Durchqueren des Hindernis-Parcours der Mikroschwim-
mer: Der zufillige Anteil, reprisentiert durch die Verteilungsbreite der Reorientierung,
beeinflusst mafBigeblich die Ablenkung und somit die mittlere Schwimmrichtung bei dem
Passieren des komplexen Mediums. Fiir schmale Breiten der Reorientierungsverteilung
(kleine I') findet eine starke Fokussierung der Schwimmrichtung durch die Streuung in
Richtung der sdulenfreien Achsen statt. Dies duert sich durch ausgeprigte Plateaus bei
6, = 0°, £90°, 180° mit steilen Ubergéingen im Bereich 0, = +£45°, £135° und nahert sich
somit der rein kontaktbasierten Charakteristik von 6 an. Mit zunehmender Verteilungs-
breite I' werden die Schwimmer haufiger in andere Richtungen gestreut und die effektive
Schwimmrichtung gleicht sich dem Lichteinfallswinkel an. Dies hat zur Folge, dass die
Ubergiinge zwischen den Plateaus abflachen und die Ablenkung A insgesamt kleiner wird.
Das bedeutet, dass der nicht deterministische Anteil der intrinsischen Schwimmcharakte-

ristik den Algen bei der Durchquerung des Hindernisgebiets in Richtung des Lichts hilft.

Unter Verwendung der verschiedenen Simulationsmethoden ist es zudem moglich, den
Einfluss der hydrodynamischen Wechselwirkung auf das Verhalten der Schwimmer zu
identifizieren. In den Simulationen mit der LBM werden die Mikroschwimmer durch die
Wechselwirkung von den Hindernissen abgesto3en und entlang der hindernisfreien Achsen

fokussiert. Dies ist im Einklang mit Ergebnissen aus der Literatur, bei denen die Wech-
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5.5. Diskussion und Fazit

selwirkung von Puller-Schwimmern ein hydrodynamisches Regime aufweist, bei dem die
Schwimmer von den Hindernissen bereits vor Kontakt mit den Hindernissen abgesto3en
werden [114]. Bei Erhohung der Schwimmerdichte in der Simulationsdomine ergab sich zu-
dem eine groBere Streuung der Schwimmerpositionen in der gesamten Ebene. Hierfiir ist die
nichtlineare Natur der Wechselwirkung iiber die Fliissigkeit verantwortlich: Die verschiede-
nen Schwimmer sorgen fiir eine Reorientierung der umliegenden Schwimmer, unabhéngig
von der Ausrichtung oder Position. Erhoht man die Anzahl der Schwimmer ergibt sich eine
zunehmend komplexe Dynamik. Dies hat auch Einfluss auf die Ablenkungscharakteristik.
Wihrend im verdiinnten Limes die Resultate der DKM und LBM qualitativ tibereinstimmen,
ergibt sich bei Erhohen der Schwimmerdichte unter Beriicksichtigung der Hydrodynamik
ein dhnlicher Effekt wie bei Erhohen der Verteilungsbreite I': Die Wechselwirkung der
Schwimmer bewirkt ebenfalls ein Abflachen der Kurve 6(6;) und fiihrt somit zu einem

Angleichen der effektiven Schwimmrichtung 6 an die einfallende Lichtorientierung 6;.

Die Ergebnisse aus diesem Abschnitt legen nahe, dass zufillige Prozesse Mikroschwimmern
bei der Durchquerung eines komplexen Mediums helfen konnen. Hierbei scheint die Quelle
des zufilligen Prozesses unerheblich zu sein und kann zum Beispiel von der phototakti-
schen Charakteristik oder der hydrodynamischen Wechselwirkung mehrerer Schwimmer
induziert sein. Da die Verteilungscharakteristik der Schwimmer artenspezifisch ist, konnte
der Effekt dafiir verwendet werden, Schwimmer mit verschiedenen Verteilungsbreiten bei

der Reorientierung durch ein komplexes Medium zu trennen.
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6. Einleitung

“The motion of a flock of birds is one of nature’s delights. Flocks and related synchronized
group behaviors such as schools of fish or herds of land animals are both beautiful to watch
and intriguing to contemplate. A flock exhibits many contrasts. It is made up of discrete
birds, yet overall motion seems fluid; it is simple in concept yet so visually complex, it seems
randomly arrayed and yet is magnificently synchronized. Perhaps most puzzling is the strong
impression of intentional, centralized control. Yet all evidence indicates that flock motion
must be merely the aggregate result of the actions of individual animals, each acting solely

on the basis of its own local perception of the world” ([179], p. 25)

Dieses Zitat aus einer Arbeit von Reynolds aus dem Jahr 1987 beschreibt auf eine sehr
illustrative Weise die Dynamik in Systemen von aktiver Materie [49, 50, 179], bei denen

viele interagierende Objekte oftmals faszinierende kollektive Effekte zeigen.

Im vielen Fillen beschreibt aktive Materie ein Kollektiv einer groBen Anzahl an Teilchen,
welche durch Umwandeln von Energie eines jeden einzelnen Teilchens Krifte auf ihre
Umwelt ausiiben, um sich bspw. fortzubewegen [3, 28, 48—50]. Dabei ist unerheblich, aus
welchen Teilchen das Kollektiv aufgebaut ist. So zdhlen zu den aktiven Materiesystemen
neben groBeren Objekten wie Vogelschwiarmen [180], Fisch-Schulen [53, 54], Heuschre-
ckenschwirme [181] oder der Dynamik von Ful3gingern [182]. Aber auch mikroskopische
Objekte wie aktive Brownsche Teilchen [55, 56], kiinstliche Mikroschwimmer [183, 184]

Bakterien, Spermien, Filamente und viele mehr [28, 49, 50].

Wenn man die Gesamtdynamik eines solchen Konglomerats individueller Teilchen beob-
achtet, stellt man fest, dass - wie im einleitenden Zitat beschrieben - trotz der unabhédngigen
Bewegung der einzelnen Objekte mit einer grolen Anzahl an Freiheitsgraden die Gesamtheit
allgemeinen, iibergeordneten Regeln zu gehorchen scheint [179]. Die auftretenden Effekte
sind vielzihlig und reichen von komplexen Dynamiken mit Ahnlichkeiten zur Turbulenz [58,
59], polarisierten oder polaren, geordneten Zustinden [185], blockierten Zustinden [186],
amoboiden Kristallen und der Formation von Bandern [187] iiber Defekt- und Gitterstruktu-
ren [188, 189] bis hin zu Schwirmen und Kettenbildung [60], sowie zur Verschiebung von

Gleichgewichtszustanden [190, 191], aktivitits-induzierter Phasenseperation (oder auch



6. Einleitung

motility induced phase separation (MIPS)) [61-64] und vielen mehr [192—-194]. Haufig tre-
ten diese Effekte als Ubergang eines bekannten Grundzustands auf, was Ahnlichkeiten zu
etablierten Beschreibungen der nichtlinearen Dynamik und Strukturbildung auf der Ebene
von Kontinuumsgleichungen andeutet [64, 195]. Deshalb ist es von groBem Interesse die
zugehorigen mesoskopischen Kontinuumsgleichungen zu verstehen und auf bekannte Sze-
narien zu liberfithren. Im Vergleich zu den mirkoskopischen Gleichungen mit Beschreibung
der einzelnen Teilchen und einer groen Menge an Freiheitsgraden besitzen die mesoskopi-
schen Kontinuumsgleichungen gemittelte Informationen der zugrundeliegenden Dynamik,

was die Analyse relevanter Eigenschaften handhabbarer macht.

Bei aktiven Materie-Systemen werden hiufig Ubergiinge zu kollektiven Verhalten beob-
achtet, bei denen sich die Zahl der beteiligten Objekte auf der betrachteten Zeitskala nicht
andert. Im Rahmen der Strukturbildung ordnet man solche Systeme mit kollektiven Ver-
halten den sogenannten Typ II, spezieller den Typ II° Phaseniibergédngen, zu. Fiir Systeme
mit Erhaltungseigenschaft und einer einzelnen beschreibenden Komponente beschreibt die
klassische CH-Gleichung die stationidre Systemdynamik auf Ebene einer universellen Ord-
nungsparametergleichung, welche die langwellige Dynamik eines Systems und damit auch
dessen Vergroberungsdynamik beschreibt. Erst kiirzlich wurde gezeigt, dass dies auch fiir
den Fall von Nichtgleichgewichtssystemen gilt [64, 195, 196].

Bei der Kopplung mehrerer Felder mit Erhaltung kommen neue Effekte zu den Phanomenen
der klassischen Cahn-Hilliard (CH)-Gleichung hinzu. So erlduterte bereits eine friihe Ar-
beit von Fromherz von 1988 eine neu auftretende Form der Dynamik [197]: Die Kopplung
zweier erhaltener Systeme ermoglicht persistent dynamische Losungen nahe des kritischen
Punktes, wenn die Kopplung nicht wechselseitig gleich ist, wie in [197] anhand zwei-
er gekoppelter Diffusionsgleichung fiir die Beschreibung von Ionenkanilen gezeigt und
spater in [198] diskutiert. Dieses Themengebiet der gekoppelten, erhaltenen Gleichungen
erfuhr in letzter Zeit viel Aufmerksamkeit. Es wurden Untersuchungen zu den statistischen
Eigenschaften nicht-reziproker Systeme sowie Untersuchungen mit linear gekoppelten Er-
haltungsgleichungen verschiedenster Art wurden durchgefiihrt [70, 199-204]. Neben der
abstrakten Betrachtungsebene gekoppelter erhaltener Systeme hat auch der Aufschwung
des Gebiets der aktiven Materie zu einem verstdrkten Interesse in diesem Forschungsgebiet
beigetragen. Dies fiihrte dazu, dass ebenfalls Studien mit mikroskopischen Teilchenmo-
dellen durchgefiihrt wurden, welche zum Beispiel chemotaktisch interagierende Bakterien
beschreiben [205-207].

In dieser Arbeit werden gekoppelte Systeme mit Erhaltungseigenschaft, basierend auf Kon-

tinuumsmodellen der Mesoskala, beschrieben. Es soll zum einen untersucht werden, wie
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eine konsistente Beschreibung des zugrundeliegenden Kontinuumsmodells gestaltet wer-
den kann, welche die relevanten Kopplungen auf der entsprechenden Beschreibungsebene
beinhaltet. Durch ein Reduktionsschema konnte in [64] fiir einkomponentige Systeme die
Ordnungsparametergleichung (OPG) fiir stationire Ubergiinge in aktiver Materie Systeme
bestimmt werden. Das Reduktionsschema wird in dieser Arbeit erweitert und erlaubt somit
die universelle OPG fiir gekoppelte Systeme mit oszillatorischen Ubergiingen des Typs II¢

zu bestimmen.

Dies erlaubt es schlieBlich die verschiedenen Ebenen, ausgehend von einem expliziten
Modell bis hin zur Beschreibung durch eine OPG zu verkniipfen. Zudem soll das allgemeine
Verhalten der Typ II, Uberginge untersucht werden. Die Motivation fiir die Analyse bildet
in dieser Arbeit die Beschreibung aktiver Materie. Die Beobachtungen und Erkenntnisse
sind jedoch nicht auf diese beschrinkt. Sie lassen sich auf allgemeine Systeme mit der

zugrundeliegenden Eigenschaft der Erhaltung anwenden.

Die Kapitel in Teil II sind wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 7.1 werden die Grundlagen zu
Systemen des Typs I1¢ gezeigt. Hierbei wird zunichst die Beschreibung der klassischen CH-
Gleichung als generischer Vertreter der Typ II$ Dynamik erhaltener Kontinuumsgleichun-
gen erlautert. AnschlieBend wird die Verkniipfung von der mikroskopischen Darstellung zu
einer Kontinuumsbeschreibung anhand mehrerer Beispielsysteme aus bekannter Literatur
der aktiven Materie gegeben. Eines dieser vorgestellten Systeme beschreibt das Verhalten
von chemotaktisch wechselwirkenden Objekten, welches fiir den Fall zweier gekoppelter
Quorum sensing Spezies in Abschnitt 12 eingefiihrt und erldutert wird. Danach wird in
Abschnitt 8 eine Ubersicht der spiter verwendeten technischen Hilfsmittel gegeben. Hierfiir
wird die Pseudo-Spektral-Methode vorgestellt, welche eine effiziente numerische Auswer-
tung gekoppelter partieller Differentialgleichungen ermdoglicht und in den folgenden Kapi-
teln zur numerischen Losung der dynamischen Gleichungen verwendet wird. Auf3derdem

werden verschiedene Methoden zur Auswertung und Darstellung der Ergebnisse erldutert.

In Abschnitt9 werden dann gekoppelte Systeme mit Erhaltung untersucht. Hierbei wer-
den im Hinblick auf eine konsistente Beschreibung die GTOPS eingefiihrt, welche im
Gegensatz zu linear gekoppelten Gleichungen [200-202] auch nichtlineare Kopplungen
beriicksichtigen. Somit geht der Anwendungsbereich iiber linear gekoppelte CH Gleichun-
gen hinaus. Die GTOPS sollen als Ausgangspunkt fiir die spatere Herleitung der allgemeinen
OPG dienen und die Beschreibung von expliziten Systemen wie das chemotaktische Mo-
dell in Abschnitt 12 oder auch [197] ermoglichen. In diesem Bezug wird die Relevanz der
nichtlineare Kopplungen auch in den spiteren Erlduterungen in den Abschnitten 9.3,10 und
12 deutlich.
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AnschlieBend werden fiir Typ I charakteristische Ubergangsszenarien untersucht. Hierfiir
wird das prototypische MiMo vorgeschlagen, welches komplementar zu der allgemeinen
Beschreibung durch die GTOPS mit nur drei variablen Parametern beschrieben wird. Trotz
der sehr einfachen Form deckt es die Umgebung eines entarteten Bifurkationspunkes am
Ubergang von einem stationiren zu einer oszillatorischen Verzweigung ab, bei der zwei
Eigenwerte gleichzeitig verschwinden. Fiir ihn ist im Englischen der Begriff Co-Dimension
Two Point (CTP) iiblich [208].

Im anschlieBenden Abschnitt 10 wird das System der GTOPS nahe des Einsatzpunktes
der Instabilitit analysiert und ein Reduktionsschema fiir die Extraktion der zugehorigen
universellen OPG fiir Typ II, Systeme aufgestellt. Dies geschieht, indem die Entwicklungs-
ansitze zur Bestimmung der CH Gleichung [64] und der komplexen Ginzburg-Landau
Gleichung [65, 209] auf das hier beschriebene Problem generalisiert werden. Hierbei ist
im Vergleich zur Reduktion in anderen Systemen die Beriicksichtigung der intrinsischen
Eigenschaften von Typ IIS Systemen am Ubergang zur Phasenseparation, welche eine Multi-
Moden-Struktur aufzeigt und keine ausgezeichnete Wellenlinge beinhaltet, von zentraler
Bedeutung. Mit diesem Reduktionsschema ist schlieBlich die Uberfiihrung der GTOPS auf
eine zugehorige OPG zur Beschreibung von Typ II, Phaseniiberginge moglich. Eine an-
schlieBende Diskussion zeigt die Einordnung dieser OPG im Hinblick auf die GTOPS und
das MiMo, sowie den Einfluss der nichtlinearen Kopplung und somit einer konsistenten
Beschreibung in Abschnitt 9.

Die erhaltene OPG besitzt ein immenses Spektrum moglicher Losungsszenarien. Fiir einen
ausgewdhlten Parameterbereich wird dieses Spektrum anschlieBend analytisch als auch
numerisch kategorisiert und spater auf einen erweiterten Parameterbereich iibertragen.
Zudem werden einige selektierte Losungen zur Demonstration der Losungsvielfalt des

vollen Parameterraumes vorgestellt.

Die bis dahin erlangten Erkenntnisse werden schlieflich in Abschnitt 12 miteinander ver-
kniipft: Es wird ein System gekoppelter chemotaktisch-wechselwirkender Bakterien un-
tersucht. Dieses beinhaltet einen wichtigen Beitrag zur Dampfung der Produktionsrate
des Transmitters, welcher sich stabilisierend auf die Systemdynamik auswirkt. Anhand
dieses expliziten Systems wird die Reduktion auf die verschiedenen Beschreibungsebenen,
nidmlich auf die von erhaltenen gekoppelten Gleichungen GTOPS und der generischen OPG
fiir Typ 11, Systeme durchgefiihrt. Dies erlaubt die Auswirkungen der einzelnen Systempa-
rameter einfach zu kategorisieren. Hierbei konnen durch diese Verkniipfung Riickschliisse
der Dampfungskonstanten auf stabilisierende Terme der generischen Beschreibungen ge-

zogen werden, die ohne Dampfung nicht vorhanden wiren. Zudem kann ein Vergleich der
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Losungen aller Beschreibungsebenen durchgefiihrt werden.

67






7. Grundlagen

7.1. Phasenseparation und die klassische
Cahn-Hilliard-Gleichung

Phasenseparation ist ein bekanntes Phanomen, welches zum Beispiel bei bindren Mischun-
gen auftritt [210, 211]. Hier beginnen beim Unterschreiten (manchmal auch Uberschreiten)
einer kritischen Temperatur zwei homogen vermischte Substanzen zu entmischen. Die-
ser Entmischungsprozess setzt erst kurzskalig ein und die Ausdehnung der Langenskala
von Gebieten mit jetzt unterschiedlichen Konzentration der beiden Komponenten wéchst
(vergrobert) mit der Zeit [210, 211]. Die generische Gleichung zur Beschreibung solcher
Ubergiinge ist die CH Gleichung, welche in der klassischen Form eine intrinsische Erhaltung
der beschriebenen Grofe enthilt. Der Einsatz zur Phasenseparation gehort zur sogenannte
Typ II Instabilitit [65], genauer zu einer nicht oszillatorischen Instabilitat mit Erhaltenung,
die wir II nennen. Da bei der Beschreibung von aktiver Materie die Zahl der beteiligten
Objekte, wie Bakterien oder kolloidaler Teilchen auf der betrachteten Zeitskala erhalten sein
kann, weisen sie haufig Parallelen zu den bekannten Systemen mit Phasenseparationsdyna-
mik auf. Somit konnen hiufig Erkenntnisse der Strukturbildung und schwach-nichtlinearen

Analyse mit aktiver-Materie-Systeme verkniipft werden, wie erst kiirzlich gezeigt [64].

In diesem Kapitel werden die allgemeinen Grundlagen zu Systemen mit Erhaltungseigen-
schaften im stationidren Fall beschrieben. Zunidchst wird der Begriff Erhaltung erlautert
und anschlieBend die klassischen CH-Gleichung als generischer Vertreter fiir stationére
Ubergiinge der Phasenseparation beschrieben. Darauffolgend werden verschiedene mikro-
skopische Modelle aus dem Bereich der aktiven Materie aufgezeigt und beschrieben, wie
diese mit einer kontinuierlichen Modellbeschreibung in Verbindung stehen. Anhand der ein-
gefiihrten Gleichungen wird gezeigt, warum diese Charakteristiken von Typ II° enthalten,

obwohl eine erhaltene mit einer nicht erhaltenen Groe koppelt.



7. Grundlagen

7.1.1. Nichtoszillatorische Vergroberungsphanomene der Klasse Il

Fiir ein Dichtefeld p (r,7) kann man die allgemeine Erhaltung des Feldes durch die Gleichung

d
= /V o(r,t)dr =0

ausdriicken. Unter Zuhilfenahme des Divergenz-Theorems kann man dies zur dynamischen
Gleichung fiir lokal erhaltene Felder p(r,¢) und den zugehorigen Massenfluss j(r,7) umfor-
men und erhalt [77]

0ip(r,t) = =Vj,(r,t). (7.1)

Diese Gleichung ist auch wichtig bei der Beschreibung klassischer Separations-Phianomene
von bindren Mischungen, wobei die Dichtedifferenz durch die CH-Gleichung beschrieben

wird [212]. Der Fluss j kann ausgedriickt werden als

j=MV—
i 5

mit dem Funktional der Energie

2
F=/dr[“'vf' +fo<p>]

sowie der Mobilitdat M [210, 213]. Die freie Energie kann verschiedene Formen annehmen.
In einem einfachen Beispiel wird sie durch ein Dopplemuldenpotential beschrieben, welches
die Form [210, 213]

E C
fo==3p"+ 20" (7.2)

hat. Fiir € > 0 besitzt dieses Potential zwei lokale Minima, welche dafiir verantwortlich
sind, dass sich die Phasen mit hoher und niedriger Dichte voneinander absetzen: Es definiert
zwei energetische Senken, eines mit hoherer und eines mit niedrigerer Konzentration p,
in welchen sich das System bevorzugt befindet. In Abwesenheit weiterer Einfliisse stellt
sich das System folglich gemél} dieser Potential-Landschaft ein. Wahlt man € < 0, so
existiert nur ein globales Minimum. Dementsprechend wird das System auch in den Zustand
relaxieren, der eine einzige, homogene Dichte beschreibt. Neben dem hier beschriebenen

Fall Gl. (7.2) konnen auch Terme mit ungeraden Exponenten in der Dichte auftreten. Fiir
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7.1. Phasenseparation und die klassische Cahn-Hilliard-Gleichung

den symmetrischen Fall erhilt man den Fluss [210, 213]
j=v (6p + KV - cp3) . (1.3)

Dies ergibt, nach der Reskalierung mit dem hier konstant angenommenen Mobilitatsfaktor

M, schlieBlich die dynamische Gleichung fiir Phasenseparation [210, 213]
dp(r,r) = —V? (sp +kV2p — cp3) , (7.4)

welche auch haufig (klassische) Cahn-Hilliard-Gleichung genannt wird. Diese Gleichung
beschreibt Phasenseparationsdynamik, wie zum Beispiel in Abb. 7.1 fiir ein zweidimensio-
nales System dargestellt. Startet man wie in Abb.7.1(a) gezeigt mit einem Rauschen als
Startbedingung und stellt den Kontrollparameter tiberkritisch (d.h. € > 0) ein, so vergrobert
sich die Struktur mit der Zeit, bis schlieBlich die dominierende Langenskala des Musters
der SystemgroBe entspricht. Die Flanken an den Ubergingen zwischen niedriger und hoher
Konzentration weisen ein tanh-Profil auf. Dieses besitzt im Fourierraum ein breites Moden-
spektrum, weshalb eine Einmoden-Approximation fiir die Losung haufig nicht ausreichend

ist.

Abb. 7.1.: Typische Vergroberungs-Dynamik (oder auch englisch Coarsening genannt) der
CH-Gleichung von einem anféanglichen Rauschens zu einer phasen-separierten Losung.

Im Kontext der Strukturbildung ist es gelaufig, eine lineare Stabilitidtsanalyse fiir kleine

Stérungen oc e+ar

Gl.(7.4)

des homogenen Grundzustands p = 0 durchzufiihren. Dies liefert fiir

A=¢eq* - Kq4. (7.5)

Diese spezifische Charakteristik der Instabilitit, bei der der Eigenwert fiir ¢ = 0 verschwin-
det, gehort zum Typ II [65] und hat eine typische Form der Wachstumsrate Re(1) (g ) erhalte-
ner Systeme wie in Abb. 7.2(a) gezeigt [65, 214]. Trotz der linear erhaltenen Charakteristik
konnen auch nichtlineare Senken und Quellen vorhanden sein. Deshalb kann man zusitzlich

Systeme unterscheiden, welche eine gesamte Erhaltung des Feldes enthalten (hier als Typ
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II¢ bezeichnet) oder nicht erhaltene Felder aufgrund von Nichtlinearititen beschreiben (hier
I1*). Ein Beispiel fiir nicht erhaltene Vertreter des Typs II“ ist die Kuramoto-Shivashinsky
Gleichung [215], bei dem die Nichtlinearitit eine Verletzung der Erhaltungsbedingung
enthilt. In dieser Arbeit werden vornehmlich Systeme des Typs II° untersucht, weshalb

manchmal der hochgestellte Buchstabe zur Ubersichtlichkeit weggelassen wird.

Anhand der Form von GI. (7.5) wird klar, warum & auch Kontrollparameter genannt wird:
Fiir £ = 0 findet ein Ubergang von der stabilen homogenen Losung (¢ < 0) zum Fall
anwachsender Storungen (g > 0) statt. Der Kontrollparameter entscheidet dariiber, ob das
Doppelmulden-Potential ein einzelnes Maximum bei p = 0 hat oder zwei Minima p. # 0
aufweist. Der anwachsende Ast oc ¢ wird fiir « > 0 durch den Beitrag —kg* gedampft und
sorgt fiir eine Begrenzung des Modenwachstums groferer Wellenzahl. Bei der Betrachtung
der Dispersionsrelation fallen einige typische Merkmale fiir Typ II Ubergiinge auf: Der
Einsatz der Instabilitit (¢ = 0) findet bei einer verschwindenden kritischen Wellenzahl
q. statt. Fiir einen tiberkritischen Kontrollparameter £ > 0 existiert ein endliches Band
an iiberkritischen Moden 0 < g < gq fiir welche Re(1)(g) > 0, wobei gy « +/€ aus
der Bedingung 4 = O folgt. Diese Charakteristik kann in vielen verschiedenen Systemen
beobachtet werden. Im Allgemeinen kann man die lineare Stabilitdt auch in hoherer Ordnung

durchfiihren. Dabei zeigt sich, dass die Dispersion dem generischen Muster
A= G2q* + Gag* + Geq® + 0(q®) (7.6)

folgt. Dies liegt daran, dass in GI. (7.1) nur Gradienten von Flusstermen auftauchen. Deshalb
besitzt die lineare Dispersion keinen konstanten Anteil. Zusatzlich besitzen die betrachteten
Systeme eine Spiegelsymmetrie +7 und daher treten in der Dispersionsrelation nur gerade
Potenzen von q auf. Wenn man ein System einer erhaltenen GroBe vorliegen hat, welche
mit schnellen, nicht erhaltenen Moden gekoppelt sind, kann die Dispersion auch mehrere
Eigenwerte aufweisen, von denen einige einen konstanten negativen Wert bei ¢ — 0
aufweisen, besitzen. Dominiert in solchen Systemen der grofite Eigenwert und zeigt dieser
Erhaltung, kann man nahe des kritischen Punktes die Dynamik eventuell auf eine dhnliche
Form bringen, wie in Abschnitt 12 gezeigt wird. Falls auf der Ordnung o ¢* keine Ddmpfung
stattfindet, so kann das System auch fiir denn Fall Re(G,) < 0 instabil werden. Dies
ist in Abb.7.2(b) gezeigt. In diesem Fall ist das iiberkritische Modenband bei endlichen

Wellenzahlen und es konnen Muster mit endlicher Modenzahl auftreten.
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(a) (b) €]
= [A]
=
1 B
0 N
0 @ O B _[c]

q q B D

Abb. 7.2.: Gezeigt ist die typische Form der Dispersionsrelation Gl. (7.6) fiir erhaltene
Systeme. Falls eine Dampfung in der Ordnung o ¢* vorliegt (G4 < 0), so entscheidet
das Vorzeichen des quadratischen Vorfaktors Re(G;), ob homogene Losungen instabil
werden oder anwachsen, wie in (a) gezeigt. Ein Vertreter mit diesem Dispersionsverlauf
ist die klassische CH Gleichung, welche Phasenseparations-Dynamik zeigt. Es kann auch
vorkommen, dass die Dampfung erst in hoherer Ordnung auftritt, wie in (b) fir G4 >
0,G¢ < 0 gezeigt. Diese Dispersion kann die Bildung von Mustern bei endlicher Wellenzahl
hervorrufen.

7.2. Beispiele von Erhaltungseigenschaften in
Systemen aktiver Materie

In den folgenden Kapiteln werden Kontinuumsmodelle auf Basis von allgemeinen Trans-
portgleichungen untersucht. Diese konnen verschiedenste Modelle reprisentieren und sind
meist zu mikroskopischen Modellen auf der Ebene einzelner Teilchen iiber die sogenannte
Langevin-Gleichung sowie adiabatische Reduktionsschemata verkniipfbar [55, 216, 217].
Nachfolgend soll ein Uberblick iiber verschiedene mikroskopische Modelle gegeben werden,
wie sie zum Beispiel in aktiver Materie zu finden sind. Hierbei wird anhand verschiedener
Literatur motiviert, wie das mikroskopische Bild zu den Kontinuumsgleichungen verkniipft
werden kann [61, 218-220]. Dabei wird auch das Modell chemotaktisch interagierender
Objekte gezeigt, welches in Abschnitt 12 fiir den Fall einer Kopplung verschiedener Spezies

naher untersucht wird.

Die dynamische Beschreibung (passiver) mikroskopischer Teilchen kann durch die Langevin-
Gleichungen erfolgen [216]. Sie beschreiben die Bewegung eines Brownschen Teilchens i
durch ein Volumen, welches mit einer groBen Anzahl von (kleineren) StoBteilchen gefiillt ist,
wie zum Beispiel ein Staubkorn in einer Fliissigkeit. Durch die Interaktion eines Teilchens i
am Ort R; in Form von St68en mit den kleineren Teilchen wird dessen Geschwindigkeit %
beeinflusst, wobei man einen mittleren Reibungsterm und einen stochastischen Fluktuati-
onsterm abspalten kann, was durch die sogenannte Langevin-Gleichung beschrieben wird

[216]. Analog ist auch die Orientierung 6; diesen Einfliissen ausgesetzt. Fiir ein isotropes
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Teilchen gilt dabei die Beziehung (siehe z. B. [55, 217])

d’R; dR;

Mg == yr g WV E (0,
d?6; o
R +&,

mit der Teilchenmasse m, dem Trigheitsmoment J, den Reibungskoeffizienten fiir Trans-
lation yr und Rotation yg, eventuell vorherrschenden Potential-Einfliissen V' sowie den
Rausch-Termen fiir Translation fl.T (¢) und Rotation & l.R (7). Die Fluktuationsterme gehorchen

einem weillen Rauschen gemal [55, 217, 221]

<§i(t)fj(t,)> =12kpTyrdapd(t — 1),
(&) (1)) =2kpTyrd;;6(t — '),

wobei I die Einheitsmatrix, kp die Boltzmann Konstante und 7" die Temperatur ist. Im
Falle kleiner Massen oder starker Dampfung vereinfacht sich die Langevin-Gleichung im

iiberdampften Limes zu

dR;

VTd_/ =-V.V+& (1), (7.7a)
do;

YRS, =£X. (7.7b)

Manchmal findet man in der Literatur auch die Reprisentation mit der Mobilitat u; = yi‘l

gemal
dR;
d_tl =-VU+7n (1), (7.8a)
dé;
o =nk. (7.8b)
wobei

(m:(On; (1)) =12k TprSaps(t —1')
(ni(t)n;(t')) =2kgTpugrd;j6(t —1').

Die Kontinuumsgleichung wird im Fall externer Potentiale durch die zugehorige Fokker-
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Planck Gleichung

dip(r.t) =V [urpVU, + DVp] , (7.9a)
op(r,t) =—V(DVp) - D,p. (7.9b)

beschrieben.

7.2.1. Aktive, Brownsche Teilchen in Kontakt

Die bisherigen Beschreibungen gelten fiir passive Brownsche Teilchen. Fiihrt man fiir diese
eine intrinsische Aktivitiit ein, so konnen spannende, neue Effekte und Uberginge auftreten
[61, 219, 222]. Bei deren Beschreibung kommt in der Langevin-Gleichung (7.8a) noch
ein gerichteter Bewegungsterm voe; mit der Aktivitit vy in Richtung e; hinzu. Oft wird
die Bewegung in einer quasi zwei-dimensionalen Ebene untersucht, wie sie auch in expe-
rimentellen oder numerischen Realisierungen vorkommt [218, 219, 222], womit fiir den
Orientierungsvektor gilt e; = (cos(8;), sin(6;)7). Die iiberdimpfte Langevin-Gleichung hat
in diesem Fall die Form [61, 218, 219]
% =voe; — VU + 1" (1) .

Befindet man sich nicht im verdiinnten Limes, kommen sich die untersuchten Objekte
im Mittel haufig nahe. In diesem Fall muss die Wechselwirkung der Brownschen Teil-
chen untereinander beriicksichtigt werden. Um zu verhindern, dass zwei Teilchen i und 7’
tiberlappen, kann zum Beispiel eine abstolende Paar-Wechselwirkung u(r) im Potential
U in Form von U = ¥, u(|r; —r; |) angenommen werden [219]. Beim Ubergang zur
Phasenraum-Wahrscheinlichkeitsdichte fy (r,¢,t) kann man die dynamische Gleichung der
reduzierten Dichte 0, f1(r; ,¢1,¢) in Form einer BBGKY herleiten (siehe Gleichungen (3.8)
und (3.9)) . Fiir eine geschlossene Beschreibung wird eine Zwei-Korper Wechselwirkung
angenommen. In [219] werden zum Beispiel die Annahmen der rdumlichen und zeitlichen
Unabhingigkeit eines Zwei-Korper Streuprozesses getroffen, welche fiir die Beschreibung
des Ubergangs aus einem homogenen Zustand motiviert sind. Hierbei wird die effektive

Schwimmgeschwindigkeit
v=vo-p{
beriicksichtigt, wobei ¢ die Projektion der Kraft auf die Orientierung ist [219]. Diese wird

als anisotrope Wirkung der Verarmungszone hinter und der gedriangten Zone vor einem sich
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bewegenden Teilchen interpretiert. Die daraus resultierende Beschreibung der dynamischen
Wahrscheinlichkeitsdichte wird anschlieBend iiber Momentenbildung auf die Teilchendich-
te ( / f1d¢) und die Polarisation ( / e f1d¢) projeziert und es folgen die kontinuierlichen
Gleichungen fiir die Teilchendichte p(r,¢) und Polarisation p(r,¢) gemaf [219]

op(r,t)==V- [vp(r,t) = DVp(r,t)], (7.10a)

1
S p(r.,) =-— 5V(v,o) +DV?p-D,p. (7.10b)

Hierbeiist D, der (Rotations-)Diffusionskoeffizient (siehe [219]). Anhand der Kontinuums-
Gleichungen kann man bereits einen interessanten Einfluss der Aktivitit (welche in dem
Faktor v steckt) auf die Dynamik des Systems erkennen. Ohne den ersten Term in GI. (7.10b)
wiirde die Polarisation einfach abklingen, da sowohl der diffusive Term V2 p als auch der
Zerfallsterm D, p fiir ein Abklingen der Polarisation sorgen. In Anwesenheit der Aktivitat
kann sich jedoch lokal eine Polarisation aufbauen, wodurch nicht nur der homogene Zustand
eine Losung ist, sondern auch andere Effekte, wie zum Beispiel Phasentrennung, auftreten
konnen (siehe [61, 195, 219]).

7.2.2. Teilchen im verdiinnten Limes unter Beriicksichtigung von
Taxis

Nicht nur die Nahfeld-Wechselwirkung zwischen aktiven, Brownschen Teilchen wie in Ab-
schnitt 7.2.1 kann zu interessanten Effekten fiihren. Bakterien oder andere mikroskopische
Teilchen konnen ihre Bewegung entsprechend der Konfiguration ihrer Umgebung anpas-
sen. Neben der im ersten Abschnitt beschriebenen Phototaxis gibt es bspw. den Effekt der
Chemotaxis, die bei Bakterien wie Escheria coli [223, 224], bei AmOben wie den zelluldren
Schleimpilzen Dictyostelium discoideum [225] und vielen mehr zu finden sind. Die betei-
ligten Komponenten nehmen dabei meist raumliche Unterschiede bestimmter Substanzen
wahr und bewegen sich entlang derer Gradienten. In [220] wird ein solches Verhalten auf
Basis eines generellen, aktiven Teilchenmodells untersucht. Die Teilchen werden ohne Ori-
entierung modelliert, allerdings wird eine zweite dynamische Gleichung fiir den Botenstoft
eingefiihrt. Hierfiir wird in [220] angenommen, dass ein Teilchen am Ort R; mit konstanter
Rate (hier als eins pro Zeiteinheit gewihlt) einen Botenstoff c¢(r,f) produziert, welcher
selbst mit der Rate b zerfallt. Die Formulierung eines solchen Systems auf Ebene der Glei-
chungen (7.9) kann wie folgt beschrieben werden: Die Teilchen bewegen sich entlang des

Gradienten von c(r,¢) und man erhilt fiir die mikroskopische Bewegungsgleichungen von
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N Teilchen die Beziehung [220]

dR;
o = rVelr £ m (), (7.11a)
N
0 )t
cfal; ) == be(r.)+ ) 8(c=Ri(1)) + DVie(r.p). (7.11b)

i=1

Fiir den Ubergang in die kontinuierliche Beschreibung wird in [220] anschlieBend die

Transformation
N
2,8 =Ri(0) = Nf(r.0) = p(r.1)
i=1

vorgenommen, womit man schlieBlich die Fokker-Planck Gleichung auf Teilchenebene und
eine Reaktions-Diffusions Gleichung fiir den Botenstoff erhilt [220]:

% =V [up(r £)Ve(r t) + D, Vp(r.1)] ,
ac((;;,l‘) :Dcvzc(l‘,t) +p(r,t) — be(r,t).

Neben dem von Schweitzer und Schimansky-Geier untersuchten SSG-Modell [220, 226]
gibt es zur Beschreibung von chemotaktisch interagierenden Spezies zahlreiche Varianten
von dynamischen Gleichungssitzen, welche zusitzliche Séttigungen von Rezeptoren oder
der vermittelnden Substanz annehmen [225-229]. Ein weit verbreitetes Modell ist dabei
das Keller-Segel Modell [225, 227]. Die allgemeine Form der Gleichungen lasst sich meist

unter folgender, allgemeiner Regel zusammenfassen [228]:

op(r,t) =V [k1(p,c)Vp — ka(p,c)pVc] + k3(p,c),
O,c(r,t) =D Ac + k4(p,c) — ks(p,c)c.

Ein dhnliches System wurde in [64] verwendet und gezeigt, dass aktive Phasentrennung
ein generisches Phinomen in Nichtgleichgewichtssystemen ist. In Abschnitt 12 wird eine
spezielle Form dieser Gleichungen herangezogen, um die Erkenntnisse der vorherigen

Abschnitte 9 und 10.6 auf ein explizites System anzuwenden.

7.2.3. Adiabatische Reduktion

Ist in einem System die Dynamik auf einer langsamen Zeitskala von Interesse, kann man

die Dynamik eines Feldes f auf einer schnellen Zeitskala durch einen adiabatischen Ansatz
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0:f = 0 vereinfachen. Fiir Systeme mit einem einzelnen, erhaltenen Feld ist diese Pro-
zedur bspw. in [64, 195] gezeigt. Fiir das Beispiel der aktiven, Brownschen Teilchen aus
Gleichungen (7.10) kann unter der adiabatischen Annahme 0; p = 0 die Gleichung fiir die
Polarisation nach p aufgelost werden [195]. Fiir bestimmte Konfigurationen ist dies auch
fiir die chemotaktischen Modelle Gleichungen (7.11) fiir die Dichte ¢ moglich [64]. Im
Allgemeinen konnen bei Systemen mit stationdrer II{ Phasenseparation N Felder beteiligt
sein, die dynamisch gekoppelt sind. Von diesen ist mindestens eine kritische Mode erhalten

und weist eine zeitliche, langsame Dynamik auf.

Die Losung der Dichte schneller Dynamik kann man schlieBlich in die Gleichung der erhal-
tenen, langsamen Grof3e p einsetzen. Als Resultat erhalt man eine einzelne beschreibende

Gleichung fiir p gemil

dp(r)=V(.),

welche die Form einer Erhaltungsgleichung hat. Somit ldsst sich die Dynamik des langsamen
Feldes, was mit anderen schnellen Dichten gekoppelt ist, auf die Form einer Erhaltungs-

gleichung tiberfiihren.
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In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung in die PSM gegeben [230, 231]. Diese Methode
ist ein effizientes Werkzeug zur Untersuchung der spater vorgestellten Gleichungssysteme.
Sie wird in Abschnitte 9,10 und 12 in Kombination mit dem semi-impliziten Verfahren
verwendet, um die Kontinuumsgleichungen der verschiedenen Beschreibungshierarchien
numerisch zu losen. Neben der Pseudo-Spektral Methode (PSM) werden in diesem Kapitel
zudem noch Methoden zur Darstellung und Auswertung der durch die PSM berechneten

Daten vorgestellt.

8.1. Numerische Berechnungsmethoden

Die in Abschnitte 7.1,9,10 und 12 beschreiben im Allgemeinen einen K-dimensionalen
Vektor

Wk

der Felder wy mit wy € C. In den dynamischen Gleichungen fiir w entkoppelt zeitliche und

raumliche Ableitungen und die Systeme haben im Allgemeinen die Form
ow=Lw+N(w), (8.1)

definiert auf dem Gebiet Q = {(ry,...,rq)|r; € (0,L;)} fiir Zeiten ¢t € [0,T] und Anfangs-
bedingung wy (r,0) = wy o(r) . Hierbei enthélt die linke Seite nur Ableitungen nach der Zeit
¢ und ist linear in w, wiahrend sich auf der rechten Seite sowohl der in wy lineare Operator

L als auch der in wy nichtlineare Operator N befindet.

Fiir die numerische Behandlung werden Zeit (+ — t;Af) und Ort (r — r;0x) diskreti-
siert. Hierbei muss die jeweilige Diskretisierung A¢ und Ax hinreichend klein gewahlt,

werden um eine numerische Stabilitdt zu gewéhrleisten. Die in dieser Arbeit behandelten
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Gleichungen haben gemein, dass der lineare Operator Beitriige o« V2 und o V4 des Nabla-
Operators V :=(0y,, ... 0 d)T enthilt. Fiir einen einfachen Losungsansatz auf Basis einer
expliziten Finite-Differenzen Berechnung bedeutet dies eine Skalierung des Zeitschrittes
At als Abhingigkeit der Ortsdiskretisierung Ax gemiB At o Ax* [231]. Folglich muss
der Zeitschritt sehr klein gewahlt werden, um stabile Simulationen zu ermoglichen. Zum
anderen muss auch die Ortsdiskretisierung hinreichend klein gewihlt werden, damit kei-
ne numerischen Artefakte bei einem Finite-Differenzen Ansatz auftreten. Aufgrund dieser
Nachteile der Finiten-Differenzen Methode wird in dieser Arbeit die im Folgenden darge-
stellte PSM verwendet.

8.1.1. Pseudo-Spektral Methode

Eine etablierte Methode fiir die effiziente Berechnung der vorliegenden Gleichungen ist
die Verwendung der PSM, welche aufbauend auf den Ausfiihrungen in [230, 231] hier
niher erldutert wird. Der Grundgedanke ist dabei, das System auf eine der Problemstellung
angepassten Funktionsbasis abzubilden und die rechte Seite von GI.(8.1) in der transfor-
mierten Basis zu l0sen. In dieser Arbeit werden sowohl periodische als auch homogene
Neumann (oder engl. auch no-flux) Randbedingungen verwendet, weshalb sich eine Fou-
rierbasis fiir die spektrale Representation von Gl. (8.1) eignet. Ziel ist es, den Zeitschritt im

transformierten System durchzufiihren, in welchem er die Form
9w = 9,W =Lw+N(w). (8.2)

besitzt. Hierbei ist F(.) = E\) die Fourier-Transformation beziiglich f(r,t) — f(q,t) und

-1 die zugehorige inverse definiert durch

FHUF(HI=f. (8.3)

Fiir die weitere Umformung werden nun Berechnungsschemen fiir den linearen und nicht-

linearen Operator erlautert.

Berechnung des linearen Operators

Der lineare Operator enthilt nur rdumliche Ableitungen der Felder wy, wobei fiir alle

Gleichungen in Teil II die Beitrage der Ortsableitungen V in L eine gerade Potenz aufweisen.
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Fiir die Fourier-Transformierte der raumlichen Ableitungen einer Funktion £ gilt
7 [V'h(rn)] = (ig) h(qa). (84)

wobeli i die imagindre Einheit ist. Fiir gerade Potenzen der Ableitung eines linearen Feldes

wy erhalt man folglich
F [V'wi(e0)] = (1@ Wi (q.0) = (=1)'¢*'wi(q.0) mit ! € Z,

was bedeutet, dass die Terme des linearen Operators im Fourierraum zu einer Multiplikation

mit einem Vorfaktor o (—1)!g* werden. Fiir die Terme Ly, = 1, V>*""wy,, , des linearen

Operators mit

Lsi ... Lga

mit konstanten Vorfaktor 1,, , € C gilt folglich
F [Lwi(r.0)] = 0 [V'wi(en)] = n(=1'¢* wi(q.0) = Lk .

Hierbei wurde die explizite Abhingigkeit der Indizes m,n jeweils zur Ubersichtlichkeit

ausgelassen.

Behandlung des nichtlinearen Operators

Bei der Behandlung der nichtlinearen Anteile muss beachtet werden, dass die Multiplikation
mehrerer ortsabhingiger Felder w;w; ... im Normalraum einer Faltung im Fourierraum
entspricht. Da die numerische Berechnung einer Faltung sehr hohe Berechnungskosten
beinhaltet, ist es sinnvoll, diese zu vermeiden. Hierfiir wird die Transformations-Methode
nach Orszag verwendet [230]. Nach dieser Methode werden Faltungen vermieden, indem
die Multiplikationen von Feldern im Ortsraum ausgefiihrt werden und anschlieend das
Produkt beider Faktoren in den Fourierraum transformiert wird. Enthélt dabei ein Faktor
eine raumliche Ableitung, so wird das Argument der Ableitung zuerst in den Fourierraum
transformiert, dort wird die Ableitung gebildet und anschlieend wird das Resultat wieder

in den Ortsraum transformiert, wo weitere Multiplikationen ausgefiihrt werden konnen.

Ziel ist es wieder, den Operator N in Fourierdarstellung zu erhalten, um GI. (8.2) anwen-

den zu konnen. Die Komponenten des nichtlinearen Operators konnen im Allgemeinen
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geschrieben werden als

an Nl,m (W)
N(W) _ an N%,nz (W)
an Nd,nd (W)

wobei sich jeder Term N, , aus einem konstanten Vorfaktor y,,, € C und einer belie-
bigen Anzahl an Ableitungen auf multiplikative Kombinationen g der Felder wy (d.h.

L Db lg

8= W Wi - Wil mit /1, ...,l; € Np) zusammensetzt. Somit hat jeder Term N, , die

Form

N:)((Vl'gl) : (V’zgz) - (8.5)

wobei jeweils die explizite Abhingigkeit der Indizes m,n zur besseren Ubersichtlichkeit
ausgelassen wurde. Um die Vorteile der PSM zu nutzen und Gl. (8.5) effizient ohne die
Berechnung einer Faltung zu 16sen, werden nun Identitdtsoperationen gemif3 Gleichun-
gen (8.3) eingefiigt [230]. Fiir N aus Gleichungen (8.5) erhilt man unter Zuhilfenahme der
Beziehung aus GI. (8.4) schlieBlich

N =F (N)
=777 (Vo) | 7|7 (V)|
o (7 60" 6] 7 [0 @] )
Durch diese Technik werden alle Ortsableitungen durch Multiplikationen mit Vorfaktoren
(iq)! und zugehorigen Fourier-Transformationen ersetzt. Dies erlaubt es die Auflosungsvorteile

der PSM auch fiir den nichtlinearen Operator zu erhalten und umgeht hierbei die kostenin-

tensive Berechnung einer Faltung.

Diese Methode kann noch zur Optimierung im Bezug auf Speichernutzung und Anzahl der
benotigten Fourier-Transformationen erweitert werden. So konnen bspw. Terme der Form
V (fig:) unter Zuhilfenahme der Produktregel

V(figi) = fiV (&) + &V (f) (8.6)

vereinfacht werden. Bei rekursiver Anwendung der Produktregel bei hoheren Ableitungen
oder Exponenten der Felder wy, erhilt man letztendlich nur noch Terme, welche Ableitungen

von Funktionen linear in w}( enthalten. Da die linearen Felder w}C aufgrund des Integrations-
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schrittes Gl. (8.2) bereits im Fourierraum berechnet und gespeichert werden miissen, konnen
somit zusatzliche Fourier-Transformationen bzw. Speicherbelegungen teilweise vermieden

werden.

Randbedingungen

Fiir die numerische Behandlung der PSM wird eine spezielle Implementierung [232] der
schnellen Fourier-Transformation (engl. Fast Fourier-Transformation) verwendet, welche
eine effiziente Umsetzung der diskreten Fourier-Transformation ist [233]. Diese hat die
Eigenschaft, bei verkleinerter Frequenzauflosung Ag und somit steigender Stiitzstellenzahl
N, nur proportional zu O(N log N) zu skalieren. Dies erlaubt es sehr grofe Felder bzw. sehr
hochaufgeloste Simulationen effizient zu berechnen. Fiir Systeme mit periodischen Réndern
wird hierbei die Standart-Basis der diskreten Fourier-Transformation gewahlt. Fiir no-flux
Rinder werden hingegen die Felder w; durch auf eine Kosinus-Basis im Frequenzraum
abgebildet [232], welche verschwindende Ableitungen an den Rindern sicherstellt, wobei

jeweils nur die erste Hilfte des Ortsraumes ausgewertet wird.

8.1.2. Zeitliche Integration

Die in den folgenden Abschnitten beschriebenen Systeme mit intrinsischer Erhaltung enthal-
ten Dynamiken auf verschiedenen Zeitskalen, was besondere Anforderungen an die nume-
rische Behandlung stellt. Eine effektive Methode zur zeitlichen Integration solcher Systeme
stellt die Semi-Implizite Methode, wie zum Beispiel in [231, 234] beschrieben, dar, welche
im Folgenden beschrieben werden soll. Im Unterschied zum expliziten Euler-Verfahren wird
hier der lineare Teil der Berechnung in impliziter Form Lw(k+D beriicksichtigt, wahrend
nichtlineare Anteile weiterhin explizit dargestellt werden, wobei der diskrete Zeitschritt
f(1) = f% fiir Zeiten 1, = kAr und Schrittweite At eingefiihrt wurde. Somit wird aus

Gl. (8.2) zunichst die zeitlich diskretisierte Formulierung

1

N i 8.7)

Um den Zustand des Systems im nédchsten Zeitschritt wk*+D) 7u bestimmen, wird Gl. (8.7)

nach w(k+D) aufgelost und man erhilt [231]

Q) = [1-aQ)] ™ [§@) + AR (@) 38)
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mit dem Einheitsoperator 1. Die Inverse [I—At L(Q;)]~!' mit Dimension K x K muss nur
einmalig vor Beginn der Simulation an jedem Ort berechnet werden und ist wahrend der

Simulation konstant.

8.1.3. Bestimmung der charakteristischen Léange

Bei der Simulation von dynamischen Gleichungen ist die charakteristische Lange der nume-
rischen Losung eine interessante GroBe [235, 236]. Als MaB fiir die typische Systemldnge
gibt es verschiedene Moglichkeiten [62, 213], wobei in dieser Arbeit aufgrund der schnel-
leren Konvergenz das Maf3

[ S(q.t)dk

L(t)=2n————
" ﬂqu(q,t)a’q

verwendet wird, bei dem iiber Kugelschalen ¢ = ||q|| des Wellenvektors gemal3

Sk (q,l) = <(Wk(q ’Z){)\Vk(_ q ’t))2>q

gemittelt wird.

8.2. Numerische Umsetzung

Fiir die vorliegende Arbeit wurde ein eigenstidndiges Programm zur Simulation der zeitli-
chen Entwicklung partieller Differentialgleichungs-Systeme in der Sprache C++ entwickelt
und dem Lehrstuhl zur Verfiigung gestellt. Es ermoglicht die numerische Losung ein und
zwei-dimensionaler gekoppelter, homogener, komplexer, partieller Differentialgleichungen
mit periodischen und Neumann Randbedingungen. Der Kern des Programms ist dafiir
zustandig, dynamische Gleichungssysteme mithilfe der in GI. (8.8) beschriebenen Vor-
schrift numerisch zu integrieren, wobei fiir die Berechnung der Inversen die lineare Algebra
Bibliothek LAPACK [237] und fiir die Fourier-Transformation die Bibliothek fftw3 verwen-
det wird, welche eine fft-Implementierung mit Skalierung O (N log(N)) realisiert [232]. Der
Code ist mit OpenMP parallelisiert. Da verschiedene Gleichungssysteme untersucht werden,
wurde ein ASCII-Mathe Parser entwickelt. Er ermoglicht die Eingabe des zu simulierenden
Gleichungssystems in Form von Texteingaben. Die Eingabe einer CH-Gleichung hat zum

Beispiel die Form wie in Code 8.1 gezeigt.
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Code 8.1: Eingabe der CH-Gleichung fiir den internen ASCII-Parser

equation ® "N"2(epsilon*rho+kappa*N"2(rho)-c*rho”"3)"

Die Gleichung wird nach dem Einlesen intern durch den Parser in eine Baumstruktur umge-
wandelt. AnschlieBend wird das Gleichungssystem durch eine hierfiir ebenfalls entwickelte
symbolische Algebra-Bibliothek gemall Gl.(8.6) symbolisch analysiert und umgeformt
(Ausmultiplizieren, Differenzieren durch Anwenden der Produktregel, Zusammenfassen
gleicher Terme zur Reduktion der Berechnungszeit, Umwandlung bzw. Berechnung sym-
bolisch definierter Konstanten,...). Der Input des Beispiels Code 8.1 wird intern auf die

Form
dp =V? (8p +kV2p - cp3)

=eV2p +kV*p —6cp (Vp)? = 3cp*VPp.

gebracht, anschlieend werden die symbolischen Konstanten ersetzt und das Gleichungs-
system an den Solver iibergeben. Das entwickelte Programm wurde fiir alle Simulationen

in Teil IT verwendet.

8.3. Programm-Tests

8.3.1. Cahn-Hilliard Gleichung

Als Programmtest wurden numerische Losungen der CH-Gleichung
op=V° (p +Vip—p’ ) (8.9)
untersucht.

Eindimensionale Simualtion — Zunichst wurde eine eindimensionale Simulation ge-
testet. Als Randbedingung wurden no-flux Réinder, mit einer Systemldange von L = 20
und einer Stiitzstellenzahl von N = 128, simuliert. Die stationdre Losung fiir Neumann

Randbedingungen der CH-Gleichung aus GI. (8.9) ist gegeben durch

L
ps(x) = tanh (x _ 5) .
V2

In Abb. 8.1 sind zwei Schnappschiisse der numerischen Simulation dieses Problems darge-

stellt. Die Startbedingung ist in Abb. 8.1(a) gezeigt, welche aus einem weiflen Rauschen mit
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Amplitude 0.05 und einem iiberlagerten Kosinus-Profil mit Amplitude A = 0.05 und halber
Systemliinge als Wellenléinge besteht. Die Uberlagerung des Rauschprofils mit einem Ko-
sinus beschleunigt die Konvergenz der Losung zur stationidren Form. Dies ist besonders im
eindimensionalen Fall hilfreich, da die eindimensionale CH-Gleichung nur logarithmisch
konvergiert. In Abb. 8.1(b) ist die stationdre Losung (schwarze Kurve) des Programms
zusammen mit der theoretisch berechneten Losung (grau, strickpunktiert) gezeigt. Beide

stimmen sehr gut tiberein.

@ (b) P

p(x)
o

T x

Abb. 8.1.: Darstellung der Schnappschiisse des Feldes p(x) (schwarz) in einem System mit
Linge L = 20. Das Feld p(x) wurde mit einem Sinus mit Amplitude 0.05 und Rauscham-
plitude 0.1 initialisiert, wie in (a) gezeigt. (b) Die Resultierende Losung des Programms
(schwarze, durchgezogene Linie) nach 40000 Zeitschritten deckt sich mit einer angefitteten
Losung (grau, strichpunktiert) einer tanh-Flanke.

Zweidimensionale Simulation — Auch fiir die zweidimensionale CH-Gleichung wurden
Tests durchgefiihrt. Fiir die zweidimensionale Simulation wurden periodische Randbedin-
gungen verwendet, sowie eine Systemldnge von L, = L, = 256 und eine Stiitzstellenzahl
von N, = Ny = 256. Die Startbedingung fiir p(x,y,t = 0) ist durch ein weiles Rauschen mit
Amplitude 0.05 gegeben (siche Abb. 8.2(a)). Fiir den zwidimensionalen Fall ist bekannt,
dass die charakteristische Linge des CH-Systems mit Potenzgesetz gemiB ~ r!/3 skaliert
[238]. Das resultierende Skalenverhalten der Simulation ist in Abb. 8.2(e) gezeigt, was mit

der erwarteten Skalierung tibereinstimmt.

In Abb. 8.2(a)-(d) werden einige Schnappschiisse der Losung wiahrend des Coarsening-
Vorgangs dargestellt. Man erkennt das typische Vergroberungsverhalten wéhrend der Pha-

senseparation der Gebiete mit hoher und niedriger Konzentration.
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(b)r=3-10? (©r=1.8-103 (dr=3-10°

F(p)

(e)

102 -_

10! 4

LELILAY | v LA LI | v LA LI | v LB LR | v
10! 102 103 10*
t

Abb. 8.2.: Simulationsergebnisse der zweidimensionalen CH-Gleichung. (a)-(d)
Schnappschiisse der Simulation zu verschiedenen Zeiten, wobei das obere Bild jeweils
die Dichte p im Ortsraum und das untere Bild die Dichte ¥ (p) im Fourierraum zeigt. Man
erkennt das typische Separationsverhalten mit wachsenden Langenskalen. (e) Die charak-
teristische Linge des Systems als Funktion der Zeit skaliert ~ ¢!/3.
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8.4. Darstellung der Ergebnisse zweidimensionaler

Datensatze

Zur besseren Darstellung zweidimensionaler Datensitze werden im Folgenden verschiedene
Techniken verwendet. Falls nicht anders angegeben, wird die Darstellung der Dichte als
kontinuierliche Funktion, wie in Abb. 8.3(a) gezeigt, verwendet. Hierbei entsprechen hellere
Farben hoheren Funktionswerten und die Achsenausrichtung ist nach rechts fiir die x-
Achse und nach oben fiir die y-Achse. Abb.8.3(b) zeigt die Binardarstellung, bei der
zwei diskrete Farben fiir Werte oberhalb (wei3) und unterhalb (schwarz) des Nullwertes
verwendet werden. In Abb. 8.3(c) ist die Konturdarstellung abgebildet, bei der das Feld als

Konturlinien bei Nulldurchgéngen gezeichnet wird.

(a) (b)

0
LA
0.25 2L
ﬂ?.,' ~
0.00 7% s
0.25 ;. S 58
—0. 4 AR
- SREAR
ATIX® H <0 ’}x’}.{q\:&f@%ﬁ}:‘}‘

Abb. 8.3.: Verschiedene Darstellungsmoglichkeiten zweidimensionaler Dichtefelder. (a)
Normale Darstellung der kontinuierlichen Dichte. (b) Binédrdarstellung mit zwei diskreten
Farben fiir Werte oberhalb (weif3) und unterhalb (schwarz) des Nullwertes. (¢) Konturdar-
stellung mit Linien bei Nulldurchgingen des Feldes.
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9. Stationare und oszillatorische
Uberginge in gekoppelten
Systemen

9.1. Einleitung

In Abschnitt7.1 wurden Beispiele von bindren Mischungen sowie Beispiele von aktiver
Materie mit Erhaltungseigenschaften gegeben. In diesem Zusammenhang wurde die CH
Gleichung beschrieben, welche die generische OPG fiir die genannten Systeme des Typs II§

mit typischer linearer Dispersion der Form, wie in Abb. 7.2 gezeigt, darstellt.

In der Strukturbildung gibt es im Allgemeinen neben den stationiren Ubergangsszenarien
auch die Moglichkeit eines oszillatorischen Ubergangs mit dynamischen Strukturen. Wie
bereits erwihnt, beschiftigte sich eine friithe Arbeit von Frommbherz bereits Ende der 1980er
Jahre mit einem System gekoppelter, diffusiver Gleichungen, welche dynamische Losungen
in Systemen mit Erhaltung zeigen [197]. Dort wurde ein Modell aus gekoppelten, Ionen-
kandlen erhaltener Dichte beschrieben, welches bei einer nicht-symmetrischen Wechsel-
wirkung oszillatorische Muster zeigt. Dieses Themengebiet der gekoppelten Erhaltungs-
gleichungen findet man in verschiedenen Feldern aktueller Forschung, wie zum Beispiel
im Bereich der Medizin bei der Wechselwirkung von Tumorzellen und Makrophagen, oder
in der Biologie bei der Wechselwirkung von Bakterien iiber ein Transmitterfeld wieder
[206, 207, 239-241]. Aber auch Systeme von linear gekoppelten CH Gleichungen mit
antisymmetrischer sowie symmetrischer Kopplung wurden untersucht. Hierbei kann die
Erhaltung verschiedener Natur sein und entweder fiir jedes einzelne Feld gelten oder nur im
Ensemble eine Erhaltung aufweisen [199-202, 205, 242]. Dabei zeigen erhaltene Systeme,
welche miteinander gekoppelt sind, interessante Phinomene, so konnen zum Beispiel zeit-
lich dynamische, stabile Muster entstehen, wobei hierfiir eine hinreichend antisymmetrische
Wechselwirkung erforderlich ist, wie in [198] diskutiert, welche die Variationssymmetrie
bricht.
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In diesem Abschnitt werden zwei allgemeine, gekoppelte Transportgleichungen fiir zwei
erhaltene Felder vorgestellt, die sowohl einen Ubergang zur nicht-oszillatorischen also auch
oszillatorischen zur Phasentrennung beschreiben. Diese beiden gekoppelten Erhaltungsglei-
chungen enthalten eine systematische Beschreibung bis zur kubischen Ordnung und schlie-
Ben damit im Gegensatz zu anderen Modellen [199-202, 205] auch nichtlineare Kopplungen
zwischen den beiden Feldern ein. Die beiden gekoppelten Transportgleichungen sind auch
der Startpunkt zur Ableitung einer universellen OPG fiir oszillatorische Phasenseparation
in Abschnitt 10.6. Dort zeigt sich, dass die nichtlinearen Kopplungen wichtige Beitrige
liefern und eine Vernachlissigung eine Einschrinkung der Systemdynamik bedeutet. Wei-
terhin wird in Abschnitt 12 ein explizites System gekoppelter Bakterien auf die Form der
GTOPS nahe des kritischen Punktes reduziert. Auch dort kommen Beitridge der nichtli-
nearen Kopplung zum Tragen und sind essentiell fiir deren Beschreibung. Eine Diskussion
der linearisierten GTOPS zeigt mogliche lineare Dispersionscharakteristiken der GTOPS.
AnschlieBend wird das prototypische Modell der MiMo eingefiihrt. Dieses ist bei der Re-
duktion noch grundlegender als zwei linear gekoppelter CH Gleichungen. Es ermoglicht
die Untersuchung des 11 Ubergangs in verschiedenen Bereichen und erfasst trotz seiner
Einfachheit viele Szenarien der GTOPS und dient somit zur modellhaften Untersuchung

von II, Ubergingen.

9.2. Gekoppelte Transport-Gleichungen fiir

oszillatorische Phasenseperation

Bei der Entwicklung eines Modells fiir zwei erhaltene, gekoppelte Dichten, die Phasesepa-
ration bei einer Typ I1¢ Instabilitit zeigen, ist es zundchst hilfreich, nochmals die zentralen
Eigenschaften des CH - Modells fiir die klassische Phaseseparation in Erinnerung zu rufen.
Die Beschreibung von phasenseparierenden Systemen kann im stationédren Fall durch eine

verschiedene Anzahl gekoppelter Gleichungen erfolgen.

Im Gegensatz zum stationidren Pendant miissen fiir eine oszillatorische Dynamik mindestens
zwei gekoppelte Felder vorliegen, welche erhaltene Charakteristiken auf einer vergleich-
bar langsamen Zeitskala aufweisen. So konnen zum Beispiel vier gekoppelte Gleichungen
vorliegen, von denen zwei schnelle Dynamiken adiabatisch eliminiert werden konnen (vgl.
hierzu Abschnitt 12). Auch andere Szenarien wie drei gekoppelte Felder mit einer lang-
samen Dynamik [197], sowie zwei einzelne erhaltene Felder sind moglich [200]. Fiir die
allgemeinen Uberlegungen bedeutet dies, dass mindestens zwei gekoppelte, erhaltene Fel-

der p(r,t) und ¢ (r ,t) benotigt werden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien diese
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beschrieben durch

o(r,t) =po+p(r,t) mit /drp(r,t)zO,
\%4

(6.0 =po+u(r)  mi /drwr,r) _0,
1%

wobei pg und i die raumlich und zeitlich konstanten Anteile enthalten und das Integral iiber
den ganzen Ortsraum V gebildet wird. Unter der Annahme einer lokalen Massenerhaltung
konnen die dynamischen Gleichungen durch die Kontinuums-Gleichungen (siehe (7.1) bzw.
[77]) durch

8lﬁ(r’l) = 3t,0(r’t) = Vjp(P’l/’) B (923-)
at'vz(r’t) = 0zlﬁ(r’f) =- ij//(P,‘//) (92b)

ausgedriickt werden. Dies ist zundchst die allgemeine Formulierung gekoppelter, erhal-
tener Felder, dhnlich wie die Ausgangsform der CH-Gleichung in (7.1). Fiir die weitere
Analyse ist nun die allgemeine Struktur der Flussterme j, , (p,¢) zentral. Die klassische
CH-Gleichung weist zum einen eine lineare Stabilisierung durch den Ableitungsterm vier-
ter Ordnung, als auch eine Begrenzung durch die kubische Nichtlinearitat auf und ist nicht
auf lineare, irreversible Thermodynamik beschriankt [243, 244]. Folglich sollten auch die
Kopplungen der interagierenden Systeme nicht nur linear erfolgen, sondern diese grundle-
gende, nichtlineare Eigenschaft widerspiegeln, um auch die Szenarien von [197] oder auch
in Abschnitt 12 vollstandig beschreiben zu konnen. Somit konnen in der Formulierung nahe
des Ubergangs die Strome j o (p,¥) dquivalent zu Gl. (7.3) auch Kreuz-Kopplungen mit
nichtlinearen Termen in der Ordnung konsistent mit der Selbstkopplung enthalten. Mit der
Annahme eines superkritischen Bifurkation, motiviert durch bekannte Szenarien (siehe z.
B. [64, 195]) nahe des Phasen-Separations Uberganges fiir beide Felder, erhilt man im

Allgemeinen eine Skalierung gemif3

py Ve, Ve,

wobei € den Abstand zum Einsatzpunkt der Phasenseparation angibt. Mit diesen Annahmen

ergibt sich fiir die Formulierung der beiden Strome

o =i (o) + 1V Vo + [ £ (o) + 2V Vy, (9.3a)
Jv =[g1 (o) + d3V?| Vp + [2 (p.0) + d2V?] Vp. (9.3b)

wobei fi,gi,ci,d; mit i = 1,2 Abhingigkeiten von p und ¢ enthalten. Die klassische
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CH Gleichung enthilt auf erster nichtlinearer Ordnung Abhangigkeiten bis O(s%). Un-
ter Beriicksichtigung dieser Bedingung fiir den vorliegenden Fall miissen folglich f;,g;,c;.d;
Kombinationen von p und ¢ bis zur dritten Ordnung enthalten. Schreibt man diese aus,
erhdlt man in expliziter Form letztendlich die GTOPSs

Op ==V [a1p + a2V2p + as3p” — aup’| =V [Kiy + Ko V2 + Kay? — Kayp? |

-V [l/’V (0/6/0 - 05/)2) - CVWZVP] -V [PV (Kﬁl// - K5¢2) - K7PZV¢] (9.4a)
O == V2 [Brur + B2V + By = Bay’| = V2 [Lip + LaVPp + Lap® = Lap’]

=V |0V (Bow = Bsy?) - Brp*Vu | = ¥ |V (Lep = Lsp?) = Ly*Vp| (9.4b)

mit «;,5;,K;,L; € R. Dies ist die allgemeine Beschreibung zweier gekoppelter, erhalte-

ner Grofen. In diesen Gleichungen beschreiben die Konstanten (a1 4,81, 4) Terme der

Selbstkopplung. Die Parameter (K, 4,L1,.. 4) sind der Kreuzkopplung zuzuordnen und
(@5.6.7,85.6.7.K5.6.7,L5.6,7) beschreiben gemischte Kopplungsterme. Falls @567 # 5,67 oder
L; # K; ist die Kopplung nicht symmetrisch, wobei in diesem Zusammenhang auch von

nicht-reziproker Wechselwirkung (engl. non-reciprocal [198, 201, 202]) gesprochen wird.

Wie bereits in anderen Bereichen mit oszillatorischen Phianonemen [65, 200, 245-250] ist
auch in diesem Fall eine notwendige Bedingung, dass die Kopplung hinreichend asym-
metrisch ist [197, 198]. Im Folgenden wird eine lineare Stabilititsanalyse durchgefiihrt,
um die moglichen Ubergangsszenarien zu veranschaulichen. Anschliefend fiihren wir ein
MiMo ein, um auf moglichst elementare Weise schon wesentliche Ziige der oszillatorschen

Phaseseparation zu Beschreiben.

Fiir die folgenden Betrachtungen wird die Vektorschreibweise

W= ( p ) 9.5)
v

verwendet. Das linearisierte Gleichungssystem zu Gleichungen (9.4) ist gegeben durch
ow ==V [Mp + VM| w
mit

und M:=My-¢*M,. (9.6)
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Die lineare Form kann durch einen Ansatz

W= /? e/lt+iqr
¥

gelost werden. Nach Einsetzen in Gleichungen (9.4) erhélt man
Aw = [szo - q4M2] w

mit g = ||q||. Hierbei handelt es sich um ein gekoppeltes, zweidimensionales, lineares

Gleichungssystem, welches im Allgemeinen die Eigenwerte

2 qz
A(q) = ¢ Mw = —

5 lTr(M)i\/Tr(M)2—4Det(M) . 9.7)

besitzt. Fiir das vorliegende System erhidlt man fiir die Spur Tr(M) und Determinante
Det(M) die Losungen

Tr(M) =a1 + B1 - (a2 + B2)q”, (9.8a)
Det(M) =(-a1 + a2¢%)(=B1 + B14°) — (—L1 + L2g”*) (K + K2q)
=11 — mPr1qg” — a1f2q” + axfaq” — LiKy + LiKyg*+
LoK1q* — LyKaq* . (9.8b)

Das Einsetzen von Gleichungen (9.8) in GI. (9.7) liefert

2
A*(q) = % ar + 61— g (a2 + Bo) + \/Ro +q’Ry + 6]4R4] (9.9a)

2
=L o+ 51— (@2 + ) = VR ()| (9.90)

mit

R(q) = Ro+q*Ry+q"Ra, (9.10a)
Ro = (a1 — B1)*> +4K, L, (9.10b)
R2 = —2(1’1(1’2 - 2,81,82 + 2a1ﬁ2 + 2a2ﬁ1 - 4L1K2 - 4L2K1 , (9100)
Ry = (a2 - B2)* + 412K, . (9.10d)

Aufgrund der Form der Erhaltungsgleichungen (9.2) tauchen nur Beitriige o ¢ auf und die
Eigenwerte sind symmetrisch zu ¢ = 0, d.h. 7*(q) = A(g)*, weshalb im nachstehend hiufig

nur der positive Ast der Moden diskutiert wird. Weiterhin existiert kein konstanter Anteil
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9. Stationdire und oszillatorische Ubergiinge in gekoppelten Systemen

fiir A, was bedeutet, dass der homogene Anteil der Losungen mit g = 0 nicht anwéchst. Dies

spiegelt die Erhaltungseigenschaft in der Dispersion wieder.

Die Typisierung in stationéres und oszillatorisches Verhalten erfolgt iiber den Imaginirteil
des Eigenwertes Im(1*)(g). Dieser ist bestimmt durch das Vorzeichen des Radikanden
und kann verschiedene Ubergangsszenarien hervorrufen, welche im Folgenden diskutiert

werden.

Die verschiedenen Ubergangsarten der GTOPS umfasst viele in der Strukturbildung be-
kannte Szenarien der Dispersionsverlaufe [200, 206, 207, 214, 242, 251] und ist bestimmt
durch die Eigenwerte aus Gl. (9.9) . Zunachst wird der Fall

@, B2 > 0 (9.11)

untersucht. Dieser Parameterbereich liegt auch in [197] sowie Abschnitt 12 vor und gibt an,
dass die lineare Selbstkopplung eine Dampfung in der vierten Ableitung aufweist. Liegt in
Gleichungen (9.9) der Fall Re(1) < 0 vor, so klingen etwaige Storungen des homogenen
Grundzustandes mit der Zeit ab und das System liefert nur homogene Losungen. Fiir
Re(1) > 0 konnen Storungen des homogenen Grundzustandes anwachsen, wobei Re(1)
gemiB ~ g% anwichst und aufgrund Gl. (9.11) mit ~ ¢* gedémpft ist. Folglich existiert ein
Wellenzahl-Band mit positiver Wachstumsrate im Bereich 0 < g < gg, was, wie bereits in
Abschnitt 7.1 beschrieben, eine typische Eigenschaft von Instabilititen des Typs II ist. Die
nichtlineare g-Abhiingigkeit von R(q) gibt dabei vor, um welche Art des Uberganges es

sich handelt. Daraus kann die folgende Kategorisierung abgeleitet werden.

Stationire Ubergange des Typs I,

Falls R(g) > O fiir alle Wellenzahlen ist, erhdlt man A(g) € RVg und es handelt sich
somit in diesem Fall um einen stationiren Ubergang des Typs II;. Dies entspricht der
Dispersion der klassischen CH-Gleichung. Das Verhalten der Losungen ist in diesem Fall
durch stationdre Losungstypen bestimmt, wobei Moden mit gro3en Wellenzahlen gedampft

sind. Die typische Form dieser Dispersionsrelation ist in Abb. 9.1(a) gezeigt.

Oszillatorische Ubergange des Typs I,

Falls R(g) < O fiir alle Wellenzahlen ist, gilt Im(2)(g) # 0,Yq und es handelt es sich um
einen rein oszillatorischen Ubergang des Typs II,,. In diesem Fall sind zeitlich-dynamische

Losungen zu erwarten, wobei die Dispersion eine Form, wie in Abb.9.1(b) dargestellt,
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.-

M (q)

hi0s = I, — 11,

5o = 11 — 11,

q q

Abb. 9.1.: Verschiedene g-Abhingigkeiten der beiden Eigenwerte A* mit dem Realteil
(schwarz, durchgezogen sowie grau, gestrichelt) und den Imaginérteilen (gepunktet) als
Funktion von ¢. Fiir 0 < g < ¢ ist Re(1)(¢) > 0 und somit wachsen die Amplituden
dieser Moden gemall der linearisierten Gleichung an. Die jeweilige Kategorisierung in
Il oder II, erfolgt gemall des Auftretens eines Imagindranteiles Im(2)(g), hervorgerufen
durch einen negativen Radikanden R(g) aus GI.(9.10a). Da dieser ein Polynom vierter
Ordnung ist, konnen mehrere Ubergiinge Im(1)(g) # 0 < Im(2)(g) = 0 erfolgen. Neben
dem vollstindig stationiren (a) oder oszillatorischen Ubergang (b) konnen auch hybride
Ubergiinge mit einem Wechsel des Typs II; «<II, fiir ¢ > go auBerhalb des instabilen
Bandes mit 0 < g < g (siehe (c) und (d)) oder innerhalb dessen (siehe (e) und (f))
auftreten.

annimmt.

Wechselnde dynamische Charakteristik ll; < Il, fir endliche
Wellenlangen ¢

Aufgrund der Form des Radikanden R(g) = Ro+¢>R>+¢"* R4 kann das Vorzeichen von R(q)

wechseln und sich somit die Dynamik zwischen stationir und oszillatorischer Charakteristik
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9. Stationdire und oszillatorische Ubergiinge in gekoppelten Systemen

als Funktion von ¢ andern. Diese werden hier als hybride Zustinde bezeichnet (Index #).
In Abb.9.1(c)-(f) sind vier exemplarische Fille eines einzelnen Vorzeichenwechsels von
R(q) dargestellt. In Abb. 9.1(c) ist bspw. die Dispersion im kompletten iiberkritischen Band
0 < g < qo reell. Erst oberhalb g > go verzweigt die Dispersion in einem hinreichend
unterkritischen Bereich und der imagindre Anteil wird endlich. Da die Systemdynamik
hauptsichlich durch das tiberkritische Modenband bestimmt ist, ist fiir diesen Fall zu er-
warten, dass die Dynamik derer eines klassischen Uberganges ohne Wechsel iihnelt, also
I1;.,=II;. Auch das umgekehrte Szenario kann eintreten, bei dem ein oszillatorisches System
in hinreichendem Abstand oberhalb von g stationér wird. In diesem Fall deutet die lineare
Dispersion auf eine vornehmlich oszillatorische Dynamik hin und somit gilt I1.,=I1,. Auch
ein Ubergang II; <11, innerhalb von 0 < ¢ < gq ist moglich. Eine lineare Analyse wiirde in
diesem Fall nahelegen, dass die bestimmende Modenzahl mit ausgezeichnetem Amplituden-
wachstum die Systemdynamik dominiert [200, 202, 207]. Hier ist jedoch die nichtlineare
Natur des GTOPS-Gleichungssystems zu beachten. Im Allgemeinen sind Losungen des
Typs 11 nicht durch eine einzelne Mode bestimmt, sondern entsprechen einer Uberlagerung
vieler verschiedener Moden endlicher Amplitude, auch wenn das Maximum des Amplitu-
denwachstums bei einer endlichen Modenzahl liegt. Dies ist eine essentielle Eigenschaft
dieser Systeme, wie spater am Beispiel des Minimal-Modells (vgl. Abschnitt9.3) gezeigt
wird und ist fiir eine erfolgreiche Reduzierung der Ordnungsparametergleichung in Ab-
schnitt 10 eines der Kernelemente. Fiir die dynamische Charakteristik hat dies zur Folge,
dass sich die Moden mit stationirer und oszillatorischer Charakteristik koppeln und somit
aufgrund der linearen Analyse keine einfache Aussage iiber die resultierende Dynamik

moglich ist.

Weitere lineare Charakterisierungen

Neben den bereits genannten Beispielen sind weitere Szenarien moglich. Falls mehrere
Wechsel zwischen stationdren und oszillatorischen Bereichen stattfinden, konnen bspw.
mehrere iiberkritische Modenbander mit verschiedenen Kombinationen an stationdren und
oszillatorischen Bereichen entstehen. (siehe zum Beispiel [242, 251]). Ein exemplarisches

Beispiel einer solchen Dispersionsrelation der GTOPS ist in Abb. 9.2(a) abgebildet.

Lasst man die Bedingung Gl. (9.11) fallen, so kann auch ein stabiles Band bei endlichen
Wellenliangen ohne Wechsel zwischen stationdrer und oszillatorischer Charakteristik ent-
stehen, wie fiir verschiedene erhaltene Systeme mit Kopplungen in [200, 252] diskutiert.
Dies tritt auf, wenn die Dispersion mit negativer Steigung ~ ¢ an g = 0 anbindet. Mit

einem positiven Wert von Beitriigen ~ ¢* wird ein iiberkritischer Modenbereich fiir endliche
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g ermoglicht, welcher durch die Beitrige ~ ¢® (oder hohere Potenzen) geddmpft werden
muss. Der entsprechende Dispersionsverlauf ist in Abb. 9.2(b) dargestellt und entspricht
dem Fall [B] in Abb. 7.2.

(a) o (b)

>
)

q0 qmin qo
q q

Abb. 9.2.: Weitere mogliche Dispersionsrelationen der GTOPS wie zum Beispiel: (a) Inseln
tiberkritischer Modenbénder in der Dispersionsrelation mit unterschiedlichen Charakteris-
tiken (II, und Il;). (b) Ein iiberkritisches Modenband bei endlicher Wellenzahl, wie sie auch
in anderen Systemen zu finden sind [200, 242].

9.3. Minimal Modell fiir (oszillatorische)
Phasenseparation

Mit den generischen Transportgleichungen der GTOPS aus Gleichungen (9.4) werden in un-
terschiedlichen Parameterbereichen oszillatorische und nicht oszillatorische Phaseniiberginge
beschrieben. In diesem Abschnitt wird ein stark reduziertes System, welches in dieser
Arbeit MiMo genannt wird, vorgestellt, welches Aspekte sowohl von den Typen II, als
auch II; Charakteristiken beinhaltet, jedoch mit nur noch drei Parameter enthalt. Die-
ses Modell enthilt trotz der stark reduzierten Form und einfachen Beschreibung durch
drei Parameter den Ubergangsbereich von stationirer zu oszillatorischer Phasenseparation
und kann als prototypisches Gleichungssystem fiir die Beschreibung oszillatorischer Pha-
seniibergangsphanomene dienen. Hierfiir wird eine klassischen CH-Gleichung mit quadra-
tischem Term gewaihlt. Diese wird an ein lineares, zweites Feld gekoppelt. Die dynamischen

Gleichungen des MiMo haben die Form

op ==V [p+Vp+y —gp*-p’], (9.12a)
o =-V2[2e-Dy - (1+06)p], (9.12b)

und konnen aus den GTOPS Gleichungen (9.4) mit ;24 = K; = 1, 1 = —(1 —2¢),

Ly = —(1 + 0) erhalten werden (sonstige Parameter sind zu null gewéhlt).
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9.3.1. Einsatz der Phasenseparation im MiMo

Eine lineare Stabilitatsanalyse der Gleichungen (9.12) liefert die Eigenwerte

A*(q) = [28—(]2 + \/(28+q2)2 —4(0+2e+¢?) (9.13a)

[2e-¢* zin™], (9.13b)

D[S, [,

mit der Frequenz

a)M(q) = \/—(28+q2)2 +4(0+2&+4¢?).

Fiir sehr negative Werte von 6 sind die Eigenwerte fiir den relevanten Wellenzahlbereich
reellwertig und GI. (9.13a) entspricht dem Fall II; aus Abb.9.1(a) bzw. (c), dquivalent
zur Dispersion der klassischen CH Gleichung. Auch der Fall vollstindiger oszillatorischer
Ubergéinge II, aus Abb. 9.1(b) bzw. (d) ist fiir groe Werte von 6 enthalten. Dieser Fall wird
fiir die Amplitudengleichung in Abschnitt 10.6 niaher untersucht.

Wihlt man einen kleinen Wert & > 0, so kann man durch Variation des Parameters 6 den
Ubergang von stationirer zu oszillatorischer Phasenseparation in der Nihe des CTP unter-
suchen, bei dem zwei Eigenwerte einen entarteten Ubergang aufzeigen [208]. In Abb. 9.3
sind Dispersionen fiir diesen Ubergang mit Wechsel der Typ II; «II, Charakteristik ge-
zeigt. Die gewahlten Parameter sind g = 0 und € = 0.05. Zur besseren Beschreibung wurde
zusitzlich die Modenzahl [ exemplarisch fiir eine Systemldnge von L = 128, passend zu den
Simulationen der nichtlinearen Analyse in Abschnitt9.3.2, eingezeichnet. Der Kontrollpa-
rameter ist positiv gewihlt, man findet somit ein Band tiberkritischer Moden Re(1)(g) > 0
im Bereich 0 < g < g (bzw. 0 < [ < [y fiir die Modenzahlen). In Abb.9.3(a) ist der
Fall 6 = —0.2 dargestellt. Dieser Wert fiir 6 ist hinreichend negativ, dass die Eigenwerte
im gesamten Bereich 0 < ¢ < go bzw. 0 < [ < [ einen positives R besitzen und somit
reellwertig sind. Aus Gl. (9.13a) kann unter der Annahme eines positiven Radikanden die

obere Schranke fiir g berechnet werden. Fiir diese muss mit g, # 0 die Beziehung

2e—(g))* + \/[28+(q5)2]2 —4[0+2e+(q))?] =0

gelten. Durch Auflosen nach g erhdlt man

VQ2e-1)(2e+6)
2e-1

\} \) \} L
qo(e.0) =+ bzw. [y(e.0) = q‘oﬂ )
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Abb. 9.3.: Dispersionsrelation des MiMo mit & = 0.05 fiir verschiedene Werte 6. Dargestellt
sind die Realteile (schwarz, durchgezogen und grau, gestrichelt) sowie die Imaginirteile
(gepunktet) der beiden Eigenwerte A*(q). Fiir stark negative Werte von 6 sind die Eigenwerte
fiir das gesamte iiberkritische Modenband 0 < g < g reell (siehe (a)). Mit Erhohen von 6
nihert sich ein Ubergangsgebiet mit II; «<>1I, der Grenze go von rechts an, bis schlieBlich
innerhalb von 0 < g < ¢o der Ubergang von II;, —II, stattfindet (siehe (b) und (c)).
Bei weiterem Erhohen des Wertes 6 verschwindet der II; Bereich vollstindig und die
Eigenwerte sind im gesamten Bereich oszillatorisch (siehe (d)). Zum Vergleich mit den
spateren nichtlinearen Diskussionen wurden zusitzlich die Modenzahlen / = q% fiir ein
System mit Lange L = 128 eingezeichnet.

Fiir die Werte aus Abb. 9.3(a) ist ¢ (0.05,-0.2) = 0.3. Knapp oberhalb von q; erkennt man
in Abb. 9.3(a) bereits, dass die beiden reellen Eigenwerte zu einem komplex konjugierten
Paar an Eigenwerten abzweigen. Der Wert fiir ¢, bei dem dieser Ubergang stattfindet, ist

definiert durch g = ¢, fiir den der Radikand verschwindet:

[28+(q,)2]2 -4 [9 + 28+(q,)2] =0.
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Auflésen nach ¢, ergibt den Ubergang II; <11,

q,:i\/z(li\/m-s).

Erhoht man den Wert fiir 0, so verschiebt sich der erste Ubergang II; <II, zu kleineren
Werten fiir g, bis er schlieBlich innerhalb des stabilen Bandes 0 < g < gq liegt. Das kritische
6;, ab dem der Ubergang innerhalb von 0 < ¢ < q, liegt, liefert

0, =4 (82 —g) . 9.14)

Mit & = 0.05 in Abb. 9.3 erhilt man den Wert 6, = —0.19. Man kann auch umgekehrt den
kritischen Wert fiir £, in Abhingigkeit des Wertes 6 angeben und erhélt

£ = % (1 + M) . 9.15)

In Abb.9.3(b) mit # = —0.17 > 6, ist der Ubergang von stationdren zu oszillatorischen
Moden somit innerhalb des iiberkritischen Modenbandes. Fiir die Berechnung der obe-
ren Schranke g des positiven Wellenbandes muss in GI. (9.13a) ein negativer Radikand
beriicksichtigt werden. Die obere Schranke des tiberkritischen Bandes g im oszillatori-
schen Fall wird durch Re(g() = 0 berechnet, wobei die Wurzel als imaginér angenommen

wird. Dies liefert die Bedingung
o2 _
2e—-(qp)" =0
und somit

L
qq(e) = +V2e  bzw. 5 = qgﬂ .
Durch weiteres Erhohen des Wertes € kann man den Bereich der stationdren Moden immer
weiter verkleinern. In Abb. 9.3(c) ist mit & = —0.11 nur noch ein kleiner Bereich nahe g = 0
stationdr, wahrend fiir Moden mit gro3erer Wellenzahl komplexe Eigenwerte vorliegen. Der
Ubergangswert 6, ab dem alle Moden komplexe Eigenwerte besitzen und die Dispersion

vollstiandig oszillatorisch ist, kann bestimmt werden durch R(0) = 0. Dies ist gegeben fiir
0,=6>-2e bzw. e,=1xVo+1. (9.16)

Da 6 in Abb. 9.3(b) nur wenig groBer als 6, gewihlt ist, sind die Eigenwerte der meisten

iiberkritischen Moden immer noch reell. Fiir klassische Typ II; Systeme ist bekannt, dass
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die charakteristische Lange sich vergrofert und Phasenseparation eintritt. Deshalb wird er-
wartet, dass sich hier die Mode mit der kleinsten Wellenzahl als dominante Mode einstellen.
Fiir Abb. 9.3(b) konnte man erwarten, dass die dominante Mode bei ¢ — 0, g # 0 eine
stationdre Charakteristik aufweist. Erst bei VergroBern von 6 erhalten die Eigenwerte die-
ser Mode imaginire Anteile und wird oszillatorisch. Aufgrund der linearen Uberlegungen
bzw. unter der Annahme eines Einmoden-Ansatzes wiirde man deshalb erwarten, dass fiir
Abb. 9.3(b) und Abb. 9.3(c) stationdre Muster vorliegen und erst wenn die dominante Mode
[ = 1 oszillatorisch wird, dynamische Losungen auftreten. Wie sich jedoch in der nume-
rischen, nichtlinearen Analyse zeigt, ist dies nicht der Fall. Aufgrund der nichtlinearen
Wechselwirkung und des iiberkritischen Modenbandes, welches typisch fiir IT Ubergiinge
ist, erhalt man ein oszillatorisches Verhalten, obwohl die dominante Mode noch stationar

ist.

9.3.2. Charakterisierung des dynamischen, nichtlinearen
Verhaltens

Nach der Beschreibung des Einsatzupunktes der Phasenseparation mithilfe der linearen Sta-
bilititsanalyse im vorherigen Kapitel werden werden nun numerische Losungen des vollen
MiMo aus GI. (9.12) untersucht. Hierbei wird zunichst fiir periodische Randbedingungen
im symmetrischen Fall g = 0 der Ubergang von stationiiren zu oszillatorischen Losungen
nahe des CTP bei 8 ~ 0 betrachtet. Anschlielend wird durch -Variation untersucht, wie
die oszillatorischen Anteile die Losung sowohl im Ein- als auch im Zweidimensionalen
beeinflussen. Weiterhin wird das Verhalten im nicht symmetrischen Fall (g # 0) aufgezeigt.
Zudem wird die Verdanderung des Losungsverhaltens mit Neumann-Randbedingungen ge-

testet.

Eindimensionales Verhalten im symmetrischen Fall g = 0

In Abb. 9.4 ist der Ubergang von stationirer zu oszillatorischer Phasenseparation gezeigt.
Dort sind fiir den eindimensionalen Fall und g = 0 die Profile von p und  fiir drei verschie-
dene Werte von 6 zu sehen. Fiir den Fall 8 = —0.2 (schwarze Linien) erkennt man die aus
den Losungen der klassischen CH bekannte Form eines ausgecoarsten Zustandes mit zwei
tanh-Flanken. Fiir den gekoppelten Fall des MiMo mit zwei erhaltenen Grofen ergibt sich
eine Uberlagerung zweier solcher Losungstypen, welche phasenversetzt auftreten, wobei
die Nulldurchginge an der selben Position zu finden sind. Dies ist dhnlich zu dem Verhal-
ten zweier linear gekoppelter CH Gleichungen [200, 205]. In diesem Fall ist die lineare

Dispersion im Bereich der iiberkritischen Moden vollstiandig reell, wie in Abb.9.3(a) zu
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0.3_::::::::}J::fj::,“ i

01— —

—0.3 1= CLlinnnivessessssseis I —
0

Abb. 9.4.: Schnappschiisse der numerischen Losungen des MiMo aus Gleichungen (9.12)
mit Parametern £ = 0.05,g = 0,L = 128. Man erkennt den Ubergang des fiir II, Sys-
teme charakteristischen Plateaus mit tanh-Flanken bei 8 = —0.2 (schwarze Linien, nicht
propagierend) zu einem verformten tanh-Profil mit hoheren Werten fiir . Die Losungen
in grau propagieren mit Laufrichtung entsprechend des schwarzen Pfeils. Die zugehorigen
Dispersionsrelationen sind in Abb. 9.3 gezeigt, wihrend die Einordnung in das & —6 Pha-

sendiagramm in Abb. 9.6 zu

finden ist.
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Abb. 9.5.: Abgebildet sind die Absolutbetrige der Losungen fiir p im Fourierraum ent-
sprechend der Schnappschiisse in Abb. 9.4 fiir Modenzahlen [ = %. Man erkennt die mit
zunehmender Modenzahl abfallenden Amplituden. Fiir den stationdren Fall (schwarze-+
Symbole) ist zusitzlich ein angefittetes Fouriertransformiertes tanh-Profil gezeigt (schwarz-

gestrichelte Linie).
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9.3. Minimal Modell fiir (oszillatorische) Phasenseparation

sehen. Erhoht man den Wert von 6 zu 6 = —0.17, so ergeben sich dynamische Profile fiir
p und ¥, welche sich mit einer konstanten Geschwindigkeit in eine Richtung bewegen. Im
Vergleich zum vorherigen Wert 6 = —0.2 sieht man eine leichte Verformung der Plateaus,
welche asymmetrisch zu +x auftritt. Auch eine leichte Phasenverschiebung der beiden Pro-
file zueinander und eine Abweichung der Nulldurchginge ist zu beobachten. Fiir den Fall
noch groflerer Werte mit 6 = 0.1 wird die Laufgeschwindigkeit sowie die Asymmetrie der

Profile groBer.

Bei dem Ubergang von stationiren zu oszillatorischen Verhalten ist bemerkenswert, dass
dieser bereits bei Werten 8 < —0.17 auftritt. Dieser Wert ist groBBer als der Schwellwert
0; aus GI. (9.14) fiir das Auftreten kurzwelliger oszillatorischer Moden, aber immer noch
unterhalb der Grenze 6, in Gl. (9.16), ab der auch langwellige Moden oszillatorisch sind.
Die entsprechende Dispersion ist in Abb. 9.3(b) gezeigt. Fiir klassische Phasenseparations-
dynamiken ist bekannt, dass die charakteristische Lange in einer Dimension logarithmisch
skaliert. Dabei werden Losungen bevorzugt, welche die Anzahl der Domédnenwénde re-
duzieren und somit im stationidren Zustand langwellige Moden dominant sind. Dies ist
auch fiir das MiMo mit § = —0.2 der Fall, was das Fourierspektrum in Abb.9.5 (vgl.
+-Symbole) bestitigt. Es zeigt ein breites Spektrum an beteiligten Moden, welches der
Form der zusitzlich eingezeichneten Kurve |# (tanh)| (gestrichelte Linie) entspricht, die
wiederum die grofften Beitrdge bei [ = 1 aufweist. Auch im Fall 6 = —0.17 sind die domi-
nierenden Beitrige bei langwelligen Moden, welche jedoch eine stationdre Charakteristik
aufweisen, wie im Fourierspektrum (¥Y-Symbole) zu sehen ist. Dies liegt an der nichtlinea-
ren Kopplung: Die oszillatorischen, kurzwelligen Moden besitzen kleine Amplituden und
haben somit zunéchst einen kleinen Beitrag zur Gesamtlosung. Beginnen diese zu laufen,
verschiebt sich ihre Phasenlage relativ zu den stationdren, langwelligen Moden. Durch die
nichtlineare Kopplung interagieren oszillatorische und stationdre Moden und die Gleichge-
wichtslage des gesamten Musters verschiebt sich aufgrund der neuen Phasenbeziehung. Die
langwelligen, stationdren Moden miissen diesen Phasenversatz ausgleichen und verschieben
ebenfalls ihre Phasenlage, um eine neue Gleichgewichtslage entsprechend der verschobe-
nen kurzwelligen Moden zu finden. Da diese sich jedoch kontinuierlich bewegen und sich
somit die Phasenlage stindig dndert, miissen sich die linear stationdren Moden mit kleinen
Modenzahlen immer wieder neu anpassen. Daher beginnen sie den oszillierenden Moden
aufgrund der nichtlinearen Wechselwirkung zu folgen. Da Moden mit verschiedenen Wel-
lenlangen unterschiedliche Laufgeschwindigkeiten besitzen, verformt sich das tanh Profil
im Ortsraum aufgrund der sich neu einstellenden Phasenlage der verschiedenen Moden Bei-
trage und es entsteht ein verformtes Plateau. Dies sorgt auch fiir eine asymmetrische Lage

der Nulldurchgénge der Plateaus. Mit steigendem Wert 6 wird der Imaginéranteil groer
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9. Stationdire und oszillatorische Ubergiinge in gekoppelten Systemen

und das Profil des propagierenden Musters immer starker deformiert, wie in Abb. 9.4 fiir
6 = 0.1 zu sehen.

0.2

-—— e

—— g
w 0.1+ | |
o1d N simulation: O

simulation: S

X

0.0
—0.6

Abb. 9.6.: Phasendiagramm des MiMo nahe des Ubergangs von stationrer II; zu oszil-
latorischer 1I, Dispersionscharakteristik. Im linken Phasengebiet Il besitzen alle Moden
innerhalb des tiberkritischen Bandes 0 < g < g reelle Eigenwerte. Es ist durch die
Ubergangslinie &; (schwarz strich-punktierte Linie, vgl. Gl. (9.15)) vom hybdriden Regime
I1),.,_,, abgetrennt, welches einen Ubergang von reellen zu komplexen Eigenwerten inner-
halb des Modenbandes 0 < g < g besitzt. Fiir sehr groe Werte von 6 erreicht man
schlieBlich rechts neben der zweiten Ubergangslinie &, (schwarze, gestrichelte Linie, vgl.
Gl. (9.16)) das 1I, Gebiet. Die entlang der grauen Linien durchgefiihrten Simulationen
weisen stationdre Charakteristik fiir £ < &; (graue durchgezogene Linie) bzw. dynamische
Losungen fiir € > &, auf (graue gepunktete Linie). Die Kreuze markieren die Simulations-
parameter aus Abb. 9.4 mit (A) 6 = -0.2, (B) § = -0.17 und (C) 6 = 0.1.

In Abb. 9.6 ist der von 6 und & aufgespannte Phasenraum dargestellt, an dem die bisherigen
Erlduterungen noch einmal verdeutlicht werden konnen. Startet man bei sehr negativen
Werten von 6, so befindet man sich im stationdren II; Bereich, bei dem alle iiberkritischen
Moden innerhalb 0 < g < gq reelle Eigenwerte besitzen (vgl. Abb.9.3(a)). Bewegt man
sich auf einer Horizontalen in der £ —0 Ebene bei konstantem € und zunehmenden 6, so
verschiebt sich der Ubergang II; —II, zu kleineren Werten von ¢. Uberschreitet man die
schwarz strich-punktierte Linie €,(6) nach rechts, gelangt man in das hybride Regime, in
welchem ein Ubergang I, —II, innerhalb 0 < g < ¢ liegt (siehe auch Abb.9.3(b) und
(c)). Mit zunehmenden Werten von 6 iiberschreitet man schlieBlich die schwarz gestrichelte
Schwellwert-Linie €,(0) und man gelangt in das oszillatorische Regime 1I,,. Entlang der
gepunkteten, grauen Linie wurden Simulationen jeweils knapp oberhalb bzw. an der durch-
gezogenen, grauen Linie knapp unterhalb der Schwelle &, (6) ausgewertet. Es zeigt sich, dass
fiir alle Simulationen der grauen Linien mit £(6) > &,(60) dynamische Losungen ausbilden,
obwohl nur ein kleiner Teil an kurzwelligen Moden Eigenwerte mit imagindren Anteilen

besitzt. Fiir £(6) < &,(0) erhilt man stationire Profile mit dem fiir II; charakteristischen
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tanh Profil.

Abb. 9.7.: Dargestellt ist die zeitliche Entwicklung der Dichte p(x), welche mit Rauschen
initialisiert wurde. Die Parameter sind knapp oberhalb des oszillatorische Einsatzpunktes
mit € = 0.05,0 = —0.18 und einer Systemldnge von L = 256 gewdhlt. (a) Zeigt den
gesamten zeitlichen Verlauf, wahrend (b) und (c) jeweils vergrof3erte Ausschnitte des jeweils
vorherigen Bildes zeigen. Man erkennt, dass fiir kurze Zeiten das System Phasenseparation
ausbildet (siehe (c)). Nach einer Ubergangsphase (b) bilden sich schlieBlich stabile, laufende
Muster aus, wie im oberen Teil von (a) zu sehen ist.

Abb. 9.8.: In (a), (b) und (c) sind laufende Wellen (LW) Losungen des MiMo aus GI. (9.12)
mit & = 0.05, 6 = 0.1, und L = 128 gezeigt. Fiir gleiche Parameter, aber unterscshiedliche
2n 4n 6rx

Anfangsbedingungen bilden sich Moden mit der dominierenden Wellenzahl g = 5,55,
aus.

Andere Unterschiede zwischen Phasenseparation der klassischen CH Gleichung und der
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Dynamik gekoppelter Transportgroen des MiMo sind in Abb. 9.7 und Abb. 9.8 zu sehen.
In Abb. 9.7 ist die zeitliche Dynamik der Dichte p(x) gezeigt, welche mit Rauschen initia-
lisiert wurde. Die Abbildungen (b) und (c) sind Vergro3erungen von Bereichen der jeweils
vorherigen Unterabbildung. In Abb. 9.7(c) ist deutlich zu erkennen, dass fiir kurze Zeiten die
Systemdynamik von einer schnellen Vergroberungsdynamik gepragt ist. Fiir die klassische
CH Gleichung vergrofert sich die charakteristische Lange bis zur Systemliange und skaliert
fiir eindimensionale Systeme logarithmisch [213, 253]. Wie in Abb. 9.7 zu sehen ist, bildet
sich im vorliegenden oszillatorischen Fall des MiMo hingegen nach einer schnellen Pha-
senseparationsdynamik eine stabile dynamische Losung, welche je nach Systemlinge bzw.
Abstand zum Einsatzpunkt der homogenen Instabilitit endliche Wellenlangen ausbilden
kann (erkennbar im oberen Teil der Unterabbildung Abb. 9.7(a)). Die Ubergangsphase ist
in Abb. 9.7(b) zu erkennen.

Je nach Anfangsbedingung und Systemliange findet man hier LW mit verschiedenen Wel-
lenlidngen als stabile Losungen des MiMo in Gl. (9.12). In Abb. 9.8 sind Schnappschiisse der
stabilen Zustinde der Felder p(x) (durchgezogene Linien) und ¢ (x) (gestrichelte Linien)
fiir Simulationen mit € = 0.05,0 = 0.1 und L = 128 gezeigt, wobei bei den Unterabbil-
dungen nur die Anfangsbedingungen verschieden gewiahlt wurde. Man erkennt, dass hier
eine Multistabilitiat der Losungen vorliegt. Dies ist ein wichtiges Merkmal von Systemen
gekoppelter erhaltener Felder wie z.B dem MiMo und steht im Gegensatz zu der Phasen-

trennungsdynamik der einkomponentigen, klassischen CH-Gleichung [200, 242].

Dynamische Lésungen des symmetrischen Falls g = 0 in zwei Dimensionen

(a)

Abb. 9.9.: Schnappschiisse des Feldes p(x,y) des MiMo mit ¢ = 0.05,g = 0 in
zwei-dimensionalen Gebieten. Neben den aus eindimensionalen Systemen bekannten
Losungstypen der LW (siehe (a) mit 6 = —0.18, L, , = 128 und (b) mit 6 = 0.1, L, , = 128)
sind auch Uberlagerungen mehrerer LW mit einer rekombinierenden Defektdynamik fiir
lange Zeiten stabil (siehe (¢) mit 8 = 0.1, L = 512).

Die Untersuchung des zweidimensionalen Falls liefert in der Niihe des Ubergangs von stati-
ondrer zu oszillatorischer Dynamik dhnliche Ergebnisse wie in eindimensionalen Systemen.

In Abb. 9.9 sind drei Schnappschiisse der Dichte p(x,y) mit den Parametern £ = 0.05 zu
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sehen. In Abb. 9.9(a) ist zundchst ein System mit Lange L, , = 128 in beiden Raumrich-
tungen gezeigt, welches mit 6 = —0.18 in kleinem Abstand oberhalb der gestrichelten Linie
des Phasendiagrammes in Abb. 9.6 lokalisiert ist. Ahnlich dem eindimensionalen System
bildet sich fiir diese Systemlidnge eine stabile Losung mit groStmoglicher Wellenldange
als charakteristische Langenskala aus. Erhoht man den Wert von 6 sind auch hier wieder
Muster endlicher Wellenldnge moglich (siehe Abb. 9.9(b) fiir 6 = 0.1). Fiir den zweidimen-
sionalen Fall kommen im Vergleich zu eindimensionalen Systemen weitere interessante

Losungstypen vor, welche in den nachfolgenden Bildern gezeigt sind.

In Abb.9.9(c) ist der Schnappschuss einer Simulation mit gleichen Parametern wie in
Abb. 9.9(b) gezeigt, jedoch ist die SystemgroBle von L = 128 auf L = 512 erhoht worden.
Mit diesen Parametern bilden sich unabhéngig laufende Wellen aus, welche dynamisch
rekombinierende Defekte ausbilden. Dieser Zustand ist fiir lange Zeiten stabil und kann

eventuell nach einem langen Transienten in eine einzelne LW iibergehen.

(a) (b) (©) (d)

V.

il

Abb. 9.10.: Gezeigt sind vier Schnappschiisse der Dichte p(x,y) des MiMo in einem
zweidimensionalen System mit £ = 0.05,¢ = 0,6 = -0.05, L, , = 128 zu verschiedenen
Zeiten. Es bildet sich im Vergleich zum eindimensionalen Fall ein neuer Losungstyp der
oszillierenden, stehenden Quadrate OSQ aus, welcher aus zwei orthogonalen stehenden
Wellen SW besteht (siehe (b) und (d)), die zeitlich versetzt oszillieren. Die Uberlagerung
ergibt Zwischenlosungen, die einem Schachbrett-Muster dhneln (siehe (a) und (c)).

Auch ein vollig neuer Losungstyp ist im zweidimensionalen Fall zu beobachten. Es ist
moglich, dass stehende Welle (SW) mit verschiedenen Richtungen stabile Losungen bil-
den. In Abb.9.10 sind vier Schnappschiisse der Dichte p(x,y) fiir § = —0.05 und sonst
identischen Parametern zu Abb. 9.9(a) und (b) gezeigt. Man sieht, dass sich zwei SW, die
senkrecht zueinander ausgerichtet sind, ausbilden (Abb. 9.10(b) und (d)). Diese oszillieren
mit einem zeitlichen Phasenversatz, was in der Uberlagerung zu schachbrettartigen Mus-
tern fiihrt (Abb.9.10(a) und (c)). Dieser Losungstyp, der hier als OSQ bezeichnet wird,
kommt auch als Losungstyp der Ordnungsparametergleichung Gleichungen fiir gekoppelte,

erhaltene Systeme vor und wird in Abschnitt 10 ndher diskutiert.

Der zusitzliche Freiheitsgrad im zweidimensionalen System birgt auch iiberraschende Mus-
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(a) (d

AV 1Rt v
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Abb. 9.11.: Schnappschiisse der Dichte p(x,y) des MiMo mit Parametern identisch zu
Abb.9.9(b) und (c), aber vergroBerter Systemlange L, , = 1024 zu verschiedenen Zeiten.
Die anfiingliche LW Losung entlang der x-Richtung in (a) geht nach einer Ubergansphase
in (b) und (c¢) in eine LW in x-Richtung iiber, welche an den Flanken orthogonal laufende
LW kiirzerer Wellenlidnge aufzeigt. Fiir die Laufrichtungen der LW in y Richtung zeigt sich,
dass diese unabhangig voneinander sind.

ter wie die in Abb. 9.11 dargestellten Losungen. Dort sind vier Schnappschiisse der Dichte
p(x,y) einer Simulation mit Parametern identisch zu Abb. 9.9(b) und (c) gezeigt, bei der
die Lange auf L, , = 1024 erhoht wurde. Aus der initialisierten LW mit Laufrichtung ent-
lang der x-Achse, wie in Abb.9.11 (a) zu sehen, bildet sich zuniichst ein Ubergangsmuster
aus, welches in Abb.9.11(b) und (c) gezeigt ist. Aus diesem geht schlieBlich ein stabiles
Muster hervor, welches aus der urspriinglichen LW entlang der x-Richtung besteht, auf dem
entlang der Flanken der Wellenberge senkrecht in y-Richtung laufende Wellen mit kurzer
Wellenldange ausgebildet sind. Diese kurzwelligen LW der verschiedenen Flanken haben
unterschiedliche Laufrichtungs-Vorzeichen, wie in Abb. 9.11(d) durch die Pfeile angedeu-
tet. Diese Instabilitdt dhnelt der bekannten Zigzag-Instabilitit [65, 209, 254, 255], bei der
eine Welle instabil gegeniiber einer Storung in einer liberlagerten Richtung zur Ausgangs-
welle wird. Typischerweise ist die Wellenléinge der stabilen Losung nach dem Ubergang der
Zigzag-Instabilitit nicht mehr identisch mit der des Ausgangssystems. Im Fall des MiMo
bildet sich allerdings nach den Ubergangsmustern (siche Abb.9.11(c)) eine Welle in x-
Richtung mit unveranderter Wellenldnge aus, die durch senkrechte Wellen iiberlagert wird
(siehe Abb.9.11(d) im Vergleich zu Abb. 9.11(a)).

Auch das Skalierungsverhalten des MiMo enthilt interessante Effekte. In Abb.9.12 ist
der zeitliche Verlauf der charakteristischen Linge £ fiir ein System mit € = 0.05 und
6 = —0.18 knapp oberhalb der Linie &; (dquivalent zu den Parametern der Schnappschiisse
in Abb.9.9(a)) zu sehen. Man erkennt, dass sich die charakteristische Lange der Struktur
jeweils bis zur maximalen Systemlange vergrofert und mit einem Potenzgesetz skaliert.
Der Exponent der Skalierung wurde fiir Abb.9.12(a) und Abb.9.12(b) an die Mittelung

von sechs individuellen Simulationslaufen gefittet. Es zeigt sich, dass der Exponent fiir
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6 = —0.18, also nahe am Ubergang zu stationarer Charakteristik, einen Wert von = %

einnimmt. Diesen Skalierungsexponenten findet man auch bei stationdrer Entmischungs-
dynamik der klassischen CH-Gleichung wieder [213, 253]. Fiir das MiMo ist der Exponent
fiir verschiedene Werte der Systemlidnge konstant, hier bspw. Abb.9.12(a) L, , = 128 und
(b) L, =256.

102 4
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Abb. 9.12.: Zeitliches Skalierungsverhalten der charakteristischen Linge £ der MiMo
Losungen in zweidimensionalen Systemen mit ¢ = 0, € = 0.05, § = —0.18 und (a)
L = 128 und (b) L = 256. Die schwarzen Linien sind die gemittelten Verldaufe iiber
i =1,...,6 Simulationen (graue Linien). Die zeitlichen Verldufe fiir diese Parameter haben
eine Skalierung von £(r) ~ t'/3, wie es auch bei der klassischen CH in zwei Dimensionen
zu finden ist.

Wihlt man 6 groBer und entfernt sich somit von der Linie &;, was bedeutet, dass mehr Mo-
den einen komplexen Eigenwert aufweisen, ergibt sich ein neues Skalierungsverhalten. In
Abb. 9.13 ist der zeitliche Verlauf der charakteristischen Linge fiir & = 0.05 und 6 = 0.1 fiir
verschiedene Lingen (L, , = {256,512,1024}) gezeigt. Die dazugehorigen Schnappschiisse
sowohl im Orts- als auch Fourierraum sind in Abb. 9.14 fiir vier verschiedene Zeiten zu
sehen. Das System wird mit Rauschen initialisiert (sieche Abb.9.14(a)). Fiir kurze Zeiten
t < t; wichst die Strukturlinge zunichst mit einem Exponenten £(f) ~ t%, ahnlich zu
der Phasenseparations-Skalierung. Im Fourierraum besteht noch ein breites Spektrum, was
im Schnappschuss Abb.9.14(b) zu sehen ist. Auf diese Vergroberungsdynamik folgt ein
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Abb. 9.13.: Zeitliches Skalierungsverhalten der charakteristischen Linge £ des MiMo in
zweidimensionalen Systemen mit g = 0, € = 0.05, 8 = 0.1 und (a) L = 256, (b) L = 512
und (c) L = 1024. Die schwarzen Linien sind die gemittelten Verlaufe tiber i = 1,...,6
Simulationen (graue Linien). Die zeitlichen Verldufe fiir diese Parameter haben fiir kurze
Zeiten einen fiir Phasenseparation typischen Skalierungs-Exponenten £(r) ~ t'/3, welcher
nach einem Ubergangsbereich in eine Skalierung £(z) ~ t!/4 iibergeht, wie es auch bei
strukturbildenden Systemen zu finden ist.
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Abb. 9.14.: Schnappschiisse des Feldes p(x,y) im Ortsraum (obere Reihe in
Bindrdarstellung, x,y € [0, 1024]) und der Absolutbetrige im Fourierraum (untere Rei-
he, gx,q, € [-0.4,0.4]) simuliert mit dem MiMo mit Parametern aus Abb.9.13(c). Die
Unterabbildungen (a)-(d) sind zu Zeiten ¢t = 0,500, 32 - 103,36-10* aufgenommen. Das
initialisierte Rauschen aus (a) vergrobert sich und die charakteristische Lange wéchst
gemill L(1) ~ t5 zu einer Struktur in (b) bei ¢t = 500. AnschlieBend durchliuft es eine
Ubergangsphase, in der sich eine bevorzugte, ungerichtete Wellenlinge (c) ausbildet. Nach
dieser kommt es zu einer Richtungsphase £ (1) ~ 11 , welche zu Strukturen (d) fiihrt.

Ubergangsbereich bei #; < t < t» in dem sich das breite Spektrum verschmilert und sich
ein Ring im Fourierraum ausbildet (siehe Abb.9.14(c)). Dies dhnelt der Phasensepara-
tionsdynamik in der klassischen CH-Gleichung. Nach diesem Ubergangsbereich entsteht
anschlieBend fiir 1, < t < #3 eine neue Dynamik. In dieser Phase dndert die Struktur es
bildenden sich Bereiche mit Streifen, welche in begrenzten Bereichen parallel verlaufen
Abb. 9.14(d) deutlich wird. Das Wachstum dieser Struktur erfolgt mit einer Skalierung
von £ ~ t1. Dieser Exponent in der Skalierung ist von strukturbildenden Systemen mit
Losungen endlicher Wellenldnge wie z. B. verschiedene Varianten des Swift-Hohenberg
Modells bekannt [256, 257] Im Vergleich zu Abb. 9.14(c) fillt auf, dass im Fourrierraum
nicht mehr eine Schale an Moden beteiligt ist, sondern die Moden eine bevorzugte Richtung

ausbilden. Fiir grofe Zeiten ¢ > t3 bildet sich schlieBlich eine stabile Wellenldnge aus.

Verhalten des MiMo im nicht-symmetrischen Fall g # 0

Erlaubt man quadratische Beitrdage in GI. (9.12), indem man g # 0 wahlt, so kann es auf-
grund der gebrochenen +-Symmetrie der Felder p zu neuen Mustern kommen [253, 258].

Zuniichst wird das Verhalten knapp oberhalb der Linie &,(g(,0) in Abb. 9.6 untersucht, wie

111



9. Stationdire und oszillatorische Ubergiinge in gekoppelten Systemen

es auch schon zuvor im symmetrischen Fall betrachtet wurde. Fiir g = 0.5, = 0.1 und
0 = —0.33 zeigt sich, dass eine Phasenseparation der Felder p und ¢ auftritt und sie sich
jeweils in einem zusammenhingenden, ellipsoidalen Gebiet mit hoher Dichte zusammen-
finden. Dieser Effekt ist in Abb.9.15(a) und (b) dargestellt. Legt man die Konturen der
Nulldurchginge beider Dichten iibereinander, erkennt man einen leichten Phasenversatz
in Abb. 9.15(c). Aufgrund der entgegengesetzten Kopplung der beiden Felder sorgt dieser
Phasenversatz, wie schon im symmetrischen Fall zuvor, zu einer langsamen Dynamik des
Gesamtmusters, welche durch die Pfeile in Abb. 9.15 gekennzeichnet ist. Das Fourierbild
von p und ¢ in Abb. 9.15(d) und (e) dhnelt dem eines hexagonalen Gitters, das sich um die

kleinst mogliche Wellenzahl zentriert hat.

(a) (b) (©)

(d)

My

Abb. 9.15.: Schnappschiisse einer Simulation des MiMo mite = 0.1,6 = -0.33, L, , = 128
und gebrochener +-Symmetrie (g = 0.5). Dargestellt sind die Dichten p und ¢ jeweils im
Ortsraum ((a)+(b)) sowie die Absolutbetrdge im Fourierraum ((d)+(e)). (c) zeigt die Kontur
des Nulldurchgangs fiir p (schwarz) und  (grau).

Erhoht man den Abstand zum Einsatzpunkt der oszillatorischen, linearen Dispersionslinie
&1, so hatte der symmetrische Fall gezeigt, dass sich Strukturen mit endlicher Wellenzahl
ausbilden. Auch im nicht symmetrischen Fall fiir g # 0 kann man dieses Verhalten be-
obachten. Erhoht man im Vergleich zu Abb.9.15 den Wert 6 auf 0.1, so erhdlt man ein
bewegtes Gittermuster wie in Abb. 9.16 gezeigt, bei dem die einzelnen Zellen der Form des
vorherigen Falls entsprechen. Auch der Absolutbetrag der Felder p und ¢ im Fourierraum
in Abb. 9.16(d) und (e) ist dhnlich zu dem vorherigen Szenario, jedoch ist der Abstand der

angeregten Moden zum Ursprung vergroBert und es entsteht ein Gitter mit unterliegender
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Substruktur.

(b)

(d (e

Abb. 9.16.: Schnappschiisse der Simulationen des MiMo mit € = 0.1,0 = 0.1, L, , = 128
und gebrochener +-Symmetrie (g = 0.5). Dargestellt sind die Dichten p und ¢ jeweils im
Ortsraum ((a)+(b)) sowie im Fourierraum ((d)+(e)). (c) Zeigt die Kontur des Nulldurchgangs
fiir p (schwarz) und  (grau).

Erhoht man den Wert des Parameters 6 weiter, ergeben sich neue, komplexe Dynamiken.
Fiir 6 = 10 findet man bspw. ein laufendes Gittermuster, welches allerdings durch eine
orthogonale Oszillation iiberlagert wird. Vier Schnappschiisse dieses dynamischen Musters
sind in Abb. 9.17 gezeigt. Man erkennt, dass das System neben der globalen Laufrichtung
entlang der negativen y-Achse (siehe eingezeichnete Pfeile) eine schwankende Bewegung
zwischen den beiden Zustanden Abb. 9.17(a) und (c) vollzieht.

Verhalten mit Neumann-Randbedingungen

Bisher wurden Systeme mit periodischen Randbedingungen diskutiert. Wie sich in den
vorherigen Kapiteln zeigt, findet im MiMo fiir kleine Abstinde zur Linie &; im schwach
oszillatorischen Bereich eine VergroBerung der Strukturen bis hin zur ldngsten moglichen
Langenskala statt. Dieses Verhalten ist auch fiir die klassische CH bekannt. Fiir Neumann-
Randbedingungen (oder engl. auch no-flux Randbedingungen) wird in der CH-Gleichung
durch die Systemldnge das dynamische Verhalten kaum geandert, lediglich die maximale
Lange wird begrenzt. Im Fall oszillatorischer Losungen ist jedoch zu beobachten, dass

durch die Begrenzung der Systemlinge die bewegten Muster auf die no-flux Rénder treffen
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Abb. 9.17.: Schnappschiisse des MiMo mit ¢ = 0.1,0 = 10, L, , = 256 und gebrochener
+-Symmetrie (g = 0.5). Gezeigt sind die Konturlinien der Nulldurchginge fiir p (schwarz)
und ¢ (grau). Es bildet sich ein laufendes hexagonales Muster aus, welches zwischen den
Konfigurationen (a) und (c) schwankt. Die Bilder (b) und (d) stellen die Zwischenkonfigu-
rationen dar.

und somit die Dynamik des Systems beeinflusst wird. Aus anderen Teilgebieten der Struk-
turbildung weill man, dass diese Art der Randbedingungen bspw. die laufenden Muster
reflektieren konnen [259-264].

In diesem Kapitel wird das MiMo im symmetrischen Fall (g = 0) mit no-flux Réndern

(Neumann-Randbedingungen) untersucht.

(a) (b)
0.4 --z==

-
- =

0.0

-
-

—0.4 F£====-"

Abb. 9.18.: Schnappschiisse der Felder p (durchgezogene Linie) und ¢ (gestrichelte Linie)
des MiMo in einem System mit no-flux Randern bei x = 0,512 mit Parametern € = 0.05,
6 = 0.1. (a) Initialisiert man die Felder mit einer periodischen Losung der Wellenzahl / = %,
so bildet sich eine stehende Welle mit dieser Periodizitat aus. Der Verlauf der Graustufen
zeigt die Losung zu verschiedenen Zeiten. (b) Wihlt man eine periodische Losung mit
[ = 14, so ergibt sich eine stabile SW Losung mit [ = 2 Moden.

In Abb.9.18(a) ist das zeitliche Verhalten des eindimensionalen MiMo fiir £ = 0.05 und
6 = 0.1 in einem System mit no-flux Randern bei L = 0,512 gezeigt. Die beiden Felder p
(durchgezogen) und ¢ (gestrichelt) sind mit einer Wellenldnge von / = % mit zusatzlichem
tiberlagertem Rauschen kleiner Amplitude initialisiert. Es bildet sich eine stehende Welle

(SW) aus, deren zeitlicher Verlauf in Graustufen dargestellt sind. Mit periodischen Rand-
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bedingungen findet man fiir dieses System LW vor. Die no-flux Randbedingungen sorgen

folglich fiir eine Anderung des dynamischen Typs.

Auch fiir die no-flux Rénder findet man, wie im periodischen Fall, multistabile Losungen.
In Abb. 9.18(b) ist das finale Muster fiir eine Initialisierung mit / = 14 Moden gezeigt. Nach

einer Transienten bildet sich eine SW mit /; = 2 Moden aus.

(a) (b) (©)

(e) ()
0.2 1
0.0
—p(z,Ly/2) —p(z, Ly/2)
_0.2 { —~tanh-fit --tanh-fit
0 L 0 L
T T

Abb. 9.19.: Schnappschiisse des Feldes p (MiMo) in einem System mit no-flux Ridndern bei
x,y = 0,128 mit Parametern £ = 0.05, § = —0.18. Die Bilder (a)-(d) zeigen das zweidimen-
sionale Profil des Feldes, welches einer Phasenfront entspricht, die im Uhrzeigersinn rotiert.
Die Bilder (e) und (f) zeigen den Querschnitt der Zeitpunkte (a) und (c) bei y = 64. Man
erkennt ein tanh-Profil, welches aus den Losungen der klassischen CH Gleichung bekannt
1St.

Fiir den zweidimensionalen Fall dndert sich ebenfalls das Losungsverhalten. Im vorherigen
Kapitel wurde gezeigt, dass nahe an der Linie & vornehmlich LW oder auch oszillie-
rende stehende Quadrate (OSQ) auftreten. Fiir no-flux Randbedingungen sind in Abb. 9.19
Schnappschiisse der dynamischen Losung von p(x,y) fiir Parameter identisch mit denen aus
Abb. 9.9(a) dargestellt (¢ = 0.05,6 = —0.18 und L, , = 128). Die Bilder Abb.9.19(a)-(d)
stellen dabei das weidimensionale Profil von p fiir verschiedene Zeitpunkte der Simulation
dar. Man erkennt, dass sich fiir no-flux Rander eine Phasenfront ausbildet, welche im Uhr-
zeigersinn rotiert. Diese Anderung des Verhaltens der LW, welche durch Reflektion an den
Réndern induziert wird, steht im Einklang mit den Ergebnissen aus [264]. In (e) und (f)
sind die Querschnitte bei y = 64 fiir die beiden Zeitpunkte entsprechend Abb. 9.19(a) und
(c) gezeigt. Man erkennt das fiir Phasenseparation typische tanh-Profil.
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(a) (b (@)

lmE

Abb. 9.20.: Schnappschiisse des Feldes p(x,y) mit no-flux Randbedingungen bei x,y =
0,128 und sonst identischen Parametern wie Abb. 9.9(b). Die fiir periodische Rénder be-
obachteten LW-Losungen werden durch die Wechselwirkung mit den Réndern zu einer
Uberlagerung zwischen SW und OSQ verindert.

Entfernt man sich etwas weiter von der &;-Linie, hatte sich fiir periodische Rander in
Abb. 9.9(b) eine LW mit endlicher Wellenlinge eingestellt. In Abb. 9.20 sind Schnappschiisse
von p(x,y) mitidentischen Parametern, jedoch no-flux Rédndern gezeigt. Dort bildet sich ein
stabiles, dynamisches Muster, welches einer gewellten SW-Front dhnelt. Dieses wechselt
sich mit einem Muster, welches durch OSQ beschrieben wird, ab. Auch hier verursacht die

Wechselwirkung der Wellen mit den Rindern eine Anderung des dynamischen Typs.

9.4. Diskussion und Fazit

In diesem Abschnitt wurden gekoppelte Transportgleichungen untersucht. Zunéchst wur-
den Uberlegungen getroffen, welche generelle Form ein System gekoppelter Transport-
gleichungen besitzen muss, um oszillatorischer Phaseniibergiinge des Typs II;, aufzuwei-
sen. In Analogie zur klassischen CH Gleichung, welche stationidre Phaseniibergdnge mit

nichtlinearen Stromtermen fern des thermodynamischen Gleichgewichts beschreibt, muss
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auch der oszillatorische Fall die nichtlineare Charakteristik enthalten. In diesem Zusam-
menhang wird die GTOPS eingefiihrt, welches nichtlineare Kopplungen der erhaltenen
GroBen beriicksichtigt. Diese Eigenschaft ist essentiell, um die adiabatisch reduzierten
Fille des chemotaktischen Modells aus Abschnitt 12 oder auch der gekoppelten Ionen-
kanile [197] beschreiben zu konnen. Anhand einer linearen Stabilitdatsanalyse wurden an-
schlieBend mogliche Ubergangsszenarien der GTOPS charakterisiert, welche viele aus der
Literatur bekannte Fille der Dispersionsverldaufe enthilt [200, 242]. Dieses beinhaltet zum
einen Phaseniibergiinge mit vollkommen stationirer Charakteristik, weist jedoch auch die

Maoglichkeit von oszillatorischen und gemischten Dispersionen auf.

AnschlieBend wird das reduzierte MiMo eingefiihrt. Die Form des MiMo entspricht einer
klassischen CH Gleichung, welche an ein lineares Feld gekoppelt ist und nur drei freie
Parameter enthilt. Wie sich zeigt ist dieses Modell bereits ausreichend, um oszillatorische
Typ II° Phidnomene zu zeigen. Trotz der stark reduziert Form deckt es das Regime nahe des
CTP ab und erlaubt somit eine prototypische Untersuchung des Verhaltens wahrend des
Ubergangs von stationirer zu oszillatorischer Charakteristik, was komplementir zum stark

oszillatorischen Bereich ist, das in Abschnitt 10.6 diskutiert wird.

Fiir das MiMo wurde gezeigt, dass die beiden Komponenten jeweils eine Plateau mit zwei
hyberbolischen Flanken annehmen konnen. Dies ist dhnlich zu den Ergebnissen zweier linear
gekoppelter CH Gleichungen oder Brownscher Teilchen [200, 205, 242]. Die Plateaus stellen
phasenversetzt zueinander ein, wobei die Nulldurchginge am selben Ort liegen. Fiir den II;
11, Ubergang zeigt sich, dass die spezielle Charakteristik der Typ II Systeme mit einem
tiberkritischen Modenband zum Tragen kommt. Sobald eine Mode komplexe Eigenwerte
enthilt, beginnt das gesamte Muster, einschlieBlich der stationdren Moden, zu oszillieren.
Dies geschieht, auch wenn diese oszillatorischen Moden nur einen kleinen Beitrag im
Vergleich zu den dominanten, langwelligen Moden liefern. Verantwortlich hierfiir ist die
nichtlineare Kopplung der Moden untereinander, welche bei der Verschiebung von einzelnen
Moden eine Anpassung des gesamten Profils bedingt und somit mit einer kontinuierlichen
Anpassung zu einer dynamischen Gesamtstruktur fiihrt. Um diese Dynamik abbilden zu
konnen, ist eine Einmoden-Approximation wie in [202] eine zu grof3e Einschrankung und

zur Beschreibung nicht mehr ausreichend.

Weiterhin werden die charakteristischen Merkmale der oszillatorischen Phasenseparation
im Vergleich zum stationdren Pendant sichtbar. Zum einen erhilt man eine asymmetrische
Verformung im Vergleich zu den stationiren Plateaus. Diese ist bedingt durch die nicht re-
ziproke Wechselwirkung. Zudem konnen auch Muster endlicher Wellenldnge auftreten, die

Multistabilitidt aufweisen und ein generisches Merkmal gekoppelter Transportgleichungen
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sind, welches auch im stationédren Fall fiir lineare gekoppelte CH zu finden ist [200].

Auch im zweidimensionalen Fall zeigt das MiMo interessante Effekte, wobei auch neue
Dynamiken aufgrund der verianderten Dimension hinzukommen. Neben laufenden Wellen
sind ebenso OSQ Muster (dhnlich zu [202]), rekombinierende Defektmuster oder auch LW
Muster mit iiberlagerter Instabilitdt kurzwelliger LW in senkrechter Laufrichtung moglich.
Oberhalb der Linie 8, bzw &,, ab der das hybride Regime II;.;, beginnt, skaliert die cha-
rakteristische Linge gemal} oc #* mit n ~ 1/3. Auch die klassische CH Gleichung in zwei
Dimensionen zeigt ein Skalierungsverhalten mit diesem Exponenten [213, 253]. Erhoht
man den oszillatorischen Parametereinfluss durch VergroBBerung von 6, kann sich das Ska-
lierungsverhalten dndern. In diesem Fall wird die fiir Phasenseparation charakteristische
Skalierung iiberraschenderweise nach einem Ubergangsregime abgeldst durch eine Dyna-
mik mit n ~ 1/4. Ein solches Verhalten ist von stationdren strukturbildenden Systemen mit
endlicher Wellenlinge, wie dem Swift-Hohenberg Modell bekannt [256, 257] und wurde fiir
zwei linear gekoppelte CH Gleichungen in [201] beschrieben, was andeutet, dass sich Typ
IT Systeme mit erhaltenen Komponenten wie strukturbildende Systeme verhalten konnen.
Fiir das MiMo wurde hier ein gemischtes Skalierungsverhalten mit n ~ 1/3 und anschlie-
Bendem Ubergang zu n ~ 1/4 gefunden. Dies konnte durch die gemischte Dispersion des

hybriden Zustanden bedingt sein.

Unter Beriicksichtigung des Terms g # 0, der die +p-Symmetrie bricht, konnen zudem
weitere interessante Muster fiir das MiMo auftreten. Hierbei wurden sowohl laufende Cluster
nahe des &,(0)-Ubergangs, als auch hexagonale Strukturen beobachtet, welche bereits aus
anderen strukturbildenden Systemen unter dem Einfluss gebrochener +-Symmetrie der
Dichtefelder bekannt sind [253, 265].

Fiir oszillatorische Phasenseparation sind die Randbedingungen von besonderem Interesse.
Da sich die charakteristische Lange bei Phasenseparation kontinuierlich vergréBert, kommen
Effekte der Riander besonders zum Tragen. Auch die dynamischen Aspekte sorgen dafiir,
dass bei laufenden Mustern eine Wechselwirkung mit den Rindern wichtig wird. Neben
den periodischen Rindern, welche schwerpunktmifig in dieser Arbeit diskutiert werden,
sind somit auch die Einfliisse von no-flux Randbedingungen, speziell fiir Vergleiche mit

experimentellen Fragestellungen, interessant.

Fiir das MiMo zeigt sich, dass im Falle von no-flux Randbedingungen die Dynamik stark
veriandert wird. In einer Dimension werden hier laufende Wellen von stehenden Wellen
abgelost. Dies bestatigt die Resultate in [264], wo beschrieben wird, dass die Reflektion von
Mustern an no-flux Rindern eine Anderung der LW Dynamik zu SW Mustern induzieren

kann. Die induzierten SW Losungen zeigen weiterhin die fiir gekoppelte Transportgleichun-
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gen typischen Charakteristiken wie endliche Wellenldngeninstabilitiat oder auch Multista-
bilitat. In zweidimensionalen Systemen kann durch den erhohten raumlichen Freiheitsgrad

auch ein dynamisches Muster einer zirkulierenden Wellenfront entstehen.
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10. Cahn-Hilliard Modell fir
oszillatorische Phasenseparation

10.1. Einleitung

Im vorherigen Kapitel wurde, motiviert durch aktive Materiesysteme, das Verhalten von
gekoppelten Erhaltungsgleichungen im oszillatorischen Regime untersucht. Aktive Mate-
riesysteme konnen eine Vielzahl verschiedener Strukturen aufweisen. In der Natur gibt es
neben aktiver Materie noch zahlreiche weitere Systeme, welche geordnete Strukturen her-
vorbringen konnen. So sind zum Beispiel wihrend der Morphogenese strukturbildende Me-
chanismen wichtig fiir die Entwicklung von Organismen, aber auch in Wetterphdnomenen
wie bei WolkenstraBen oder im Tierreich in Form von gemusterten Fellen oder Panzern
sind sie anzutreffen [266, 267]. Hiufig erfolgt dabei der Ubergang zu Strukturen aus einem
homogenen Zustand heraus [65, 214]. Ausgehend von diesem geordneten Zustand konnen
sich verschiedenste Muster wie Streifen, hexagonale Gitter oder auch dynamische Formen
wie Wanderwellen ausbilden, wobei die resultierende Form abhingig von den hervorrufen-
den Wechselwirkungen ist, aber auch der jeweilige Zustand kann das Resultat beeinflussen
[65, 214, 253, 265].

Um Nutzen aus diesen Phanomenen ziehen zu konnen wire es hilfreich, eine Vorhersa-
ge liber die Form des entstehenden Musters zu treffen oder vorherzusagen, wann diese
Ubergiinge auftreten, d.h. welche Systemparameter verindert werden miissen, um Struk-
turen zu forcieren. Aufgrund der Gleichungstypen, welche diese nichtlinearen Prozesse
beschreiben, ist dies jedoch im Allgemeinen eine schwierige Aufgabe [65]. Die Metho-
dik der Storungstheorie ist hierbei ein bewihrtes Werkzeug. Es erlaubt diese komplexen
Zusammenhinge zu vereinfachen, indem die Komplexitit der Probleme auf die Dynamik
in der Nahe bekannter Szenarien, wie z. B. der Losung in der Nahe des Einsatzpunktes
einer Instabilitdt, reduziert wird [65, 214, 268, 269]. Das Resultat ist eine reduzierte Glei-
chung, hiufig eines einzelnen skalaren Feldes, welche die essentiellen Eigenschaften und

Dynamiken im gewiinschten Bereich des Parameterraumes widerspiegelt [65, 214].
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Diese Methodik hat sich im Laufe der Zeit in verschiedensten Gebieten als niitzlich erwiesen
[65, 214]. Obwohl die zugrundeliegenden Anwendungsfalle unterschiedlichster Natur sind
stellt sich heraus, dass sie in eine kleine Gruppe universeller Gleichungen zuriickzufiihren
sind, welche durch die lineare Typisierung der Typ I, Typ Il und Typ III Ubergiinge bestimmt
ist [65, 214]. Jede Kategorie zeigt fiir die jeweilige Klasse und Symmetrie charakteristische
Dynamiken, wobei die Strukturen stationir (Index s) oder oszillatorisch (Index o) auftreten

konnen.

Bei Typ I und III Phaseniibergingen bestimmt eine ausgezeichnete, kritische Mode die
Periodizitit des Systems, welche entweder raumlich (g, # 0) und/oder zeitlich (w. # 0)
auftreten kann. Jenseits des Einsatzpunktes der Instabilitit konnen die Losungen durch
die Einhiillende der Grundlosung beschrieben werden, welche eine kleine Modulation mit
langsamer Dynamik aufweisen. Diese Losungen werden hiufig Amplituden- oder Ginzburg-
Landau Gleichungen genannt [65]. Die Storungsentwicklung zur Bestimmung der allge-
meinen Gleichungen ist fiir diese beiden Fille eine bewihrte Methode, um eine Analyse der

Gleichungen nahe des Einsatzpunktes vorzunehmen [65, 214, 268, 269].

Fiir erhaltene Systeme des Typs II§ ohne zeitliche Dynamik zeigte sich, dass die klassische
CH Gleichung auch fiir Nicht-Gleichgewichtssysteme die allgemeine Entwicklungsglei-
chung darstellt [64, 195, 196, 270]. Allerdings liegt diese Formulierung bis jetzt nur fiir
entkoppelte, einzelne erhaltene Felder vor. In diesem Kapitel wird die dynamische Ord-
nungsparametergleichung fiir Typ II° Systeme im oszillatorischen Fall aufgestellt. Diese
umfassen somit auch gekoppelte Systeme von Erhaltungsgleichungen und geben folglich
das generische Verhalten zeitlich dynamischer Systeme in der Nihe des kritischen Punktes

wieder.

Im Folgenden wird zunachst der Formalismus des Reduktionsschemas aus [64] auf gekop-
pelte, erhaltene Systeme im oszillatorischen Fall erweitert. Dieser wird auf die GTOPS-
Gleichungen angewandt, um die Ordnungsparametergleichung fiir zwei gekoppelte, erhalte-
ne Felder im oszillatorischen Fall zu erhalten. Im Gegensatz zu den GTOPS, welche sowohl
stationdre als auch oszillatorische Dynamiken beinhaltet, ist die OPG reduziert auf die
oszillatorische Dynamik und enthilt somit die fiir oszillatorische Typ II§ Dynamik generi-
sche Struktur. Hierbei werden zum einen analytische Losungen eines reduzierten Modelles
vorgestellt und anschlieBend auch Losungsszenarien des vollen Modells diskutiert. Das vor-
gestellte Reduktionsschema ist auch geeignet, um die gekoppelten Gleichungen der GTOPS
im stationaren Fall auf die entsprechende OPG zu reduzieren. Dies ist in Abschnitt11.1

beschrieben.
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10.2. Analyse der linearisierten Transportgleichungen

im oszillatorischen Fall

Zunachst werden die GTOPS aus Abschnitt9.2 unter Verwendung der Abkiirzungen aus
Gl. (9.6) in die einfache Schreibweise

aw = — [MoV? + MuV*| w + N(V, w) (10.1)

gebracht, wobei w = (p,)” den Vektor der Dichten p und ¢, wie in Gl.(9.5) definiert,
darstellt und N(V, w) alle nichtlinearen Beitridge enthilt. Die Nichtlinearitét beinhaltet dabei
alle auftretenden Kombinationen von p und ¢ sowie die Ortsableitungen, was durch das

Argument (V,w) von N angedeutet wird.

Wie bereits in Abschnitt9 aufgezeigt, erfolgt die Typisierung in stationdres und oszilla-
torisches Verhalten iiber den Imaginérteil des Eigenwertes Im(A*). Dieser ist bestimmt
durch den Radikanten R (siehe in der Definition GI. (9.10)) und man erhilt folglich im

Allgemeinen
A*(q) e C fiirR(q) <O0.
Mit der Definition
VR = iw
wird somit Gl. (9.9b) fiir oszillatorische Ubergiinge beschrieben als
q’ 2
A*(q) = ) [a'l +B1—q (a2 + ) £ iw] .

Die Frequenz ist hierbei gegeben durch

w :\/—(Ro +q*Ry + ¢*Ry) (10.2a)

=\/—(a1 - B1)? = 4K Ly - g%y — q* [(a2 — B2)? — 4L2K>] (10.2b)
mit

Y = R2 = —2a/1a2 - 2ﬁ1ﬂ2 + 20/1,82 + 2&2,31 - 4L1K2 - 4K1L2 .
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Durch Einfiihren der Abkiirzung

P=a;+B1 - ¢ (a2 +fa)

folgt schlieBlich fiir die Eigenwerte die einfache Schreibweise

2

2% = % [P+iw] . (10.3)

Die Eigenvektoren e* bestimmen das Verhiltnis der linearen Amplituden 5 und . Sie sind

gegeben durch die Gleichungen

[szo - ¢*M, —/li] e (¢)=0 mit e*(q)= ( +1 ) .
e*(q)

Nach Einsetzten der Definition von My und M, aus GI. (9.6) ergibt dies

a1q® —aq* - *  Kig* - Kaq* )( 1 )_0 (10.4)

Lig* - Log*  Big® - Bag* — 2% |\ e*(q)

Das Auswerten von Gl. (10.4) liefert mit der Definition von A* gema8 Gl. (10.3) folgende
Beziehung fiir die erste Zeile:

2
0=a19? - ag* = L (P £ i) + (Kig? - Kag*) e*(0)

Hieraus lassen sich nun die Komponenten e* bestimmen und man erhilt

—a1+arg’ + (P + iw)%

e_(Q) = K] _ K2q2
— 2 - ]
_a+p)+g (- f) +iw (10.5a)
2K — 2K>q?
2L, = 2L>q?
1 2q (10.5b)

B (a1 = B1) +q* (—ax + o) +iw

Fiir die letzte Umformung zu GI. (10.5b) kann man entweder die Definition von w aus
Gl. (10.2b) verwenden, oder die zweite Zeile von Gl. (10.4) auswerten. Auch die Linksei-

genvektoren werden in der spiteren Herleitung benétigt. Diese erhélt man analog zu den
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vorherigen Schritten iiber die Bestimmungsgleichungen

1
2MT _ /li fi =0 : fi —
lq 1£(9) mit  £*(g) ( (0) )

beziehungsweise

a1q* — arg* - A* Ly — Lyg* 1 o
Kig? - Kxq*  Big* —Bogt - 2% |\ £ (q)

und letztendlich die Linkseigenwerte

(—a1+B1) +q* (a2 — Bo) 2iw
2L1 - 2L2q2
_ 2K1 - 2K2q2
(a1 =B1) +q* (a2 +Br) tiw '

(10.6a)

fHq) =

(10.6b)

10.3. Kontrollparameterwahl

Es ist hilfreich, die Eigenwerte A* durch o-* gemal
*(q) = ¢°0*(q)
mit
+ 1 2 .
o (q) = 3 [a1+ 81— ¢ (a2 + o) tiw]

auszudriicken. Der kritische Punkt wird durch die Eigenschaft Re(o*)] q—0 = 0 bestimmt.

Fiir kleine Abstande zum kritischen Punkt wird nun die Parametrisierung gemaf3

ar=aip+eary , Pr=pio+ePi2
eingefiihrt, wobei
da(e) dgBi(e)
2= —g , Pi12= J .
2 e=0 £ e=0
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Die kritische Bedingung fiir den Ubergang Re(c*)|,0 < 0 — Re(c™)[,9 > 0 soll

gegeben sein fiir € = 0. Dies liefert

Re(0)(9)] . pop = @10+ B0

womit man die Bedingung am kritischen Punkt

a1,0 = —B1o (10.7)

erhdlt. Nach Einsetzen in die Eigenwerte erhélt man unter Verwendung von Gl. (10.7) die

Eigenwerte in der Nihe des Phaseniibergangs

1
o*(q) = 5 [e(@1p+B12) — ¢*(az + Bo) xiw] . (10.8)

Bei der Wahl des Kontrollparameters ist anzumerken, dass dieser so gewahlt ist, dass fiir
& = 0 das System einen Phaseniibergang aus dem homogenen stabilen Zustand durchlauft.
Die Wahl des Kontrollparameters gibt an, auf welchem Pfad man sich vom kritischen Punkt
entfernt. Allgemein konnen auch andere Parameter «;,5;,K;,L; von & abhingen. Aufgrund
der Diskussion in den folgenden Kapiteln zeigt sich, dass auf der in dieser Arbeit beschrie-
benen Ordnung in & nur noch K| und L; Beitrdage auf der betrachteten Ordnung liefern.
Diese konnten ebenfalls hier berticksichtigt werden. Da an diese keine Einschrinkungen
auler dem Vorliegen eines II,-Phaseniibergangs gestellt werden, ist die Wahl dieser Para-
meter immer noch frei. Falls eine e-Abhingigkeit dieser Parameter beriicksichtigt werden
sollte, miisste dies einzig im Schritt der e-Hierarchie geschehen und wiirde lediglich zu
einer Korrektur der spiter eingefiihrten &;-Parameter fiihren, aber keine Anderungen an der

generellen Form der OPG zur Folge haben.

10.4. Spezielle Eigenschaften der gekoppelten
Transportgleichungen fiir oszillatorische
Uberginge

Die GTOPS als System gekoppelter Gleichungen mit Erhaltung besitzen einige spezielle

Eigenschaften, welche fiir die spateren ﬁberlegungen wichtig sind. Wie zuvor in Abschnitt 9

geschildert sind die Eigenwerte symmetrisch in +g. Dies hat zur Folge, dass sowohl die

Zeitabhingigkeiten in Form der Frequenzen w, als auch die (Links-)Eigenvektoren f*(g)
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und e*(g) eine +g Symmetrie aufweisen. Weiterhin gilt fiir die Eigenvektoren die Beziehung
[e*(9)] =e"(q) . [f*(@)] =F(q).

Fiir die Komponenten der (Links-)Eigenvektoren ergibt sich gemaf Gleichungen (10.5) und
Gleichungen (10.6) e*(g) f7(¢g) = —1 und somit folgt, dass das Skalarprodukt

f7(q)-e*(q) =0

verschwindet.

Aus Gl. (10.8) ldsst sich die obere Beschrénkung g des Bandes mit positiver Wachstumsrate

Re(0)(q) > 0 fiir 0 < g < g bestimmen. Dies ist gegeben durch

_ V(az +B2)(ai2 + B12)

ar+ 3

q0 (10.9)

Somit sieht man, dass das positive Band mit g o £2 verschwindet und der kritische Punkt

des Einsatzes der Phasentrennung durch & = 0 gegeben ist.

10.5. Voriiberlegungen fiir das Reduktionsschema

Aufbauend auf den bisherigen Uberlegungen soll nun das Reduktionsschema fiir I, Ubergiinge
entwickelt werden. Dies stellt eine Generalisierung der bekannten Reduktionsschemas, wie
zum Beispiel der aktiven Phasenseparation [64] oder das fiir oszillatorische Ubergange des
Typs III, bekannten Schema zur Herleitung der komplexen Ginzburg-Landau Gleichung
[65, 209], dar.

Fiir die beteiligten Moden wurde in GI. (10.9) gezeigt, dass die obere Schranke des tiberkritischen
Bandes mit g e? skaliert. Fiir kleine Werte des Kontrollparameters & sind somit auch

die beteiligten Wellenldngen ¢ klein. Dies legt eine Entwicklung der Eigenwerte und Ei-
genvektoren nach der Wellenldnge ¢ nahe. Eine Entwicklung der Eigenwerte o liefert die
Abhingigkeit (siehe explizite Entwicklung in Abschnitt 10.6)

2(q) = ¢* |oF +q*o5 + O(q4)] :

Dies entspricht der fiir Typ II typischen Form der Dispersion dquivalent zu Gl. (7.6) aus
Abschnitt 7.1. Fiir einen Kontrollparameter oberhalb des Einsatzpunktes der Instabilitit des

homogenen Zustandes erhilt man einen positiven Beitrag ¢g> Re(o7) und einen dimpfenden
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10. Cahn-Hilliard Modell fiir oszillatorische Phasenseparation

Term gemiB ¢* Re(o), was zu einer Dispersion wie in Abb. 7.2(a) fiihrt. Wiirde man die
Entwicklung bereits frither abbrechen, wire das System linear nicht gedampft und somit
instabil. Fiir die Ordnungsparametergleichung bedeutet dies, dass sie die Entwicklung der
Dispersionsrelation 2*(g) bis zur Ordnung « q4£8% korrekt reproduzieren muss. Bei den
Amplituden wird der Fall eines superkritischen Ubergangs beschreiben, welcher gemi

| )
w o g2 skaliert.

Die generalisierte Ordnungsparamtergleichung skaliert gemafl A*w. Ausgehend von den
bisherigen Voriiberlegungen bedeutet dies, dass diese die Ordnungen A*w = O(s%) ein-
schlieBen muss. Wie sich spiter zeigt, ist dies auch die Ordnung, in der die Nichtlinearitét
die ersten, nicht verschwindenden Beitrdge liefert. Fiir den stationdren Fall liefert eine

Skalierungsanalyse dquvalente Ergebnisse [64, 195, 196].

10.6. Reduktion auf die Ordnungsparametergleichung

Nun werden die allgemeinen GTOPS auf eine zugehorigen Ordnungsparametergleichung
reduziert, welche das generische Verhalten in der Nihe des kritischen Punktes beschreibt.
Hierfiir wird zunéchst das Ausgangssystem der GTOPS nach kleinen Wellenzahlen entwi-

ckelt. Fiir die Eigenwerte erhalt man

+

ot =05+ q20'2i + O(q4) ,

wobel

1
o5 == [a1 +B1 iwp] mit w= \/—4K1L1 — (a1 -B1)* und

2
4K1L2 + 4K2L1 + 20’10/2 - 20/1,82 - 20’2[31 + Zﬂlﬁz
20)0 '

[—a'z - ﬁz + ia)z] mit wy =

| =

=+
0-2 =
Fiir die Eigenvektoren e* erhilt mit der Entwicklung die Form
+ 2, .+ 4y . 1 2 0
e~e ) +qe;+0(q")=| , |+q .
ey e5

0
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mit den Faktoren

ot :—oz1+,81¢iw0: 2L, (10.11a)
0 2K, ) — Bl +iwy’ '
2K2e(i) +ar—fhr tiw;
e, = (10.11b)
2 2K,
Fiir die Linkseigenvektoren £* = (1, f*)7 gilt analog
1 0
f* :f§+q2f2i+0(q4) ::( . )+q2( . ) ,
0 b
mit
= :—a/1+ﬁ14_riw0 _ 2K (10.12a)
0 2L, al—ﬁliiwo’ '
. 2Ly fF+ap — Br +iwy
fE=""L 3 (10.12b)
1

Hierbei ist zu beachten, dass die in Abschnitt 10.4 beschriebenen Eigenschaften weiterhin

giiltig sind, das heil3t

lex(a)] =€j(q) ., [fx(@)] =£(q).

Ferner gilt

fret=-1 (10.13a)
(f5)" et =0 (10.13b)
foes + freg =0. (10.13c¢)
sowie
Moej = oges ,  (£5) Mo =7 (£5)"

Nach den Voriiberlegungen zu den Eigenschaften der linearisierten GTOPS sollen nun die
gekoppelten Transportgleichungen auf ein komplexes Ordnungsparameterfeld zuriickgefiihrt
werden. Dieses soll die generischen Eigenschaften der oszillatorischen Phasenseparation
fiir kleine Kontrollparameter beschreiben. Hierbei ist zu beachten, dass im Gegensatz zu
Instabilitaten des Typs I oder III [65] im vorliegenden Fall keine kritische Wellenldange oder
Frequenz ausgezeichnet ist. Aufgrund der Charakteristik wird der homogene Zustand fiir

£ > 0 in einem Wellenzahlband mit Breite g¢ o v/e, dhnlich zur CH Gleichung, instabil.
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Hier liegen jedoch, im Gegensatz zum Fall der klassischen CH Gleichung, zwei gekoppelte
Gleichungen mit einer oszillatorischen Charakteristik vor. Daher wird fiir den Vektor w(r,t)

zunichst eine Fourier-Darstellung in der Form
w(rt) = > [e"(q)Aq(1)e' T + e (q) Ay (1)e ] (10.14)
q

gewihlt, welche die Systemeigenschaften widerspiegelt und sowohl links- als auch rechts-
laufende Wellen-Losungen (+q) enthilt. Die Zeitabhingigkeit wird durch die Amplituden
Aq(t) beschrieben. Hierbei ist €*(g) der Eigenvektor, der das Verhiltnis der Komponen-
ten des zugrundeliegenden Gleichungssystems (hier der GTOPS) angibt. Bei den weiteren
Uberlegungen ist es wichtig, dass der Ansatz den Anforderungen aus Abschnitt 10.5 gerecht
wird. Deshalb darf der Eigenvektor e*(¢) nicht an einer ausgezeichneten Wellenzahl ¢,
(und somit auf Ordnung O(1)) ausgewertet werden, wie es bei anderen Reduktionen der
Fall ist, sondern muss die Systemdynamik auf der Skala O (8%) korrekt wiedergeben. Unter

diesen Voraussetzungen erhilt man fiir die Entwicklung des Ansatzes

No
w(r) = {[Z g*"¢3,(q)
n=0

q

Ag()e " + c.c.} )

Hierbei entspricht Np der Ordnung der Reihenentwicklung, fiir welche im vorliegenden Fall
No =1 gilt (siehe Abschnitt 10.5). Diese obere Grenze ist systemspezifisch und muss fiir
das jeweilige Problem angepasst werden. Fiir das weitere Vorgehen wird eine Ersetzung von
qe'4" " durch Ableitungen gemiB iVed T auf den Ansatz angewandt (wobei O(q) = O(V))

und man erhalt

No
w(r,t) = Z (-1)" e, V" Z (Aq(t)e'd " +c.c)
n=0

q
No

= Z (=" e;'nvz”A(r ) +c.c.
n=0

=Y*A(r 1) + Y A (r ). (10.15a)

Hierbei tibertriagt der Eigenvektor-Operator

No
Y= ) (=1)"et V¥ (10.16)
2n
=0
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die Beitrage der Komponenten des GTOPS aus dem Fourierraum in die Ortsraum-Darstellung.

Der zugehorige Links-Eigenvektor ist gegeben durch
No
7t = Z (—=1)" £, V%" (10.17)
n=0

Dieser wird nun von links an die nichtlineare Gl. (10.1) der GTOPS multipliziert, um eine

Losbarkeitsbedingung [65] zu erhalten, was zu der Beziehung
Z'-ow=-Z"- [MoV*w+M,V*w — N(w)] (10.18)

fiihrt. Die linke Seite von Gl. (10.18) kann durch die Definition aus den Gleichungen (10.15a, 10.16, 10.17)
und mit Hilfe von den Gleichungen (10.13b, 10.13c) weiter vereinfacht werden und man

erhalt

Zt-0w =10, (Y A+ Y A%)
=(Z*-Y") A+ (Z*-Y ) 9,A"
=[£5 - — (f7 - €5 + 15 - €f) V] 9, A+

(65 €5 - (-5 + 5 - €5)V219,4” + O (V)

——
=0 =0
- (KO - szz) 8,A + O(V“) , (10.19)
mit den Relaxationszeiten
ko=f5-eg , Kko=f)-e+f5 €.

Durch Dividieren der Relaxationszeit in GI. (10.18) und den Definitionen aus Gleichun-
gen (10.15a, 10.16, 10.17, 10.19) erhilt fiir die Ordnung O (V®) den Zwischenschritt

1 K
— + —2V2
Ko Ko

~My (€ - € V2) V24" - Mye; V44" + N (4,¢%) | +O(V)

9,4 = (6 - £59%] - [-Mo (¢f - e1V?) V24 - Maej V44

= (Lo+ L2) A+ (L)+ L)) A" +T-N(Ae®) + O(V6) . (10.20)
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Die einzelnen Parameter aus GI. (10.20) sind

Lo =—1of] -MoefV? = o V2

L) =— 1oty -Moey V2 =0

Lo = (—moff - Moef + 1of - Moel + 1of5 - Moeg, — 1of; - Mae}) V*
L = (-nf] -Moey + 1ofg - Moe; + 7of3 - Moe, — 7of; - Maey) V*

T =1 (1+0v?) (£ - £57?)

=10 | £ + (i—ifg - f;) V2| +0(v!)
1
T =—
Ko
K2
) :—2 .
Ko

Hierbei ist zu beachten, dass bislang eine Entwicklung nach kleinen Wellenzahlen bzw.
Ortsabhangigkeiten in allen Beitragen zu Gl. (10.18) durchgefiihrt wurde und GI. (10.20)
somit noch keine konsistente Ordnung in ¢ aufweist. Hierfiir miissen die in den Orts-
abhingigkeiten, Amplituden, Eigenvektoren sowie den Parametern «;,3;,K;,L; und den
Zeitkonstanten k enthaltenen Abhingigkeiten explizit beriicksichtigt und skaliert werden
[64, 196, 270]. Fiir die Ortsabhangigkeit wird die bereits vorher diskutierte Skalierung
q o g2 bzw. V o« &2 verwendet. Fiir A wird entsprechend der Annahme eines superkri-
tischen Phaseniibergangs eine Entwicklung nach Abhéngigkeiten o &2 durchgefiihrt. Die
nichtlineare Form der Ausgangsgleichungen Gl. (9.4) zusammen mit der Skalierung des
Eigenwertes bzw. des Ortes ergeben fiir die zeitliche Umformung eine Entwicklung in

C 1
Einheiten von « £2.

Die Ausfiihrung der e-Entwicklung mit V — £2V’ unter Beriicksichtigung der Giiltigkeit
0 A o< O(s%) liefert folgende Beizehungen:

+_ =+ + 4
0, —0'0,0+80'0’2+0(82),

).

+O(3

4
To =Tp,0 + €702 + 0(82

+ 1 0
il 1 )oel ¢
f0,0 f0,2

1 0
eg = +& + 0(8
e(i;,o eaz

TR

) = f&0+8f&2 +O(8%) ,

TS

ot + 4
) =eyytEe€y, +O(82),
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€ = g +0(g) , f5= (i +0(e),
€0 o

mit
w00 = \[-4K1L1 — 4B, (10.22a)
Y1.0 = (—4a2 +4p2) Br1o +4K 1Ly + 4K, Ly, (10.22b)
wyo= 2L (10.22¢)
’ 20)0,()
L
o0 = 5000 (10.22d)
+ 1 ifio 1 iBio
=[5+ +(z- == : 10.22
002 (2 CUO,O)QLZ (2 CUO,O)'BLZ ( e)
. 1 :
030 =5 [~e2 = B2 2 iwao] , (10.22f)
. 2B1oxiwop
6’0’0 = 2—1(1 , (1022g)
. ai2—=Pi2| 1 Pio
=—72—|—35xi—/|, 10.22h
€02 X [ > lwo,o] ( )
K> (2 +i + K —Brxi
et = 2 (2B1,0 £ iwoy) 1 (@2 = B2 £ iwnay) ’ (10.22i)
’ 2K?
. 21,0 £ iwo,0 )
foo = — oL (10.22j)
. aip=pPia2| 1 PBipo
p=————— |5t — ; 10.22k
f0’2 Ll [ 2 l'a)o’()] ( )
. La(2Bip tiwop) + Li (@2 — B2 £ iwsp)
foo = : —— — (10.221)
212
o= —— = Ly B0 (10.22m)
’ 1+ egof(;'o 2 w0,0
2i
7,0 =—— [KiLi(a2 = B2) + B1 (K1 L2 + K> L1)] (10.22n)
g
0,0

und fiir die Operatoren

IS

4
— + A’ 5+ A7
Lo——eo'o’OA —820'0va +O(e ),

L =8%£2,0 + O(Sg) ,
£y =115+ 0(s8),
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mit

+ + + +
Lo =[20f50 - Mooej o + T00fg - Mooes
+ + + + 2
+70,0f5 o - Mo,0€; o — 70,0f5 ¢ - MZ,Oeo,o] A
_+ A2
—O'Z’OA ,
L= mofly Mooeg,+ 10085 Mooe;
2,0 2,010,0 " tY10,0€0,0 T 10,010,0 " tY10,0%2 0

+ - + - 2
+70,0f3 - Mo o€y o — 70,05 - Maoeg | A

=0,
T
To,0 =100 (f& 0) ;
4 3 9
TN :T(),() (82N4 + 82N5) + 0(82)

128%N4 + S%N5 + O(sg) ,

a2 0
, Moy =
0 B2

) , Myo=M;.

Die entwickelten Parameter werden in die intermedidre Gleichung Gl. (10.20) eingesetzt.

Da der Ansatz fiir A nur Moden o« e*®“a’ (mit wy > 0) enthdlt, werden fiir die Dynamik

irrelevante Beitriige o< (A*)% und (A*)3, welche nur zu o« e~“4' Dynamiken beitragen,

ausgelassen. Nach Invertierung der e-Aufspaltung [64, 196, 270] erhilt man schlieBlich die

Ordungsparametergleichung fiir das Feld A in Form von

mit
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A =—A (glA +EHAA + &A% - §4A3) = V[£AV (AY) + &A™V (A)]

+V [§7A2V (A*) + £8A*V (A2)] +V [.ngV (A*z) + 1042V (4)] (10.23)

£1 =030 +E07,,
b=-05,,
& =(a3+ L f},) + et " (Ks + B3 fo)
+(e.0/2) (a6 + Lo fy o + Ko + Bo fi0)
&y =(aq + Laf5) + 68,03(1(4 + Bafyo)
+[2eg o(@s + Ls fio) +2e4 " (Ks + Bs f)
+ 68,02(0/7 + fooL7) +eq (K7 + B1fo)]/3,

EL=2[(az + L3 fyo) +€50¢00(K3 + ,33f6fo)]

(10.24a)
(10.24b)

(10.24¢)

(10.244d)



10.6. Reduktion auf die Ordnungsparametergleichung

+e50(a@6 + Lo foo) + €5,0(Ko + Bo o) » (10.24e)
& =2 [(@3 + Lafgy) + €g.0¢,0(K3 + B3 f5p) ]
+eq (@6 + Lo fo ) +e50(Ke + Bo Sy o) » (10.24f)

&7 =3 [(014 + Lafyo) + 66,06’8,02(1{4 + ,34f6f0)]
+2 [eao(a5 + L5f(;t0) + 66,068,0(1(5 + ,85f0f0)]
+ef o (@7 + Lafio) +eg o (K7 + Brfo) (10.24¢)
&g =3 [(0/4 + Lafy) + 65,068,02(1(4 + ,34f6t0)] + (ego +ego)(as + Lsfy,)
+ (65’02 + eaoe(_)’o) (K5 + ﬁ5f0+’0) + 68,066,0(0/7 + L7f6fo)
+¢50(K7 + Brf5o) - (10.24h)
&6 =3 [(aa+ Lafso) +eggeqo” (Ka + Bafyo)] + (ego+ efo) (s + Ls fio)
+ (66’02 + 65,088,0) (Ks + ﬁ5f0+,0) + 65,068,0(0’7 + L7f6t0)
+ 66,0(K7 + ﬁ7f0+0) , (10.241)
&0 =3 [(@a + Lafgy) + €5 9e00” (Ka + Bafoy)]
+2 [66,0(0/5 + Ls fo) + €g0€0.0(Ks + ,85f0f0)]

+ego’ (@7 + Lafog) +e5 o (K7 +Brfio) (10.24j)

wobel flf = Ti—’o Fiir die weitere Diskussion erweist es sich als hilfreich, die Real- und

Imaginirteile der Parameter &; wie folgt zu definieren

li=Re(&) , xi=Im(&). (10.25)

10.6.1. Diskussion der Ordnungsparametergleichung (Gl. (10.23))

Die Gleichung GI. (10.23) ist nun die allgemeine Ordnungsparametergleichung fiir II{
Ubergiinge in Form einer komplexen, einkomponentigen, partiellen Differentialgleichung
fiir gekoppelte, erhaltene Gleichungssysteme der Form der GTOPS. Die komplexen Vor-
faktoren &; geben dabei die Beziehung zwischen den Systemparametern «;,3;,K;,L; und der

Ordnungsparametergleichung an. Fiir die linearisierte Darstellug der GI. (10.23) erhélt man

8 A = —A (€1 +A&) A (10.26)

Agqt+iqr

und reproduziert mit einem Ansatz A = Fye das lineare Problem der zugrundeliegen-

den GTOPS in fiihrender Ordnung. Wiirde man im Gegensatz zur vorgestellten Methode
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die Eigenvektoren e*(g) bzw. f*(q) an einer expliziten Stelle fiir ¢ in Gl. (10.14) auswerten,

wiiren Beitréige von €5 , £, nicht vorhanden und das lineare Problem wiire bereits in der

hier beschriebenen Ordnung von € nicht korrekt gelost.

Fiir Gl. (10.26) ergibt sich die eindimensionale Dispersion von Gl. (10.23) zu
/ll(A) =q; (61 - s‘:quz) ,
mit der oberen Beschriankung

q0 =1/ (10.27)

des tiberkritischen Wellenbandes. Bei periodischen Randbedingungen in einem System der
Linge L sind die Moden in diskreten Abstinden dg gegeben und es gilt g; = [2n/L. Die
obere Schranke g legt damit auch die Zahl /( der tiberkritischen Moden fest, welche durch

L |
E\/%‘ (10.28)

gegeben ist, wobei |.] die abrundenden GauBklammern darstellen. Fiir 0 < [ < [y sind

lp =

somit die zugehorigen Wellenzahlen im iiberkritischen Band 0 < ¢ < go.

Der Ubergang von stabilen, homogenen Losungen A = 0 zu anwachsenden Stdrungen
A(x,t) # 0ist durch Re(/ll(A)) 120 = 0 gegeben. Dieser Punkt ist definiert durch Re(¢)) =
{1 = 0 und somit (unter Verwendung von Gleichungen (10.24a, 10.22d, 10.22¢)) durch
e %(al,z +31.2). Daher ergibt sich der Ubergang, wie durch die Definition in Abschnitt 10.3

gefordert, am Punkt £ = 0. Die Beschreibung fiir zwei Dimensionen erfolgt analog.

Lineare Kopplung auf Ebene der GTOPS — Fiir linear-gekoppelte, erhaltene Gleichungen
auf Ebene der GTOPS wie sie zum Beispiel in [200-202] untersucht werden, entfallen

Beitridge von

as, e, @7,

Bs, Be, B,
K>, K3, K4, Ks, K¢, K7,
Ly, L3, Ly, Ls, Lg, L7.

Auf Ebene der Ordnungsparametergleichung GI. (10.23) hat dies folgende Auswirkungen
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auf die Vorfaktoren

&5 = &6 =&,
&1 =E&=¢c1,
Eg=E&9=¢c2.

Somit sind die Vorfaktoren der quadratischen Terme « &5, &6, sowie der kubischen Terme
oc &7, &8 und oc &9, &1 identisch und es ergibt sich fiir linear gekoppelte Systeme die

reduzierte Form

O == A(E1A + E8A +£47 = £4A> —£|AP + £1|APA + £l APAT) (10.29)

Ubersetzung der Gl.(10.23) auf das MiMo — Das in Abschnitt 9.3 vorgestellte MiMo
ist eine reduzierte Form der allgemeinen GTOPS. Es erstreckt sich auch iiber den Pa-
rameterbereich nahe des CTP. Fiir die hier aufgestellten Annahmen kann ein Vergleich
zwischen MiMo und Ordnungsparametergleichung Gl. (10.23) nur fiir Bereiche mit 6 > 0
in hinreichender Entfernung des CTP getroffen werden. Fiir diesen Fall konnen die Pa-
rameterbeziehungen zwischen MiMo und GI. (10.23) angegeben werden. Man sieht, dass

bereits fiir das reduzierte Modell der MiMo alle Parameter &; 1o endlich sind und somit

alle Terme in GI. (10.23) Beitrige liefern. Die Vereinfachungen des MiMo im Vergleich zu
den GTOPS spiegeln sich in dem reduzierten Parameterraum wieder, welcher beschrieben

wird durch die drei GroBen € ,6,g gemal

) _VGie (1 N ’T) , (10.30a)

0
gm =1 (1 - L) (10.30b)
v@ b .
(m) _ I
&y ( - —) ; (10.30c)
Vo
e =ge™ | EW age g =g (10.30d)
Weitere Reduktion aufgrund von Modenselektion — Wegen des zugrundeliegenden,

allgemeinen Ansatzes Gl. (10.14) erlaubt das hier beschriebene Modell GI. (10.23) auch
Losungen mit verschiedenen Modenbeitragen zu beschreiben. Liegt ein System vor, von
dem bekannt ist, dass nur wenige oder bestimmte Moden einen Beitrag liefern, so lasst sich

die allgemeine Beschreibung in Gl. (10.23) weiter durch Modenprojektionen vereinfachen.
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Hierbei ist auszuwerten, welche Komponenten der rechten Seite Beitrdge zu den Moden
im Ansatz liefern konnen und nichtrelevante Beitrige konnen durch eine Projektion auf die
relevanten Terme eliminiert werden. Auch kann eine getrennte Formulierung der dynami-
schen Gleichung fiir die jeweiligen Moden erfolgen und somit eventuelle Losungskriterien

fiir verschiedene Beitrage separat behandelt werden.

10.7. Ausgewihlte L6sungsszenarien

Die beschriebene Ordnungsparametergleichung Gl. (10.23) enthilt eine vielfdltige Menge
moglicher Losungsszenarien. Die vollstindige Beschreibung dieser Vielfalt geht iiber die
Grenzen dieser Arbeit hinaus. Daher wird nur auf ausgewihlte Szenarien eingegangen: Zum
einen wird ein reduziertes Modell GI. (10.31) in Abschnitt 10.7.1 vorgestellt, welches sowohl
analytisch als auch in Abschnitt 10.7.2 numerisch auf mogliche Losungstypen untersucht
wird. Basierend auf diesem reduzierten Modell werden anschlieBend weitere Terme in
Abschnitt 10.7.2 in numerischen Untersuchungen hinzugenommen und gezeigt, wie sich
die vorher aufgestellten Losungstypen bei zusitzlichen Parametern verhalten. Hierbei zeigt
sich, dass das reduzierte Modell als Ausgangspunkt fiir die Einordnung der Losungen des
vollen Modells aus GI. (10.23) dienen kann.

10.7.1. Reduziertes Modell der Gl. (10.23)

Um eine erste Typisierung der Losungslandschaft zu erhalten, wird ein reduziertes Modell

untersucht:
8 A = V2 (§1A + §2V2A) +V [§7A2V (A*) + £5A*V (AZ)] , (10.31)
welches man aus der vollstindigen Beschreibung GI. (10.23) mit der Wahl

E4=&6=6=69=610=0

erhilt. Der Spezialfall von Gl. (10.31) mit &7 = &g wurde bereits in fritheren Arbeiten [271,
272] als Modell fiir 11, Dynamiken aufgestellt und untersucht. Es ist durch die komplexen
Ginzburg-Landau Gleichung [269] motiviert, welche mit einer Erhaltungseigenschaft er-
weitert wurde. Durch die unabhéangige Wahl von &7 und &g ist es moglich, zu den in [271]
beschrieben Losungsszenarien von LW weitere Typen dynamischer Strukturen zu erhalten,

die im Folgenden sowohl analytisch als auch numerisch untersucht werden.
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Fiir die Analyse von GI. (10.31) wird der Ansatz von vier getrennten LW-Losungen mit

gleicher Wellenzahl g und synchroner Frequenz € verwendet mit

A ZEIei(Qlqu) + Ezei(921+qy) + Esei(ﬂﬂ—qx) + §4ei(94t—qy) , (10.32)

=:Bi(r,t) + By(r,t) + B3(r,t) + B4(r,1).

Dieser enthilt als Spezialfall sowohl LW (Ez = §3 = By = 0), SW (El = §3 = By,
By = B4 = 0), LQ (B; = By = By, B3 = By = 0) oder auch OSQ (B, = B; = B,
B, = By = Ey) als Losungen. Die Laufrichtung kann dabei durch eine Rotation des
Gesamtsystems unabhidngig von den genannten Losungsansdtzen beliebig gewihlt werden.
Nach Einsetzen des Ansatzes Gl. (10.32) in Gl. (10.31) schwingen nicht nur die angesetzten
Moden +gx, +qy, sondern auch hohere Harmonische an. Nach Projektion der erhaltenen

Gleichung auf die einzelnen Moden B\, B,, B3, B4 kann man deren Einfluss selektieren.

Anhand der resultierenden Gleichungssysteme konnen anschlieend die analytischen FEi-
genschaften der jeweiligen angenommenen Losungen mit Standartmethoden der Struktur-
bildung (siehe z. B. [65, 214, 250, 269]) untersucht werden.

Laufende Wellen-Liosungen — Fiir die Existenz von LW-L&sungen werden in (10.32) die

Modenanteile B,,B3,B4 gleich null gesetzt. Der Losungsansatz reduziert sich somit zu

A= Elei(9t+qx) = Flwei(Qlwl‘+qx) .
Nach Einsetzen in GI. (10.31) erhilt man

081 =01 (&1 - 4°&) - (& - 269) 1B1P ~ i | - (1033)

Eine Stabilitdtsanalyse des homogenen Zustands B = 0 + § Fe?"' mit kleinen Stérungen
in GI. (10.33) zeigt, dass

H-¢*0 >0 (10.34)

erfiillt sein muss, damit LW-Losungen anwachsen. Dies entspricht der Bedingung fiir
iiberkritische Moden der linearen Dispersion der vollen Gl. (10.23) und ist somit dquivalent
zu der Forderung, dass ein Ubergang aus dem homogenen Grundzustand heraus erfolgen
kann. Diese Bedingung taucht auch bei spiteren analytischen Betrachtungen auf und wird

fiir die Losungsuntersuchungen implizit als erfiillt angenommen.

Aus dem Real- und Imaginirteil der eingeschwungenen Losungen von Gl. (10.33) kann man
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nun die Amplitude Fj,, und Frequenz €2, dieses Losungstyps bestimmen [250] und man
erhalt

2 _§1-a°D 42
10.35a
W2 -4 ( )
Qu =q* [x1 - @ x2 - 2xs — x7) FL,] - (10.35b)

Da F 12w positiv und die Amplitude reel ist, muss zu GI. (10.34) zusatzlich die Bedingung
2{8 -7 > 0 (1036)

fiir LW Losungen erfiillt sein, die in diesem Parameterbereich superkritisch aus dem homo-

genen Zustand entstehen.

Stehende Welle-Losungen — Fiir stehende Wellen setzt man zwei laufende Wellen mit
gleicher Amplitude an. Dies erreicht man, indem man im Ansatz Gl. (10.32) die Beitriage
zweier paralleler Wellen wie z. B. B, und B4 zu Null setzt. Die verbleibenden Wellen mit

Amplituden By := By, Bg := By und Frequenzen Q; = Q) = Q, ergeben den Ansatz

A :BLei(stH'qx) + BRei(stl_qx) ,

und erzeugen das Gleichungssystem

081 =¢’B1 (61 - 4°&2) = 267 (1B32) + (61— 260) 1B1 P~ i€ | . (10370)

;B3 =q”B3 [(51 - quz) - 2& (|31|2) + (&7 — 2&3) | B3| - ist] . (10.37b)

Fiir den SW-Ansatz mit gleicher Amplitude Fj,, := |Bg| = |BL| erhdlt man, nach Auflosen
der stabilen Losungen von Gleichungen (10.37), die Amplitude und Frequenz

2 S o4 sy (10.382)
203+ 47
Quw =¢* [x1 — ¢*x2 — 2xs + x7) F%,] - (10.38b)

Anhand der Losungen in (10.38) erkennt man, dass SW als Losungen superkritisch im

Bereich

203+ 87> 0 (10.39)
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aus dem homogenen Zustand abzweigen.

Um die Stabilitit der bereits erhaltenen LW-Losungen gegeniiber SW-Losungen zu testen,
verwendet man den Storungsansatz (siehe z. B. [65, 214]) B; = F,, + 0B, B3 = 0B, bei
dem die LW-L6sung mit einem kleinen Offset in From der SW-Losung gestort wird. Dieser
Ansatz wird in GI. (10.37) eingesetzt und gemal der kleinen Stérungen ¢ B linearisiert. Die
linearisierten Gleichungen konnen dann mit einem Ansatz der Form 6B o« dBe”»! geldst
werden, wobei o der Eigenwert des linearisierten Problems ist. Falls der Realteil Re(o)
positiv ist, wachsen Storungen der Form des Ansatzes (SW) aus dem Grundzustand (LW)
an. Die LW sind dann instabil gegen die Storung der SW. Fiir das vorliegende System erhalt

man als Eigenwerte

Re(oiy) =2 (qzéz - §1) 7, (10.40a)
2

Re(o?) = 4 (&2=8) B8 —8s) 10.40b

(o) & - 22y (10.400)

Der erste Eigenwert liefert die Bedingung —; + g%, > 0, was nur unterkritische Moden

einschliet und somit nicht relevant ist. Fiir den zweiten Eigenwert ergibt sich die Bedingung

3
&> 50 (10.41)

Diese Bedingung gibt an, fiir welche Parameter LW Losungen gegeniiber SW-Losungen

instabil werden.

Laufende Quadrate-Losungen — Fiir laufende Quadrate sind Amplituden B; und B;
mit Q) = £ = €, relevant und die entgegen gesetzt laufenden Beitrage verschwinden
(B3 = B4 = 0). Mit diesem Ansatz wird GI. (10.31) zu

081 =¢*B1 |(¢1 - ¢%62) - 265 (1Ba) + (61 — 269) [BAP - i, |, (10420)

082 =¢*B: | (&1 - 4°62) = 25 (|B11) + (67 = 260) B2 — i€, | . (10.42b)

Fiir den SW-Ansatz mit gleicher Amplitude Fj, := |B1| = |Ba| erhilt man, nach Auflosen
der stabilen Losungen von Gleichungen (10.42) die Amplitude und Frequenz

H -0
F? =21 °° 10.4
e agg -7 (1043a)
Qg =q” X1~ ¢*x2 — (4xs +x7) Fiy | - (10.43b)
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Anhand der Losungen Gleichungen (10.43) erkennt man, dass laufende Quadrate (LQ)

superkritisch im Bereich
43— ¢7>0

aus dem homogenen Zustand abzweigen. Zum Testen der Stabilitdt von LW gegeniiber
LQ-Losungen, wird der Storungsansatz By = Fy, + 6B, By = 6 B verwendet. Dieser Ansatz

liefert fiir die linearisierte Form der Gleichungen (10.42) fiir 6B o«c §Be”4' die Eigenwerte

Re(o)) =2 (¢’ - 1) . (10.40)
2 2
@, _ 44 (¢°0— &)
Re(0)”) = oy (10.44b)

Ein positiver Realteil der Eigenwerte entspricht einer Bedingung —(¢1 — ¢%¢>) > 0 oder
{1 — q*& < 0. Diese Bedingung steht im Widerspruch zur Bedingung der linearen Sta-
bilitatsanalyse, dass eine Storung des homogenen Grundzustandes anwachsen kann. Das
bedeutet, dass fiir diese Bedingung nur linear gedimpfte Moden eingeschlossen sind und

die Beitrage somit nicht relevant sind. Fiir den zweiten Eigenwert ergibt sich die Bedingung
22¢ , furdzs0.

Diese Bedingung zeigt, fiir welche Parameter LW Losungen gegeniiber LQ-Losungen in-

stabil werden.

Oszillierende stehende Quadrate-Losungen — Der Losungstyp von OSQ besteht aus zwei
orthogonalen, stehenden Wellen, welche mit einem Phasenversatz ¢ oszillieren. Der Ansatz
der OSQ enthélt zwei senkrecht zueinander orientierte stechende Wellen und ist gegeben
durch

A =B e (/9% + e719%) 4+ B ™2 (' 4 71V
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Dies liefert fiir GI. (10.31) das Gleichungssystem

0;By = [qz (51 - fzqz) - 191] B, —2¢%&1B|B,|?

— [(2&5 + &) | Bo|* + 4&3|B, %] ¢* B, (10.45a)
0B, =|4* (61 - £07) - 19| By - 247615, 1B,
— [(2€5 + &) |By|* +4&5| B |*] ¢*B, . (10.45b)

Zur weiteren Analyse wird die Losung einer SW in x-Richtung angenommen, mit |B;| =
Fs,, Q1 = Qj,,, welche durch eine orthogonale SW By = 6B « 5Be”"¢'? im Phasenversatz
¢ gestort wird. Der erste Eigenwert liefert erneut nur die SW-Bedingungen, wohingegen
der zweite Wert o die Stabilitdt der SW gegeniiber OSQ mit

_ 43 +2(L7cos(29) + x78in(2¢))
203+ &7

oy =1
angibt. Fiir die Grenzfille ¢ = {0, 7/2} erhélt man

02lg=0 =7 - 243,
2lp=x =347 - 243,

was mit den Grenzen fiir Stabilitat von SW gegeniiber der homogenen Losung bzw. der Sta-
bilitat von LW gegeniiber SW Storungen tibereinstimmt (vgl. Gleichungen (10.41, 10.36)).
Das Maximum der Wachstumsrate als Funktion des Phasenversatzes kann iiber %0'2‘(]5 =0

berechnet werden und liegt bei

1 X7 )
m=—=atan|=—| .
¢ 2 ( &7
Die Wachstumsrate, fiir welche SW Losungen zuerst instabil gegeniiber einer OSQ Losung

werden, kann schlieBlich nach g aufgelost werden und man erhalt

7" = % A2+ X2 (10.46)

Fiir Werte von (g < {én) werden SW Losungen instabil gegen OSQ Stérungen mit einem
Phasenversatz ¢, fiir den die Wachstumsrate als erstes positiv wird. Das Gebiet der OSQ
Losungen ist dabei nach unten fiir {; > 0 durch die LW Instabilitdt zu SW ({g > 3{7/2)
und fiir negative {7 < 0 durch die Instabilitit von homogenen Losungen zu SW ({g > £7/2)
begrenzt. Fiir y7 — 0 fillt der Ubergang aus Gl. (10.46) von SW zu OSQ mit diesen
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Beschrankungen zusammen und das OSQ Gebiet verschwindet.

3

Abb. 10.1.: Phasendiagramm fiir analytische Einmoden-Losungen des reduzierten Modells
aus GI. (10.31) als Funktion der Realanteile von {7 = Re(&7) und {3 = Re(&g). Oberhalb der
durchgezogenen Linie fiir {g > {7/2 mit {7 > 0 werden homogene Losungen gegeniiber LW
Losungen instabil. Der Bereich der LW Losungen ist nach oben durch die gestrichelte Linie
{3 = 3{7/2 begrenzt. Dort werden die LW Losungen gegeniiber SW Losungen instabil.
Diese sind fiir {7 < 0 durch g > —{7/2 begrenzt. Fiir {7 # 0 werden Losungen des
SW Gebiets (dunkelgrau gefiillt) fiir kleine {g an der gepunkteten Linie instabil gegeniiber
OSQ Losungen. Der eingezeichnete Wert entspricht einer Phasengrenze fiir y7 = 1. Im
Fall y7 — 0 verschwindet das Gebiet der OSQ (hellgrau gefiillt) vollstindig, alle anderen
Grenzen bleiben unverdndert. Die gepunktete, graue Linie gibt den Spezialfall {7 = {3
(siehe [271]) wieder und stellt keine Phasengrenze dar.

Phasendiagramm — Das aus den Uberlegungen in Abschnitt 10.7.1 resultierende Phasen-
diagramm fiir G1. (10.31) ist in Abb. 10.1 dargestellt. Fiir £ > 0 wird dort der Ubergang der
homogenen Losung zu den superkritisch bifurkierenden LW Losungen durch die schwarze
durchgezogene Linie abgegrenzt. Oberhalb dieser Linie befindet sich das Gebiet, in dem
LW Losungen entstehen konnen. Die graue, gestrichelte Linie gibt den Spezialfall {7 = {3
an, welcher bereits in [271] diskutiert wurde und linearen Kreuzkopplungen auf Ebene der
GTOPS entspricht, welche zum Beispiel in [200-202] angenommen wurden (siehe hierzu
auch Abschnitt 10.6.1). An der schwarzen, gestrichelten Linie werden die LW Losungen
instabil gegeniiber SW Losungen. Das Gebiet der SW Losungen erstreckt sich bis in den
Bereich 7 < 0 und wird durch die schwarze, strichpunktierte Linie mit {g = —% begrenzt,
an welcher SW Losungen superkritisch verzweigen. Der SW Bereich ist selbst unterteilt in
einen Bereich mit SW (dunkelgrau) und einen Bereich, in dem SW Losungen gegeniiber
0OSQ Mustern instabil werden (hellgrau). Der Ubergang findet an der schwarz gepunkteten
Linie statt, welche von y7 abhingt. In Abb. 10.1 ist der Ubergang fiir y7 = 1 eingezeichnet.
Fiir y7 — 0 verschwindet der OSQ Berreich vollstindig, da die Grenzlinie mit den SW
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Begrenzungen zusammenfallt.
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Abb. 10.2.: Ergebnisse fiir Re(A) des reduzierten Modells Gl. (10.31) in einer Dimension
fiir Rauschen als Startbedingung mit Parametern &1 = 0.8, &, = 1+2i, &7 = €& = 1 und einer
Systemlange von L = 90 und somit /y = 12 iiberkritischen Moden. (a) Zeigt den gesamten
zeitlichen Verlauf, bei dem aus dem Rauschen eine LW Losung entsteht. (b) und (c¢) sind
vergroferte Abschnitte zu verschiedenen Zeiten.

10.7.2. Numerische L6sungen

Die Ordnungsparametergleichung Gl. (10.23) enthélt eine enorme Bandbreite an verschie-
denen Losungsszenarien und Dynamiken, weshalb eine allumfassende Kategorisierung
in dieser Arbeit nicht vorgenommen wird. In diesem Abschnitt werden vielmehr aus-
gewihlte Losungsszenarien numerisch bestimmt. Hierbei wird zunichst das reduzierte
Modell Gl. (10.31) auch im Vergleich zu den analytischen Ergebnissen aus Abschnitt 10.7.1
untersucht. Aufgrund der vereinfachten Form lassen sich einige prototypische Szenari-
en identifizieren. Ausgehend von diesen Erkenntnissen werden anschlieBend verschiedene
Terme hinzugeschaltet und die Verianderung der Dynamik beobachtet. Dies ermdglicht
Riickschliisse der analytischen Losungstypen aus Abschnitt 10.7.1 auf die allgemeine Form
Gl. (10.23). Zusitzlich konnen Strategien zur Identifikation und Vorhersage anhand des ver-

einfachten Modells umgesetzt werden. AnschlieBend werden weitere, selektierte Beispiele
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von interessanten Effekten der Gl. (10.23) gezeigt.
Allgemeines — In den folgenden Erlduterungen wird der Parametersatz
f] =0.8 , fz =142 , 57 =1, gfg =1, (1047)

falls nicht anders angegeben, als Standartparametersatz verwendet. Nicht aufgefiihrte Para-
meter sind dabei zu Null gewahlt. Fiir die Vorfaktoren &; wird die Konvention aus GI. (10.25)
fiir den Realteil (£;) und den Imaginarteil (y;) verwendet. Auerdem wird die Definition
GL. (10.27) und GI. (10.28) der oberen Begrenzung des iiberkritischen Modenbandes der
linearen Dispersion herangezogen, wobei [y die Anzahl iiberkritischer Moden angibt. Dabei
ist zu beachten, dass bei zunehmender Systemlidnge L nur eine neue iiberkritische Mode [,
hinzukommt, falls /y durch die vergroferte Lange einen ganzzahligen Wert tiberschreitet.
Somit konnen verschiedene Systemldngen die selbe Anzahl an tiberkritischen Moden [y

aufweisen.

Parameterbereich des analytischen Phasendiagramms Abb. 10.1 — Als Ausgangspunkt
der numerischen Untersuchungen wird zuerst der Parameterbereich der LW untersucht.
Hierfiir wird der Parametersatz aus GI. (10.47) verwendet, welcher &7 = &g enthilt und
somit den Spezialfall der erhaltenen Ginzburg-Landau Gleichung aus [271] beschreibt.
Zunachst wird die Dynamik mit Rauschen als Startbedingung fiir A behandelt. In Abb. 10.2
ist der zeitliche Verlauf der eindimensionalen Losung von Re(A) des reduzierten Modells
Gl. (10.31) dargestellt. Hierbei wurde ein System mit einer Lange von L = 90 gewihlt und
somit sind /o = 12 Moden im iiberkritischen Bereich O < [ < [y der linearen Dispersion. In
der Darstellung Abb. 10.2 (a) ist der komplette zeitliche Verlauf der Amplitude als Funktion
der Zeit ¢ und des Ortes x gezeigt, ausgehend von der Startbedingung bei ¢ = 0. Fiir kurze
Zeiten sieht man in der vergroflerten Darstellung Abb. 10.2 (b), dass das System dhnlich
wie bei der stationdren CH Gleichung eine Vergroberung der Struktur durchlauft. Diese
Vergroberung zu Beginn lduft allerdings nicht bis zur grofiten Systemléinge, sondern wird
fiir t — #; von einer dynamischen Strukturformung abgelost. Zwischen 71 und #, erkennt
man einen Ubergangsbereich, in dem sich eine LW Losung ausbildet, welche sich fiir ¢ > 3
in der Simulation stabilisiert (vgl. Abb. 10.2 (c)).

Startet man verschiedene Simulationen mit unterschiedlichen Zufallswerten des Rauschens
als Startbedingung, so bilden sich LW mit verschiedenen Wellenlangen als stabile Muster
aus. Diese Multistabilitét zeigt, dass die OPG Gl. (10.23) die Charakteristik der oszillatori-
schen Phasenseparation mit stabilen Losungen verschiedener Modenzahlen beinhaltet. Fiir
&7 = &g ist folglich die Dynamik von GI. (10.31) dhnlich zu Systemen, welche klassische
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Abb. 10.3.: Ergebnisse des reduzierten Modells Gl. (10.31) mit Parametern & = 0.8,&; =
1+2i,& = & = 1 und einer Systemldnge von L = 90 (fiir 2D-Simulationen L, , = 90) und
somit /o = 12 iiberkritischen Moden. Die linke Spalte (a),(c),(e),(g) zeigt die Ergebnisse
fiir Re(A) (durchgezogene, schwarze Linie) und Im(A) (gestrichelte, schwarze Linie) der
eindimensionalen Simulationen. Es sind verschiedene Wellenldangen, einschlieBlich der
langsten Mode stabil. Die Amplituden stimmen mit den analytisch berechneten Werten
(gestrichelte, graue Linie) aus GI. (10.35) iiberein. Die rechte Spalte mit (b),(d),(f),(h) zeigt
Re(A) der entsprechenden zweidimensionalen Simulationen.
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Musterbildung aufweisen. Hierbei kann die finale Wellenlange durch Startbedingungen mit

einem Wellenansatz und iiberlagerter Rauschamplitude forciert werden.

In Abb. 10.3 sind einige finale Losungen von eindimensionalen (linke Spalte mit Bildern
(a),(c),(e),(g)) und zweidimensionalen Simulationen (rechte Spalte mit (b),(d),(f),(h)) ge-
zeigt. In den eindimensionalen Simulationen ist der Phasenversatz zwischen Re(A) (schwar-
ze, durchgezogene Linie) und Im(A) (schwarze, gestrichelte Linie) zu sehen. Die Lauf-
richtung wird durch den schwarzen Pfeil angezeigt. Zusitzlich ist der analytisch berechnete
Wert der Amplitude Fj,, aus Gl. (10.35a) als gestrichelte, graue Linie eingezeichnet, welcher
ibereinstimmt mit der sich tatsichlich einstellenden Amplitude. Die Ergebnisse lassen sich
auch in zweidimensionalen Simulationen finden, wie in der rechten Spalte von Abb. 10.3

von zweidimensionalen Schnappschiissen der finalen Losungen von Re(A) gezeigt.

Wihlt man &7 # &g aber weiterhin im Bereich des LW Gebietes in Abb. 10.1, so formen
sich zundchst LW Losungen, welche allerdings instabil sind gegeniiber LW Losungen an-
derer Wellenldnge. Fiir die analytische Bestimmung der finalen stabilen Wellenldnge sind
weitere Untersuchungen, die liber diese Arbeit hinausgehen, erforderlich. Da &7 # &g durch
nichtlineare Kopplungen auf Ebene der GTOPS hervorgerufen wird, zeigt dies, dass nichtli-
near Kopplungen nicht nur fiir Korrekturen, sondern zu einem gednderten Losungsverhalten
fiihren konnen und somit bei der Beriicksichtigung einer konsistenten Beschreibung wichtig
sind. Die Parameterbereiche &7 # &g konnen nicht durch linear gekoppelte Transportglei-

chungen abgedeckt werden.

Fiir den Bereich der LW in Abb. 10.1 mit &; # &g zeigt sich weiterhin, dass die Ergebnisse
sensitiv gegeniiber der gewihlten Systemliange L bzw. der tliberkritischen Modenanzahl [,
werden. Fiir Parameter aus Gl. (10.47) mit £&g = 2 befindet man sich oberhalb der gestrichel-
ten schwarzen Linie in Abb. 10.1 und somit im Gebiet der SW Losungen. Fiir die numerische
Untersuchung wird zunichst ein System mit Lange L = 8 und daher einer iiberkritischen
Mode [y = 1 gewihlt. Die zeitliche Dynamik fiir Rauschen als Startamplitude von A ist
in Abb. 10.4 gezeigt. Bei genauer Betrachtung der Dynamik sieht man, dass sich aus dem
Rauschen zunichst eine Welle ausbildet, welche fiir sehr kurze Zeit (ca. eine halbe Schwin-
gungsperiode) in positive x-Richtung lduft und anschlieBend in eine SW Struktur iibergeht.

Dies entspricht dem analytisch vorhergesagten Verhalten des Einmoden-Ansatzes.

Wihlt man ein System mit L = 90 und einer einhergehenden erhohten Anzahl [ = 12
der beteiligten, linear ungedimpfter Moden, so ergibt sich ein Verhalten wie in Abb. 10.5
gezeigt. Hier wird mit einem LW Profil als Startbedingung begonnen. Dieses ist nach den
analytischen Einmoden-Losungen instabil gegeniiber SW Mustern. Im vergroBerten Bereich

Abb. 10.5 (b) sieht man, dass die LW Losung tatsichlich zuniichst einen Ubergang zu einer
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Abb. 10.4.: Ergebnisse fiir Re(A) des reduzierten Modells GI. (10.31) in einer Dimension
mit Rauschen als Startbedingung und Parametern &; = 0.8,&, = 1 +2i,& = 1,63 = 2
bei einer Systemlidnge von L = 8 und somit einer iiberkritischen Mode (/p = 1). Aus dem
Rauschen wiéchst zunéchst eine Welle mit der ldngsten Wellenldnge an. Diese lduft fiir eine
halbe Periode und wird dann von einer SW abgelost, wie in der analytischen Einmoden-
Approximation bestimmt (siche auch Phasendiagramm Abb. 10.1).

SW zwischen 0 < t < ¢t vollzieht. Diese SW ist allerdings erneut instabil und man findet
einen weiteren Ubergang der SW zu einem langwelligen Muster innerhalb t3 < ¢ < t4 mit
phasenversetzen Anteilen der links bzw. rechts laufenden Welle, was einer schwankenden
LW Losung dhnelt. Das bedeutet, dass die Hinzunahme beteiligter Moden bzw. das Andern

der Systemgrofe die Dynamik der Losungen verédndert.

Auch im Gebiet der OSQ Muster ist die Abhéangigkeit der Systemgrofe zu erkennen. In
Abb. 10.6 sind Parameter aus Gl. (10.47), allerdings mit &7 =i und &g = 0.8 gewihlt. Dort
sind Schnappschiisse der zweidimensionalen Losung von Re(A) des reduzierten Modells
Gl. (10.31) fiir drei verschiedene Systemlidngen (obere Reihe) L, , = 10, (mittlere Reihe)
Ly, = 32, (untere Reihe) L, , = 40 mit jeweils vier Zustinden einer Periode gezeigt. Im
Fall L, = 10 mit /[p = 1 sieht man in der oberen Reihe Abb. 10.6 (a)-(d), dass sich zwei
phasenversetzte SW senkrecht zueinander ausbilden, was der vorhergesagten OSQ Losung
entspricht. Erhoht man die Anzahl der beteiligten iiberkritischen Moden auf [y = 5 bei
sonst gleichen Parametern, so sieht man in der mittleren Spalte Abb. 10.6 (e)-(h), dass die
nichtlineare Kopplung verschiedener Modenbeitrage ein komplexeres Muster hervorruft, die
Grunddynamik allerdings noch der OSQ &dhnelt. Bei weiterer Erhohung der Systemlange
folgt schlieBlich ein Ubergang zu einem anderen, quasi eindimensionalen Losungstyp, wie
in Abb. 10.6 (i)-(1) gezeigt.

Reduzierte Gleichung Gl. (10.31) mit &7 # ig: Einfluss der Systemlinge — Neben den
analytisch behandelten Losungsszenarien existieren noch andere Moglichkeiten fiir entste-
hende Muster der reduzierten Gleichung Gl. (10.31), wenn man eine groflere Systemlange
wihlt bzw. die Anzahl {iberkritischer Moden erhoht. In Abb. 10.7 und Abb. 10.8 sind einige
Beispiele aufgefiihrt. Fiir die Parameter aus GI. (10.47) mit &g = 0.8, also unterhalb der
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Abb. 10.5.: Ergebnisse fiir Re(A) des reduzierten Modells GI. (10.31) in einer Dimension
mit einem LW Profil als Startbedingung und Parametern é; = 0.8,&, = 14+2i,&7 =1,63 =2
bei einer Systemlidnge von L = 90 und somit /y = 12 iiberkritischen Moden. (a) Zeigt
den gesamten zeitlichen Verlauf. (b) und (c) sind vergrolerte Abschnitte. Zuerst wird das
initiale LW Muster instabil gegeniiber eines SW Musters, wie in GI.(10.39) analytisch
in der Einmoden-Approximation bestimmt (siehe auch Phasendiagramm Abb. 10.1). Die
Wechselwirkung verschiedener tliberkritischer Moden sorgt allerdings dafiir, dass die SW
instabil gegeniiber einem neuen Muster wird, was nicht durch die Einmoden-Approximation
abgedeckt wird.

Linie {7 = {3, findet man in einem System der Linge L = 64 mit Rauschen als Anfangsbe-
dingung fiir A, dass sich eine LW mit groer Wellenlidnge ausbildet (siehe Abb. 10.7 (a)). Fiir
grofere Systemlidngen sorgt die Interaktion der erhohten Anzahl linear ungedampfter Mo-
den zu einer zeitlich komplexen Dynamik, von welcher ein Schnappschuss in Abb. 10.7 (b)
fiir L = 256 zu sehen ist.

Bei Wahl der selben Parameter, jedoch oberhalb der Identitit {7 = g, findet man im System
mit L = 64 und {g = 1.2 anstatt einer LW Losung eine dynamische Losung bestehend aus
zwel entgegengesetzt drehenden Spiralen. Diese Losung dndert sich bei Erhohen der Sys-
temgroBe zu L = 90 zu einem OSQ dhnlichen Muster mit einer Spiralstruktur (Abb. 10.8).
Bei weiterem Erhohen der Systemgrofe bildet sich auch hier eine komplexe Zeitdynamik
(Abb. 10.7 (d)) aus.

Einfluss der Imagindranteile fiir {; = {3 — Auch fiir den Fall {7 = {g sind weitere
Losungstypen moglich. In [271] wurde bereits beschrieben, dass LW Losungen, dhnlich zur

BFR fiir nicht erhaltene Ordnungsparametergleichungen mit Raum-Zeit Chaos (RZC)[269,
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Abb. 10.6.: Schnappschiisse Re(A) des reduzierten Modells GI1.(10.31) in 2D mit & =
0.8,6 =1+2i,& =1, = 0.8. Jede Zeile hat verschiedene Systemlangen: (obere Reihe)
L,, =10,lp = 1, (mittlere Reihe) L, , = 32,lyp = 4 und (untere Reihe) L, , = 40,y = 5.
Fiir den Fall einer iiberkritischen Mode (a)-(d) erhilt man eine OSQ Losung, wie durch
die analytische Einmoden-Approximation vorhergesagt. Sind mehrere Moden tiberkritisch,
wie z. B. in (e)-(h) mit [y = 4, so wird das entstehende Muster zunichst komplexer, aber
die OSQ-Form ist noch vorhanden. Erhoht man weiterhin die Anzahl beteiligter Moden auf

lp =5 (e)-(h), so wird die OSQ Losung von anderen Mustern abgelost, welche nicht durch
die Einmoden-Approximation abgedeckt werden.

—

273, 274], instabil gegen Wellenlosungen aller Wellenlingen 0 < g < go werden konnen.
Wie aus [271] bekannt, muss hierfiir das Produkt der Imaginirteile y» y7 hinreichend negativ
werden. In Abb. 10.9 sind Schnappschiisse fiir Re(A) der Ergebnisse der zweidimensionalen
GI. (10.31), mit den Parametern &, = 0.5,&, = 1 —2.75i, &7 = €3 = 1 + 2.75i gezeigt. Das
Produkt der ausschlaggebenden Imaginirteile ist hier yoy7 = —(2.75)2, was nach [271]
im Bereich der Instabilitdt gegeniiber allen Moden liegt. Die obere Reihe Abb. 10.9 (a)-(d)
zeigt vier Schnappschiisse einer langsamen Periode mit L,, = 128,1y = 18. Fiir diese
Parameterwahl bildet sich eine langsame, langwellige Dynamik dhnlich zu einer OSQ

aus. Diese langsame Dynamik ist iiberlagert von einer schnellen, kurzwelligen Dynamik,
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£3=0.8 Eg=12
(b) L =256

(d) L =256
= F"

Abb. 10.7.: Schnappschiisse Re(A) des reduzierten Modells GI. (10.31) in 2D mit &; =
0.8, =1+2i,&7 = 1 und (a)+(b) &g = 0.8 bzw. (c)+(d) &g = 1.2. Sind mehrere Moden
linear ungeddmpft, so konnen sich neben den in Abschnitt 10.7.1 analystisch beschrieben
Losungen auch noch andere, komplexe Dynamiken, wie in (b) und (d) gezeigt, ausbilden.

(b)

(©) (d)
. .
. . .

Abb. 10.8.: Schnappschiisse Re(A) des reduzierten Modells Gl1. (10.31) in 2D mit & =
0.8,& =1+2i,& =1, = 1.2 und einer Systemliange von L, , = 90,/p =. Es bildet sich
ein komplexes Muster mit Ahnlichkeiten zu Spiralmustern, welches als Basis eine OSQ
Dynamik enthalt.

ahnlich zu RZC. Eine solche Kombination von langsamer, deterministischer Dynamik
und schneller, unbestimmter Dynamik unterscheidet sich zu klassischen Benjamin-Feir
Resonanz (BFR) Phianomenen nicht erhaltener Ordnungsparametergleichungen [269]. Dies
ist auch fiir groere Systeme zu beobachten. In Abb. 10.9 (e)-(h) wurde die Systemlange
verdoppelt und es bildet sich wieder eine langwellige, langsame Dynamik mit iiberlagerter

chaotischer Dynamik aus.

Koexistenz von Losungstypen — Sowohl das reduzierte, als auch das volle Modell enthélt
eine Koexistenz verschiedener Parameter fiir hinreichend grofle Systeme. Fiir Parameter
GL. (10.47) im LW Bereich des reduzierten Modells und zusitzlichen Beitragen &3 und
&5 sind in Abb. 10.12 Schnappschiisse fiir Re(A) der zweidimensionalen Gl. (10.23) zu
sehen. Die erste Spalte links (Abb. 10.12 (a) und (e)) zeigt jeweils die Startkonfiguration
zur Zeit t = 0. In der oberen Reihe wurde Rauschen, in der unteren Reihe eine Wellenform
mit m = 8 Wellen gewahlt. Startet man mit einer Losung nahe an einer LW-Losung
des Systems, so bildet sich eine LW aus. Fiir eine zufillige Startbedingung bildet sich

jeweils eine komplexe Dynamik aus. Der Einfluss der Parameter &35 sorgt dabei dafiir,
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Abb. 10.9.: Schnappschiisse Re(A) des reduzierten Modells GI. (10.31) in 2D mit &; =
0.5,6 =1-2.75i,&7 = ég = 1 + 2.75i. Jede Zeile hat verschiedene Systemlidngen: (obere
Reihe) L, , = 128 1y = 18, (untere Reihe) L, , = 256 1y = 36.

Abb. 10.10.: Ergebnisse der eindimensionalen GI. (10.23) mit Parametern entsprechend
dem LW Regime &) = 0.8,&> = 1 +2i, &7 = &g = 1 des reduzierten Modells mit zusétzlich
&10 = —i bei einer Systemlinge von L = 90, [y = 12. Obwohl der zusitzliche Beitrag von &1
nicht im reduzierten Modell GI. (10.31) enthalten ist, liefern die Ergebnisse der analytischen
Uberlegungen eine Vorhersage fiir das Basismuster der LW, welches durch den zusitzlichen
Beitrag nur abgeéndert, aber nicht abgelost wird.
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dass sich die charakteristische Lange der Losungen andert. So ist fiir &35 = 0.3 + 0.17 das
System vollstandig phasensepariert, wobei sich am Rand der Phase mit hoher Dichte eine
Unterstruktur ausbildet. Fiir 35 = 0 ist in Abb. 10.12 (b) ein zeitlich dynamisches Muster

mit charakteristischer Linge kleiner als die Systemlidnge zu erkennen.

Verinderung der Muster des reduzierten Systems durch Hinzunehmen zusdtzlicher Ter-
me — Um einen Einblick in mogliche Dynamiken der vollen Ordnungsparametergleichung
Gl. (10.23) zu erhalten, werden nun ausgewihlte Variationen der reduzierten Form analy-
siert. Dabei wird untersucht, wie sich das Verhalten durch Hinzunehmen weiterer Terme des
reduzierten Modells aus dem Parameterraum der vollen GI. (10.23) verandert oder sogar

abgelost wird.

@) — Re(4) --- Im(A)

0.5 T====<__ /\ ____
\\\\ ,//

0.0 ‘

054 TmmmmmemeeeeT

) N N
0.0 > Tl
—0.5 —/ ________ \
L

Abb. 10.11.: Stationdre Muster der vollen GI.(10.23) fiir L = 15 mit &; = 0.8,6, =
1+2i,&7 = €3 = 1 (siehe Abb. 10.4) und zusitzlich (a) £45 = 1 +i bzw. (b) 9,10 = 1 +i. Die
zusitzlichen Terme fiir £4 5 und &9 19 sorgen durch nichtlineare Effekte fiir ein Einfrieren
der dynamischen SW Losung.

In Abb. 10.3 wurde mit &7 = &g gezeigt, dass die analytisch vorhergesagten LW Losungen
mit einer Mode stabil sind. Die Abbildung Abb. 10.10 zeigt das resultierende, stabile
Losungsprofil fiir den selben Parametersatz, jedoch unter Hinzunahme von &9 = —i. Man
erkennt, dass das sich einstellende stabile Profil nicht mehr einem reinen LW Profil wie im
Fall der reduzierten Gleichung entspricht. Die Form der Kurven ist anharmonisch und es
sind mehrere Wellenlangen am Losungsbild beteiligt. Eine solche Form von anharmoni-
schen LW Losungen ist bereits vom MiMo bekannt, welches auch Terme §A(:g?lo # 0 liber
das reduzierte Modell Gl. (10.31) hinaus enthilt und in diesem Fall die Anharmonizitit der
LW hervorrufen. Auch im Fall £;9 = i # O findet man wie im reduzierten Modell eine

Multistabilitit verschiedener Wellenldngen.
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(©)&35=03 (d)&,5=03+0.1i

Init; Random

(8)&,5=03 (h) &35 =0.3+0.1i

Init; Welle

Abb. 10.12.: Schnappschiisse von Re(A) der zweidimensionalen GI.(10.23) mit & =
0.8,6&, = 1 +2i,&7 = €3 = 1 und einer Systemldange von L = 128. Das linke Bild zeigt
jeweils die Startbedingung mit (obere Reihe) Rauschen oder (untere Reihe) einer Welle mit
m = 8 Wellenziigen. Die weiteren Bilder zeigen das Muster zu einem spiteren Zeitpunkt mit
verschiedenen Werten fiir £3 5. Man erkennt, dass die Entwicklung verschiedener Muster
moglich ist, wobei die Startbedingung die dynamische Bildung beeinflusst.

Ein Beispiel fiir das Ablosen der im reduzierten Modell gefundenen Losungstypen ist
in Abb. 10.11 (a) gezeigt. Dort wurden fiir die eindimensionale Gl. (10.23) die Parameter
identisch zu Abb. 10.4 mit L = 15 gewabhlt, wobei die Terme £45 = 1 + i hinzukommen.
Diese Parameter liefern quadratische Beitrdge in der Ordnungsparametergleichung und
sorgen somit fiir eine gebrochene +A-Symmetrie. Im reduzierten Modell zeigt sich fiir diese
Systemlidnge eine SW. Diese wird durch die Beitridge in Abb. 10.11 von einem stationdren
Muster abgelost und das Muster friert ein. Dabei ist zu bemerken, dass bei der Wahl
eines kleineren Kontrollparameters (und somit ;) bei angepasster Systemlidnge L, um
die Anzahl /y gleichzuhalten, der Effekt des Einfrierens aufgelost wird und das Muster
wieder zu oszillieren beginnt. Der Effekt des Einfrierens ist somit durch die nichtlineare
Frequenzdispersion hervorgerufen. Auch ist er nicht auf Beitrige, welche die +A Symmetrie
brechen, beschrinkt. In Abb. 10.11 (b) tritt der Ubergang zu stationiren Losungstypen auch
fiir £45 = 0, jedoch mit &g 19 = 1 + i auf.

Weitere Losungstypen der vollen Gl. (10.23) — In Abb. 10.13 ist zunéchst der zeitliche
Verlauf von Re(A) der eindimensionalen Gl. (10.23) gezeigt, bei dem die Parameter entspre-
chend der klassischen CH-Gleichung mit &; = % + %i, & =164 = —%,57’8 = %,59,10 = %

gewihlt sind, wobei der zusitzliche Imaginéranteil y; = ii verwendet wird. In Abb. 10.13(a)
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(a)

Zeit t —

Abb. 10.13.: Zeitlicher Verlauf von Re(A) der vollen GI. (10.23) in einer Dimension mit
& = % + %i,fz =1,&4 = _411’57,8 = %’69,10 = % in einem System mit Lange L = 90 und
Rauschen als Startbedingung. Gezeigt sind verschiedene Ausschnitte mit 7, = 24¢; und
t3=2-10%1.

ist der Beginn der Simulation dargestellt, bei dem mit einem Rauschen als Anfangsbedin-
gung gestartet wurde, wobei nach rechts die Zeit und nach oben der Ort aufgetragen ist.
Man erkennt, dass sich aus dem anfinglichen Rauschen eine Vergroberung der Struktur
ausbildet. Die gesamte Struktur scheint hierbei noch stationér zu sein. In Abb. 10.13(b) ist
die selbe Simulation, jedoch fiir einen groBeren Bereich 0 < ¢ < #, mit £, > ¢ gezeigt. Die
anfingliche, stationdre Vergroberungs-Dynamik ist in Abb. 10.13(b) noch fiir kleine ¢ zu
erkennen, wird jedoch fiir mittlere Zeiten von einer dynamischen Vergroberungsdynamik
abgelost. In Abb. 10.13(c) ist ein noch groerer Zeitbereich abgebildet. Nachdem die Sys-
temdynamik vollstandig phasensepariert ist, bildet sich eine laufende Struktur mit konstan-
tem Profil und Geschwindigkeit aus. Das finale Profil dieser Simulation ist in Abb. 10.14(a)
zu sehen. Es gleicht dem von der klassischen CH Gleichung bekannten tanh Profil, besitzt

jedoch asymmetrische Uberschwinger an den Flanken.

Durch Erhohen des imaginéren Beitrags y; auf y; = 0.5, wird die wandernde Doménenlosung
instabil gegeniiber einer zeitlich komplexen Dynamik. Anhand des ortlichen Amplitudenver-
laufs in Abb. 10.14 (b) bzw. des Betrags des Fourierspektrums von Re(A) in Abb. 10.15 (b)

wird ersichtlich, dass sich keine bevorzugte Wellenldnge einstellt, da der gewéhlte Parame-
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(@)

Abb. 10.14.: Schnappschiisse von Re(A) der vollen Gl. (10.23) in einer Dimension mit
0 = %,5&2 =1,& = —%,§7,8 = %,59’10 = % in einem System mit Lange L = 90 und
Rauschen als Startbedingung. In (a) ist y; = % wie in Abb. 10.13 und man erkennt, dass
sich eine separierte Losung dhnlich wie bei der stationdren CH Gleichung einstellt, welche
allerdings in eine Richtung lduft. Wahlt man nur den Imaginirteil des linearen Terms

X1 = %, so stellt sich eine chaotische Losung ein.

(@)

(b)

Zeit t —

Abb. 10.15.: Zeitlicher Verlauf des Absolutbetrags der Fourieramplitude |# (Re(A))| der
vollen GI. (10.23) in einer Dimension mit {; = %,fz =1,& = —%,57,8 = %,fg’lo = %
in einem System mit Linge L = 90 und Rauschen als Startbedingung. In (a) ist y; = %i
wie in Abb. 10.13 sowie Abb. 10.14(a) und man erkennt das Einschwingen einer stabilen
Einhiillenden des Musters. In (b) ist y; = % zugehorig zu Abb. 10.14(b). Man erkennt eine
zeitlich komplexe Dynamik.
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tersatz nur lineare imaginar Anteile enthalt. Daher ist fiir jede Mode ein Ansatz dhnlich zu
Gl. (10.32) moglich. Die nichtlineare Kopplung in Gl. (10.23) sorgt dafiir, dass die linearen
Moden nichtlinear interagieren und komplexe Raum-Zeit-Losungen moglich werden, was
durch eine Einmoden Approximation oder durch das Vernachléssigen von nichtlinearen

Kopplungen unterdriickt werden konnte.

10.8. Diskussion und Ausblick

In diesem Abschnitt wurde die Methodik der Storungsentwicklung zur Bestimmung der
komplexen Ginzburg-Landau-Gleichung fiir III, Systeme [65, 269] fiir den Fall der Typ II;,
Ubergange der GTOPS, erweitert. Hierfiir wurde das GTOPS System unter der Annahme
einer superkritischen, oszillatorischen Bifurkation nach dem Kleinheitsparameter & entwi-
ckelt. Bei dem vorgeschlagenen Reduktionsschema ist essentiell, dass die Typ II] typischen
Eigenschaften eines endlichen, iiberkritischen Modenbandes beriicksichtigt werden. Fiihrt
man eine Entwicklung an einer kritischen Mode ¢, oder Frequenz w, durch, wird das li-
neare Problem GTOPS in fithrender Ordnung nicht mehr korrekt reproduziert. Das Resultat
des vorgestellten Schemas, angewandt auf die GTOPS, ist schlieBlich die generische Ord-
nungsparametergleichung Gl. (10.23) fiir gekoppelte Transportgleichungen der Form der
GTOPS. Die Vorfaktoren der verschiedenen Terme der OPG sind durch die Entwicklung
mit den Systemparametern der GTOPS verkniipfbar. Im Gegensatz zu den GTOPS auf Ebe-
ne der Transportgleichungen, welche sowohl stationire als auch oszillatorische Uberginge
beinhalten, liefert die OPG die generische Dynamik oszillatorischer von Phaseniibergdngen

erhaltenerm gekoppelter Felder.

Auf der Ebene der OPG wurde der Einfluss der nichtlinearen Kopplungen in Gl. (9.4) dis-
kutiert. Begrenzt man die Kopplung auf lineare Terme wie in [199-202, 205], so reduziert
sich die Anzahl moglicher Terme der OPG und man findet eine Beschrankung der Glei-
chungsstruktur wieder (siehe GI. (10.29)). Wie in den numerischen Betrachtungen gezeigt,
bedeutet dies auch eine mogliche Reduktion des Losungsraums, da z.B. &7 # &g nicht

abgebildet werden konnen.

Bei der Identifikation moglicher Losungszenarien der allgemeinen OPG fiir II§ Systeme

zeigt sich ein enormes Spektrum verschiedener dynamischer Strukturen.

Um eine erste Kategorisierung und Einordnung grundlegender Losungstypen zu erhal-
ten, wurde ein reduziertes Modell GI. (10.31) mit 456910 = O eingefiihrt. Es entspricht
der Beschreibung einer erhaltenen Ginzburg-Landau Gleichung wie in [271], allerdings

mit &7 unabhingig von &g wihlbar im Unterschied zu [271]. Dieses reduzierte Modell
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ermoglicht eine analytische Abschitzungen von grundlegenden Losungstypen. Anhand
des reduzierten Modells wurden verschiedene Losungsszenarien analytisch mithilfe einer
Einmoden-Approximation bestimmt, bei dem sowohl laufende Wellen, stehende Wellen als
auch schwankende, oszillierende Quadrate identifiziert wurden. Das Parametergebiet der
superkritisch bifurkierenden, anwachsenden Storungen der getesteten Losungen aus dem
homogenen Grundzustand ist dabei begrenzt durch g > |{7/2| . In diesem Bereich enthilt
das Phasendiagramm ein Gebiet mit laufenden Wellen, welches fiir {g > 37/2 von ste-
henden Wellen bzw. fiir endliche Anteile von y7 auch von schwankenden, oszillierenden

Quadraten abgelost wird.

Die analytisch bestimmten Losungen wurden auch numerisch fiir kleine Systeme oder we-
nige, liberkritische Moden verifiziert. Fiir Simulationen mit nur einer iiberkritischen Mode
wurden sowohl die multistabilen LW Losungen, als auch SW und OSQ Losungen, entspre-
chend des vorhergesagten Phasenraumdiagramms gefunden. Die resultierenden Losungen
hingen dabei von der Anzahl iiberkritischer, wechselwirkenden Moden ab. Wenn mehrere
Moden im dynamischen Prozess beteiligt sind, werden die gefundenen Muster komplexer.
Dies kann zu einer Verdnderung des Amplitudenprofils fiihren, bei der die Grundstruktur
weiterhin der analytischen Einmoden-Losung dhnelt, oder eine komplette Ablosung durch
neue Losungsszenarien hervorrufen. Die Muster, die bei zunehmender Systemgrofe auftre-
ten, sind vielfaltig und man findet eine Vielzahl interessanter Muster wie zum Beispiel ein

Paar rotierender Spiralen.

Zu dem reduzierten Modell GI. (10.31) wurden weitere Terme der vollen OPG hinzuge-
nommen und die Verdanderung der zuvor identifizierten Losungen des Phasendiagramms
beobachtet. Hierbei zeigt sich, dass die analytisch bestimmten Losungen fiir manche Para-
meter nur eine Verdnderung des Amplitudenprofils, das grundlegende Muster jedoch iiber
das berechnete reduzierte Regime hinaus bestehen bleibt. Beispielsweise die Parameter-
kombination &7 = &g = 1 liefert laufende Wellenlosungen im reduzierten Modell. Durch
Hinzunahme von Beitridgen von &4 59,10 bleiben die laufenden Wellen weiter bestehen, das

Amplitudenprofil wird jedoch anharmonisch.

Diese Ergebnisse zeigen, dass das analytisch bestimmte Phasendiagramm als Ausgangs-
punkt fiir Untersuchungen erweiterter Szenarien dienen kann, obwohl es nur Einmoden-
Losungen beriicksichtigt und nur eine reduzierte Anzahl an Parametern enthilt. So konnen
durch Hinzukommen zusitzlicher Moden oder Parametern in manchen Situationen die
grundlegenden Muster des Phasendiagrammes weiter bestehen und es kommt lediglich zu

einer Veridnderung der Form der Muster.

Neben den im reduzierten Modell gefundenen Losungstypen konnen durch den Einfluss der
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Terme &4 5 9,10 auch neue Muster hinzukommen, wie zum Beispiel ausgecoarste Cluster mit
interner Dynamik oder das Einfrieren von dynamischen Strukturen. Die OPG GI. (10.23)
fiir Typ 11, sind dabei auf den Bereich der linear oszillatorischen Losungen beschrinkt.
Dennoch kann die OPG fiir Typ II;, Systeme stationdre Losungstypen aufweisen. Diese sind
durch nichtlineare Effekte bedingt und gehen in oszillatorische Losungen iliber, wenn man
den Einfluss der linearen Beitridge erhoht, indem man {; vergroBert. Dieses Verhalten ist
auch dann festzustellen, wenn man die Systemlinge L dementsprechend anpasst, dass die
Anzahl der iiberkritischen Moden gleich bleibt.

In [271] wurde bereits ein Spezialfall der generischen OPG untersucht. Dort wurde beschrie-
ben, dass ein Parameterbereich mit RZC existiert, bei dem die auftretenden Moden eine
Instabilitat gegen Storungen mit Anteilen aller moglichen Wellenldngen aufzeigt, dhnlich
zur BFR [269, 273, 274]. Das hier vorgestellte, reduzierte Modell der OPG wurde in dem
Bereich untersucht, fiir welchen in [271] RZC vorhergesagt wurde. Dieser Parameterbereich
ergibt sich fiir {7 = {3 mit hinreichend negativem Produkt der Imaginirteile y;y7. Die ge-
fundene Dynamik ist dabei zusammengesetzt aus einer langwelligen, geordneten Dynamik
mit einer OSQ Struktur, auf welcher kurzwellige Uberlagerungen, dhnlich zu RZC, existie-
ren. Diese Kombination aus langwelliger, langsamen Dynamik und kurzwelliger, schneller
Dynamik ist unterschiedlich zu RZC der klassischen Ginzburg-Landau Gleichung ohne
Erhaltung [269].

Das in diesem Kapitel beschriebene Reduktionsschema nicht nur auf oszilaltorische Glei-
chungen oder den Fall von N = 2 gekoppelten Gleichungen wie die GTOPS beschrankt.
Aufbauend auf den hier gefundenen Erkenntnissen konnen somit auch andere Systeme
mithilfe des Reduktionsschemas auf eine allgemeine OPG in der Nihe der Instabilitit des
homogenen Grundzustands erfolgen, wie zum Beispiel drei oder mehr gekoppelte Felder.
Durch die systematische Reduktion ist es zudem moglich, explizite Systeme mit Erhaltungs-
eigenschaft auf die allgemeine OPG zurlickzufiihren. Ein Beispiel dieser Prozedur wird in
Abschnitt 12 gezeigt.
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11. Weitere Anhwendungen des
Reduktionsschemas

11.1. Beschreibung stationidrer Uberginge der GTOPS

Wie bereits in Abschnitt 7.1.1 beschrieben, wurde die klassische CH Gleichung urspriinglich
fiir die Beschreibung von Systemen im thermischen Gleichgewicht eingefiihrt. Erst kiirzlich
wurde gezeigt, dass sie auch fiir aktive-Materie Systeme fern vom thermischen Gleichge-
wicht die beschreibende Gleichung ist [64, 196]. Auch linear gekoppelte CH Gleichungen

wurden im stationdren Bereich untersucht [199].

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die in Abschnitt 10 fiir II,, beschriebene Methodik
auf den stationdren Fall der GTOPS angewandt werden kann und die zugehorige OPG
fiir Typ II¢ Ubergiinge erhilt. Zur Abgrenzung der Parameter des oszillatorischen Falls
werden Parameter, die einen stationdren Ubergang beschreiben, mit einem Uberstrich 6
gekennzeichnet. Stationiire Uberginge sind durch einen positiven Radikanden R bestimmt
(siehe Abschnitt 9 und die Definition Gl. (9.10)) und man erhalt

A*(g) e R fiirR(q) > 0.
Mit der Definition
S:=VR

wird somit Gl. (9.9b) fiir stationiire Ubergiinge beschrieben als

— 2
T (q) =% o1+ 81 — g% (a2 + B) = 5] (11.1a)

=q’0*. (11.1b)
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Die Eigenvektoren im stationdren Fall sind

S —
2.
=
Y

S —
2,
~|

s —ai+Bi+q (- Bo) £S

2 (K1 - quz)

£ _ —a1+B1+q¢*(ar—B2) £ S
2(L1 - ¢°Lo)

(11.2a)

(11.2b)

Die weitere Vorgehensweise zur Ordnungsparametergleichung erfolgt analog zu den os-

zillatorischen Uberlegungen in Abschnitt 10. Hierfiir wird zunichst der Eigenwert nach

kleinen Wellenzahlen g entwickelt. Dies liefert

mit

und

+

—+
(

4

b

=0: +q°Ts + O(q

1
€0

S~—

R 1
To =5 (a1 + 1+ S0) ,

Ty =5 (a2 - B £952),
—+ _~1+fB1 %S0

e ,
0 2K,
St _2](228r +S+an —Bz
2" 2K, ’
JR— _Kl—i
0 —L_leo ’
-+ K —+
=—2p
fa L

S() :\/4K1L1 + (a1 —,31)2 s

AYS

_—4K1L2 - 4K2L1 - 2(1’1(1’2 + 2a1ﬁ2 + 2a2ﬁ1 - 2,816b2

280

(11.4a)
(11.4b)
(11.4c)
(11.4d)
(11.4e)

(11.4f)

(11.5a)

(11.5b)

Fiir die Kontrollparameterwahl werden wieder a; und S; als Abhingigkeiten fiir die
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11.1. Beschreibung stationdrer Ubergiinge der GTOPS

Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter gewdhlt. Eine Auswertung analog zu Ab-
schnitt 10.3 liefert fiir die Bedingung am kritischen Punkt die Beziehung

— KiL;

ﬁ 1,0 = — . (1 16)

1,0

Hierbei ist anzumerken, das die Auswertung des linearen Problems mit der kritischen
Beziehung Gl. (11.6) zeigt, dass es nur dann einen stationiren, superkritischen Ubergang
geben kann, wenn die Bedingung sign(K1L + (@1,0)%)sign(@1,) < O gilt. Die kritischen
Bedingungen fiir die Parameter 31,0 und @ o unterscheiden sich vom oszillatorischen Fall
und erhalten deswegen ebenfalls einen Uberstrich. Bei der Wahl des Ansatzes fiir w bei
einem stationiren Ubergang wird nun der typische Fall angenommen, dass der Eigenwert
mit groftem Realteil nicht entartet ist. Fiir diesen Fall ist fiir GI. (10.1) ein addquater Ansatz
durch

W= Z e Fy(1)e T
q

gegeben. Analog zu Abschnitt 10 kann man den Ansatz durch die Entwicklung der Eigen-

vektoren umformen und erhalt
—+
w(r,t) =Y F(r,t)

mit dem Eigenvektor Y und zugehorigem Linkseigenvektor Z in Operatorschreibweise

1
vt _ —+ w2n
Y =), v,
n=0
! +
7t _ ry 2n
Z =S5, v,
n=0

Dieser Ansatz wird in die Ausgangsgleichung GI. (10.1) eingesetzt und mit dem Linksei-
genvektor multipliziert. Eine anschlieBende Entwicklung nach dem Kleinheitsparameter &

analog zu Abschnitt 10 und den entwickelten Parameterbeziehungen

—+ K
foo=—=—:
Bio
— Ly
€00~ "= >
Bio
- _ B
0,0 K] ’
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—+ _ Ki(aip-Bi2)
02= "~

- ’
—+ _ Li(aip=pip)
€0 =~ ) ’
KL +ﬁ170
—
_ (011,2 —:31,2)31,0
€0 =~ ) ’
K (K1L1 +,8170)
E(J;,o =0,
-
.  KiLipip+ai2B
0o = ) )
K]Ll +ﬁ1’0
_ — -
. K\L12 = K1Lof1 g — K2 L1B1 o+ 21
0-2,0 = — _2 )
KL +ﬁ1’0
-
_ Bio
T00= ———=
KL +ﬁ1,0
—3
_ 2B10 (@12 = Bi2) K1Ly
Top =~

— 3
(K1L1 + ﬁm)

liefert schlieBlich nach Resubstitution der Entwicklung die Ordnungsparametergleichung

fiir den stationéren Fall
8 F = —A (n1F+n2AF+n3F2 —174F3) . (11.8)

Die reellen Vorfaktoren 7;

’ —+
M =€00,,
r _ —+
M =030>

3 =2 (“3?5,01{3 + ?3,014 + ?5,02?(;,0,33)
+25 (0’6 + Ke + ?3,0L6 + ?&0&) ,

my =4 [0‘4 + ?5,031{4 + ?(;,OL4 + 53,03?3,054
+ 25,02 (2K5 +2F00Bs + a7+ 78,0L7) /3

— —+ —t
+eg,0 (2a5 +2fp0Ls + K7+ f0,0ﬁ7) /3] ,

mit 77} = % geben die Beziehungen der Ordnungsparametergleichung zum urspriinglichen
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11.1. Beschreibung stationdrer Ubergiinge der GTOPS

Gleichungssystem der GTOPS mit den Parametern «;,5;,K;,L; an. An der Form von
Gl. (11.8) sieht man, dass diese der klassischen CH Gleichung mit quadratischen Termen

entspricht.
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung
durch Botenstoffe

12.1. Einleitung

In der Natur spielt Kommunikation zwischen verschiedenen Spezies auf unterschiedlichen
Gebieten wie z. B. bei der Futtersuche, der Fortpflanzung, dem Erkennen von Feinden oder
auch als Signalgebung fiir eine koordinierte Bewegung eine wichtige Rolle [180, 275-280].
Die Natur hat dabei verschiedenste Arten der Kommunikation hervorgebracht [276], wel-
che zum Beispiel visuell basiert sind [277, 281], Vibrationen und Schwingungen ausnutzen
[280] oder auch Boten- und Duftstoffen verwenden [275, 278, 282—284]. Betrachtet man
Signalgebung auf sehr kleinen Lingenskalen, so ist die Art der Informationsiibertragung
und Verarbeitung beschrinkt, da komplexe Rezeptoren mit abnehmender GroBle immer
schwerer zu realisieren sind. Hier findet man hédufig chemische Botenstoffe als Signaltréger,
welche von Rezeptoren detektiert werden. Somit kann die Umgebung analysiert werden oder
auch Kommunikation stattfinden [223-225]. Beispiele fiir solche chemotaktisch wechsel-
wirkenden Teilchen sind Bakterien wie Escheria coli [223, 224] oder auch der einzellige

Schleimpilz Dictyostelium discoideum [225].

In diesem Kapitel wird ein Kontinuum-Modell beschrieben, welches zwei erhaltene Spe-
zies beschreibt, die durch ein Signalfeld wie z. B. einem lokal ausgeschiitteten Botenstoff
interagieren. Ein dhnliches Modell wurde bereits vor kurzem fiir eine einzelne Spezies mit
Chemotaxis untersucht [196] und gezeigt, dass dort Phasenseparation im Nichtgleichge-
wicht auftritt. Das in diesem Abschnitt vorgestellte Modell soll im Fall mehrerer, gekop-
pelter Spezies als Ankniipfungspunkt zwischen einem angewandten, mikroskopisch moti-
vierten Modell und der Ebene der allgemeinen GTOPS aus Abschnitt9.2 dienen. Hierfiir
wird zunéchst ein chemotaktisch gekoppeltes Modell eingefiihrt. Dieses enthilt sogenannte
Quorum sensing Terme, welche die Dynamik stabilisiert und BLow-Ups verhindern kann.
Das Modell wird in Bezug auf die Ubergangsgebiete nahe des Einsatzpunktes der homo-

genen Instabilitit analysiert. Danach wird eine systematische Reduktion der beiden Spezi-
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es mit jeweiligem Botenstoff-Feld zur Ebene zweier gekoppelter, erhaltener, nichtlinearer
Kontinuumsgleichungen vollzogen. Dies erlaubt die Verkniipfung der mikroskopischen Pa-
rameter des chemotaktischen Modells mit den Kontinuumslgeichungen aus Abschnitt9.2
und schlieflich der in Abschnitt 10 beschriebenen Ordnungsparametergleichung, womit
ein anschlieBender Vergleich des selben Systems auf verschiedenen Ebenen der Reduktion
durchgefiihrt wird. Anhand der Reduktion kann man anschlieBend Riickschliisse auf den
Einfluss der einzelnen Parameter, wie zum Beispiel der Dampfungskonstanten, auf Ebene

der Ordnungsparametergleichung ziehen.

12.2. Modell gekoppelter, chemotaktischer Spezies mit

Quorum sensing

Die Thematik gekoppelter, erhaltener Signalgeber tauchte, wie bereits erwihnt, im Kon-
text der Strukturbildung bereits Ende der 80er Jahre auf. In einer Arbeit aus 1988 unter-
suchte Fromherz gekoppelte lonenkanile, wobei gezeigt wurde, dass eine nicht symmetri-
sche Kopplung verschiedener erhaltener Spezies iiber ein Signalfeld einen oszillatorischen
Ubergang hervorruft. Die Thematik gekoppelter, erhaltener Systeme, welche iiber Transmit-
ter kommunizieren, ist auch noch heute Bestandteil aktueller Forschung in verschiedenen
Feldern wie zum Beispiel der Medizin oder auch der Biologie [206, 239, 240]. In [240]
werden Makrophagen untersucht, welche mit Tumorzellen iiber eine Chemikalie wech-
selwirken. Dort wird zum einen ein Kontinuums-Modell verwendet, bei dem die Zellen
durch ein Keller-Segel (KS)-Modell [220, 225, 227] beschrieben werden [240]. Auch wird
in dieser Publikation auf Basis von linearer Stabilitdtsanalysen der Parameterbereich der
verschiedenen Phasen typisiert. Zudem werden dort Simulationen des Kontinuum-Modells
durchgefiihrt, welche jedoch zur Bildung scharfer Spitzen in den Dichten neigen (engl.
Blow-Up), was ein bekanntes Problem fiir solche Modelle ist [228, 240]. In [240] werden
die Kontinuums-Modelle durch teilchenbasierte Simulationen erginzt, bei denen die wech-
selwirkenden Teilchen einzeln aufgelost werden, jedoch der Transmitter als Kontinuum
behandelt wird. Da fiir die diskreten Teilchen eine Kontaktwechselwirkung enthalten ist,
kann somit das divergente Verhalten der Blow-Ups verhindert werden [240]. In dhnlicher
Weise wurden auch erst kiirzlich gekoppelte Bakterien-Spezies behandelt [206, 207, 239,
241].

Es existieren auch erweiterte KS-Modelle, welche nichtlineare Zusammenhinge zwischen
Teilchen und Transmitter-Dichte bzw. deren Produktionsraten enthalten [226, 228, 285—

288]. Ein solches erweitertes Modell mit nichtlinearen Teilchendrift und Transmitter-
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Produktion wurde erst in jlingeren Veroffentlichungen verwendet, um den stationdren Pha-
seniibergang der aktiven Phasenseparation zu untersuchen [196]. Die Erweiterungen sorgen

fiir eine Stabilisierung der Kontinuums-Simulationen und konnen Blow-Ups verhindern.

In dieser Arbeit soll ein System, bestehend aus zwei erhaltenen Spezies p(r,t) und  (r,t)
untersucht werden. Beide Spezies produzieren jeweils eine Chemikalie: p(r,t) — c(r,t),
Y (r,t) — d(r,t). Die Dichten gehorchen einer Entwicklungsdynamik in Form von ge-
koppelten KS-Gleichungen, wobei die lokale Teilchendichte die Transmitterproduktion
beeinflusst. Die Beriicksichtigung der Speziesdichte fiir die Transmitterproduktion kann
zum Beispiel sogenannte Quorum sensing Effekte repriasentieren, welche in verschiede-
nen Zusammenhingen in der Natur vorkommen, bei denen Bakterien auf konzentrations-
abhingige Wechselwirkungen mit anderen Bakterien reagieren, indem sie zum Beispiel die
Transmitter-Produktion regulieren [289, 290]. In dem hier verwendeten Modell sittigt die
Transmitter-Produktion an Orten mit hoher Teilchendichte gegen einen konstanten Wert
[228, 285, 286]. Die gesamte Dynamik des erweiterten KS-Systems hat die Form

0ip =D, V?p — 5.V (pVe) — 54V (pVd) , (12.1a)

d,c =D V? — ., 12.1b

C c+mp, T+ap Y€ ( )

Oy =DV — k.Y (yVc¢) — kaV (yVd) , (12.1¢c)
Y

d =D,V?d —yud. 12.1d

0 d +my T by Yd ( )

Die einzelnen Beitrage dieses gekoppelten Systems lassen sich wie folgt kategorisieren: Fiir
die erhaltenen Dichten p und ¢ sowie in den Transmitter-Dichten ¢ und d gibt es jeweils
einen Diffusionsterm mit Diffusionskonstanten o< D, Dy, D., D4. Die Teilchendichten
weisen einen chemotaktischen Driftterm o« s.,k; fiir die Selbstkopplung und o« s4,k. fiir
die Kreuzkopplung auf. Ein positives Vorzeichen bedeutet hierbei Anziehung der Teilchen
durch das Transmitterfeld, wihrend eine negative Kopplungskonstante eine abstoende
Wirkung aufweist. Die Signaldichten enthalten jeweils einen Zerfallsterm o« y.,y; sowie
einen Produktionsterm o m,,m,, welche mit der jeweiligen Teilchendichte gekoppelt sind.
Diese Sattigung spiegelt das Quorum sensing Verhalten wieder und kann iiber a,b — 0
ausgeschaltet werden. Fiir endliche Werte von a und b konvergiert die Produktion der
Chemikalien gegen einen Sattigungswert % bzw. "Z—w. Fiir Systeme ohne Sittigung ist die
Produktionsrate von ¢ und d durch p und ¢ nicht begrenzt. Dies fiihrt hdufig zu einem
selbstverstarkenden Effekt, wobei an Orten hoher Teilchendichte die Transmitterprodukti-
on ansteigt, welche fiir positive Kopplungskonstanten die Anhdufung der Teilchendichten

begiinstigt. Ist der Zerfall und die Diffusion nicht stark genug, kann dies zu Instabilitéiten
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und unphysikalischem Verhalten fiihren, welches durch Beitrdge von a und b verhindert
werden kann. Bei der spiateren Reduktion auf die allgemeine Form der GTOPS bzw. bei der
weiteren Reduktion auf die Ordungsparametergleichung wird sichtbar, warum diese Terme

die Dynamik stabilisieren.

12.3. Einsatzpunkt der Typ ll, Phasenseparation

Das Gleichungssystem (12.1) besitzt konstante, homogene Losungen pg,o,co,do. Mit ei-

nem konstanten Ansatz

p(r.r) £0
prn) || ¥o
c(r,t) o
d(r,t) do

in Gl. (12.1) ergeben sich die Beziehungen fiir die konstanten Anteile der chemischen

Botenstoffe co und dp in Abhéangigkeit von pg und ¥ gemal

m hm
_ 8RO nd = Yo

Ye Yd

€0
Hier wurden die Abkiirzungen
g:=1+apy)™' und h:=(1+byy) !

eingefiihrt. Um zu bestimmen, bei welchen Parametern die homogenen Losungen instabil
gegeniiber raumlich variierenden Losungen werden, wird eine lineare Stabilitidtsanalyse
durchgefiihrt. Dazu wird der homogene Anteil der jeweiligen Dichte von den inhomogenen
Anteilen p(r,t),(r,t),c(r,t),d(r,t) mit

,5(1',1’) :PO"'P(I'J) ) Jl(r’t) = %1/0"'1#(1',’),
é(rt) =co+c(rt) , d(rt)=dy+d(rt)

abgespalten. Wenn die Storungen bzgl. des homogenen Zustandes anwachsen, wird der
Grundzustand instabil. Zur Bestimmung des kritischen Punktes werden die Ausgangsglei-

chungen nach den Anteilen p,y,c,d linearisiert und man erhilt das lineare Gleichungssystem
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0:p =D ,Ap — scpoAc — sqpaAd , (12.2a)
0;c =D.Ac —y.c+p (gmp - gzmppoa) , (12.2b)
Oy =Dy Ay — koAc — kapoAd , (12.2¢)
8,d =D gAd — yad + 0 (hm - h2m¢lpob) . (12.2d)

Dieses Gleichungssystem kann durch einen Ansatz der Form

p(r,1) 2

AN I R (12.3)
c(r,t) c
d(r,t) d

mit den konstanten Vorfaktoren p,i,¢,d geldst werden. Mit dem Ansatz Gl. (12.3) ergibt
sich die Eigenwertgleichung

-D,q? S¢P0q> 0 $4P0q°
Iy == —gzmppoa +gmy _chz e 0 0 v
0 keoq® -D,q* kaoq?
0 0 —h*myob + hmy —Daq* - ya
=M.,v. (12.4)

Das Gleichungssystem Gleichungen (12.4) enthilt vier Eigenwerte I'; 2 3 4(g). Die allgemei-
ne Darstellung der Eigenwerte I'| 5 3 4(¢) kann unter Zuhilfenahme einer Algebra-Software
wie zum Beispiel Maple oder Mathematika [291, 292] berechnet werden und wird aufgrund
des Umfangs hier nicht explizit dargestellt. Im Folgenden werden einzelne Eigenschaften

diskutiert, welche aus der allgemeinen Form abgeleitet werden konnen.

Wie bereits in den vorherigen Kapiteln beschrieben, wird der homogene Grundzustand
instabil, wenn der grofite reelle Anteil Re(I',,,,) = max (Re(I'), Re(I2), Re(I'3), Re(I'y))
der Eigenwerte positiv wird. Hierbei ist es moglich, dass der Ubergang stationir (I" € R)
oder oszillatorisch (I' € C) ist. Fiir das vorliegende System zeigt sich, dass die Eigenwerte

fiir g = 0 allgemein die Werte

I'1234(0) = {0,0, —yc, —ya}
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annehmen. Da die Zerfallsraten der Chemikalien als positiv angenommen werden, erhalt
man folglich zwei Eigenwerte I'j »(g), welche aus dem Ursprung bei ¢ — 0 entspringen

und zwei geddmpfte Eigenwerte '3 4(g) mit I'34(0) < 0.

Weil die Eigenwertgleichung nur Beitrige o ¢ enthilt, entsprechen die beiden Eigenwerte
I'1 2(q) ohne konstantem Anteil in der Umgebung der Instabilitdt des homogenen Grund-
zustands der allgemeinen Form Gl. (7.6) einer Dispersionsrelation fiir erhaltene Systeme

mit
Re(I')(q) = 4°Ga, +4*Ga; +O(°) miti € {12},

wobei G4; < 0 die lineare Dampfung ist und max(G,;) = 0 angibt, ob der homogene

Zustand stabil ist (max(G»,;) < 0) oder instabil gegeniiber einer inhomogenen Storung wird

(max(Go,;) > 0).
102 Z/

10" ~—"1
T 5 <
S
107" - /'_\\‘/
Hl H2
1072 A

1 1
1072 107Y 10° 10t 102

Abb. 12.1.: Phasendiagramm des chemotaktischen Systems Gleichungen (12.1) gekoppelter
Bakterienstimme mit Quorum sensing. Die gewihlten Parameter sind D, = Dy = 1,D, =
Dg=2m,=my =1, ye =yqs=1lLa=>b=1,s4=-Tkc=5ky=10,5. =9.887=¢ =
0.025.

Je nach Kopplung kénnen verschiedene Ubergangsszenarien auftreten. In Abb. 12.1 ist ein
exemplarisches Phasendiagramm gezeigt. Man sieht, dass das System neben stationidren
auch oszillatorische Phaseniiberginge beinhaltet, dhnlich wie auch Systeme ohne Quorum
sensing [201]. Die typische Form dieser Dispersionsrelation fiir einen ausgewihlten Para-
metersatz ist in Abb. 12.2 gezeigt. Hierbei wurde ein Parametersatz gewihlt, bei dem die

Kopplung s k. < O hinreichend antisymmetrisch ist und die Eigenwerte endliche Ima-
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gindranteile annehmen. Man erhilt zwei komplex-konjugierte Eigenwerte, welche durch
den Ursprung bei Re(I'j2) = O fiir ¢ — O verlaufen. Fiir den unterkritischen Fall £ < 0
(Abb. 12.2, graue, gestrichelte Linien) sind die Eigenwerte Re(I'j,) fiir alle g negativ.
Wihlt man € > 0 (Abb. 12.2, schwarze, durchgezogene Linien), so ergibt sich ein positives
Band an uiberkritischen Moden. Zudem erkennt man die gedampften Eigenwerte I3 4 mit

I'34(q =0) = -1 (day. =vy4 = 1), welche entartet sind.

4-107* ~ (b)
0 -
= R e I = e
E —1.0 -
~1.1 . T
0.0 0.1 0.2 0.0 0.1

q q

Abb. 12.2.: Exemplarische lineare Dispersionsrelation des Modells GI. (12.1) mit py =
012,40 =0.14,D, =Dy =1,D. =Dy =2, m, =my =1,y =ys=1a=>b =1,
sq =—1, ke = 5,kg = 10 fiir den unterkritischen (graue gestrichelte Linien mit € = —0.001)
und den iiberkritischen (schwarze, durchgezogene Linie &€ = 0.1) Fall. Der Realteil Re(I")
enthilt jeweils ein Set aus zwei entarteten Moden das stark gedampft ist (Re(I') < —1) und
eines, das durch den Ursprung verlauft.

Ob der Typ des Ubergangs stationir oder oszillatorisch verliuft, ist abhingig von ver-
schiedenen Systemparametern. Generell findet man oszillatorische Ubergiinge, wenn die
Kreuzkopplung k,s. hinreichend negativ ist, wie bereits aus anderen Systemen bekannt
[197, 206, 207, 241]. Hierbei spielen auch die anderen Systemparameter wie bspw. die
Dichten pg und i eine Rolle. Fiir einen ausgewihlten Parametersatz ist das Phasendia-
gramm in Abb. 12.2 exemplarisch dargestellt. Fiir die Grenzfille py > ¢ und pg < ¥
erwartet man, dass die Kopplungseinfliisse verschwinden. Dies ist auch im Phasendiagramm
Abb. 12.2 erkennbar, wo fiir pg stark verschieden von y die Ubergiinge stationir werden,

wie vom einkomponentigen Fall erwartet [195, 196].

Um den Abstand des Ubergangs der Instabilitit des homogenen Zustands anzugeben, wird
als Kontrollparameter die Selbstkopplung s. = s. (1 + &) von p an die Transmitterdichte ¢

gewihlt. Der kritische Parameter s. . wird so bestimmt, dass max(Re(I';),Re(I'2) = 0 fiir
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung durch Botenstoffe

£ = 0 und man

—kabokg + Dy +D,

POKc

Sc,c

mit

mpg2 md,h2

Ke = ’ Kqg =
Ye Yd

erhalt.

12.4. Verkniipfung des chemotaktischen Modells zu den
verschiedenen Reduktionsebenen

Die lineare Auswertung aus dem vorherigen Abschnitt 12.3 zeigt, dass zwei Eigenwerte stark
gedampft sind. Dies ldsst vermuten, dass die Dynamik der Botenstoffe der Speziesdynamik
adiabatisch folgt und damit ¢ und d durch eine systematische Entwicklung eliminiert werden
konnen (siche z. B. [195, 196]). Unter der Annahme eines superkritischen Ubergangs

p.,c,d ~ /e werden die Chemikalien nach dem Kleinheitsparameter £ gemif

1 3 4
c=cop+&E2c +8C2+82C3+O(82),

1 3 4
d=dy+eidy+edy+&ds +0(gz),

entwickelt. Die Ordnung ist dabei so gewihlt, dass die Uberlegungen von Abschnitt 10.5
fiir die Dichten p und ¢ nach der adiabatischen Elimination erfiillt sind. Dies liefert die

Entwicklungshierarchie fiir die Chemikalien wie folgt

_ -1
CO - mppOgYC )
_ 2. -1
Cl - mpplg 7c B
2.3 -1
Cr=—mppg ay,. ,

c3 = (p%azycgz + Dca)%Pl) mpgzyc_2
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12.4. Verkniipfung des chemotaktischen Modells zu den verschiedenen Reduktionsebenen

do = myyohyy'
di = myyi1h*yy'
dy = —myi by ',

dy = (U3b2yah® + Dot ) my hy3?
Eine sukzessive Ersetzung der jeweils niedrigeren Ordnungen von ¢; und d; fiir die hoheren

Ordnungen und anschlieendes Resubstituieren der £ Entwicklung liefert die adiabatischen

Gleichungen der Chemikalien bis O (s%) gemil

Ca3 = Ke (p —gp*+a’g’p’ + Dcafp) + 0(8%) ,
da3 = kg (z// — hy? + bR + Ddafd/) +0(s?).
Nach Einfiihrung der Abkiirzungen G = ag, H = hb ergeben sich die gekoppelten, erhalte-
nen Transportgleichungen auf Ebene der GTOPS gemif
op :DpVZp — ScKepo A [p —-Gp*+G*pP+ DcAp] — SckcV [pV (p - sz)]
— Sakapol [ — HY? + H*3 + DAy | — sakaV [pV ((// - H;zﬂ)] . (12.9a)
O =Dy V2 — kakaoA [ — HY? + H2® + D gA2p | - kakyV [wv (w - sz)]
— kekeWoA [p = G p? + G2p? + Dep| - kek ¥ [w (p - sz)] . (12.9b)

Die Vorfaktoren der verschiedenen Terme in Gleichungen (12.9) lassen sich noch wie folgt

zusammenfassen:

@) = Sckepo — Dy, B1 = kakapo — Dy ,

@z = sckepoDe/ye s B2 = kakayoDa/ya

@3 = ScKe (% - Poag) s Bs=kakqg (% - Llfobh)

@y = sekeag (3= poag) . = kakabh (3= yobh) |

K1 = sqkapo Ly = kekebo, (12.10)
K> = sakapoDa/va, Ly = kekepoDefve s

K3 = —s4kqpobh, L3 = —kckepoag ,

Ky = —sqkqpob*h?, Ly = —kckeoag?,

K5 = sgkqbh, Ls =k.kcag,

K¢ = sgkq, Le¢ = kK. .
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung durch Botenstoffe

Somit erhélt man durch Gleichungen (12.10) die Zuordnung der Parameter des chemotak-
tischen Modells aus Gleichungen (12.1) zu den Parametern der adiabatischen Gleichun-

gen (12.9) in der Form

ap = =V2 [a1p + a2V2p + azp® — asp’|

~ V2 [K1y + KoV + Kay? — Kay? |

~V [pV(Key — Ksy?)] , (12.11a)
O = =V [Bry + BaV2u + B3y — Bayr’|

= V?[Lip + LaV2p + L3p* — Lap’ |

~V [¥V(Lep — Lsp?)] . (12.11b)

Fiir die Verkniipfung von Gleichungen (12.11) zur Ordnungsparametergleichung GI. (10.23)
benotigt man noch die Zuordnung des Kontrollparameters & zu den Systemparametern.
Durch die Wahl des Kontrollparameters in Abschnitt 12.3 und der der Definition von £ in
Gleichungen (12.10) ergibt sich somit

—kaokq + Dy + D, B -B1+ D,

POKc POKc

Scc =

In Gl. (12.10) sieht man, dass alle Parameter a; von s. und somit abhingig vom Kontrollpa-
rameter € sind. Fiir @; miti > 1 sind die Beitridge € # 0 zum Gesamtsystem von der Ordnung
0(0)(&%?) oder hoher und kénnen somit aufgrund der Uberlegungen in Abschnitt 10.5 ver-
nachlassigt werden. Die einzige verbleibende, nicht verschwindende Abhéngigkeit ist in o

enthalten. Fiir a; gilt die Beziehung
) = —ﬁl + 8(—ﬁ1 + Dp) + 0(84/2) ,
= a1p=-p1, aip=-PB1+D,.

Die Parameter B;, L; und K; sind unabhingig von s, und somit auch unabhingig vom
Kontrollparameter &, d.h. 819 = B1, f12 =0.

Mit diesen Uberlegungen kann man die Ubersetzung der Systemparameter in Gleichun-
gen (12.1) iiber die Vorfaktoren «;, B;, K;, L; von Gleichungen (9.4) auf die OPG GI. (10.23)

A ==-A(B1A+EA +5A - §4A3) — V [£5AV (A7) + €A™V (A)]

+V [§7A2V (A%) + &A%V (AZ)] +V [ggAv (A*Z) +£10A*2V (A)

libertragen, wobei die Vorfaktoren &; der Ordnungsparametergleichung mithilfe der Defini-
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12.4. Verkniipfung des chemotaktischen Modells zu den verschiedenen Reduktionsebenen

tion in Gleichungen (10.24) erfolgt und hier nicht explizit ausgeschrieben werden.

Diese Verkniipfung zeigt eine der Starken der verschiedenen Reduktionsebenen. Diese
erlauben es, den Einfluss der verschiedenen Systemparameter einfacher zu interpretieren.
Man erkennt zum Beispiel die Bedeutung der die Produktion der Botenstoffe begrenzenden
Faktoren a und b und man kann ableiten, warum diese zur Vermeidung von numerischen
Instabilitiaten beitragen. Wihlt man bspw. a = b = 0, so verschwinden die Beitrige von
a4, K3, K4, Ks, Ba, L3, L4, Ls. Somit verschwinden die kubisch begrenzenden, nichtlinearen
Terme in den Gleichungen auf Ebene der GTOPS GI. (12.11) und die Dynamik besitzt somit
keine Amplitudenbegrenzung. Dies ist auch auf Ebene der Ordnungsparametergleichung
(10.23) zu erkennen. Dort fallen durch Verschwinden der Begrenzungen a und b die Terme
oc €4789.10 weg (siehe Gleichungen (10.24) in Verbindung mit Gl. (12.10)) und somit ist

das System nicht mehr durch kubische Nichtlinearititen begrenzt.

Bei der Zuordnung der Systemparameter Gl. (12.10) wird ersichtlich, warum eine nicht-
lineare Kopplung zwischen den Felder auf Ebene der GTOPS wichtig ist. Ohne deren
Beriicksichtigung wiirde man Beitrdage der Terme « K3,K4,Ks5,K¢,L3,L4,L5,Le nicht ab-
decken und eventuell wichtige Systemdynamiken wiren nicht richtig abgebildet. Selbst im
Fall a = b = 0 wiren nichtlineare Kopplungen der Terme o« Kg,L¢ vorhanden und tauchen
auf der GTOPS Ebene auf.

Durch die Verkniipfung der verschiedenen Ebenen der Reduktion konnen numerische Ergeb-
nisse des vollen Systems (Gleichungen (12.1)) mit denen der GTOPS Gleichungen (9.4) und
der Ordnungsparametergleichung (Gleichungen (10.23)) fiir II, Phaseniiberginge vergli-
chen werden. Hierfiir werden die Parameter aus dem Ausgangssystem (Gleichungen (12.1))
iiber die Beziehungen aus Gleichungen (12.10) in die Parameter «;,5;,K;,L; umgerechnet.
Diese konnen anschlieend in Gleichungen (10.24) eingesetzt werden, um die Werte der &;

Faktoren zu erhalten.

Als Parametersatz werden die Faktoren dquivalent zu Abb. 12.2 mit einer Systemlédnge von
L = 180 gewihlt und anschlieBend die Verinderung bei Variation von & getestet. Da die
Ordnungsparametergleichung eine Entwicklung um den Kleinheitsparameter & darstellt,
kann somit der Giiltigkeitsbereich der Ordnungsparametergleichung getestet werden. Zur
Einordnung in das Phasendiagramm ist in Abb. 12.1 der Parametersatz mit & = 0.025
durch ein Kreuz (schwarzes x-Symbol) gekennzeichnet. Die gewihlten Parameter liegen im
oszillatorischen Bereich, knapp oberhalb der Grenze, die den Ubergang vom homogenen
stabilen Zustand (weiBer Hintergrund) zur homogenen Instabilitdt (grauer Hintergrund)

anzeigt.

In Abb. 12.3 sind die Profile von p (gestrichelte Linie) und ¢ (gepunktete Linie) gezeigt.
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung durch Botenstoffe

m Erweitertes KS-Modell Gleichungen (12.1)
m Adiabatisch/GTOPS Gleichungen (12.11)
Ordnungsparametergleichung Gleichungen (10.23)
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Abb. 12.3.: Vergleich der Feld-Amplituden p (gestrichelte Linien) und ¢ (gepunktete Lini-
en) nach dem Einschwingvorgang zwischen dem erweiterten KS-Modell Gleichungen (12.1)
(schwarz), dem adiabatisch reduzierten Gleichungssystem Gleichungen (12.11) (grau) und
der Ordnungsparametergleichung (OPE, hellgrau) fiir (a) € = 0.03, (b) € = 0.06 und (c)
& = 0.09. Man erkennt eine gute Ubereinstimmung aller Simulationsmethoden.
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Abb. 12.4.: Vergleich der Bifurkationsbilder der Inhomogenitit des Felder p fiir das er-
weiterte KS-Modell Gleichungen (12.1) (schwarz,y-Symbol), das adiabatisch reduzierte
Gleichungssystem Gleichungen (12.11) (grau,x-Symbol) und die Ordnungsparameterglei-
chung (OPE, hellgrau,+-Symbol) als Funktion des Kontrollparameters &’ fiir die Mode
[ = 1. In (a) ist die Plateaudifferenz dargestellt, welche superkritisch oc Ve’ skaliert. Die
gepunkteten Linien zeigen an die Simulation gefittete Kurven oc Ve’. In (b) sind die globalen
Extrema max(p) > 0 bzw. min(p) < 0 gezeigt, welche linear zu V&’ verlaufen. Aufgrund
der Beitrdage von quadratischen Termen verhalten sich die Extrema nicht symmetrisch zur
Ursprungsgeraden. In allen Fillen erkennt man eine sehr gute Ubereinstimmung der ver-
schiedenen Modelle.

Die Daten wurden dabei mit den verschiedenen Modellen erzeugt, wobei die Ergebnisse
des vollen Modells (Gleichungen (12.1)) in schwarz, des adiabatische Modell auf Level
der GTOPS aus Gleichungen (12.11) in grau und die der Ordnungsparametergleichung
Gl. (10.23) in hellgrau dargestellt sind. Fiir die Anfangsbedingung wurde eine Simulation
mit Rauschen als Startbedingung bei € = 0.01 gestartet. Die Ergebnisse der gesattigten
Simulation wurden dann als Startbedingung fiir die darrauffolgende Simulation verwendet,
bei welcher € jeweils um 0.01 erhoht wurde, womit der Einschwingvorgang beschleunigt
werden kann. In Abb. 12.3 (a) ist € = 0.03 gezeigt. Es stellt sich, dhnlich wie bereits im
MiMo in Abschnitt 9.3, eine laufende Struktur mit maximal vergroberter Grundstruktur der
Mode [, = 1 ein. Die Profile von p und ¢ sind dabei phasenverschoben und folgen ein-

ander, wobei der Parameter mit Kreuzkopplung positiv (k. > 0) derjenigen mit negativer
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung durch Botenstoffe

Kreuzkopplung (s; < 0) hinterher eilt. Dieses Szenario entspricht einem Rauber-Beute
Szenario und stimmt mit bekannten Szenarien iiberein [200-202, 206, 207, 241]. Einer
der Kernpunkte in Abb. 12.3 (a) ist der Vergleich der Methoden der verschiedenen Darstel-
lungslevel: Die Ergebnisse des vollen Modells, der adiabatisch eliminierten Ebene und der
Ordnungsparametergleichung zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung. Mit zunehmendem
Abstand zum Einsatzpunkt der Instabilitdt des homogenen Grundzustandes erkennt man
einen zunehmenden Unterschied zwischen Ordnungsparametergleichung und dem vollen
bzw. adiabatischen Modell (siche Abb.12.3(b) mit &€ = 0.06 und (c) mit € = 0.09),
da die Ordnungsparametergleichung per Konstruktion einen Giiltigkeitsbereich fiir kleine
Kontrollparameter aufweist. Die allgemeine, strukturelle Ubereinstimmung bleibt dennoch

erhalten.

In Abb. 12.4 sind die Ergebnisse der Simulationen fiir den gesamten Bereiche = 0.01, . ..,0.1
mit A & = 0.01 dargestellt. Fiir ein System endlicher Liange L ist der Einsatz der Strukturbil-
dung effektiv um den Wert &g = ¢| o(q,)=0 Verschoben, mit der Wellenldnge ¢, der domi-
nierenden Mode mit Modenzahl [, = g pZL—ﬂ. Der bereinigte Kontrollparameter &’ = € — &g
gibt somit den berichtigten Abstand fiir Muster endlicher Wellenlingen zum Ubergang der
Instabilitdt an und wurde in Abb. 12.4 fiir die Abszisse gewihlt. In Abb. 12.4 (a) ist die
Plateau-Differenz max(p) — min(p) gezeigt. Die verschiedenen Marker entsprechen dabei
dem Ausgangsmodell mit den Gleichungen (12.1) (schwarze Y-Symbole), dem adiabati-
schen Modell (Gleichungen (12.11)) (graue X-Symbole) sowie den Ergebnissen der Ord-
nungsparametergleichung GI. (10.23) (hellgraue +-Symbole). Die Plateaudifferenz zeigt
einen superkritischen Verlauf o« V&’ und bestitigt daher die getroffenen Annahmen in Ab-
schnitt 12.4. Zudem zeigt sie die erfolgreiche Anwendung des in Abschnitt 10 dargestellten
Reduktionsschemas fiir ein explizites System. Auch in der Darstellung der Bifurkation er-
kennt man, dass die Ordnungsparametergleichung eine bessere Ubereinstimmung zu den

anderen Modellen fiir kleine ¢ liefert.

In Abb. 12.4 (b) sind explizit die Extrema max(p) > 0 bzw. min(p) < 0 als Funktion von
Ve’ dargestellt. Die lineare Abhingigkeit von Ve’ zeigt erneut die Eigenschaft des super-
kritischen Ubergangs. In dieser Darstellung fillt auf, dass die Minima und Maxima von p
nicht +-symmetrisch zur Ursprungsgeraden verlaufen (siehe hierfiir auch die eingezeichne-
te Hilfslinie bei max(p), min(p) = +4). Diese Asymmetrie wird durch die quadratischen
Terme hervorgerufen, welche die +-Symmetrie des Systems brechen. Diese Eigenschaft
ist fiir alle Modelle zu beobachten, wobei sie bei der Ordnungsparametergleichung etwas

schwicher ausgeprigt ist.
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12.5. Fazit

In diesem Abschnitt wurden zwei chemotaktisch interagierende Spezies an Bakterien un-
tersucht. Dieses System wird mit den erhaltenen Dichten der Teilchen p und ¢, sowie den
entsprechenden Chemikalien ¢ und d modelliert. Somit besteht es aus vier Gleichungen,
von denen zwei erhalten und zwei nicht erhalten sind. Im Vergleich zu anderen Modellen
wie in [206, 207, 241] wird hier der Effekt der Sattigung in der Produktion der Chemikalien
der beiden Spezies beriicksichtigt, welche die Kontinuums-Simulationen stabilisiert und
blow-ups verhindern kann. Dieser Effekt kann zum Beispiel durch sogenannte Quorum
sensing Effekte bedingt auftreten, bei denen Bakterien auf konzentrationsabhingige Wech-
selwirkungen mit anderen Bakterien reagieren und haufig in der Natur vorkommt [289,
290].

Eine lineare Stabilititsanalyse dieses Systems erlaubt es zum einen, das Phasendiagramm
der gekoppelten Gleichungen fiir den Fall nicht reziproker Wechselwirkung aufzustellen.
Darin erkennt man Gebiete der stationdren, als auch oszillatorischen Phasenseparation, wel-
che bekannt sind fiir gekoppelte, erhaltene Felder verschiedener Systeme [198, 201]. Fiir
den Grenzfall p < ¥ bzw. ¥ < p erhilt man den aus entkoppelten Systemen bekannten
Fall der stationidren Phasenseparationsdynamik. Die Dispersion zeigt zudem, dass fiir dieses
System zwei Eigenwerte vorliegen, die stark geddmpft sind. Dies motiviert eine adiabatische
Néherung der dynamischen Gleichungen der Chemikalien analog zu [195, 196]. Dadurch
kann das System auf zwei gekoppelte, erhaltene Transportgleichungen auf der Ebene der
GTOPS reduziert werden. Durch das Reduktionsschema, welches in Abschnitt 10 beschrie-
ben wird, konnen die adiabatisch eliminierten Gleichungen letztendlich mit der allgemeinen

OPG fiir Typ II{, Systeme verkniipft werden.

Anhand der adiabatisch eleminierten Gleichungshierarchie wurde die Bedeutung der nicht-
linearen Kopplung auf Ebene der GTOPS deutlich. Fiir dieses angewandte System erhélt
man unter anderem Beitriage der Terme K3,K4,Ks,K¢,L3,L4,L5,Lg, welche alle durch nicht-
lineare Kopplung entstehen. Somit wiirde das hier diskutierte System durch linear gekoppel-
te CH Gleichungen wie in [200—202] nicht vollstindig beschrieben. Auch der Einfluss der
Quorum sensing Terme a und b wurde ersichtlich. Diese erzeugen nichtlineare Dampfungen
auf Ebene der Transportgleichung. Fiir Systeme ohne diese Terme mit a = b = 0 fallen
einige dieser Beitrage weg, was zu einer Destabilisierung der Dynamik und somit auch in

der numerischen Beschreibung zur Folge haben kann.

Diese systematische Verkniipfung der verschiedenen Reduktionsebenen erlaubt einen Ver-
gleich des vollen Ausgangssystems der vier chemotaktisch gekoppelten Gleichungen, als

auch der zugehorigen erhaltenen Transportgleichungen und letztendlich der OPG. Fiir diesen
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12. Aktive Teilchen mit Kopplung durch Botenstoffe

Vergleich wird das oszillatorische Gebiet im zuvor bestimmten Phasendiagramm gewahlt.
Fiir diesen Bereich fanden sich anharmonische, laufende Wellen als Losungen fiir den Fall
einer nicht reziproken Kopplung. Hierbei eilt die Dichte p, mit negativer Kreuzkopplung an
¥ vorraus, wihrend die Dichte ¥ mit positiver Kopplung an p der anderen Dichte hinterher
eilt, was sich mit den Erkenntnissen aus anderen Arbeiten deckt [200, 201, 206]. Die Er-
gebnisse aller getesteten Reduktionsebenen zeigten dabei eine sehr gute Ubereinstimmung.
Auch bei der Betrachtung des Bifurkationsverhaltens erkennt man, dass die Amplituden
der Losungen superkritisch aus dem homogenen Grundzustand abzweigen und somit die in
den vorherigen Kapiteln getiatigten Annahmen in diesem Fall korrekt sind. Auch in diesem
Vergleich wurde eine sehr gute Ubereinstimmung aller Ebenen gefunden. Dies zeigt die
Bedeutung der entwickelten Techniken, welche eine Reduktion der dargestellten Systeme
auf das generische Verhalten am kritischen Punkt durch eine universelle Ordnungspara-
metergleichung ermdglicht und die Verkniipfung der verschiedenen Ebenen erlaubt. Somit
kann die vorher bestimmte OPG verwendet werden, um das generische Verhalten des vor-
liegenden Systems gekoppelter, erhaltener Teilchen zu untersuchen und im Kontext der
generischen Beschreibung zu kategorisieren.
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A. Simulation der Mikroschwimmer

Bei der Verwendung von Simulationsmethoden wie der LBM zur Beschreibung von Syste-
men sehr kleiner Reynoldszahlen kommt es haufig zu dem Problem, dass es nicht moglich
ist, diese exakt nachzubilden, da dies Simulationen mit einer nicht realisierbaren An-
zahl an Zeitschritten bedeuten wiirde [124]. Wie in [124] allerdings erklart wird, ist dies
haufig nicht notig, denn im Stokes-Limes sind die Stromungsprofile unterhalb einer Gren-
ze quasi-statisch und andere Fehlerquellen wie Diskretisierung haben mehr Einfluss als
die Reynoldszahl-Anderung unter diesem Grenzwert. Somit geniigt es eine Simulation mit
einer geniligend kleinen Reynoldszahl durchzufiihren, bei der das Stromungsprofil einen

hinreichend kleinen Fehler aufweist, welche systemspezifisch ist.

Um diese Grenze der Reynoldszahl zu bestimmen, wird in [124] eine hochaufgeloste
Vergleichssimulation eines Beispielproblems bei sehr kleinen Reynoldszahlen Re. durch-
gefiihrt. Anschlieend werden Testsimulationen bei hoheren Reynoldszahlen mit der hoch-
aufgelosten Simulation verglichen und getestet, wie grof3 der relative Fehler der jeweiligen
Simulation ist. Somit kann bestimmt werden, welche Renyoldszahl hinreichend klein ist, um
einen annehmbar kleinen Fehler im Stromungsprofil bei moglichst geringer Simulationszeit

zu erzielen.

(a) (b)
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\
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Abb. A.l.: Stromungsprofil der Vergleichsimulation in der xy-Ebene mit Re =
4.2-107%. Die Stromungsamplituden sind normiert auf die jeweilige maximale
Stromungsgeschwindigkeit U,,. In Bild (a) ist das Stromungsprofil u(r) im ruhenden Sys-
tem gezeigt, wihrend (b) die relative Stromungsgeschwindigkeit u.(r) = u(r) — Vpé, im
mitbewegten System des Schwimmers mit Schwimmgeschwindigkeit Vj zeigt. Die jeweili-
gen Stromamplituden sind normiert mit der maximalen Stromungsamplitude U,,.
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(@) Fy =2.5-1073, Re=4.2-10"3 (b)Fy=25-10"2, Re=4.2-1072
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Abb. A.2.: Relativer Fehler aus Gl. (A.1) zwischen dem Stromungsprofils der Vergleichs-
simulation (sieche Abb. A.1) und der jeweiligen Reynoldszahl (bzw. Dipolkraft F;). Man
erkennt, dass fiir F; = 0.25 (bzw. Re = 0.4) der relative Fehler au3erhalb des Schwimmers
maximal acht Prozent betrdgt und in kleiner Entfernung zum Schwimmer bereits auf weni-
ger als vier Prozent abfillt. Fiir hohere Dipolkrifte steigt der Fehler stark an und man erhalt
Fehler grofler als zehn Prozent bei F; = 2.5.

Diese in [124] vorgestellte Technik wird auch in der vorliegenden Arbeit verwendet. Hierfiir
wird eine Vergleichssimulation mit periodischen Réandern der Linge L, = 2L, , = 63—4a und
einer Reynoldszahl vonRe, ~ 4.2 - 1074 durchgefiihrt, in welchem ein einzelner Schwimmer
in x-Richtung schwimmt. Das entstehende Stromungsprofil, reskaliert mit der maximalen
Stromungsamplitude U,,, ist in Abb. A.1 gezeigt wobei links das Stromungsprofil u(r)
im ruhenden System und rechts das Stromungsprofil u.(r) = u(r) — V&, im mitbewegten
System des Schwimmers mit Geschwindigkeit V) dargestellt ist. AnschlieBend werden durch

Variation der Dipolstirke F; Simulationen mit verschiedenen Reynoldszahlen berechnet und
jeweils der Betrag |.| der relativen Fehler

(u(r)) ~ (u(r))
Um Re Um
bestimmt. Das Ergebnis ist in Abb. A.2 zu sehen. Fiir Re = 0.39 (bzw. F; = 0.25) ist der

relative Fehler des Stromungsprofils auerhalb des Schwimmers maximal acht Prozent und

Err(Re) = (A.1)

Re.

in kleinem Abstand zum Schwimmer bereits auf weniger als vier Prozent abgefallen (siche
Abb. A.2(c)). Dies stimmt auch mit den Erkenntnissen aus [124] {iberein, worin beschrieben

wird, dass fiir Re = 0.8 Fehler im Bereich von fiinf Prozent gefunden wurde. Die sich daraus

210



einstellende Schwimmergeschwindigkeit, welche fiir die Simulationen verwendet wird, ist
Vo = 5.4-1073. Fiir hohere Werte von Re steigt der relative Fehler stark an und das
Stromungsprofil wird folglich nicht gut wiedergegeben (siehe Abb. A.2(d)). Bei der Wahl
der Zeitkonstante At = 1 wird somit die Bewegung iiber die Linge eines Schwimmers
L=a+b+f=4amit2.2-103 Schritten aufgeldst und liefert somit eine hinreichend gute

Genauigkeit fiir die gewdhlte Konstante.

Zusitzlich kann noch die Stokes-Zahl St als dimensionslose Gro3e betrachtet werden, die
aus dem Verhiiltnis der Relaxationszeit der Tragheit 7, und der typischen Zeitkonstante 7
einer Kollision beschrieben wird und angibt, ob ein Teilchen den Stromlinien eines Flusses
folgt (St< 1) oder Trigheit dominiert (St> 1). Fiir das vorliegende System liefert ein Fit der
Einschwingzeit des Schwimmers einen Wert von 7, = 16.9 ~ 17. Die Kollisionskonstante 7 ¢
wird als Zeit eines Streuvorgangs genommen und berechnet als L ¢ /Vj, wobei L s die Grofe
des Hindernisses ist. Hierbei kann man verschiedene Abschitzungen treffen und entweder
die volle Teilchengrofe L = a+b+f = 4 a, die Zylindergrofle der Hindernisse D = 40 a oder
die Systemgrofle L = 46 a als Einheitszelle eines Streuvorgangs heranziehen (siehe hierfiir
Abschnitt 5.2). Mit diesen Werten erhilt man eine Stokes-Zahlvon St = 7.7 - 1073-6.7 - 10~

und befindet sich somit im Limes kleiner Stokeszahlen.

Der Wert F; = 0.25 fiir die Dipolkraft liefert somit hinreichend gute Ergebnisse bei einer
moglichst kurzen Simulationszeit und wird deshalb fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit

verwendet.
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