UNIVERSITAT
BAYREUTH

Neue Formen der Adaptivitiat bei der Kreuzapproximation
nicht-lokaler Operatoren

Von der Universitat Bayreuth
zur Frlangung des Grades eines
Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)
genehmigte Abhandlung

von
Maximilian Bauer

aus Weiden

1. Gutachter: Prof. Dr. Mario Bebendorf
2. Gutachter: Prof. Dr. Steffen Borm

Tag der Einreichung: 05. Juli 2022
Tag des Kolloquiums: 22. November 2022







Zusammenfassung

Nicht-lokale Operatoren stellen den vorrangigen Anwendungsbereich der in dieser Arbeit vorgestell-
ten Methoden und Strategien dar. Da die Diskretisierung derartiger Operatoren und deren Lisung
in linearen Gleichungssystemen sehr speicher- und zeitintensiv ist, werden an dieser Stelle Techniken
benétigt, um die Anforderungen an den Speicher und die Rechenzeit zu verringern. In Verbindung
mit hierarchischen Matrizen existiert mit der adaptiven Kreuzapproximation (ACA) bereits eine Me-
thode, diskretisierte Operatoren effizient zu behandeln. Jedoch generiert ACA eine im weitesten
Sinne universelle Approximation, wodurch hierbei noch redundante oder auch unnétige Informa-
tionen entstehen, gespeichert und anschlieftend verarbeitet werden. In einigen Anwendungen kann
dies durchaus vorteilhaft sein, vor allem, wenn der diskrete Operator in vielen verschiedenen Glei-
chungssystemen Verwendung findet. Im Gegenzug ist bei einmaliger Anwendung des diskretisierten
Operators eine Approximation, welche auf das Problem zugeschnitten ist, effizienter als eine uni-
verselle Approximation.

In theoretischer Sicht erfordert ACA eine bestimmte Punktauswahl, damit im zugrunde liegen-
den Interpolationsproblem die eindeutige Losbarkeit garantiert werden kann. Bei den meisten Pro-
blemstellungen liefert diese gut analysierte Punktauswahl verniinftige Ergebnisse. Jedoch existieren
auch Beispiele, wie die Anwendung der ACA bei nicht glatten Gebieten, in denen ACA mit dieser
Punktauswahl nicht konvergiert.

Die vorliegende Arbeit setzt an den beiden oben beschriebenen Problemen an. Zuerst wird unter
Benutzung der Interpolation mittels multivariater bzw. radialer Basisfunktionen die Punktauswahl
bei ACA verbessert. Der Vorteil bei diesem Funktionensystem ist, dass radiale Basisfunktionen po-
sitiv definit sind und dadurch die eindeutige Losbarkeit des Interpolationsproblems gewéhrleistet ist.
Die Approximation der Funktion, auf welcher ACA angewendet wird, kann hierbei mittels der Fouri-
ertransformation sichergestellt werden. Somit kénnen die Punkte bei ACA anhand der sogenannten
Fiilldichte gewihlt werden, welche eine bessere Abdeckung der Geometrie ermdglicht.

Des Weiteren wird ACA mit zusétzlichen adaptiven Elementen ausgestattet, um eine spezialisierte
Approximation zu erreichen. Hierfiir werden Fehlerschitzer und Verfeinerungsstrategien, wie das
,Dorfler Marking”, eingefithrt, welche die Auswahl derjenigen Blécke gewihrleistet, deren Approxi-
mationen den groktmoglichen Genauigkeitsgewinn liefern. Im letzten Schritt wird schliefslich die Ap-
proximation der Blécke an das iterative Losungsverfahren gekoppelt, um so ein hybrides Losungsver-
fahren zu erhalten, welches weniger Rechenzeit und Speicheranforderungen bendtigt.

Getestet werden die entwickelten Verfahren an verschiedenen numerischen Problemen, wie Rand-
wertproblemen bzgl. der Laplace- oder Lamé-Gleichung, welche mittels der Randelementemethode
behandelt werden. Zudem wird die Konvergenz der ACA bei nicht-glatten Geometrien unter Verwen-
dung der Fiilldichte anhand numerischer Beispiel gezeigt.







Abstract

Non-local operators represent the primary application of the methods and strategies presented in this
thesis. Since the discretization of such operators and their solution in linear systems of equations is
very memory and time intensive, techniques are needed at this point to reduce the memory and com-
putation time requirements. In conjunction with hierarchical matrices, adaptive cross approximation
(ACA) already exists as a method to handle discretized operators efficiently. However, ACA gener-
ates a universal approximation in the broadest sense, whereby redundant or unnecessary information
is created, stored and subsequently processed. In some applications this can be quite advantageous,
especially if the discrete operator is used in many different equation systems. In turn, when the
discretized operator is used once, an approximation which is tailored to the problem is more efficient
than a universal approximation.

From a theoretical point of view, ACA requires a certain point selection in order to guarantee
unique solvability in the underlying interpolation problem. In most problems, this well-analyzed point
selection yields reasonable results. However, examples also exist in which ACA does not converge
with this point selection, for instance when dealing with non-smooth geometries.

The present work addresses the two problems described above. First, the point selection for ACA
is improved using interpolation by means of multivariate or radial basis functions. The advantage of
this function system is that radial basis functions are positive definite and thus the unique solvability
of the interpolation problem is guaranteed. The approximation of the function to which ACA is
applied can be ensured by means of the Fourier transform. Thus, the points in the ACA method can
be selected on the basis of the so-called fill distance, which enables a better coverage of the geometry.

Furthermore, ACA is equipped with additional adaptive elements in order to achieve a specialised
approximation. For this purpose, error estimators and refinement strategies, such as ,Ddérfler mark-
ing*, are introduced, which ensure the selection of those blocks whose approximations provide the
greatest possible gain in accuracy. Finally, in the last step, the approximation of the blocks is coupled
to the iterative solution process in order to obtain a hybrid solution procedure, which requires less
computing time and memory.

The developed methods are tested on various numerical problems, such as boundary value problems
concerning the Laplace or Lamé equation, which are treated by means of the boundary element
method. In addition, the convergence of ACA for non-smooth geometries using the fill distance is
shown by numerical examples.
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Einleitung

1. Einleitung

Die Bedeutung von nicht-lokalen Operatoren spiegelt sich in diversen Anwendungsmdoglichkeiten
wider. So treten sie in Problemstellungen aus den Ingenieurswissenschaften oder den Naturwis-
senschaften auf. Klassische Beispiele hierfiir sind Integraloperatoren mit singulérem Kern, welche bei
der Umformulierung von partiellen Differentialgleichungen, wie der Laplace-Gleichung, der Helmholtz-
Gleichung, den Elastizitatsgleichungen/Lamé-Gleichungen oder den Stokes’schen Glei-chungen, als
Integralgleichungen auftreten, siehe [65, 70]. Auch der fraktionelle Laplace-Operator, mit dem zum
Beispiel Finanz-Modelle bei anormalen Diffusionsprozessen beschrieben werden koénnen, kann als
nicht-lokaler Operator aufgefasst werden, siehe [2, 32, 33].

Anschaulich ldsst sich die Funktionsweise nicht-lokaler Operatoren anhand eines Gravitationsfelds
erkldren. Dieses erstreckt sich nicht nur lokal um den Massenschwerpunkt selbst sondern iiber das
gesamte betrachtete Gebiet. Mdchte man nun die Anziehungskréfte vieler Massekorper simulieren,
kann die Anzahl an zu berechnenden Wechselwirkungen je nach Anzahl an Kérpern sehr grofs sein.
Diese Gedanken lassen sich auf die numerische Behandlung von partiellen Differentialgleichungen
anwenden, welche zuvor als Integralgleichung umgeschrieben wurden. Hierbei hat die im Integralo-
perator enthaltene, meist singuldre Kernfunktion auch Auswirkungen auf das gesamte Rechengebiet.
Zwar muss nach Umformulierung der Differentialgleichung in ihre integrale Darstellung nur noch der
Rand des Gebiets betrachtet werden, jedoch miissen je nach Genauigkeit der Randdiskretisierung
viele Punktinteraktionen berechnet werden, was einen hohen Zeit- und Speicheraufwand zur Folge
hat.

Die eben grob beschriebene Technik wird Randintegralmethode gennant (eng. Boundary Element
Method, BEM), [65, 70]. Anders als beim Standardverfahren zur numerischen Behandlung von par-
tiellen Differentialgleichungen, der Finiten Elemente Methode (FEM), [29], bei der das gesamte Gebiet
diskretisiert werden muss, erfolgt bei BEM durch die ausschliekliche Betrachtung des Randes eine
Reduzierung der Dimension und der Grofle des resultierenden Gleichungssystems. Zu Beginn stellte
BEM aber keine wirkliche Alternative zu FEM dar. Der Grund war ein einfaches Abwigungsprinzip.
Dadurch, dass bei BEM ein nicht-lokaler Operator diskretisiert wird, folgt im Gleichungssystem eine
voll besetzte Systemmatrix. Somit war der Gebrauch von BEM nicht lohnenswert, da die Systemma-
trix bei FEM diinn besetzt ist.

Die Situation &dnderte sich mit der stetigen Entwicklung zu schnellen Randelementmethoden. Me-
thoden wie die schnelle Multipolentwicklung [41], Mosaikzerlegungsmethoden [73], hierarchische Ma-
trizen (H-Matrizen) [44, 45] oder H2-Matrizen [24, 47] reduzieren die Komplexitiit durch Approxima-
tion des diskretisierten Operators so weit, dass BEM eine Alternative zu FEM darstellt. Beispielhaft
kann hier die Beschleunigung der Berechnung der Lamé-Gleichungen durch H-Matrizen angefiihrt
werden, siehe [17]. Zudem konnte sogar gezeigt werden, dass die Inverse einer BEM Systemmatrix
mittels hierarchischer Matrizen approximiert werden kann, siche [36, 37].

Wihrend die schnelle Multipolmethode physikalisch motiviert und auf spezifische Probleme zuge-
schnitten war, konnten hierarchische Matrizen allgemeiner gehalten werden. Wie der Name bereits
vermuten ldsst, basieren H-Matrizen auf einer hierarchischen Zerlegung des diskreten Operators in
geeignete Blocke. Jeder dieser Blocke enthélt eine Niedrigrang-Approximation fiir den jeweiligen
originalen Blockeintrag, wobei die gesamte resultierende Matrix nur noch einen logarithmisch-linearen
Speicherbedarf aufweist. In Verbindung mit iterativen Losungsmethoden [64], wie der Methode der
konjugierten Gradienten, die viele Matrix-Vektor Multiplikationen erfordern, sind die eben erwihnten
Darstellungen zusétzlich vorteilhaft, da hierarchische Matrizen die Mdéglichkeit anbieten, schnelle
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Matrix-Vektor Multiplikationen mit logarithmisch-linearer Komplexitidt auszufithren [15, 46]. Im
Allgemeinen sind hierarchische Matrizen gut geeignet, um nicht-lokale Operatoren mit logarithmisch-
linearer Komplexitét zu behandeln, siehe [15, 22, 43].

Entscheidend fiir die Moglichkeit einer effizienten Behandlung nicht-lokaler Operatoren ist die
Approximation der zugrunde liegenden Kernfunktionen mit separablen Funktionen. Wéhrend ex-
plizite Kernapproximationen in den Anfingen der schnellen Methoden zur Behandlung von Inte-
graloperatoren, wie die Approximation des Coulomb Potentials mit sphéirischen Funktionen [61],
verwendet wurden, sind spater auch Entwicklungen mit Hilfe der Taylorreihe [59], oder Techniken
basierend auf der Interpolation mit Polynomen [24, 22| verwendet worden. In den letzten Jahren
ist in diesem Zusammenhang die adaptive Kreuzapproximation (engl. adaptive cross approxima-
tion, ACA) (siehe [11, 21]) populdr geworden. Die letztgenannte Methode verwendet nur wenige
der urspriinglichen Matrixeintrige von A fiir ihre datenarme Approximation durch hierarchische Ma-
trizen. Da man normalerweise an Appro-ximationen A von A interessiert ist, die zu einem hinreichend
genauen Ergebnis fiihren, wenn A oder seine Inverse auf beliebige Vektoren angewendet wird, ist es
iiblich, alle Blocke der Matrixpartition einheitlich mit einer vorgegebenen Genauigkeit zu approx-
imieren. Die Universalitit der Approximation des diskreten Operators A hat einen hohen Preis, denn
es werden Informationen erzeugt, die fiir die Liosung des linearen Systems redundant sind. Wenn
die zu betrachtende Grofe der Fehler der Losung x des linearen Systems Ax = b ist, ist die aus der
iiblichen ACA Methode erhaltene Approximation A maglicherweise nicht die ideale Anniherung an
A. In einer solchen Situation kénnen bestimmte Teile des diskreten Operators A wichtiger sein als
andere. Umgekehrt kénnen abhéngig von der rechten Seite b einige Blocke fiir den Fehler von z nicht
so wichtig sein.

In dieser Arbeit wird vorgeschlagen, die hierarchische Matrixapproximation auf eine blockadap-
tive Weise zu konstruieren, d.h. zusétzlich zur Adaptivitdt der ACA in jedem Block wird eine weitere
Ebene der Adaptivitéit zur Konstruktion der hierarchischen Matrix eingefiigt. Diese Variante der ACA
wird als BACA bezeichnet. Um eine H-Matrixapproximation zu finden, die besser fiir den Fehler der
Losung geeignet ist, werden aus der Adaptivitdt bekannte Techniken, wie die Markierungsstrategie
nach Dorfler [34], zusammen mit geeigneten Fehlerschétzern |7, 8, 38, 50| verwendet. Die Strategie
von Fehlerschitzern ist im Zusammenhang mit numerischen Methoden fiir partielle Differential- und
Integralgleichungen gut bekannt. Adaptive Verfahren konzentrieren sich hierbei in der Regel auf die
Gitterverfeinerung. Fiir die neue Methode BACA werden dhnliche Strategien genutzt, um sukzessive
die blockweisen Niedrigrang-Approximationen zu verbessern, wobei sich das zugrunde liegende Gitter
und die hierarchische Blockstruktur nicht dndern. Daher approximieren ACA und BACA den Opera-
tor auf demselben Gitter. Obwohl die Ideen dieses Ansatzes im Zusammenhang mit ACA vorgestellt
werden, kénnen sie auch auf andere Niedrigrang- Approximationsverfahren angewendet werden.

Im Gegensatz zur Konstruktion der Approximation A von A auf die iibliche Weise und der Lésung
eines einzigen linearen Systems Az = b, wird eine Folge von H-Matrizen Aj zu A erzeugt und jedes
lineare System Apxy = b fiir z geldst. Auf den ersten Blick scheint dies aufwéndiger zu sein, als wenn
Az = b nur einmal geldst wird. Allerdings kann die Konstruktion der niichsten Approximation Tht1
durch die N&herungslosung xj gesteuert werden und zp,1 kann effizient als eine Aktualisierung von
x berechnet werden. Auferdem kann die Genauigkeit von xj, im iterativen Losungsverfahren an den
Fehlerschitzer angepasst werden. Dies erlaubt es, die Assemblierung der Matrix mit der iterativen
Losung des linearen Systems zu verkniipfen. Neben der Reduzierung des numerischen Aufwands fiir
die Assemblierung und die Speicherung der Matrix, hat dieser Ansatz den praktischen Vorteil, dass die
blockweise Genauigkeit der ACA kein erforderlicher Parameter mehr ist. Die Wahl dieses Parameters
in der iiblichen ACA Approximation ist nicht offensichtlich, da die Beziehung zwischen der blockweisen
Genauigkeit und dem Fehler der Losung in der Regel vom jeweiligen Problem abhéngt. Mit dem
in dieser Arbeit untersuchten neuen Ansatz wird die Genauigkeit der Approximation automatisch
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angepasst.

Ahnliche Ideen kénnen auch auf die Matrix-Vektor Multiplikation b = Az {ibertragen und angewen-
det werden. In diesem Fall ist die zu bewertende Grofe nicht die Lésung eines Gleichungssystems
sondern der Vektor b. Aufgrund der Art dieses Problems, welches im Gegensatz zur Losung eines
linearen Gleichungssystems nicht von inverser Natur ist, gestaltet sich die Theorie einfacher. Zudem
entfillt die Kombination mit iterativen Lésungsverfahren.

Die dritte Thematik betrifft direkt die theoretischen Aspekte der ACA. Die bisherige Konvergenz-
analyse der adaptiven Kreuzapproximation zeigt, dass die richtige Auswahl der Pivotpunkte entschei-
dend ist fiir die eindeutige Losbarkeit des zugrunde liegenden Interpolationsproblems [15]. Die in
dieser Arbeit vorgestellten neuen a-priori Fehlerabschétzungen, die auf der Interpolation durch radi-
ale Basisfunktionen beruhen, erméglichen neue Pivotstrategien fiir ACA. Wihrend bei den fritheren
Ergebnissen, die auf polynomialen Interpolationsfehlerschéitzungen basieren, die Pivots so gewihlt
werden miissen, dass die Unisolvenz des Polynominterpolationsproblems garantiert ist, zeigen die
neuen Resultate, dass nur die Fiilldichte der Pivotpunkte entscheidend ist fiir die Konvergenz der
ACA.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Zuerst werden einige grundlegende Themen, wie die Approxi-
mation mit separablen Funktionen, Niedrigrang-Matrizen oder Matrix Partitionierung, zur Approxi-
mation von nicht-lokalen Operatoren angesprochen. Des Weiteren sollen im ersten Teil die Interpola-
tion mit multivariaten Funktionen bzw. radialen Basisfunktionen sowie deren Anwendung im Fall der
ACA vorgestellt werden. Anschliefend folgen die Erweiterungen des ACA bzgl. der Matrix-Vektor
Multiplikation und linearer Gleichungssysteme, was zum Ende dieses Abschnitts in die Kombina-
tion der erweiterten ACA und iterativer Losungsverfahren resultiert. Der dritte Teil dieser Arbeit
beschéftigt sich mit der Anwendung der neuen Methoden in der Randintegralmethode. Zunéchst wer-
den hier die Theorie zu BEM im Fall der Laplace-Gleichungen und der Lamé-Gleichungen erldutert.
Am Ende zeigen diverse numerische Tests die Funktionsweise der neuen Methoden.
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Approximation mit separablen Funktionen

I. Approximation nicht-lokaler Operatoren

Wie in der Einleitung bereits erwéhnt treten nicht-lokale Operatoren in vielen Anwendungsgebieten
auf. Die Diskretisierung derartiger Operatoren fiihrt hiufig zu voll besetzten Systemmatrizen. Dies
bedeutet zugleich einen hohen Speicher- und Rechenaufwand, vor allem, wenn der diskrete Operator
in Verbindung mit der Losung eines linearen Gleichungssystems steht. Im Folgenden werden wir uns
mit der Approximation von nicht-lokalen Operatoren beschéftigen, um sowohl die Anforderungen an
den Speicherbedarf als auch die Komplexitdt im Hinblick auf Rechenoperationen fiir den diskreten
Operator zu reduzieren. Wir beginnen mit der Anndherung durch separable Funktionen.

2. Approximation mit separablen Funktionen

Separable Funktionen bilden den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen zu nicht-lokalen Opera-
toren. Diese erlauben es uns, multivariate Funktionen mit Hilfe einer Summe von univariaten Funk-
tionen zu approximieren, siehe auch [15].

Definition 2.1. Seien X,Y C R zwei Gebiete. FEine Funktion r : X x Y — R heifit degeneriert
oder separabel, falls k € N und Funktionen u;: X - R, v;: Y = R, Il =1,..., k, existieren, sodass

k

R(xay)zzul(x)vl(y)7 reX, yey.
=1

Die Zahl k wird als Grad der Degeneriertheit bezeichnet.

Im folgenden Abschnitt wird die Problemstellung formuliert werden, bei welcher die Eigenschaft
separabler Funktionen vorteilhaft ist.
2.1 Problemstellung

Sei A ein nicht-lokaler Operator, welcher linear von einer bivariaten Funktion x : R? x R? — R
abhénge. Die betrachteten Operatoren haben demnach die Darstellung

(Av)(2) = / w(,y)o(y) duy, T ED,
Q
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wobei Q C RY ein Gebiet, v eine geeignete Funktion und g das zugehorige Maf bezeichne. Da wir
uns im spiteren Verlauf mit der Diskretisierung von elliptischen partiellen Differentialgleichungen
auseinandersetzen werden, wird der Kern k zumeist eine singulére Funktion sein. Obiges Integral bei
der Definition des Operators A ist daher in geeigneter Weise zu interpretieren.

Den Operator A auszuwerten bzw. mit Diskretisierungen von 4 umzugehen, ist aufgrund seiner
Eigenschaften mit viel Aufwand verbunden. Unser Ziel ist eine grundlegenden Reduktion des Aufwands,
indem eine effiziente Darstellung fiir die Kernfunktion x gefunden wird. Der Idealfall ist, wenn & se-
parabel ist, was im Allgemeinen nicht zutreffen wird. Oft kénnen bivariate jedoch mit separablen
Funktionen approximiert werden, d.h.

k

wxy) ~ Fz.y) = Y w@ul), ze X, ye.
=1

Dementsprechend wird auch der Operator A approximiert

(Av)(2) ~ (Av)(x) = / R, y)oly) dpy.

Q

Im Folgenden ist eine Methode angefiihrt, mit der unter bestimmten Voraussetzungen eine separable
Approximation erzeugt werden kann.

2.2 Die Kreuzapproximation

Es gibt viele Moglichkeiten eine separable Approximation zu konstruieren. Die wohl bekannteste Ap-
proximation diirfte die des Coulomb Potentials 1/||x — y||2 mit sphérischen Funktionen sein, welche
auch ,multipole expansion* genannt wird, siehe [63]. Auch die Entwicklungen mit Hilfe einer Tay-
lorreihe [61] oder Techniken basierend auf der Interpolation mit Polynomen [24, 22| kénnen dafiir
verwendet werden. Die Methode der Wahl in unserem Fall wird die Kreuzapproximation sein, welche
in Abschnitt 2.2.1 beschrieben wird. Die Existenz von separablen Approximationen kann mit der
Annahme, dass die betrachteten Funktionen asymptotisch glatt sind, garantiert werden.

Definition 2.2. Eine Funktion k : X XY — R mit k(-,y) € C°(X \ {y}) fir alle y € Y heifit
bezogen auf x asymptotisch glatt, falls Konstanten ¢ und v existieren, sodass fir alle y € X und alle
o € N& die Abschitzung

R\T,Y
et < ent? FENL ey (o)

gilt, wobei p = |a.

In den Anwendungsbeispielen in Abschnitt 111 werden zum Beispiel elliptische Operatoren auftreten,
deren Kernfunktionen asymptotisch glatt bzgl. beider Variablen z und y sind. In diesen Fallen wird
die Bedingung

min{diam X,diam Y} < ndist(X,Y) (2.1)

fiir ein 0 < 1 < 1 ausreichend sein, um die asymptotische Glattheit von k zu gewahrleisten. Bedin-
gung (2.1) besagt im Grunde nichts anderes als, dass die beiden Gebiete X und Y weit genug entfernt
voneinander sein miissen, vgl. [12, 15].
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2.2.1 Konstruktion separabler Funktionen

Wir befinden uns in der Situation, wie sie durch Bedingung (2.1) beschrieben wird. Ausgehend von der
Glattheit von k, welche uns am Ende einen geeigneten Fehler garantieren wird, werden Restriktionen
von k als Basis der Approximation genutzt. Fiir Punkte x; € X und y; € Y, [ =1, ..., k, seien

K (2, 1) k(z1,y)
K(w, [ylk) = : eRF und  k([z)p,y) = : c Rk,
K (2, Yk) K(zk,y)
Dann stellt
K(x,y) = (@, [ylk) " Cp ' (2], y)
mit
sz, 1) - KT, Ye)
Cr = € kak
K(xg,y1) - K(Tk Yk)

eine Approximation an die Kernfunktion x dar. Zuletzt bezeichne rj; den Restterm, sodass

Kz, y) = Kz, [yl C a2k, y) + re(a, y)

gilt. Durch die Konstruktion von Folgen {si} und {r;} kann eine Approximation an s wie folgt
generiert werden:

1. Starte mit

—~

z,y) = K(z,y)
so(x,y) = 0.

To

2. Iteriere tiber £ = 0,1, ... mit
Tet1(2,y) = (2, y) — Me17k (2, Y1) 7 (Th11, V)
Sp1(2,y) = sk(2,y) + M1 7, (2, Y1)k (g1, ¥),

wobel Agr1 = 1/75(Tk+1, Yp+1) und zu beachten ist, dass xg1, yrr1 S0 gewdhlt werden, sodass
k(Trt1, Yes1) # 0 gilt.

Obiger Iteration folgend, interpoliert sj (siehe [15]) auf den bereits ausgew&hlten Punkten x; bzw.
y; und wir erhalten:

Lemma 2.3. Fir 1 <[ <k gelten die folgenden beiden Aussagen:
(1) ri(x,y;) =0 fir alle z € X,
(1) ri(xp,y) =0 fir alley €Y.

Um die Existenz dieser Approximation garantieren zu koénnen, sollten wir wissen, dass die Matrix
C}, nicht singulér ist. Sei dazu C’,gl) (y) € RF** diejenige Matrix, welche durch das Ersetzen der I-ten
Spalte von Cj mit dem Vektor x([z],y) entsteht. Dann zeigt Lemma 2.4, dass C}, invertierbar ist,
vgl. [15].
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Lemma 2.4. Firl <[l <k gelten

det C () = rp_1 (i, yi) det C L () — rp_y (2, y) det CV ()
und

det Y () = ro(21,),
det C]gk)(y) =ri_1(xg,y)det Cx,—1, k> 1.

Genauer gesagt, heifit das
det C, = ro(z1,y1) - oo Th—1(Tks Yk)-

Schlieflich gilt die folgende Darstellung fiir die Approximation s, siehe [15].

Lemma 2.5. Die konstruierten Folgen sy und ry, k > 0, erfillen

Sk(x7y) + ’l“k(x, y) = K(l’,y),

wobei fir k > 1 gilt
1

si(@,y) =kl W) CF (2], )

Schlieflich konnte eine Approximation si an die Funktion « fiir die Punkte x; € X und y; € Y, [ =
1, ..., k, konstruiert werden. Nachfolgend bleibt noch zu iiberpriifen, wie gut x durch s approximiert
wird.

2.2.2 Fehleranalyse

Um den Fehler bei der Kreuzapproximation analysieren zu kénnen, muss der Rest r; abgeschitzt
werden. Der Beweis in [15] nutzt hierfiir die Bestapproximation in jedem System von Funktionen
= ={&,...,&}. Dort werden qualitative Resultate fiir ein polynomiales System = prasentiert. Fiir
die Eindeutigkeit des auftretenden Interpolationsproblems in = muss angenommen werden, dass die
Vandermonde Matrix W = [¢j(z;)];; € R¥** nicht singuliir ist. Wir halten uns zuniichst an die
Beweise, wie sie in [15] zu finden sind. In Kapitel zwei werden wir darauf aufbauend eine andere
Interpolationstechnik verwenden und ein Funktionensystem angeben, welches die angesprochenen
Annahmen nicht benétigt.
Obiger Idee folgend, wird der Interpolationsfehler einer Funktion f durch

Eflfl=f-TIcf
definiert, wobei IkE unter Benutzung der Lagrange-Funktionen

_ det Wi(x)

Lf (x) == et € l=1,..F, (2.2)

den Interpolationsoperator
k
I5f =) fla)L} (2:3)
=1

bezeichnet. Dabei entsteht die Matrix Wj(x) dadurch, dass in der Matrix W die I-te Zeile durch den
Vektor [£,(x)]u=1,..k ersetzt wird. Der in (2.3) definierte Operator ist eine lineare Projektion auf
span =, sodass sich der Interpolationsfehler abschétzen lasst durch

1Bkl < (LH+IZEN) _inf _|If = plloc, (2.4)
pespan =




Approximation mit separablen Funktionen

wobel _ _
1Z¢ || := max{[|Z; flloo/l flloo = f € C(X)}

die iibliche Lebesgue-Konstante ist. Damit kann der Fehler der Kreuzapproximation wie folgt dargestellt
werden.

Lemma 2.6. Firx € X undy €'Y besitzt der Fehler ry, die Darstellung

k

wobei ky(x) := Kk(x,y).

Beweis. Bezeichne

LE(x)

den Vektor der Lagrange Funktionen LZE, l=1,...,k, fiir die Punkte z1, ..., xx. Mit Lemma 2.5 folgt

re(a,y) = w(a,y) — s, [yl Cy (el y)
= r(z,y) — w(lx ]kvy)TLE(%') — (s, [yle) — CFLE (@) G5 ([l )

= Ek ryl( Z )lEk [y ().

=1
Die Behauptung folgt schliefslich mit der Cramer’schen Regel. O

Wir haben gesehen, dass sich der Approximationsfehler durch die Wahl der Punkte y1, ..., yr be-
einflussen lisst. Im Hinblick auf Lemma 2.6 stellt die Wahl der Punkte y1, ..., yr, sodass Matrizen
mit quasi maximalem Volumen erzeugt werden, d.h. die Bedingung

det CV(y)] < earldet G|, 1<I<k yev, (2.5)

mit einer Konstante cp; > 1 erfiillen, ein quasi optimales, jedoch in der Praxis schwer anzuwendendes
Kriterium dar. Die Bedingung (2.5) fithrt uns zu einer Abschétzung der Form

ri(z,y)| < (emk+1)  sup  |EF[k:](x)].
2€{Y, Y1, Yk }

Eine in der Praxis besser handhabbare Bedingung stellt die Wahl der Punkte yi, ..., yx durch das
Kriterium

|7"k—1(37ka3/k)| Z |Tk;_1(£5k,y)’, ) € Y7 (26)

dar. Dies fiihrt jedoch auf einen exponentiell wachsenden Faktor von 2% anstelle des Faktors cprk + 1.
Dazu sei angemerkt, dass es sich hierbei um ,worst-case® Abschitzungen handelt und diese in der
Praxis kaum beobachtbar sind. Genaueres zur alternativen Bedingung (2.6) kann in [15] gefunden
werden.

Setzen wir unter Beriicksichtigung von Bedingung (2.4) den Interpolationsfehler ein, so erhalten
wir

re(@,9)] < enrk + DA+ IZEN) supinf k(- 2) — plle.
2€{y,y1,...,y } PESPAN =
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Somit ist der Restterm 7y in jedem Funktionensystem = bis auf eine Konstante kleiner als der in =
erhaltene Approximationsfehler.

Wie zu Beginn der Fehleranalyse erwahnt, ist die Losbarkeit des Interpolationsproblems (2.2)
und (2.3) an eine strikte Wahl der Punkte z;, ¢ = 1, ..., k, gekniipft. Unter Verwendung eines speziellen
Funktionensystems lassen sich die Bedingungen zur Auswahl der Punkte z;, ¢ = 1, ..., k, abschwéchen.

10
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3. Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Funktionen bzw. Funktionswerte mit radialen Basisfunktionen (RBF) zu interpolieren, bietet, anders
als zum Beispiel die Interpolation mit Polynomen, im Hinblick auf unsere Problemstellungen einige
Vorteile. So setzen wir die Interpolation mit RBFs im Folgenden dazu ein, um Annahmen, die wir bei
der Fehleranalyse der Kreuzapproximation getroffen haben, weglassen zu kénnen und mehr Freiheiten
bei der Wahl der Interpolationspunkte zu erlangen. Zunéchst gehen wir ndher auf das Interpolations-
problem ein, definieren den zugrunde liegenden Funktionenraum und geben Fehlerabschidtzungen an.
Im Anschluss daran werden die vorgestellten Techniken auf die Kreuzapproximation angewendet und
am Beispiel der Singularitdtenfunktion des Laplace-Operators erldutert.

3.1 Interpolationsproblem und Notation

Gegeben seien eine Punktmenge X = {x1,...,zy} € Q C R? d, N € N, siehe Abbildung 3.1, und
(Funktions-) Werte f;, 1 <1i < N. Mit einer geeigneten Kernfunktion ®, welche im spateren Verlauf
dieses Kapitels noch genauer spezifiziert werden soll, dient die Funktion

N
srx(x) = Zai@(:z:,azi) (3.1)
=1

als Interpolante fiir die vorgegebenen Werte f;. Die Koeffizienten «; werden iiber die Interpolations-
bedingungen
spx(xi) =fi, 1<i<N, (3.2)

bestimmt, d.h. der Koeffizientenvektor « ist die Losung des linearen Gleichungssystems
Aa=f

mit A = (®(x;,7;)) € RMN und f = (f),4,7=1,...,N.

Abb. 3.1: Darstellung einer Punktemenge X im Gebiet Q.

Ausgangspunkt aller Fehleranalysen ist die Darstellung der Interpolante in ihrer Lagrange-Form.
Gegeben sei die Situation, wie sie zu Beginn dieses Abschnitts beschrieben ist. Eine Lésung des
Interpolationsproblems (3.1) und (3.2) kann in der Form

N
p(x) =3 L3 ()
=1

11
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Abb. 3.2: Graphische Darstellung der Fiilldichte hx .

geschrieben werden, wobei L (x) = Zjvzl ag-i)q)(:z:, x;) die Lagrange-Funktionen bezeichnen und der

Bedingung L;i’(:ci) = 6;; geniigen, d.h. die Koeffizienten o) € RV sind definiert als die Losungen
der linearen Gleichungssysteme Aa() = e; mit der Matrix A := [®(z;,x;)];j € RV*N. Der Fehler
zwischen der Interpolante und der exakten Funktion wird iblicherweise in Termen der Fiilldichte
hx o :=sup min ||z — z;||2,
zeQ 1<ISN
siehe Abbildung 3.2, und in der Norm eines geeigneten Funktionenraums gemessen. Dieser Funktio-
nenraum %g wird auf Basis einer Variationsformulierung aufgebaut.

3.2 Der Funktionenraum % ¢ und dessen Eigenschaften

Madych und Nelson haben in ihren Arbeiten [53, 54| zur multivariaten Interpolation den Funktionen-
raum % vorgestellt und analysiert. In spéteren Artikeln prisentierten sie zudem Fehlerabschétzun-
gen von exponentieller Ordnung. Wiederum einige Jahre spéter konnte diese Theorie vor allem von
Schaback mit radialen Basisfunktionen [30] und Hilbertrdumen mit reproduzierendem Kern [3] in
Verbindung gebracht werden, sodass die Theorie heute eher unter der Interpolation mit radialen
Basisfunktionen, siehe z.B. [66, 67, 74|, bekannt ist. Im Folgenden werden wir kurz den Funktio-
nenraum % ’¢ nach Madych und Nelson [55] einfiihren und die fiir uns wichtigsten Eigenschaften und
Fehlerabschétzungen nennen.

Sei @ : R — R eine stetige und positiv-definite Funktion. An dieser Stelle benutzen wir die
Variationsformulierung einer positiv-definiten Funktion, d.h. es gilt

/ B — y)p(x)oy) dady > 0
R4 x R4

fiir alle 0 # ¢ € C$°(R?). Die Fouriertransformierte solcher Funktionen bestimmt ein Maf u auf
R4\ {0}, sodass

[o@e@ o= [ @@ o). e cpm
Nach [53, 54, 55| definieren wir den Raum %% als die Menge der Funktionen f, welche die Bedingung

(Fok <@ [ 0o yole)oly)dedy (3.3)
R xRd

fiir eine Konstante ¢ = ¢(f) > 0 und alle ¢ € C§°(RY) erfiillen. Falls f € 6, dann definiert zudem
die kleinste Konstante ¢ in (3.3) eine Norm || - || und %5 ist ein Hilbertraum.

12
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Bemerkung 3.1. Bei Interpolationsproblemen wird hdufig auch ein diskrete Version der Definition
einer positiv-definiten Funktion verwendet, d.h. eine stetige Funktion ® : R — R heifit positiv-definit,
falls fiir alle N € N, alle Mengen paarweise verschiedener Punkte X = {x1,...,xn} C R? und alle
a € RV \ {0} die Bedingung

N N
ZZO@O@‘@D(I‘@.%]‘) >0
i=1 j=1

gilt.

Eine Charakterisierung von Funktionen iiber die Bedingung (3.3) ist zumeist schwierig.An dieser
Stelle wird oft die Fouriertransformation zu Rate gezogen. FEs gilt, dass Elemente f € %3 durch
Funktion g € Li mit

f(&)dg = g(&) du(§) (3.4)

charakterisiert werden koénnen, siehe [53, 54]. Zudem kann nach |[74] die Norm || - ||¢ iiber die
Fouriertransformation dargetellt werden durch

- 1/2
1flle = /’fJ () deo

d

Im spéteren Verlauf bei der Anwendung der multivariaten Interpolation mit RBFs auf die Singula-
ritdtenfunktion des Laplace-Operators wird dieser Zusammenhang niitzlich sein.

Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch eine Fehlerabschitzung, wie sie bei Madych and
Nelson [55] zu finden ist, angeben:

Theorem 3.2. Sei Q) ein Wiirfel mit Kantenldnge bg. Angenommen p erfille die Bedingung

[ 1€l aute) < o, ke (35)
Dann gibt es ein 0 < A < 1, sodass fiir alle f € 6y die Interpolante p die Abschditzung

£ () — p(a)] < AP0 ]|
erfillt, wobei Xy = {x1,...,xx} C Q.

Die Annahme, dass €2 ein Wiirfel ist, kann verallgemeinert werden. Theorem 3.2 bleibt giiltig,
solange {2 als Vereinigung von Rotationen und Translationen eines festen Wiirfels mit Kantenlénge
bo ausgedriickt werden kann. Tatsichlich erfiillt jede Kugel im R? oder jede Menge mit hinreichend
glattem Rand diese Voraussetzung.

Bemerkung 3.3. Obwohl radiale Basisfunktionen zu einer positiv-definiten Vandermonde-Matriz A
fithren, konnte ihre numerische Stabilitdt ein Problem sein. Die Figenwerte von A hdngen signifikant
von der Verteilung der Punkte und insbesondere von deren Abstinden ab. Fin typisches Maf$ hierfiir

ist der Separationsabstand
1 .
ax =5  min 2=yl
In unserem Fall, d.h. fir die Gauf-Funktion, kann der kleinste Figenwert von A abgeschdtzt werden
durch

— 2
Amin(A) > C(28)%? exp ( 40,71d > -

— ) ¢
a4 X

13
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wobei C'= C(d) > 0 eine von d abhdngige Konstante bezeichnet; siche [74]. Eines der Hauptziele der
hier vorgestellten Verfahren ist eine gleichmdfige Abdeckung des betrachteten Gebiets mit Interpola-
tionspunkten und keine Erzeugung von lokalen Clustern, sodass auch vom numerischen Standpunkt
aus ein stabiles Verhalten der Vandermonde-Matriz A erwartet wird.

Bemerkung 3.4. Wenn die Funktion f auf dem gesamten RY definiert ist, kann das vorherige
Theorem 3.2 auf glatte Mannigfaltigkeiten X C R wverallgemeinert werden. Die Erweiterung von
Theorem 3.2 auf nicht-glatte Mannigfaltigkeiten funktioniert nicht ohne Weiteres und bedarf weiterer
Untersuchungen. Allerdings zeigen numerische Tests, dass die vorgestellte Theorie auch fiir nicht-
glatte Mannigfaltigkeiten verniinftige Ergebnisse liefert. Sei dazu X = {(z,y,2) € [-1,1]* : 2 =1} U
{(z,y,2) € [-1,1]® : 2z = 1} die Vercinigung zweier Seiten des Wiirfels [—1,1]3. Auf verschiedenen
Diskretisierungen von X wird die Interpolation der Funktion f(x,y) = |x —y|~! unter Benutzung des
Gaup-Kerns ®(x) = exp(—|z|?) betrachtet. Der Fehler zwischen f und dessen Approzimation p wird
mit einer Diskretisierung von X bestehend aus 32640 Punkten und zwei unterschiedlichen Punkten
y1 = (2,2,2)7 und yo = (5,5,5)7 aus dem Fernfeld getestet. Dann kann der mazimale punktweise
Fehler gemessen in X x {y1} und X x {ya} in Tabelle 3.1 beobachtet werden.

hx,.x | 0.286  0.133  0.0645 0.0317

Max. Fehler in X x {y1} | 4.91e-1 6.73e-2 3.16e-2 1.02e-3
Max. Fehler in X x {ya} | 1.3le-1 1.62e-2 7.78e¢-3 4.03e-4

Tab. 3.1: Maximaler Interpolationsfehler zwischen f und p fiir verschiedene Fiilldichten.

Im Folgenden werden wir die gewonnenen Erkenntnisse auf die Kreuzapproximation und die Sin-
gularitdtenfunktion des Laplace Operators anwenden.

3.3 Anwendung in der Kreuzapproximation

Damit wir den Fehler der Kreuzapproximation analysieren kénnen, muss der Restterm r; abgeschéitzt
werden. Wie wir bisher in Kapitel 2 gesehen haben, benutzt der iibliche Beweis die Bestapproxima-
tion in jedem beliebigen Funkionensystem = = {&, ..., & }. Dort wurden qualitative Resultate fiir ein
polynomielles System = gezeigt. Fiir die Existenz einer eindeutigen Losung beim auftretenden Inter-
polationsproblem musste angenommen werden, dass die Vandermonde-Matrix V = [¢;(z;)];; € R¥*F
nicht singulér ist, sieche Abschnitt 2.2.2. Unser Ziel ist es, unter Verwendung der Interpolation mit ra-
dialen Bagisfunktionen diese Annahme zu vermeiden. Zudem kann mit der Minimierung der Fiilldichte
eine Vorschrift angegeben werden, um den néchsten Pivotpunkt xpy1 auszuwéhlen, was zu erhéhten
Konvergenzraten fiihrt.

Wir werden die Kreuzapproximation und die Interpolation mit radialen Basisfunktionen beispiel-
haft auf die Singularitdtenfunktion des Laplace-Operators anwenden, d.h. betrachtet werden Funk-
tionen der Form

1
f(xay)zia Oé>0,
|z —yl|*

auf zwei Gebieten X, Y mit
max{diam X, diam Y} <ndist (X,Y). (3.6)

Damit wir die Funktion f mit radialen Basisfunktionen und Theorem 3.2 interpolieren kénnen, miissen
im Vorfeld noch zwei Schritte unternommen werden. Als Erstes wird f aukerhalb von X x Y durch

14



Interpolation mit radialen Basisfunktionen

die Funktion .

. 2yl <o
~ |$1a7 O-<|‘T_y|§0-+19
T,y) = o—
f(z,y) _W7 cH+I<|r—y|<o+29
0, |z =yl >0+ 20

fortgesetzt, wobei o := dist (X,Y) und ¥ := diam Y + diam X. Dabei gilt: flxxy = f-
Setze nun F(t) = f(z,y) mit t := z — y. Der zweite Schritt ist die Glattung von F mit Hilfe des
Glittungskerns g, (z) = (m/m)%2e~ ™75 fiir m € N und 2 € R, d.h. Fy, = (F % gn). Da F stetig
ist, gilt nach [74|(Theorem 5.20), dass F), fiir m — oo gegen F' konvergiert.

Sei @, (x,y) = (%)d/2 e~ 3 1l#=vll2. Wir interpolieren f fiir ein festes y € Y mit

k

py() =Y F(t)Lim(x), =z —y, (3.7)

i=1

auf dem Datensatz Xy = {x1, ..., 21}, wobei L;I)m, i =1,..., k, die Lagrange-Funktionen fiir ®,, und
X}, bezeichnen.

Lemma 3.5. Sei A\, aus Theorem 5.2 gegeben. Dann gilt fir x € X und y € Y die Abschdtzung
1/hx,,
|F(z —y) = py(@)] < (1 +ALE = Fnllpoo ay + cAmF[|F || 2y, (3.8)
wobei Agm = SUP,cx Zle |L;I’m (x)| die Lebesgue-Konstante und ¢ > 0 eine Konstante bezeichnet.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung folgt unter Berlicksichtigung der geglitteten Funktion F, und
der Interpolante py x) Z Fp(t:) L™ () an Fy,, dass die Abschitzung

|F(z—y) — py(@)| < |F(z —y) — Falz — )| + [Fm(z — y) — p{™ (@) + [p{™ () — py())|

gilt. Fiir den dritten Summanden obiger Abschitzung erhalten wir

P (2) — py(a)| < \ZF y) LY (x ZF y)LE™ ()|

< A?’“HF— FmHOOa

wobei AT™ := sup ey Soby [LE™ (2)].

Um den Fehler |F,,(x —y) — Pz(/ )( )| abzuschétzen, werden die Fouriertransformierten von g, und
®,, bendtigt:
o)~ /2= Ilwll3/4m.

2m) /2~ llwll3/2m.

>
3
£
I

Damit erhalten wir

VS (2) /2 I3/ 4m )
I1Fali, = [ G L Jeniie >r2< )

d,, (27T)—d/26—|\wH§/2m du.
R4 R4
= (QW)d/2/|F(w)|2dw = (2m)*2||F|[3 = (2m) 2| F|]3,
R4
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wobei der letzte Schritt wegen F' € L'(R?) N L?(R?) folgt. Demnach beschreibt |Fy,(x —y) —pém) ()|
einen Interpolationsfehler, wie er von Theorem 3.2 abgedeckt wird, d.h. es gilt

m 1 h 3
Bz — ) = pI™ (@)] < Aot || F .

O

Bemerkung 3.6. Eine Einschrinkung der Funktion F bzw. f auf X XY in Abschditzung (3.8) liefert
ein Resultat fir die Punktion f, d.h. es gilt

\1/hx,
[f(z—y) —pyla)] < @+ AF™)|[f — JmllLoe(xxvy + EAm o X||f’|L2(X><Y)a

wobei ¢ = ¢(1+ ¢+ ¢) eine von o und o abhdngige Konstante bezeichnet mit

—1
 d—2a <<a+ﬁ>d—2a )
c -1 ,
d o

d—2a (o +209)?
a <<a+ﬂ>2a

— (o + 19)(1—2(1) ((U + ﬂ)d—Qa _ Od—m)’l '

¢

und fm = Fm|X><Y-

Da wir erwarten konnen, dass sich die Fiilldichte wie hx, x ~ k~1/4 verhslt, konvergiert der 2.

Summand aus Lemma 3.5 exponentiell beziiglich k. Aus Sicht der Approximationstheorie ist das
Resultat aus Lemma 3.5 wegen des 1. Summanden nicht optimal. Da sich die Lebesgue-Konstante
Ag'” in m stabil verhélt, ist die Bilanzierung von Ag'” gegen ||F'— Fiy[| oo (ray fiir wachsende k und m
entscheidend. Aufgrund der hier konstruierten Fortsetzung von f, welche in den Verbindungspunkten
nur stetig ist, kann keine hohe Konvergenzgeschwindigkeit von |[F' — Fyy || foo(ra) bzgl. m erwartet
werden. Die Konstruktion einer glatteren Fortsetzung sollte die Konvergenzgeschwindigkeit bzgl. m
erh6hen, wobei das optimale Resultat eine analytische Fortsetzung wire. Jedoch ist die analytische
Fortsetzung von f eine noch offene Fragestellung. Auf der anderen Seite wird die Lebesgue-Konstante
Agm je nach Punktkonfiguration ein Wachstumsverhalten in k zwischen log k und 2* oder schlimmer
aufweisen. Ferner hiangt A, € (0,1) von m ab und strebt mit m — oo gegen 1.

Fir die Anwendung von Lemma 3.5 auf dem Restterm r; bei der Kreuzapproximation bedeutet
dies keinen Abbruch, falls die Genauigkeit fiir die Wahl eines festen Parameters m bilanziert wird.
Hierfiir konnen zwei Griinde genannt werden. Mit der Kreuzapproximation soll ein vorgegebener
Fehler erreicht werden, der hauptséchlich durch den Diskretisierungsfehler bestimmt wird. Zudem
sind wir an eher kleinen Clustern X interessiert, sodass sich die Zahl k in Grenzen hilt. Diese Situation
tritt im Ubrigen auch bei der urspriinglichen Theorie unter Bezugnahme auf die Polynominterpolation
ein. Auch hier ist man eher an kleineren Cluster interessiert.

Die Anwendung des letzten Lemmas auf den Restterm ry fiir ein fest gewdhltes m fithrt auf das
folgende Resultat, um f auf X x Y zu interpolieren.

Theorem 3.7. Firy € Y bezeichne p, die Interpolante (3.7) basierend auf radialen Basisfunktio-
nen fir f, == f(-,y) = |- —y|~*. Generiert die Auswahl der Punkte y1,...,yr Matrizen von quasi
mazimalem Volumen, d.h. sie erfillt die Bedingung

|det C(y)| < earldet Cl, 1<i<k yey, (3.9)
wobei cpr > 1 eine Konstante ist, so ¢ilt, dass
1/hx,
[Tk (z,y)| < (emk +1) ((1 + AT f - JmllLoe(xxv) + EAm Xk'XHfHH(XxY)) ; (3.10)

wobei Xy, == {x1,..., 21}
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Beweis. Aus Abschnitt 1.2.1 wissen wir, dass der Restterm rj, die Darstellung

Tk(x,y) = f(x,y) - Sk(xvy)v

besitzt, wobei sy (z,y) = vg(2)TC} 'wi(y) und

flxuy) o f(zeur)
C = : : eRMF wp(z) = k(. [ylk),  wr(y) = K([2]k y)-
f@e,v) oo f(or, yk)

Sei der Vektor der Lagrange Funktionen L?’”, 1 =1,...,k, bezogen auf die radialen Basisfunktio-
nen ®,, und die Punkte z1,...,z; gegeben durch
LY (x)
L (z)=|
(I"rn
Ly (z)

Unter Verwendung der Darstellung von ry erhalten wir

ri(z,y) = f2,y) — vp(@) T CF Mwk(y)
= f(@,y) — wi(y)T L (@) — (ve(z) — CFLP (2))" C;  wg(y)

k
= fy(@) = py(@) = Y (Cy  wi ()i (fy(x) — pyi ()
=1
ot 0
:f Zd (;jck fyi(m)_pyi(x))7

wobei die letzte Zeile aus der Cramerschen Regel folgt. Die Aussage folgt mit der Dreiecksungleichung
und Lemma 3.5. O

Die Bedingung (3.9) ist in der Praxis nur sehr schwer zu iiberpriifen. Praktikabler ist die Auswahl
der Punkte y1,...,yx beziiglich der Bedingung

[Th—1(zr, yk)| = |re—1(2k,y)| firalley €Y.

Jedoch fithrt diese Bedingung auf die schlechtere Fehlerschranke

1/hx,,x

i, )] < 28 (1 AR = fllzoe oery + ¥ 1l 2y ) -

Durch die Wahl des néchsten Punktes x4 kann die Konvergenz der Approximation auf X kontrol-
liert werden, indem die Fiilldichte hx, , x von Schritt k zu Schritt k£ + 1 minimiert wird. Dieses
Minimierungsproblem kann effizient, d.h. in logarithmisch linearer Komplexitit, zum Beispiel mit
dem ,Approximate Nearest Neighbor* Vefahren geldst werden, siehe [4, 5, 6].

Bisher haben wir in den Kapiteln 2 und 3 kontinuierliche Funktionen betrachtet. Im spéteren
Verlauf werden hauptsichlich Diskretisierungen von Funktionen und Operatoren im Fokus stehen,
sodass wir uns um entsprechende analoge Techniken kiimmern miissen. Dies fithrt uns in einem
ersten Schritt zu Matrizen von niedrigem Rang.
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4. Niedrigrang-Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir nicht mehr den Operator selbst, sondern seine diskretisierte Form,
was im Fall von nicht-lokalen Operatoren eine voll-besetzte Systemmatrix zur Folge hat. Das Ziel
besteht darin, eine effiziente Darstellung der Systemmatrix zu finden. Hierbei wird die Approximation
durch Niedrigrang-Matrizen hilfreich sein. Im Fokus liegt daher eine Matrix A € RM*N mit der

Darstellung
A = A1 AAS, (4.1)

wobei der nicht lokale Operator A linear von einer bivariaten Funktion s : R? x R® — R abhingt.
Im Falle eines beschrinkten Gebietes Q € R¢ mit Lipschitz-Rand dient

(Av)(x) = / w(ey)o(y) duy, T EDQ,
Q

als Prototyp, siehe Kapitel 2. Dabei bezeichnet p das zugehorige Mak. Die beiden Operatoren
Ap: L2(9) — RY und Ay : L2(Q2) — RM seien linear. Der adjungierte Operator A3 : RM — L2(Q)
ist durch

(Asz, Pz = 2" (Aof), z€RM, fe L*(Q),

definiert. Die beiden gerade aufgestellten Operatoren A; und Ag dienen zur Beschreibung von
Diskretisierungen. Zwei Beispiele sind:

1. Galerkin Methode: Die Wahl von Funktionen ¢;, ¢ = 1,..., N, und v, j = 1,..., M, resultiert
in der Diskretisierung

()i = [ f@ela) dn wd (M) = [ 1) du (42)
Q Q

2. Kollokation: Die Wahl von Punkten y;, j = 1,..., M, und Funktionen ¢;, ¢ = 1, ..., N, fiihrt auf
die Diskretisierung

(Mf)i = f() wnd  (Aaf); = / F(@)5(x) dte.
Q

Niedrigrang-Matrizen sind stark mit der Approximation von bivariaten Kernfunktionen x durch
degenerierte Funktionen s, wie wir es in Kapitel 2 kennengelernt haben, verbunden. Diskretisiert
man den approximierten Kern

k
Rlz,y) =D w(@)u(y) = Kz, y)
=1
mit
ap =My € RM  und by =AM, e RY, 1=1,.. k,
so fiihrt dies automatisch zu einer Matrix
k k k
A= M ANS =AY wb] =) (Mu)b] =) ad]
=1 1=1 1=1
von Rang k, wobei A definiert ist durch (Av)(z) = [#&(x,y)v(y)dp,. Die Umkehrung dieser
Q

Beziehung ist im allgemeinen nicht richtig. Eine Niedrigrang-Matrix ist wie folgt definiert, siehe
auch [15].
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Definition 4.1. Matrizen A € RM*N yom Rang k heifien Niedrigrang-Matrizen, falls
k(M +N)< MN, M,NeN.

Der Vorteil von Niedrigrang-Matrizen liegt in den reduzierten Speicheranforderungen und den
schneller auszufiilhrenden Matrix-Rechenoperationen. Ersteres ist eine Folge der effizienten Darstel-
lungsmoglichkeit. Mit der dukeren Produktform, d.h. es existieren Matrizen U € RM** ynd V €

RV*E mit

wobei wy und vy, [ = 1, ..., k, die Spalten von U und V bezeichnen, lasst sich A bzw. die Approximation
an A mit k(M + N) anstelle von M N Einheiten speichern. Die dufere Produktform hat auch
Auswirkungen auf die Multiplikation einer Niedrigrang-Matrix mit einem Vektor. Hier kann die
Anzahl an arithmetischen Operationen von 2M N auf 2k(M + N) — k reduziert werden, siehe z.B. [15].
Auch einige typische Normen, wie die Frobenius Norm oder die Spektralnorm profitieren von der
dufseren Produktdarstellung. Die Frobeniusnorm kann wegen

k
1AIZ = 1UVTIE = Y (] uy) (0] v))

ij=1

mit 2k%(M + N) Operationen berechnet werden. Bezeichnet p(A) den Spektralradius von A, so ist
die Anzahl der Rechenoperationen fiir die Spektralnorm

[All2 =/ p(UTUVTV)

von gleicher Grofenordnung.

In den im weiteren Verlauf dieser Arbeit entwickelten Algorithmen wird die Addition und Mul-
tiplikation von Niedrigrang-Matrizen auftauchen. Eine effiziente Behandlung dieser Matrix-Matrix
Rechenoperationen ist demnach essentiell, um effiziente Algorithmen zu erhalten. Daher werfen wir
einen kurzen Blick auf die effiziente Addition bzw. Multiplikation von Niedrigrang-Matrizen, siehe
auch [15]. Seien also A = UAVAT e RM*" ynd B = UBVg € R™N zwei Matrizen von Rang kx
bzw. kp in duferer Produktform. Dann gibt es zwei Mdoglichkeiten, die Matrix-Matrix-Multiplikation
AB = UVT zu realisieren, welche je nach k4, kg, M und N besser oder schlechter geeignet ist. Fiir
die erste Variante setze

V:=Vg und U:=Ua(VIiUp),

was 2kakp(M + r) — k(M + k) arithmetische Operationen erfordert. In der zweiten Variante
werden durch das Setzen
Vi =Vp(ULVy) und U:=Uy

insgesamt 2kakp(r+ N) —ka(N + kp) Operationen bendtigt. Der Rang des Produkts AB ist hierbei
durch min{ka, kp} beschrinkt.

Bei der Addition zweier Niedrigrang-Matrizen lasst sich der Rang des Resultats A + B nicht exakt
angeben. Hier gilt fiir die Summe zweier Matrizen A+ B = UV mit U := [Ua, Ug] € RM*(katks)
und V := [Va, Vp] € RV*(katks) | dass

rank(A + B) < ka + kp.

Eine Erhéhung des Rangs bei der Addition zweier Matrizen 1dsst sich leicht nachvollziehen. Jedoch
wird in der Praxis aufgrund innerer Abhéngigkeiten der Rang der Summe zumeist viel kleiner sein
als die Summe der Rénge von A und B.

20



Niedrigrang-Matrizen

4.1 Approximation mit Niedrigrang-Matrizen

In den Anwendungen kommen Niedrigrang-Matrizen hdufig nur als Approximationen an die eigentliche
Matrix vor. Denn viele Matrizen von vollem Rang kénnen oft durch Matrizen von niedrigerem Rang
approximiert werden. Die beste Niedrigrang- bzw. Rang-k-Approximation einer Matrix A € RM*N
N < M, ist gegeben durch die Singulirwertzerlegung A = UXVT mit UTU = Iy = VTV und einer
Diagonalmatrix ¥ € RV*Y mit den Eintrigen o1 > o9 > ... > oy > 0, siche [35].

Theorem 4.2. Sei A = UXV7T eine Singuldrwertzerlegung von A € RM*N M > N. Dann gilt fir
ke Nmit k<N, dass
i A-Gll=||[A-Al| =12 -2
nin_ (14 = Gl = [[4 = Ayl = || - Sl
wobei Ay = UXVH und ¥y, := diag(o1, ..., 0%, 0, ...,0) € R™™"™ Matrizen vom Rang hichstens k sind.

Ein Vorteil der Singuldrwertzerlegung (siehe [35, 15]) hierbei ist, dass wir mit den Abschitzungen

2
E:Ul

I=k+1

A = Apllr <

bzw.
A — Agll2 < op1,

wenn die Spektralnorm betrachtet wird, Informationen {iber den Fehler der Approximation erhalten.
So kann z.B. bei vorgegebener relativer Genauigkeit € > 0 mit

A = Agll2 < el All2

der kleinstmdgliche Rang
k(e) =min{k € N : opy1 < eop}

angegeben werden, um diese Genauigkeit € zu erreichen.

Da sich der Rest dieser Arbeit vorrangig mit einer anderen Approximationstechnik beschiftigt,
werden wir hier nicht ndher auf die Singuldrwertzerlegung eingehen. Weitere Eigenschaften auch im
Hinblick auf Niedrigrang-Matrizen wie zum Beispiel eine approximative Variante der Addition zweier
Niedrigrang-Matrizen konnen in [15] gefunden werden.

4.2 Die adaptive Kreuzapproximation (ACA)

Die Singuldrwertzerlegung liefert zwar optimale Resultate bzgl. des Rangs der Approximation bei
vorgegebener Genauigkeit, jedoch ist sie aufgrund der hohen Komplexitét fiir hoch bzw. hoher di-
mensionale Problemstellungen nicht geeignet. Die folgende adaptive Kreuzapproximation (ACA) stellt
eine effiziente Mdglichkeit dar, voll besetzte Matrizen zu approximieren, und ist in gewisser Weise
das algebraische Analogon zur Kreuzapproximation aus Kapitel 2. Im Gegensatz dazu wird beim
ACA nicht die Kernfunktion des Integraloperators approximiert. Vielmehr wird direkt auf dem
diskretisierten Operator, also auf der Matrix selbst gearbeitet, wobei fiir die Approximation nur
wenige Originaleintrige nétig sind. Zudem muss die gesamte Matrix nicht zu Beginn aufgestellt
werden. Wie bei der Kreuzapproximation auch muss fiir die Kernfunktion angenommen werden,
dass sie beziiglich mindestens einer Variable asymptotisch glatt ist. Auch wenn die Kernfunktion
nicht bekannt sein muss und nur auf der Matrix gearbeitet werden kann, miissen wir an dieser Stelle
zumindest wissen, dass die zugrunde liegende Kernfunktion in dieser Klasse von Funktionen liegt.
In Abschnitt 4.2.1 soll zunéchst der Algorithmus formuliert und anschliefend dessen Konvergenz
untersucht werden.
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4.2.1 Formulierung des Algorithmus

Gegeben ist eine Matrix A € RM*N der Form (4.1). Um zu gewihrleisten, dass die asymptotische
Glattheit erfiillt ist, betrachten wir einen einzelnen Block A, € R™*™ m < M, n < N, von A, sodass
die Trager X = supp A; und Y = supp Ay die Abstandsbedingung (2.1) erfiillen. Dabei wird ein
ahnlicher Ansatz wie bei der Kreuzapproximation in Kapitel 1 verfolgt, siche z.B. [15].

Wir starten mit Rg := Ap. Zur Berechnung von Ry wird ein Pivotelement (i, ji) in Ri_1 gesucht
und von Rj_ ein skaliertes dufseres Produkt subtrahiert, d.h.

b
(Ri—1)ipju

Die Notation (Rg—1)1:m,j, bezeichnet die j-te Spalte von Rj_;. Der Ausdruck (Rp_1)i1:n ist in
analoger Art zu verstehen. Dieser Idee folgend konstruieren wir zwei Folgen von Vektoren wu; €
R™ und vp € R” fiir £ = 1,2,3,... mit Hilfe des folgenden Algorithmus 1. Als Kriterium fiir die
Terminierung des Algorithmus wird ein Ausdruck bestehend aus einer vorgegebenen Genauigkeit
eaca und dem Parameter 7 aus der Abstandsbedingung (2.1) verwendet.

Ry == Ry_1 — (Ri—1)1:mjx (Rk—1)ig 1:n-

Algorithmus 1 Adaptive Kreuzapproximation (engl.: Adaptive Cross Approximation, ACA)
Let k=1; Z = (; eaca > 0.
repeat
Finde i mit einer geeigneten Regel

@k = Aik,lzn-
for [ = 1, cey k—1do @k = ’L~)k — (ul)ikvl.
end for
Z:=Z U{ig}
if v, #0 then
Ji = argmax;e | (0k);]; vi == (r);, Tk
Up ‘= Al:m,jk~

forl=1,...,k—1do u :=u, — (v)j,u.
end for
k:=k+1.
end if
. A (1—
until [|ug ||zl [l < AL (S| or Z =t

Mit diesen Folgen von Vektoren ldsst sich eine eine Matrix

k
S = Z uwlT
=1

definieren, welche héchstens Rang k besitzt und unter den bisher getroffenen Annahmen eine Ap-
proximation an A, = Rp + Sp mit Fehler Ry = Ap — S), darstellt. Die rekursive Form der beiden
Folgen

o—1 /-~
(1

up = (Rp—1)1:m,jy, = Atimjy — Z (D ))j.k w
=1 L
und
k—1 o
~ 1 ~
Vg = (Rk—l)z;,lzn = Ag;,l:n - (17 ) ,k vl
=1 \ L

22



Niedrigrang-Matrizen

zeigt, dass nur wenige Originaleintrdge von A nétig sind.
Das in Algorithmus 1 verwendete Abbruchkriterium

eaca(l—mn)

S
L1 enon Skl F

ursill2llvesall2 <

beruht auf der Annahme
| Rks1llr < nl|RillF-

Denn damit folgt

|RellF < | Risr |l + lwns1vf |l 7
<l RellF + llugsill2llvisll2,

womit wir durch

1
1Rillr < 37— llussall2l| ok ll2

EACA

< — |8

< 1+€ACA|| Kl F
EACA

< ——([|[Allr + IR

S r—— (I1A]lF + | Re|lF)

und
EACA 1
eacallAllr = (T +eaca) { IBellF — ————1Rkllr | = (1 +eaca) (1 +eaca)” | Rillr = | RkllF
14+ eaca

letztendlich einen relativen Approximationsfehler e5ca erhalten.
Wiéhrend die Wahl von j durch die Bedingung

|(Br—1igge| = max [(Rx-1)iyj]

klar festgelegt ist, gibt es bei der Wahl von i mehr Moglichkeiten. In [15] wird beispielsweise eine
Selektion von i diskutiert. Die Menge Z in Algorithmus 1 sammelt hierbei alle verschwindenden
Zeilen der Matrix Ry,. Die Zeilenindizes ¢, miissen so gewahlt werden, dass die zum System gehorende
Vandermonde-Matrix, in welcher der Approximationsfehler abgeschitzt wird, nicht singuldr ist, siehe
Kapitel 1. Falls die ig-te Zeile von Rj_; nicht Null ist und daher als v; genutzt wird (nach einer
Skalierung von 7y mit (27;9)];1), wird sie auch zu Z hinzugefiigt, da die ii-te Zeile des folgenden Rests
Ry auch verschwindet. Es kann gezeigt werden, dass der numerische Aufwand bei ACA von der
Ordnung |Z|?(|t| + |s|) ist und die Anzahle der Schritte |Z| typischerweise logarithmisch von der
gewiinschten blockweisen Genauigkeit exca abhéngt.

Wenden wir die Techniken aus Kapitel 3 an, so geniigt es, bei der Punktauswahl die Filldichte des
zugrunde liegenden Clusters zu minimieren. Entscheidend fiir die numerische Stabilitédt hierbei ist
der Separationsabstand der zugrunde liegenden Punktmenge, sieche Bemerkung 3.3.

4.2.2 Fehleranalyse

Um die Konvergenz der ACA zu analysieren, muss der Restterm Rj abgeschitzt werden. Zunéchst
wird, wie bisher auch, angenommen, dass die betrachtete Kernfunktion x bzgl. der Variable y asymp-
totisch glatt ist. Wir halten uns bei der Konvergenzanalyse an die Ausfiihrungen in [15]. Je nachdem
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welche Diskretisierung angewendet wird, werden unterschiedliche Abschétzungen erzielt. Am Ende
dieses Abschnitts wird dies kurz im Fall von Kollokations- und Galerkin-Matrizen thematisiert.

Aus Griinden der Einfachheit in der folgenden Analyse und ohne Beschrankung der Allgemeinheit
seien die Pivot-Indizes i; und j; festgelegt als iy = j; =1, l = 1,..., k. Mit der dadurch erméglichten

Zerlegung der Matrix
A Ag ) kxk
A= , A € RFXYF
( Az Az 1

besitzt der Rest Ry die folgende Darstellung.

Lemma 4.3. Es gilt

An _ 00

wobei Cf, = Agg — A21A1_11A12 das Schur Komplement von Ai1 in A bezeichnet.

Beweis. Der zweite Teil der Behauptung sowie der erste Teil der Behauptung fiir £ = 1 sind klar.
Fir k£ > 1 verwenden wir die Zerlegung

A11 w B
A= o7 a T |, Ay e RFF
C x D

mit den Vektoren z € R™~*~1 y € R* %=1 v w € R* und a € R. Der Bildungsvorschrift von Ry,
folgend erhalten wir mit dem Pivot Element o — v” Aj{'w und mit v = (o — vT Ajjw) !, dass

Rir1 = Rp, — [(Ri)is)” (B 1oy, (Ri )iy 1im

A w _ _ _ _
—A_ 1Tl < Anl +7141111””TAH1 —VAnlw > < Ay w B >
= v @ T A1 T T
C 2 —yvt Ajy ¥ v a vy
A w —1
—A_ U%} a AU w A11 w B
ol ol o oyt )
C =z
wodurch der erste Teil der Behauptung auch fiir k£ > 1 folgt. O

In Algorithmus 1 kénnen nicht nur in den ausgewéhlten Indices Nullzeilen entstehen. Es kann
demnach passieren, dass die eigentliche Anzahl an Nullzeilen %/, entstanden durch Pivotisierung oder
nicht, grofser als die Rangzahl k ist. Wie wir in den néchsten Lemmata sehen werden, bestimmt nicht
der eigentlich Rang k die Genauigkeit der Approximation sondern &', da wegen der Bildungsvorschrift
der Restterme Ry Nullzeilen erhalten bleiben, d.h. Nullzeilen von R; sind auch Nullzeilen von Ry, fiir
alle £ > [. Nach Umsortierung speichern wir die ausgewéhlten Indices in {1, ..., k} und die zusétzlichen
Nullzeilen in {k + 1,..., &'}, womit sich der untere Teil von A durch

Ay Agy
A - M A = -
21 ( Ay, ) ) 22 ( Ay
mit Agl c RK'=k)xk ynq flgg e RK'=k)x(n=k) nochmals unterteilen lisst. Um den Fehler weiter
analysieren zu kénnen, muss die Matrix Cy naher betrachtet werden, siehe auch [15].
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Lemma 4.4. Sei X € RU"K*K peliebig. Dann gilt:

Arg Aqy _
Cr = <A22 - X < Any >> - <A21 - X< Aoy >) A Ag.
Beweis. Zunichst gilt
(sz)i,l:n = 0, 1=k+ 1, ey k‘l,

und mit Lemma 4.3, dass
Ago = AzlAfllAlz.

Durch Addition und Subtraktion von
A | Ain |,
X [ 4 } _X[Am ]AHAH
von und zu C}, folgt die Behauptung. O

Der folgende Teil der Fehlerabschétzung gestaltet sich dhnlich wie die Abschétzung des Restterms
in Kapitel 1. Wir konzentrieren uns zunéchst auf den Term A1_11A12 in Cj.

Lemma 4.5. Sei ji in jedem Schritt so gewdhlt, dass die Bedingung

’(kal)ikyjk| = jlrllax ‘(kal)ik,j"

erfillt ist. Dann gilt firi=1,...k und j=1,....n —k, dass

|det (a1, ..., a;—1, a;-,ai_H, e ar)]

\det A11| - ’

(A7 A12)ij] =

wobei a;, 1 =1, ..., k, die Spalten von A1y bezeichnen und a;- die j-te Spalte von Aiq ist.
Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu der Abschétzung bzgl. der Bedingung (1.5). O

Die restlichen Terme der Matrix Cj, lassen sich im Bezug auf Interpolationsfehler abschétzen, vgl.
Kapitel 2.

Um den Fehler bei ACA endgiiltig bestimmen zu kénnen, muss ein genauerer Blick auf die gew&hlte
Diskretisierung geworfen werden. Je nach Art der Diskretisierung erhalten wir unterschiedliche Fak-
toren zusédtzlich zum Bestapproximationsfehler. Wir starten mit den Kollokationsmatrizen. Verwen-
den wir dabei ein allgemeines Funktionensystem =, so sollte, damit das auftretende Interpolations-
problem wohlgestellt ist, die Unisolvenz des Systems = in den Punkten z;, i = 1,...,k’ erfiillt sein.
Dementsprechend nehmen wir an, dass die Bedingung

det [§;(xi)lij=1,..0» # O, (4.3)

welche unter anderem durch die Wahl der Zeilen ¢j realisiert werden kann, erfiillt ist. Werden die
Techniken aus Kapitel 3, d.h. Approximation mit Exponentialsummen und Interpolation mittels
radialer Basisfunktionen, angewendet, so entfillt die Bedingung (4.3), wobei dies am Ende zu einer
spezifischeren Abschétzung fiihrt.

Lemma 4.6. Sei (A1f)i= f(yi), i =1,....m. Dann gilt firi=1,....m und j =1,...,n, dass

(Ri)ijl < 28(1+ ||Z5])) max inf _[JAAS; = plloo,
j=1,...,n pEspan =

wobei Z := {1, ...,k } ein geeignetes System von Funktionen darstellt.
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- A
Beweis. Mit der Wahl von X;; = Lj(x;) erhalten wir fiir die Eintridge der Matrix Ags — X < AIQ > IS
22

R™~F*n=k die Darstellung

k/

A
(e (g o = AN )~ S L0 AN ).

Im Hinblick auf (2.4) gilt die Abschétzung

|(Ri)isl < 28U+ I1Z5 1) jmax inf [l AA; = Plleo,
pEspan =

7777

wobei die Abschétzung fiir die Matrix Ao — X < N ) in analoger Weise zu Agy — X < 212 )
22

folgt. O

Die Galerkin-Diskretisierung, siehe (4.2), ist technisch aufwéndiger, da in diesem Fall keine Punkt-
auswertungen sondern hochstens gemittelte Werte vorliegen. Aus diesem Grund werden wir zunéchst
Funktionen unter einer verallgemeinerten Unisolvenzbedingung konstruieren, welche im Mittel fiir
alle Funktionen ¢ € span = verschwinde.

Lemma 4.7. Sei die Bedingung
det [(A1&))ilij=1,..k #0

erfillt. Dann existieren fir jedes i € {1,...,m} eindeutig definierte Koeffizienten cl(i), l=1,..,K,

sodass
O
qgdp =20
Q/ (nw Z anl)

fiir alle g € span Z erfillt ist.

Beweis. Fiir jede Funktion ¢ € span = existieren Koeffizienten «;, j = 1,..., k", sodass

k/
a=>_aj
j=1
gilt. Das lineare Gleichungssystem

74

) (A A1),

Z W& Mi&i)i 5y
[spr]l 21 ||SDiHL1

ist dank der Voraussetzung bezogen auf cl(i), l=1,.., K, fiiralleie {1,...,m} eindeutig losbar. Mit
der Linearitdt des Operators A; folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe der in Lemma 4.7 konstruierten Funktionen lasst sich der Fehler der ACA auch fiir
Galerkin-Diskretisierungen abschétzen.

Lemma 4.8. Im Fall der Galerkin-Diskretisierung sei Ay ; definiert durch

Ale_Zf @) dpg, i=1,...,m.
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Dann gilt firt=1,....m und j =1,...,n, dass

k 1) :
|(Rr)ij <2 (HZlcl ) leill 1 max i A3 5 = plloo.

l 1 bA b pe p
gilt.
Beweis. Sei gj € span Z mit

[ AN; = lloe = _inf _[lAA; = bl

(4)

Dann existieren nach Lemma 4.7 Koeffizienten ¢;”’, sodass die Bedingung

(@) Pl
qgdp =0
! (nml Z mnu)

erfiillt ist. Definieren wir die Matrix X aus Lemma 4.4 durch die Eintrige X = leillpy

(i) e
il = e G fiir alle

i=1,...,m—kundallel =1,...,k', so erhalten wir

A i i *
(A22 - X [ A;z ]) /AAQJ T)pi(T Z il Cl()/AAQ,j($)90l($) dpig

el 2

- / AL () — g5() Z
=1

Q
- (4)
(2 . N
- <1+;‘Cl ) il nk ARz =Pl

Auf analoge Art folgt dieselbe Abschétzung fiir den zweiten Teil in Lemma 4.4 und schlieklich mit
Lemma 4.5 die Behauptung. 0

IIstHL1

/ ANS,(2) — g (2))en() dse
Q

Unter Beriicksichtigung von Kapitel 3 erhdlt man durch die explizite Wahl eines Funktionensys-
tems, mit dem die Voraussetzung von Lemma 4.7 automatisch erfiillt ist, wiederum eine spezifischere
Abschétzung in Lemma 4.8.

Kapitel 4 hat die Approximation eines einzelnen Blocks A, einer Matrix A durch ein Niedrigrang-
Matrix thematisiert. Das Ziel jedoch ist, nicht nur eine effiziente Darstellung eines einzelnen Blocks
zu finden, sondern auch eine effiziente Darstellung fir die gesamte Matrix. Hierzu muss zunéichst
eine geeignete Partitionierung der Matrix A konstruiert werden. FEine in diesem Sinne ,geeignete”
Aufteilung der Matrix A wird Blécke enthalten, die entweder in ihrer Dimension vergleichbar klein
sind oder mit Niedrigrang-Matrizen approximiert werden kénnen.
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5. Matrix Partitionierung

Der in Abschnitt 4.2 vorgestellte Algorithmus soll nun auf die gesamte Matrix A angewendet werden.
Da ACA aber auf Teilmatrizen bzw. Blécken Aj von A arbeitet, bendtigen wir eine Unterteilung der
gesamten Matrix in Blocke. Die Generierung der Blockstruktur erfolgt in einer hierarchischen Weise
mit Clusterbdumen und Block-Clusterbdumen. Die hierarchischen Matrizen kénnen anschliefend auf
Basis der Partitionierung der Matrix A in Blocke definiert werden.

Soll ACA auf die Blécke einer Matrix angewendet werden, welche durch die Diskretisierung einer sin-
guldren Kernfunktion ensteht, so ist das nicht bei allen Blocken mdoglich, da diese nicht das geforderte
Verhalten bzgl. der Singuldrwerte des jeweiligen Blockes aufweisen. Eine derartige Problematik kann
mit einer Zuléssigkeitsbedingung bei der Partitionierung abgefangen werden.

5.1 Partitionierungen und die Zulédssigkeitsbedingung

Im Folgenden wird eine Moglichkeit angefiihrt, Matrixindices I := {1, ..., M} x J := {1,..., N}, welche
die Zeilen- bzw. Spaltenindices der betrachteten Matrix bezeichnen, in geeigneter Weise zu zerlegen,
damit eine Matrix A € CM*N mit Niedrigrang-Matrizen approximiert werden kann, siehe auch [15].
Unser Interesse liegt dabei nicht in der Konstruktion einer optimalen Partition, da dies einen zu
groften Aufwand bedeuten wiirde. Vielmehr wird eine Partition angestrebt, welche mit nahezu linearer
Komplexitéit berechnet werden kann und eine Approximation mit logarithmisch-linearer Komplexitét
ermoglicht.

Definition 5.1. Seien I,J C N. Eine Teilmenge P C P(I x J) der Menge aller Teilmengen von
I x J heyf§t Partition, falls
IxJ=|]Jb

beP

gilt und falls aus by Nby # O folgt, dass by = bs fiir alle by, by € P gilt. Die Elemente von P werden
als (Indez-) Blocke bezeichnet.

Bevor wir uns ndher mit der Partitionierung auseinandersetzen, sollte sichergestellt sein, dass die
Blocke der Matrix A, welche in den meisten Anwendungsfillen an das zu Grunde liegende Problem
gekoppelt sind, mit einer Niedrigrang-Matrix approximiert werden kénnen. Dies kann mit einer
Zulassigkeitsbedingung gewéhrleistet werden, welche die folgenden drei Eigenschaften voraussetzt:

1. Falls b € P zuléssig ist, so fallen die Singuldrwerte von A, exponentiell ab, wobei A; die
Restriktion von A auf den Block b bezeichnet.

2. Die Zulassigkeitsbedingung kann fiir jeden Block b:=t x s € P(I x J),t C I, s C J, gepriift
werden und die benétigten Rechenoperationen sind O(|t| + |s]).

3. Falls b € P zuléssig ist, so ist auch jede Teilmenge b’ C b zuléssig.

Natiirlicherweise wird es auch Bldcke geben, die die Zuldssigkeitsbedingung nicht erfiillen, was zum
Beispiel bei der Funktion f(x,y) = |z — y|~! der Fall ist, da sie fiir z = y singuldr ist. Um die
Gesamtkomplexitit nicht zu zerstéren, sollten nicht-zuléssige Blocke vergleichsweise klein sein. Daher
wird neben der Zuldssigkeitsbedingung die Zuléssigkeit der Partition definiert.

Definition 5.2. Eine Partition P heifit zuldssig, falls jeder Block b =t x s € P entweder zuldssig
oder klein ist, d.h. die Mdchtigkeiten von t und s erfillen mit einer gegebenen minimalen Dimension
Nmin € N die Bedingung

min{[t|, |s|} < nmin.
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Die Zulassigkeitsbedingung fiihrt je nach Anwendungsgebiet auf andere Bedingungen, welche deut-
lich leichter zu greifen sind. In unserem Fall betrachten wir Matrizen A € RM*N deren Eintrige

a5 = (Vzbj,gpi), 1=1,..,.N,j=1,.... M,

aus der Diskretisierung eines nicht-lokalen Operators V, wie der Randintegralformulierung der in
Kapitel 9 beschriebenen Probleme, resultieren, wodurch A voll besetzt ist. Auf geeigneten Blécken
t x s kann die Matrix A durch Niedrigrang-Matrizen approximiert werden, d.h.

A = UV, U eR>E Ve RS¥K

wobei der Rang k im Vergleich zu den Méchtigkeiten |t| und |s| klein ist. Wie in [15] gezeigt wird,
ist die Bedingung
min{diam X3, diam X,} < ndist(Xy, X5), n >0, (5.1)

geeignet, falls A einen Integraloperator oder die Inverse eines elliptischen partiellen Differentialo-
perators diskretisiert. Dabei bezeichnen X; die Vereinigung der Triger X; := supp s, ¢ € ¢t und
diam X = sup |z — d dist(X,Y)= inf |z —
am X = swp e —y| wnd dS(CY)= bl ey
den Durchmesser und den Abstand von zwei beschrinkten Mengen X,Y C R?. Alle Blocke, die die

Bedingung (5.1) erfiillen, heiffen zuldssig. Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen zuléssige Blocke auf
zwei verschiedenen Geometrien.

L

Abb. 5.1: Zwei Cluster X; und X, welche Abb. 5.2: Zwei Cluster X; und X,, welche

einen zuldssigen Block t x s auf der einen zuldssigen Block ¢ x s auf der
Geometrie einer elektrischen Spule Einheitssphére bilden.
bilden.

Da die Berechnung von Bedingung (5.1) im Allgemeinen O([t] - |s|) Operationen bendtigt, ver-
letzt die Auswertung dieser Art von Zuldssigkeitsbedingung die Voraussetzung 2. Zudem fiihrt die
aktuell benotigte Anzahl an Operationen zu keiner Komplexitdtsreduktion. Zur Konstruktion einer
Bedingung, welche nur O(|t| + |s|) Operationen erfordert und dennoch (5.1) erfiillt, seien die Mengen
X; fiir alle ¢ € I ( bzw. X fiir allle j € J) polygonal. Eine derartige Annahme stellt keine starke
Einschrankung dar, da wir die Zuldssigkeitsbedingung in Verbindung mit Gebietsdiskretisierungen
anwenden wollen, welche auf Dreicken, Vierecken oder allgemein auf Polygonen beruhen.

Der Abstand zwischen zwei Clustern X; und X lésst sich im Vorfeld mit Hilfe deren Schwerpunkte
m; und mg abschitzen. Zusammen mit

pr :=sup{|lz —my|,z € X3}, tCI
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folgt
dist( Xy, Xs) > |my — mg| — pr — ps.

Mit diam X; < 2p; kann die teuer auszuwertende Zulassigkeitsbedingung (5.1) ersetzt werden durch
die Bedingung
2min{pg, pst +n(pt + ps) <nlmy —ms|, tC I, sCJ, (5.2)

welche in O([t| +|s|) Operationen ausgewertet werden kann. Die letzten Uberlegungen sind nochmals
geometrisch in Abbildung 5.3 dargestellt.

Abb. 5.3: Geometrische Idee zur verbesserten Zuléssigkeitsbedingung.

Die Partition der Matrix A erfolgt iiblicherweise mittels Clusterbdumen [45, 48], mit denen wir uns
im n#chsten Abschnitt genauer befassen werden.
5.2 Cluster- und Block-Clusterbdume

Bei der Partitionierung einer Matrix soll keine optimale Partition erreicht werden, da diese im All-
gemeinen zu aufwindig sein wird. Daher beschrinken wir uns auf eine rekursive Unterteilung der
Indexmengen I und J. Die Struktur eines Clusterbaumes gibt einen Leitfaden an, wie zundchst [
und J partitioniert werden kénnen. Anschliefsend werden beide Clusterbdume unter Beriicksichtigung
der Zuldssigkeitsbedingung (5.1) bzw. (5.2) zu einen Block-Clusterbaum verkniipft. Die Menge der
Blétter des Block-Clusterbaumes ergibt die gesuchte zuldssige Unterteilung. Es kann gezeigt wer-
den, dass die resultierende Partitionierung eine nahezu lineare Komplexitit aufweist, siehe auch [15]
oder [45, 48].

Definition 5.3. Ein Baum T; = (V,E) mit Knoten V und Kanten E heifit Clusterbaum fiir eine
Menge I C N, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) I ist die Wurzel von T7.
(ii) O #t =Uyegt fir allet € V\ L(T}).
(i1i) Der Grad degt := |S(t)| > 2 jedes Knotens t € V' \ L(T) ist von unten beschrinkt.
Die Menge an Séhnen S(t) :={t' € V. : (t,t') € E} vont € V ist paarweise disjunkt und
L(Tr):={teV : S(t) =0}

bezeichnet die Menge der Bldtter von T7. Die Anzahl an Anwendungen von S auf I, welche notwendig
sind, um t zu erhalten, heiffit der Level von t € T7y.

Als erste Folgerung ldsst sich anmerken, dass jeder Level wiederum eine Partition von I enthélt.
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Lemma 5.4. Fir alle t € Ty gilt, dass t C I und dass jeder Level
Tl(l) ={t €T : Levelt =1}
von Ty zusammen mit {t € L(Ty) : Level t <1} eine Partition von I enthdlt.
Beweis. Die Behauptung ist eine direkte Folgerung aus (ii) der Definition 5.3. O

Zwei Clusterbaume unterscheiden sich nach Definition 5.3 nur in der Abbildung ¢ — S(¢). Um in
unserem Fall die Zul#ssigkeitsbedingungen zu berticksichtigen, ist S so beschaffen, dass die erzeugten
Cluster einen minimalen Durchmesser aufweisen. Durch die spezielle Wahl der Abbildung S und
deren rekursive Anwendung zur Konstruktion des Clusterbaumes 77, kann die Menge der Knoten V
mit dem Clusterbaum 77 identifiziert werden.

Eine andauernde rekursive Anwendung von S, solange bis eine Clustergrofse von 1 erreicht ist,
wiirde sich letztendlich bei der Darstellung der Matrix bzw. der einzelnen Blocke der Matrix als
dufleres Produkt nicht lohnen. Daher filhren wir eine minimale Clustergréfe nyi, > 1 ein. Damit
lasst sich zeigen, dass der Speicherbedarf eines Clusterbaumes linear ist, siehe [15].

Lemma 5.5. Seien npiyy, > 1 und ¢ == min  degt > 2. Dann gelten die folgenden beiden
teTr\L(TT)

Aussagen:
(i) Fiir alle t € Ty ist die Anzahl der Bldtter |L(T7)| beschrinkt durch
I
ey < 11

Nmin

(ii) Die Anzahl der Knoten in Ty ist beschrankt durch
q|£(Tp)| -1
1

Y] < < 2/L(Ty)| ~ 1.

Beweis. Die Behauptung (i) folgt aus der Definition 5.3 eines Clusterbaums und der Beschrinkung
der Clustergrofe.

Fiir den zweiten Teil streichen wir den Baum startend bei den Blattern von T'\ £(T") in k Schritten
Knoten fiir Knoten zusammen, bis nur noch die Wurzel {ibrig ist. Sei daher 7; der Clusterbaum nach
[-Schritten und ¢; der Grad des [-ten Knotens. Dann gelten

m+1| = ‘Tl‘ —qi+1

und
|L(Ti1)| = |L£(T)| — qu41 + 1.

Demnach gilt nach & Schritten, dass |T;| =1 = [£(T})| und

k-1
I Tel = T = s,
1=0

k—1

L(T)] = 1£(T)] ~ 3 (g1 — 1),

=0

Da wegen ¢; > ¢ die Abschitzung
k(g—1) <|L(T)| -1
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folgt, erhalten wir

1T = |£(T)| + k
£(T)| - 1

<L)+ =

L) -1
g—1
Fiir ¢ = 2 folgt sofort die zweite Abschétzung, denn es gilt
glL(T)| -1
— =2|L(T)| - 1.
o = 21L(T)

Im Fall ¢ > 2 kann durch

g £ -1 _ (¢ =L -D+[LT)+q-2

qg—1 q—1
<L)~ 1+ M(T;'flq_l
< |e(r)| -1+ EOIEZD
=2|L(T)| -1
die zweite Abschitzung gefolgert werden. O

Um den gesamten Speicherbedarf eines Clusterbaumes 77 abschitzen zu kénnen, werden noch
Aussagen zur Tiefe eines Baumes hilfreich sein.

Definition 5.6. Die Tiefe eine Clusterbaumes T ist definiert durch

L(Ty) := max Level t + 1.
teTy
Im schlimmsten Fall, falls sich die Groéfse der Cluster stark voneinander unterscheidet, kann keine
logarithmische Baumtiefe entstehen. Unter der Annahme eines balancierten Baumes, d.h. die Méchtigkei-
ten der Cluster sind von vergleichbarer Grofe, kann eine in I logarithmische Abhéngigkeit garantiert
werden.

Definition 5.7. Ein Baum 17 heifit balanciert, falls

R:= i t1]/|tal, t1,ta € S(t
teleTilﬁl}TI){! 1l/[tal, t1,t2 € S(t)}

unabhdngig von I durch eine positive Konstante von unten beschrinkt ist.

Lemma 5.8. Sei 17 ein balancierter Clusterbaum mit ¢ :== min deg t > 2. Dann gilt fiir die
teTI\L(TT)

Tiefe des Baumes Ty, dass
L(Ty) < loge(|1]/nmin) + 1 ~ log |1

und |t| < |I|€7, wobei | das Level von t € Ty bezeichnet und € := R(q— 1) + 1.
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Beweis. Seien t € Tr \ L(T) und ¢ € S(t). Dann gilt

It ]+ > v ses@ 1]
e ']
=1+ ) "
v#seS(t)
>1+(SO)|-1DR>1+(¢—1)R=¢.

Fiir den néchsten Schritt sei ey, ...,er_1 eine Folge von Kanten von der Wurzel vy := I zum tiefsten
Knoten vy, in TT und wva, ...,vr—1 die dazwischen liegenden Knoten. Mit

g’vH»l’ < ’vl‘v lzlvaL_l

erhalten wir
8 Mol < 1.

Damit folgen die Abschétzungen

(L —1)log& < log(|1|/|vr|) < log([]/nmin)

und schlieflich die Behauptung durch

1
L<ige (log(|Z|/numin) + 1) = loge (|1 /nmin) + 1 ~ log [1].

Lemma 5.9. Sei T ein Clusterbaum fiir I. Dann gelten die Abschédtzungen:

>l < LT

teTT

und

> log|t] < L(Ty)|T|log |1].
teTy

Beweis. Jedes Level von 1T besteht aus disjunkten Teilmengen von I. Der zweite Teil folgt durch
log|t| <log|I|, t € T7. O

Mit Lemma 5.8 und Lemma 5.9 folgt, dass der Speicherbedarf eines balancierten Clusterbaums 77
wie |I|log |I| skaliert.

Bevor wir zu den Block-Clusterbdumen iibergehen, betrachten wir beispielhaft die Konstruktion
eines Clusterbaums bei der Finite-Elemente-Diskretisierung eines elliptischen Operators. Dazu sei
die Menge X; die Vereinigung der Tréiger aller Ansatzfunktionen ¢; mit i € ¢, d.h.

=JXi,  Xi=supp ;.
1€t

Im Hinblick auf Bedingung (5.1) ist es unser Ziel, den Durchmesser von X; zu verringern. Zudem soll
die benétigte Anzahl an Operationen, um einen Clusterbaum zu generieren, die Gesamtkomplexitét
nicht erhthen. Die Konstruktion eines Clusterbaumes 77 auf Basis einer Indexmenge I erfordert
einige zusétzliche Annahmen, welche mit den iiblichen Anwendungen bzgl. der Diskretisierung mit
finiten Elementen {ibereinstimmen. Wir nehmen die folgenden Voraussetzungen an:
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1. Das betrachtete Gebiet Q C R? ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, d.h. es existiert
eine Konstante cq > 0, sodass fiir alle x € (2 gilt:

w(Q2N By(x)) <cqr™, r>0, (5.3)

wobei u(U) das m-dimensionale Maf einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit U c R¢
bezeichnet.

2. Die Mengen X, i € I, sind quasi-uniform und von regelméfiger Form. Demnach gibt es zwei
Konstanten cy > 0 und cg > 0 mit

max 4(X;) < cymin p(X;) (5.4)
il iel
und
w(X;) > ep(diam X;)™. (5.5)
3. Die Anzahl an Uberlappungen der Mengen X; ist beschrinkt, d.h. es existiert eine Zahl v € N,
sodass
max [{jeJ : zeint X;} <v (5.6)
z€int X;

fiir alle 7 € I gilt.

Es gibt verschiedene Methoden, einen Clusterbaum zu erstellen. Da die Clusterbdume bzgl. der
numerischen Experimente in dieser Arbeit mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse (engl. principal
component analysis, PCA) erzeugt wurden, siehe auch [58], folgt eine kurze Erlduterung dieser Clus-
terstrategie.

Wir fixieren geeignete Punkte z; € X;, i = 1,...,n, und berechnen das Zentrum m; des Clusters

t C I mit
Dict M(Xi)zi
> ier 1(X5)
Der Cluster t wird durch diejenige Hyperebene geteilt, welche durch das Zentrum m; geht und

orthogonal zur Hauptrichtung des Clusters w; verlduft. Dabei bezeichnet die Hauptrichtung des
Clusters ¢ einen Vektor w; € R, ||wyl2 = 1, mit

Z |wl (2 — my)|* = max Z 0T (2 — my)|?.
et

=1
ict lvll2=17%

m¢ ‘=

Die obige Maximierung ist gleichbedeutend mit der Suche nach dem gréfsiten Eigenwert der sym-
metrischen und positiv definiten Kovarianzmatrix

Cy = Z(zz —my)(z; — mt)T € RdXd,

i€t

denn es gilt:

- )\max(ct)-
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Obiges Maximum wird demnach fiir denjenigen Eigenvektor erreicht, der dem grofiten Eigenwert von
C} entspricht. Falls die Mengen X; polygonal sind, so stellen die Punkte z; die Zentren der X; dar.

In unserem Fokus sind geometrisch balancierte Baume, d.h. es gibt Konstanten ¢, > 0 und c¢g > 0,
sodass fiir jeden Level [ =0, ..., L(T7) — 1 die beiden Abschéitzungen

(diam X;)™ < cg2_l

und
(X)) > 270!

firallete T I(l) erfiillt sind. Derartige Bdume konnen unter Benutzung der Hauptrichtung w; infolge
der Definition der Sohnabbildung S(t) = {¢1,t2} durch

tii={iet : wl(z—m) >0},

ty:=t\t (5.7

generiert werden. Fiir quasi-uniforme Gitter sind geometrisch balancierte Biume wiederum ba-
lancierte Baume:

Lemma 5.10. Angenommen die Mengen X;, i € I, sind quasi-uniform. Dann ist ein geometrisch
balancierter Clusterbaum balanciert vm Sinne von Definition 5.7.

Beweis. Seien t1,ty € Ty zwei Cluster desselben Levels [ von T;. Mit der Formregularitat, (5.6) und
den Eigenschaften eines geometrisch balancierten Baums folgen

]tl\mln,u Z,u ) <vp(Xyy)
1€ty

< veg(diam Xy,)™ < vegeg2™

und

2—[
el () > 30X 2 ) 2 2

i€t icts cGq
Der Quotient
|t maxier, #(X5)
<veqescg——— < veqceqgeacy
[ta] T mingeq, p(X;) !
liefert die Behauptung. O

Das folgende Lemma zeigt, wie aufwéndig die Erstellung eines Clusterbaums unter der Benutzung
von Bedingung (5.7) ist und wie viel Speicher er benétigt, siehe [15].

Lemma 5.11. Die Konstruktion eines Clusterbaumes Ty bendétigt mit den in (5.7) beschriebenen
Unterteilungen O(|I|log|I|) Operationen. Falls die Mengen X;, i € I, quasi-uniform sind, so ist der
entstehende Clusterbaum T balanciert. Der Speicherbedarf von Ty betriagt O(|I]).

Die Konstruktion eines Clusterbaums 77 reicht fiir die Partitionierung von I x J nicht aus. Dafiir
bendtigen wir einen Clusterbaum 77 7, welcher aufgrund seiner Knoten Block-Clusterbaum genannt
wird. Seien 77 und T’y zwei Clusterbdume fiir die Indexmengen I und J mit den zugehdrigen Abbil-
dungen S; und S;. Ein Block-Clusterbaum 77 s ist definiert durch die Abbildung

Spes(t x 5) = 0, falls ¢ x s zuldssig ist oder Sy(t) = 0 oder Sy(s) =10
7 | Si(t) x Sy(s), sonst
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Anhand dieser Definition ist offensichtlich, dass die Tiefe des Clusterbaums L(77y ) durch die mini-
male Tiefe der erzeugenden Clusterbdume 77 und 77y beschrénkt ist. Zudem bilden die Bldtter des
Baums T7; eine zuldssige Partition P = L(T7«s) unter der Voraussetzung, dass die Partitionen
welche durch die Baume 77 und T; entstanden sind, zuldssig sind. Die folgende Grofe stellt bei
Block-Clusterbdumen ein Maf fiir die Komplexitét des Baums dar, siehe [40].

Definition 5.12. Seien 17 und Tj Clusterbaume fiir die Indexmengen I und J und sei Tr«jy ein
Block-Clusterbaum fiir I x J. Fir einen Cluster t € Tt bzw. s € Ty bezeichnen die Ausdriicke

Cgp(T]XJ,t) = ‘{S cJ:txse T]XJ}|

bzw.
Cgp(T]X],S) = Ht cJ:txse T]XJ}‘

die mazimale Anzahl an Blicken t x s € Ty ;. Die Sparsity-Konstante cs, eines Block-Clusterbaumes
Tryw g ist definiert durch

Csp<TI><J> = max{l;réz%(cgp(T]XJ,t), gréz%%’( Cgp(TIXJ,S)}-

Wichtig ist, die Konstante csp unabhéngig von der Méchtigkeit der Indexmengen I bzw. J abzuschétzen.
Bei geometrisch balancierten Baumen, welche hauptséchlich bei elliptischen Problemen Verwendung
finden, hingt die Konstante cg, nur von v, siehe (5.6), und 7 ab, siehe [15].

Lemma 5.13. Angenommen die Clusterbaume T; und Tj seien geometrisch balanciert. Dann gilt
unter Beriicksichtigung der Zuldssigkeitsbedingung (5.1), dass

1 m
csp < 2vegcoea <2 + 77) .

Eine Vertauschung der Rollen der gewdhlten ¢ und s

)

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir cg,,.

fiihrt auf dieselbe Schranke fiir g, wie bei cg,. Seien ¢ € Tl(l und z; € X;. Wir definieren die Menge

N, := TV . -z < >0
pr={s€T)’ : max|z —z[<p}, p>0,
welche die Nachbarschaft von ¢ beschreibt. Unter den getroffenen Voraussetzungen lisst sich aus

| Np|
@ < Z ,U«(Xs) < V/L(XN,,) <wecop™
sEN,
folgern, dass die Menge NN, hochstens I/CGCQQZPm Cluster s vom selben Level [ in Ty enthilt.
Als néchstes seien s € Ty, sodass t X s € Ty j, und t*, s* die Vatercluster von t bzw. s. Angenom-

men, fiir

1
po := —min{diam X, diam X} + diam X+ + diam X«
n

gelte die Bedingung

— > 0p.
max |z — z| 2 py

Dies hat zur Folge, dass t* x s* zuléssig ist, denn es gilt

1
dist (Xp+, Xg+) > max |x — z¢| — diam Xy« — diam X4+ > — min{diam Xy~, diam X~ }.
TEXs n
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Damit kann der Block-Clusterbaum 77« s keinen Block ¢ x s enthalten, wodurch ein Widerspruch
entsteht. Die getroffene Annahme muss demnach falsch gewesen sein. Somit erhalten wir

1/ 1
max |z — z¢| < po < (092_(1_1)) " <2 + > ,
n

r€Xs
was schliefflich L\
Cop < 2vCqeyCi (2 + 77> .
zur Folge hat. 0

Damit lassen sich die Anzahl der Blétter des Baums, d.h. die Méachtigkeit der Partition P, und die
Anzahl an Operationen, um den Baum zu konstruieren, abschétzen.

Lemma 5.14. Seien T und Ty Clusterbiume fiir die Indezmengen I und J. Die Anzahl an Blicken
in einer Partition L(Trxj) und die Anzahl an Knoten in Ty erfillen die Abschatzung

|L(Trxg)| < |Trxg| < 2esp min{|L(T7)], [L£(T5)[}
Falls |t| < nyin fiir alle t € Ty U Ty gilt, so folgt

min

2¢, .
|L(Trxg)| < |Trxg| < - . min{|1],]J|}.

Beweis. Um die Behauptung zu zeigen, schitzen wir die Machtigkeit des Block-Clusterbaums 17y 7 =
Yo seTy,, 1 ab. Einerseits erhalten wir unter Benutzung von cf, die Schranke

> 1< {scJ i txse T} < dlTi| < el

tXSETIXJ tGT]

und andererseits

Z 1< Cgp’TJ‘ < Csp‘TJ|7
txs€Trx g

falls c§, genutzt wird. Zusammentfassend folgt, dass
‘TIXJ‘ < Csp min{’TI’7 ‘TJ‘}
Lemma 5.5 fithrt zu
Tr| < 2[L(T7)|] und  |Ty] < 2[L(T)].
Die zweite Aussage ist wiederum eine Konsequenz aus Lemma 5.5. U
Lemma 5.15. Seien 1T und Ty balancierte Clusterbdume. Mit der zweiten Voraussetzung der Zulds-

sigkeitsbedingung ist die Anzahl der Operationen einen Block-Clusterbaum zu konstruieren von der
Ordnung csp(|I|log|I| + |J|log |]]).

Beweis. Um die Behauptung zu zeigen miissen wir die Summe »,, .op,  c(|t|+|s|) genauer betrach-
ten. Mit Lemma 5.9 folgt

Yoot +lsh=ed > lt+ed > 5]

txs€Trx g telr {s€Ty:s€Trx s} s€Ty {teTy :txs€Trx s}

e [ DN+ D Il | < cesp (LT + L(Ty)|J]) -
teTr seTy

Lemma 5.8 liefert die Behauptung. O

Aufbauend auf den generierten zuléssigen Partitionen werden wir zu hierarchischen Matrizen iiberge-
hen. Zudem werden deren Eigenschaften und effiziente Rechenoperationen analysiert.
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5.3 Hierarchische Matrizen (#-Matrizen)

Hierarchische Matrizen wurden urspriinglich von Hackbusch [44] und Hackbusch und Khoromskij [45,
46| eingefiihrt. Als Matrix-Approximante stellen sie eine diinnbesetzte Représentation einer vollbe-
setzten Matrix dar, welche mit logarithmisch-linearer Komplexitit gespeichert werden kann. Zudem
liefern die hierarchische Partitionierung und die Niedrigrang-Struktur die nétigen Bausteine, um
schnelle Matrix-Operationen durchzufithren. So kann z.B. gezeigt werden, dass die Matrix-Vektor
Mulitplikation in logarithmisch-linearer Komplexitit durchfiihrbar ist.

Fiir die Definition wird der Block-Clusterbaum 17y verwendet, von dem angenommen wird, dass
bei der Konstruktion die Zuléssigkeitsbedingung beriicksichtigt wurde.

Definition 5.16. Die Menge der hierarchsichen Matrizen auf dem Block-Clusterbaum Ty j mit zulds-
siger Zerlegung P := L(T1xj) und Blockrang k ist definiert durch

H(Trxg, k) == {A e R . rank Ay, <k fiir alle zulissigen t x s € P}.

Elemente aus H(Trxj, k) werden auch H-Matrizen genannt.
Lemma 5.17. Sei A € H(T7xy, k). Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:
(i) Jede Teilmatriz Ay, b € Trxy, gehort zu H(Ty, k).

(i) Die Matrizen AT und A" gehoren zu H(Tyx1, k), falls die Zulissigkeitsbedingung symmetrisch
ist, d.h. jeder Block s x t ist zuldssig, falls auch t X s zuldssig ist.

Beweis. Die beiden Aussagen sind eine direkte Folge der Definition von hierarchischen Matrizen. O

Lemma 5.18. Der Speicherbedarf Ng einer hierarchischen Matriz A € H(Trx g, k) ist beschrankt
durch
Nt (A) < cop max{k, nmin} (L(T7)|I| + L(T1)|J]) -

Falls Tt und Ty balancierte Clusterbiume sind, gilt
Ngt(A) ~ max{k,nmin} (|I|log|I|+ |J|log|J]|) .

Beweis. Der Speicherbedarf von zuléssigen Blocken ¢ x s € L(T7x« ) einer hierarchischen Matrix A
betrédgt k(|t| + |s|). Fiir die nicht zuléssigen Blocke werden |t||s| Speichereinheiten bendtigt. Wegen
min{|¢],|s|} < nmin ist das Produkt aus |¢| und |s| beschrénkt durch

[tlls| = ming[¢], |s|} max{[¢], [s[} < rmin([¢] + |s]).

Unter Benutzung des Beweises von Lemma 5.15 folgen die beiden Aussagen. O

5.3.1 Matrix-Vektor-Multiplikation fiir H-Matrizen

In vielen iterativen Verfahren wie den Krylov-Unterraum-Methoden, siehe z.B. [64], kommt die Sys-
temmatrix nur iiber eine Matrix-Vektor-Multiplikation ins Spiel. Auch die Auswertung der Lésung
bei der Randintegralmethode kann mit Hilfe einer Matrix-Vektor-Multiplikation realisiert werden. Da
sich jede Multiplikation einer H-Matrix A mit einem Vektor x als Summe der Multiplikation eines
Matrixblocks Ass mit dem jeweiligen Anteil x5 des Vektors x dartstellen l&dsst, d.h.

Ax = Z At5$5

txseP
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kann der Aufwand einer Matrix-Vektor Mulitplikation auf den Aufwand in den einzelnen Blécken
zuriickgefithrt werden, wobei die Matrizen A4 in obiger Notation fiir die Aufsummierung in geeigneter
Weise zu verstehen sind.

Jeder nicht-zuléssige Block ¢ x s, wobei min{|¢|,|s|} < nmin, wird eintragsweise abgespeichert,
sodasgs fiir eine Multiplikation

2[t[[s| = 2ming[¢], |s|} max{[¢], [s[} < 2nmin([t] + |s])

arithmetische Operationen anfallen.
Jeder zulissige Block ¢t x s kann als dufseres Produkt geschrieben werden, sodass gilt:

Apszs = UVHz, U e RIIXE Vv RIsIxE

wofiir 2k(|t| + |s|) notig sind.
Zusammenfassend lésst sich dhnlich zu Lemma 5.18 die Komplexitéat einer Matrix-Vektor-Multipli-
kation feststellen, siche [15].

Lemma 5.19. Die Anzahl der Operationen Nyry einer Matriz- Vektor Multiplikation Ax einer Matriz
A € H(Tyrx g, k) mit einem Vektor x € RY ldsst sich abschitzen durch

Narv(A) < 26 masc{h, nin} (LD + L)1)
Falls Tt und Ty balancierte Clusterbaume sind, so gilt
Nyv(A) ~ max{k, nmin} (|I|1log |I]| + |J|log]|J]|).

Beweis. Der Beweis funktioniert dhnlich wie der Beweis von Lemma 5.18. O

5.3.2 Norm-Abschitzungen fiir H-Matrizen

Im spéteren Verlauf dieser Arbeit werden die Fehler der Matrixapproximationen hauptséchlich in
der Spektralnorm untersucht. Hierzu miissen wir wissen, wie sich die Normen der einzelnen Blécke
beziiglich der Norm der gesamten Matrix verhalten. Zudem wird interessant sein, wie sich lokale
Normen auf den Rest der Matrix auswirken. In den folgenden beiden Lemmata sollen diese Fragestel-
lungen gekldrt werden, siehe auch [15].

Lemma 5.20. Betrachtet wird die folgende r x r Blockmatriz
Ay ... A
A= | s
A ... A
mit A;; € R™>X7 4,5 =1,...,r. Dann gilt, dass

1/2

r r 1/2
max [|Ajjll2 < [|All2 < [ max > [|Ayll2 max > [|Aijll2]
i,J=1,...,r i=1,...,r —1 Jj=1,...,r =1

j_ =

Beweis. Dieuntere Schranke der Abschitzung ist klar. Fiir die obere Schranke seien z = (1, ..., z,.)? €
R"mit z; € R", j=1,..,r, und n:= 7%, n;. Seien zudem A € R™" mit 4;; = [|A;j||2 und & € R
mit Z; = |lzjl|2, 7 = 1,...,7. Damit folgt

2

T T T T
1Az =11 Ayaslz <Y 14ijll2llsllz | = A5
1 1

i=1 j= i=1 \j=
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Wir erhalten danach die obere Schranke durch
1423 < [IA11Allso 12113 = [IANl1[IA]lsoll13,
denn es gilt HAH% < HAHIHAHOO O

Lemma 5.21. Sei P die Menge der Blitter eines Clusterbaums Trxy. Dann gelten fir A, B €
H(Trx;, k) die beiden folgenden Aussagen:

(i) e [ sl < 11All2 < opL(Tr) mass || A2
9 < < .
(i9) Falls e || Asl2 < max [|Busllo, so folgt [|All2 < cupL(tr)I|Bll2

Beweis. Fiir den Beweis der ersten Aussage (i) werden die Blocke der Matrix A in ihre Level aufgeteilt,
d.h.

l
0, else

und A = EILZ(?”) A;_1. Damit weist A; eine verschachtelte Struktur auf, wobei pro Blockzeile bzw.
Blockspalte hochstens cg), viele Blocke existieren. Mit Lemma 5.20 folgt die Abschétzung

L(Trx y) L(Trxg)
Al < >0 JAialla<eyp Y, max A,
=1 =1 beTinp

< CspL(szJ)lgle%llAsz

Die Aussage (ii) folgt durch
max || Ap||2 < max || Bpll2 < ||Bll2-
beP beP

5.4 Uniforme #H- und H2-Matrizen

Um die betrachteten Matrizen noch effizienter zu approximieren, kénnen uniforme H-Matrizen oder
auch H2-Matrizen angestrebt werden, siche [44].

Definition 5.22. Eine Cluster-Basis ® fiir eine Rang-Verteilung (ki)icr, ist eine Familie ® =
(®(t))er, von Matrizen ®(t) € RP>*ke.

Definition 5.23. Seien ® und U Cluster-Basen fiir T; und Tj. Eine Matriz A € RI*Y | die
Alys = ®(t) F(t,s) U(s)?  fiir alle t X s € Pagm
mit einem F(t,s) € REE Xk erfillt, heifst uniforme hierarchische Matriz fir ® und V.

Falls k; < k fiir alle t € T7 oder ks < k fiir alle s € Ty angenommen wird, so ist der Speicherbedarf
fir die Kopplungsmatrizen F'(t,s) von der Ordnung kmin{|I|,|J|}. Des Weiteren ist es nicht sin-
nvoll k; > |t| zu wahlen. Die Cluster-Basen an sich belegen k[|I|L(T7) + |J|L(Ty)] Speichereinheiten,
siehe [47].

Eine rekursive Relation unter den Basisvektoren kann helfen, auch den Speicherbedarf der beiden
Basen ® und ¥ zu verringern. Die zugehdrige Struktur bilden die H2-Matrizen, siehe [47, 22]. Bei
der Behandlung von hochfrequenten Helmholtz-Problemen ist diese zusétzliche Hierarchie in den
‘H-Matrizen sogar notwendig, um eine logarithmisch-lineare Komplexitdt zu erreichen. Des Wei-
teren wurden in [20] gerichtete bzw. direktionale H?-Matrizen als Spezialisierung von H2-Matrizen
eingefiihrt.
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Definition 5.24. Eine Cluster-Basis U = (U(t))ier, heifit geschachtelt, falls es fir alle t € Tr\ L(1T7)
Transfermatrizen Ty, € RFv <kt gibt, sodass fiir die Restriktion der Matriz U(t) auf die Reihen t' gilt

U(t)|t/ = U(t/) Tt’t fOT' (l” t/ € S[(t)

Um die Komplexitit der Speicherung einer verschachtelten Cluster-Basis U abzuschitzen, ist
zu beachten, dass die Menge der Blatt-Cluster 77 eine Partition von I darstellt und fiir jeden
Blatt-Cluster ¢ € T7 miissen hochstens k|t| Eintrége gespeichert werden. Dies hat zur Folge, dass
> _ter, kIt| = k|I| Speichereinheiten fiir die Blattmatrizen U(t), ¢t € Ty, bendtigt werden. Der Spe-
icherbedarf fiir die Transfermatrizen ist ebenfalls von der Grokenordnung k|I|, siehe [47].

Definition 5.25. Eine Matriz A € R/ heiffit H?-Matriz, falls es Cluster-Basen U und V gibt,
sodass fiirt X s € Pagm gilt
A‘tS = U(t> F(t,S) VH(S)a

wobei F(t,s) € REC XK e Kopplungsmatriz beschreibt.

Nach Definition 5.25 belduft sich der Gesamtspeicherbedarf einer H2-Matrix auf die Gréfenord-
nung k(|1 + |J]).

Bemerkung 5.26. Weitere Ansdtze sind von hybrider Form, in denen die Approzimation aus einer
Mischung von H- und H?-Matrizen zusammengesetzt ist. Denn es kann vorteilhaft sein, geschachtelte
Basen nur fiir Cluster t mit einer minimalen Kardinalitdt nﬁfn > Nmin 2t betrachten. Blécke, die aus
kleineren Clustern bestehen, werden mit H-Matrizen behandelt.

Approximationen mit uniformen H- oder H2-Matrizen sind ohne zusitzliches Wissen iiber den
analytischen Hintergrund des diskretisierten Operators nicht moglich. Hier stellt zum Beispiel die
Konstruktion einer geeigneten Cluster-Basis eine entscheidende Rolle dar. Um eine moglichst grofe
Universalitdt der Methode zu gewéhrleisten, werden haufig polynomiale Rdume verwendet, siehe [25].
Diese Wahl ist zwar aufgrund der besonderen Eigenschaften von Polynomen recht zweckmafig, jedoch
ist sie in der Regel nicht der effizienteste Ansatz. Um zu sehen, warum das so ist, sollte man sich
vor Augen halten, dass der dreidimensionale Ansatz, der auf Kugelflichenfunktionen [31] beruht,
in einer abgebrochenen Entwicklung mit einer Genauigkeit der Grofenordnung von p, Terme in der
Anzahl von k = O(p?) benétigt, withrend die Anzahl der Polynomterme fiir dieselbe Ordnung der
Genauigkeit k = O(p3) Terme erfordert.

In [10] wird eine Verallgemeinerung der adaptiven Kreuzapproximationsmethode zur kernunab-
hiingige Konstruktion von H2-Matrizen fiir Matrizen A € RM*N mit Eintriigen der Form

aij:/Q/QK(a:,y)goi(x)wj(y)dydx, i=1,....,M, j=1,...,N.

vorgeschlagen. Hierbei bezeichnen ¢; und v; lokale Ansatz- und Testfunktionen. Die Kern-Funktion K
ist von der Art

K(z,y) =&(z) ((y) f(z,y)

mit einer singuldren Funktion f(z,y) = |z — y|~® und Funktionen ¢ und ¢, die jeweils nur von
einer der Variablen x und y abhidngen, vgl. Kapitel 1. Im Gegensatz zu H-Matrizen, bei denen
die Methode auf Blécke angewandt wird, miissen im Falle von H2-Matrizen Clusterbasen konstruiert
werden. Wenn dies adaptiv geschehen soll, miissen spezielle Eigenschaften des Kerns ausgenutzt
werden, um zu gewahrleisten, dass der Fehler auch aufterhalb des Clusters kontrolliert wird. Der
Ansatz in [10] stiitzt sich auf die Harmonizitit des singuldren Teils f der Kern-Funktion K. Dazu
werden Interpolanten sp zu den Kernfunktionen f konstruiert, die harmonisch in Bezug auf eine
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Variable sind. Das System von Funktionen, in dem die interpolierende Funktion konstruiert wird,
wird durch Restriktionen von f definiert. Diese Konstruktion garantiert, dass die Harmonizitét von f
fiir seinen Interpolationsfehler erhalten bleibt. Um eine vorgeschriebene Genauigkeit auferhalb des
betrachteten Gebiets zu erreichen, geniigt es, sie an ihrem Rand zu iiberpriifen. Dies erlaubt es, si
auf eine kernunabhéngige und adaptive Weise zu generieren. Anschliefend wird die interpolierende
Funktion s dazu verwendet, um eine Quadraturregel zu konstruieren, die bei der Konstruktion von
geschachtelten Basen eingesetzt wird. Die in Kapitel 3 gewonnenen Ergebnisse gewdhrleisten dabei
exponentielle Fehlerabschiatzungen fiir s; bei der Interpolation der Funktion f(x,y) = |x — y|~ fiir
beliebige o > 0. Demnach kénnen uniforme H- und H2?-Matrixapproximationen unter Verwendung
harmonischer Interpolanten s; konstruiert werden. Die resultierende Methode kann unter anderem
zum Beispiel auf Poisson-Randwertprobleme oder auf fraktionelle Diffusionsprobleme angewendet
werden. Fiir die detaillierte Beschreibung des Verfahrens sei an dieser Stelle auf [10| verwiesen, da
das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit auf der Generierung von H-Matrixapproximationen liegt.

5.5 Ein numerisches Experiment

Mit dem folgenden numerischen Experiment wollen wir zum Abschluss von Kapitel I ein besseres
Verstindnis der adaptiven Kreuzapproximation erhalten. Im Blickpunkt liegt das Verhalten der
ACA mit einer sich verdndernden rechten Seite, wobei die strukturellen Unterschiede innerhalb der
rechten Seite zunehmen. Dafiir werden die numerischen Losungen der Randwertprobleme

Au=0 inQ:={zcR| |z <1} (58)

u=G(x—p;) auf 0Q, i=1,2,3, '
mit p; = (10 0 0)7, po = (1.5 0 0)7 und p3 = (1.1 0 0)7 betrachtet. Die Diskretisierung des Randes
der Einheitskugel €2 besteht bei 642 Punkten aus 1280 Dreiecken. Die dafiir benétigten Techniken
werden spéter in Kapitel acht und neun behandelt. Eine Anwendung der ACA auf die Systemmatrix,
welche in Folge der Randelementmethode ensteht, liefert bei einer minimalen Blockgrofe by, = 15
und einer Blockgenauigkeit eaca = 1079 die in Tabelle 5.1 dargestellten Resultate.

i ‘ HuII:ATI};HQ Zeit [s] ‘ Speicher [MB] ‘ Kompressionsrate [%)]
1] 0.00158 | 0.309 3.845 61.47
2| 0.0332 0.313 3.845 61.47
3| 0.264 0.318 3.845 61.47

Tab. 5.1: Numerische Ergebnisse der ACA in drei verschiedenen Féllen.

Zunichst sind wir eher an einer Reduktion des Speicherbedarfs bei der approximierten Matrix und
deren Kompressionsrate interessiert als am relativen Fehler der gendherten Losung. Dennoch sollte
der Fehler der approximierten Losung in einem akzeptablen Bereich liegen. Obwohl wir die ACA auf
drei verschiedene lineare Gleichungssysteme angewendet haben, haben wir im Bezug zur Kompression
und zum notwendigen Speicherbedarf dieselben Ergebnisse erhalten. Wie die Abbildungen 5.4 und
77 zeigen, werden die Blécke der Systemmatrix in den drei Féllen pq, po und p3 vollkommen identisch
approximiert. Die roten Blécke sind nicht zulédssig bzw. es musste jeder einzelne Eintrag berechnet
werden. Der Rang der Niedrigrang-Approximation kann in den griinen, zuldssigen Blécken gefunden
werden.
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Abb. 5.4: Berechnung/Approximation der Blocke ohne ACA (links) und in den Féllen p;, p2 und ps
(rechts).
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Da ACA ohne Beriicksichtigung der rechten Seite auf der Matrix des linearen Gleichungssystems

arbeitet, sind diese Ergbenisse nicht besonders iiberraschend. Sicherlich wird nicht jeder Block densel-
ben Einfluss auf die rechte Seite haben wie ein anderer - zumindest nicht bei rechten Seiten mit
groferen strukturellen Unterschieden. Unsere Aufgabe wird es sein, vorrangig diese Blocke zu ap-
proximieren, bei denen der grofite Genauigkeitsgewinn erzielt werden kann.
Daher wird die ACA in den folgenden Kapiteln mit Strategien erweitert werden, welche in einem an-
deren Zusammenhang auch in der adaptiven Randelementmethode 39, 50] zum Einsatz kommen. Zu
diesen Techniken z&hlen eine Art von Fehlerschitzung, das Dérfler-Marking (siehe [34]) und spezielle
Verfeinerungsstrategien.
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II. Zusatzliche adaptive Elemente bei der adap-
tiven Kreuzapproximation

Bisher haben wir Verfahren kennengelernt, mit denen diskretisierte nicht-lokale Operatoren effizient,
d.h. in logarithmisch-linearer Zeit, behandelt werden kénnen. Auch der Speicherbedarf hingt hierbei
nur logarithmisch-linear von der Anzahl der Freiheitsgrade ab. Jedoch ist im ersten Teil auch klar
geworden, dass die vorgestellten Verfahren jeden diskreten Operator bzw. jedes Problem vollkommen
gleich behandeln. Diese Vorgehensweise kann in einigen Situationen vorteilhaft sein, in anderen aber
unnotige Informationen generieren. Wie am Ende von Kapitel 5 bereits kurz angesprochen, werden
in den folgenden Kapiteln Techniken vorgestellt, mit denen wir die Approximation der betrachteten
Operatoren genauer auf die Problemstellung ausrichten kénnen, um so einerseits die Rechenzeit und
andererseits den Speicherbedarf zu reduzieren. Dabei wird der diskrete Operator nicht wie zuvor
im Vorfeld einmal komplett bis zu einer gewihlten Genauigkeit approximiert, sondern sequentiell in
einer adaptiven Prozedur.

6. Operationen auf H-Matrizen

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der mathematischen Operation, welche die Multiplikation
einer Matrix mit einem Vektor beschreibt. Durch eine Approximation des nicht-lokalen Operators
kann die notige Anzahl an Rechenoperationen auch hier verringert werden.

6.1 Adaptive Matrix-Vektor Multiplikation (AMVM)

Das Ziel ist die Entwicklung eines approximativen und adaptiven Algorithmus fiir die Multiplikation
einer Matrix A € RM*N mit einem Vektor 2 € RY, d.h.

b= Ax,

wobei A die Diskretisierung eines nicht-lokalen Operators und b der resultierende Vektor ist. Da die
Matrix A voll besetzt ist, wére das eigentliche Vorgehen bei der Losung dieser Problematik und den
Methoden aus den vorherigen Kapiteln folgend, zuerst die Approximation der Systemmatrix A durch
hierarchische Matrizen und die anschliefsende Multiplikation der Approximation von A mit dem Vek-
tor x. Aufgrund der Konstruktion der Approximation durch ACA kénnen redundante und unnétige
Informationen entstehen, aus dem einfachen Grund, dass im ACA Verfahren jeder Matrixblock gleich
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behandelt wird und somit mehr Zeit in Anspruch genommen wird. Um die Generierung solcher Infor-
mationen zu vermeiden, wird hier eine adaptive Strategie verfolgt. Anstelle des bisherigen Ansatzes,
eine einzige Approximation zu erzeugen, konstruieren wir eine Folge von hierarchischen Matrixap-
proximationen A, wobei wir jede Approximation mit dem Vektor z multiplizieren, um eine Folge
von Approximationen b auch fiir den resultierenden Vektor b zu erhalten. Die einzelnen Approxi-
mationen werden mit Hilfe eines Fehlerschitzers berechnet, der auf der (h — h/2)-Strategie, siehe
z.B. [7, 8], und der Dérfler-Markierungstechnik [34] basiert. Es ist zu beachten, dass im Gegensatz
zum konventionellen Anwendungsbereich solcher Fehlerschitzer hier keine Verfeinerung der Geome-
trie oder des Gitters beriicksichtigt wird. Die zugrunde liegende Gitterstruktur und der zugrunde
liegende Block-Clusterbaum werden zu keinem Zeitpunkt verdandert.

Eine zuverlissige Schitzung des Fehlers erfordert zunidchst die Existenz einer genaueren Approxi-
mation Ay, d.h. es gelte die sog. Saturierungsannahme

b — bll2 < csat[|bx — bl|2 (6.1)

fiir ein 0 < cgat < 1, wobei by, = Apx und Ek = /lkx Eine natiirliche Wahl fiir Ak ist die verbesserte
Approximation, die sich aus Ay ergibt, indem eine feste Anzahl von zusitzlichen ACA-Schritten
auf jeden zulissigen Block angewendet wird und durch Setzen von (Ak)ts = Ay, fur alle anderen
nicht-zuléssigen Blécke ¢ X s € Pyon.adm- Natiirlich sieht dieses Verfahren viel komplexer aus als die
einmalige Multiplikation einer Matrix mit einem gegebenen Vektor. Der Ansatz hier zielt darauf ab,
Eigenschaften des Vektors  in Kombination mit Eigenschaften von A auszunutzen. Betrachten wir
als Beispiel den Extremfall, dass x = 0 ist. Dann erkennt der adaptive Ansatz, dass es sinnlos ist, eine
Approximation von A mit der Genauigkeit exca zu berechnen, wihrend der iibliche Ansatz zunéchst
jeden Block mit dieser Genauigkeit approximieren und dann die Multiplikation durchfithren wiirde.
Abhéngig von der Kombination von A und z erwarten wir verbesserte Speicheranforderungen und
Rechenzeiten.

In Anlehnung an die obigen Ideen wird insbesondere die Assemblierung des diskretisierten nicht-
lokalen Operators mit der gleichzeitigen Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation kombiniert.
Abbildung 6.1 zeigt eine schematische Darstellung des Verfahrens.

4]6-{-2 Ak+2

3

bry2

grobere Approximation genauere Approximation

Abb. 6.1: Schematische Darstellung des Verfahrens.

Unter Benutzung des Fehlerschétzers

= o=l = | 37 (Ax = Apistsle
txseP
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welcher in Bezug auf Blocke in P lokalisiert ist, ist das Verfahren fiir die adaptive Matrix-Vektor
Multiplikation in Algorithmus 2 zusammengefasst.

Algorithmus 2 Adaptive Matrix-Vektor Multiplikation (engl. adaptive Matrix-Vector Multiplica-
tion; AMVM)

1. Starte mit einer groben H-Matrix Approximation Ay von A und setze k = 0.
2. Berechne b, = Apz und by, = Agz.
3. a) Finde bei gegebenen 0 < § < 1 eine Menge markierter Blocke P, C P von minimaler
Méchtigkeit, sodass
Ve — W(Pr) = Oy, (6.2)

wobel 1(Q) = || Xxsep\o(Ak — Ap)eswsll2 und i, = 5(0) = [|b — b l2-
b) Use the following strategy to construct Pg:
(i) Sortiere die Fehler |(by — bg)il, i = 1,..., M, in absteigender Reihenfolge.

(ii) Gehe die geordneten Fehler schrittweise von oben nach unten durch und ermittele die
zur Zeile ¢ gehérenden Blocke.

(iii) Fiige jeden Block  x s zu Py hinzu, wenn |[(Ag — Ag)ssws)i] > (1—6)(csp LM N) =2,
gilt.
(iv) Erweitere P, geméf (ii) und (iii), solange die Bedingung (6.2) nicht erfiillt ist.

4. Setze .
Ao — ) A, bE B,
k+1 —
(Ak:)b7 be P \ Pk.

5. Falls v, > eamvm erhohe k und gehe zu 2.

Auf den ersten Blick benutzt Algorithmus 2 zwei hierarchische Matrizen A und Ak-A Da diese

beiden Matrizen stark miteinander verbunden sind, geniigt es, die feinere Approximation Ay zu spei-
chern. Aukerdem erlaubt dieser Ansatz, die Struktur des zu multiplizierenden Vektors x bei der
Approximation von A zu beriicksichtigen. Aufgrund der Auswahlkriterien von Py in Algorithmus 2
haben Cluster von Nulleintrigen im Vektor x zur Folge, dass die zugehoérigen Blocke gar nicht ap-
proximiert werden miissen.

Bemerkung 6.1. Man beachte, dass der vorherige Algorithmus endet, wenn entweder in Schritt 3b) (iv)
die Bedingung (6.2) erfillt ist oder wenn die Liste der Blocke ihr Ende erreicht hat. In diesem Fall
ist auch (6.2) giiltig, denn die in Schritt 8 b) iii) verwendete Bedingung impliziert |[( A — Ag)iss)s| <
(1 —0)(csp LM N)~2+; fiir alle Blocke t x s € P\ Py und somit

1/2

M
Y (Pr) = || Z (A — Ak)tszsll2 = Z\ Z (Ak — Ag)iszs | |2

txseP\Py, i=1 |[txseP\Py i
M 1/2
<Xl X 1|k - Apay] P
i=1 txsEP\Py !
M 1/2
<[> > a-0’MN)TR| <(1-0)n.

i=1 txs€P\ Py, ict
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Der neu eingefithrte Algorithmus soll nun genauer untersucht werden. Zun#chst betrachten wir mit
der Zuverlassigkeit und Effizienz zwei grundlegende Eigenschaften eines jeden Fehlerschitzers.

Lemma 6.2. Sei Annahme (6.1) erfillt. Dann ist der Fehlerschitzer vy zuverldssig, dass heifit, es
gilt die Abschdtzung
ku - b||2 < Crel V>

1

wobes Cpe := Toemr

Beweis. Mit der Saturierungsannahme folgt

b — bll2 < [|bx — bll2 + [|1bx — bll2 < Yk + csasllbr — bll2

und somit )
ku - b||2 < CrelVks  Crel i = 1 .
— Csat
O
Lemma 6.3. Sei Annahme (6.1) erfillt. Dann ist vy effizient, d.h. es gilt die Abschatzung
ceftVk < [|bk — b2,
wobei cepr = %csat
Beweis. Es folgt wiederum mit der Saturierungsannahme, dass
e = 1ok = billa < 1ok = bll2 + 16 = brll2 < (1 + csar)l[bx — bll2
and damit )
c < ||b — bll2, cemr = .
et VE < |lbk — bll2,  cesr -
O

Im Folgenden wird die Konvergenz des Verfahrens zur adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation
untersucht.

6.2 Konvergenz der adaptiven Matrix-Vektor-Multiplikation

Vor allem die Zuverléssigkeit von ~; wird hilfreich sein, um die Konvergenz der adaptiven Matrix-
Vektor-Multiplikation zu zeigen. Dafiir miissen wir zunfchst wissen, wie das Konvergenzverhalten
des Fehlerschitzers -y, selbst ist. Wir starten mit der Untersuchung des Fehlers é; := ||by — by 1|3

Lemma 6.4. Seien by = Az und by, = Apprxz. Dann konvergiert der Fehler é; = |by — bpy1]/3
gegen Null fiir k — oo.

Beweis. Fiir éy, gilt:

ek = [Apz — A3 < | Ak — A 312113,

wobei das Konvergenzverhalten von é; aus der Konvergenz des ACA folgt. Denn hier gilt entweder
limy 00 (Ag)p = Ap oder b ¢ My, ab einem Index ky € N, was (Ag)p = (Agy1)p fiir k > ko impliziert.
Damit gilt

lim A = A, € RVXN

k—o0
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und
lim ||Ags1 — Ag|| = 0.
k—o00

O

Die Konvergenz des Fehlerschétzers ~; ist eine Konsequenz des sogenannten Fehlerschétzerreduk-
tionsprinzips (6.3) (siehe [8, 38| fiir die Anwendung dieses Konzepts in der adaptiven Randelement-
methode).

Lemma 6.5. (Fehlerschatzerreduktion) Seien s > 1 und 1 — ﬁ < 0 < 1 gegeben. Dann erfillt der
Fehlerschdtzer i, das folgende Reduktionsprinzip

Vi < i + 2}, (6.3)

1

wobei c1 = c1(s) =1 <1 und ¢z = ca(s,0) = =502

und € gegen Null konvergiert. Zudem gilt

lim ~; = 0.

k—o0
Beweis. Um eine Reduktion des Fehlerschitzers zu zeigen, betrachten wir 511 genauer. Mit der
Youngschen Ungleichung fiir § > 0 folgt:

Vo1 = lbr+1 — b |?
O . A 2
= lbrer = b+ b = Bia 12 < (lss = bill + 1B = B

< (14 0) ||brrr — b3 +(1 + 07 1)éx
D e

=€

Falls die ersten Summanden in die ausgewdhlten und nicht ausgewdhlten Blocke aufgeteilt werden,
erhalten wir die folgende Fehlerschitzerreduktion:

e =lbrpr = bl = | D (Akra — Ap)ess|
txseP
=1 > (Appr = Apisms+ Y (Appr — Ap)szs
tXs€Py txseP\Py,
=1 D (A — Ap)iszsl = 1(Pr) < (1 = O) .
tXSEP\Pk

Mit der Wahl § = 1?{%;@2, wobei § > 0 aufgrund der Voraussetzung erfiillt ist, folgt, dass

Yigr = (L+6)(1—0)*7 + (1+671)eép
1—5(1—9)2 2 2 3(1_9)2 2
(1= 1 147
1, 1 2
ST 1—8(1—9)261“'

Mit ¢1(s) :== 1 <1 und c(s,6) := ﬁ folgt die Behauptung.
Der zweite Teil der Behauptung wird mit Lemma 6.4 und dem Fehlerschitzerreduktionsprinzip,
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welches in [8] eingefiihrt wurde, bewiesen. Sei E > 0 eine Zahl mit é, < E fiir alle k. Mit der
Fehlerschatzerreduktion folgt:

2 2 X 2 R R
Yier1 S e+ c2ér < cr(C1V_q + c28p—1) + 26y,

k12
t +62501

< CkJrl

y FE
<24
Yo + C2 Z <7 *+ 1_ Cl
=0
Demnach ist die Folge {7 }ren, beschrankt und es lasst sich M := limsup 7],% definieren. Eine weitere

k—oo
Anwendung der Fehlerschitzerreduktion fithrt zusammen mit Lemma 6.4 zu

E = limsup ’yzﬂ < ¢ lim sup fy,% 4+ colimsupép = 1 E.
k—oo k—o0 k—o0

Damit ist £ = 0 und wir erhalten

0< hm 1nf vt < limsup vy, = 0.
k—o0
Schlieflich folgt
lim v, = 0.
k—o00

O

Zusammen mit der Zuverldssigkeit des Fehlerschitzers lasst sich die Konvergenz der adaptiven
Matrix-Vektor Multiplikation zeigen.

Theorem 6.6. Seien die Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfillt. Dann konvergiert der Fehler
|bx. — bl|2 der durch Algorithmus 2 konstruierten Folge {by}ren gegen Null.

Beweis. Mit Lemma 6.2 and Lemma 6.5 erhalten wir
||bk - b”2 < cre1vx — 0, k — 0.
O

Da die Approximation der Matrix A stark auf den zu multiplizierenden Vektor z zugeschnitten ist,
macht diese Art von Approximation nur Sinn, wenn sich x nicht &ndert. Eine typische Situation ist
zum Beispiel die Konstruktion der rechten Seite bei der Randintegralmmethode. Diese wird spéter in
Kapitel 9 nochmals aufgegriffen.

Auch bei iterativen Losungsverfahren wie dem Verfahren der konjugierten Gradienten treten Matrix-
Vektor-Multiplikationen auf. Da sich in diesem Fall der zu multiplizierende Vektor in jedem Itera-
tionsschritt dndert, verursacht AMVM keine Vorteile, wohl eher noch einen erhdéhten Zeitaufwand.
Soll also eine adaptive Approximation der Systemmatrix auch bei der iterativen Lisung eines linearen
Gleichungssystem zum Einsatz kommen, miissen wir uns einen etwas anderen Ansatz iiberlegen. Die
folgenden beiden Kapitel zeigen, wie auch in diesem Fall eine adaptive Approximation erzeugt werden
kann.

50



Zuséatzliche Adaptive Methoden fiir ACA

7. Zusatzliche adaptive Methoden fiir die adaptive
Kreuzapproximation

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit der Approximation einer Matrix bei der Matrix-Vektor-
Multiplikation beschéftigt haben, konzentrieren wir uns im sechsten Kapitel auf die Approximation
einer Systemmatrix bei einem Gleichungssystem Az = b. Die Matrix A wird dabei vorrangig aus
der Finite-Elemente-Diskretisierung eines in integraler Form dargestellten Differentialoperators resul-
tieren. Spéater in Kapitel acht und neun werden wir auf diese Thematik nochmals zuriickkommen und
die betrachteten Problemstellungen formulieren. Fiir den Moment werden die iiblichen Voraussetzun-
gen an das ACA-Verfahren angenommen. Mit der ACA existiert bereits ein Algorithmus, mit dem
derartige Matrizen angendhert werden konnen, ohne jemals die volle Matrix aufstellen zu miissen. In
Abschnitt 5.4 haben wir jedoch auch gesehen, dass sich die Approximation trotz unterschiedlicher
rechter Seiten b nicht dndert. Daher soll im Folgenden eine Abhéngigkeit zwischen der ACA und der
rechten Seite des diskretisierten Problems erzeugt werden. Ein derartiges Vorgehen ist hauptséchlich
bei Anwendungen vorteilhaft, in denen eine feste rechte Seite betrachtet wird. Bei sich &ndernden
rechten Seiten hat die Universalitdt der Approximation bei der ACA mehr Vorteile.

Im nachfolgenden Abschnitt 7.1 wird eine Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation vorgestellt.
Diese werde mit exACA (engl.: extended adaptive cross approximation) bezeichnet. Anschlieftend
soll im siebten Kapitel die neue Methdoe exACA mit einem iterativen Losungsverfahren kombiniert
werden, was den finalen Stand der Erweiterung der ACA darstellt. Die Kombination aus Losungsver-
fahren und exACA werde BACA (engl.: block-adaptive cross approximation) genannt.

7.1 Residuale block-basierte Fehlerschitzer und die erweiterte adaptive
Kreuzapproximation

Der tbliche Weg, diskretisierte Probleme mit voll besetzter Matrix zu behandeln, ist die Konstruktion
einer hierarchischen Matrixapproximation A, sodass jeder Block Ay, b € P, die Bedingung

HAb — AbHF < EHAbHF, fir alle b € P, (71)

erfiilllt. Wegen der Unabhéngigkeit der Blocke kann dies sogar parallel erfolgen, siehe [19]. Hierarchi-
sche Matrixapproximationen bzw. Niedrigrang- Approximationen kénnen auf viele unterschiedliche
Arten erzeugt werden. Die Methode der Wahl in unserem Fall ist die ACA. Wihrend (7.1) lokale
Eigenschaften der Approximation garantiert, sind die globalen Auswirkungen dieser Bedingung schwer
abzuschitzen. Nichtsdestotrotz impliziert die Abschitzung (7.1) die globale Eigenschaft

1A = Allr < ]| Allp.

Da die Eigenvektoren, welche zu kleinen Eigenwerten von A bzw. A gehodren, in der Regel weniger
genau als ¢ sind, miissen geeignete Techniken eingesetzt werden, um die spektrale Aquivalenz von A
und A zu gewéhrleisten, siehe [16]. Zudem kann (7.1), ohne dass zusétzliche Stabilisierungsmethoden
angewendet werden (siche [18]), die positive Definitheit der Matrix A nicht fiir A erhalten. Demnach
wird die Niedrigrang-Approximation iiblicherweise ohne Riicksicht auf die Bedeutung des jeweiligen
Blocks auf globale Eigenschaften der Matrix konstruiert.

Die von der ACA erworbene Matrixapproximation A muss nicht zwingend die beste Approxima-
tion an A sein, falls die rechte Seite oder die Norm des Fehlers der zugehorigen Losung das Mafs
ist. Um hierarchische Matrixapproximationen zu finden, welche fiir die jeweilige Problemstellung
besser geeignet sind, wenden wir aus der Theorie der Adaptivitit bekannte Techniken mit geeigneten
Fehlerschétzern an. Die Strategie, Fehler zu schétzen, ist in Zusammenhang mit numerischen Metho-
den fiir partielle Differentialgleichungen, d.h. die adaptive Finite Elemente Methode (z.B. [29]), oder
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Integralgleichungen, d.h. die adaptive Randintegralmethode (z.B. [39, 50|), gut bekannt. Inzwischen
gibt es zahlreiche a posteriori Fehlerschétzer. Die Methode hier basiert wie auch in Kapitel 5 auf der
in [38] eingefithrten (h — h/2) Version. Die dort zu findenden adaptiven Methoden konzentrieren sich
vor allem auf die Verfeinerung des Gitters. Bei der im Folgenden vorgestellten Erweiterung der ACA
werden dhnliche Strategien genutzt, um sukzessive die blockweisen Niedrigrang- Approximationen zu
verbessern, wobei sich das zugrunde liegende Gitter und die zugrunde liegende Blockstruktur P nicht
dndern. Dementsprechend approximieren das ACA-Verfahren und dessen FErweiterung den Operator
auf demselben Gitter.

Im Gegensatz dazu, die Matrixapproximation A von A auf die iibliche Art mit ACA zu konstru-
ieren und ein einziges lineares Gleichungssystem Az = b zu l6sen, generieren wir eine Folge von
‘H-Matrixapproximationen A von A und lésen jedes lineare Gleichungssystem Apxg = b fiir xp. Auf
den ersten Blick sieht dieses Vorgehen teurer aus, als die Gleichung Az = b nur einmal zu 16sen. Die
Approximation von Agiq kann jedoch durch die approximierte Losung xj gesteuert und xgy; kann
als Update von xj berechnet werden. Zudem muss die Genauigkeit von xj fiir kleine k nicht hoch
sein. Dieses Vorgehen erméglicht die Adaptierung an den geschitzten Fehler.

Die folgende Methode basiert auf residualen Fehlerschétzern und folgt einer dhnlichen Idee wie in
Kapitel 5. Dazu bezeichne Ay, eine bessere Approximation an A als Ay, d.h. wir nehmen an, dass die
Saturierungsbedingung A

|Apzr — Axgll2 < coat|| Arzr — Azi)2 (7.2)

fiir 0 < cear < 1 erfiillt ist. Eine natiirliche Wahl von Ay, ist die bessere Approximation, welche
aus Ay, resultiert, indem eine feste Anzahl an zusétzlichen ACA-Schritten auf jeden zuldssigen Block
angewendet wird und (Ak)b = A, gesetzt wird fiir alle nicht zuldssigen Blocke b € Pyon-adm- Als
Fehlerschétzer wahlen wir

M(P) = > [I(Ak — Ap)es(ar)s]3, (7.3)
txseP

wobei P unsere bisherige Partition der Matrixindices in Blécke bezeichnet. Damit lautet der Algo-
rithmus zur erweiterten adaptiven Kreuzapproximation:

Algorithmus 3 Erweiterte adaptive Kreuzapproximation (engl. extended adaptive cross approxima-
tion; exACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrixapproximation Ap von A und setze k = 0.
2. Lose das lineare Gleichungssystem Apxi = b fiir .
3. Finde bei gegebenen 0 < 6 < 1 eine Menge markierter Blocke M, C P mit minimaler
Méchtigkeit, sodass
(M) > 0, (7.4)
erfiillt ist.

4. Verbessere Ay, indem dieselben Schritte auf alle Blocke (Ag)is mit ¢ x s € My, angewendet
werden, wie zur Erzeugung von (Ayg):s angewendet wurden. Bei Blocken ¢ x s € P\ M}, setze
(Ag+1)ts = (Ak)ts, d.h. setze

A _ (Ak)t57 txs e My,
T (A, tx s € P\ M.

5. Falls g > eexaca, erhohe k := k + 1 und gehe zu 2.
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Die ACA-Schritte, welche zur Konstruktion von Ay bendtigt werden, kdnnen ohne groften Aufwand
von Ak iibernommen werden, und flk+1 kann durch die Verbesserung der Blécke in M}, aus Ak berech-
net werden. Daher miissen nur zu Beginn alle zulissigen Blocke in ihrer Genauigkeit erhéht werden.
Nach dem ersten Schritt arbeitet exACA nur noch auf den im jeweiligen Schritt ausgewéhlten Blocken.

Die urspriingliche ACA - beschrieben in Algorithmus 1 - enthidlt mit dem Abbruchparamter eaca
ein Abbruchkriterium, welches die gewiinschte Genauigkeit der Niedrigrang-Approximation fiir den
entsprechenden Block beschreibt. Wiahrend die Angabe einer Fehlerschranke esca, damit die Losung
des linearen Gleichungssystems einer vorgeschriebenen Genauigkeit geniigt, schwierig ist, gibt der
Parameter eexaca, wie wir in Lemma, 7.1 sehen werden, eine obere Schranke an den residualen Fehler
b — Azxgl||2 von xy vor.

Neben der Fihigkeit des Schitzers 7 den Fehler auf den einzelnen Blécken zu lokalisieren, wollen
wir einige Figenschaften wie die Zuverlidssigkeit und die Effizienz des Fehlerschétzers untersuchen.
Die im folgenden Lemma gezeigte Zuverldssigkeit von 7, wird mafgeblich fiir die Konvergenz der
erweiterten adaptiven Kreuzapproximation verantwortlich sein.

Lemma 7.1. Fiir zwei Matrizapproximation A und Ay an A und flir die Losung xj, von Az = b
gelte die Saturierungsbedingung (7.2). Dann schatzt ny, zuverldssig den Fehler ||[b— Axgl|2, d.h. es gilt

\CsplL
|lb — A:ck\|2<

— Csat

Nk-

Beweis. Zunichst sei angemerkt, dass

n 2 n
(Za’) SnZa? firallea; eR, 1=1,...,n,
i=1 i=1

nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erfiillt ist.
Um die geforderte Abschétzung zu zeigen, nutzen wir die Aufteilung von A € H(P, k) in eine Summe
von Level-Matrizen A®, d.h.

A= ZL: AWO,
=1

Damit erhalten wir:

L

1(Ax — Ag)zi |3 < (Z\ (4 - A xkb) <LZII OENTE

(=1

L
Z ST Ak — Apuslai)sl3

=1teT®) s:itxseP

L 2
Z 2 ( > ||(Ak_Ak)ts(95k)s||2>

teT(l) sitxseP

<cspLZ Z Z (A — Ag)es ()53

=1 tcTW) s:itxseP

=cspl D> N(Ar = Ap)us(ar)sll3
txseP

= cgpL 17,%.
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Mit der Saturierungsbedingung (7.2) und
16— Azy|l2 = [|Agzi — Azglle < [[(Ax — Ap)zkll2 + | Arzr — Azgllz < VespLmi + csalb — Az 2

folgt die Abschétzung

\/Csp L
Ib— Ayl < Y

Tk -

sat

O

Das néchste Resultat beschreibt nicht direkt die Effizienz von ng, d.h. np < ¢||b— Axg]|2, wobei ¢ > 0
eine Konstante ist. Der Beweis der Effizienz ist noch eine offene Fragestellung. Mit ||(Ar — Ag)zkl|2

kann jedoch ein leicht berechenbarer Ausdruck angegeben werden, welcher als untere Schranke fiir
||b — A.’Ek”g dient.

Lemma 7.2. Es gelte die Saturierungsannahme (7.2). Dann gilt die Abschétzung

16— Azgll2 > 1(Ag — Ap)z|2-

1+ ceat

Beweis. Mit der Saturierungsannahme (7.2) und der Annahme, dass Agxp = b exakt gelost wird,
erhalten wir

1(Ag — Ap)aglle < [|[Agar — Azgl2 + [|[Azg — Agagllz < (1 + csar) || Apar — Az2
< (1 + csat) (16 — Agzill2 + [0 — Azg||2)
< (1 + Csat)Hb - Al‘sz2

Damit folgt

b— Ax >
R

|(Ag — Ap)g|2-

Bemerkung 7.3. Um die Effizienz des Fehlerschdtzers ny, zu zeigen, miisste die Abschitzung

1Ak = Azl = 1 Y (Ar = Aes(@r)allz = Y 1Ak — Ades(za)sl

txseP txseP

in Form einer umgekehrien Dreiecksungleichung nachgewiesen werden. Aufgrund der Problemstellung
und der Struktur der Matriz A sollte eine derartige Abschdatzung maoglich sein. Bisher konnten die
inneren Abhdngigkeiten in A nicht weit genug aufgeschliissell werden. Vermutlich spielt hier die
zugrunde liegende Problemstellung eine entscheidende Rolle. Ein weiterer Ansatz orientiert sich an
Gebietszerlegungsmethoden, wobei diese wiederum auf dem betrachteten Gebiet und nicht ouf der
Matriz selbst arbeiten. Dort bedient man sich der Annahme einer stabilen Gebietszerlegung, welches
ein ahnliches Problem wie hier lost, siehe [72].

Die exACA-Methode lisst nur dieselbe (genauere) Blockapproximation zu, welche auch bei der
Schétzung des Fehlers verwendet wurde. In manchen Situationen wiirde man eher nur einen weiteren
Rang benutzen, um die genauere Approximation zu erzeugen, aber die Blockapproximation schliefslich
um zwei Ringe verbessern. Als ndchsten Schritt, bevor die Konvergenz des Verfahrens analysiert wird,
wollen wir daher noch eine relaxierte Version der erweiterten ACA (rexACA; engl.: relaxed extendend
adaptive cross approximation) entwickeln, mit der die beiden verwendeten Blockapproximationen von
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Aj, und flk verschieden voneinander behandelt werden kénnen. Wir fiilhren mit 0 < w < 1 einen
weiteren Parameter ein und fordern, dass bei der Verbesserung ausgewéhlter Blocke die Bedingung

(A1 = Apen)es (zi)2]l2 < wll(Ar — Ap)es ()12 (7.5)

fiir alle t x s € M, erfiillt ist. Fiigen wir Bedingung (7.5) im vierten Schritt des Algorithmus 3 ein,
so folgt die relaxierte Form des exACA in Algorithmus 4.

Algorithmus 4 Relaxierte erweiterte adaptive Kreuzapproximation (engl. relaxed extended adaptive
cross approximation; rexACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrixapproximation Ag von A und setze k = 0.
2. Lose das lineare Gleichungssystem Apxy = b fiir .

3. Finde bei gegebenen 0 < 6 < 1 eine Menge markierter Blécke M) C P mit minimaler
Maéchtigkeit, sodass

k(M) = 0y, (7.6)
erfillt ist.

4. Verbessere Ay, indem weitere Schritte des ACA auf alle Blocke (Ag)¢s mit ¢t x s € My, angewen-
det werden, sodass fiir das Ergebnis (Axy1)¢s gilt, dass

1(Akr1 — Api1)es(@n)sll2 < wl|(Ak — Ap)es(wr)s]l2 (7.7)

ist, wobei 0 < w < 1 gegeben ist. Bei Blocken ¢t x s € P\ My, setze (Axt1)ts = (Ag)ts-
5. Falls ng > €rexaca, erhéhe k := k + 1 und gehe zu 2.

Der Vorteil des rexACA im Gegensatz zum exACA besteht darin, dass wir verschiedene Strategien
im Zusammenhang mit der genaueren Approximation und der Verbesserung von Ay zu Aj,q verwen-
den konnen. Zudem erhélt man durch Bedingung (7.7) mehr Kontrolle iber den Prozess selbst. Auf
der anderen Seite muss hier eine zusétzliche Bedingung iiberpriift werden, was zusétzlichen Aufwand
bedeutet und die Rechenzeit erhéht. Wie auch beim exACA gibt der Parameter epxaca eine obere
Schranke an den residualen Fehler ||b — Axg|| von xj, vor.

In den numerischen Tests zu den neu entwickelten Methoden, welche in Kapitel 11 zu finden sind,
werden wir uns auf den &quivalenten Fehler der Lésung der eigentlichen Problemstellung beziehen,
siehe nachfolgende Bemerkung 7.4.

Bemerkung 7.4. Bezeichne A :V — V' den Operator, welcher durch A diskretisiert wird, und uy
die Galerkin-Approximation der exakten Losung von Au = f, dann gilt fiir den residualen Fehler
lf — Aup||y, dass

a U—uh
cpllu = unllv < ||f — Aupllys = sup lau = un, )]

< cgllu —up|lv
eV llellv

erfullt ist, vorausgesetzt, die zu A gehérende Bilinearform a :V x V. — R ist stetig, d.h.
la(u,v)| < cgllullv]v]y, fir alle u,v €V,

und gentgt einer inf-sup-Bedingung

inf sup M > cp.
ueV pev [[ullvlvllv

95



Zuséatzliche Adaptive Methoden fiir ACA

Damit ist der Fehler der Losung ||u — up|ly dquivalent zum residualen Fehler ||f — Aupl|y:. Anstelle
der Dualnorm wird im Diskreten hdufig die euklidische Norm verwendet. Dies hat den Vorteil, dass
dann die Konditionszahl mit in die Abschdtzung eingeht.

7.2 Konvergenzanalyse

Um die Konvergenz der beiden Algorithmen 3 und 4 nachweisen zu kdnnen, muss gezeigt werden,
dass der residuale Fehler gegen Null konvergiert, d.h.

Hb—Al’k”Q—>0, k — oo.

Unter Benutzung der Zuverldssigkeit von 7, geniigt es hierfiir, die Konvergenz des Fehlerschétzers
zu zeigen. Diese kann wiederum mit Hilfe eines Fehlerschétzerreduktionspronzips (eingefiihrt in [8])
hergeleitet werden. In unserem Fall folgt dieses Prinzip aus der Konvergenz des ACA, denn hier
gilt (wie in Lemma 6.4) entweder limy_,o(Ag)y = Ap oder b ¢ M ab einem Index kg € N, was
(Ag)p = (Agy1)p fir k > ko impliziert. Damit gilt

lim Ay, = A, € RV (7.8)
k—o0
und
lim HAk+1 — Ak” =0= lim ”AkJrl - AkH
k—oo k—o0
Wie im néchsten Lemma zu sehen ist, ist das genutzte Dorfler Marking (7.6) ein weiterer Grund fiir
die Konvergenz des Fehlerschitzers.

Lemma 7.5. Angenommen A, ist invertierbar. Dann gilt fir den ezACA aus Algorithmus 3 das
Fehlerschdtzerreduktionsprinzip

Mer1 < ant + 2k, (7.9)
wobei ¢ :==1 — %92 < 1 und zp konvergiert gegen Null. Zudem folgt: limy_ o np = 0.

Beweis. Die Young’sche Ungleichung und die Dreiecksungleichung fiihren zu:

Toor = O I Arsr — Aprn)es(zig)sl3

txseP
. ) R R 2
< > (A1 = Ass(@r)slla + 1A, = Axgn)es(@i)sllo + | (A )es(ar = zien)sllz)
txseP
S(@L+6) Y I(Arrr — Apes(an)sl3+
txseP
) R . 2
(1+1/8) > (||(Ak_Ak+1)ts(xk)s\|2+H(Akﬂ)ts(xk—:vm)sllz)
txseP

fiir alle 9 > 0. Mit Agzy = b= Apy12k41 erhalten wir

Yo A = Apr)us(@r)sl3 = D0 1Ak = Apres@)sll3 + D0 1Ak = Ara)es ()3

txseP txseMjy txseP\ My
<0+ Y (A= Aol
txs€P\ My
= N (P\ My) = ni — ni(My)
< (1 - 92)77137
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wobei wir (7.6) verwendet haben. Die Wahl § := 36?/(1 — 6?), die Young’sche Ungleichung (mit
p>0) und

N N ~ 2
o= (141/8) > (A, = Axsnes(@i)sllo + | (Aps)es(ar = zin)sllz)
txseP

L+p) > Ak = Aen)es(zr)sl3 + (L+1/p) > I(Apg)es(an — ﬂ?k+1)s\|§]

txseP txseP

<(1+1/6)

< L1+ 1/0) |1+ ) g (A = el + (14 1/) g el — o ]
< e D1+ 1/8) [(1+ p) (A — Ap)Bllonl3 + (1 + 1/0) | Apa Bl — s3]

) [+ oG = g3 held + (L 1/ Apsa 314G Bl Ak 141 — Apsrnl3]
) [ DG = Ap) I8 lelld + (U + 1/l A 314G I8 Apr — Agsan3]
[+ ) )

_(1 + o) (A = Ae) 13l|2ell3 + (1 + 1/p) | Apsa 311 A5 1311 Ak — Ak+1H§||33k||%}

<ecepL(14+1/6

<eepL(14+1/6

< cpL(1+1/5

liefern die erste Aussage der Behauptung, da wegen (7.8) und A,;l — AJ! fiir K — oo die Folge
{zx }ren gegen Null konvergiert und die Folge {z }ren wegen

lkll2 < (AL 12/1Bll2

beschrankt ist.
Der zweite Teil der Behauptung folgt mit der gerade hergeleiteten Fehlerreduktion. Sei z > 0 eine
Zahl mit z < z fiir alle £ € N. Dann folgt mit (7.9) die Abschitzung

k

M SO+ 2 S P+ azmer+ 2 < < T+ g
=0

k+1n2+zzq <770+7

Damit ist die Folge {nx}ren beschrinkt und wir kénnen die Zahl M := limsup,_,., n; definieren.
Eine weitere Benutzung von (7.9) liefert

= lim sup 77k+1 < qhm sup nk + lim sup 2z = qM.
k—o0 k—o00 k—

Damit gilt M = 0 und wir erhalten

0 < liminfn, <limsupn, = 0.
k—o0 k—o00
Schlieflich folgt
lim n; = 0.

k—o00

O

Der Nachweis der Konvergenz des rexACA aus Algorithmus 4 erfolgt nach demselben Prinzip.
Hier erhalten wir jedoch bezogen auf die Konvergenz des Fehlerschiitzers eine in Abhéngigkeit von w
verminderte Konvergenzrate. Dies hat einen der folgenden beiden Griinde:
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1. Falls zur Konstruktion der genaueren Approximation Aj mehr ACA-Schritte genutzt wurden
als bei Bedingung (7.7) zur Erzeugung von A1, so schopfen wir nicht das volle Potential der
genaueren Approximation aus und wir verlieren an Konvergenzgeschwindigkeit.

oder

2. Ist das Umgekehrte der Fall, d.h. zur Erzeugung von Agy1 werden mehr ACA-Schritte genutzt
als bei der Generierung von Aj,q, so ist aufgrund der unterschiedlichen Anzahl an ACA-
Schritten nicht genau klar, was passiert. Somit kann theoretisch nur eine verminderte Kon-
vergenzrate gezeigt werden.

Theorem 7.6. Angenommen A, ist invertierbar. Dann gilt fiir den rexACA aus Algorithmus 4 das
Fehlerschdtzerreduktionsprinzip

ni < qni+ 2,

wobei q :=1 — %(1 —w?)0? < 1 und 2z, konvergiert gegen Null. Zudem folgt: limy_,oo g = 0.

Beweis. Die Young’sche Ungleichung und die Dreiecksungleichung fiihren zu:

M= > I(Aksr = Aer)is(@rr)s3

txseP
~ ~ 2
< 3 (I = Avsa)ss(@rsllz + 1 (Arrs = Argades(@rin = ai)sll)
txseP
<UH6) 3 (ki = Axe)es(wn)sl + (141/8) 37 [(Arer = Ars)es(wign — i)l

txseP txseP

fir alle 6 > 0. Mit (7.7) erhalten wir

Do Ik = A )es(@)slB = Y 1Ak = Aedes(@oslZ+ Y0 (A = Apr)as(zn)s 3

txseP txseMj, txs€P\ My
<w D (A= Aus(e)slla+ D 1Ak — Ak)es ()53
txseMy txseP\ My

= W’ (M) + np(P\ M) =i — (1 — w?)ni(My,)
<[1—(1—w)8ng,

wobei wir (7.6) verwendet haben. Die Wahl § := 1(1 — a?)6?/[1 — (1 — a?)6?] und

2= (1+1/0) > (Aps1 = Aps)is(@rrs — )3
txseP

< opL(1+1/9) max [(Ags1 — Ap1)is 3|z — ell3

< espL(1+1/0)[| A1 — Appal3l@rsr — ll3

< cop L1+ 1/0) | Apr1 — Apa 311 AL L 31 Arr2iar — Arrzell3
= cp L(1 +1/0) | Aes1 — Ara I3I1AL L 31 Arar — Arrail3

< espL(1+ 1/0)| A1 — Aea |31 A5 151 Ak — Ak |5 ]ll3

liefert die erste Aussage der Behauptung.
Der zweite Teil der Behauptung folgt wie im Beweis von Lemma 7.5. O
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In den Algorithmen 3 und 4 wurde vorausgesetzt, dass die einzelnen linearen Gleichungssysteme

exakt gelost werden. Unter Verwendung direkter Verfahren, siche [59], zur Losung linearer Glei-
chungssysteme erhalten wir auch eine exakte Losung, falls hierbei bei numerischen Berechnungen von
Rundungsfehlern abgesehen wird. Derartige Methoden weisen aber eine erhdhte Komplexitét auf,
sodass sie bei grofseren Problemen in der Praxis unbrauchbar sind. Zudem sind direkte Verfahren bei
hierarchischen Matrizen nicht etabliert bzw. werden hier hauptséichlich in unvollstdndiger Form zur
Konstruktion von Vorkonditionierern verwendet, siehe [13].
Iterative Verfahren, siehe [64], hingegen sind von geringerer Komplexitéit, losen aber das lineare
Gleichungssystem auch nur approximativ. In der Regel wird hier eine Fehlertoleranz vorgegeben.
Den Fehler, der hierbei entsteht, kénnen wir ausnutzen, da die Matrixapproximation bei der ACA
auch nur von der Groéfsenordnung der vorgegebenen Fehlertoleranz sein muss. Daher ist es sinnvoll,
die Approximation der Systemmatrix mit der iterativen Losung des linearen Gleichgungssystems zu
verbinden, um so einen Mehraufwand bei einem der beiden Schritte einzusparen. Die Kombination
zwischen Matrixapproximation und iterativer Losung soll im achten Kapitel thematisiert werden.
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8. Verkniipfung iterativer Loser mit der Matrixapproximation

Am Ende vieler Verfahren, die auf der Diskretisierung von Operatoren beruhen, tritt ein lineares Glei-
chungssystem der Form Ax = f auf, um das Ausgangsproblem numerisch zu 16sen. Die Systemmatrix
A ist dabei zumeist symmetrisch und positiv-definit. Fiir die hart erarbeitete logarithmisch-lineare
Komplexitédt bieten sich Verfahren an, welche dieser Komplexitét nicht entgegenwirken. Beispielhaft
sei an dieser Stelle das Verfahren der konjugierten Gradienten genannt. Auf den ersten Blick scheint
dies eine schlechte Wahl zu sein, da das CG-Verfahren nur fiir diinnbesetzte Matrizen die geforderte
Komplexitét einhalten kann. Da wir im Falle hierarchischer Matrizen auf eine schnelle Matrix-Vektor-
Multiplikation von logarithmisch-linearer Komplexitit zuriickgreifen kénnen, kann die Methode der
konjugierten Gradienten auch effizient in Verbindung mit H-Matrizen eingesetzt werden.

Im Folgenden wollen wir das Verfahren mit den Techniken aus Kapitel 7 verkniipfen, um so den Spei-
cherbedarf und die Rechenzeit noch weiter zu verringern. Wir starten mit einer kurzen Einfiihrung
in das CG-Verfahren gefolgt von einer Anpassung der Methoden aus Kapitel 7 an das iterative Lo-
sungsverfahren. Zuvor sei noch angemerkt, dass auch andere Methoden wie GMRES [59, 64] moglich
sind und das CG-Verfahren hier nur beispielhaft angefiihrt ist.

Da bei einem der Anwendungsbeispiele in Kapitel 11T indefinite Systemmatrizen auftreten, soll in
Abschnitt 8.2 mit dem Bramble-Pasciak CG-Verfahren eine spezielle Variante des Verfahrens der kon-
jugiertem Gradienten, die auf Probleme mit Sattelpunktcharakter zugeschnitten ist, kurz diskutiert
werden.

8.1 Die Methode der konjugierten Gradienten

Die Methode der konjugierten Gradienten ist ein auf symmetrische und positiv-definite Matrizen
ausgelegtes Verfahren. Die Herleitung und Konstruktion dieses iterativen Verfahrens kann in [59, 64,
68] nachgelesen werden.

Algorithmus 5 CG-Verfahren

Eingabe: Matrix A € RV*N sym., pos. def., rechte Seite b € RY, Genauigkeit ecg > 0
Ausgabe: Losungsvektor z € RY von Az = b

Wihle ()
Setze 10 = Az —p pH) = (O k=0
do

k++

if k> 1 then

N <,,,(k71)77n(k71)>
hk:—l - 4<,,.(k—2)’74(k72)>

p(k) = —r(k_l) _|_ hk71p(k_1)

end if
z = Ap®)

_ (D)
=)

2 —

Nach Algorithmus 5 erhélt man pro Iterationsschritt eine Matrix- Vektor-Multiplikation, zwei Skalar-
produkte und drei skalare Multiplikationen von Vektoren. Fiir den Rechenaufwand bedeutet dies
(N +5)N multiplikative Operationen. Angenommen yN, v < N, bezeichne die Anzahl der Elemente
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in A, die ungleich Null sind, so fiihrt dies bei diinnbesetzten Matrizen auf einen Rechenaufwand pro
CG-Schritt von (v + 5)N multiplikativen Operationen. In unserem Fall, bei der Verwendung der
Multiplikation mit Niedrigrang-Matrizen, erhalten wir eine logarithmisch-lineare Komplexitét.

Die Methode der konjugierten Gradienten wurde als endlicher Prozess konstruiert. Um dies zu
zeigen, sehen wir uns zunichst einige Eigenschaften an, siehe [68].

Lemma 8.1. Die Residuenvektoren r®) bilden ein Orthonormalsystem. Die Richtungsvektoren p*¥)
sind paarweise konjugiert und fir k > 2 gelten die folgenden Bedingungen:

(i) (r=D )y =0, j=0,1,2,....k — 2,
(ii) (r*=1D pl)y =0, j=0,1,2,...k -2,
(iii) (p*), ApW))y =0, j=0,1,2,....k — 1.
Mit Hilfe von Lemma 8.1 folgt, dass das CG-Verfahren terminiert.

Lemma 8.2. Die Methode der konjugierten Gradienten liefert die Lisung eines Gleichungssystems
in N Unbekannten nach hochstens N Schritten.

Lemma 8.2 stellt in erster Linie ein theoretisches Resultat dar. Numerisch betrachtet kann es
vorkommen, dass der Algorithmus nach N Schritten noch nicht am Ende ist. Denn in der Praxis wird
bei den Orthogonalititsrelationen (r*=1) (@) j =0,1,...,k — 2, immer ein kleiner Fehler entstehen,
welcher sich je nach Konditionszahl von A anders auswirken kann. Daher kann es durchaus angebracht
sein, das Verfahren nach N Schritten fortzusetzen und das Abbruchkriterium aus Algorithmus 5
entscheiden zu lassen. In erster Linie héngt die Konvergenz von der Konditionszahl der Matrix
A ab. Ein entsprechendes Resultat lisst sich fiir den Fehler e®) = z() — 2 in der Energienorm
llella := v/ ({e, Ae) formulieren, siehe zum Beispiel [68]. Dabei ist entscheidend, dass die Unterrdume
S 1= span{r(o),r(l), o r(k_l)} Krylov-Unterrdume bilden.

Lemma 8.3. Im CG-Algorithmus gilt fir den Fehler e®) = () — 2 in der Energienorm die Ab-

schatzung
k
k(A) —1
He<k>us2( A ) €1 5.1

VEA)+1

Die obere Schranke (8.1) kann dazu verwendet werden, um eine Mindestanzahl an Schritten &

anzugeben, welche fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b notig ist. Sei dazu e > 0
lle™ |4
BN

kz;v%unm<i>+1

Demnach ist die Effizienz des CG-Verfahrens an die Konditionszahl der Systemmatrix A gekoppelt.
Daher werden bei dieser Methode eher kleine Konditionszahlen bevorzugt. Durch eine entsprechende
Vorkonditionierung kann die Konditionszahl problemabhéngig verkleinert werden. Da im weiteren
Verlauf keine Vorkonditionierung verwenden wird, sei auf [64, 59, 68] verwiesen.

Bei den spéter in Kapitel IIT betrachteten Problemen wird das Verfahren der konjugierten Gradi-
enten alleine nicht ausreichen, da hier Systemmatrizen auftreten werden, die indefinit sind. Bramble
und Pasciak haben in [28] eine Transformation angegeben, unter welcher das konjugierte Gradienten-
verfahren auch in indefiniten linearen Gleichungssystemen angewendet werden kann.

die relative, zu erreichende Genauigkeit, d.h.

< e. Dann folgt als untere Schranke fiir die
Anzahl an Iterationen, dass
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8.2 Das CG-Verfahren nach Bramble und Pasciak

Betrachtet wird nun ein lineares Gleichungssystem der Form

A —-B\ [n1 f1
(o @) ()= (3) 6
wobei A € RM*M gymmetrisch und positiv-definit, C € RV*Y symmetrisch und positiv-semidefinit
und B € RM*N  Diese Art von linearem Gleichungssystem ist aufgrund der genannten Eigenschaften
der Blockmatrizen A, B und C fiir das CG-Verfahren ungeeignet. Um das Verfahren der konjugierten
Gradienten dennoch anwenden zu kénnen, wird nachfolgend ein Vorgehen skizziert, welches ein Glei-
chungssystem der Form (8.2) in ein symmetrisches und positiv definites Gleichungssystem trans-

formiert. Wir halten uns dabei an die Ausfithrungen in [28] und [70]. Zu Beginn wird vorausgesetzt,
dass eine zu A spektraldquivalente Matrix P4 existiert, d.h. gibt Konstanten c’24 > 0‘14 > 0 mit

i (Paz,x) < (Az,x) < cf (Paz,z), z€RM.

Die Matrix P4 wird in den meisten Féllen als eine Vorkonditionierung fiir die Matrix A gewahlt.

Beispiele hierfiir konnen in [13, 14, 43, 57| gefunden werden. Fiir die Konstruktion dieser Trans-

formation wird zusitzlich ¢ > 1 vorgeschrieben. Mit dieser Forderung ist die Matrix A — Py

positiv-definit und somit invertierbar, denn es gilt die Abschitzung
(A= Pa)z,x) > (cf — 1)(Paz, )
fiir alle € RM™. Dies hat zur Folge, dass auch die beiden Matrizen

-1 _
AP' —I=(A-Py)P;' und T= <APA I O>

-BTP' 1

invertierbar sind, sodass eine geeignete Transformation des linearen Gleichungssystems (8.2) mit der
Matrix T moglich ist. Die Anwendung von T' auf das linearen Gleichungssystem (8.2) ergibt

M @;) =T (g) , (8.3)

M- AP' -1 0\ (A -B
-BTpt 1)\BT C
([ AP'A-A  (I-AP)B
- \BT(I-Py'A) C+BTP'B

wobel

symmetrisch ist. Wie in [28] oder [70] gezeigt wird, ist die Matrix M positiv-definit. Dies erlaubt
uns die Anwendung des CG-Verfahrens auf das transformierte lineare Gleichungssystem (8.3), um so
eine Losung des Ausgangssystems (8.2) zu bestimmen.

In den weiteren Abschnitten aus Kapitel acht sollen die iterativen L&sungsverfahren mit der er-
weiterten adaptiven Kreuzapproximation kombiniert und der resultierende Algorithmus analysiert
werden.
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8.3 Anpassung der erweiterten ACA an residuale Fehler

In Kapitel 7 ist die Annahme getroffen worden, dass wir das in jedem Schritt enthaltene lineare
Gleichungssystem exakt 16sen. Bei iterativen Verfahren wird eine derartige Annahme schnell an ihre
Grenzen kommen. Zudem macht es wenig Sinn, viel Zeit beim Lésen aufzuwenden, um moglichst
genau zu rechnen, wenn die restlichen Approximationen viel grober sind. Damit wir diese Uberlegun-
gen in der erweiterten ACA beriicksichtigen kénnen, werden wir den zweiten Schritt von Algorithmus 3
weiter ausbauen. Sei dazu ein Parameter a > 0 gegeben. Dann wird das CG-Verfahren solange auf
das lineare Gleichungssystem Apxi = b angewendet, bis der residuale Fehler die Bedingung

16— Agzi|l2 < all(Ay — Ag)zgll

erfiillt. Da im restlichen Verlauf des Verfahrens die Eintrige in den einzelnen Blécken durch sukzessive
Rang-Updates entstehen, kann der Vektor xj_q als Startvektor fiir den iterativen Loser verwendet
werden, um so weitere Rechenzeit zu sparen. Die Kombination aus ACA und iterativen Losungsver-
fahren ergibt den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 6 Block-adaptive Kreuzapproximation (engl. block-adaptive cross approximation;
BACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrix Approximation Ag von A und setze k = 0.

2. Wende bei gegebenem o > 0 das CG-Verfahren solange auf das lineare Gleichungssystem
Arxi = b an, bis der residuale Fehler die Bedingung

16— Agzrll2 < ol (A — Ag)zk 2

erfiillt (benutze xp_1 als Startvektor fiir den iterativen Loser; x_; := 0).

3. Finde bei gegebenem 0 < 6 < 1 eine Menge markierter Blocke My C P,gm von minimaler
Méchtigkeit, sodass
(M) = 0y, (8.4)

gilt, wobei nZ(M) := 34 enr (Ax = Ar)es(@r)s |13 und g, = 1 (Pacm)-
4. Setze R
(Ar)p, b€ My,
Ap1 =
(Ap)o, b€ P\ M.

5. Falls np, > egaca, erhohe k und gehe zu Schritt 2.

Eine Anderung im Schritt zwei von Algorithmus 3 hat auch Auswirkungen auf die Eigenschaften
des verwendeten Fehlerschitzers. Im Folgenden gilt es zu ermitteln, wie der Fehlerschitzer 7, vom
neu eingefiihrten Parameter a > 0 und dem residualen Fehler

O = ||b — Agzil|2
der approximierten Losung xj von Apxy = b abhéngt.

Lemma 8.4. Sei die Saturationsannahme (7.2) erfillt. Dann ist der Fehlerschétzer ny zuverlissig,
d.h. es gilt

1+ a1+ csat)
1 — cgat

1+ a1+ csat)

b— Axyl2 <
o~ A L

(A — Ag)agll2 < /espL

64



Verkniipfung iterativer Loser mit der Matrixapproximation

Beweis. Wir nutzen wiederum die Zerlegung von A € H(P, k) in eine Summe von Level-Matrizen A,
welche diejenigen Blocke b € P von A enthalten, die zum /-ten Level des Blockclusterbaumes Ty

gehoren
L

A=>"40
/=1

Mit (30 ai)?2 <nd " a? fiir alle a; € R, i =1,...,n, erhalten wir

2
1(Ax — Ap)al3 < <ZH (A — Ap)! xkb) <LZH (A — Ag) Oy |13

(=1

:LZ STYT (A Ap)es(zn)sl3

/=1 tETI([) s:itxXseP

L 2
Z Z ( > \(Ak—fik)ts(xk)st)

(Z) sitxseP

/=1 tGTI(Z) s:itxXseP
=l D> (A = Ak)is(r)sll3 = cspL .
txseP

Die Aussage des Lemmas folgt aus
b — Azglla < ||b— Apzillz + [(Ax — Ap)aellz + | Arzr — Azyll2
< (1+ ) ||(Ax — Ap)agll2 + csatl| Apzr — Azl
< (L4 a)|[(Ak — Ap)arll2 + csar (@l (Ax — Ap)apll2 + b — Az |2).
O

Obwohl die Effizienz des Fehlerschétzers ng, d.h. ng < ||b — Azg||2, in numerische Tests beobachtet
werden kann, ist dessen Beweis noch eine offene Fragestellung. Nichtsdestoweniger kann der berechen-
bare Ausdruck ||(Ax — Ay )z |2 als untere Schranke fiir ||b — Azy||2 dienen, falls eine obere Schranke
an o angenommen wird.

Lemma 8.5. Sei die Zulassigkeitsbedingung(7.2) erfillt und o < 1/2. Dann gilt die Abschdtzung

1 — a(l 4+ csat)
1+ cgat

Beweis. Mit der Zuléssigkeitsbedingung (7.2) folgt

b — Ay |2 > 1(Ax — Ag)zy|o-

(A — Ap)apllz < |Apar — Azglla + [|[Azp — Agzgll2 < (14 csar) | Az — Apzrllo
< (1 + csat)([|b — Azgll2 + [0 — Agzi|l2)
< (1+ csa) |Ib — Azgl2 + (1 + csar)arl| (A — Ag)yl2-
O

Im anschliefenden Kapitel wird die Zuverlassigkeit des Fehlerschitzers 7, hilfreich sein, um die
Konvergenz des BACA zu zeigen.
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8.4 Konvergenz der residualen BACA

Bevor die Konvergenz der BACA gezeigt wird, setzen wir uns mit der Konvergenz des Fehlerschétzers
Nk auseinander, welche eine Konsequenz der Dorfler-Marking-Strategie (8.4) ist. Dabei sei angemerkt,
dass mit der Konvergenz der ACA entweder limy_,o(Ag)y = Ap oder b ¢ M}, ab einem bestimmten
Index ko € N gilt, was (Ax)p = (Apy1)p fiir k > ko zur Folge hat. Damit gilt limy_,oo A = A, € RVXN
und R .
lim ||Ag+1 — Akl =0= lim ||Ag+1 — Al (8.5)
k—o0 k—o0
Unter Beachtung der eben genannten Konvergenzeigenschaften von Ay kann das folgende Fehlerschit-
zer-Reduktionsprinzip gezeigt werden.

Lemma 8.6. Angenommen Ay ist invertierbar und o ist hinreichend klein. Dann gilt

Mep1 < Q77 + 2, (8.6)

wobei zi eine Folge bezeichnet, die gegen Null konvergiert, und q < 1. Zudem konvergiert n gegen

Beweis. Nutzen wir die Definitionen von Agy; und 771%+1’ so folgt

Do Ak A dis(@rr)sl3 = )0 M= Apr)es@re)slB+ D (A= Ap)es(zre)sl3.

txseP txseMj, txs€ P\ My

Mit der Youngschen Ungleichung und (8.4) erhalten wir fiir den zweiten Term

o 1A = Aus(@ran)sll3 < (L) np(PA\ M) + (L4 1/e) > 1Ak — Apdes (e — z1)s3

txs€ P\ My txs€P\ My
= (1+e)nE —np(Mp)]+ (1 +1/e) Z 1(Ax — Ap)es(@rs1 — )53
tXSGP\Mk
SA4e) =) i+ (1 +1/e) > (A — Ap)es(zrar — za)sll3
thEP\Mk

fiir alle € > 0. Die letzte Summe kann abgeschétzt werden durch

Yo A = A —a)sllE =D D Ak = Apes(wirn — za)s3

txseP\ My s€TT t:txs€ P\ My,

< max (A —Awsl3 Y D e —ze)sl3

T txseP
s€TT titxse P\ My,

< cspLl|lz1 — k3 max 1(Ag — Ap)s||3
< cop Ll At 15 1 Ak s1mpgs — Ak+1$k|l%tlxnsa€>§3 1(Ak — Ap)is |3

< Bea LI AL 13 (1 Aksrmnsn — bI3 + 1(Axsr — Awyonl3 + | Az — bI3) | Ak — Al3.

Mit [|b — Agzgll3 < o?[|(Ax — Ap)zill3 < o®esp L folgt mit der Wahl e := 26%/(1 — 6) die Ab-
schitzung

1
Mepr < (1— 592) M + Y Megr + nil + 2k, (8.7)
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- 2202 i ~1 )2
wobei 7y 1= 3a” %5~ (cspLHAk — AngHAkJrl\b) und

2= Y Ak = Akn)is(@rrn)sll3 +3(1+ 1/e)esp Ll Ak — Akll3 | ALy 131 Aka — Akll3 ]|zl
txseMj,

gegen 0 konvergiert. Dies wiederum ist eine Konsequenz aus A;l — A;! fiir k — oo und (8.5). Zu
beachten ist, dass {zj}reny wegen
lzkllz < 1AL 12 (10l + | Axzr = bll2) < 1A 12 (Hb\b + o (Ak — Ak)xk\b)
< (1A Ml l1bll2 + all A o (1A N2 + | Axll2) |2kl

und einem hinreichend kleiem o beschriinkt ist. Die Wahl von «, sodass v < 62/4 erfiillt ist, fiihrt

mit (8.7) und

1167+

— <
1 -y

q:= 1

zum ersten Teil der Aussage.

Beim Beweis der zweiten Aussage halten wir uns an die Idee des Fehlerschéitzer-Reduktionsprinzip,
welches in [8] vorgestellt wurde. Sei z > 0 eine Zahl mit z; < z fiir alle k. Mit der Fehlerschatzer-
Reduktion (8.6) folgt

k

Mo <am+ 2 < +aama+za<... < ng+ qu_iZi
i=0

k
z
< g2 +qul <nt+ T
1=0

Damit ist die Folge {n}ren, beschrinkt und wir definieren M := limsup;_,, n;. Benutzen wir ein
weiteres Mal die Fehlerschétzer-Reduktion (8.6), so fihrt das zu

M = limsupn,%_H < qlimsupn,% + lim sup z, = q¢M.
k—o0 k—o0 k—o0
Schlieflich folgt M = 0 und wir erhalten
0 <liminfn, <limsupn, =0
k—oco k—o0

und letztendlich limg oo i = 0. [l

Die Konvergenz der BACA ist nun eine Folge der Zuverlassigkeit von 7.

Theorem 8.7. Die Residuen ry, := b—Axy, der Folge {xy }ren, welche durch Algorithmus 6 konstruiert
wurde, konvergiert gegen Null.

Bewets. Mit Lemma 8.4 und Lemma 8.6 erhalten wir

1+ a1+ csat)
I )

b—A < L
b= Amyllz < Vel =2

— 0.

O

Die Analyse der entwickelten Algorithmen ist mit Theorem 8.7 abgeschlossen. Im folgenden dritten
Teil wird die Funktionsweise der neuen Methoden in der Praxis untersucht. Wir konzentrieren uns auf
die numerische Lésung von partiellen Differentialgleichungen mit Hilfe der Randelemente Methode.
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ITI. Anwendung der Kreuzapproximation bei der
Randintegralmethode

Der dritte Teil bildet den Abschluss der Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation mit zusétz-
lichen adaptiven Elementen. Hier soll mit der Randintegralmethode ein Anwendungsgebiet der ACA
bzw. BACA vorgestellt werden. Im weiteren Verlauf schildern wir einige numerische Resultate der
BACA und vergleichen sie mit denen der ACA. Zudem wird die Funktionsweise und die Qualitét
der im zweiten Teil dieser Arbeit behandelten Fehlerschéitzer anhand numerischer Beispiele genauer
betrachtet. Dabei konzentrieren wir uns auf die numerische Losung der Laplace-Gleichung und der
Elastizitatsgleichungen. Zu Beginn dieses dritten Teils werden die mathematischen Grundlagen zu
den betrachteten Problemen in Bezug auf die Randelementmethode kurz eingefiihrt.

9. Nicht-lokale Operatoren bei Randintegralgleichungen

Wir konzentrieren uns auf die numerische Losung von partiellen Differentialgleichungen in Zusam-
menhang mit der Randintegralmethode (engl. Boundary Element Method, BEM). Solche Probleme,
die durch BEM geltst werden konnen, besitzen oft Fundamentalldsungen mit Singularitdten. Das
Integral iiber diese singuldren bzw. schwach singuldren Kerne fiihrt uns zu den nicht-lokalen Ope-
ratoren. Zuerst kiimmern wir uns um die beiden Problemstellungen, die genauer betrachtet werden
sollen, und anschlieffend um die notwendigen Funktionenrdume, welche in der Regel Sobolev-Raume
sind.

9.1 Problemstellungen

Als Problemstellung, auf welche wir die in den vorherigen Kapiteln angesprochenen Techniken an-
wenden wollen, seien hier mit der Laplace-Gleichung und den Lamé-Gleichungen zwei partielle Diffe-
rentialgleichungen nachfolgend aufgefiihrt. Erstere ist Bestandteil vieler physikalischer oder ingenieur-
wissenschaftlicher Anwendungen. Mit der zweiten Gleichung ldsst sich sehr gut lineare Flastizitit
beschreiben.

9.1.1 Die Laplace-Gleichung

Bei der Laplace-Gleichung
—Au=0
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handelt es sich um den homogenen Spezialfall der Poisson-Gleichung
—Au=f, f:Q—=R, QcR%L

Mit dem Laplace-Operator
d

Ay = Z O%u
i=1
lassen sich physikalische Phinomene wie elektrostatische Potentiale oder Gravitationspotentiale sehr
gut modellieren, siehe [52]. Zudem kann die Laplace-Gleichung in der Fluiddynamik dazu verwendet
werden, einfache Stromungen [69] wie z.B. stationére, inkompressible, wirbelfreie Stromungen im zwei
Dimensionen ohne Benutzung der Navier-Stokes-Gleichungen zu beschreiben. Im Allgemeinen stellt
der Laplace-Operator einen Bestandteil vieler partieller Differentialgleichungen dar.

9.1.2 Lineare Elastizitit

Die Theorie der linearen Elastizitdt versucht, Verformungen von Koérpern, die nach der Kraftein-
wirkung wieder in ihre urspriingliche Form zuriickkehren, mathematisch zu beschreiben. siehe [49,
70, 71]. Das Ziel ist hier die Bestimmung eines Verschiebungsfeldes u(x) fiir alle x in einem beschrank-
ten Gebiet Q C R3, so dass fiir einen elastischen Korper die Gleichgewichtsgleichungen

3
- Z %UU(U,%) = f@(l’) fOI' T e Qﬂ Z = 172737 (91)

erfiillt sind, wobei ein reversibles, isotropes und homogenes Materialverhalten angenommen wird. Mit
Hilfe des Hooke’schen Gesetzes werden die Komponenten des Spannungstensors

Ev
(I+v)(1—-2v)

E

3
(Sij Z ekk(u, $) + —
P 1+v

oij(u, ) = eij(u,z) forxzeQ,i=1,2,3,

mit dem Dehnungstensor e;;(u, z) verkniipft, welcher unter der Annahme kleiner Deformationen die
Form

170 0 . -
€ij = B {xu(m’) + a%uz@")} firz €9Q,4,j=123,

hat. Dabei bezeichnen E > 0 das Young’sche Modul und v € (0,1/2) die Poisson Zahl. Nach einigen
Transformationen, siehe z.B. [70], erhalten wir das Navier-System

—pAu(z) — (A + p)grad divu(x) = f(x), firz e,

mit den Lamé-Konstanten

FEv E

A Aoy M AT oa gy

Typische Randbedingungen in der Festkorpermechanik sind eine Mischung aus mehreren Dirichlet-
Bedingungen, welche feste Begrenzungen beschreiben, und Neumann-Randbedingungen, welche freie
Lagerungen beschreiben. Aus Griinden der Einfachheit wihlen wir zunéchst eine Dirichlet-Bedingung

int

Yo u(z) =gp(z) firxzelp
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und eine Neumann-Randbedingung
int

ru(z) = gy(z) fiir z € Ty,

wobei Q0 :=T =T pUTyN, I'pNIy = 0. Zusitzlich nehmen wir an, dass der Dirichlet-Rand positives

Maf besitzt, d.h.
/ ds > 0,

'p
um die eindeutige Losbarkeit des betrachteten Problems zu gewéhrleisten.
Untersucht man das allgemeine inhomogene Neumann Randwertproblem

—pAu(z) — (A + p)grad div u(z) = f(z) firz € Q,
int

N u(x) = gn(z) firz e,

so ist dessen Losung unter der zusitzlichen Losbarkeitsbedingung

/vk(:c)Tf(:c) dx + /’yé“tvk(a:)TgN(:c) ds, =0, firallevyeR
Q r

nur bis auf die Lésung des homogenen Neumann Problems, die Starrkérperbewegungen, beschrieben
durch die Menge

1 0 0 — T 0 x3
R = span o1, 1], 0], x1 | —z3 |, 0
0 0 1 0 T2 —X1

eindeutig bestimmt. Bei reinen Neumann Randwertproblemen konnen fiir die Eindeutigkeit zusétz-
liche nodale bzw. skalierende Bedingungen gefordert werden, siche |70].

9.2 Funktionenrdume

Zunichst nehmen wir an, dass Q C R? ein offenes und beschrinktes Gebiet darstellt. Um spiter Spur-
bzw. Fortsetzungsoperatoren definieren zu konnen, werden noch stérkere Voraussetzungen nétig sein.
Fiir p € [1, 00] bezeichnet der Raum LP(2) := {u : Q@ — R | u messbar, [|u||r(q) < 00} mit

1/p
(1) l<p<oc
[ullLr () = Q

inf sup |u(z)| , p=o0
MCQ, | M|=0 zeo\ M ’

den Raum der messbaren Funktionen, welche zur p-ten Potenz integrierbar sind. Im Fall p = 2 bildet
der Raum L?(Q) in Verbindung mit dem Skalarprodukt

(u,v)2(q) = /uv dr, wu,ve L*Q),
Q

einen Hilbert-Raum. Zudem wird {iber das L2-Skalarprodukt durch

2
HUHL2(Q) = <’U,, ’U,>2/2(Q)

eine Norm induziert.
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9.2.1 Sobolev-Riume

Unter dem Sobolev-Raum der Ordnung k € Ny versteht man den Raum
WEP(Q) ;= {u € LP(Q) | D € LP(Q) fiir alle |a| < k},

wobei D% die schwache Ableitung von u vom Grad « bezeichnet, d.h. es gibt v, = D% € L} (Q)

- loc
mit
/vacp de = (=1)l /u@ago dx fir alle p € C§°(Q).
Q Q
Ausgestattet mit den Normen

1/p

ullwrw@y = | D 1D ull75q) fiir 1 < p < o0 und [[ulyrey == Y [ID|1(q)
loo| <k | <k

sind die Sobolev-Réume WP () Banach-Riume.
Im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen ist der Fall p = 2 von gréfserer Bedeutung,
da die Sobolev-Riaume H*(Q) := W*2(Q) mit dem Skalarprodukt

(U, ) e () = Z (D%, D*v)12(q), u,v € H*(Q),
|| <k

wiederum Hilbert-Riume bilden. Des Weiteren stimmt die iiber das Skalarprodukt induzierte Norm
mit der W*2(Q)-Norm iiberein.

Da wir spiter Randintegralgleichungen betrachten wollen, wird auch eine Definition bzw. Kon-
struktion von Sobolev-Réumen auf Manigfaltigkeiten und Réndern benttigt. Wir halten uns hierbei
an die Konstruktion aus [70]. Sei dafiir {¢;}Y, eine Zerlegung der Eins mit den Eigenschaften

1. @i € C°(RY),
N

2. Ypi(z)=1, ze€T,
i=1

3. pi(r) =0, xel\I}
auf einer geeigneten und stiickweisen Parametrisierung
[;:={zeR?: =y (&) fiir € € T; c R}

mit 0Q =T = UZ]\L , I'i. Damit lésst sich ein entsprechender Sobolevraum H*(I') auf dem Rand I'
definieren.

Definition 9.1. Fir 0 < s <k sei die Sobolevnorm || - ||H;(F) definiert durch

N 1/2
[oll s (ry = (Z ||77¢||%18(7;)> )
i=1

wobei
i(€) = @i(xi(©))v(xi(€)) = wi(z)v(x) = vi(x), €T CR i=1,. N,

mit vi(x) = @i(x)v(x), © € T, die lokalen Funktionen beschreibt.
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In Abhéngigkeit der Ordnung der zu betrachtenden Ableitung miissen wir eine Bedingung an die
lokalen Parametrisierungen vorschreiben, d.h. fiir |s| < k die Annahme y; € C*~11(7;). Eine erste
zu || - || g ry quivalente Norm ist im folgenden Lemma gegeben, siehe [70].

Lemma 9.2. Fiir s = 0 ist eine in HY(T) dquivalente Norm durch

lolzaqy = ﬂw%wx
N

1/2

gegeben,.

Beweis. Zunichst gelten

J
ol = > [ loia(©)iu©)N de
1:17;
und
”UH%Q(F) :/ |? ds, = Z/ wi(x ]? ds,.
T =1,

Unter Benutzung der lokalen Parametrisierung erhalten wir

ollZa ) = 2/%M (xal€)) 2 det i (€) e,

7,17—

wodurch die Behauptung folgt. Dabei hingen die auftretenden Konstanten bei der Norméaquivalenz
von der gewihlten Parametrisierung und den gewéhlten Abschneidefunktionen ab. O

Eine weitere dquivalente Norm ist fiir s € (0, 1) durch die Sobolev-Slobodeckij Norm

1/2

2
Jolleqry = WMLﬂm—F/:/ S s, ds,

gegeben. Als letztes werden Sobolev-Riume fiir negative Exponenten s < 0 benétigt. Unter Beriick-
sichtigung der Dualitdtspaarung

(u,v)p = /u(x)v(x) ds,

r
ist der Sobolevraum H*(T') fiir s < 0 definiert als der Dualraum von H~*(T"), d.h.

H(T) == (H*(I)).

Die zu H*(T'), s < 0, gehoérende Norm lautet

o <’U,, v)F
||UHHS(F) = sup AT
0ver () [Vl a-s(r)

Réander, welche nur stiickweise glatt sind, bendtigen eine gesonderte Behandlung. Da dies an dieser
Stelle zu weit fithren wiirde, sei fiir derartige Probleme auf [70] verwiesen.
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9.2.2 Eigenschaften von Sobolev-Riumen

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von Sobolev-Riumen angegeben, welche bei der
spéteren Formulierung und Analyse von Randwertproblemen notwendig sind. Wir starten mit dem
Sobolev’schen Einbettungssatz aus [29] bzw. [56].

Lemma 9.3. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand 0 und sei d < k firp = 1
baw. d/p < k im Fall p > 1. Fiir u € WkP(Q) gilt:

(i) ue C(Q),
(i) |[ullLo(q) < cllullwrr(q) fir alle u € WhP(Q).

Aquivalente Normen in W#*P(Q) konnen mit Hilfe des Normierungssatzes von Sobolev angegeben
bzw. konstruiert werden. Eine Folgerung dieses Theorems ist z.B. die Poincarésche Ungleichung.

Lemma 9.4. Sei Q ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet und F : WHP(Q) — R ein stetiges, positiv-
homogenes Funktional, d.h.

F(Ou) = AF(u), fiir alle A > 0, u € W'P(Q),

sodass fir alle ¢ = const. gilt
Flg)=0 = g¢=0.

Dann gibt es fir jedes p € [1,00) eine Konstante ¢ > 0 mit
lullwir) < ¢ (lulwirg) + [F(u)]), firalle u € wlr(Q).
Ist F zusdtelich linear, so definiert | - |y + [F| eine zu || - lwip(q) dquivalente Norm auf wir(Q).

Beweis. Angenommen eine derartige Konstante existiere nicht. Dann gibt es fiir jedes n € N ein
Up € WHP(Q) mit
unllwre@) > 7 (Junlwre@) + [F(un)]) -

Fiir v, = un/|[unllwir) gilt dann [lvg|[y1eq) = 1 fiir alle n € N und
T [l + [F (o) = 0.

Wegen des Rellichschen Kompakheitssatzes, siehe [75], ist W1P(Q) kompakt in LP(Q) eingebettet.
Daher existiert eine in LP(§2) konvergente Teilfolge {vp, }ien von {v, }nen. Insbesondere ist {vp, }ien
eine Cauchy-Folge in LP(§2). Wegen

|Um|W1,p(Q) — 0, 7 — oQ,

und

ani — Un; Hgvl,p(g) < ”Um — Un; lep(Q) + (‘vni’WLP(Q) + ’Unj‘leP(Q))p
folgt, dass {vn, }ien eine Cauchy-Folge in W1P(Q) ist. Aufgrund der Vollstindigkeit von W1P(Q)
konvergiert {vy, }ien gegen ein v* € W1P(Q). Infolge der Stetigkeit gilt

[V lwie@) =1, [v'|lwie@) =0, F()=0.

Zudem gilt v* = const. und daher folgt nach Voraussetzung aus F'(v*) = 0, dass v* = 0 ist, was einen
Widerspruch darstellt. O
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Die néchsten beiden Sétze - der Spursatz und der inverse Spursatz - geben die Relation zwischen
einer Funktion u und deren innerer Spur v{"u bzw. die Relation zwischen den zugehérigen Riumen

an, siche z.B. [1]. Die Inverse ist hier in Form einer Linksinversen aufzufassen.
Lemma 9.5. Sei Q C R? ein Ck=b1. Gebiet. Fiir 1/2 < s < k ist der innere Spuroperator
W HA(Q) — HVA(T)

beschrankt durch .
170" |12y < erllvllms),  er >0,
fiir alle v € H%(Q).

Lemma 9.6. Sei Q C R? ein Ck~b1. Gebiet. Fiir 1/2 < s < k besitzt der innere Spuroperator 'y(i)“t
einen steigen inversen Operator

E:HVAT) = H*(Q)
mit den beiden Figenschaften
1. A&y = v fiir alle v € H*V/2(T),
2. lEv|gs ) < cITHHsfl/Q(F)H, crr > 0, fir alle v e H1/2(T).
Als Konsequenz dieser beiden Séitze kann der Sobolevraum H*(I") mit einer entsprechenden Norm
auch als Spurraum H*t1/2(Q) aufgefasst werden.
9.3 Randintegralformulierung der Laplace-Gleichung

Beim ersten Problem, welches wir numerisch 16sen wollen, handelt es sich, wie in Abschnitt 9.1 bereits
erwithnt, um die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randdaten auf einem Gebiet Q C R%, d € N, mit
hinreichend glattem Rand I' := 02 | d.h.

—Au(z) =0, z€Q
int (92)
Y% u(x) =gp(z), el
fiir das innere Randwertproblem bzw.
—Au(z) =0, z€Q°:=RN\Q
ext (93)

7% u(x) =gp(z), z€T

fiir das dukere Randwertproblem. Um spéter fiir (9.3) die Losbarkeit zu garantieren, muss z.B. durch

C
lu(z) — up| < Ek x— o0, C>0, (9.4)
T
mit einer gegebenen Zahl ug € R eine geeignete Bedingung im Unendlichen angenommen werden.
Derartige Bedingungen sind typisch fiir Aufenraumprobleme und beispielsweise in einer etwas anderen
Form auch bei der Helmholtz-Gleichung im Fall akustischer Streuprobleme zu finden, siehe [56] fiir
die Laplace-Gleichung bzw. [27] fiir die Helmholtz-Gleichung.
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9.3.1 Variationelle Formulierung und Diskussion der L&sbarkeit

Der grundsétzliche Start, um die genannten Probleme zu 16sen, wird die schwache Formulierung bzw.
variationelle Formulierung des jeweiligen Problems sein. Dieses Vorgehen soll kurz im Allgemeinen
angesprochen werden.

Wir sind also an der Losung u € V' der Operatorgleichung

Au=f (9.5)

fiir ein f € V' interessiert. Dabei sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)y und induzierter
Norm || - [|[v := /(:,-)v. Der Raum V' bezeichne den Dualraum von V bzgl. der Dualitatspaarung
(-,-). Der lineare Operator A : V — V' erfiille die folgenden Bedingungen

(i) (Au,v) = (u, Av) fiir alle u,v € V (selbstadjungiert)
(ii) ||Av|ly < callv|lv,ca >0, fur alle v € V. (beschrankt)
Jede Losung von (9.5) ist auch eine Losung des folgenden Problems

(Au,v) = (f,v) firalleveV.

Die Gegenrichtung kann hierbei leicht unter Verwendung der Norm des Dualraums gezeigt werden.
Mit Hilfe von A ldsst sich auch eine Bilinearform

a(u,v) : VxV =R,
a(u,v) := (Au,v) fir alle u,v € V

definieren. Die Beziehung der Bilinearform zum Operator ist in Lemma 9.7 zusammengefasst, siehe
auch [70].

Lemma 9.7. Seia(-,-):V xV — R eine beschrankte Bilinearform mit

la(u,v)| < callullvllvlly  w,veV.
Dann ezistiert fiir alle w € V' ein Element Au € V' mit

(Au,v) = a(u,v) fiir alle v € V.
Zudem ist AV — V' linear und beschrinkt, d.h. es gilt

| Au|ly: < callul|y fiir alle v € V.

Beweis. Sei (fy,v) := a(u,v) fiir ein w € V. Dann ist (f,,-) eine beschréinkte Linearform in V' mit
fu € V'. Dann definiert u — f, einen linearen Operator A : V — V'’ mit Au = f,. Weiterhin gilt:

7'U
lAullys = [fullyr = sup w0
0#£veV [[v][v

a(u, )

= sup
0#£veV [v]lv

< callully
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Der folgende Rieszsche Darstellungssatz (siehe |29]) bildet den ersten Schritt zur Analyse der Los-
barkeit von (9.5). Er erlaubt es stetige, lineare Funktionale mit Elementen von Hilbertrdumen zu
identifizieren.

Lemma 9.8. Sei V' ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem stetigen linearen Funktional o € V'
genau ein w € V mit ||ullv = ||¢|lv’, sodass

o) = (v,u) firalleveV.
Fiir ein gegebenes u € V ist die Abbildung ¢ definiert durch v — (v,u) ein stetiges lineares Funktional
mit [[ellv: = [lullv-

Beweis. Der zweite Teil des Satzes, was der Umkehrung der Aussage des ersten Teils entspricht, ist
klar. Um den ersten Teil des Satzes zu zeigen, definieren wir uns einen Unterraum von V. Die Menge
N :={v eV : p(v) = 0} ist ein abgeschlossener Teilraum von V, da ¢ stetig ist. Sei nun {vy, }nen
eine Folge in N mit v, — v € V. Dann folgt:

(V)] = le(vn) + ¢ (vn = V)] < lellvrllvn =]y =0, fiir n — occ.

Im Folgenden unterscheiden wir zwei Fille:

1. Sei N =V
Dann kénnen wir u := 0 wéhlen und es gilt |[ully = |||y

2. Sei N #V.
Da N ein abgeschlossener Unterraum von V ist, existiert die Zerlegung V = N @ N+t. Dann
gibt es ein y € N+ mit y # 0 und ¢(y) # 0. Es folgt fiir v € V, dass

. ys@(v) c
w(y)
gilt. Wahlen wir nun
oY)
u = Y
ly[I5-
so folgt
p(v) = (v, u).

Somit bleibt die Eindeutigkeit noch zu zeigen. Sei dafiir v/ € V eine weitere Losung von
(v,u')y = ¢(v). Dann erhalten wir

<v,u—u’):0 firalleveV = Hu—u’HV:O

Aus
lellv: = sup [p(v)] = sup [{v,u)| < [|lullv
[lv]lv=1 llv]lv=1
und )
Py
ully = =5 < llellv
[yl

folgt schlieflich, dass die beiden Normen ||ully und |||y iibereinstimmen.
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Um die eindeutige Losbarkeit der Operatorgleichung (9.5) garantieren zu kénnen, benétigen wir
weitere Annahmen an den Operator A bzw. die Bilinearform a(-, ).

Definition 9.9. Sei (V|| - ||v) ein normierter Raum.

1. FEine Bilinearform a(-,-) heifit stetig iber V, falls ein cg > 0 existiert mit

la(u,v)| < egllullv]jv]ly fir alle u,v € V.

2. Eine Bilinearform a(-,-) heifit koerziv iber V, falls ein cx > 0 existiert mit

a(v,v) > ck|lv||3  fiir alle v € V.

3. Ein Operator A:V — V' heifit koerziv oder V -elliptisch, falls ein cx > 0 ezistiert mit

(Av,v) > cx|lv||}  fiir alle v € V.

Das nachfolgende Lemma von Lax-Milgram liefert die eindeutige Existenz einer Losung des Prob-
lems (9.5).

Lemma 9.10. Se: V ein Banachraum und a : V x V. — R eine stetige und koerzive Bilinearform.
Dann existiert zu jedem f € V' ein eindeutig bestimmtes u € V, welches eine Lisung von (9.5) ist
und der Abschdtzung

1
Jully < — 17l
geniigt.

Beweis. Um die Aussage dieses Satzes zu zeigen, werden wir den Banachschen Fixpunktsatz, siehe |75,
76], und Lemma 9.8 verwenden. Nach Lemma 9.8 existiert ein bijektiver Operator R : V' — V mit
IRellv = llellv:. Sei J :=1—0RA:V — V mit § > 0. Dann gilt

u=u—OoR(Au — f) = Ju+ 0Rf.
Mit der Stetigkeit und Elliptizitat von A erhalten wir
(RAv, v)v = (Av,0) > cx|lolf3

und
[RAv[ly = [ Avlly: < callv]v

Damit folgt

1T} = (1 — dR AT,
= ||vl? — 28(RAv,v)y + 62||RAv|)%
< (1 —20cx + 82c4) ||v||3
Der Operator ist nun fiir § € (0,2cx/c%) eine Kontraktion in V. Somit folgt die eindeutige Los-

barkeit von (9.5) mit dem Banachschen Fixpunktsatz. Die noch zu zeigenden Abschitzung ist eine
Konsequenz aus

cxcllully < (Au,u) = (F,u) < | fllvllullv,

wobei u € V' die eindeutige Losung von (9.5) bezeichnet. O
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9.3.2 Fundamentallésung

Die numerische sowie analytische Lésung der Laplace-Gleichung als Randintegralgleichung erfordert
zuerst die Existenz einer Fundamentallosung, d.h. es existiert eine Funktion S(z,y), welche die dis-
tributionelle Lésung der Gleichung

_Ays(x73/):50(y_37)7 vaJERd

darstellt. Die Fundamentallosung des Laplace-Operators ist gegeben durch

— L In || d=
S(x) := { 27 Ua ’

fiir x € R4\ {0}, wobei wy die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Die Darstel-
lung der Fundamentallésung S kann z.B. fiir d = 3 mit Hilfe der Fouriertransformation und unter
Verwendung von Kugelkoordinaten hergeleitet werden, sieche [70]. Die Losung von (9.2) kann an-
schliefsend mit Hilfe der Darstellungsformel

/S x,y) 'yl u(y) dsy — /ylln;S(:U,y)véntu(y) dsy, xe€

r (9.6)

/S z,y) uly) dsy — /%ys(w y)g9p(y) sy
r
angegeben werden, welche aus den Greenschen Formeln resultiert. Die Aufgabe dabei ist die Be-
stimmung der noch unbekannten Neumann-Daten v™u := d,u|r € H~Y2(T"), wobei 9, die Ableitung
bzgl. des Normalenvektors v bezeichnet.

Im Fall des externen Randwertproblems ist die Losung unter Berticksichtigung von Bedingung (9.4)
fiir x € Q° durch die Darstellungsformel

_W/Sxy u(y)ds, + [ AS(a g ut) ds,

T

_%_/sxy u(y) ds, + /ﬁwmm@@@y

T

gegeben, wobei wiederum die fehlenden Neumann-Daten zu berechnen sind.

9.3.3 Randintegraloperatoren fiir das reine Dirichlet Randwertproblem

Bevor wir die Randintegralgleichung zum Randwertproblem der Laplace-Gleichung formulieren, wer-
den die nétigen Operatoren eingefiihrt und deren Eigenschaften kurz diskutiert. Wir starten mit dem
Einfachschichtpotential.

Definition 9.11. Sei ¢ € H_l/Q(F) eine gegebene Dichtefunktion. Dann ist das Einfachschichtpo-
tential .
V:HY3() - HY(Q)

gegeben durch

(Vo)(z) = /S(J:,y)go(y) dsy, xe€QUQ°.
r
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Aufgrund der Eigenschaften der Fundamentalldsung Sa ist leicht ersichtlich, dass V¢ die Laplace-
Gleichung 16st, d.h. es gilt )
—AVy)(x) =0, firzeQUQC.

Zudem kann gezeigt werden, dass V durch
1Vl < ellellg-zm

fiir Funktionen ¢ € H~'/2(T") und eine Konstante ¢ > 0 ein beschrinkter Operator ist, siche [70].

Demnach wissen wir, dass Vi in H'(Q) liegt und die Anwendung der Spuroperatoren 4" bzw. g

auf V wohldefiniert ist.

Definition 9.12. Sei ¢ € H-Y2(I'). Dann ist der Einfachschichtoperator bzgl. der inneren Spur
definiert durch . o
yint — ’Yé)ntv . H_1/2(F) N H1/2(F)

und bzgl. der duferen Spur durch
Vet = sty HY2(T) — HYA(T).

Nach [70] kénnen die beiden Operatoren V™ und V! als schwach singulires Oberflichenintegral
dargestellt werden.

Lemma 9.13. Sei ¢ € L°(I"). Dann besitzen die beiden FEinfachschichtoperatoren die Darstellung

(Vimt) () = / S@,v)p(y)ds,, z €T,
T

und )
(V=) := lim (V) (), #€Q° xcl.

T—T

Fir Randpunkte € T’ stimmen auch die innere und dufere Spur tiberein, d.h. es gilt

(Vi) (@) — (Vo) (x) = i (V) (@) — 6§ (Ve)(@) =0, zeT.

Um die Randintegralformulierung bei der Laplace-Gleichung vervollstdndigen zu kénnen, wird als
néchstes noch das Doppelschichtpotential ben6tigt. Bei der Definition und den Figenschaften gehen
wir analog zum Einfachschichtpotential vor.

Definition 9.14. Sei ¢ € HI/Q(I’) eine gegebene Dichtefunktion. Das Doppelschichtpotential ist
definiert als
(K0)) = [ ds, veauor
r

Wiederum ldsst sich aus den Eigenschaften der Fundamentallosung S folgern, dass w(x) = (K)(x)
die Gleichung
—Aw(x) =0

fiir alle z € QUQC 16st. Zudem ist fiir ¢ € Hl/Q(F) der Operator K beschriankt, d.h. es existiert eine
Konstante ¢ > 0, sodass die Abschitzung
1KY 1) < cll¥ll gz

erfiillt ist. Damit ist auch die Anwendung des Spuroperators i bzw. 6" auf K wohldefiniert und
YK HY2(T) — HY2(T) baw. 4K : HY/?(T') — HY?(T) definiert einen linearen, beschriinkten
Operator. Sie besitzen die folgenden Darstellungen, siche auch [70].
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Lemma 9.15. Fiir Funktionen ¢ € H'/?(T) gilt die Darstellung
(K™9)(2) = 75" (K¢)(2) = (=1 + o(@))p(x) + (Kp)(x), €T,

bzw.
(K% (x) := 25 (KY)(x) = o(2)y(a) + (Ky)(x), = €T,
wobei
. 1 1
O'(SU) = }:141;.% MF dSy, x € F,
yeQ:|y—x|=e

und der Operator

(Kv)(x) := lim / 'yiln;S(x, y)Y(y)dsy, zel,
e—0 ?
yelt|ly—z|>e
ein weiteres Doppelschichtpotential definiert.
In diesem Fall addiert sich nicht die Sprungbedingung des Doppelschichtpotentials K zu Null,
sondern der Sprung der Konormalenableitung, d.h. es gilt:

(K*)(2) — (K™'9)(2) = ¥(2), z €T
und .
VWEHKY) (z) — " (Ky)(x) =0, zel.
Da wir bei der Laplace-Gleichung nur das reine Dirichletproblem betrachten, werden zu diesem Zeit-

punkt keine weiteren Operatoren benétigt. Bei gemischten Randwertproblemen muss zusétzlich noch
der hypersingulidre Operator betrachtet werden, sieche Kapitel 9.4.

9.3.4 Randintegralgleichung der Laplace Gleichung
Der Darstellungsformel (9.6) folgend, miissen die fehlenden Cauchydaten (y{"u,vi"u) ermittelt wer-
den. Unter Beriicksichtigung der Operatoren aus Kapitel 9.3.2 gilt fiir z € I, dass
() = (VM) (o) — (K (2)
= (V™) (@) + (1 — o (2))r5" u(z) — (K" u) (2).
Da beim reinem Dirichlet-Randwertproblem (9.2) durch v§**u(z) = gp(z), x € T, ein Ausdruck der

Cauchydaten bereits gegeben ist, reicht die Gleichung (9.8) aus, um die noch fehlende Konormalen-
ableitung vi"u € H~1/2(T) zu bestimmen. Eine Umstellung von (9.8) liefert mit

(9.8)

(Vyitu)(z) = o(x)gp(z) + (K™gp)(z), =z €T, (9.9)

eine Fredholmsche Randintegralgleichung erster Art, welche aufgrund der H~1/ 2(T)-Elliptizitit, siehe [70],
und der Beschrinktheit von V™ in H'/?(T") infolge von Lemma 9.10 eine eindeutige und beschrinkte
Losung ™ € H=/2(T') besitzt, d.h. es gilt

; Co.w
V|| 172y < — gD || 1/2(1 -
™ ull =172y e 9D 172y

)

Den Ausgangspunkt der numerischen Berechnung bildet die zu Gleichung (9.9) dquivalente varia-
tionelle Formulierung: finde 4™ € H=1/2(T"), sodass

o 1 .
(vt = (514 K ) g,
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fiir alle p € H~/2(T") erfiillt ist, wobei aufgrund der Definition von o sich fiir fast alle z € T, o'(z) = 1

2
ergibt. Die Betrachtung der variationellen Formulierung ist an dieser Stelle méglich, denn aufgrund
der Abbildungseigenschaften der Operatoren V™" und K™ gilt, dass

. 1 .
0= Vst (51 + K™ ) ol

_ g Ve BT K™) ap, )
0 peH—1/2(T") [l z-1r2(r)

Neben der Verwendung der Darstellung von yéntu in (9.8) kann auch eine Darstellung fiir die konor-
malen Ableitung 7™ u angegeben werden, wobei hierfiir der adjungierte Doppelschichtoperator und
der hypersinguldre Operator, siehe Abschnitt 9.4.2, nétig sind. Dies fiihrt auf eine Fredholmsche
Randintegralgleichung der zweiten Art, siehe [70], und soll an dieser Stelle nicht weiter verfolgt wer-
den.

Um die fehlende #ufere konormalen Ableitung v¢tu € H~Y2(I") beim dukeren Dirichlet-Rand-
wertproblem zu bestimmen, kénnen wir analog zum inneren Problem vorgehen. Die Anwendung des

duferen Spuroperators auf die Darstellungsformel (9.7) liefert
A ) = o — (Vo) () + (K™E%u) (1)

1
= g — (V™) (2) + 596 (@) + (K§u)(z)
fiir z € I'. Nach einer Umstellung erhalten wir die gesuchte konormalen Ableitung als Losung der
Gleichung

1
(VA u) (z) = —59p(@) + (Kgp)(x) +uo, z €T,
dessen eindeutige Losbarkeit wiederum eine Folge des Lemmas von Lax-Milgram und den Eigen-

schaften des Operators V! ist, bzw. als Losung der Gleichung in variationeller Form

1
vt e = (<574 K ) an. i
fiir alle o € H-1/2(T).

9.4 Randintegralformulierung der linearen Elastizitit

Wie in Abschnitt 9.1 bereits erwdhnt, interessieren wir uns beim zweiten Problem fiir die Verfor-
mungen von elastischen Materialien und die dabei auftretenden Spannungen im Inneren. Wahrend
wir in Kapitel 9.3 nur reine Dirichletprobleme in Betracht gezogen haben, stehen hier auch Rand-
wertaufgaben mit gemischten Randwerten im Fokus. Demnach suchen wir die Losung des Problems

—pAu(z) — (N + p)grad div u(z) = f(z), ze€QcCRY d=23,

% u(z) = gp(x), weTp
Nu(x) = gn(x), z€Tly
mit ' =Tp Uy und
/ ds > 0,
I'p

siehe auch Kapitel 9.1. Da auch diese Gleichung als Randintegralgleichung mittels der Randelement-
methode geldst werden soll, wird wiederum mit der Existenz einer Fundamentallosung gestartet.
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9.4.1 Fundamentallésung der Lamé-Gleichung
Die Fundamentallssung der linearen Elastizitit ist gegeben durch die Losungen v*(x,y) der Gleichung

d

>

(9] 7/7]:1

0
aiy,ai,j(vk(xvy%y)ui(y) dy = uk(x)a HAIS ka =1, -'-ada
J

oder anders ausgedriickt der Gleichung
— 0P (2) — (N + p)grad, div,o®(2) = dpef, zi=y—zeRY k=1,..,d,

wobei e¥ € R den Einheitsvektor mit ef = g, k,I = 1,...,d, bezeichnet. Wie [70] zeigt, ist diese
Losung fiir d = 2 gegeben durch den Kelvin’schen Losungstensor S(z,y) = (v!,v?) mit den Kompo-

nenten
(yr — k) (Y1 — 371)]
|z —y|?

1 11+v

Sule,y) = —m1—,

[MV—@bQ$—M%rF

In drei Dimensionen besitzt S(x,y) = (v!,v?,v?) die Darstellung

Skl(m,y): 1 11+V|:(3_4 ) 5kl +(yk_xk)(yl_l'l):|.

Md—1)rE1—v |z — vy |z —y|?

Demnach ist die Lésung des Problems der linearen Elastizitdt fiir « € Q und k& = 1,...,d gegeben
durch die Reprasentationsformel

/&xmi@M%—/()ﬁ%mwﬂ% [ 10" sutz )y
r Q
9.4.2 Zusitzliche Randintegraloperatoren fiir gemischte Randwertprobleme

Die beim gemischten Randwertproblem auftretenden Neumann-Randdaten kénnen mit Hilfe weite-
rer Operatoren beriicksichtigt werden. Dabei iibernimmt der hypersinguldre Operator die reinen
Neumann-Werte und ein adjungierter Doppelschichtoperator die Interaktion zwischen den beiden
Randtypen. Letzterer ist, wie folgt, definiert, siehe [70].

Definition 9.16. Sei w € Hfl/Q(F). Dann ist das adjungierte Doppelschichtpotential definiert durch

w)e) =l [ S ds,

e—0
yel':Jy—a|>e

Damit kénnen wir die innere konormalen Ableitung
Nty HV2(0) — HOVA(D),

welche im iibrigen, wie [70] zeigt, ein beschrankter Operator ist, zusammen mit

. 1 1 .
U(x):lg%mﬁd_l / dSy fur:UEF
yel': |ly—z|=e

genauer charakterisieren.
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Lemma 9.17. Sei w € H_l/Q(I’). Dann besitzt die konormalen Ableitung ’yilntv die Darstellung
~ (V) (z) = o(z)w(z) + (K'w)(z) firz el

bzw.
(V" Vw,v)r = (ow + K'w,v)r  fiir v € H/?(D)

im H~1/2(T)-Sinne.
Beweis. Dieser eher technische Beweis kann in [70] (Lemma 6.8) nachgeschlagen werden. O

Wie schon in Abschnitt 9.3.4 gilt auch hier o(z) = 1/2 fiir fast alle € T', falls I' zumindest in
einer Umgebung von z differenzierbar ist. Des Weiteren stellt der Operator K’, welcher linear und
beschrénkt ist, den zu K adjungierten Operator dar. Fortan bezeichnen wir K’ mit K’. Auf dhnliche
Weise, wie bei der inneren konormalen Ableitung, folgt die dufere konormalen Ableitung zu

AV (Vw)(z) = (o(x) — Dw(z) + (K'w)(z) fiir 2 € T

Fiir die Sprungbedingung der beiden konormalen Ableitungen gilt schlieklich im Sinne von H~/2(I')-
Funktionen die Gleichung
W Vw) (@) = W (Vw)(z) = —w()
fiir x € T
Als letztes Bauteil benétigen wir noch den hypersinguldren Operator. Dieser steht in Zusammen-
hang mit der konormalen Ableitung des Doppelschichtoperators 7™ K.

Definition 9.18. Seiv € H1/2(I‘), Dann st der hypersinguldre Operator definiert durch
(Dv)(z) := —yi"(Kv)(z) = — lim n, - Vz(Kv)(Z) firz €T,
T—T

wobet T € ().

Aufgrund der Eigenschaften des Spuroperators 1 und des Operators K ist D ein beschrinkter
Operator. Weitere Darstellungen fiir D, die in der Praxis handhabbarer sind, kénnen in [70] gefunden
werden. Fiir die spatere Analyse der Losbarkeit der untersuchten Probleme ist an dieser Stelle wichtig,
dass D elliptisch ist. Leider kann die Elliptizitit nicht auf dem gesamten Raum H'/2(T) gezeigt
werden. Jedoch kénnen wir einen geeigneten Unterraum angeben, auf welchem sich die Elliptizitét
von D zeigen lasst, siche [70]. Sei hierfiir zunéchst

H2(T) o= {we HV2T) : (w,1)r =0}

const

der Raum von H~'/2(I")-Funktionen, welche orthogonal zu den konstanten Funktionen sind. Wihlen
Wir ein weonst € H /() mit (Vweonst)(z) = A fiir & € T, A > 0 und (weonst, 1) = 1, so kénnen wir
den Raum

HY2 (D)= {v e HY2(T) : (v, weonst)r = 0},

const

angeben, auf welchem die Elliptizitdt von D garantiert werden kann.

Lemma 9.19. Der hypersinguldre Operator D ist HY? (T)-elliptisch, d.h. es gilt die Abschdtzung

const

(Do, v)r > x|l oy, fiir v € Hogg (1)

onst
mat einer Konstante ci > 0.

Beweis. Siehe [70]. O

Die Einschrankung von D auf den Raum H, (;lng(F) erscheint auf den ersten Blick etwas abstrakt. Im

Fall der Lamé-Gleichungen werden wir im nichsten Kapitel sehen, dass der hypersinguldre Operator
nur auf die sogenannten Starrkérperbewegungen bezogen elliptisch ist.
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9.4.3 Randintegralgleichung der Lamé-Gleichung

Sei 2 C R? ein Lipschitz-Gebiet mit Dirichlet-Rand I'p und Neumann-Rand I'y. Die Lésung der
Gleichungen der linearen Elastizitét kann infolge der Reprisentationsformel als

u(z) = Vyru — Kyou

geschrieben werden, wobei

Vh(z) = / S(e,y)h(y)ds,, he [HV2D)P
I

das Einfachschichtpotential und

Kg(x) r:/%,yS(:c,y)g(y) dsy, ge€[HY*D)P,
I

das Doppelschichtpotential bezeichnen. Die Fundamentallosung S(z,y) := S(x — y) der linearen
Elastizitét ist gegeben durch den Kelvin’schen Losungstensor

1 11+4+v|[3—4v T;X;
- Y J
87TE1—1/[ lz| + ])

) i?j:17273’

2

Skl = (

A

fiir € R3\ {0}, vgl. auch Kapitel 8.4.1.

Unter Benutzung der Spuroperatoren fy(i)nt und vilnt erhalten wir, wie in Kapitel 9.3, den Einfach-

schichtoperator o
V=g Ve [HYAD))P - (1Y)

und den Doppelschichtoperator
K [H'2O)P — [H2(ID)]P,

(Kg)(x) = lim NS, y)g(y)ds,, xel, ge[H2D)P,

e—0
\B:(z)

bzw. den adjungierten Doppelschichtoperator
K': [H2() — [H V(1)

(K'f)(z) = lim YaS(2,y)g(y)dsy, weT, felH 2D,

e—0
M\ Be ()

auch im vektorwertigen Fall, siehe [56]. Als letztes bleibt noch der hypersingulidre Operator iibrig.
Nach [56] besitzt er die Darstellung

D= —"K : [HY(D)P - [H V(D).

Die folgenden Eigenschaften, welche in [56] oder auch [70] zu finden sind, werden am Ende zusammen
mit dem Satz von Lax-Milgram fiir die Losbarkeit der Gleichungen der linearen Elastizitdt entschei-
dend sein.

Lemma 9.20. Die Operatoren V, K, K' und D erfiillen die folgenden FEigenschaften:
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1. Die Operatoren sind stetig, d.h. fir g € [HY*(T)]® und f € [H='/2(T)]? gelten die Abschitzun-
gen

() |V Fllgnrzp < <61l -1z

(i) 1K gll 20y < <5 19l /22
(iii) | K" flligr-12gp < 5 1l ia-12@ss
() 11Dgll 1720y < €& N9l ey

fiir Konstanten cg, cg, cg( ,cg > 0.

2. Der Operator V ist [HY/?(T)|3-elliptisch, d.h. fir alle f € [HY/>(T)]? gibt es eine Konstante
CIV( > 0, sodass die Abschitzung

(VI 1) = el flli-1z s
gilt.

3. Im Raum der Starrkirperbewegqungen R, siehe Abschnitt 8.1.2, ist der Operator D elliptisch
bzgl. dem Raum [HY?(T)]? d.h. es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

(Dg,g) > CQHQH[QHUQ(F)P

fiir alle g € [HY2(D)]? mit (g,r) =0, r € R.
Beweis. Siehe [56]. O

Bis jetzt haben wir nur Operatoren auf dem gesamten Rand I' kennengelernt. Um gemischte
Randwertprobleme sinnvoll 16sen zu kénnen, miissen die Randintegraloperatoren auf den entsprechen-
den Randern I'p und I'y definiert werden. Fiir die Definitionen auf dem Dirichlet-Rand I'p haben
wir

Vop : [HV2(Tp))® — [H*(Tp)’, Vopf =V flrp,
wobei
H™'*(Ip) = [H'*(Ip))'
und f := f|pD mit f € [H=Y/2(1")]? und supp f c I'p. Unter Verwendung der Fortsetzung § €
[H'/2(T")]? einer Funktion g € [HY?(I'p)]? und HY*(T'y) := {v = |p, : © € HY*("), supp & C
'y}, besitzt der Operator des reinen Neumann-Problems die Darstellung

Dyy : [H2(TN))? = [HY2TN)]®, Dnng:= Dilry-

mit H~Y2(T'y) = [HY?(T'y)]’. Ubrig bleiben noch die beiden Operatoren, welche die Interaktion
zwischen den Dirichlet- und Neumann-Daten beschreiben. Der Operator

Knp : [HY*(Cy)? = [HY2(Tp)®, Knpg:= Kilr,
beschreibt den Doppelschicht Operator fiir den Neumann-Rand und
Kpy : [HY2Tp)P = [HV2TN)P, Kpyfi=K'[lry

den adjungierten Doppelschichtoperator fiir den Dirichlet-Rand. Die Funktionen g € [H® 1/2(I))? und
felH 1/2(1")]3 bezeichnen dabei wiederum die Fortsetzungen der Funktionen g € [HY2(T )P
und f € [H~Y2(I'p)]? durch Null. Die gerade auf den Teilrindern definierten Operatoren erben im
Allgemeinen die Eigenschaften der Operatoren V, K, K’ und D bzgl. der Stetigkeit und Koerzivitét.
Diese Eigenschaften sind im folgenden Lemma nochmals fiir die Operatoren auf den Teilrdndern
zusammengefasst.
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Lemma 9.21. Es gelten die folgenden Figenschaften:
1. Der Operator Vpp ist stetig und [H—/?(T")]*-elliptisch.
2. Der Operator Dy ist stetig und [H'/?(I)]-elliptisch.
3. Die Operatoren Knp und K\, sind stetig.

Beweis. Die Aussagen von Lemma 9.21 sind direkte Folgerungen der Definitionen und Elliptizitét
der einzelnen Operatoren. 0l

Damit besitzt das Randwertproblem

L)
- [YANGE) =Y, Q
221 a:chr](u r)=0, =€
u(x) = gD(.T), zelp

Za%aw u,x)nj(x) =gy, x€ln

die Losung 3 3

=V(gn +1t) — W(gp + a), (9.10)
wobei @ € [H'/2(T)]? und ¢ € [H~Y*(I")]? die Fortsetzung der Funktionen u € [H'/?(T'y)]® und
te[H -1/ 2(T'p)]?® durch Null bezeichnen, welche die Losungen der Integralgleichungen

1 - N
Vbopt — Knpu = (21 + K) gplr, — Van|r,
! (9.11)
K/DNt + Dyyu = _DgDh"N + (21 — K/) gN‘[‘N

sind. In (9.10) wurden die gegebenen Dirichlet- und Neumann-Daten gp € [HY?(T'y)]? und gy €
[H=Y2(I'p)]? zu den Funktionen gp € [HY?(I")]? und gy € [H~Y/*(I")]? fortgesetzt.

Die Hauptaufgabe besteht demnach darin, die Integralgleichungen (9.11) zu 16sen. Mit der Bilin-
earform

avame((7,©), (7', ¢") == (Vop,7")r, = (Knp9, 7)) + (KpnT, ¢ )0y + (Dnne, @)ry (9.12)
fiir (7, ), (7', ¢') € [H~2(T)]? x [H/*(I")]® und der Linearform

(', ¢") = ((;I + K) gp —Van,T)rp + ((;f - K’) gn —Dgp, )y

fiir (17, ¢") € [H=Y/2(I)]?x[H"/?(T")]?, bedeutet dies in variationeller Form: Finde (¢,u) € [H~Y/2(I")]*x
[HY/2(I)]?, sodass
aLame((t, ), (¢, 0')) = f((¢', ) (9.13)

fiir alle (¢/,u) € [H~1/2(T)]? x [H'/?(T")]? gilt. Unter Verwendung der Eigenschaften der Operatoren
Voo, Knp, Ky und Dyy und dem Satz von Lax-Milgram kann die Existenz einer Losung (¢, u)
von (9.11) und letztendlich die Losung der Gleichungen der linearen Elastizitit garantiert werden.

Lemma 9.22. Das System von Integralgleichungen (~9.11) bzw. die dazu dquivalente Variationsglei-
chung (9.13) besitzt eine eindeutige Losung (t,u) € [H~Y2(T)]? x [H/?(I)]3.
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Beweis. Die Stetigkeit der Bilienarform agame und der Linearform f ist eine Folge der Stetigkeit der
darin enthaltenen Operatoren. Aus

(Knpu,t)r, = (K, t)r = (G, K'D)r = (u, Kjpyt)ry, fir (t,u) € [HY2(D)]® x [HY2(D))?

und den Eigenschaften der Operatoren Vpp und Dyy kénnen wir die Koerzivitdt der Bilinearform
a1.ame folgern, denn es gilt:

arame((t,u), (t,uw)) = (Vopt, t)r, — (Knpu, )1y, + (u, Kpnt)ry + (DN, u)ry,
= (Vbpt, t)r, + (DN, u)ry
> el -1z pys + R Iull gz oy s
> min(c}/(, CQ)H(Lu)H[21:171/2(FD)]3X[ﬁ1/2(FN)]37

wobei hier wie in Lemma 9.20 die Starrkérperbewegungen auszuschlieffen sind. Mit dem Lemma von
Lax-Milgram 9.10 folgt schliefslich die Existenz einer eindeutigen Losung. O

Eine stabile numerische Behandlung der gerade definierten Operatoren ist nur méglich, wenn die
Singularitaten der Kernfunktionen nicht zu stark sind. Da der Operator V in diese Kategorie fallt,
kann hier eine stabile numerische Berechnung erwartet werden. Fiir die Operatoren K und D sollten
aber schwach singulédre Darstellungen gefunden werden. Mit Hilfe der Rand-Differentialoperatoren

0 nl(ﬂs)aa, ,7=1,2,3, el

T3(On,n(a)) = my(a) 5 = e

und

0 0
(975'1(3:) i= T32(0y, n(x)), 8732

9
0853
kann der Doppelschichtoperator umgeschrieben werden zu
1 0 1 1 1
Ku(z) = yym / T%Hu(y) dsy — / Tu(y) dsy + 2uVTu(x)
r

dr | |z -y
T

(z) := T13(0x, n(x)),

(z) := T12(0x, n(7)),

fiir w € [H'/?(T)]®. Fiir den Operator D gilt in Termen schwach singulirer Anteile die folgende
Darstellung:

o 1 5.9 0
(Du,v)p = 477// P— <z::1 a—sku(y) . aS}gU(&:)) dsg dsy

I
|z — ]

(T (9, ny))u(y))" dsz ds,y

3
e [ Y B0 @)y ) Ty ) o) ds s,
Lot dgk=1

siehe [42].

Da nun alle fiir die Randintegralformulierung der Lamé-Gleichungen notwendigen Operatoren definiert
wurden, kénnen wir im néchsten Schritt zu der Diskretisierung der Operatoren und der Beschreibung
der Randelementmethode iibergehen.
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10. Approximation von Randintegralgleichungen - Die
Randelementmethode

Das Ziel ist die adaptive Berechnung einer numerischen Losung von Randwertproblemen beziiglich
der Laplace-Gleichung oder linearen Elastizitdt auf Basis von Randintegralgleichungen, wie sie in
Kapitel 9 formuliert wurden. Wir verwenden dazu die Randelementmethode (engl. Boundary Element
Method, BEM) und starten mit der Diskretisierung des Randes T

10.1 Diskretisierung und Ansatzriume

Den Ausgangspunkt stellt eine zuléssige Triangulierung 7, (siehe z.B. [65]) der Oberfliche des be-
trachteten Gebiets Q C R? in M € N regulire Dreiecke 7, k = 1,...,M, und N € N Knoten n;,
l=1,...,N dar. Hierbei heifit eine Triangulierung zulissig, falls disjunkte Dreiecke nur eine gemein-
same Kante oder einen gemeinsamen Knoten haben, siehe Abbildung 10.1.

Abb. 10.1: Zuldssige Triangulierung links, unzuléssige Triangulierung rechts.

Auf der Triangulierung 7j sei der Raum der konstanten Funktionen S,? (T") gegeben durch die Basis

_ 1, T E T .
or(z) = { 0. const k=1,.., M,

welche fiir die Diskretisierung der Einfachschichtpotentiale verwendet wird. Die iibrigen Operatoren
werden mit den Funktionen

1, T =ng
Yr(z) = 0, r=n;#n, , k=1,..,N,
linear, sonst

diskretisiert, welche eine Basis des Raums der global stetigen und stiickweise linearen Funktionen
S}(T') bilden. Im Folgenden werden wir die resultierenden Gleichungssysteme fiir die beiden betra-
chteten Gleichungen angeben.

10.1.1 Diskretisierung der Laplace-Gleichung

Um die Laplace-Gleichung numerisch zu 16sen, wird eine Lésung der Form

M

up(x) = Zajcpj, a; €R, j=1,...,M,
j=1

gesucht. Zusammen mit einer stiickweisen linearen Approximation der rechten Seite, d.h.

N
gh»(x) = Zglwl(x)’ gl’ l = ]‘7 "‘7N’
=1
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besitzt das diskretisierte Variationsproblem bzgl. der Laplace-Gleichung die Darstellung

1 .
<<2I+K> ghvgpi>L2 = <Vuh7§0i>L2? L= 11 7M (101)

Qi :_/ S(‘T_y)go‘](y)(pl(x) dsydsxa 27] = 17“'7M7
o0 J o2
und
AN
bi :Zgl<(2I+K> wla(pi>L2a Z‘:17--'7]\4'7
=1
folgt das lineare Gleichungssystem
Aa=0b, AcRMM pcRM

fiir die obige Diskretisierung (10.1).

10.1.2 Diskretisierung der Lame Gleichungen

Im Fall der linearen Elastizitit wird eine Losung der Form

M ¢ N uM
® ©)
th(z) = Z tl(. ei(r) und wup(z) = Z u; ()
i=1 \ 4B J=1 \ B
i j
gesucht. Die Koeffizientenvektoren u = [ugl), u§2),u§3)] é\f:l und ¢t = [tgl), tl@), tl(-3)] M sind die Lésungen

des linearen Gleichungssystems

() (- (e P3N (3) () o
KXpn Dnwn u 1MT — KT D P A\ _

mit den Eintrégen

Vopulij] = (Vbpwj, ei)rp, Knpnlikl = (KnpUk,¢i)rn, DNnalkll = (D, k)T y

fire,7=1,....,M und k,l=1,...,N.

Nachfolgend wollen wir noch Darstellungen fiir die Operatoren Vpp n, Knp,, und Dy angeben,
welche flir numerische Berechnungen vorteilhafter sind. Unter der Benutzung des Kelvin’schen Lo-
sungstensors und einem geeigneten Raum zur Diskretisierung der Operatoren wie der Raum [S°(T")]3
lasst sich die Steifigkeitsmatrix des Einfachschichpotentials durch

1114w VA,h 0 0 Viin Viz Vi
=S ET (3 —4v) 0 Van O + | Viz Voo Va3 ) (10.3)
0 0 Van Vis  Vag Vi3
darstellen, wobei
1 1
Vahij = //ds ds,
T |z —y| Y
Tj T
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Ty — yi) (T — Y1)
Viij = // i — y|3 ds, ds,

T5 Ti

M x M Untermatrizen fiir k,1 = 1,2,3 und i, j = 1,..., M sind. Mit Hilfe des Raums [S'(T")]? besitzt
der Operator K, die Darstellung

und

Kan 0 0 Vanp 0O 0

E
Ky = 0 Kan O - 0 Van O Th+1+ Vi Th, (10.4)
0 0 Kan 0 0 Vau .
mit
1 Tr—y . .
Kanij=1- D // y|3 @9 )y ) ds,dsy, = 1o M, = 1,0 N,
T € supp w] E
und

0 Tiop  Tizn
Ty = —Tion 0 Tosn |, Tanlts] = Ta(0z,n(2))Y;(2), T € 7,
Tz —To3p, O

fir k,1 €{1,2,3},i=1,..,M, j=1,...,N. Zuletzt kann der Operator Dj, geschrieben werden als

3 Van 0 0 Van 0 0
Z 4ﬁ 0 VA 0 Skn + #Tg 0 Vah 0 T
k=1 0 0 Van m 0 0 Vap (10.5)

)

4M2TthTh + ﬁﬁh

mit
Dlll,h D/12,h DllS,h 3
Z = D§1,h D/22,h D/23,h ’ U h= Z Tk] nVarTkin
D31, Dioy Digp k=1
und
T32,h 0 0 T13,h 0 0
Sl,h = 0 T32’h 0 s 527}1 = 0 T13’h 0
0 0 T30, 0 0 Ti3p
Toyp, 0 0
537}1 = 0 TQLh 0

0 0  Thp

Die Verwendung spezifischer Restriktionsoperatoren, die in [62] definiert sind, erlaubt die Darstellung
der digkretisierten Operatoren V,, Kp und Dy, in Bezug auf die entsprechenden Grenzen, was zu den
Operatoren Vpp p, Knp,p und Dy, fiihrt.

Trotz der neuen Darstellung enthalten die Operatoren der Lamé-Gleichungen, wie im {ibrigen auch
die Operatoren der Laplace-Gleichung, singulire bzw. schwach singuldre Integrale. Die numerische
Auswertung derartiger Integrale ist teuer und sehr technisch, sodass es von Vorteil ist, je weniger
Auswertungen berechnet werden miissen. Da die Beschreibung der nétigen Integrationstechniken
aufwendig ist, sei an dieser Stelle auf das Buch von Sauter und Schwab [65] verwiesen.
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10.2 Approximationssitze und Fehleranalyse

Die im Kapitel 10.1 betrachteten Techniken stellen Approximationsmethoden dar, d.h. wir kénnen
zunichst nur mit einer Anndherung uj an die gesuchte Losung u (bzw. ¢, an t) rechnen. Im
Folgenden wird eine Fehleranalyse fiir die verschiedenen Approximationstechniken angefiihrt, welche
die approximative Losung wuy in Verbindung zu u setzt. Wir starten mit einem ersten allgemeinen
Resultat, dem Bramble-Hilbert-Lemma, um die Approximation durch finite Elemente abzuschitzen:

Lemma 10.1. Sei Q C R? ein Lipschitz-Gebiet und F : H*(Q)) — R ein stetiges, sublineares Funk-
tional, d.h. es gelten

(1) [F(u)] < allvllgx ),
(ii) |F(u+0)| < c2(|F(u)| + [F(v)]),

fiir u,v € H*¥(Q) und c1,co > 0. Falls F auf dem Raum Hi_l der d-dim. Polynome vom Grad
hochstens k — 1 verschwindet, so folgt

[F ()] < clvlgeq)

fiir alle v € H*(Q) und ¢ > 0.

In den néchsten Schritten wollen wir die Analyse des entstehenden Fehler (vgl. [70]) weiter vertiefen
und betrachten die folgenden drei Approximationen genauer in der Galerkin-Formulierung:

1. Die Approximation der Losung.
2. Die Approximation der Linearform.
3. Die Approximation des Operators.

Bevor wir an dieser Stelle weitermachen soll nochmals genauer auf die Notation eingegangen und
gekldrt werden, was unter der Galerkin-Formulierung verstanden wird. Die Problemstellung ist die
Suche einer Losung u € V' der Variationsgleichung

(Au,v) = (f,v) furallev eV, (10.6)

wobei f € V/'und A : V — V' ein beschrinkter und V-elliptischer Operator ist, d.h. es gelten fiir
v € V die Eigenschaften:

(i) Es gibt ¢! > 0 mit (Av,v) > cft|v]|3.
(ii) Es gibt ¢4 > 0 mit || Av|y: < ci{jv]v.
Darauf aufbauend lautet das im Galerkin-Sinne approximierte Problem: Finde

M
up ==Y _uppy € Vi == span{pp L, CV,
k=1

sodass die Variationsgleichung
(Aup,vp) = (f,vp) (10.7)

fiir alle vy, € Vj, erfiillt ist. Dabei bezeichnen ¢y, k = 1,..., M, geeignete konforme Ansatzfunktionen,
wie sie z.B. in Kapitel 10.1 verwendet wurden. Insbesondere entspricht die in Abschnitt 10.1 benutzte
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Approximation genau der hier vorgestellten Galerkin-Formulierung. Eine wichtige Eigenschaft dieser
Approximation ist die sogenannte Galerkin-Orthogonalitit

(A(u —up),vp) =0 fir alle v, € Vp,

welche durch Vj, C V und die Wahl v = v, in (10.6) folgt. Da (10.7) fiir alle vy, € V}, gilt, konnen wir
fiir vy, die Darstellung
M
Up 1= Z vipl
=1

in V}, verwenden. Damit folgt im Fall von (10.7) das lineare Gleichungssystem
Av=f (10.8)

mit
Aij = (A(pk,g01> und fl = (f, (pl>, k,l = 1, ...,M,
wobei die Aufgabe, die Berechnung des Koeffizientenvektors v € R ist. Als Folge davon kann die
eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (10.8) von der eindeutigen Lisbarkeit des Vari-
ationsproblems (10.6) abgeleitet werden.
Das nachfolgend aufgefiihrte Céa-Lemma stellt eine Verbindung zwischen der eigentlichen Losung
und der approximierten Ldsung her.

Lemma 10.2. Sei A : V — V' ein beschrinkter und V -elliptischer Operator. Fiir die eindeutige
Losung up, € Vi, des Variationsproblems (10.7) gelten sowohl die Stabilititsabschdtzung

1
lunllv < I fllv
51

als auch die Fehlerabschdtzung

¢y
U—u < = inf ||ju—wvllv.
Ju—wnlly < 55 intflu— el
Infolge des Céa-Lemmas wird die Konvergenz der approximativen Losung wy fiir A — 0 an die
Approximationseigenschaften des endlich-dimensionalen Raums V}, gekniipft. Konvergiert V}, gegen
V fiir h — 0, so konvergiert auch wuy, gegen u fiir A — 0. Damit hétten wir den ersten Punkt -
die Approximation der Losung - gekldrt. Als néchstes kiilmmern wir uns um die Approximation der
Linearform auf der rechten Seite der Gleichung.
Wie in Kapitel 8 thematisiert worden ist, entsteht die rechte Seite aus der Anwendung eines Ope-
rators auf die gegebenen Daten. Dieser Operator sei nun mit F' : W — V'’ bezeichnet und die Daten

mit g € W, was in dem Variationsproblem: Finde v € V mit
(Au,v) = (Fg,v), firalleveV,

resultiert. Setzen wir dieselbe Approximation wie eben und eine geeignete Approximation der Daten,

d.h.
N

gh =Yg € Wi :=span{ty })L; C W
=1

an, so erhalten wir das gestorte Variationsproblem

(Aup,vp) = (Fgp,vy), fur alle vy € Vp, (10.9)
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in welchem die gestorte Losung 4y € Vj, gesucht ist. Auf Basis von (10.9) kann wiederum wie zuvor
ein lineares Gleichungssystem
Aptu = F3G
mit
Ah,ij - <Ag0j7(pl>7 Fh,il - <B¢l790i>7 ivjzlv"'7M7 lzlv"'vNa
und G = (g1,...,9n)7 gefolgert werden, dessen eindeutige Losbarkeit durch die Eigenschaften von

A gegeben ist. Das folgende Lemma von Strang gibt eine obere Schranke fiir den Fehler bei der
gestorten Losung uy an.

Lemma 10.3. Sei A : V — V' ein beschrinkter linearer und V -elliptischer Operator. Seiu € V
die eindeutige Losung des stetigen Variationsproblem (10.6) und up, € Vj, die eindeutige Losung des
Galerkin-Variationsproblems (10.7). Dann gilt fiir die eindeutige Losung up € V, des gestorten
Variationsproblems (10.9) die Abschdtzung

_ L B
il < — £ fu— —anllw b
[l — tnllv < o {Cz o lu—wnlly +¢3llg — gnll }

Beweis. Unter Ausnutzung der V-Elliptizitdt auf die Subtraktion des gestérten Problems vom Galerkin-
Problem folgt:

1 - N

— (A(up — tp), up — Up)
51

= (B(g — gn), un — p)
<\B(g — gn)llv'llun — nllv

< cBlg — gnllwlun — @nllv-

IN

Jun — |3

Damit erhalten wir
CB

lun — anllv < % llg — gnllw,
“
wodurch schlieflich mit der Dreiecksungleichung und dem Céa-Lemma die Behauptung folgt. O

Wie in Kapitel 10.1 bereits erwidhnt, werden wir die auftretenden singuldren bzw. schwach sin-
guldren Integrale im Allgemeinen nicht analytisch berechnen, d.h. wir werden in diesem Fall auf
eine numerische Integration zuriickgreifen miissen und eine Approximation des Operators in Betracht
ziechen. Auch dieses Vorgehen liefert uns einen Fehler, welchen es abzuschétzen gilt. Sei demnach
A :V — V' der approximierte lineare Operator mit

1Av]lyr < egllolly, veV.
Dann ist die Losung uy, € V}, des gestorten Problems
(Adip,, o) = (f,vp), fiir alle vy € Vj, (10.10)

gesucht. Da es sich bei A um eine Approximation an A handelt, kénnen wir nicht davon ausgehen,
dass A alle Eigenschaften von A erbt. Im folgenden Strang-Lemma, das eine Fehlerabschitzung
beziiglich der Losung des gestorten Problems (10.10) angibt, miissen wir daher eine Art diskrete
Stabilitét fordern, um iiberhaupt eine eindeutige Losung garantieren zu kénnen.
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Lemma 10.4. Angenommen der approzimative Operator A : V. — V' ist Vj,-elliptisch, d.h. es gibt
eine Konstante ¢ > 0 mit

(Avp,vp)r > 6’14||vh\|%/h fiir alle vy, € Vp,.

Dann ezistiert eine eindeutige Losung up, € Vy des gestorten Problems (10.9) und es gilt die Ab-
schatzung

L a4, .4 C? . 1 7
— <[([1+ — + = f — —|[(A—-A .
Ju —uplv;, < ( + & (cy + & )) o v;felvh |w — vnllv;, + 61AH< Jully

Beweis. Klar ist, dass das gestorte Problem mit der zusétzlichen Annahme der Vp,-Elliptizitéit ein-
deutig l6sbar ist. Sei also uy, die Losung des Galerkin-Problems (10.7), dann gilt

1

[un, — @nll3 < g(A(uh — @p), up — Up)
1
1 - 5 -
= 67<A(uh — uh) -+ Auh — Auh, Up — uh)
1
1, - -
= q((A - A)uh,uh - uh>
51

1 - N
< (A = AupllvrJup — @nllv,
51

denn 3
<Auh — Aﬂh,vh> =0, fir alle vy, € V},.
Damit folgt unter Verwendung der Dreiecksungleichung die Abschétzung

1

A
5

1 - 1 ~
< (A= Aulv + zI(A = A)(u —un)|v
S A

up, — anllv < —[1(A = Ayup v

1 ~ 1 ~
< (A= Aullvr + —[[A(w = un) v + | A(w = up)|lv-
‘@ “
1 ~ 1 A A
< A= Ayully + = (e + ) llu—unlly.
“ “
Das Céa-Lemma und eine weitere Anwendung der Dreiecksungleichung in ||u — ||y liefert die Be-
hauptung. O

Bevor nach der Analyse der einzelnen Approximationsfehler zu den numerischen Tests iibergegan-
gen wird, werfen wir einen Blick auf die Anwendung von AMVM und BACA im Fall der linearen
Elastizitét.
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11. Anwendung der neuen Methoden bei der linearen Elastizitat

Die block-adaptive Kreuzapproximation ist zunéchst fiir die Laplace-Gleichung mit reinen Dirichlet-
Randbedingungen entwickelt worden, wobei die Verfeinerungsstrategie, der Fehlerschétzer und die
Auswahl der Blécke speziell auf die Struktur dieses einfacheren Problems ausgelegt worden sind. Bei
komplexeren Problemen wie gemischten Randwertproblemen oder vektorwertigen Gleichungen bedarf
es einer Anpassung der eben genannten adaptiven Elemente. Am Beispiel der Lamé-Gleichungen
sollen diese Anderungen erldutert werden.

11.1 Anpassung der BACA an die lineare Elastizitat

Um die in Kapitel 8 eingefithrte BACA auch im Fall der linearen Elastizitét einsetzen zu kénnen,
werden die im Folgenden beschriebenen Anpassungen vorgenommen.
Wir betrachten die numerische Losung des linearen Gleichungssystems

Ax=f

mit einer Matrix A und einer rechten Seite f, wie sie im Fall einer Randintegralapproximation der
linearen Elastizitdt entstehen, d.h.

A ( VDTD,h —Knpo )7 Fe ( fn ) and 7 — < t )
Knpn  DnNnp fp u
Jede der vier Teilmatrizen von A besteht wiederum aus neun Teilmatrizen mit dem zugehorigen
Blockclusterbaum 17« ;. Wir sammeln alle moglichen Blocke in der Menge P und nennen die Menge
aller zuldssigen Blocke Paqm. Demnach ist P die Vereinigung aller zuléssigen Partitionen des Randes
und der zugehdrigen Operatoren, d.h. P := PyUPgUPp, wobei Py, Pk und Pp aus allen Blocken der
Diskretisierung des Einfachschichtoperators V},, des diskretisierten Doppelschichtoperators Kj sowie

des diskretisierten hypersinguldren Operators Dj bestehen. Entsprechend bezeichnen auch cgp v,
csp,k und cgp p die ,Sparsity“-Konstanten der zu den Operatoren gehdrenden Block-Clusterbaume.

Die Matrizen
A — Vopr —KnNppk
=\ KT D
ND.k NN,k
bezeichnen die konstruierten Approximationen, wobei eigentlich die Teilmatrizen Vpp p, Knp,p und
Dy, approximiert werden. Zudem sei

Ay = Vopr —KnNbpDk
= 2 N
KND,k DNk

eine bessere Approximation an A als Ag. Dabei nehmen wir an, dass die Saturationsannahme
|Arzr — Azgll2 < csat||Apmr — Azg|l2 (11.1)

fiir 0 < cgay < 1 erfiillt ist, wobei zj die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b bezeichnet.
Ein mégliches Vorgehen bei der Konstruktion von A ist wiederum, eine feste Anzahl an ACA-
Schritten bei jedem zuléssigen Block von Ay, hinzuzufiigen und (flk)tx s = Ayx fiir alle nicht zuléssigen
Blocke t X s € Pron-adm := P \ Padm 2u setzen.
Um Informationen iiber den Fehler der Approximation zu erhalten, verwenden wir den Fehler-
schatzer
= 3 1Ak — An)is(an)sl3

txseP
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Die Anpassung der in Kapitel 8 eingefiihrten BACA an die lineare Elastizitit erfordert zwei wei-
tere Erweiterungen bzw. Anderungen. Der erste Unterschied liegt in der Losung des auftretenden
Gleichungssystems, da dies strukturell gesehen ein Sattelpunktproblem ist. Wir nutzen daher im
Algorithmus anstelle der CG-Methode den Bramble-Pasciak-CG, welcher speziell auf derartige Glei-
chungssysteme zugeschnitten ist, siche [28]. Die grokere Anderung zur Laplace-Gleichung ist die
Auswahl der zu verfeinernden Blécke. Das Vorgehen ist, wie folgt:

Wir nutzen die Darstellung der diskretisierten Operatoren (10.3), (10.4) und (10.5), wobei die
festen Matrizen T}, Sip, Sz, und Ss; wihrend des gesamten Prozesses unberiihrt bleiben. Da
die Teilmatrix Vaj in jedem der Operatoren V3, Kj und Dj meist mehrfach enthalten ist, wird
die Verfeinerung von Va3 zuerst ausgefiihrt. Danach folgen die Verbesserung der Teilmatrizen V;;,
1,7 =1,2,3, KA p und Dy, in dieser Reihenfolge. Die Blécke werden nur besser approximiert, falls sie
auch durch den Fehlerschétzer und das Dorfler-Marking ausgewéhlt wurden.

Im Bezug auf die gerade erkldrte Vorgehensweise bei der Approximation der Blocke wird in unserem
Fall die genauere Approximation Ay durch die Anwendung einer festen Anzahl an ACA-Schritte auf
jeden zuldssigen Block von Va p, Vij, 1,5 = 1,2,3, KA und Dy, erzeugt. Nochmals sei angemerkt,
dass keine Approximationen fiir die festen Matrizen T}, S;p, ¢ = 1,2,3, berechnet werden. Alle
Anderungen sind im Algorithmus 7 zusammengefasst.

Algorithmus 7 BACA fiir lineare Elastizitit

1. Starte mit einer groben H-Matrix-Approximation Ay von A und setze k = 0.

2. Wende bei a > 0 den Bramble-Pasciak-CG auf das lineare System Apxp = b an, bis das
Residuum folgende Bedingung erfiillt

16— Agzrll2 < all(Ax — A)zy 2 (11.2)

(verwende xp_; als Startvektor; x_; := 0).

3. Finde bei gegebenen 0 < 6 < 1, eine Menge markierter Blocke My C Pygm mit minimaler
Kardinalitit, so dass
E(My) > 0 &, (11.3)
wobei £ (M) := 3, senr [I(Ar — Ap)ss(xr)sl|3 und &g, := Ex(Paam)-
4. Passe die Genauigkeit der Matrixapproximation in der folgenden Reihenfolge an:
(1) Falls Blocke im Operator Dy ausgewdhlt werden, setze

DNNg+1 = ﬁNN,k-
(ii) Falls Blocke im Operator Kyp ausgewihlt werden, setze
Vopki1i = VoDok

und (KA pk+1)s = (IA(AMC) fiir alle im Operator K j ausgewéhlten Blécke b.

(iii) Falls nur Blocke im Operator Vpp ausgewdhlt werden, setze (Va pk+1)p = (VA,h,k)b oder
(Vijk+1)o = (Vij’k)b fiir alle ausgewéhlten Blocke b.

Alle Blocke, die nicht selektiert werden, bleiben in ihrer Approximation unveréndert.

5. Falls & > egaca erhdhe k und gehe zu 2.
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Nach Algorithmus 7 bzw. der verwendeten Verfeinerungsstrategie wird der Operator Va j am
genauesten approximiert.

Die Anpassung der AMVM kann auf analoge Art und Weise erfolgen. Als Bezugsgrofe wird in
diesem Fall die rechte Seite f des betrachteten Gleichungssystem verwendet.

Die néchsten Schritte sind die Anpassung der Konvergenzanalyse auf die eben getroffenen Anderun-
gen. Wir starten mit der Zuverldssigkeit des Fehlerschatzers, welche aus der Saturationsannahme
folgt.

Lemma 11.1. Sei die Saturationsannahme (11.1) erfallt. Dann ist der Fehlerschitzer & zuverlassig,
d.h. es gilt die Abschdtzung

1 1 A 1 1
MH(A/&; — Ap)arllz < /2TCHL M&m

— Csat 1 — csat

16— Azpl2 <

wobei L die mazimale Tiefe der verwendeten Clusterbiume ist und Csp := max{Cspv, Csp i, Cspp }-

Beweis. Die erste Behauptung folgt mit der Bedingung (11.2) und der Saturationsannahme aus

1o — Azgll2 < [Ib— Agzrllz + [1(Ax — Ap)arllz + || Apzy, — Azg|2
< (a+ D)||(Ax — Ap)zgll2 + csat | Apzs — Azi2
< (414 coaa)||(Ap — ARz ll2 + Csatl|b — Azpl|2.
Die zweite Ungleichung ergibt sich aus der Zerlegung von A = Zf: 1 AW in eine Summe von Lev-
elmatrizen AY. Da es mehrere Cluster-Biume und eine maximale Tiefe £ gibt, werden auf einer

bestimmten Ebene keine weiteren Untermatrizen mehr existieren. In diesem Fall verwendet man die
Null-Matrix fiir die verbleibenden Level. Somit erhalten wir

L 2 c
(A = Ap)zy 3 < (Z (A — Ak)(l)$k||2> S LY (A = Ap) Va3

=1 =1

r 2
<L 2. ( > H(Ak—fik%s(xk)s!b)

s:itxseP

< 27CSPEZ Z Z (Ar — Ap)is(ar)s]|3

=1 tGTI(l> s:itxseP

=27Cp L > [[(Ar — Ar)es(xa)sl3

txseP
= 27Csp LEE.

O

Der einzige Unterschied bei der Zuverlassigkeit des Fehlerschétzers & gegeniiber dem Fehlerschétzer
N bei der Laplace-Gleichung ist die Anzahl an Blécken in der Systemmatrix A. Demnach erhalten
wir fiir die Zuverléssigkeit bei der linearen Elastizitit eine etwas hohere Konstante. Bei der Effizienz
des Fehlerschitzers bzw. einer unteren Schranke fiir den Ausdruck ||b — Azxgl|2 ergeben sich keine
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Unterschiede zum Laplace-Fall, sodass Lemma 8.5 giiltig bleibt. Die Konvergenz des mit Algorith-
mus 7 beschriebenen Verfahrens kann analog zu Lemma 8.6 aus Kapitel 8 nachgewiesen werden. Im
Fall der linearen Elastizitdt erhoht sich allerdings die Konstante bei v geringfiigig. Um die Theorie
an dieser Stelle zu vervollstandigen, wird der Konvergenzbeweis nochmals angefiigt.

Lemma 11.2. Angenommen A, ist invertierbar und « ist hinreichend klein. Dann gilt
Et1 < qE + 21, (11.4)

wobei zi eine Folge bezeichnet, die gegen Null konvergiert, und q < 1. Zudem konvergiert &, gegen
Null, d.h. limg_,00 & = 0.

Beweis. Nutzen wir die Definitionen von Ag,q1 und 513+17 so folgt
> Ak = Ar)es(mre)sls = Y A= Apr)es(@er)sllB+ D 1(Ak=Ar)is(@ria)sl3:
txseP txseMy txseP\ My

Mit der Youngschen Ungleichung und (11.3) erhalten wir fiir den zweiten Term

Yo A = Aus(@re)sll3 < L+ EFPNM) + (1+1/) Y (A — A)us(@rer — zp)sll3

txs€P\ My txs€P\ My
= (L+[& — M)+ (L +1/e) Y I(Ar — Ap)es(wrrr — z1)s]3
txX sEMy
SA+)A =)+ (L +1/e) Y (A — Ap)is(zpe — z4)sl3
tx s My,

fiir alle € > 0. Die letzte Summe kann abgeschdtzt werden durch

>0 A = Ap)is(@rr —z)sllE =D Y 1Ak — Ak)is(@rir — )3

tx sgMjy, s€TT titx s M,

< max [(Ay = Ausl3 Y D Ieen — ze)sl3

txseP
s€Ty titx s¢ My,

< cespl|Tps1 — i3 max, 1(Ax — Ap)esI3
< cesp Ll At 13 | Arazrrs — Appazll3 max [|(Ay, — Ap)isl3
< cep Ll Ak 1B (IAksrmess = bl + 1(Aksr — Ax)ail + | Agey - bI3) 14, — Axl3,

wobei die Konstante von Schritt 2 zu Schritt 3 aus der Struktur der Matrix Ay resultiert, vgl. den
Beweis von Lemma 11.1. Mit ||b — Agzy||3 < o?||(Ax — Ap)zg|3 < aPespLEE folgt mit der Wahl
€ := 36%/(1 — 62) die Abschitzung

1
S <(- 592) Er+E L + &R + 2, (11.5)
92

2
wobei 7y := ca?282 (CspEHAk: - Ak”QHAkHH ) und

aci= Y Ak = Ape)es(@re)sl3 + 301+ Le)esp Ll A — Al 1AL 131 Ars1 — Axll3llzel13
txXseMy
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gegen Null konvergiert. Dies wiederum ist eine Konsequenz aus A,;l — Al fiir K — oo und (8.5).
Zu beachten ist, dass {zj }reny wegen

loella < 145 Mz (lelle + lAxae = bll2) < 1147 2 (I16]l2 + all(Ax — A)asl)
< 145 Iz l1Bllz2 + all Ay Hl2(1Axllz + [1Axll2) N2
und einem hinreichend kleinem « beschriinkt ist. Die Wahl von a, sodass v < 62 /4 erfiillt ist, fiihrt
mit (11.5) und
1
— 3602+~ _
1—x

q:= 1
zum ersten Teil der Aussage.

Beim Beweis der zweiten Aussage halten wir uns an die Idee des Fehlerschitzer-Reduktionsprinzip,
welches in [8] vorgestellt wurde. Sei z > 0 eine Zahl mit z; < z fiir alle k. Mit der Fehlerschatzer-
Reduktion (11.4) folgt

k
2 <q +a < P& tamata <. <dTE Y M
=0
k
qu+15§+zqu <&y
=0

z
1—¢q

Damit ist die Folge {Ek}ren, beschrinkt und wir definieren M := limsupy_,., £7. Benutzen wir ein
weiteres Mal die Fehlerschétzer-Reduktion (11.4), so fiithrt das zu

M = limsup&z“ < qlimsupé',% + lim sup z, = q¢M.

k—o0 k—o0 k—o0

Schlieflich folgt M = 0 und wir erhalten

0 <liminf & <limsup &, =0
k—o0 k—o0

und letztendlich limg_,o & = 0. O

Die Konvergenz der BACA im Fall der linearen Elastizitdt ist nun eine Folge der Zuverldssigkeit
von &.

Theorem 11.3. Die Residuen ry := b — Axy, der Folge {xy}ren, welche durch Algorithmus 7 kon-
strutert wurde, konvergiert gegen Null.

Bewets. Mit Lemma 11.1 und Lemma 11.2 erhalten wir

1 1
16 — Azgll2 < \/27cspL wgk — 0.

— Csat
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11.2 Berechnung von Spannungen im Inneren - Kollokationsmatrizen

Angenommen, wir haben in einem vorherigen Schritt die Randdaten (5, wy,), d.h.

M N
ty, = th‘% und wyp, = ijwj
i=1 j=1

mit den Koeffizientenvektoren ¢, w € R3 berechnet, dann kann die Losung uy, in Q durch

Zt / S(z,y)ej(y) dsy — Zwk/a 1S (@, y)ve(y) dsy,

fiir alle z € Q ausgewertet werden. Die Spannungen o(up,x) konnen zudem unter Benutzung der
Ableitungen

O, up(z Zt]/ Oz, S(x,y)p;(y) dsy — Zwk/ O, ( ’ymtS (z,9))Yr(y) dsy, (11.6)

fir ¢+ = 1,2,3 zusammen mit dem Hook’schen Gesetz angegeben werden. Falls das Ziel ist, die
Verformungen und Spannungen an mehreren Punkten x1,...,2;, | € N, zu analysieren, so kann dies
als vektorwertige Gleichung

v i= Vht — Whu

mit v = [up(2;)]i=1,...; angesehen werden. Da die beiden diskretisierten Operatoren

Ui | [ Sanpas| ad Wi | [ s as,
ij

ik

mite=1,...,0,7=1,....M,und k =1,..., N vom Kollokationstyp sind, kénnen wir die Berech-
nung der Verformungen und Spannungen mit der in Kapitel 6 eingefiihrten adaptiven Matrix-Vektor
Multiplikation beschleunigen. Die Auswertung der Spannungen unter Benutzung der Ableitungen
Og,up, © =1,2,3, kann in &hnlicher Form unter Verwendung von (11.6) durchgefithrt werden.

Nach der Einfiihrung und Analyse der neuen adaptive Algorithmen, folgen im letzten Kapitel die
numerischen Tests zur Laplace Gleichung und der linearen Elastizitéat.
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12. Numerische Resultate

Neben numerischen Tests zur Laplace- und Lamé-Gleichung wollen wir uns auch mit der neuen
Punktauswahl bei der ACA, siehe Kapitel 3, beschéftigen. Im nachfolgenden Abschnitt ist ein Prob-
lem angefiihrt, bei dem mit der iiblichen Punktauswahl keine Konvergenz beim ACA beobachtet
werden kann. Derartige Schachmuster-Probleme kénnen zum Beispiel bei der Diskretisierung des
Doppelschichtpotentials auftreten.

Neben der eigenen Implementierung der vorgestellten Algorithmen wurde die Bibliothek ;AHmed“
(siehe [15]) verwendet. Die Berechnungen sind im Fall der Laplace-Gleichung auf einem Computer
mit Intel(R) Core(TM) i5-6500 CPU 3.20 GHz und im Fall der linearen Elastizitat auf einem PC mit
Intel(R) Core(TM) i7-6700HQ CPU 2.60 GHz durchgefiihrt worden.

12.1 ACA unter Beriicksichtigung der Fiilldichte

Wir wenden die ACA zusammen mit der Pivotstrategie basierend auf der Fiilldichte bzgl. x an, um
einen einzelnen Block A € RY*N mit den Eintrigen

(zi —yj) Ty,

) i’j:17"'7N7
|z — ;)3

CLij =
zu approximieren. Die Punkte x; werden aus der Menge D¢ U D gewéhlt und die Punkte y; aus
der Menge D3 U Dy. Der Vektor Ny, bezeichnet den Einheitsnormalenvektor in y; auf dem Rand
des Gebiets aus Abb. 12.1. Die zwei kleinsten Seitenlingen dieses Gebiets sind 1 und der Abstand
zwischen Di U Dy und D3 U Dy ist 9. Ein dhnliches Problem wurde in fritheren Artikeln schon
présentiert und diskutiert, siehe |23, 15].

Abb. 12.1: Mengen auf der Oberfliche , vgl. [15].

Falls die Punkte x;, ¢ = 1,...,N, and y;, j = 1,..., N, so geordnet sind, dass die ersten Punkte
in D1 bzw. D3 liegen, dann hat A die Struktur

. 0 A12
A=l ‘0

Wie zuvor bereits erwahnt wurde, siehe auch [15], konvergiert der ACA mit der iiblichen Punkt- bzw.
Pivotauswahl nicht, da die Pivotpunkte in einem der Bldcke Ais oder As; verweilen, wihrend der
andere Block iiberhaupt nicht approximiert wird. Die neue Pivotstrategie, welche die Pivots nach der
Fiilldichte auswahlt, fiihrt zu der gewiinschten Konvergenz wie Abb. 12.2 zeigt.
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101} ]
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1077% | | | L3
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Abb. 12.2: Fehler gegen Rang der Approximation basierend auf der Fiilldichte.

12.2 Die Laplace Gleichung und AMVM

Betrachtet wird die numerische Lésung eines Randwertproblems fiir die Laplace-Gleichung, d.h.
—Au(z) =0, z2z€Q, u(z)=gx), zel,

mit Hilfe der Randelementmethode. Der Randintegralformulierung folgend hat das Doppelschichtpo-
tential die Darstellung

Keé(x) = / £y S(x — 1) s,
T

wobel

—Ln|r| d=2
S(r) = 1 1 © reRM\ {0},
{ ey =z 4> 2

die Fundamentallosung der Laplace-Gleichung bezeichnet. Unter Verwendung einer Diskretisierung
bestehend aus stiickweisen konstanten Funktionen w?, i =1,..., N, auf einer Partitionierung 7 von
I"in N reguldre Dreiecke und einer stiickweisen linearen Approximation fiir die Randdaten g, d.h.

g~ gn € Pu(T) = span{yi, ..., ¥y},

konzentrieren wir uns auf die Multiplikation des diskretisierten Doppelschichtpotentials K € RM*N

kij = (ijl-, wzo) mit dem gegebenem Datenvektor g. In den folgenden numerische Beispielen werden
die von der ACA und AMVM benétigten Rechenzeiten und Speicheranforderungen bei gleichbleiben-
den relativen Fehler ej, = ||u—up||r2/||v| 72 miteinander verglichen. Die Blocke der Matrix werden bei
der ACA bei einer minimalen Blockgroke byin = 15 und einer Genauigkeit exca = 1076 approximiert.
Die Genauigkeit von AMVM liegt bei eanvm = 1076,

Als erstes Beispiel wird der Datenvektor

g=(1,..,1,0,...,0)7
N——
10 mal

auf einer Triangulierung von = B;(0) C R? in 1280 Dreiecke und 642 Punkte betrachtet. Fiir
die Multiplikation des Doppelschichtoperators mit g bendtigt das ACA-Verfahren 0.71s. Die adap-
tive Matrix-Vektor Multiplikation erfolgt mit 0.44s in nur 60% der Zeit des ACA. Dieses Beispiel ist
durch die groffen strukturellen Unterschiede im Datenvektor sehr auf die Funktionsweise der AMVM
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zugeschnitten. Im néchsten numerischen Test wird ein Datenvektor verwendet der zwar noch struk-
turelle Unterschiede aufweist, diese aber deutlich geringer sind. Wir setzen

g(x) =Sz —p), p=(1500"

und betrachten wiederum die Multiplikation des Doppelschichtoperators mit g. Tabelle 12.1 zeigt die
numerischen Resultate der AMVM im Vergleich zur ACA mit § = 0.7.

N M | start AMVM ACA

rank | ||b— bgll2 ‘ en Zeit Speicher | ey, Zeit Speicher
1280 642 7 1.73e-06 | 0.033 0.61s 4.08 MB | 0.033  0.71s 5.03 MB
5120 | 2562 8 1.53e-06 | 0.010 3.21s  27.46 MB | 0.010 4.65s  37.86 MB

20480 | 10242 9 2.26e-06 | 0.003 18.9s 199.12 MB | 0.003 28.47s 257.54 MB

Tab. 12.1: Numerische Resultate der AMVM im Vergleich zu ACA beim Doppelschichpotential.

Mit demselben relativen Fehler e;, der approximierten Ldsung wup, bendtigt die AMVM weniger
Speicher und weniger Rechenzeit im Vergleich zur ACA, um die Matrix K mit dem gegebenen Daten-
vektor g zu multiplizieren. Ein Blick auf den Fehlerschéitzer v, siehe Abbildung 12.3, zeigt, dass g
den Fehler ||b — by|| zuverldssig und effizient anzeigt.

1074 ¢

Abb. 12.3: Quality of the error estimator 7.

Die Beobachtungen demonstrieren, dass der neu entwickelte adaptive Algorithmus zur appro-
ximativen Matrix-Vektor-Multiplikation bei einfacheren Problemen wie der Laplace-Gleichung gut
funktioniert. Im n#chsten Schritt soll die neue Methode bei komplizierteren Problemen wie der li-
nearen Elastizitdt zum Einsatz kommen. Bevor wir uns darum kiimmern, bleiben wir im néchsten
Abschnitt zundchst bei der Laplace-Gleichung und betrachten die neue Methode BACA genauer.

12.3 BACA bei der Laplace Gleichung

Die numerischen Berechnungen fiir die Laplace-Gleichung sind in drei Teile untergliedert. Zuerst un-
tersuchen wir den Speicherbedarf bei der BACA. Danach wird die Qualitit des verwendeten Fehler-
schitzers diskutiert. Zuletzt behandelt der dritte Teil die Beschleunigung der Matrixapproximation
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und die Losung des Randwertproblems im Vergleich zur ACA. Um diese Resultate mit den Ergebnis-
sen, welche wir durch die ACA erhalten haben, vergleichen zu kénnen, wollen wir denselben Fehler
fiir up, erzielen. Im Folgenden gibt
_ Nu—unllp
ep = ———

[l L2
den relativen Fehler der Lésung up, an. Die einzelnen Approximationsschritte werden in beiden Fallen
ohne Parallelisierung ausgefiihrt. Dabei sei angemerkt, dass wegen der Lokalitét des Fehlerschétzers
die BACA parallelisiert werden kann. Um das auftretende lineare Gleichungssystem zu 16sen, be-
nutzen wir das in Kapitel 8.1 beschriebene CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung. Im Fall der
BACA wird die Genauigkeit des iterativen Losers an die Groke von (A — Ay )z 2 angepasst, siehe
Lemma 8.4. Bei allen numerischen Untersuchungen auf Basis der ACA betrigt die Genauigkeit des
CG-Verfahrens 10~%. Als numerische Beispiele betrachten wir eine Familie von Randwertproblemen,
bei welchen die Singularitit auf der Rechte Seite zum Rand des Berechnungsgebiets 2 bewegt wird,
d.h.

—Au(z) =0 in Q := B1(0), (12.1a)
w(z) =S(x—p;) aufdQ, i=1,2,34, (12.1b)

fiir p; = (4,0, O)T mit x1 = 10.0, xo = 1.5, 3 = 1.1, 4 = 1.05. In diesen Tests werden die folgenden
Parameter verwendet: die minimale Blockgréfse by, = 15, die blockweise Genauigkeit eaca = 106
der ACA, und der Zuléssigkeitsparameter 5 = 0.8.

12.3.1 Kompressionsraten

Wir beginnen mit einer uniformen Unterteilung der Einheitskugel in 642 Punkte und 1280 Dreiecke
fiir das Randwertproblem (12.1). An dieser Stelle sei nochmals an das erste numerische Experiment
erinnert. Da das ACA-Verfahren die rechte Seite nicht beriicksichtigt, hingt auch die Approximation
nicht von der Wahl von p; ab. Daher erhalten wir das linke Bild von Abbildung 12.4, nachdem die
ACA auf den diskreten Integraloperator angewendet wurde in jedem der Fallei = 1, ...,4. Tabelle 12.2
zeigt die Resultate des BACA-Algorithmus fiir einen Parameter = 0.9. In diesem Fall sind die Ringe
von Ay der Matrix Ay um zwei ACA-Schritte voraus. Der Parameter o von Lemma 8.4 wird auf
100 gesetzt. Da weniger genaue Resultate erwartet werden kdnnen, wenn die Singularitit ndher an
den Rand bewegt wird, vgl. die Spalte ep in Tabelle 12.2, miissen unterschiedliche Fehlerschranken
epaca verwendet werden. Verglichen mit der Approximation, die wir durch die ACA erhalten haben,
benétigen wir weniger Speicheranforderungen fiir die Matrixapproximation Aj,. Die in Tabelle 12.2

BACA ACA
blockweiser epaca ||b— Azxglls  en  Speicher Rel. Sp. | e,  Speicher Rel. Sp.
Rang Ay (MB) (%) (MB) (%)
D1 6 1e-08 1.89e-08 0.002 3.43 24.9 0.002 3.85 61.5
D2 4 9e-06 6.08e-06 0.033 2.86 45.7 0.033 3.8 61.5
P3 3 le-04 1.48e-04 0.264 2.40 38.4 0.264 3.85 61.5
D4 2 5e-04 6.40e-04 0.951 2.10 33.5 0.951 3.85 61.5

Tab. 12.2: Speicherbedarf der Approximation konstruiert durch BACA fiir vier Positionen der Singu-
laritdt verglichen mit ACA, wobei der Fehler e auf dem gleichen Level behalten wird.

festgestellte Speicherreduzierung sowie der geringere relative Speicher (der Speicher fiir die Approxi-
mation dividiert durch den Speicher fiir A) sind auch aus Abbildung 12.4, in welcher die zugehorige
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Approximation Aj von A zusammen mit den blockweisen Ringen (griine Blocke) gezeigt ist. Die
darin enthaltenen roten Blécke werden Eintrag fiir Eintrag konstruiert ohne Riicksicht darauf, ob sie
zuléissig sind oder nicht. Rote Blocke miissen demnach komplett berechnet werden, um die geforderte
Genauigkeit zu erreichen. Beispiel (12.1) wurde gew#hlt, um verschiedene rechte Seiten zu unter-
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Abb. 12.4: Approximation der Blécke mit ACA (links) und mit BACA im Fall p; (rechts). Die Blécke
mit Nummern enthalten ihre Ringe.

suchen, die zu strukturellen Unterschieden in der jeweiligen Losung fithren. Dabei ist zu beachten,
dass der Einfluss der Singularitdt auf die Lésung umso stirker ist, je kleiner der Abstand von p; zum
Rand von 2 wird. Daher sind fiir p; nahe des Randes bestimmte Teile des diskreten Integraloperators
wichtiger fiir die Genauigkeit der Losung als andere. Selbst fiir einen relativ grofien Abstand, d.h.
p1 = (10,0, O)T, sind kleinere Rénge und damit eine bessere Kompressionsrate als bei der ACA zu
beobachten; siehe Abb. 12.4. Dieser Effekt ist noch stérker, wenn sich p; dem Rand annéhert. Die
durchschnittlichen Rénge (die Summe der Rénge aller Blocke dividiert durch die Anzahl der Blocke)
konnen in Tabelle 12.3 betrachtet werden. So zeigen Tabelle 12.2 und Abbildung 12.4 an, dass der

ACA BACA
Matrix pPL P2 P3 D4
A, 1254 [ 744 500 3.71 3.08
Ay, — | 852 6.62 538 5.01

Tab. 12.3: Durchschnittliche R#inge der Matrizen A, und A, konstruiert durch die BACA fiir
P1, - - -, pq verglichen mit der ACA.

vorgeschlagene Fehlerschétzer diejenigen Matrixblocke erkennt, die fiir das jeweilige Problem wichtig
sind. Daher ist der BACA-Algorithmus in der Lage, eine H-Matrixapproximation zu konstruieren,
die besonders dazu geeignet ist, ein lineares System fiir eine bestimmte rechte Seite zu losen.

Die verbesserten Speicheranforderungen sind auch bei feineren Triangulationen des Randes zu
beobachten. Tabelle 12.4 zeigt die Ergebnisse fiir das Randwertproblem (12.1) im Fall ¢ = 3 fiir
mehrere verschiedene Freiheitsgrade N. Neben dem relativen Speicher und den Speicheranforderun-
gen wird die Anzahl der berechneten Eintrdge fiir die Konstruktion von Ay, angegeben. Da er-
wartet wird, dass die Losung up umso genauer ist, je grofer IV ist, muss die Genauigkeit epaca des
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Fehlerschétzers an N angepasst werden. Alle anderen Parameter bleiben unveréndert. Im Vergleich
dazu sind die Ergebnisse der ACA, angewendet auf das Randwertproblem (12.1) im Fall ¢ = 3, in
Tabelle 12.5 zu sehen.

N | egaca  ||[b—Azg|l2 | en  Anzahl berechneter Speicher Rel. Sp.
Eintriige (MB) (%)

1280 | 1e-04 4.14e-04 0.264 3.22e05 2.48 39.7
7168 | 1le-05 2.31e-05 0.077 3.32e06 25.47 13.0
28672 | 1e-06 2.56e-06 0.023 2.10e07 160.98 5.1
114688 | 1e-06 2.13e-06 | 0.007 8.76e07 837.92 1.7

Tab. 12.4: Anzahl der berechneten Eintrige, Speicher und relativer Speicher fiir die von der BACA
konstruierten Approximation fiir ps.

N | en,  Anzahl berechneter Speicher Rel. Sp.
Eintrige (MB) (%)

1280 | 0.264 5.01e05 3.85 61.5
7168 | 0.077 4.91e06 37.53 19.8
28672 | 0.023 2.66e07 203.70 6.5
114688 | 0.007 1.35e08 1034.56 2.1

Tab. 12.5: Anzahl der berechneten Eintrdge, Speicher und relativer Speicher fiir die von der ACA
konstruierten Approximation fiir ps.

Aus den eben genannten Griinden bendtigt der BACA deutlich weniger originale Matrixeintréige
als die iibliche Konstruktion der H-Matrixapproximation mittels ACA, um ungefihr den gleichen
relativen Fehler von uy, zu erhalten.

12.3.2 Verhalten des Fehlerschitzers

In den folgenden Tests validieren wir den in (7.3) eingefiihrten Fehlerschétzer ng. Zuerst wird die
Aussage bzgl. der Zuverlissigkeit von Lemma 8.4 zusammen mit der unteren Schranke ||(Ay— Ay) 1|2
von Lemma 8.5 untersucht. Auch hier wird die mit der BACA kombinierte Randelementmethode mit
dem in (12.1) beschriebenen Problem und einer Triangulation mit 14338 Punkten und 28672 Dreiecken
getestet. Die Genauigkeit egaca des Fehlerschitzers wird auf 1077 gesetzt. Wir starten im BACA
mit einer groben Approximation Ag, die durch Anwendung von vier ACA-Schritten auf jeden Block
erzeugt wurde. Tabelle 12.6 und Abbildung 12.5 enthalten die Ergebnisse fiir & = 1/2 und drei
Verfeinerungsparameter 6. Die Rénge von Ay, liegen um drei ACA-Schritte vor Ag.

Der vorgeschlagene Fehlerschiitzer ny schétzt das Residuum ||b — Axgl|2 in geeigneter Weise. Der
Ausdruck 1||(Ax — Ay)zy||2 kann als untere Schranke fiir das Residuum dienen. Tabelle 12.6 zeigt,
dass die Konvergenz in Bezug auf k umso schneller ist, je ndher der Verfeinerungsparameter 6 bei 1
liegt. Ein groferer Parameter 0 in (8.4) fiihrt zu einer grokeren Menge M), markierter Blocke, was die
Generierung redundanter Informationen in Agy; fordert. Umgekehrt fiihren kleine Verfeinerungspa-
rameter € gewthnlich zu Matrixapproximationen mit geringerem Speicherbedarf. Die numerischen
Ergebnisse bestdtigen also die theoretischen Erkenntnisse von Lemma 8.4 und Lemma 8.5. Der
vorgeschlagene Fehlerschitzer ny ist zuverlassig und %H(Ak — Ap)zi||2 kann als untere Grenze fiir den
residualen Fehler verwendet werden.
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Abb. 12.5: Verhalten des Fehlerschitzers, des Residuum und der unteren Schranke ||(Ay — Ag)zi|2
fiir mehrere Parameter 6.

12.3.3 Beschleunigung der numerischen Berechnung

Die bisher erzielten Ergebnisse stellen nur einen Teil der Ziele dar, die wir mit der Erweiterung
der ACA verfolgen. Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, sind wir auch an einer Beschleunigung
der Matrixapproximation und an einer Beschleunigung des Losungsprozesses interessiert. Da die
Berechnung der Matrixeintrige bei weitem der zeitaufwendigste Teil der Randelementmethode ist und
wir gesehen haben, dass der BACA-Algorithmus weniger Eintrige bendtigt, kann mit verbesserten
Rechenzeiten gerechnet werden.

Wir betrachten erneut die Familie der Randwertprobleme (12.1). Die Ringe der Matrixapproxi-
mationen Ay, liegen zwei ACA-Schritte vor Ay und wir wihlen o = 100. Das Verhéltnis zwischen der
von der BACA benétigten Zeit und der benétigten Zeit von ACA kann in Abbildung 12.6 und 12.7
fiir zwei verschiedene Triangulationen beobachtet werden. Die beiden Abbildungen 12.6 und 12.7
zeigen, dass wir selbst im Fall von pq, in welchem die strukturellen Unterschiede auf der rechten Seite
gering sind, einen geringeren Zeitverbrauch erzielen. Wenn die Singularitit ndher an den Rand von
Q geriickt wird, beschleunigt sich das BACA-Verfahren kontinuierlich.

Einer der grofiten Vorteile der ACA ist seine logarithmisch-lineare Komplexitédt. Um dieses Verhal-
ten zu beobachten, wird die mit 642 Punkten und 1280 Dreiecken diskretisierte Kugel betrachtet. Wir
behalten die resultierende Geometrie bei und erhéhen die Anzahl der Dreiecke N fiir das Randwert-
problem mit p;. Die Zeitspalten von Tabelle 12.7 zeigen die erwartete Komplexitit der ACA und auch

109



Numerische Resultate

M [b— Azi|2
=06 6=07 6=09 | 606=06 6=07 6=09
1.36e-05 1.36e-05 1.36e-05 | 1.52e-05 1.41e-05 1.07e-05
1.08e-05 9.77e-06 6.07e-06 | 1.31e-05 1.19e-05 5.68e-06
8.49¢-06 6.96e-06 2.71e-06 | 1.18e-05 9.45e-06 3.16e-06
6.78e-06 4.98e-06 1.20e-06 | 9.78e-06 7.05e-06 1.59e-06
5.41e-06 3.57e-06 5.60e-07 | 8.24e-06 5.55e-06 6.68e-07
4.33e-06 2.58e-06 2.56e-07 | 6.87e-06 4.22e-06 3.46e-07
3.47e-06 1.85e-06 1.19e-07 | 5.93e-06 3.39e-06 1.91e-07
2.80e-06 1.32e-06 5.96e-08 | 4.90e-06 2.42e-06 1.04e-07
2.24e-06  9.52e-07 — 4.15e-06 1.85e-06 —
1.79e-06 6.96e-07 — 3.53e-06 1.55e-06 —
1.44e-06 5.04e-07 — 3.11e-06  1.03e-06 —
1.15e-06 3.64e-07 — 2.37e-06  6.84e-07 —
9.31e-07  2.65e-07 — 1.99e-06 5.19e-07 —
7.53e-07  1.92e-07 — 1.70e-06 4.11e-07 —
6.07e-07  1.40e-07 — 1.34e-06  3.19e-07 —

0 -1 O O = W N 3

— e
Tk W N RO O

Tab. 12.6: Numerische Ergebnisse fiir i verglichen mit dem Residuum fiir verschiedene 6.

die des neuen BACA-Verfahrens. Der Wachstumsfaktor von N betrigt vier und der Wachstumsfaktor
der Berechnungszeit liegt zwischen fiinf und sechs.

BACA ACA

N | Ib—Azglla | en  Zeit (s) | en  Zeit (s)
1280 | 1.58-08 | 0.002 0.27 | 0.002 0.31
5120 | 1.49¢-08 | 0.002 1.46 | 0.002 1.83
20480 | 1.08¢-08 | 0.003 7.34 | 0.003  10.20
81920 | 4.22e-09 | 0.004  38.15 | 0.004  54.15

Tab. 12.7: Zeitverbrauch der BACA fiir p; und egaca = 5 - 1078, verglichen mit ACA, wobei e}, auf
dem gleichen Niveau gehalten wird.

12.3.4 Auswirkungen auf zum Teil zu stark verfeinerte Gebiete

In den folgenden Tests werden ACA und BACA auf Triangulationen angewendet, die teilweise zu
stark verfeinert sind. Die Oberfliche des Ellipsoiden Q = {x € R? : 2} + 23 + 2%/9 = 1} ist in der
mittleren Region hoher aufgelost als auf der iibrigen Geometrie; siche Abbildung 12.8.

Die numerischen Ergebnisse fiir die BACA bezogen auf das Ellipsoid (ps, egaca = 107%) mit einer
wachsenden Anzahl von Dreiecken sind in Tabelle 12.8 enthalten. Die Genauigkeit der Blockapprox-
imation fiir die ACA betriigt eaca = 1075, Die minimale Blockgrofke ist ebenfalls in Tabelle 12.8
angegeben, die wir mit zunehmender Grofe des Problems erhdhen. Um die Ergebnisse vergleichen
zu kénnen, halten wir den relativen Fehler auf dem gleichen Niveau.

Ein Blick in die Zeitspalten der Tabellen 12.8 und 12.9 zeigt, dass das BACA-Verfahren signifikant
schneller ist als die ACA. Fiir das grofste Problem ist die BACA mehr als doppelt so schnell wie
ACA. Der Grund fiir die Beschleunigung liegt darin, dass die Lésung nicht von der lokalen Uberver-
feinerung profitiert. Wéhrend der auf der ACA basierende Loser dies nicht erkennen kann, fiihrt
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rechts).
Das Verhéltnis der fiir ACA und fiir BACA benétigten Zeit ist in Abb. 12.9 ersichtlich. Die Kurven

CG-Iterationen und einer geringeren Rechenzeit. Fiir das grofste Problem ist die Anzahl der erforder-
lichen CG-Iterationen fiir die Losung auf der Grundlage von ACA mehr als doppelt so grofs wie fiir
die Losung auf der Grundlage von BACA. Wir erhalten keine signifikanten Unterschiede in den Spei-
der erforderlichen Iterationen k bei einer wachsenden Anzahl von Unbekannten N zu beobachten.
stabilisieren sich bei einer bestimmten Konstante, die von der Geometrie und der Anzahl und Lage
der verfeinerten Bereiche abzuhingen scheint.

Abb. 12.8: Gitter auf dem betrachteten Ellipsoiden (grobstes Level oben links, feinstes Level unten
die in BACA verwendete Kombination aus Loser und Fehlerschitzer zu einer geringeren Anzahl von
cheranforderungen nach der Anwendung der beiden Algorithmen. Daher resultiert die beobachtete
Beschleunigung eher aus der Kopplung des iterativen Losers und des Fehlerschitzers als aus der Re-
duzierung der Speicheranforderungen. Zusétzlich zu diesen Resultaten ist eine abnehmende Anzahl
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N bmin | eBACA |0 — Axg]|2 en k  Zeit (s) CG- Speicher
Iterationen (MB)

3452 15 | 1e-06  1.39e-06 |0.034 10 1.22 134 11.61
8574 30 | 1e-06 116006 |0.023 10  4.89 273 42.10
30642 60 | 1e-06  1.04e-06 | 0.012 6  34.80 500 997.07
125948 120 | 1e-06  1.21e-06 | 0.006 6  569.36 1119 1608.32

Tab. 12.8: Numerische Ergebnisse der BACA fiir die vier in Abbildung 12.8 gezeigten Gitter.

N byin en Zeit (s) CG- Speicher
Iterationen (MB)

3452 15 | 0.034 1.54 196 13.67
8574 30 | 0.023 6.91 371 48.37
30642 60 | 0.012 66.63 909 257.59
125948 120 | 0.006 1206.28 2828 1674.62

Tab. 12.9: Numerische Ergebnisse der ACA fiir die vier in Abbildung 12.8 gezeigten Gitter.

= |-o- ZeMACAL, Ellipsoid
2| e 1= %, Einheitskugel
18| ]
16| ]
141 |
121/ |
1 ‘ ‘ ‘ \ ! \

02 04 06 038 1 1.2

Abb. 12.9: Das Verhiltnis der fiir BACA und ACA benétigten Zeit fiir zwei Geometrien.

12.4 Elastizititsgleichungen und die Anwendung von BACA und AMVM

Die folgenden numerischen Experimente sind in zwei Teile unterteilt. In beiden Féllen wird die
numerische Losung der Lamé-Gleichungen

—pAu(z) — (A + p) grad div u(z) =0, =€ Q, (12.2)

mit den Lamé-Konstanten

Ev FE

A aroa—z) M AT oy

und F = 1.0 (N/mm), v = 0.3 berechnet. Der erste Teil befasst sich mit der Qualitat des Fehler-
schétzers in AMVM und der numerischen Leistung von AMVM im Vergleich zur Multiplikation mit
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einer Approximation aus der ACA. Anschlieffend wird die numerische Leistung der BACA, welche
an die lineare Elastizitdt angepasst ist, im Vergleich zur ACA untersucht. Jegliche Approximations-
schritte in den Verfahren werden dabei ohne Parallelisierung durchgefiihrt.

12.4.1 Qualitidt von AMVM fiir lineare Elastizitiat

Die qualitativen Untersuchungen der AMVM werden auf drei verschiedenen Diskretisierungen des
Einheitswiirfels Q = [~1,1]® durchgefiihrt, die aus 488, 1946 und 7778 Punkten bestehen, siche
Abbildung 12.10.

Abb. 12.10: Gitter auf dem betrachteten Wiirfel 2 (grobstes Level oben links, feinstes Level unten
Mitte).

Die folgenden Randbedingungen werden gewdhlt
you(x) = gp(z) :=S(x—p) firzelp={recQ:z;=1oder zo = —1 oder z3 = 1}

und

u(e) = g3(@) 1= oSz 1)

fir x € Ty = {x € Q: 21 = —1 oder 29 = 1 oder z3 = —1} mit p = (5.0,5.0,5.0)7. Wir vergleichen
die Berechnungszeit und den Speicherbedarf der beiden Methoden AMVM und ACA bei der Berech-
nung der rechten Seite von (10.2). Die Approximation der letzteren wird mit bayyvm bzw. baca
bezeichnet.

Die blockweise Genauigkeit der ACA wird mit eaca = 107 und der Zuliissigkeitsparameter mit
8 = 0,8 gewihlt. Die Ergebnisse von ACA sind in den Tabellen 12.10 und 12.11 dargestellt. Sie sind
das Resultat einer BEM-Implementierung fiir die Lamé-Gleichungen, welche als Teil einer Masterar-
beit [60] am Lehrstuhl fiir Wissenschaftliches Rechnen entstanden ist.
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N buin ‘ |b —bacallz  Zeit (Approximation)

488
1946
7778

15
20
30

3.45e-7 6.9 s
4.43e-7 39.6 s
2.53e-7 248.1 s

Tab. 12.10: Fehler und benétigte Zeit bei der Berechnung der rechten Seite von (10.2) mittels ACA.

Van
N MB %

Vi

MB

Via Vi3 Vs
% MB % MB % MB %

488 3.0 835
1946 | 19.7 34.1

3.5
23.9

95.6 3.5 96.5 3.5 964 3.4 95.5
414 234 405 233 404 238 41.3

7778 | 115.6 125 1376 149 1327 144 131.3 142 137.7 14.9
Vos V33 Ka
N MB % MB % MB %
488 3.5 96.1 3.5 95.6 3.6 99.6
1946 23.3 404 23.8 41.3 31.1 539
7778 | 1314 142 136.2 14.8 201.1 21.8

Tab. 12.11: Speicheranforderungen fiir die durch die ACA konstruierten Approximationen.

Die Anwendung der adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation (AMVM) auf das zu Beginn des Ab-
schnitts beschriebene lineare Elastizitdtsproblem liefert fiir 8 = 0.7 die in den Tabellen 12.12 und 12.13
dargestellten Ergebnisse. Der Fehler ||b — banvvm|l2 wurde in der gleichen Grofenordnung gehalten
wie ||[b — bacal|2 in den vorherigen Tests. Auf allen drei Diskretisierungen des Wiirfels 2 konnte eine
Reduzierung der Rechenzeit erreicht werden. Der Speicherbedarf der Operatoren Va p, Vi1, Vi2, Vi3,
Vaa, Vag und Vi3 erweist sich als geringfiigig niedriger als die entsprechenden Approximationen mittels
ACA. Der grofste Vorteil ergibt sich fiir den Operator K .

N byin ‘ b — bamvmll2  Zeit (Approximation)

488
1946
7778

15
20
30

6.34e-7 52s
6.85e-7 29.5 s
4.63e-7 188.8 s

Tab. 12.12: Fehler und benotigte Zeit bei der Berechnung der rechten Seite von (10.2) mittels AMVM.
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Van Vi1 Viz Vi3 Voo
N MB % MB % MB % MB % MB %

488 29 79.1 3.0 84.2 3.0 84.2 3.0 84.4 3.0 84.2
1946 | 193 335 213 370 209 362 208 36.1 21.3 36.9
7778 | 113.7 123 1203 13.0 116.6 12.6 1155 125 1206 13.1

Vas V33 Ka
N MB % MB % MB %
488 3.0 84.3 3.0 84.2 2.2 60.8
1946 20.8 36.1 21.3 36.9 17.2  29.9
TTT8 | 115.7 125 1194 14.8 1454 15.8

Tab. 12.13: Speicheranforderungen fiir die durch die AMVM konstruierten Approximationen.

Bevor wir uns einem realistischeren Problem zuwenden, werfen wir einen genaueren Blick auf die
Zuverléssigkeit und Effizienz des Fehlerschatzers. Wir stellen die Ergebnisse vor, die im Falle einer
Diskretisierung mit 488 Punkten entstehen. Der iterative Approximationsprozess wird mit einer
Rang-2-Approximation gestartet.

10~* g\ N

1079 ¢

1076 ¢ o

Abb. 12.11: Qualitdt des Fehlerschatzers & im Fall der AMVM.

Abbildung 12.11 zeigt, dass der Fehlerschétzer &, den Fehler ||b— bg||2 der rechten Seite zuverléssig
und effizient schitzt, was die die theoretischen Ergebnisse der adaptiven Matrix-Vektor Multiplika-
tion, die in Abschnitt 10 vorgestellt wurden, bestétigt.

12.4.2 Belastung eines Doppel-T Trigers in z-Richtung

Die folgenden Experimente konzentrieren sich auf die numerische Losung der Lamé-Gleichungen fiir
drei Diskretisierungen der in Abb. 12.12 dargestellten Geometrie. Der Balken hat eine Linge, Hohe
und Breite von 2 mit einem zentralen Teil mit einer Hohe und Breite von 1. Abbildung 12.13 zeigt
die Zuordnung der Randelemente zu Dirichlet- und Neumann-Komponenten. Die blaue Flédche des
Balkens mit einer Kraft von 0,1 (N) belastet, wobei der Dirichlet-Rand durch die griine Fliche
dargestellt ist. Auf dem restlichen Teil des Randes, d. h. auf dem grauen Bereich in Abb. 12.13,
werden homogene Neumann-Randbedingungen (7i™u(x) = 0) vorgeschrieben. Die rechte Seite des
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zu berechnenden Gleichungssystems erhélt man durch Multiplikation der gegebenen Randdaten mit
den jeweiligen diskretisierten Operatoren Vj,, Kj und Dy; vgl. (10.2).

Wir vergleichen die Niherungslosung, die sich aus der Approximation der Koeffizientenmatrix
mittels BACA bzw. ACA ergibt.
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Abb. 12.12: Diskretisierung der Oberfliche eines Abb. 12.13: Dirichlet-Rand in griin und belasteter
Doppel-T Trigers in Dreiecke. Neumann Teilrand in blau dargestellt.

Die Verformungen des Trigers unter Belastung in z-Richtung sind in Abbildung 12.14 dargestellt.
Die maximalen absoluten Differenzen zwischen den mit der ACA und der BACA erzeugten Verfor-
mungen in z-, y- und z-Richtung betragen 1.2e-04, 2.4e-04 und 3.3e-04. Die beiden Methoden ACA
und BACA liefern demnach vergleichbare Ergebnisse bei den Verformungen.

Abb. 12.14: Verschiebung unter der Belastung in z-Richtung nach Anwendung des ACA auf Gitter 1.

Die fiir die ACA in Abschnitt 11.4 verwendeten Parameter bleiben unverdndert. Zusétzlich verwen-
den wir egpcg = 107° withrend der iterativen Losung mittels der konjugierten Gradienten Methode
nach Bramble-Pasciak [28]|. Die Ergebnisse fiir ACA sind in Tabelle 12.14 dargestellt.
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Vah Vi1 Via Vi3 Va2
N M MB % MB % MB % MB % MB

1664 834 6.9 65.2 83 783 8.4 79.8 8.3 787 8.4
6656 3330 | 444 262 563 333 56.5 334 546 323 56.3
26624 13314 | 2387 8.8 3065 11.3 3008 11.1 285.3 10.6 305.1

Voo Vo3 V33 KA Zeit gesamt

N M % MB % MB % MB %
1664 834 | 79.7 8.4 794 8.2 T77.2 9.5 90.1 40.3 s
6656 3330 |33.3 54.6 323 54.0 31.9 752 449 426.7 s
26624 13314 | 11.3 283.7 10.5 287.2 10.6 497.3 184 3714.7 s

Tab. 12.14: Speicherbedarf der mit der ACA konstruierten Approximationen und Zeitaufwand fiir die
Losung des Problems.

Fiir BACA miissen andere Parameter gewéhlt werden. Die adaptive Anpassung der Fehlertoleranz
im Bramble-Pasciak CG erfolgt gemif der Bedingung (11.2) mit o = 10. Der Anfangswert der
Genauigkeit beim Bramble-Pasciak-CG ist 10~'. Die Genauigkeit epaca betrigt 10~* und 6 = 0.8.
Die Anfangsapproximationen der jeweiligen V-Operatoren erhélt man durch Anwendung von 8 (fiir
die beiden gréberen Gitter) und 10 (fiir das feinste Gitter) ACA-Schritten. Fiir den Operator K
betrégt die entsprechende Anzahl an Schritten 4 und 6. Die Losung der Lamé-Gleichungen mit Hilfe
der BACA mit diesen Parametern fiihrt zu den in Tabelle 12.15 angegebenen Werten.

Van Vi1 Vio Viz Vs
N M MB % MB % MB % MB % MB

1664 834 6.5 61.0 6.8 64.2 6.8 64.4 6.8 63.9 6.8
6656 | 3330 | 40.1 23.7 415 245 41.2 244 40.2 23.8 415
26624 | 13314 | 220.3 81 2289 85 2238 83 2132 79 2288

Voo Vos Va3 Ka Zeit gesamt

N M % MB % MB % MB %
1664 834 | 64.5 6.8 64.0 6.8 63.9 4.7 44.4 30.5 s
6656 | 3330 | 246 40.2 23.8 405 240 273 16.1 215.8 s
26624 | 13314 | 85 2127 7.9 2183 81 1804 6.7 20704 s

Tab. 12.15: Speicher, relativer Speicher fiir die mit der BACA konstruierten Approximationen und

Zeitaufwand fiir die Losung des Problems nach Anwendung der BACA im Fall der Lamé-
Gleichungen.

Im Vergleich zu den mit der ACA erzielten Ergebnissen lassen sich bei der Anwendung der BACA
auf den Operator Vj j kaum signifikante Unterschiede feststellen. Die V-Operatoren bendtigen nur
etwa 70-80% des Speicherplatzes, der fiir der mit der ACA erzeugten Approximationen. Stérkere
Vorteile kénnen fiir den Ka-Operator erzielt werden. Hier bendtigt die Approximation mit BACA
nur 50% (fiir das grobste Gitter) und 36% (fiir die beiden feinsten Gitter) des Speichers, der im Fall der
ACA benétigt wird. Tabelle 12.15 zeigt auch die Vorteile der BACA in Bezug auf die Berechnungszeit.
Wihrend auf dem grobsten Gitter 75% der von der ACA bendtigten Zeit verbraucht wird, kann die
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Zeit fir das zweitfeinste Gitter auf 51% und fiir das feinste betrachtete Gitter auf 56% reduziert
werden.
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13. Abschliefiende Bemerkungen

Das Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung und Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation
(ACA) beziiglich der Anwendung auf diskretisierte nicht-lokale Operatoren, welche in der Regel voll
besetzte Matrizen darstellen. In Verbindung mit der Losung eines linearen Gleichungssystems, was
z.B. bei der Benutzung der Randelementmethode auftritt, ergibt sich hier ein hoher Kostenaufwand.
Die ACA stellt eine Methode dar, um diesen Aufwand zu reduzieren, jedoch bezieht sie keine weit-
eren problemspezifischen Informationen in die Approximation mit ein, d.h. ACA approximiert den
diskreten Operator universell ohne z.B. die rechte Seite mit in Betracht zu ziehen. Ein &dhnliches
Problem tritt nicht nur bei der Losung eines linearen Gleichungssystems auf, sondern auch bei der
Matrix-Vektor-Multiplikation, falls die Matrix aufgrund der Diskretisierung eines nicht-lokalen Ope-
rators entstanden ist. Des Weiteren kann es vorkommen, dass die Approximation des Doppelschicht-
operators innerhalb der Randintegralmethode, welcher ein essentieller Bestandteil der Randintegral-
formulierung bei partiellen Differentialgleichung ist, bei bestimmten Gebietsdiskretisierungen nicht
konvergiert (Schachmusterproblem), siehe Kapitel 12. Im Hinblick auf die eben dargestellten Pro-
bleme konnten in dieser Arbeit die folgenden drei Lisungsanséitze entwickelt und analysiert werden:

1. Losung des Schachmusterproblems

Der Ansatz bei dieser Problemstellung ist es, das der adaptiven Kreuzapproximation zugrunde
liegende Interpolationsproblem in einer anderen Funktionsbasis zu betrachten. Anders als bei
der zuvor genutzten Polynominterpolation, kann bei Singularitdtenfunktionen wie sie z.B. beim
Laplace-Operator auftreten, die Interpolation mittels radialer Basisfunktionen genutzt wer-
den. Vorteilhaft hierbei ist, dass durch die positive Definitheit von radialen Basisfunktion
die Losbarkeit des Interpolationsproblems nicht mehr durch Pivotisierung garantiert werden
muss. Als Konsequenz daraus kann die Fiilldichte, welche ein grundlegender Bestandteil der
Fehleranalyse der Interpolation mit radialen Basisfunktionen darstellt, als Kriterium bei der
adaptiven Auswahl der nichsten Punkte genutzt werden. Aufgrund dieser gebietsabdeckenden
Punktauswahl kann der Fall, dass die ACA nur noch Punkte aus einem bestimmten Teil des
betrachteten Gebiets nutzt und somit nicht konvergiert, nicht mehr eintreten.

2. Adaptive Matrix-Vektor-Multiplikation

Dieses neue Verfahren zielt auf die simultane Approximation einer Matrix und der Berechnung
eines Matrix-Vektor-Produkts ab. Unter Benutzung eines block-zeilen basierten Fehlerschitzers
und spezieller Verfeinerungs- und Blockauswahlstrategien kénnen diejenigen Blocke detektiert
werden, welche fiir die betrachtete Matrix-Vektor Multiplikation die meisten Informationen
liefern. Hierbei konnte die Zuverldssigkeit und Effizient des neu entwickelten Fehlerschitzers
theoretisch analysiert und dessen QQualitdt in numerischen Beispielen beobachtet werden. Des
Weiteren zeigten die numerischen Tests eine signifikante Reduktion des Speicherbedarfs der
Matrix sowie der Berechnungszeit.

3. Block-adaptive Kreuzapproximation
Ahnlich zur adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation werden auch hier zwei Lésungsschritte
miteinander kombiniert. Im Fokus stehen die simultane Approximation einer Matrix und der
Losung des dazugehorigen Gleichungssystems. Mit den neu eingefiihrten block-basierten Fehler-
schitzern und zusétzlichen Blockauswahlverfahren kénnen diejenigen Blocke gefunden werden,
welche bei genauerer Approximation eine genauere Lésung liefern. In der Theorie konnte die
Zuverlassigkeit, welche essentiell fiir die Konvergenz des gesamten Verfahrens ist, bewiesen wer-
den. Fiir die Effizienz konnte jedoch nur eine untere Schranke angegeben werden. Numerische
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Beispiele zeigen die Qualitat des entwickelten Fehlerschétzers. Je nach Problemstellung haben
sich sehr deutliche Speicher- und Rechenzeitreduktionen ergeben.

Die einzelnen Punkte geben Raum fiir weitere Untersuchungen. Im Bezug auf 1. ist die Sta-
bilitdt der adaptiven Kreuzapproximation noch nicht gekldrt. Bei den anderen beiden Punkten
wurde bislang nur die Adaptivitit in den Matrixblécken in Betracht gezogen, ohne das zugrunde
liegende Gebiet weiter zu verfeinern. Da sich die einzelnen Blécke der Matrix direkt im Gebiet wider-
spiegeln bzw. umgekehrt, wiirde sich eine derartige Vorgehensweise anbieten. Aus Sicht der hierarchi-
schen Matrixapproximation hitte eine zusétzliche adaptive Gebietsverfeinerung keinen allzu grofen
Mehraufwand, da in der Matrixapproximation lediglich Blockzeilen und Blockspalten angepasst wer-
den miissten und nicht die komplette Matrix neu aufgestellt werden muss. Die Analyse der verwen-
deten Fehlerschétzer hingegen wird sich aufgrund der zusétzlichen Abhéngigkeit des Gitters bzw. der
Gitterweite schwieriger gestalten. Da schon im aktuellen Fall die Effizienz des Fehlerschitzers im
Allgemeinen nicht komplett gezeigt werden konnte, stellt sich natiirlich auch die Frage, ob das bei
einer adaptiven Gebietsverfeinerung iiberhaupt mdoglich sein wird.

Abgesehen von den in dieser Arbeit betrachteten Gleichungen wird es interessant sein, zu sehen, wie
sich die neuen Methoden bei anderen Problemstellungen wie z.B. der Helmhotz-Gleichung oder den
Stokes-Gleichungen verhalten werden. Zumindest im Fall der Stokes-Gleichungen wird dhnlich zu den
hier behandelten Lamé-Gleichungen eine kleine Anpassung in der Verfeinerungsstrategie nétig sein.
Aufgrund der Darstellung von fraktionellen Diffusionsproblemen als singulére bzw. schwach singulére
Oberflachenintegrale ist auch eine Anwendung in diesem Bereich moglich. Da jeder Matrixeintrag
eines diskretisierten fraktionellen Laplace-Operators sehr teuer ist, sollten die neuen Methoden eine
enorme Kosten- bzw. Zeitersparnis liefern.
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Anhang A: Daten zu den Grafiken

A.1 Daten zu Abbildung 12.3

kL w 16 — bl
1] 8.46e-06  1.88e-05
2| 7.86e-06  1.61e-05
3| 6.99¢-06 1.41e-05
4] 6.060e-06  1.09e-05
o | 4.84e-06  8.20e-06
6 | 3.96e-06  6.74e-06
7] 3.19e-06  5.44e-06
8 | 2.74e-06  4.45e-06
91 2.29¢-06  3.55e-06
10 | 1.82e-06  2.38e-06
11 | 1.41e-06  1.82e-06
12 | 1.11e-06  1.53e-06
13 | 9.41e-07  1.19e-06

Tab. A.1: Qualitidt des Fehlerschitzers .

A.3 Daten zu Abbildung 12.9

N ‘ Zeit ACA

Zeit BACA
3452 1.26
8574 1.41
30642 1.91

125948 2.12

Tab. A.2: Das Verhitnis der fiir BACA und ACA benétigten Zeit im Fall des Ellipsoids.

N ‘ Zeit ACA

Zeit BACA
1280 1.15
5120 1.25
20480 1.39
81920 1.42

Tab. A.3: Das Verhitnis der fiir BACA und ACA benétigten Zeit im Fall der Einheitskugel.
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A.2 Daten zu Abbildung 12.11

k| 16— b |2
1| 3.36e-04 3.54e-04
2 | 9.50e-05 9.46e-05
31 1.92e-05 1.90e-05
4 | 1.00e-05 6.95e-06
5| 4.24e-06 4.31e-06
6 | 7.30e-07 1.14e-06

Tab. A.4: Qualitdt des Fehlerschitzers .
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