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Kurzdarstellung

Diese Dissertation beschéftigt sich im ersten Teil mit der Dynamik von Teilchen in einer
Scherstromung und den durch die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen Teilchen
induzierten Effekten. Andererseits unterliegen kleine suspendierte Teilchen der Brownschen
Bewegung, die durch hydrodynamische Fluktuationen des Losungsmittels verursacht wird.
Der Frage, wie sich diese hydrodynamischen Fluktuationen als Funktion der Scherrate
von denjenigen in einer ruhenden Fliissigkeit unterscheiden, ist der Hauptteil der Arbeit
gewidmet.

Im ersten Teil werden als einfaches Modell fiir drei festgehaltene Polymere drei Kugeln
in einer Scherstromung betrachtet, wobei jede Kugel in einem harmonischen Potential
gefangen ist. Die Kugeln werden durch die Strémung aus ihren Ruhelagen ausgelenkt und
oberhalb einer kritischen Scherrate und einer mittleren Geschwindigkeit gehen die iiber
das Losungsmittel wechselwirkenden Kugeln in eine oszillatorische Bewegung iiber. Die
Ergebnisse hierzu wurden in Referenz [11] publiziert.

Im zweiten Teil der Arbeit werden die Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes in einer
Scherstromung mit Hilfe der um das Scherfeld linearisierten Navier-Stokes Gleichungen
und der hydrodynamischen Fluktuationstheorie berechnet. Fiir die Korrelation unter den
Geschwindigkeitsfluktuationen entlang der beiden zueinander orthogonalen Richtungen
innerhalb der Scherebene ergeben sich gegeniiber der ruhenden Fliissigkeit zusétzliche,
von der Scherrate abhéngige Beitrdge. Diese Korrelation der Geschwindigkeiten an zwei
unterschiedlichen Punkten r; und rs, hingt auf komplexe Weise von der Orientierung des

Verbindungsvektors r = r1 — ro ab und nimmt invers proportional mit dem Abstand ab:
e~

Die Geschwindigkeitsfluktuationen der Fliissigkeit induzieren stochastische Krifte auf ein
suspendiertes Teilchen. Es sind diejenigen stochastischen Krifte, die in der Langevin-
Gleichung fiir das Teilchen Eingang finden. In einer ruhenden Fliissigkeit sind diese Kréfte
in zwei zueinander orthogonalen Richtungen unkorreliert. In der vorliegenden Arbeit wird
gezeigt, dass diese Kreuzkorrelation in einem Scherfluss endlich und in fithrender Ordnung
proportional zur Scherrate ist.

Die Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen wurden in einer Ndherungsrechnung
analytisch und unter Einbezug der Winde in einer ebenen Couette-Stromung numerisch
berechnet. Die Ergebnisse aus diesen beiden Zugingen stimmen qualitativ iiberein. Fiir
letzteren Fall konnte bereits in einer ruhenden Fliissigkeit eine Anisotropie der Verteilung
der stochastischen Krifte gefunden werden, wonach in engeren Kaniélen die Kréfte parallel
zu den Winden verstédrkt und diejenigen senkrecht dazu abgeschwécht werden.



The influence of a shear flow
on the thermal fluctuations in a fluid

Abstract

The first part of this thesis is devoted to the dynamics of particles in a shear-flow and to
the effects induced by the hydrodynamic interaction between these particles. Furthermore
small suspended particles undergo a Brownian motion that is caused by the hydrodynamic
fluctuations of the solvent. The question, how these hydrodynamic fluctuations are influ-
enced by the shear-flow, as a function of the shear-rate and in comparison to a fluid at
rest, is covered by the second and main part of the work.

In the first part, a simple model for tethered polymers in a shear-flow, namely the motion
of three particles held by three harmonic potentials in a shear flow is examined. The beads
are deflected out of its equilibrium positions by the finite flow-velocity and above a critical
shear-rate and mean velocity the hydrodynamically interacting beads start to oscillate.
These results have already been published in reference [11].

In the second part, the velocity fluctuations in a shear-flow are calculated from the
linearized Navier-Stokes Equation using the hydrodynamic fluctuation theory. For the
correlation between the velocity fluctuations along two orthogonal directions inside the
shear plane additional shear dependent contributions in comparison to the fluid at rest
have been found. The correlation of the velocity fluctuations at two different points, r;
and ro, depends in a complex way on the orientation of r = r{ — ry and of their distance
proportional to |r|!.

The velocity fluctuations of the solvent induce stochastic forces to a suspended bead. These
stochastic forces are used in a Langevin-equation of motion for the spheres. While in a
fluid at rest pairwise different components of these forces are uncorrelated, in this work
it is shown that a cross-correlation exists that is, in leading order, proportional to the
shear-rate.

The correlation of the velocity-fluctuations has been evaluated both analytically in the case
without walls and numerically by taking the walls of a Couette-apparatus into account.
The solutions of these two variants are qualitatively similar. For the latter case, already
in a fluid at rest an anisotropy in the partition-function of the stochastic forces has been
found. Here the forces parallel to the wall are amplified and those perpendicular to the
wall diminished.
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Einleitung

Schergradienten treten in vielen unterschiedlichen Stromungstypen auf, wovon das wohl
bekannteste Beispiel die stationéire, ebene Couette-Stromung zwischen zwei planparallelen
Platten ist, die sich in entgegengesetzten Richtungen bewegen. Teilchensuspensionen zeigen
in Scherstromungen eine reichhaltige Dynamik [1-3], die oft auch von hoher praktischer
Relevanz ist. Dabei ist auf der Langenskala der Teilchendurchmesser und Teilchenabsténde
bei einem Kugel-Feder-Modell fiir Polymere die Reynoldszahl klein. Trotzdem kann es
bereits zu einer komplexen Dynamik dieser Nano- und Mikroteilchen ohne Turbulenz des
Losungsmittels kommen, die dann durch die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen
den suspendierten Teilchen, ihrer Brownschen Bewegung oder einem Wechselspiel dieser
beiden Effekte verursacht wird [4, 5]. Ein bekanntes Beispiel fiir komplexe Fliissigkeits-
bewegung bei kleiner Reynoldszahl ist die elastische Turbulenz [6, 7].

Die hydrodynamische Wechselwirkung weniger Teilchen kann bereits zu einer Vielzahl
von interessanten dynamischen Effekten fithren, auch ohne dass die stochastischen Brown-
schen Bewegungen beriicksichtigt werden. Ein Beispiel sind drei sich in einer Fliissigkeit
befindlichen und im Gravitationsfeld sinkende Kugeln. Dort fiihrt die hydrodynamische
Wechselwirkung zu periodischer Bewegung [8, 9]. Ein weiteres Beispiel ist die dynamische
Teilchenbewegung in optisch induzierten Vortizitéten [10]. Im ersten Kapitel dieser Arbeit
werden, dhnlich dem zuerst genannten Beispiel, drei Kugeln betrachtet, die jetzt aber durch
drei lineare harmonische Federn festgehalten und einer Scherstrémung ausgesetzt werden.
Die Minima der zu den Federn korrespondierenden harmonischen Potentiale liegen dabei
in einer zur Stromungsrichtung senkrechten Ebene, wodurch die Kugeln an Positionen
mit unterschiedlichen Stromungsgeschwindigkeiten festgehalten werden. Durch die Balance
zwischen der Stokes-Reibungskraft und der Federkraft werden die Kugeln somit verschie-
den weit in Stromungsrichtung ausgelenkt. Die zusétzlich wirkende nichtlineare hydro-
dynamische Wechselwirkung zwischen den drei Kugeln fithrt oberhalb einer kritischen
Scherrate und einer endlichen Stromungsgeschwindigkeit an den Kugelpositionen zu einer
Hopf-Verzweigung. Die Kugeln oszillieren in diesem Bereich anharmonisch in der Fliissig-
keit und veréindern dadurch das Stromungsfeld, ohne dass weitere aktive Krifte auftreten.
Dies wird in Kapitel 1 und in der Referenz [11] genauer beschrieben.

Motiviert wurden diese Untersuchungen durch aktuelle Experimente, bei denen Polymere
oder Teilchen auf Stdbchen befestigt werden, die an Wénden aufgebracht als Stréomungs-
sensoren Einsatz finden [12, 13]. Die Polymere sind in der Grenzschicht der Winde einer
Scherstromung ausgesetzt und beeinflussen sich gegenseitig durch die hydrodynamische
Wechselwirkung. Wird auf diese Weise ein ganzer Polymerteppich an der Wand eines
Mikrokanals aufgebracht, so konnte die kollektive Dynamik der Polymere dazu dienen, die
Fliissigkeit zu mischen, was fiir so genannte , Lab-on-a-Chip“-Systeme, also mikroskopische
Chemielabore, von groffiem Interesse ist [14, 15].



Wihrend fiir das genannte einfache Modell der drei gebundenen Kugeln bereits stark
anharmonische, oszillatorische Bewegungen gefunden wurden, ist die Untersuchung der Dy-
namik von vielen an Wanden befestigten Polymeren in einer Scherstromung das Fernziel.
Hierzu ist der néchste Schritt, die einzelnen Kugeln durch aus vielen Kugeln bestehenden
Kugel-Feder-Modelle fiir Polymere zu ersetzen. Die Dynamik von einzelnen Polymeren,
die in einer homogenen oder in anderen Potentialstromungen festgehalten werden, wurde
bereits eingehend sowohl experimentell [16-19] als auch theoretisch durch die Simulation
von Polymermodellen untersucht [20-26]. Hier wird die mittlere Auslenkung durch eine
Balance zwischen den deterministischen Stromungseffekten und den thermischen Krif-
ten bestimmt. Erstere mochten das Polymer einfach wie eine gerade Kette in Stromungs-
richtung auslenken. Letztere sind bestrebt, das Polymer zu einem kugelformigen Kn#uel zu
formen. Durch die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen Polymersegmenten werden
beispielsweise die Fluktuationen der Auslenkung eines festgehaltenen Polymers verstarkt,
da die einzelnen Polymersegmente durch die hydrodynamische Abschirmung unterschied-
lichen, zeitlich verdnderlichen Stromungsgeschwindigkeiten ausgesetzt sind. Diese Effekte
sind in Scherstréomungen noch stiarker vorhanden, wodurch, wie im Falle der drei Kugeln,
vielseitige dynamische Effekte entstehen.

Zur Bestimmung der Rauschstirke der Brownschen Krifte kann, falls die Stromung aus
einem Potential ableitbar ist, das im thermischen Gleichgewicht giiltige Fluktuations-
Dissipations Theorem verwendet werden. Diese so genannten stochastischen Krifte gehen
dann in die Langevin-Bewegungsgleichung fiir das durch die Kugel repréasentierte Polymer-
segment ein. Wahrend fiir eine homogene Stromung ein Potential existiert, hat die Scher-
stromung Rotationsanteile und lésst sich nicht aus einem Potential ableiten, so dass auch
das Fluktuations-Dissipations Theorem nicht mehr gelten muss. Méchte man also Polymer-
simulationen in Scherstréomungen durchfithren, muss man sich zunéchst die Frage stellen,
wie die stochastischen Kréfte fiir die Brownsche Bewegung in einer solchen Scherstréomung
aussehen.

Dass das Fluktuations-Dissipations Theorem in Scherstrémungen von demjenigen in einer
Potentialstromung abweicht, wurde bereits mehrfach beschrieben und die Auswirkungen
auf verschiedene Systeme untersucht. Auch unterschiedlich motivierte Korrekturanséitze
wurden vorgeschlagen. So wurde der Einfluss eines Schergradienten auf Teilchensuspen-
sionen durch angepasste Fokker-Planck Gleichungen, mesoskopische Nichtgleichgewichts-
thermodynamik oder mit Langevin-Gleichungen untersucht [27-32]. Die Teilchendiffussion
wurde dabei vorwiegend unter der Vorraussetzung des lokalen Gleichgewichts der Teilchen
abgeleitet und Korrekturen mit zum Teil unterschiedlichen Ergebnissen gefunden. Die ver-
dnderte Brownsche Bewegung eines einzelnen frei schwimmenden Teilchens wurde hingegen
in der Referenz [33] untersucht. Hierbei wurde die Brownsche Bewegung, nicht wie es in
den meisten anderen Arbeiten der Fall ist, entkoppelt von den thermischen Bewegungen
des Losungsmittels betrachtet, sondern es wurde ausgenutzt, dass die stochastischen Kréf-
te ihren Ursprung in den Geschwindigkeitsfluktuationen der Fliissigkeit haben und somit
auch aus diesen abgeleitet werden kénnen [34]. Wenngleich die dort gefundenen Ergeb-
nisse nicht zur Verwendung in einer Brownschen-Dynamik Simulation geeignet sind, soll
die grundlegende Idee, das Brownsche Rauschen in Beziehung zu den Geschwindigkeits-
fluktuationen der Fliissigkeit zu setzen, die Basis des grofiten Teils der vorliegenden Arbeit
bilden und zusammen mit den in den Referenzen [35-38] gefundenen Beziehungen spéter
in Polymersimulationen Verwendung finden.



Die Voraussetzung fiir eine Beschreibung des Verhaltens von Polymeren oder Teilchen
im Scherfluss ist also die Kenntnis der thermischen Geschwindigkeitsfluktuationen einer
gescherten Fliissigkeit in Abwesenheit von suspendierten Teilchen. Diese thermischen Be-
wegungen einer gescherten, inkompressiblen Fliissigkeit wurden zum Beispiel mit Hilfe
einer direkten Simulation der Bewegungsgleichungen fiir einen festen Parametersatz un-
tersucht [39]. Der Schwerpunkt in Referenz [39] und anderen Arbeiten [40, 41] gilt vornehm-
lich der durch den Scherfluss verdnderten thermischen Energie, welche proportional der
Summe iiber die Autokorrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen ist und welche fiir
verschiedene Simulationsmethoden wichtige Aspekte liefert. Insbesondere konnte kiirzlich
in der Referenz [40] fiir die Autokorrelation zwischen den Geschwindigkeitsfluktuationen
an zwei verschiedenen Punkten eine komplexe Richtungsabhingigkeit von deren Verbin-
dungsvektor gefunden werden. Es wird sich in der Dissertation zeigen, dass die Energie
verstiarkenden Korrekturen erst in hoherer Ordnung der Scherrate auftauchen. In fithren-
der Ordnung der Scherrate ergeben sich stattdessen die Kreuzkorrelationen von Geschwin-
digkeitsfluktuationen in zwei zueinander senkrechten Richtungen. Wie in dieser Arbeit
explizit gezeigt wird, hingen diese Kreuzkorrelationen ebenfalls vom Betrag und von der
Orientierung des Abstandsvektors zwischen den beiden Messpunkten ab. Im Fokus der
vorliegenden Arbeit liegt die Kreuzkorrelation der beiden Geschwindigkeitskomponenten,
welche die Scherebene aufspannen, da diese zusétzliche scherratenabhéingige Beitrége zu
den stochastischen Kriften, die auf eine suspendierte Kugel wirken, liefern. Da auch der
Ubergang einer Scherstrémung zur Turbulenz durch die Nicht-Normale Kopplung und Ver-
starkung von Storungen in zwei zueinander senkrechte Richtungen innerhalb der Scher-
ebene erklidrt werden kann [42, 43], steht die gefundene Kreuzkorrelation auch hiermit im
Zusammenhang.

Das Ziel des Hauptteils dieser Arbeit ist es, die thermischen Fluktuationen in einer Fliis-
sigkeit zu bestimmen, deren Grundstrémung eine ebene Couette-Stromung ist, wobei auch
der Einfluss der Geféafiwénde beriicksichtigt werden soll. Es soll weiterhin ein Maf fiir den
Einfluss dieser Geschwindigkeitsfluktuationen des Losungsmittels auf die Korrelation der
stochastischen Krifte, die auf ein suspendiertes Teilchen wirken, bestimmt werden. Fiir Si-
mulationen von Kugel-Feder-Modellen unter verschiedenen Bedingungen ist es wiinschens-
wert, dass die gefundenen Ergebnisse als Funktionen der Scherrate, der Teilchenabmessung
sowie des Wandabstandes vorliegen.

Hierzu werden die in den Fluktuationen linearisierten Navier-Stokes Gleichungen mit der
Methodik der hydrodynamischen Fluktuationen in einer Naherungsrechnung fiir ein unbe-
grenztes Gefdafl analytisch und fiir eine ebene Couette Stromung, unter Beriicksichtigung
der Wénde, numerisch gelost. Es werden sowohl die frequenz-, als auch die zeitabhédngigen
Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen bis zur quadratischen Ordnung in der
Scherrate im Wellenzahlraum bestimmt. Da der Schwerpunkt der Betrachtungen in den
Korrekturen niedrigster Ordnung in der Scherrate liegt, werden die stationéiren Korrela-
tionsbeitrige hiervon auflerdem im Ortsraum betrachtet und in Anlehnung an Referenz
[34] iiber ein Teilchenvolumen gemittelt, um ihren Einfluss auf die stochastischen Kréfte
zu bestimmen.



Die Dissertation ist wie folgt gegliedert:

Im ersten Kapitel wird die deterministische Dynamik von drei durch Federn festgehaltenen
Kugeln, die sich in einer Scherstromung befinden, berechnet und die lineare Stabilitéit der
gefunden stationéren Positionen untersucht. Es folgt die Betrachtung der nichtlinearen
Dynamik der oszillatorisch instabilen Parameterbereiche.

Beginnend mit dem zweiten Kapitel werden die thermischen Fluktuationen in einer ge-
scherten Fliissigkeit abgeleitet und diskutiert. Zu Beginn von Kapitel 2 wird auf die Be-
sonderheit der Fliissigkeitsfluktuationen im Scherfluss eingegangen, insbesondere in Bezug
auf deren Einfluss auf die Brownsche Bewegung einer suspendierten Kugel. Anschlieffend
werden die grundlegenden Bewegungsgleichungen abgeleitet. In Kapitel 3 werden am Bei-
spiel einer ruhenden Fliissigkeit zunéchst die wichtigsten Groflen eingefiihrt, die die Fluk-
tuationen charakterisieren. Es werden Herleitungswege und Zusammenhénge zwischen den
verschiedenen Grofien erklért, die in den folgenden Rechnungen als Referenz dienen.

In Kapitel 4 werden zunichst die grundlegenden durch die Scherstrémung bedingten Ande-
rungen der Bewegungsgleichungen fiir die Fliissigkeit abgeleitet und besprochen. Eine Né-
herung in den Ausgangsgleichungen macht es moglich, einen Teil der durch den Scherfluss
verursachten Korrekturen fiir die transversalen Anteile der Geschwindigkeitsfluktuationen,
die eine inkompressible Fliissigkeit beschreiben, analytisch zu berechnen. Die gefundenen
Ergebnisse werden ausfiihrlich besprochen.

In Kapitel 5 wird schliellich - sowohl fiir eine ruhende Fliissigkeit, als auch fiir eine ebene
Couette-Stromung - der Einfluss von Winden auf die Fluktuationen analysiert. Die Ergeb-
nisse werden mit denjenigen aus der analytischen Rechnung verglichen und Abweichungen
hiervon diskutiert.



1 Oszillationen von festgehaltenen Kugeln
im Scherfluss

Die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen Blutzellen oder schwimmenden Bakterien,
unterschiedlichen Segmenten eines Polymeres oder auch zwischen verschiedenen Polyme-
ren ist auch in Stromungen mit kleinen Reynoldszahlen von nichtlinearer Natur [44]. Diese
nichtlineare Wechselwirkung kann dynamische Effekte induzieren, wie zum Beispiel die pe-
riodische Bewegung von Kugeln, die in einer Fliissigkeit im Gravitationsfeld sinken [8, 9],
die Synchronisation von rotierenden Ketten und Zilien [45, 46] oder die hydrodynamische
Kopplung in optischen Vortizitéten [10]. Durch die hydrodynamische Wechselwirkung ent-
steht im Scherfluss eine komplexe Dynamik frei schwimmender Polymere [17, 19] und
sie ist auch verantwortlich dafiir, dass viele geloste Polymere auch iiberraschende Effekte
erzeugen, wie zum Beispiel die elastische Turbulenz [6, 7].

Die Bewegungen von an einem Ende festgehaltenen Polymerketten, die einer homogenen
Stromung ausgesetzt sind, wurden ebenfalls bereits experimentell untersucht [16, 18]. Hier
finden sich sowohl fiir die statischen, als auch fiir die dynamischen Eigenschaften signifi-
kante hydrodynamische Wechselwirkungseffekte [18, 20-22, 26, 47]. Im Scherfluss wurden
bisher nur einzelne, an einer Wand festgehaltene Polymere betrachtet [23-25, 48]. Seit
kurzem ist es moglich, auch das Verhalten vieler festgehaltener Polymere experimentell zu
untersuchen, indem diese auf so genannten ,,Micropillars® befestigt einer Scherstromung
ausgesetzt werden. Hierbei stellen sich folgende Fragen. Welche Dynamik ist fiir mehrere
benachbarte und festgehaltene Polymere in einem Scherfluss zu erwarten? Welche Rolle
spielt dabei die hydrodynamische Wechselwirkung?.

&

Abb. 1.1: In der linken Bildhilfte sind an einer Wand verankerte semiflexible Polymere skiz-
ziert, wihrend in der rechten Skizze auf kleinen Stédbchen befestigte flexible Polymere
dargestellt sind. In beiden Szenarien sind die Polymere einer linearen Scherstrémung
ausgesetzt.




1 Oszillationen von festgehaltenen Kugeln im Scherfluss

Das in diesem Abschnitt untersuchte Modell ist durch die in Abbildung 1.1 skizzier-
ten Szenarien motiviert. An einer Wand befinden sich entweder nebeneinander befestigte
semiflexible Polymere (Abbildung 1.1 links) oder Stidbchen, an deren oberen Enden flexible
Polymere angebracht sind. In beiden Féllen werden die Polymere durch das Scherfeld in
der Wandnihe deformiert. Wesentliche Aspekte dieser beiden Situationen sollen anhand
eines einfachen Modells untersucht werden:

1. Die Polymere werden durch Kugeln ersetzt und jede Kugel befindet sich in einem
harmonischen Potential.

2. Die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen den Kugeln im Scherfluss wird be-
riicksichtigt, aber die hydrodynamische Wechselwirkung mit der Wand wird vernach-
ldssigt.

Es bleiben als Modell schliellich drei in einem Scherfluss an unterschiedlichen Positionen
durch lineare Federn festgehaltene Kugeln, deren durch die hydrodynamische Wechselwir-
kung verursachte deterministische Dynamik untersucht wird.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 1.1 werden die Modellparameter ein-
gefithrt und die Bewegungsgleichungen fiir die Kugeln aufgestellt und erlautert. Im Ab-
schnitt 1.2 werden die stationéren Losungen ermittelt und analysiert. Eine lineare Stabili-
tatsanalyse liefert im Abschnitt 1.3 die Parameterbereiche, in denen die stationére Lage der
Kugeln linear instabil wird und hin zu einer oszillatorischen Bewegung anwéchst (“Hopf-
Verzweigung”). Es folgt eine Untersuchung der nichtlinearen Bewegung im Abschnitt 1.4.

Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden in Referenz [11] publiziert.
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1.1 Modell

Abb. 1.2: Die Lage der drei durch lineare Federn festgehaltenen Kugeln im Scherfluss. Die Ecken
des in der yz-Ebene liegenden Dreiecks entsprechen den Positionen der Minima der har-
monischen Potentiale, in welchen je eine Kugel gefangen ist. Die gestrichelten Linien
sind stellvertretend fiir die Federn eingezeichnet, die dem harmonischen Potential ent-
sprechen, und zeigen hier eine mogliche Auslenkung der Kugeln durch das Stromungs-
feld u(r) = (ux(y),0,0). Der homogene Anteil ugé, entspricht der Geschwindigkeit an
der Unterseite des Dreiecks.

Es soll die Dynamik von drei, durch lineare Federn mit der Federkonstanten k in einer
Scherstromung festgehaltenen Kugeln mit dem Radius a betrachtet werden. Die Minima
R; (i = 1,2,3) der harmonischen Federpotentiale liegen, wenn keine weiteren Einschrin-
kungen gemacht werden, an den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlédnge
b und der Hohe H = %\/gb, wie es in der Abbildung 1.2 skizziert ist. Die obere Ecke
befindet sich somit an der Position Ry = (0, H,0) und die beiden unteren Ecken des Drei-
ecks liegen an den Positionen Ro3 = (0,0,+b/2). Fiir die Ergebnisse der numerischen
Berechnungen in diesem Kapitel wurde der Abstand b = 5a gewéhlt. Die Kugeln an den
Federn werden aufgrund ihres Reibungswiderstandes durch die Stromung ausgelenkt. Die
Stromungsgeschwindigkeit u(r) soll sich aus einer homogenen Stréomung up und einem
linearen Scherfluss,

u(r) = (uo +4¥,0,0) , (1.1)

mit der Scherrate 4 zusammensetzen. Dabei kann der homogene Anteil dadurch entstehen,
dass das Dreieck, in Anspielung an die in Abbildung 1.1 dargestellten Szenarien, mit
den unteren beiden Potentialminima in einem Abstand h = “7—0 in y-Richtung von der
Stelle entfernt ist, an der die Gesamtstromung verschwindet, beziehungsweise an der sie
ihr Vorzeichen wechselt. Die aktuellen Kugelpositionen r; = (z;,y;, 2;) fiir die i-te Kugel

erhilt man aus der Bewegungsgleichung
. k -
r; = u(I‘Z‘) — Zrd;i + Z (uy(rij) — QRP(I‘Z‘j)]{)I‘d;j) s (12)
J#i

worin die Feder- und Stokeskriifte, sowie die hydrodynamische Wechselwirkung zwischen
den drei Kugeln eingehen. Es ist ( = 67na die Stokes Reibungskonstante, die proportional



1 Oszillationen von festgehaltenen Kugeln im Scherfluss

Abb. 1.3: Die qualitative Wirkung der hydrodynamischen Wechselwirkung: Die griine Kugel wer-
de durch eine externe Kraft in einer homogenen Stromung festgehalten, wodurch das
Stromungsfeld gestort wird. Die rote Kugel spiirt hierdurch eine nach rechts unten und
die blaue Kugel eine nach rechts oben gerichtete Kraft, die um so stérker ist, je kiirzer
ihr Abstand zur griinen Kugel ist.

zur Viskositdt n der Fliissigkeit ist. rg; = r; — R; ist der Vektor fiir die Auslenkung aus
dem Potential und r;; = r; —r; der Abstandsvektor zwischen den Kugelmittelpunkten der
beiden Kugeln ¢ und j.

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung (1.2) beschreibt die ungestorte Stro-
mung aus Gleichung (1.1) und der zweite Beitrag den Einfluss der harmonischen Feder-
kréfte. Jede der drei festgehaltenen Kugeln stort das sie umgebende Stromungsfeld und
spiirt ihrerseits die von den anderen Kugeln gestorte Stromung. Diese Wechselwirkung der
Kugeln iiber die Fliissigkeit wird als hydrodynamische Wechselwirkung bezeichnet und
durch den Rotne-Prager Tensor [44] beschrieben:!

1 2 a? a?\ rr
QP (r) = 1+4=—)1I 1—2— ) —]|. 1.3
Q7 (r) 8mnr K + 37”2)_ +< 7"2> 7"2} (1.3)

Hierbei ist I;; = 0;; die Einheitsmatrix und r» = |r| die Lénge von r. Die qualitative
Wirkung der hydrodynamischen Wechselwirkung ist in der Abbildung 1.3 skizziert.

Neben der Translationsgeschwindigkeit wird das Stromungsfeld aulerdem durch die Rota-
tion jeder Kugel im Scherfeld beeinflusst. Die damit verbundene zusétzliche Stérung der
Stromung an den Positionen der anderen Kugeln ist im dritten Term der Gleichung (1.2)
beriicksichtigt. Seine explizite Darstellung ist gegeben durch [49]

wo= (3RO E (e

wobei E;; = %(&-xéjy + 0iy0;) ist, falls die Kugel im Abstand r frei rotieren kann und
E;j = ¥0;y0;4, falls ein externes Drehmoment die Rotation der Kugel verhindert. Es soll
hier der Fall mit frei rotierenden Kugeln betrachtet werden.

! Im Grenzfall groBer Abstinde geht der Rotne-Prager Tensor in den Oseen-Tensor iiber, der sich auch
in anderem Zusammenhang in Gleichung (3.63) wiederfindet.



1.2 Stationédre Kugelpositionen

Zusammen mit der Relaxationszeit 7 := (/k und dem Kugelradius a lassen sich die Zeit t —
7t', der Ort r — ar’, die Scherrate ¥ — %1’ und die homogene Geschwindigkeit durch ug =
2 u reskalieren und die Gleichungen im Folgenden durch die dimensionslosen Gréflen ¢/, v/
4’ und u{, beschreiben, so auch die Auslenkung der Kugel aus dem Potentialminimum,

/ LR

rd;i = (l7 = I'; - R; = (x:i;i’yél;i’zél;i) . (15)

1.2 Stationdre Kugelpositionen

Die nichtlinearen Gleichungen (1.2) besitzen fiir zeitunabhéngige Stromungsfelder uf(r)
stationéire Losungen r?, mit 0 = O Die Kugelauslenkung soll in diesem Fall durch die
Vektoren 1?9, :=r? — R} = (Cﬂdl, yd i 20 Z) beschrieben werden.

Keine hydrodynamische Wechselwirkung

Wenn die Kugeln nicht iiber die Fliissigkeit wechselwirken, die Summe in Gleichung (1.2)
also verschwindet, so wird die Auslenkung jeder Kugel durch die Stokes Reibungskraft
F = 6mnau(r) mit der Stromungsgeschwindigkeit u(r) aus Gleichung (1.1) bestimmt.
Mit ¥, = 0 erhélt man dann fiir die Komponenten senkrecht zur Strémungsrichtung die
stationéren Auslenkungen yd = zd .; = 0, so dass die Kugeln in dieser Richtung in ihren

Potentialminima yi = R, und zZ Rlzi verharren. Setzt man diese Positionen in die
Stromung (1.1) ein, erhélt man fiir die z-Komponente aus der Balance zwischen der Feder-

und der Reibungskraft die stationéiren Auslenkungen der Kugeln in z-Richtung,
2 = (uf+ 7' Ry (1.6)

Fiir unterschiedliche y-Positionen R' ;, der Potentialminima wird demnach jede Kugel ver-
schieden weit in z-Richtung ausgelenkt Im Falle des Dreiecks mit der Hohe H' = H/a
ergeben sich dann die jeweiligen Positionen wie folgt:

ré?l = (ug++%'H')é,

ré?z = rdo3 = upés - (1.7)

Auswirkung der hydrodynamischen Wechselwirkung

Wegen der hydrodynamischen Wechselwirkung zwischen den Kugeln, &ndert sich die durch
die Stromung verursachte Federauslenkung im Vergleich zum Grenzfall ohne Wechselwir-
kung, wie es durch die Gleichungen (1.7) beschrieben wird.

Die Berechnung der stationdren Lagen wurde fiir diesen Fall numerisch mit einem selbst
erstellten Fortran-Programm fiir ein Newton-Verfahren durchgefiihrt, wobei auch auf die
NAG-Bibliothek [50] zuriickgegriffen wurde. Mit diesem Newton-Verfahren wurden meh-
rere Losungen fiir die stationdren Lagen gefunden, von denen die meisten aber instabil
gegeniiber kleinen Storungen waren. Um die stabilen stationdren Losungen aufzufinden,
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Abb. 1.4: Die Abbildung zeigt die stationdren vertikalen Auslenkungen y7y = yg), der beiden
unteren Kugeln (gestrichelte Linie) und der oberen Kugel y& 1 (gestrichpunktete Linie),
sowie die Verschlebung 2! d 3 = —zd 5 in Richtung der z-Achse (durchgezogene Linie) als
Funktion von /4" und fiir die dimensionslose Scherrate 4/ = 2.6.

mussten die Startwerte hinreichend nahe an der Endlosung gewéhlt werden. Hierzu wur-
den zunéchst die im vorhergehenden Absatz besprochenen Gleichgewichtslagen (1.7) ohne
Beriicksichtigung der hydrodynamischen Wechselwirkung und fiir wachsende vy, jeweils die
zuvor gefundenen stationére Lagen als Ausgangsposition benutzt.

Die Auslenkung ré?ﬂ. der Kugeln bei Variation der dimensionslosen homogenen Strémung
uy fiir eine feste Scherrate 4" = 2.6 ist in Abbildung 1.4 als Funktion von v /4" dargestellt.
Es sollen nun verschiedene Bereiche fiir u{, in der Abbildung 1.4 genauer beschrieben
werden. Fiir ), = 0 verschwindet die Geschwindigkeit an den Potentialminima der Kugeln
2 und 3, so dass mit einem endlichen Schergradienten 4/ zunichst nur die obere Kugel 1
verschoben wird. Die Kugel 1 erzeugt jetzt aber eine Stérung des Geschwindigkeitsfeldes
der Fliissigkeit, welche die Kugeln 2 und 3 nach unten und in z-Richtung nach auflen
bewegt, wie es in der Kurve in Abbildung 1.4 zu erkennen ist. Dabei sind die vertikalen
Auslenkungen gleich grof, yd3 = ydz, und die horizontalen Auslenkungen 2283 = 2&02
besitzen unterschiedliche Vorzeichen.

Erhoht man jetzt uy), so wird auch das Stromungsfeld in der Umgebung der unteren Kugeln
2 und 3 endlich, so dass auch diese zu Storungen des Feldes an der Positon der Kugel 1
fithren. Diese Storungen sind dort nach unten, also hin zu kleineren y-Werten, gerichtet.
Somit wird y&?l ebenfalls negativ, bleibt fiir kleine wu;, aber weiterhin grofier als y&%. In
Richtung der z-Achse kompensieren sich die von den Kugeln 2 und 3 ausgelosten Stérungen
an der Stelle der Kugel 1, so dass zd 1 = 0 unveréndert bleibt. Da sich die Stérungen der
beiden anderen Kugeln addieren, wird die Kugel 1 fiir wachsende u(, vom Betrag stirker in
y-Richtung abgelenkt, als die Kugeln 2 und 3. Dadurch wird die relative Distanz zwischen
den Kugeln aber kleiner, wodurch sich der Einfluss der Kugel 1 auf die anderen beiden
Kugeln verstiarkt. Somit vergréflern sich auch die Werte fiir |y(’£3| und z(’io;?’ als Funktion
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von ).

Dieses qualitative Bild beschreibt den Trend der stationéren Lage bis u(, ~ 20%’. Oberhalb
dieses Wertes erreichen iiberraschenderweise die Auslenkungen ein Extremum und nehmen
fiir wachsende u(, wieder kleinere Werte an. Eine Erkldrung hierfiir findet man, wenn man
die Kugelpositionen bei grofien Stréomungsgeschwindigkeiten u(, betrachtet, wenn némlich
die Kugeln wieder nahezu parallel zur yz-Ebene angeordnet sind. Die Wechselwirkungs-
kriifte zwischen den Kugeln werden fiir grofie u(, im Vergleich zu den Stokes-Kréften klein.
In diesem Grenzfall ist die Hohe des Dreiecks jedoch kleiner und die Distanz der Kugeln
2 und 3 in z-Richtung grofer als es ohne Stromung der Fall ist. Dieser Zusammenhang
ist eine Konsequenz des komplexen Kriftegleichgewichts zwischen der Federkraft und der
nichtlinearen hydrodynamischen Wechselwirkungskraft, so dass es kein einfaches qualita-
tives Bild, weder fiir die Deformation des Dreiecks, noch fiir die schwéicher werdenden
Auslenkungen der Kugeln oberhalb der Extrema gibt.

1.3 Hopf-Verzweigung
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Abb. 1.5: In a.) sind die Wachstumsraten o (u(/4’) fiir verschiedene Scherraten 4 als eine Funk-
tion der durch die jeweilige Scherrate geteilten dimensionslosen homogenen Stromung
up und in b.) die zugehorigen Imaginirteile w dargestellt.

Unmittelbar hinter den in Abbildung 1.4 gezeigten Extrema werden die stationdren Ku-
gellagen instabil und durch eine numerische Losung der dynamischen Bewegungsgleichun-
gen (1.2) erkennt man, dass sich die Kugeln oszillatorisch bewegen.

11
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Abb. 1.6: Im grau hinterlegten Gebiet sind die stationdren Auslenkungen linear instabil. An der
durchgezogenen Linie am Rande des grau hinterlegten Gebietes findet sich eine superkri-
tische Hopf-Verzweigung und an der gestrichelten Linie ist die Verzweigung subkritisch.
Entlang der durchgezogenen Linie am Rande des schraffierten Bereiches, in dem sich
die Hopf-Verzweigung hysteretisch verhilt, liegt der so genannte saddle-node.

Der Ubergang zu oszillatorischer Dynamik kann jetzt mit Hilfe einer linearen Stabilitéits-
analyse der stationiren Auslenkungen r gegen kleine Stérungen dr’(¢) gefunden werden.
Mit Hilfe des Ansatzes r; = r0 + 6r/(¢) fithrt eine Linearisierung der Ausgangsgleichun-
gen (1.2) zu einem Satz von neun linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zienten,

Y =Lr")Y  mit Y(t) = (6r],érh,or}) , (1.8)

welche die lineare Dynamik einer kleinen Stérung or)(¢) beschreiben. Die Gleichung (1.8)
wird durch den Ansatz Y = exp(ot’ £ iwt') Y gelost, womit sie in ein Eigenwertproblem
iiberfithrt wird.

Die resultierende Wachstumsrate o besitzt einen endlichem Imaginérteil w innerhalb eines
begrenzten Bereichs von w, wie es in der Abbildung 1.5 fiir drei verschiedenen Werte
der dimensionslosen Scherrate 4/ dargestellt ist. Der gesamte Bereich fiir die Parameter
4’ und wy, der gleichzeitig eine positive Wachstumsrate o (u(,) und eine endliche Frequenz
w aufzeigt, ist durch den schattiert gezeichneten Bereich in Abbildung 1.6 dargestellt und
mit “Hopf-Verzweigung” bezeichnet.

Zum Test der Robustheit des Hopf-Ubergangs wurden die Aufhingepunkte fiir die Ku-
geln 1 und 2 in allen drei Raumrichtungen geéndert, so dass die Potentialminima zum
einen kein gleichschenkliges Dreieck mehr bildeten und zum anderen das gleichschenklige
Dreieck nicht mehr senkrecht zur Stromungsrichtung lag. Die Hopf-Verzweigung blieb er-
halten und es ergaben sich die folgenden wesentlichen Trends: Bringt man die Haltepunkte
niher zusammen, so wird die hydrodynamische Wechselwirkung verstéirkt und die Hopf-
Verzweigung tritt in einem grofleren Parameterbereich und auch fiir kleinere Werte von
ug, auf. Wurde das Dreieck umgedreht, so dass die Kugel 1 bei der kleineren Strémungs-
geschwindigkeit lag, so war der Bereich der Hopf-Verzweigung kleiner und nach héheren

12
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u(, verschoben. Insbesondere ergaben sich durch eine Positionierung der drei Kugeln in
einem Poiseuille-Fluss keine neuen qualitativen Trends. Das Verhalten gehorcht weitge-
hend demjenigen, welches im Rahmen der Uberlegungen hier, fiir ein lineares Scherprofil
zu erwarten war.

1.4 Nichtlineare Bewegung

/
Ausllenlliung x,
W N

|
I

0 0.04 0.08 0.12
Zeit t'
Abb. 1.7: Die Zeitabhéngigkeit der Abweichung z.,; vom stationéren Schwerpunkt des Dreikugel-

systems fiir Kugel 1 (durchgezogene Linie), 2 (gestrichelte Linie) und 3 (gestrichpunk-
tete Linie) fiir 4" = 2.6 und u(/4 = 35.5.

Abb. 1.8: Die zu Abbildung 1.7 gehorigen Trajektorien der Kugeloszillationen in der zz-Ebene.

Ein typisches Beispiel fiir die dreidimensionalen Oszillationsbewegungen der Kugeln pro-
jiziert auf die x-Achse ist in Abbildung 1.7 dargestellt. Hier sind die Abweichungen

o, . / _ / / / . . .
der Kugelpositionen r,; = (xe;i,ye;i,ze;i) relativ zu ihrem gemeinsamen Schwerpunkt

=107} /3 gezeigt.
Zwei charakteristische Verhaltensweisen kénnen in der Abbildung erkannt werden: Die

Kugeln 2 und 3 oszillieren mit einer Phasenverschiebung von 7 und die Kugel 1 oszilliert
in z-Richtung mit der doppelten Frequenz der beiden anderen Kugeln.

13
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Oszillationsamplitude
=

Abb. 1.9: Die Oszillationsamplitude der Kugel 1 in z-Richtung als Funktion von ug/4" fiir 4" =
2.6. Die gepunktete Linie zeigt den oberen Ubergang der Hopf-Verzweigung.

Diese doppelte Frequenz der Kugel 1 ist ein Effekt der Projektion auf die x-Achse, wie
im Phasenplot in Abbildung 1.8 zu erkennen ist. Die Kugel 1 fithrt simultane periodische
Bewegungen in der z- und z-Richtung durch, so dass die Kugeln 2 und 3 abwechselnd
weggestoflen werden. Die Phasendarstellungen in der zy- und der yz-Ebene sind dhnlich.

Entlang der durchgezogenen Linie, die den grau schattierten Bereich in Abbildung 1.6 um-
gibt, ist die Hopf-Verzweigung superkritisch. Auf der gestrichelten Linie ist sie subkritisch
und der Hysteresebereich ist durch die schrige Schraffur gekennzeichnet. Die Oszillati-
onsamplitude von einer Kugel ist in der Abbildung 1.9 als Funktion von wy/4’ fiir die
Scherrate 4/ = 2.6 gezeigt. Es ist das superkritische Verhalten am unteren Ubergang und
die Hysterese am oberen Ubergang zu erkennen.

In der Néahe der superkritischen Hopf-Verzweigung sind die Oszillationen harmonisch. Im
Gegensatz dazu werden sie weiter weg von diesem Ubergang, fiir groBere wy, bis in den
Hysteresebereich hinein, stark anharmonisch.

1.5 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Teil der Dissertation wurde die Hopf-Verzweigung von drei gebundenen, punkt-
artigen Kugeln in einem linearen Scherfluss bei kleinen Reynoldszahlen untersucht. Die
Verzweigung wird durch das Zusammenspiel der nichtlinearen hydrodynamischen Wechsel-
wirkung zwischen den Kugeln und dem Schergradienten induziert. Die Ergebnisse wurden
fiir drei Kugeln gewonnen, die durch lineare Federn in einem senkrecht zur Strémungsrich-
tung orientierten gleichschenkligen Dreieck festgehalten wurden. Die gefundenen Effekte
sind sehr robust gegen verschiedene Anderung der Verankerungspunkte.

Die Ergebnisse konnen als Anregung fiir Experimente dienen, in denen mehrere hydrody-
namisch wechselwirkende Polymere in einem Scherfluss festgehalten werden. Neben den
in der Einleitung bereits genannten Szenarien, in denen die Polymere in der N#he einer
Wand auf kleinen Stdben befestigt werden, bietet es sich auch an, die Polymere an kleinen
Kiigelchen zu befestigen, die durch Laserfallen in einer Stromung gehalten werden kon-
nen. Ein weiterer interessanter Aspekt ist, ob die kiirzlich diskutierte Drehbewegung von

14



1.5 Zusammenfassung und Ausblick

festgehaltenen Polymeren [23, 25, 48] in Bezug zu der hier gefundenen Hopf-Verzweigung
steht.

Da die Hopf-Verzweigung wesentlich durch die Nichtlinearitédt der hydrodynamischen
Wechselwirkung induziert wird, ist zu erwarten, dass ein verbessertes Polymermodell und
die Berticksichtigung von vielen anstatt von drei Polymeren den Parameterbereich der
Oszillationen erweitert und moglicherweise zu chaotischem Verhalten fithrt. Ein solches
Modell kann nichtlineare Federn, unterschiedliche Federkonstanten oder im Falle der se-
miflexiblen Polymere die Biegeelastizitit beriicksichtigen und ist in groflen Teilen bereits
in der Simulationssoftware implementiert.
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

Wenn man vom Modell der einzelnen Kugeln aus dem vorherigen Kapitel 1 zu der eigentli-
chen Idee zuriickkehrt, die Dynamik von in Scherstromungen festgehaltenen Polymerketten
zu untersuchen, so ist zu beachten, dass auf ein Polymer, neben der durch die Stréomung
induzierten deterministischen Kraft, noch weitere Krifte wirken, die durch die thermischen
Bewegungen der Fliissigkeit entstehen. Entsprechend sind bei Kugel-Feder-Modellen fiir
Polymere neben deterministischen Kriften auch die stochastischen Krifte zu beriicksich-
tigen. In einer ruhenden Fliissigkeit oder auch in Potentialstromungen lassen sich diese
Krifte, wie unten gezeigt wird, leicht aus der Gleichgewichtsthermodynamik ableiten. In
einer Scherstromung befindet sich die Fliissigkeit allerdings im Nichtgleichgewicht und die
auf ein suspendiertes Teilchen wirkenden thermischen Krifte konnen sich von denen un-
terscheiden, welche man fiir eine Fliissigkeit im Gleichgewicht erhilt. Es stellt sich bei
der Untersuchung der Brownschen Bewegung also die Frage, welche thermischen Kréfte
auf ein einzelnes Teilchens (Kugel) in diesem Fall wirken und wie diese von der Scherrate
abhéngen.

Die Beschreibung der Brownschen Bewegung eines einzelnen, in einer Fliissigkeit suspen-
dierten Teilchens am Ort rg, welches sich zusétzlich in einem harmonischen Potential
V = %kz|rK|2 befindet, wird durch die bekannte Bewegungsgleichung fiir die Teilchenge-

schwindigkeit ugx = 4rg beschrieben [51],

du K

"

Hierbei ist ( = 6mna die Stokessche Reibungskonstante fiir eine Kugel mit Radius a, die sich

in einer Fliissigkeit mit der Viskositat 7 bewegt. In einer isotropen Newtonschen Fliissigkeit

werden die thermischen St68e gleichwahrscheinlich aus allen Richtungen kommen, so dass

auf die Kugel im zeitlichen Mittel die thermischen Krifte verschwinden und somit (£°(t)) =

0 gilt. Weiterhin kann man annehmen, dass die Stéfle zu verschiedenen Zeiten statistisch

unabhéingig voneinander stattfinden, so dass sich der folgende Ansatz fiir die Korrelationen
der stochastischen Krifte anbietet:

(PO ) = fijot —1). (2.2)

= —(ug —/{?I‘K—i-fs(t). (2.1)

Fasst man Ort und Geschwindigkeit in einem Vektor 2" = (rg,ux) zusammen, so lasst
sich die Bewegungsgleichung (2.1) durch ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem ers-
ter Ordnung beschreiben. Die Losung 27 (t) dieser Gleichungen kann man fiir grofie Zeiten

t mit Hilfe der Matrix
0 1
et 1) »
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

und dem Null-Vektor 0 := (0,0,0) formal durch das Integral

I R
2 (1) /_ K <fs(t)> (2.4)

angeben. Mit der Korrelation fiir die stochastischen Kréfte aus Gleichung (2.2) kann man
somit die Korrelationsmatrix fiir die Kugelgeschwindigkeiten bestimmen und erhélt fiir die
zeitgleiche Korrelation

_ Ji
2mc

(ukc;i(t)ur;(t)) (2.5)

Um die gesuchten Amplituden der Korrelation der stochastischen Kréfte, f;;, zu bestim-
men, nimmt man jetzt an, dass sich die Fliissigkeit im thermischen Gleichgewicht befindet
und die Kugelgeschwindigkeiten einer Maxwellverteilung geniigen. Die Geschwindigkeits-
korrelation zu gleichen Zeiten folgt damit aus dem Equipartitionstheorem und es gilt
m kT
5 (urii(0)urc;;(0) = ——6i; - (2.6)
Ein Vergleich der beiden Ausdriicke (2.5) und (2.6) fiir die Geschwindigkeitskorrelation
liefert f;; = 2kpT'(d;; und damit das Fluktuations-Dissipations Theorem in der Form

(FE@0F5 (1)) = 2kpTCo0(t —t'). (2.7)

Fiir eine Kugel, die sich in einer Scherstromung, ug = Yyé,, mit der Scherrate 4 befindet
und ebenfalls durch ein harmonisches Potential am Ursprung festgehalten wird, muss die
Bewegungsgleichung (2.1) um den Scherfluss ergénzt werden:

duK

Lost man diese Gleichung nach der Geschwindigkeit auf, so ergibt sich fiir ihre Korrelati-
onsmatrix die statische Losung

fa:a: + %;)ﬂfyy fxy fxz
1
<uK(t)uK(t)> - M fxy fyy fyz ) (2'9)
fmz fyz fzz
wie es im Detail in [36] beschrieben ist. Nimmt man an, dass die stochastischen Krifte

gegeniiber dem Fall der ruhenden Fliissigkeit unveréndert bleiben und durch (2.2) gegeben
sind, so folgt hieraus fiir die Korrelation

144220 0
kpT T ok
(ur (tur(t) = ——— 0 1 0]. (2.10)
0 0 1

18



2.1 Hydrodynamische Gleichungen

Fiir die Autokorrelation in Stromungsrichtung, (ug .. (t)uk.z(t)), gilt dann nicht mehr das
aus der Maxwellverteilung gewonnene Equipartitionstheorem (2.6). Durch die Scherstro-
mung befindet sich das System nicht im Gleichgewicht, so dass das Equipartitionstheorem
nicht mehr erfiillt sein muss und damit auch das Fluktuations-Dissipations Theorem in
der bekannten Form (2.7) nicht mehr vollsténdig ist. Wie genau die stochastischen Krifte
zu wihlen sind, ist eine offene Frage, fiir die hier ndherungsweise eine Antwort gegeben
wird. Fiir frei schwimmende kugelférmige Teilchen gibt es verschiedene Ansitze, die sto-
chastischen Kriéfte in einem Scherfluss zu bestimmen, die zum Teil zu unterschiedlichen
Ergebnissen fiithren [27, 28, 30, 31]. An dieser Stelle macht es Sinn, eine Stufe tiefer anzu-
setzen und die Ursache der stochastischen Kréfte und damit der Brownschen Bewegung
zu ergriinden. Die Wechselwirkung einer Kugel mit einer sie umgebenen Fliissigkeit ist
durch das Gesetz von Faxén gegeben [52]. Es liefert die Kraft auf eine Kugel als Funktion
der Geschwindigkeit der Fliissigkeit. Kennt man also die Geschwindigkeitsfluktuationen in
einer Fliissigkeit, sollte es moglich sein, daraus durch eine dhnliche Beziehung die stochasti-
schen Kréfte zu bestimmen. Auf diese Art wurden in der Referenz [34] die fiir eine ruhende
Fliissigkeit bekannten Korrelationen der stochastischen Krifte aus den hydrodynamischen
Gleichungen bestimmt und auch fiir ein im Scherfluss mitschwimmendes Teilchen wur-
den bereits Losungen gefunden [33]. Insbesondere ist zu erwarten, dass im Scherfluss die
Geschwindigkeiten in z- und y-Richtung korreliert sind, also die Kraftkorrelation f, in
Gleichung (2.9) einen endlichen Wert besitzt.

Die Fluktuationen einer Fliissigkeit werden, ganz #&hnlich wie die Brownsche Bewegung
einer einzelnen Kugel, selbst durch den Scherfluss verdndert. Ziel der folgenden Kapitel ist
es daher, die Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen einer Fliissigkeit mit Hilfe
der Theorie der hydrodynamischen Fluktuationen herzuleiten. Es wird zum einen eine
analytische Naherungslosung fiir eine unbegrenzte Fliissigkeit berechnet und anschliefend
der Fall einer Couette-Stromung zwischen zwei begrenzenden Winden analysiert und zwar
fiir den Fall, dass die Bewegungen am Rand ohne Schlupf sind.

2.1 Hydrodynamische Gleichungen
Die makroskopische Dynamik einfacher Fliissigkeiten wird durch Kontinuumsgleichungen
beschrieben. Dabei folgt die Kontinuitétsgleichung [53]
O + Ok (pug) =0, (2.11)
aus dem Erhaltungsgesetz fiir die Masse! und die Navier-Stokes-Gleichung
poyu; + p(ugOp)u; = —0ip + Ff 4 Opoi + O (2.12)

beschreibt die Impulserhaltung sowie die Dissipation durch die viskose Reibung in der
Fliissigkeit. u;(r,t) sind die Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes, mit i € {1, 2,3},
p ist das Druckfeld, p ist die Dichte, o ist der deterministische und § der stochastische,

! Es gilt durchweg die Einsteinsche Summenkonvention, das heit, es wird iiber doppelt auftretende
Indizes summiert und es gilt zum Beispiel fiir die Divergenz Oyui = V-u.
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

durch thermische Fluktuationen induzierte Anteil des Spannungstensors. F;° enthélt alle
weiteren externen Kraftdichten, wie sie zum Beispiel durch die Scherspannung bei der
Scherstromung erzeugt werden oder durch die Bewegung einer suspendierten Kugel in der
Fliissigkeit entstehen.

Schlieflich erhélt man aus der Energieerhaltung eine Gleichung fiir die Variation der spe-
zifischen Entropie s, also der Entropie pro Masseneinheit,

1
pT(at + ukak)s = §Uik (Gkul + quk) — Oiq; — g1, (2.13)

welche in eine Gleichung fiir die Temperatur 7" umgeschrieben werden kann. Es sind ¢
die Komponenten des deterministischen und g; die des stochastischen Anteils des Wirme-
stroms. Die Gleichungen (2.11) - (2.13) beschreiben die makroskopische Fliissigkeitsdyna-
mik, einschlieBlich der Fluktuationen [54].

Fiir Newtonsche Fliissigkeiten sind obige Gleichungen noch um die linearen, isotropen
Materialgesetze fiir den Spannungstensor?

2
Tik = U(akuz + Ojuy, — galulfsik) + (oinOiuy (2.14)
und fiir den Wairmestrom
q=—KkVT (2.15)

zu erginzen. Die Konstanten 1 und ¢ sind die Scher- und Volumenviskositéit und & ist die
Warmeleitfahigkeit.

Der stochastische Spannungstensor fiir eine Newtonsche Fliissigkeit, deren makroskopische
Geschwindigkeit verschwindet, hat einen verschwindenden Mittelwert

(Cik(t1,r1)) =0 (2.16a)
und die Korrelation® hingt von der Temperatur und der Viskositit wie folgt ab [54],
(& (t1,11)E&m (t2, r2)) (2.16b)
= T 1B + Simut) + (¢ — 31) ikbin 81 — £2)3(01 — 12).

2 Die allgemeine Form des Materialgesetzes fiir den Spannungstensor lautet oix = Nikim€m: mit dem
Tensor der Dehnungsrate (strain-rate) émn; = %(Gmul + O1tum).
Fiir isotrope Newtonsche Fliissigkeiten sind nur noch zwei Koeffizienten von 7;x,, unabhéngig von-
einander und es gilt die Darstellung [55]

2
Nikim = N(0:10km + Oim ki) + (C — gn) 0ik0tm

mit der Scherviskositit n und der Volumenviskositét ¢.
% Wie in Gleichung (B.53) im Anhang B gezeigt wird, folgt mit dem allgemeinen Viskositétstensor 9ixim
die Korrelation

(&in(t1,r1)&m(t2,r2)) = 2kBTNikimO(r1 — r2)d(t1 — t2)

fiir den stochastischen Spannungstensor.
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2.2 Fluktuationen um lokales Gleichgewicht

Der mit g bezeichnete stochastische Warmestromanteil besitzt fiir ein System im Gleich-
gewicht ebenfalls einen verschwindenden Mittelwert

(9i(t,T)) =0, (2.17a)
und fiir seine Korrelation gilt

(gi(t1,v1)gr(t2, v2)) = 26T6;1,0(r1 — r2)8(t1 — to) . (2.17b)

Geht man von einer konstanten Temperatur T'(r,t) = Tj aus, so gelten zusammenfassend
die Gleichungen

Op + O(pvy) =0, (2.18a)

pOsu; + p(urOk)u; = —0;p + nlu; + (C + g)aialul + Ff + i (2.18b)
1

pTo ((%S + ukaks) = §Uz‘k (Gkui + @uk) —0ig; - (2.18¢)

Hierbei kann der Druck noch durch eine Zustandsgleichung p(p,T') ausgedriickt werden.
Zur Losung der Gleichungen miissen auflerdem noch die Randbedingungen fiir die Felder
spezifiziert werden. Fiir so genannte schlupffreie (no-slip) oder haftende Randbedingun-
gen verschwindet das Geschwindigkeitsfeld an einer festen Oberfliche, wie zum Beispiel
diejenige einer suspendierten harten Kugel oder der Gefiflwénde, vollstéindig und somit
auch die Gradienten entlang dieser Fléachen. Fiir eine Wand an der Position y = d, die sich
parallel der xz-Ebene erstreckt, gilt damit

uz(z,y =d, 2) =uy(z,y =d, 2) =u,(z,y =d,2) =0,
Ou(z,y =d,z) = 0u(x,y =d,z) =0. (2.19)

Ist die Fliissigkeit aulerdem inkompressibel, das heifit p ist konstant, gilt wegen der Glei-
chung (2.18a) V-u = 0 und man erhélt fiir den Gradienten der y-Komponente der Ge-
schwindigkeit in y-Richtung, also senkrecht zur Wand, die Bedingung

Oyuy(x,y =d, z) = —0guz(z,y = d,z) — Ouz(z,y =d,z) =0. (2.20)

2.2 Fluktuationen um lokales Gleichgewicht

Durch &uflere Krifte erzeugte Geschwindigkeitsfelder lassen sich nur in wenigen Féllen
durch ein Potential darstellen, so wie zum Beispiel bei der Dehnstréomung. In derartigen
Féllen kann das Geschwindigkeitspotential wie andere Potentiale und mit Methoden der
statistischen Thermodynamik des Gleichgewichts bei der theoretischen Beschreibung von
Fluktuationen beriicksichtigt werden [55, 56]. Insbesondere beim Fluktuations-Dissipations
Theorem kann in diesem Fall der Gleichverteilungssatz verwendet werden, wie es im 3. Ka-
pitel am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit gezeigt wird.
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

Die Scherstromung enthilt Rotationsanteile und lésst sich daher nicht durch ein Potential
darstellen. Zur Analyse der Dichte- und Geschwindigkeitsfluktuationen sind daher andere
Methoden als fiir Potentialstromungen einzusetzen. Sind die Abweichungen vom thermi-
schen Gleichgewicht aber klein, was bedeutet, dass sich kleine Teilvolumina der Fliissigkeit
in einem mit der Stromung mitbewegten System im thermischen Gleichgewicht befinden,
so kann man von einem lokalen thermischen Gleichgewicht ausgehen. Die thermischen
Fluktuationen des Geschwindigkeitsfelds werden im mitbewegten System vom stochas-
tischen Anteil im Spannungstensor, wie er fiir eine sich ansonsten in Ruhe befindliche
Fliissigkeit gilt und in Gleichung (2.16b) eingefithrt wurde, lokal erzeugt. Es wird also
angenommen, dass die stochastischen Kréfte unabhéngig von der lokalen Geschwindigkeit
und der Vorgeschichte des betrachteten Teilvolumens sind.

Die Gesamtgeschwindigkeit der Fliissigkeit u(r,t) = ug(r,t) + v(r,t) setzt sich aus der
deterministischen Hauptstromung ug(r,t) und den Fluktuationen v(r,t) zusammen. Der
Gleichgewichtsmittelwert der Geschwindigkeitsfluktuationen (v(r,t)) = 0 verschwindet
und somit ist das mittlere Strémungsfeld gerade gleich der deterministischen Strémung,
(u(r,t)) = ug(r,t). Analog kann die Gesamtdichte durch die Summe py(r,t) + p(r,t), mit
der mittleren Dichte py(r,t) und den im Mittel verschwindenden Dichtefluktuationen p(r,t)
beschrieben werden. Die Gesamtgeschwindigkeit und die Gesamtdichte erfiillen weiterhin
die Gleichungen fiir Masse-, Impuls- und Energieerhaltung (2.18):

A (po + p) + O ((po + p)(uok +vx)) =0, (2.21)
(po + )0k (uosi + vi) + (po + p)(uos + vi) Ok (wosi + v;)
= —0ip + F{ + Opoir, + Ok&ik: ,

1
(po+ p)T (85 + (uoyk + vi)Os) = 0k (Ok (uosi + vi) + Oi(uo + vi)) — Ot — g1 -

Fiir die stochastischen Beitrige £ und g gelten weiterhin die Eigenschaften (2.16)
und (2.17). In den Gleichungen (2.21) wurde die explizite Nennung der Abhingigkeiten
von Ort und Zeit wegen der besseren Ubersichtlichkeit vernachlissigt. Auch die Randbe-
dingungen miissen vom gesamten Geschwindigkeitsfeld u(r,t) = ug(r,t) + v(r,t) erfiillt
werden. Da das deterministische Stromungsfeld diese bereits getrennt von den Fluktuatio-
nen erfiillt, bedeutet dies, dass die Geschwindigkeitsfluktuationen unabhingig vom deter-
ministischen Stromungsfeld die Bedingungen (2.19) und im inkompressiblen Fall (2.20) an
den Winden erfiillen miissen.

2.3 Lo6sung fiir ein deterministisches Stromungsfeld

Mittelt man die Gleichungen (2.21) iiber die Fluktuationen und stochastischen Spannungen
und verwendet die Gleichungen (2.16)-(2.17), so ergeben sich Bewegungsgleichungen fiir
die mittlere Geschwindigkeit ug(r,¢) und damit fiir das deterministische Stromungsfeld,
ebenso wie fiir die mittlere Dichte py(r,¢). Es sollen hier nur zeitunabhéngige externe
Kriifte betrachtet werden, weshalb nur der Fall einer konstanten Dichte po(r,t) = pp und
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2.4 Linearisieren und Entdimensionalisieren

eines stationiren Geschwindigkeitsfelds ug(r,t) = ug(r) eintritt:

V'UQ = 0,
po(ug-V)ug = —09;po + nAug + F°. (2.22)

Das mittlere Geschwindigkeitsfeld wird somit durch die externen Krifte F¢ zusammen mit
den schlupffreien Randbedingungen (2.19) und fiir inkompressible Fliissigkeiten zusétzlich
durch die Bedingung (2.20) an den begrenzenden Flichen bestimmt.

2.4 Linearisieren und Entdimensionalisieren

Die lokalen Geschwindigkeitsfluktuationen v(¢) werden im Vergleich zur mittleren Ge-
schwindigkeit als so klein angenommen, dass die Gleichungen beziiglich der Fluktuationen
linearisiert werden konnen. Vor der Berechnung dieser Fluktuationen sollen zur besseren
Unterscheidbarkeit von dimensionsbehafteten und dimensionslosen Gréfien noch einige De-
finitionen eingefiihrt werden.

Die dimensionsbehaftete Gesamtgeschwindigkeit wird mit @, die Gesamtdichte mit p und
der Gesamtdruck mit p bezeichnet. Die restlichen Gréflen werden, sofern sie eine Dimension
haben, mit einem hochgestellten V markiert. Zusammen mit den Fluktuationen p, v und
P kann man die folgenden Ansédtze machen:

u(r,t) = ug(r,t) +v(r,t),
) = po(r,t) + p(r,t
ﬁ(r’ t) = ﬁO(r’ t) + ]5(1‘

I
—
=
~
\;k
S~— ~—

. (2.23)

Unter der Annahme einer homogenen Temperaturverteilung kann die Anderung der Druck-
fluktuation auch durch
dp = S dp
v
ausgedriickt werden. Hierbei ist ¢ die adiabatische Schallgeschwindigkeit und v = C,/C,
der Quotient aus den spezifischen Wiarmen* (nicht zu verwechseln mit der spéter einge-
fithrten Scherrate ).

Da die Mittelwerte 0y, pg und pg die hydrodynamischen Gleichungen (2.22) erfiillen, erhélt
man aus (2.21) die in den Fluktuationen linearisierten Gleichungen

Op + po(Ok0k) + tokOkp =0, (2.24)

P00 0; 4 po o,k 0k ) Ui + Po(0r0k )to,;
b .7 §
= ip + AT + (C + g)az‘(ak@k) +F7

4 Wegen der Adiabatengleichung pV?™ = const gilt @r/p = —ydV/v. Mit dV = —Vdp/, erhiilt man hieraus
dp/p = vdp/p und mit der Definition der Schallgeschwindigkeit ¢ = dp/dp = pvy/p schlieBlich die
Beziehung dp = ¢* /7 dp.
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

Die Divergenz des stochastischen Spannungstensors § wurde hierin zu der stochastischen
Kraftdichte F¥ zusammengefasst:

B8 = 0. (2.25)

Es werden die Grundgrofien reskaliert und entdimensionalisiert, wobei im Folgenden die
dimensionslosen Gréflen wieder ohne Markierung geschrieben werden.

7 = Lr;, t=rt,
L o
Vi = ;Uz' ) P = pop, (2.26)
§ - 0 L
U, = —ug; =: Uugq, PP = ,0_2 o
T T

Die reskalierten Gleichungen haben mit der Abkiirzung
c 4
Q= g + - (2.27)
U]

schliefllich die Form

Oip + v + upOkp =0, (2.28)
Opv; + (o 10k )vi + (k0K ) U0 = —cZOZ-p + vAv; +v(a — 1)0;(Orvg) + Fis,

mit der skalierten kinematischen Viskositét, gegeben durch das Inverse der Reynoldszahl
Re des Systems,

nT

v=Re!:= L2 (2.29)
und der dimensionslosen Schallgeschwindigkeit
-9 1
2 = %ﬁ . (2.30)

Durch die Wahl der Skalierung fiir F° ergibt sich aus (2.25) fiir die entdimensionalisierte
Divergenz des stochastischen Spannungstensors die Beziehung

T ops_ T
poL " poL?
womit seine Korrelation nach Gleichung (2.16b) durch

(& (t1,11) & (t2, T2)) = 2Q%v [(51‘151% + GimOkt) + (o = 2)6i Oy | X

O, = FP = i »

(S(I'l — I'2)6(t1 — t2) N (231)
gegeben ist. Hierbei wurde die folgende Grofle eingefiihrt:
kT 1
2 B
= 2.32
Fol? U2 232

Die tatsédchliche Festlegung auf eine charakteristische Lénge L geschieht spéter und kann
zum einen die endliche Lange des Systems oder aber der Radius eines Testteilchens sein.
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2.5 Kraft auf ein Testteilchen

2.5 Kraft auf ein Testteilchen

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, entstehen durch die Fluktuationen in der
Flissigkeit Krafte auf eine suspendierte Kugel. Der Zusammenhang soll in diesem Ab-
schnitt dargestellt werden. Da auf der Oberflache einer in der Fliissigkeit gelosten Kugel
schlupffreie Randbedingungen gelten und auflerdem stochastische Krifte auf die Kugel
wirken, treten in der Fliissigkeit zusétzliche Spannungen auf. Der Effekt einer determinis-
tischen Stromung auf eine Kugel ldsst sich im Rahmen des Gesetzes von Faxén [52, 57]
ermitteln, indem man die auf die Kugel wirkende hydrodynamische Kraft F* berechnet.
Befindet sich die Kugel am Ort ¥g und bewegt sich mit der Geschwindigkeit G in einem
Stromungsfeld 0y (), so erhilt man hiernach diese, auf sie wirkende Kraft, durch Mittelung
des Geschwindigkeitsfeldes iiber die ganze Kugeloberfliche:

Fh= 4 (ﬁK _ ! / di2 (o + f)) . (2.33)

Ok Jox

Hierbei ist ¢y = 6m7ja die Stokessche Reibungskonstante und Ox = 47a? die Oberfliche
der Kugel mit Radius a. Die Bewegungsgleichung fiir eine Kugel der Masse m, die sich in
einer Fliissigkeit bewegt, ist dann gegeben durch

m%ﬁ;{ = Fh. (2.34)
Um im Formalismus des vorangegangenen Abschnitts zu bleiben, sollen auch hier alle Gro-
Ben durch eine dimensionslose Darstellung beschrieben werden. Benutzt man die selben
charakteristischen GréBen aus den Gleichungen (2.26)-(2.32), so kann man die hydrody-
namische Kraft " aus Gleichung (2.33) wie folgt durch die dimensionslose Kraft F"
ausdriicken:

- U
F' = joL>=F". (2.35)
T
Das Gesetz von Faxén nimmt somit die folgende, entdimensionalisierte Form an:
1
Fi = —( (uK - — dr? ug(ro + r)) . (2.36)
Ok Joy

Analog zu der Gleichung (2.33) wurde hierbei die jetzt entdimensionalisierte Reibungs-
konstante

Co = b6mra (2.37)
und die Kugeloberfliche Oy = 4ma? eingefiihrt.

Fiir das makroskopische zeitunabhéingige Geschwindigkeitsfeld ug(r) ergibt sich also nach
Gleichung (2.36) die Kraft

Fi = —(o (U-K - [uo(ro)]oK) : (2.38)
wobei das iiber die Kugeloberfliche Ok gemittelte deterministische Stromungsfeld durch
1
[uo(ro)]OK = O—/ dr? up(rg+r) (2.39)
K Jog

gegeben ist.
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2 Thermische Fluktuationen im Scherfluss

2.5.1 Zeitabhdngiges Stromungsfeld und stochastische Kraft

Es wére naheliegend, das Gesetz von Faxén auch dazu zu benutzen, die auf eine Kugel
wirkenden stochastischen Krifte f*(f), die Ursache fiir die Brownschen Bewegungen sind,
aus den Geschwindigkeitsfluktuationen der Fliissigkeit abzuleiten. Tatséchlich ldsst sich
damit die bekannte zeitabhéingige Korrelation in einer deterministisch ruhenden Fliissig-
keit (F*(£)f*(#)) = 2kpTod(f — ) nicht bestimmen.® Der Grund ist, dass das Gesetz von
Faxén nur fiir stationére Stromungen giiltig ist, die Gleichungen fiir die Geschwindigkeitsf-
luktuationen (2.24) aber ausdriicklich zeitabh#ingig sind. Eine Ergéinzung fiir zeitabhéngige
Felder findet sich zum Beispiel in [57] und es gilt mit dem zeitabhéngigen Gesamtgeschwin-
digkeitsfeld u(r,t) der Fliissigkeit fiir die dimensionslose hydrodynamische Kraft auf eine
Kugel

B () = ~C(w)ur(xo,0) + Go((1+ aa) [alro, )], + 507 [u(ro, W)y, )

mit o = /2 (1 — 1), ((w) = (o(1 + aa + $a2a?) und der Definition

[u(ro,w)ly, = %/\/(a) driu(rg+r,w). (2.40)

Driickt man die Gesamtgeschwindigkeit durch u(r,w) = up(r) + v(r,w) aus, so kann man
die Fluktuationsanteile als stochastische Krifte zusammenfassen:

£ (r0,w) = Co ((1 + aa) [v(r0, w)]o, + éa2a2 v (ro, @)y ) . (2.41)

Mit o/ = 4/ 5”—;(1 —1) erhélt man nach dyadischer Multiplikation fiir die Korrelationsmatrix

der stochastischen Krafte schlie3lich

(£ (v, w)f* (ro,) = G (1 + @) (1 + a)([v(xo, @), [V(ro,&)] o, )
2

+ L a(1 + aa){[v(ro,@)loy [v(r0, )]y, )
2

a
+ goﬂ(l + o’a){([v(ro, w)]VK [v(ro, w')]oK>
1 2

+ §a2a' a4<[v(r0,w)]VK [V(ro,w’)]VK>> . (2.42)
Aus dieser Gleichung folgt die bekannte §(t — ¢')-Abhéngigkeit fiir die Korrelationen der
stochastischen Kréfte in einer makroskopisch ruhenden Fliissigkeit, ergdnzt um weitere
zeitabhéngige Terme [34]. Wie aulerdem in der Referenz [34] gezeigt wird, spielt der letz-
te Summand in (2.42), die Korrelation der iiber das Volumen gemittelten Fluktuations-
geschwindigkeiten, die tragende Rolle, um das klassische und in der Zeit d-korrelierte
Ergebnis zu erhalten.

® In entdimensionalisierter Form geht dieser Ausdruck in (£%(t)f*(¢')) = 2Q%¢od(t — t') iiber.
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2.5 Kraft auf ein Testteilchen

Ergénzt man die Bewegungsgleichung (2.34) fiir die Kugel mit der Masse i um die sto-
chastische Kraft, so erhélt man die Langevin-Gleichung

m%u;{ =Fp+5(1). (2.43)
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden
Fliissigkeit

Als Vorbereitung zur Berechnung der thermischen Geschwindigkeitsfluktuationen in einer
Scherstromung werden diese im vorliegenden Abschnitt fiir ein ruhendes und unendlich
ausgedehntes Fliissigkeitsvolumen bestimmt. Dieser Fall dient als Referenz, beziiglich der
die durch den Scherfluss und der Winde bewirkten Anderungen der Fluktuationen disku-
tiert werden.

3.1 Gleichungen fiir die Fluktuationen

Fiir die Berechnung der Geschwindigkeitsfluktuationen hat es sich bewé&hrt, das Geschwin-
digkeitsfeld in zwei zueinander senkrechte Komponenten zu zerlegen: v = v/ + v, Mit
dieser Aufspaltung wird die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes alleine durch den Anteil
v! bestimmt, mit V-v = V-v! und die Rotation durch den transversalen Anteil v*, mit
Vxv =Vxvl=wund der Vortizitit w.

Somit erhilt man aus den linearisierten Gleichungen (2.28) entkoppelte Gleichungen fiir
vl und w, indem man auf die gesamte Gleichung entweder die Divergenz oder die Rotation
anwendet. Eine weitere Anwendung der Rotation liefert dann Bewegungsgleichungen fiir
die transversale Geschwindigkeit v!. Dies wurde im Anhang A fiir ein allgemeines, durch
externe Krifte erzeugtes Geschwindigkeitsfeld berechnet, so dass (A.4) und (A.5) fiir eine
im Mittel ruhende Fliissigkeit mit ug = 0 die Gleichungen

dp+V-vi=0,
(0 —vaN\V-vl+EAp=V.F’ = H,
(0 —vA) AV = —VxVxF° = -G, (3.1)

liefern. Die transversale Geschwindigkeit v! liegt hierbei in einer Ebene senkrecht zur
Richtung der longitudinalen Geschwindigkeit v'.

Wiéhrend die Dichtefluktuationen an die longitudinalen Geschwindigkeitsfluktuationen

koppeln, sind die transversalen Komponenten davon vollig unabhéngig. In einer inkom-
pressiblen Fliissigkeit, in der die Dichte konstant ist, gilt V-v = V-v! = 0.
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

3.2 Korrelation, Spektrale Dichte und Relaxationsfunktion

Durch die Berechnung des Mittelwertes der Gleichung (3.1) fallen die Fluktuationsanteile
des Spannungstensors H und G aus der Gleichung heraus und es ergibt sich eine lineare,
homogene Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeitsfluktuationen [58, Kapitel 5E].

Ist das Fliissigkeitsvolumen sehr grof3, so dass es als unendlich ausgedehnt aufgefasst wer-
den kann, so liegt eine Fourierzerlegung beziiglich des Ortes fiir die Geschwindigkeitsfluk-
tuation

v(k,t) = /dr e Ky (r,t), v(r,t) = / (262_{)3 ey (k,t),

als auch fiir die Dichtefluktuation nahe. Man erhélt fiir die linearen Differentialgleichungen
im reziproken Raum:

dp+ik-vi =0, (3.2a)
(0 + vak?)ik-v! — k%p =0, (3.2b)
(0 + vk)k*vt = 0. (3.2¢c)

3.2.1 Longitudinale Fluktuationen

Nach Konstruktion bietet sich fiir den longitudinalen Geschwindigkeitsbeitrag der Ansatz
vl = v’k mit k = ¥ an. Dadurch nehmen die Gleichungen (3.2a) und (3.2b) die folgende
Form an

dip(k,t) +ikv' (k,t) =0,
(8 + vak®)vl (k,t) + ik®p(k,t) = 0.

Mit den Anfangsbedingungen v!(k,t = 0) und p(k,t = 0) zum Zeitpunkt ¢ = 0 kénnen
diese mit Hilfe einer Laplace-Transformation

vl (k, s) :/ dt el (k,t),
0

und der Beziehung (C.13) in das lineare Gleichungssystem

—isp(k, s) +ikv'(k,s) = p(k,t = 0),
(—is + vak®)v'(k, s) + ikcp(k, s) = vl (k,t = 0) (3.3)

iibergefiihrt werden. Hieraus folgen die Amplituden fiir die Dichtefluktuationen

ikv!(k,t = 0) + (is — vak?)p(k,t = 0)
s2 4+ ivak?s — k2¢?
(k,s)v' (k,t = 0) + R, (k,s)p(k,t = 0),

p(k,s) =

=: R,
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3.2 Korrelation, Spektrale Dichte und Relaxationsfunktion

und die longitudinalen Geschwindigkeitsfluktuationen
isvl(k,t = 0) + ikc?p(k,t = 0)
s2 +ivak?s — k2c¢?
—=: Ry (k,s)v'(k,t =0) + Ry ok, s)p(k,t =0).

vl(k,s) =

Diese Losungen besitzen die folgenden komplexen Polstellen

k2 k
810 = —131/04 + — 5 4c? — v2a?k?

und durch Laplace-Riicktransformation ergeben sich daraus nach der Berechnung des
Bromwich-Integrals (C.12) schliellich die zugehorigen zeitabhéingigen Fourieramplitu-
den

v kt k 4c2 202k?
p(k,t) = e_fak2t<cos (5 4¢? — 1/2042/<:2> vaksin(5 Vic! — via )>P(k,t =0)

4c? — v2a?k?
v g2y sin(&V/4c2 — 12a2k2) k.t = 0)
4c? — v2ak?
= Ry, pll,t = 0) + R, (k, 1ok, £ = 0)
vaksin(Ev/4c? —12a2k2) \ |
v'(k,t
4¢? — v2a?k?
va g2y sin(&V4c? — 12a2k2)
4c? — v2a?k?
(k, )0 (k,t = 0) + Ry ,(k,t)p(k,t = 0).

— 2te”

vk, t) = e TH (cos <? 4c? — 1/2a2k2) —

— 2icte”

=R

vl vl

3.2.2 Transversale Fluktuationen
Die Gleichung fiir den Vektor der transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen (3.2c) be-
sitzt die exponentiell geddmpfte Losung

vik,t) = vi(k,t = 0)e ¥V fir +>0), (3.4)

welche oft als ,,hydrodynamische Mode“ bezeichnet wird [59] Es handelt sich um harmo-
nische, kollektive Fluktuatlonen mit der Wellenlénge A\ = welche exponentiell mit der
Zeitkonstanten 7(k) = kQ geddmpft werden.

k 9

Die Laplace-Transformation

vi(k,s) = /OO dt e"'v'(k,t) (3.5)

0

wird mit s = w + 7€ und dem Konvergenzfaktor ¢ > 0 in der oberen Halbebene ausgefiihrt
und man erhalt
i

¢
K, s) = —
vk, ) s + ivk?

vi(k,t =0) = R it (k,s)v(k,t = 0). (3.6)
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

Die hydrodynamische Mode besitzt demnach die Polstelle bei s = —ivk? auf der imagi-
niren Achse und R ¢t (k,s) = erzZW I ist die dynamische Relaxationsfunktion des inkom-
pressiblen Geschwindigkeitsfeldes, die die Relaxation einer Nichtgleichgewichtsauslenkung
ins Gleichgewicht beschreibt.

3.2.3 Symmetrien der Korrelationsmatrix

Die Korrelationsmatrix S (r,r’,¢,t') der Geschwindigkeit ist gegeben durch den thermi-
schen Gleichgewichtserwartungswert des dyadischen Produkts der Geschwindigkeiten an
den Orten r und r’ sowie zu den Zeitpunkten ¢ und ¢

S(r,x' t,t) = (v(r,t)v(r',t)). (3.7)

Neben der Translationsinvarianz in der Zeit gilt in einem unendlich ausgedehnten isotropen
System auch die raumliche Translationsinvarianz:

S(r,v’ t,t') =8 (r+ Ar, v/ + Ar,t + At t' + At).

Setzt man hier schlieBlich Ar = —r’ und At = —#/, so kann die Korrelation auch in die
Form

S(r,t) = {v(r,£)v(0,0))
gebracht werden.

Fiir die spéteren Betrachtungen wird die rdumliche Fouriertransformation

S(k, k' t,t') = /dr'/dr e_ik'r_ik/rlﬁ(r,r',t,t')
_ /dr/ / d(I‘ _ I'/) e—ik(r—r’)—i(k/+k)r’§ (I‘ _ I',, 0,t, t/)

N / d(r —x) e 8 (r — 1,0, ) / R

= (21)3 S (k,t,t)6(k + k') (3.8)

benotigt, wobei in der zweiten Zeile die rdumliche Translationsinvarianz genutzt und in
der letzten Zeile S (k,t,t") durch den Ausdruck

S (k,t,t") = / dr e7krg (r,0,t,t")

definiert wurde. Die zeitliche Fouriertransformation davon ergibt unter Ausnutzung der
zeitlichen Translationsinvarianz

§(k,w,w'):/ dt/ dt’ et 8 (k,t, 1)

_ / d(t . t/) eiw(t—t/)§ (k,t o t/)/ dt' ei(w-l-w/)t/

—00 —00

=27 S (k,w)d(w + '), (3.9)
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3.2 Korrelation, Spektrale Dichte und Relaxationsfunktion

wobei

S (k,w) = / dt / dr ek S (v, 0,,0) (3.10)

die spektrale Dichte der Geschwindigkeitsfluktuationen genannt wird. Die entsprechenden
Riicktransformationen sind

S (k1) = / ;l_‘“ et (K, w),

oo 2T

S (r,t) :/% e S (k). (3.11)

Zur Berechnung dieser spektralen Dichte aus der Relaxationsfunktion benétigt man die
Laplace-Transformierte der Korrelationsfunktion

S (k,s) = / dt €S (k,t) fiir Im s > 0. (3.12)
0

Setzt man an dieser Stelle fiir S (k,t) das Fourier-Integral aus (3.11) ein, so erhilt man
zwischen der Laplace-Transformation der Korrelationsmatrix und der spektralen Dichte

die Beziehung
N ooy .
S (k,s) = / dt et / 2—“’ e LS (K, w)
0

oo 2T

= / dw S (k,w) / dt e's—t
27T 0
_/°° dw S (k,w)

oo 2T w—S

Umgekehrt kann die spektrale Dichte wie folgt umgeformt werden:

S (k,w) = / dt / dr etk S (r 1)
/ dt /dI‘ elwt Zkl‘S / dt /dI‘ ezwt zkrS )
/ dt / dr e“t=kr g (¢ / dt / dr e~ wiHikrg (_p —¢).

Zusammen mit der aus der Orts- und Zeittranslationsinvarianz ableitbaren Beziehung
S (—r,—t) = (v(—r,—t)v(0,0)) = (v(0,0)v(r,t)) = ST(r,1), (3.13)

wird fiir die spektrale Dichte somit auch die folgende Darstellung moglich

S — hm [/ dt /dI‘ ez(erzet zkrS / dt /dI‘ ez( w+ie t+zkrS ( )

— lim (5 (k,w +i€) + 8T (~k, —w + z’e)) , (3.14)

€E—
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

was auch einfach durch

S(kw) = (80¢w) +87(-k,—w)) = (S(kw) + 8Tk w)).  (315)

ausgedriickt werden kann. Hierbei bedeutet das hochgestellte | ,,komplex adjungiert.

3.2.4 Loésungen fiir die Geschwindigkeitskorrelationen

Ausgehend von der stochastischen Differentialgleichung fiir das Geschwindigkeitsfeld (2.28)
soll nun die spektrale Dichtematrix fiir die transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen be-
rechnet werden. Dazu multipliziert man von rechts dyadisch die transversale Geschwindig-
keit v*(0,0) am Ort r = 0 und zum Zeitpunkt ¢ = 0 und bestimmt den Gleichgewichtsmit-
telwert. Dann ergibt sich die folgende Differentialgleichung fiir die Korrelationsfunktion:

8,5ASU1¢U§ (r,t) = VAQSva;(r,t) firt > 0. (3.16)

Diese Gleichung ist identisch mit derjenigen fiir die Geschwindigkeitsfluktuationen (3.2c)
und es kann daher mit (3.6) unmittelbar die Losung angegeben werden:

Sv;sv; (k, 8) = msvivé (k, t= O) = thvt (k, S)Sv;?v; (k, t= O) . (3.17)
Entsprechend erhélt man fiir die longitudinalen Komponenten
S'Ulvz(k, s) = Rk, s)Syi(k,t =0). (3.18)

Die statische Korrelation S ,,(k,# = 0) der Geschwindigkeitsfluktuationen kann zu-
mindest im Grenzfall k — 0 durch die entdimensionalisierte statische Suszeptibilitit
Xviv; =POVX ausgedriickt werden,

X X

: kpT 1 ,
lim Sy (k2 = 0) = 2= — 5oV ¥uio: = @*Xviw, » 3.19
1n 7 j( ) pOV U2p0 X’L J Q X 1Vg ( )

k—0
welche die statische Anderung einer Grofie aufgrund einer im ganzen Volumen homogen
wirkenden konjugierten Kraft F beschreibt!, wie es in Anhang B ausfiihrlich aus thermo-
dynamischen Uberlegungen heraus abgeleitet wird. Insgesamt ergibt sich aus (B.28) als
Néherung fiir kleine k& der Ausdruck

Syy(k7 3) = QQE UU(k7 S)X VU (320)

! Da die statische Suszeptibilitéit nur fiir im ganzen Volumen gleich groBe Krifte bekannt ist, kann man sie
auch hier nur mit der homogenen statischen Korrelation in Verbindung bringen, welche man einfach aus
dem Integral iiber das ganze Volumen, welches nach (C.5), durch den Grenziibergang limyx_.o S (k,t = 0)
bestimmt werden kann, berechnet.
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3.3 Statische Suszeptibilitét

wodurch sich am Beispiel der transversalen Komponente der Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen mit Hilfe von (3.15) die spektrale Dichte

ﬁvtvt (k’w) = Q2 (Evtvt (ka s = w) + Eztvt (k’ s = W))Kvtvt
= Q2< ! + (_Z) )thvt

w+ivk?  w—ivk?
vk?

_ 52
= 2Q mzvtvt s (321)
mit der zeitabhéingigen Losung
S ytot (k’ t) = QQG_Vth X vtot (322)

ergibt.

3.3 Statische Suszeptibilitat

Zur Bestimmung der vollstandigen Losung fiir die spektrale Dichte fehlt noch die statische
Suszeptibilitit. Im Rahmen der Einsteinschen Fluktuationstheorie erhéilt man diese fiir ei-
ne ruhende, isotrope Fliissigkeit aus der Maxwell-Boltzmann Geschwindigkeitsverteilung,
wie es zum Beispiel in den Referenzen [58, 60] ausgefithrt und im Anhang B zusammen-
gefasst wurde.

Alternativ kann man diese bei Kenntnis der Korrelation der stochastischen Kraftdichten
auch direkt durch Losen der Gleichungen (3.1) fiir die Geschwindigkeitsfelder berechnen.
Bildet man die zeitabhingige Korrelationsmatrix der Geschwindigkeitfluktuationen, so
muss diese im Grenzfall ¢ — 0 mit dem Ergebnis aus der Maxwell-Boltzmann Verteilung
iibereinstimmen.

Wihrend fiir eine ruhende, unendlich ausgedehnte Fliissigkeit die statische Suszeptibilitét
iiber das Equipartitionstheorem aus der Maxwell-Boltzmann Verteilung bestimmt werden
kann, ist dies bei Beriicksichtigung der Randbedingungen an den Wénden eines endlichen
GefiBes und fiir Nicht-Potentialstromungen nicht méglich. In diesen Fillen liefert demnach
nur der alternative zweite Weg unter bestimmten Voraussetzungen eine Losung fiir die
Korrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen. Um daraus Riickschliisse auf die statische
Suszeptibilitdt zu erhalten, kann dort der erste Weg jedoch formal durchgefithrt werden.
Es sollen daher an dieser Stelle beide Varianten vorgestellt werden.

3.3.1 Maxwell-Boltzmann Verteilung

Die statische Suszeptibilitit der Geschwindigkeitsfluktuationen v = v/ + v? in entdimen-
sionalisierter Form Xy,»; = poV Xv,0; st gegeben durch

Xvivj = 5@] ) (323)
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

wie im einzelnen im Anhang durch Gleichung (B.28) gezeigt wird.

Werden die transversalen Komponenten des Geschwindigkeitsfelds (v_Lk) betrachtet, so
miissen die longitudinalen Anteile von der statischen Suszeptibilitidt subtrahiert werden.
Weiterhin kann in einem unendlich ausgedehnten und isotropen System der Vektor k mit
Hilfe einer orthonormalen Rotationsmatrix D so gedreht werden, dass k' = Dk = ké, in
Richtung der z-Achse zeigt. Die statische Suszeptibilitit der transversalen Geschwindigkeit
fiir das gedrehte Feld v/ = D v ist dann gegeben durch

Xotot = (05 = diadje) = (0ij — (€2€4)i5)

= (6;5 — kik)), (3.24)
mit dem Einheitsvektor k' = \115|' Dreht man das Koordinatensystem zuriick, so ergibt
sich allgemein

Xotor (k) = (85 — kik;) (3.25)

und der dynamische Strukturfaktor der transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen
nimmt die Form

vk?

2
Svgvj(kaw) =2Q 2 1 2k

(855 — kik;) (3.26)

an. Fiir die longitudinale Komponente gilt dann mit x,,,. (l;) = 1 entsprechend
Syt (kyw) = Q* (R (s = w, k) + Ry i (5 = w, k) Xyt (k)

vlol
2, 2
vak‘w
= 2Q2

(w2 _ k202)2 + 202kt

(3.27)

3.3.2 Stochastischer Spannungstensor

Die stochastischen Differentialgleichungen (3.1) im Fourierraum

—iwp(k,w) + ikv' (k,w) =0,

(—iw + vak?)ikv' (k, w) — k2p(k,w) = H(k,w),

(—iw + vE?)E*vi(k,w) = —G(k,w), (3.28)
besitzen die Losungen

pk,w) = (W +ivak’w — K2 'H(k,w),
v(k,w) = %(uﬂ +ivak’w — K2 H(k,w),

G(k,w)

vik,w) = —(—iw + vk?) 12

(3.29)
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3.3 Statische Suszeptibilitét

Damit konnen die Korrelationsfunktionen fiir die Dichte- und Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen durch die Korrelation der Fluktuationen des Spannungstensors ausgedriickt werden:

/

W (k,w)ol (K, ")) = u]:c]:/ (w? +ivakiw — K237t

(W? +ivakw — K?) Y H (k,w)H (K, W),

(ol )0 ) = 20l o (1. 09)
vk, w)v (K, W) = (—iw + vk?) " (—iw + vk ! (Gk, u];lflgk o)) . (3.30)

Mit den im Anhang D explizit berechneten Korrelationen fir H(k,w) und G(k,w), Glei-
chungen (D.4) und (D.8), folgen aus Gleichung (3.30) die Ausdriicke

vak?w?
<Ul(k7 w)vl(kla wl)> = 2Q2(27T)4 (wg — k‘262)2 + 202k4w? 5(k + kl)é(w + w/)> )

k?2
(p(k,w)p(k’ ")) = F(vl(k,w)vl(k',w')%
2 A A
(v!(k, w)v! (K, ) = 2Q%(2m)" ——— 5 (1 — kk)d(k + K)d(w + o)), (3.31)

und daraus ergeben sich nach einer Fouriertransformation iiber die gestrichenen Gréfien
die spektralen Dichten

k202
S (kW) = 202 re
Wit (K, W) Q (W2 = K222 + 1202k w?
k?2
Spp(k,w) = FSUW (w, k),

o2 vk? A

Die homogene, statische Losung davon erhélt man dann nach Riicktransformation in die
Zeit fir t = 0 im Grenziibergang k — 0:

ﬁvlvl(f(’t = 0) = QQa
S it (ko t = 0) = Q*(0yj — kiky) . (3.33)
i'j
Wie gewiinscht ergeben sich daraus wiederum die statischen Suszeptibilitdten
Xolot (K, =0) =1,
vav;- (k7 t= 0) = (5Z] - ]%Z]%j) . (334)

Der stochastische Spannungstensor gibt also die korrekten, aus der Thermodynamik fol-
genden Korrelationen wieder.
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

3.4 Einfluss auf ein Testteilchen

Wie sich aus den Geschwindigkeitsfluktuationen die stochastischen Krifte ergeben, welche
die Brownsche Bewegung einer suspendierten Kugel induzieren, wurde im Abschnitt 2.5
erliutert. Es kann gezeigt werden [34], dass die Korrelationen der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen (3.32) als Hauptbeitrag tatséchlich die bekannte Korrelation der auf eine Kugel
im Rahmen der Langevingleichung wirkenden stochastischen Kréfte (hier in entdimansio-
nalisierter Form)

(FF @O F5 () = 2Q%Cod(t — t')dy; (3.35)

erzeugt, wobei (y = 6mwra die dimensionslose Stokessche Reibungskonstante fiir die Kugel
aus Gleichung (2.37) beschreibt.

Bei der numerischen Berechnung der Geschwindigkeitskorrelationen mit Scherfluss und
Wiénden ist die zeitabhéngige Riicktransformation schwer durchzufithren. Es wird daher
in den folgenden Schritten angenommen, dass die statischen Geschwindigkeitskorrelationen
bereits die wesentlichen Informationen enthalten, um in Gleichung (3.35) die 0-korrelierten
Krifte zu bestimmen. Einen endlichen Wert fiir die statische Korrelation erhélt man nach

zweifacher Mittelung iiber eine Kugel mit dem Volumen? Vi = %7?@3 und es gilt:
_ _ 1 / b 2@
Hsvgv; (t = 0)} } W dr /VK 'S (v =1 = 0) = 5350y (3.37)

Das Verhiltnis der bekannten Korrelation der stochastischen Kréfte in z-Richtung
aus (3.35) und dieser iiber das Volumen gemittelten Korrelation der Fluktuationen ist
dann

(B )
T Bl —0)],, oVt 339

Damit kann die bekannte Korrelation der auf eine Kugel wirkenden stochastischen Kréfte
in einer ansonsten ruhenden Fliissigkeit wie folgt ausgedriickt werden:

(FO[E) =< |[Sualt=0)]] . (3.39)

Energiedichte

Die entdimensionalisierte spezifische Energie der transversalen Moden ist im Fourierraum
gegeben durch ef(k) = %Z?Zl Syt (k,t = 0) = Q% Eine Riicktransformation in den

2Fiir ein festes k gilt mit k-r = kr cos("9)

27
/ / / d’f‘dﬁd(ﬁ?“ SlIl ) +ikrcos(¥) __ 271'/ dT / A9y e:l:zkrcos(q?)
—9 ik —Ucr —4 o
7"/0 drik e e 71'/0 drksm(kr)

— nd® sin(ka)  cos(ka)
= ne” ("G~ ) (3.36)
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3.5 Zusammenhang mit Responsefunktion

Ortsraum liefert dann e’(r) = Q2(r). Die mittlere Energiedichte in einem beliebigen
Volumen V ist nach (3.37) somit

[[e'()]], = 7 (3.40)

Verschwinden der Kreuzkorrelationen

Man erkennt, dass die urspriinglich in der vollen Losung (3.33) auftretenden Kreuzkor-
relationen in den Geschwindigkeitsfluktuationen keinen Effekt auf die suspendierte Kugel
haben. Da diese Beitrige antisymmetrisch im Ort sind, fallen sie der Mittelung iiber die
symmetrische Kugel zum Opfer.

3.5 Zusammenhang mit Responsefunktion

Kurze Herleitung der allgemeinen Beziehungen

Die lineare Antwort eines Systems auf eine externe Kraft h(r,¢) wird durch die so genannte
Response- oder Dissipationsfunktion x ”(r,t) beschrieben. Die Nichtgleichgewichtsauslen-
kung der Geschwindigkeit durch eine externe Kraft kann damit wie folgt ausgedriickt
werden:

t
v(r,t) = 2i/ dt’ /dr’ X" =1t —thh(' t'). (3.41)

Aus Kausalitdtsgriinden kann eine Kraft nur dann einen Einfluss auf die aktuelle Ge-
schwindigkeit haben, wenn sie vor dem betrachteten Zeitpunkt ¢ gewirkt hat, weshalb die
obere Integralgrenze nur bis ¢ reicht. Mit der Definition der dynamischen Suszeptibilitdt,

x(r—rt—t)=200t—-t")x"(r—1,t-1), (3.42)

ldsst sich der obige Ausdruck (3.41) mit der Heaviside Stufenfunktion ©(t) auch durch das
Faltungsintegral

v(r,t) = /00 dt’ /dr' x (@ —r't—t)h(' ) (3.43)

beschreiben.

Im Rahmen des klassischen Fluktuations-Dissipations Theorems besteht nun der folgende
Zusammenhang zwischen der spektralen Dichte S (k,w) und der fouriertransformierten
Response-Funktion x ”(k,w) in entdimensionalisierter Form:

X" (k,w) = —5S (k,w). (3.44)
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

Es soll hier gezeigt werden, dass diese Beziehung im Falle der Geschwindigkeitsfluktua-
tionen in einer im Mittel ruhenden Fliissigkeit giiltig ist. Um die Response-Funktion zu
berechnen, muss daher zunéchst eine Beziehung zwischen dieser und den im Abschnitt 3.2.1
und 3.2.2 abgeleiteten Relaxationsfunktionen hergestellt werden.

Hierzu nimmt man an, dass eine Nichtgleichgewichtsauslenkung der Geschwindigkeit, de-
ren Relaxation ins Gleichgewicht zum Beispiel durch die Gleichungen (3.2) beschrieben
wird, adiabatisch durch eine externe Kraft erzeugt wird. Wird diese zum Zeitpunkt t =0
abgeschaltet,

h(r,t) = h(r')e"O(~t) fiir ¢ — 0 (3.45)

dann gilt fiir die Geschwindigkeitsdnderung aus Gleichung (3.41),

0
v(k,1) = 2i / dt' " (k,t — ¢ )h(k)e (3.46)

—00

wobei das Faltungsintegral im Ort durch ein Produkt im Wellenzahlraum ausgedriickt
wurde. Setzt man hier die Fourier-Darstellung von x ”(k,t — ) im Frequenzraum ein, so
lasst sich dies weiter umformen,

/ dt// k w —zw(t t)h(kl) et’

0
—9 k —iwt / h kl (6+iu})t/
z/%_<w> [ naee

_ / doo X0 0) et (3.47)

T W — 1€

Die Laplacetransformation von v(k,t) liefert dann fiir ¢ — 0 den Ausdruck

"(k, o
V(k, S) :/d_wx ( w)h(k/)/ dt el(SfuJ)t
0

s w

_ / dw X" (k)

o) (3.48)

und mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung beziiglich w kann man hierfiir auch die folgende
Darstellung wéhlen:

v(k,s):/d—“’l( ! —1>X”(k,w)h(k). (3.49)

™ 1S

Da in den Gleichungen (3.3) und (3.5) aber nicht die die Nichtgleichgewichtsauslenkungen
verursachenden Krifte auftreten, sondern die dadurch entstandene Auslenkung zum Zeit-
punkt ¢ = 0 selbst, muss man eine Beziehung zwischen Kraft und Auslenkung finden. Wie
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3.5 Zusammenhang mit Responsefunktion

im Anhang B beschrieben, kann man hierzu die Definition der statischen Suszeptibilitéit
aus Gleichung (3.25) benutzen, womit sich

v(k,t = 0) = y (k)h(k) (3.50)

ergibt. Aufgelost nach h(k) ergibt sich mit h(k) = x (k) 'v(k,t = 0) aus der Glei-
chung (3.49):

T 1S w—=s w

v(k,s):/d—”lG ko) _x (k’w)>x(k)1v(k,t:0). (3.51)

Der so gewonnene Ausdruck lisst sich weiter vereinfachen, wenn man die folgenden Bezie-
hungen ausnutzt. Eine Laplace-Transformation von Gleichung (3.42) liefert den Zusam-
menhang

dw X ”(ka w)
k,s)= | —=—— 3.52
Xl = [ A (35
woraus die statische Suszeptibilitit mit Hilfe des Grenziibergangs

dw X ”(ka w)
k_ = 1' k f— ) fr— [ — . .
(k) = lim y (ks =) = [ 22 X (35

folgt. Somit lassen sich die beiden Integrale in Gleichung (3.51) als die Darstellungen (3.52)
und (3.53) der dynamischen und statischen Suszeptibilitit identifizieren. Vergleicht man
das Resultat mit den Gleichungen (3.3) und (3.5), findet man den allgemeinen Zusammen-
hang

v(k, s) = %(K(k, s)x (k)1 — 1>v(k,t _0)
= R(k,s)v(k,t=0). (3.54)

Die Relaxationsfunktion R (k,s), die die Relaxation einer Nichtgleichgewichtsauslenkung
ins Gleichgewicht beschreibt, ldsst sich durch die dynamische Suszeptibilitiat also wie folgt
darstellen,

Rk s) = — <K(k, $x (k) — 1) , (3.55)

18

wobei x (k, s) mit Hilfe von (3.52) durch das Fluktuations-Dissipations Theorem (3.44) in
Bezug zur spektralen Dichte steht.

Spezialfall einer ruhenden Fliissigkeit

Im Falle einer ruhenden Fliissigkeit ist dies aber genau der Relaxationsprozess, der fiir
kleine k durch Gleichung (3.6) gegeben ist, so dass man durch Vergleich die folgende
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3 Formalismus am Beispiel einer ruhenden Fliissigkeit

Relation erhalt
7

PR (3:56)

1
R(k,s) = — (X (k, s)x (k)~! — 1) ~

is\= =
Lost man diesen Ausdruck nach der Laplacetransformierten der Suszeptibilitdt auf, ergibt
sich

ivk?
k,s)=—=x (k). 3.57

x (i s) = 2o (9 (3.57)
Mit s = w+ ie und dem Grenziibergang ¢ — 0 (man nihert sich also im oberen Halbraum
der reellen Achse) erhilt man

ivk?

k =lim — v (k
X ( ) sl—r>r(l)w+i(e+yk2)z( )

ivk?w + vk®(e + vk?)
= Ii K). .
51—>I% w? + (6 + V/{:Q)Q X( ) (3 58)

Spaltet man die dynamische Suszeptibilitéit in ihren Real- und Imaginérteil auf, so findet
man, dass der Imaginérteil gerade gleich der Fouriertransformierten der Response-Funktion
ist [61], das heifit, es gilt

X (k,w) = X'(k,w) + ix"(k,w), (3.59)

wobei die beiden Funktionen y’(k,w) und x”(k,w) iiber Kramers-Kronig Relationen mit-
einander verkniipft sind [61]. Mit der Aufspaltung der Gleichung (3.58),
(vk?)? . vk
=) k)i
w? + (yk:2)2z( )+ "Wt (I/kz)QX

erhélt man die Responsefunktion x " (k,w),

X (k,w) k), (3.60)

vk2w

ok 1o (3.61)

X”(k,w) = Imy (k,w) =
Ein Vergleich mit der Gleichung fiir die spektrale Dichte (3.21) zeigt, dass das in Gleichung
(3.44) genannte Fluktuations-Dissipations Theorem fiir den Fall der ruhenden Fliissigkeit
erfiillt ist:
9 2
8 (kw) = 2Ly (k). (3.62)

w

Oseen-Tensor

Der Oseen-Tensor 2 (k) ist die stationdre Losung der Gleichung (3.4) fiir inkompressible
Fliissigkeiten und hat im Wellenzahlraum die Darstellung

1
Q(k)=—( —Kkk). 3.63
Q(K) = (I —Kk) (3.63)
Ein Vergleich mit der Responsefunktion (3.61) liefert den Zusammenhang
"(k,w
Q k) = tim 25 (3.64)
w—0 w
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3.6 Zusammenfassung

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden in Abschnitt 3.1 die Bewegungsgleichungen fiir die Fluktuationen
in einer makroskopisch ruhenden Fliissigkeit betrachtet und deren Korrelationsfunktionen
auf zwei verschiedene Arten ermittelt. Zum einen wurde in Abschnitt 3.3.1 die Kenntnis
der statischen Suszeptibilitit vorrausgesetzt und zum anderen wurde im Abschnitt 3.3.2
die Korrelation des stochastischen Spannungstensors benutzt. Bei diesen Berechnungen
wurden die Begriffe spektrale Dichte, Relaxationsfunktion und Suszeptibilitdt eingefiihrt
und wichtige Symmetriebezichungen abgeleitet. Zum Schluss wurde die Giiltigkeit des
Fluktuations-Dissipations Theorems fiir eine makroskopisch ruhende Fliissigkeit besté-
tigt.
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4 Fluktuationen in inkompressibler
Scherstromung

Nachdem im vorangegangenen Kapitel die thermischen Fluktuationen einer im Mittel
ruhenden Fliissigkeit beschrieben wurden, soll beginnend mit diesem Kapitel der Einfluss
einer deterministischen Scherstromung ug(y) = gyé, auf die Geschwindigkeitsfluktuatio-
nen untersucht werden.

Aufgrund der Scherstrémung befindet sich die Fliissigkeit fern vom (globalen) thermischen
Gleichgewicht und es kénnen daher nicht die gleichen Techniken wie im Kapitel 3 eingesetzt
werden, um die statischen Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen zu berech-
nen. Es wird aber angenommen, dass die Fliissigkeit sich weiterhin lokal im thermischen
Gleichgewicht befindet und dadurch die Fluktuationen des Spannungstensors durch die
Scherstromung unveréndert bleiben [54].

Das Hauptinteresse des vorliegenden Kapitels liegt in denjenigen Fluktuationsbeitrdagen,
die sich auch auf die Brownsche Bewegung eines in der Fliissigkeit gelosten Teilchens aus-
wirken. Es wird sich zeigen, dass in einem Scherfluss die Kreuzkorrelation (v, (r, t)v,(0,0)),
neben den schon in Abschnitt 3.4 besprochenen Beitriagen fiir die ruhende Fliissigkeit, einen
zusétzlichen Beitrag fiir die auf eine Testkugel wirkenden stochastischen Kriéfte liefert. Da-
her soll diese Komponente der Korrelationsmatrix im Fokus der folgenden Betrachtungen
stehen.

Im Abschnitt 4.1 werden hierzu die Bewegungsgleichungen abgeleitet und deren Anderung
in Bezug auf die Gleichungen (3.1) fiir eine makroskopisch in Ruhe befindlichen Fliis-
sigkeit besprochen. In den folgenden Abschnitten 4.2 - 4.8 werden die Korrelationen der
transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen fiir den Fall einer unendlich ausgedehnten,
inkompressiblen Fliissigkeit durch Approximation analytisch gelost. Die gew#hlte Nahe-
rungslosung beschreibt aber bereits wesentliche Trends der Geschwindigkeitskorrelationen.
Effekte, die durch den endlichen Abstand d der beiden Behélterwénde induziert werden
(Wandeffekte), werden bei der numerischen Berechnung der Geschwindigkeitskorrelationen
im Kapitel 5 berticksichtigt. Die analytische Losung liefert demnach die Korrelationen der
Geschwindigkeitsfluktuationen an zwei Raumpunkten, als Funktion von deren Abstands-
vektors r, der Scherrate und der Reynoldszahl fiir unendlich ausgedehnte Gefafle.
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

4.1 Bewegungsgleichungen

Die Gesamtgeschwindigkeit u(r,t) = ug(r) + v(r,¢) kann in die stationére Scherstromung
uy(r) = gyé, und die Fluktuationen v(r,t) zerlegt werden, wobei wiederum (u(r,t)) =
u(r) gilt. Die entdimensionalisierten und linearisierten Gleichungen fiir v(r, t) ergeben sich
dann nach Gleichung (2.28) wie folgt:

Oip + Okvr, + gydzp = 0,
Ovi + gy0,v; + guyliy = —P0ip + vAv; + v(a —1)0;(Opvy) + Fis . (4.1)
N~ —
1 2

Aufgrund des konvektiven Anteils der Navier-Stokes Gleichung fiir die Gesamtgeschwin-
digkeit u(r,t) tauchen hier in der linearen Gleichung 4.1 fiir v(r,¢) die beiden mit (1) und
(2) bezeichneten und von der Scherrate abhingenden Beitrige auf. Deren Ursprung soll
nochmals kurz erldutert werden.

Im Euler-Bild eines ortsfesten Geschwindigkeitsfeldes kann sich die Geschwindigkeit an
einem Ort r zwischen den Zeitpunkten ¢ = ¢t — At und ¢ aufgrund von zwei Einfliissen én-
dern. Zum einen wird im Zeitraum At ein Fliissigkeitselement von der Position r(t — At)
an den Ort r transportiert, welches von dem Fliissigkeitsvolumen, das sich zuvor am be-
trachteten Ort befunden hat, einen verschiedenen Impuls hat. Zum anderen wirken zum
Zeitpunkt ¢ (stochastische) Krifte auf das Fliissigkeitsvolumen, und verursachen eine wei-
tere Anderung der Geschwindigkeit. Der letzte Beitrag ergibt sich also aus der Differenz
der aktuellen Geschwindigkeit u(r,¢) und der Geschwindigkeit u(r(t — At),t — At) am Ort
r(t — At) zum Zeitpunkt ¢ — At:

. 1
AI?EO A <u(r, t) —u(r(t — At),t — At))
= Opu(r,t) + %r(t)-Vu(r, t) = dpu(r,t) + (u(t)-V)u(r,t), (4.2)

wobei dies die bekannte konvektive Ableitung beschreibt.

Da in einem fluktuationsfreien Scherfluss die Fliissigkeitsvolumina ihre Position in Rich-
tung des Schergradienten (y-Richtung) nicht d&ndern und sich die Geschwindigkeiten aller
Flissigkeitsvolumina mit gleicher y-Position nicht unterscheiden, verschwindet der kon-
vektive Anteil (up-V)ug vollstiandig.

Die stochastischen Krifte rufen hingegen zu verschiedenen Zeiten und an verschiedenen
Orten unterschiedliche Fluktuationen der Geschwindigkeit hervor.

e So unterscheidet sich die Fluktuation, die sich zur Zeit ¢t — At am Ort 2/ =
r — upe At =  — gyAt befunden hat und im Zeitraum At¢ an den Ort x transpor-
tiert wurde, von derjenigen Fluktuation am Ort  zum Zeitpunkt ¢, da die Fluktua-
tionen, wie in Abbildung 4.1 (oben) skizziert, von unterschiedlichen stochastischen
Kraftdichten erzeugt werden. Die Anderung der Geschwindigkeit ist also gerade die
Differenz der beiden Fluktuationen und ist in den Gleichungen (4.1) als Beitrag (1)
beriicksichtigt.
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4.1 Bewegungsgleichungen

t— At t
(1) m- B ==
up = gy

.........> Uo = gy TEREEEE =

TR

Abb. 4.1: Oben: Es tritt eine Geschwindigkeitsinderung Au am betrachteten, griin hinterlegten
Ort dadurch auf, dass das rote Fliissigkeitselement, das zum Zeitpunkt ¢ — At durch
eine Fluktuation im Spannungstensor eine Abweichung von der mittleren Stromung
erfahren hat, durch diese mittlere deterministische Strémung (rot gepunkteter Pfeil)
an diesen griin hinterlegten Ort transportiert wird, und eine vom griinen Fliissigkeits-
volumen verschiedene Fluktuationsgeschwindigkeit hat. Die Anderung der Geschwin-
digkeit Au im Zeitraum At ist also die durch den blauen Pfeil gekennzeichnete Diffe-
renz der beiden Fluktuationsgeschwindigkeiten. Gleiches gilt fiir die dazu senkrechten
Fluktuationskomponenten. Unten: Hier &dndert das rote Fliissigkeitselement durch eine
Geschwindigkeitsfluktuation in y-Richtung seine y-Position. Dort herrscht eine andere
deterministische Strémungsgeschwindigkeit, so dass im betrachteten griin hinterlegten
Ort eine Anderung der Geschwindigkeit im Zeitraum At, gegeben durch die Differenz
der beiden deterministischen Geschwindigkeiten auftritt. Diese Anderung ist durch den
blau gepunkteten Pfeil angedeutet.

e Wegen einer Anderung der y-Position Ay = vy At in Abhéngigkeit von der Fluktua-
tionsgeschwindigkeit v, gelangt ein Fliissigkeitsvolumen aus der Fliissigkeitsschicht
mit Geschwindigkeit ug(y—Ay) an die Position y, wo im Mittel die davon verschiede-
ne Geschwindigkeit ug(y) vorherrscht. Dieses Fluidvolumen fithrt demnach zu einer
Anderung der lokalen Geschwindigkeit und ist in dem Beitrag (2) in Gleichung (4.1)
beriicksichtigt und in Abbildung 4.1 (unten) dargestellt.

Der im ersten Punkt besprochene und im Beitrag (1) in der Gleichung (4.1) beriicksichtig-
te Term ist also durch die Wirkung der stochastische Kraft an einem anderen Ort und zu
einer fritheren Zeit entstanden. Da die stochastischen Krifte nach (2.16b) zu verschiede-
nene Zeiten an verschiedenen Orten unabhéngig voneinander sind, kénnte man vermuten,
dass die Korrelation des Ausdrucks (1) mit der Geschwindigkeit zum aktuellen Zeitpunkt
t, unabhéngig von der lokalen Stérke der deterministischen Geschwindigkeit, im Ensem-
blemittel verschwindet.

Neben den hier hervorgehobenen Anderungen, die direkt aufgrund der stochastischen Krif-
te auftreten, wechselwirken die bewegten Fliissigkeitsvolumina mit den benachbarten Teil-
volumen, wodurch auch diese in unterschiedlichste Richtungen bewegt werden und zu lo-
kalen Anderungen der Geschwindigkeit fithren. Diese ergeben insbesondere im Zusammen-
hang mit der Inkompressibilitit weitere komplizierte Kopplungen der Geschwindigkeiten
verschiedener Richtungen und somit auch der hervorgehobenen Beitrége (1) und (2).
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Fiir die weitere Rechnung ist es hilfreich, die Geschwindigkeitsfluktuationen nach ihrem
longitudinalen Anteil v!, mit Vxv! = 0, und ihrem transversalen Anteil v, mit V-v? = 0,
aufzuspalten: v = vl 4+ v.

Wie im Anhang A genau vorgerechnet, lauten die Gleichungen fiir die beiden Anteile und
die Dichtefluktuationen wie folgt:

(0 + gy0.)Vp+V(V-v) =0, (4.3a)

(0r — vals + gyde) AV + P AV p + 290,V (v, + v}) + g0:(V-v)e, =VH,  (4.3b)
A] + vh) = 20, (9] — Oyvt)

<3t — v+ gy@w) Avi+g — Ao =-G. (4.3c)

20, (0yvt — 0,v))
Hierbei gilt wieder G = VxVxF° und H = V-F* mit F¥ = 9;&;;,. Die Geschwindigkei-
ten miissen, sofern Wénde vorhanden sind, noch die Randbedingungen in (2.19) und fiir
inkompressible Fliissigkeiten auflerdem die in (2.20) genannte Bedingung erfiillen.

Diese Gleichungen fiir die transversalen und longitudinalen Fluktuationsanteile sind im
Gegensatz zur ruhenden Fliissigkeit nun gekoppelt.

4.2 Inkompressible Fliissigkeiten

Im Falle inkompressibler Fliissigkeiten ist wegen V-v = 0 die longitudinale Geschwindig-
keitskomponente v! rdumlich homogen und es bleiben insgesamt die Gleichungen fiir die
transversalen Komponenten v zu loésen. Mit v = v’ reduzieren sich dann die Gleichun-
gen (4.3) zu

(at U+ gy8$>Av$ + 290,00, + 9(02 + 02 — 92, = —Cy,
<6t —vA+ gy&r)Avy = —Gy,
(0 = vs + gyds ) 502 = 90,00, + 902 (20,0: — D2vy) = Gy (4.4)

Durch die Inkompressibilitétsbedingung V-v = 0 sind die verbleibenden drei transver-
salen Geschwindigkeitskomponenten gekoppelt und das System (4.4) ist iiberbestimmt.!
Da aber die ersten beiden Gleichungen in (4.4) unabhéingig von v, sind, kann man zum
Beispiel die letzte Gleichung in (4.4) vernachléssigen, und stattdessen v, auch aus der In-
kompressibiltdtsbedingung ermitteln. Um sicherzustellen, dass beide Varianten zum selben
Ergebnis fithren, soll durch die folgende Konsistenziiberlegung untersucht werden, ob die
Gleichungen (4.4) die Inkompressibilitétsbedingung erfiillen.

! Formuliert man die dynamischen Gleichungen jeweils in zwei gekoppelten Gleichungen fiir die Ge-
schwindigkeiten v; und deren Zeitableitung d,v; (fiir ¢ € {1,2,3}), so ergeben sich zusammen mit der
Inkompressibilitat 7 Gleichungen fiir die 6 unbekannten Groflen.
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4.2 Inkompressible Fliissigkeiten

Konsistenziiberlegungen

Hierzu wendet man die Divergenz auf die Gleichungen (4.4) an und erhélt nach wenigen
Umformungen eine Gleichung fiir die Divergenz von v:

((at — A+ gydy) A+ 2gamay)v-v —- _V.G. (4.5)

Nach Konstruktion gilt V-G = V-(V xV x F° ) = 0. Ist die Inkompressibilitdtsbedingung
Vv = 0 also zu irgendeinem Zeitpunkt erfiillt, so bleibt sie es nach Gleichung (4.5) auch.

Matrixgleichung

Man kann das gekoppelte Differentialgleichungssystem (4.3) in Form einer Matrixglei-
chung

(T +M)v=-G (4.6)

mit M = M+ gM , formulieren, indem man die Matrixoperatoren mit der Einheitsma-
trix I wie folgt einfiihrt

J =1IA,
M= —vIA?,
(YA +20,)0, (L —202) 0
M, = 0 YA\, 0 . (4.7)

0 —20,0.  (yA + 20,)0,

N&dherungslosung

Wie im Falle der ruhenden Fliissigkeit wire es naheliegend, die Gleichungen (4.6) im Fou-
rierraum zu l6sen. Die Ausdriicke ~ yd, auf der Diagonalen der Matrix M, in (4.7)
verhindern aber eine einfache Transformation. Da diese Beitrige alle auf der Diagonalen
der Matrix zu finden sind, treten sie in der homogenen Losung der Gleichung (4.6) auf und
rufen dort eine Anderung der Zeitabhingigkeit gegeniiber dem Fall einer ruhenden Fliis-
sigkeit hervor.? Unter der Annahme, dass die Diagonalterme keinen groen Einfluss auf die
statische Losung haben, werden sie in der folgenden Rechnung vernachléssigt, Mg.; = 0.
Bei der numerischen Berechnung in Kapitel 5 werden wieder sémtliche Terme beriicksich-
tigt und es zeigt sich, dass die hier durchgefithrte Ndherung im betrachteten Grenzfall
r/d < 1, mit dem Wandabstand d, wenig Einfluss auf die hauptséchlich analysierte stati-
sche Kreuzkorrelation (v, (r,t = 0)v,(0,0)) hat.

2 Diese Beitriige treten ebenso mit dem Ansatz einer homogenen Strémung auf. Dort hat man jedoch einen
mittleren Teilchenstrom, so dass die Terme nach einer Transformation ins mitbewegte System wegfallen.
Im Scherfluss flielen so viele Fliissigkeitselemente in die positive, wie in die negative z-Richtung, so
dass der mittlere Teilchenfluss verschwindet und das Koordinatensystem festgehalten wird.
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Unter Vernachldssigung der Diagonalterme ergibt sich nach einer Fouriertransformation
der Gleichung (4.6) und mit der Abkiirzung L = A (k) + gB (k) die Matrixgleichung
G(k,w)

k2
Die hier auftretenden Matrizen A (k) und B (k) ergeben sich aus J (k), M (k) und
M ,(k) nach deren Fouriertransformation zu

(—iwl + A(k)+gB (k))v(kw) = (—iwl + L(k))v(kw) = (4.8)

Ak):=J M (k) = vk’ , (4.9)
und
0 (1-2k2) 0
Bk)=:=J k)M, (k) = |0 0 0l . (4.10)
0 —2kzk, 0

4.3 Lo6sung fiir das Geschwindigkeitsfeld

Die allgemeine Losung der Gleichung (4.8) im w-k Raum ergibt sich einfach durch Multi-
plikation mit dem Inversen von ( —iwl + L (k)) zu

-1 G(k, w)
k2

= (—iwl + A(k) +g§(k))_1G(:2’w) . (4.11)

v(k,w) = (—iwl + L (k))

Das Inverse der Matrix ( —wl + L (k)) ldsst sich mit Hilfe einer Dyson-Zerlegung wie
folgt darstellen®

(—iwl + A(K)+gB (k)"

= (—iwl +AK) " —g(—iwl +AK)"

B(k)( —iwl +A(k) +gB (k)"

Wendet man die gleiche Zerlegung wiederum auf die letzte Klammer an, so ergibt sich das
Inverse des Operators bis zur linearen Ordnung in g mit der expliziten Darstellung der
Matrix A (k) = vk%[ zu

(—iwl + A(k)+gB (k))f1 =(—iw+ qu)fll —g(—iw+ VkQ)fzﬁ(k) +0(g%).

Aus Gleichung (4.11) erhélt man somit das Feld der Geschwindigkeitsfluktuationen bis zur
linearen Ordnung in g:

G(k,w)

5 (4.12)

vik,w) = (( —iw + l/kz)_ll —g(—iw+ VkQ)_Zﬁ(k)>

3 Diese Darstellung ist exakt, was man leicht iiberpriifen kann, indem man die Dyson-Zerlegung mit
(—iwl + L (k)) multipliziert und die Einheitsmatrix erhalt.

20



4.4 Geschwindigkeitskorrelationen, linear in der Scherrate

Riicktransformation in der Zeit

Das Produkt zweier Funktionen im Frequenzraum fithrt auf Faltungsintegrale in der Zeit.
Da der Ausdruck ( —iw + sz)fl nach einer Riicktransformation in die Zeit mit der
Heaviside-Stufenfunktionen ©(t) die Form O(t)e %"t annimmt, wie im Anhang (C.16)
beschrieben, ergeben sich fiir die zeitabhéngigen Losungen der Geschwindigkeitsfluktua-
tionen aus (4.12) die folgenden Faltungsintegrale

vk, t) = / dr O(t — T)ef”kQ(t*T) —Gk(;)

)y G(7)
k2

~sB() / dr ©(t —7)e ) / dr' O(r — r')e V=T

—00 —00

Durch die Auswertung der ©-Funktionen und das Anpassen der Integrationsgrenzen erhélt
man

t t T /
v(k,t) = / dr e”kQ(tT)%—gﬁ (k) / dr / dr' e”kQ(tT/)%. (4.13)

—00

Unter Ausnutzung der Inkompressibilitdt kann schliefllich die Losung fiir die einzelnen
Komponenten wie folgt angegeben werden

t t T
v (k,t) = / dr e VK (=) Gx—g{:l;’T) - g/ dq-/ dr’ ef”kQ(th/)(l - 2%)7Gy§€l;,7) ,

t
’Uy(k,t) _ / dr e—Vk‘Q(t—T) Gy(k, T) ’

o k2
k.
v.(k,t) = —Z—xvx(k,t) - k—yvy(k,t).

4.4 Geschwindigkeitskorrelationen bis zur linearen Ordnung in
der Scherrate

Die Korrelationsmatrix der Geschwindigkeitsfluktuationen, (v(k,t)v(k’,t')), lisst sich we-
gen Gleichung (4.13) bis zur linearen Ordnung in g wie folgt aufspalten:

S (kK t,t") = (v(k, t)v(K, 1)) = So(k, K, t,t') + gS1(k, K, t,t') + O(g?).  (4.14)

Hierin ist der Summand S o(k, k', ¢,#') die Korrelationsmatrix fiir eine ruhende Fliissigkeit
(9 = 0) mit der folgenden Integraldarstellung:

) <G(k7 T)G(kl7 T/)> ]

o (4.15)

t t
So(k K, t,1') = / dr / dr' e VRt =T
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Mit Hilfe der Korrelationsmatrix fiir G aus Anhang D.8 konnen die Integrale explizit
berechnet werden:

min(¢,t’ , .
So(k, Kt —t") = (27)%2Q> / dr e VF =2 2 (1 — k) §(k + K)
— (27T)3Q26—Vk:2(t-}—t/—min(t,t/) (l _ l;f()(;(k + k/)
= 2m)3Q% I — kK)5(k + K') . (4.16)

Im statischen Fall, ¢ = ¢’, stimmt das Ergebnis mit der schon im vorangegangenen Kapitel
bestimmten Losung (3.33) iiberein:

So(k,k,0) = (27)3Q*(I — kk)d(k + k). (4.17)

Fiir den in g linearen Anteil ergibt sich die folgende Integraldarstellung des Summanden
S1(k, k', t, ') aus Gleichung (4.14),

t "
S (k kl t t dT dT dT// —vk? t-‘,—t/ —T— 7'") <G( )G( s T )>§T
k2k/2

v P k, )G (K
/ dr / dr’ / ar' e —r—r) g (G ’;2);52( T was)

wobel mit der (¢ — t')-abhéingigen Korrelationsmatrix fiir (G(¢)G(¢')) aus Anhang D.8
die Integration tiber die d&ufleren Integrale unmittelbar durchgefithrt werden kann, so dass
nur noch

S1(k, X, t,t') = —(2m)32Q*vk?*5(k + k’)

t/ min(¢, 7’ , . L
</ dr’ / l/k:Q(tth —27 )(l _ kk)ET(kI)
t min(t',7") 9 , p ~ A
+ / d’TI / dTI/ efl/k (tth —27 )E (k) (l _ kk)

zu berechnen bleibt. Je nach Vorzeichen von t =t — t’ erhiilt man den Beitrag
5 Q

2vk?
((1 +20k*tO(1)) B (k) (I — kk) + (1 + 2vk*t0(~1)) (I - 121%)5%&)) :

S1(k, K, f) = —(2m) 5(k + K)e V¥l (4.19)

Die besondere Struktur der hier auftretenden Zeitabhéngigkeit wird auf Seite 60 diskutiert.
Im statischen Grenzfall £ = 0 ergibt sich

Sk, K, t=0)=—(2r)3 Q; S(k + X)) (ﬁ(k)(l —kk) + (L —RR)ET(—k)> ,
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4.4 Geschwindigkeitskorrelationen, linear in der Scherrate

mit den beiden Matrizen

—(1 = 2kDkok, (1—282)(1— k7)) —(1 - 2k2)k.k,
B (k)(I —kk) = 0 0 0 ;
2k2k, k, —2k2k.(1 — k2) 2k, k2k,
~ o~ N T
(1 — ki) BT (—k) = (B () (L — ki) ). (4.20)

Wie im Vorspann dieses Kapitels bereits beschrieben, liegt das wesentliche Interesse an
denjenigen Geschwindigkeitskorrelationen, die Krifte auf eine symmetrische Kugel erzeu-
gen koénnen, sich also bei der Integration iiber alle Richtungen nicht wegheben und somit
symmetrisch in r sind. Da ungerade k in den Ausdriicken auch ungerade Ortsabhingigkei-
ten ergeben,* soll im Folgenden der einzige Ausdruck betrachtet werden, der einer solchen
Ortsintegration standhilt, ndmlich 1,4, (0,k, k') = S1.,.(0,k, k') :

5 @
2vk?

S1.y(0,k, k') = —(27) S(k +K)(1 —2k2)(1 — k2). (4.22)

Die Riicktransformation in den Ortsraum ist dann formal durch das Fourierintegral

Q? dk 1 - “o\ _iker
Sty (O,r =11 — 13) = —gg/ ezl 242)(1 — i2)e (4.23)

gegeben.

Zur Ausfithrung des Integrals benutzt man giinstigerweise Kugelkoordinaten, womit der
Vektor r = r; — ry die Darstellung r = 7(sin © cos @, sin © sin ¢, cos ©) hat. Wie in Ab-
bildung 4.2 links skizziert, wird durch eine Rotation zunichst um die z-Achse mit dem
Winkel —® (Weg (1)) und dann um die y-Achse mit dem Winkel —© (Weg (2)) das Koor-
dinatensystem derart gedreht, dass der Ortsvektor im neuen System, wie im rechten Teil
der Abbildung 4.2 dargestellt, die Komponente ' = (0,0, r) hat. Die Drehungen werden
durch die Drehmatrizen

cos® sind® 0 cos® 0 —sin®
De=1]—-sin® cos® 0], De = 0 1 0 (4.24)
0 0 1 sin® 0 cos©

erzeugt und es gilt ' = Do D gr.

1 Fiir eine Funktion f(r) = I 4k f(k)e ™", deren Fouriertransformierte f(k) ist, gilt nach einer Sub-

stitution £ — —k die Beziehung

fen = [ B yeir (121)

Fir im Fourierraum symmetrische Funktionen fo(k) = fs(—k) ist dann auch fi(r) = fo(—r) sym-
metrisch, wohingegen fiir antisymmetrische Funktionen f,(k) = —fo(—k) auch die Ortsabhingigkeit
Ja(r) = — fa(—r) antisymmetrisch ist. Im letzten Fall verschwindet demnach das Integral fi‘;o fa(r) = 0.
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

5w

Abb. 4.2: Die linke Skizze zeigt die urspriingliche Lage des Koordinatensystems. Rechts ist die
Lage nach der Rotation des Koordinatensystems dargestellt. Die blauen Pfeile in der
zy- Ebene der linken Abbildung stellen das deterministische Scherfeld dar.

Wenn also der Vektor k im gedrehten System, wie im rechten Teil der Abbildung 4.2
gezeigt, die Komponenten k' = (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) hat, ergibt sich nach einer
Riicktransformation in das Ursprungssystem der Wellenzahlvektor k = D F&C D g K'. Fiir das
Argument der Exponentialfunktion in Gleichung (4.23) gilt in beiden Féllen k-r = kr cos ¢.
Die kartesischen Komponenten von k im Ursprungssystem lassen sich somit durch die
Winkel © und @, welche die Richtung von r im Ursprungssystem beschreiben, und die
Winkel ¥ und ¢, die die Orientierung von k relativ zu r angeben, ausdriicken:

cos O cos @ sin ¥ cos ¢ — sin ® sin ¥ sin ¢ + sin © cos P cos ¥
k =k | cos© sin ® sin v cos ¢ + cos @ sin 1y sin ¢ + sin © sin ® cos 9 | - (4.25)
— sin © sin ¥ cos ¢ + cos O cos ¥

Setzt man diese Komponenten von k in die Gleichung (4.23) ein, so ldsst sich das Integral

k 27T N . )
S1iay(0,r =11 —T2) = —g—/ 5 / / sind (k2 + k2 — k2)(1 — k2)e =~
0

ausfithren und man erhélt die Kreuzkorrelation in Abhéngigkeit vom Abstand r = |r| und

seiner Orientierung £ = 7:

2
1
(v2(0,1)v,(0,0)) = —9322 ~-(2+ 3sin© cos?® sin?® — 2sin’0 sin2<1>)
T
Q* 1(. 5 3,09 .
= 9% 1— 7“5 + 5(7"%7”5 —%)). (4.26)
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4.5 Parameterabhéingigkeit der Kreuzkorrelation

4.5 Parameterabhangigkeit der Kreuzkorrelation

Uberlegungen im Rahmen der Approximation aus dem vorangegangenen Abschnitt die-
nen dazu, eine qualitative Einsicht {iber das Verhalten der Geschwindigkeitskorrelation
(vz(r,t)vy(0,0)) zu gewinnen. Durch eine Geschwindigkeitsfluktuation v, > 0 wird in
der Scherstrémung ein kleines Fliissigkeitsvolumen mit der Koordinate (0,0, 0) in positive
y-Richtung beférdert. Dort hat das Fluid aber eine endliche deterministische Geschwin-
digkeit in z-Richtung. Das in die y-Richtung beférderte Fluidelement hinkt der dortigen
Grundstromung hinterher, was einer kleinen negativen Geschwindigkeitsfluktuation v, < 0
in Bezug auf die Geschwindigkeit der Scherstromung gleichkommt. Dies deutet ein nega-
tives Vorzeichen von (v, (r,t)v,(0,0)) < 0 in Abbildung 4.3 (durchgezogene Linie) an. Die
gleiche Uberlegung gilt fiir eine Geschwindigkeitsfluktuation (—vy), die zu einer positiven
Fluktuation v, und damit ebenfalls zu einer negativen Korrelation (v, (r,t)v,(0,0)) < 0
fiihrt.

Mit Hilfe der Ausgangsgleichung (4.1) kann dies noch etwas néher illustriert werden. Be-
trachtet man ausschlielich den Beitrag (2) in Gleichung (4.1) und vernachlissigt den Ein-
fluss des Druckgradienten und denjenigen der longitudinalen Fluktuationen, so lidsst sich
die Gleichung fiir die Geschwindigkeitskomponente in Stromungsrichtung in vereinfachter
Form auch wie folgt darstellen:

vy — vAv, = F2 — gu,. (4.27)

Fiir positive Werte von v, wird die effektive Kraft in z-Richtung dadurch um den scher-
ratenabhéngigen Beitrag gv, reduziert.

Multipliziert man an die Gleichung (4.27) die Fluktuation von v,(0,0) zum Zeitpunkt
t = 0 am Ort r = 0 und mittelt iiber die stochastischen Beitrige, so ergibt sich eine
Differentialgleichung fiir die Kreuzkorrelation (v, (r,t)v,(0,0)),

By (va (r, )0y (0, 0)) — v A (v (r,1)v,(0,0)) = (F0,(0)) —g{vy(r,1)v,(0,0)),  (4.28)
=0

welche im Wellenzahlraum durch

t
<Ux(k7 t)Uy (kl7 O)> =-9 / dr e_VkQ (=) <”y (k7 T)Uy (kla 0)> (429)
—00
gelést wird. Da die von der Scherstrémung unbeeinflusste Korrelation (v, (k, 7)v, (k’,0))
nach (4.16) positiv ist, bestitigt sich auf diesem Weg, dass (v, (k, t)v,(k’,0)) < 0 gilt.

In dieser vereinfachten Darstellung wurden jedoch nicht die durch den Druckgradienten
entstandenen Bewegungen beriicksichtigt, die schliefilich zur Abhéngigkeit der Fluktua-
tionen von r fithren, wie sie in den Abbildungen 4.3 - 4.6 fiir verschiedene Richtungen
dargestellt sind.

Die durchgezogene Kurve in Abbildung 4.3 zeigt die Abhéngigkeit der Kreuzkorrelation
(vz(r,0)v,(0,0)) vom azimutalen Winkel ®, der die Orientierung von r relativ zur z-
Achse beschreibt, wobei sich der Vektor r innerhalb der Scherebene befindet (© = 7/2).
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Abb. 4.3: Die Geschwindigkeitskorrelation (v, (r,t = 0)v,(r = 0,t = 0)) (durchgezogene Linie)
ist als Funktion des Winkels ® fiir konstantes » = 1.0 und © = 7/2 geplottet. Diese
Korrelationsfunktion setzt sich aus den beiden Beitriigen “a” (gestrichelte Linie) und “b”
(gestrichpunktete Linie) aus Gleichung (4.33) zusammen, die sich gerade bei ® = £7/2
wegheben.

Es ist zu erkennen, dass die Geschwindigkeitsfluktuation in Strémungsrichtung v, (ré,)
mit derjenigen in Richtung des Schergradienten v,(r = 0), falls die beiden Punkte im
Abstand r = 1 genau senkrecht {ibereinander liegen (® = +7), gar nicht korrelieren,
(vz(€éy,0)vy(0,0)) = 0. Nach der Abschétzung (4.29) und der vorangegangenen Diskussion
wiirde man hierfiir jedoch einen endlichen Wert erwarten.

Zum Versténdnis der Richtungsabhéngigkeit miissen die Einfliisse aus der Inkompressibi-
litdt mit beriicksichtigt werden, wozu man die Gleichungen (4.4) heranziehen muss. Ver-
nachlissigt man in Gleichung (4.4) die homogenen Beitrige bis auf den vA%v,-Term, so
erhalt man fiir die v,-Komponente nach einer Fouriertransformation die inhomogene Be-
wegungsgleichung

S . a,
((915 + I/k;Q)Ux = —g(ks + k), + gkZvy, — R (4.30)

mit den Komponenten l%x, /%y und /%z des Einheitsvektors k = % in Richtung des Wellenzahl-
vektors. Der erste Beitrag auf der rechten Seite ist hierbei aus dem mit “(2)” bezeichneten
Summanden in der Ausgangsgleichung (4.1) fiir die Komponente i = z hervorgegangen.
Es handelt sich um den zu Beginn dieses Abschnitts diskutierten Beitrag. Der zweite Term
auf der rechten Seite hat seinen Ursprung in dem mit “(1)” bezeichneten Summanden in
der Ausgangsgleichung (4.1) fiir die Geschwindigkeitskomponente i = y.

Lost man die Gleichung (4.30) wieder formal in der Zeit, multipliziert v, (k’,¢ = 0) von
rechts und mittelt, so erhilt man fiir die Kreuzkorrelation den Ausdruck
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Abb. 4.4: Die Geschwindigkeitskorrelation (v, (r,t = 0)v,(r = 0,¢ = 0)) (durchgezogene Linie)
ist als Funktion des Winkels © fiir konstantes r = 1.0 und ® = 0 geplottet. Diese
Korrelationsfunktion setzt sich aus den beiden Beitréigen “a” (gestrichelte Linie) und
“b” (gestrichpunktete Linie) aus Gleichung (4.33) zusammen.

(vz(k,t = 0)v, (K, 0)) = —g / dr e "M (2 1 k2) (v, (k, 7)o, (K, 0)) (4.31a)

— 00

t
+g / dr e D2 (p) (k, 7)oy (K, 0)) . (4.31b)

—00

Die beiden Integrale sollen nun getrennt besprochen werden, so dass der Beitrag (4.31a)
in einer Funktion (v,(k,t = 0)v,(k’,0)), und der Beitrag (4.31b) in einer Funktion
(vg(k, t)vy (K, 0))p zusammengefasst wird und folgende Zerlegung gilt

(vp(k, t = 0)vy (K, 0)) = (vz(k,t = 0)vy(k',0))q + (va(k, t)vy (K, 0))p . (4.32)

Somit ist der Beitrag (a) aus dem mit (2) und der Beitrag (b) aus dem mit (1) bezeichneten
Summanden in der Ausgangsgleichung (4.1) entstanden. Die statischen Losungen hiervon
haben nach einer Riicktransformation in den Ortsraum die folgenden richtungsabhéngigen

Darstellungen:

1 . 9.
(vz(r,t = 0)vy(0,0)), = e (4 — 372 4 37277) (4.33a)
1

= oy (37 — 3% — 3707y) (4.33b)

(vz(r,t = 0)vy(0,0))p

Die Summe ergibt nach ein paar Umformungen die bereits genannte Losung (4.26). Die
Richtungsabhéngigkeit der einzelnen Beitrige ist in den Abbildung 4.3 und 4.4 darge-
stellt.
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Abb. 4.5: Die Geschwindigkeitskorrelation (v, (r,t = 0)v,(r = 0,¢ = 0)) aus der Gleichung
(4.26) ist als Funktion des Winkels @ fiir konstante Vektorlinge r = |r| = 1.0 und fir

verschiedene Winkel O gezeigt - siehe auch Abbildung 4.7.
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Abb. 4.6: Die Geschwindigkeitskorrelation (vg(r,t = 0)v,(r = 0,¢ = 0)) aus der Gleichung
(4.26) ist als Funktion des Winkels © fiir konstante Vektorliange r = |r| = 1.0 und fiir

verschiedene Winkel ® gezeigt - siche auch Abbildung 4.7.
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4.5 Parameterabhéingigkeit der Kreuzkorrelation

Untersucht man hier zunéchst wiederum die Winkelabhéngigkeit des Ausdrucks (4.33) in
der dargestellten Scherebene © = 7,

<vm <r,@ - g o, = 0>vy(0,0)>
1

T
x ) = _aq)at: ) 9 > =
<” (T ©=3 0)v,(0.0)), =G

so erkennt man, dass der in Abbildung 4.3 gestrichelt dargestellte Beitrag “a”, wie schon
vermutet, immer negativ ist. Sein Wert ist an den Stellen ® = 47 minimal, und sein
Verlauf ist m-periodisch. Der Beitrag “b” ist hingegen immer positiv und fiir & = 0, also
fir + = é,, verschwindet er. Sein Maximum liegt bei ® = £7, also bei & = ¢&,. Sein
Verlauf ist 27-periodisch. Da |(v,(®,1)vy(0,0))a| > (v2(P,t)vy(0,0)), gilt, ist die Summe
der beiden immer negativ und fiir & = é, gilt (v,(® = 0,t)v,(0,0)) = 0.

1

a - 64mr

(—4— 3sin(®)® + 3sin(®)*),

(3 + 3sin(®)* — 2sin(®)?)

Innerhalb der senkrecht hierzu liegenden und in Abbildung 4.4 dargestellten zz-Ebene
(® = 0) zeigt sich beziiglich der Vorzeichen ein #hnliches Bild:

1

(v2(r,©,® = 0)v,(0,0)), = %( —1-3sin(0)?),
(vz(r,©,® = 0)v,(0,0)), = 64177r (3 —3sin(0)?) = Flﬂ + (v (r, 0, ® = 0)v,(0,0))q .

Die beiden Funktionen haben dieselbe ®-Abhéngigkeit. Auch hier ist der Beitrag “a” im-
mer negativ und der Beitrag “b” immer positiv. Jedoch hat die Summe der beiden eine
Nullstelle, wobei fiir © = § also r ~ ¢, die Korrelation negativ und fiir © = 0 also r ~ €,
die Korrelation positiv wird. Die Funktionen sind beide 27-periodisch.
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0.0048
3mw/4
- 0.0016

—0.0016
@ n/2 —0.0048
—0.0080
- ~0.0112
/4

—0.0144

—0.0176

0 —0.0208
—7/2 —7/4 0 /4 /2

[
Abb. 4.7: Die Geschwindigkeitskorrelation (v, (r,t = 0) v,(r = 0,¢ = 0)) aus Gleichung (4.26) ist
als Funktion der Orientierung von r, also als Funktion der Winkel ® und ® geplottet.

Die Winkelabhéingigkeiten der vollen Losung (4.31), sind in Abbildung 4.7 in Form eines
Contourplots als Funktion der beiden Winkel © und ® dargestellt. Einige horizontale
Querschnitte hiervon finden sich fiir verschiedene konstante © in der Abbildung 4.5. Die
vertikalen Querschnitte fiir verschiedene Werte von ® sind in der Abbildung 4.6 dargestellt.
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Abb. 4.8: Die Zeitabhéngigkeit der verschiedenen Korrelationsbeitriage ist gezeigt. Die Zeiteinheit
ist gleich der hydrodynamischen Relaxationszeit vk? und die Korrelationen wurden fiir
t = 0 auf 1 normiert. Zum besseren Vergleich wurde von der Kreuzkorrelation der
Betrag geplottet, es gilt nach Gleichung (4.19): (v;(t)vy(0)) = -[(vz(t)vy(0))]

Zeitabhangigkeit

Wiéhrend die Korrelation in einer ruhenden Fliissigkeit, wie in Abbildung 4.8 zu erkennen
ist, symmetrisch beziiglich Zeitspiegelungen ist, hat man fiir die linear von der Scherrate
abhéngende Kreuzkorrelation (v, (r,t)v,(0,0)), wie in der selben Abbildung gezeigt, ein
unsymmetrisches Zeitverhalten. Die Ursache hierfiir liegt, wie in [43] beschrieben wird,
darin begriindet, dass als Quelle der Fluktuationen fiir die Kreuzkorrelation nicht etwa
eine d-korrelierte Kraft auftritt, sondern stattdessen v,, dessen Korrelation wie Pl
abféllt. Die Kreuzkorrelation hat ihr Maximum nicht fiir ¢ = 0, sondern bei ¢t = ﬁ
und hat dort den Wert ﬁ Die Hohe des Maximums wichst also mit der Reynoldszahl
v~1, was nach [42] ein moglicher Grund fiir den Ubergang zur Turbulenz ist. Insbesondere
bedeutet dies, dass die spéter ausfithrlich besprochene statische Kreuzkorrelation nicht den
hochsten Wert darstellt, sondern der Maximalwert fiir endliche Zeiten erreicht wird und
umgekehrt proportional zu v wéchst. Wie in der selben Abbildung 4.8 zu erkennen, ist die
in der Scherrate quadratische Korrektur zur Autokorrelation (v, (r,¢)v,(0,0)) symmetrisch
in der Zeit.
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4.6 Geschwindigkeitskorrelation in beliebiger Ordnung der Scherrate

4.6 Geschwindigkeitskorrelation in beliebiger Ordnung der
Scherrate

Bei Vernachlassigung der Wandeffekte konnen neben der Kreuzkorrelation (v, (¢, r)v,(0,0))
auch die restlichen Korrelationen der Korrelationsmatrix S (k,w) insbesondere auch fiir
hohere Ordnungen in g berechnet werden. Die Korrelationen werden vorwiegend im Fou-
rierraum berechnet und die Herleitung orientiert sich hierbei an derjenigen fiir die ruhenden
Flissigkeit.

Betrachtet man wieder die Ausgangsgleichung (4.8) und fiithrt jetzt neben einer Fourier-
transformation im Ortsraum eine Laplace-Transformation in der Zeit durch und mittelt
anschlieffend iiber den stochastischen Spannungstensor, so erhélt man eine Gleichung, die
mit der Relaxationsfunktion R 4(k, s) die Relaxation einer Nichtgleichgewichtsauslenkung
ins Gleichgewicht beschreibt:

vik,s) = (—is+ L(k)) 'v(kt=0) = R,(k,s)v(k,t=0). (4.34)

Man kann an diesen Ausdruck von rechts dyadisch den Geschwindigkeitsvektor zum Zeit-
punkt £ = 0 multiplizieren und den Erwartungswert bilden. Die daraus resultierende Glei-
chung setzt die Laplace-Transformierte der dynamischen Korrelation mit der statischen in
Beziehung:

S(k,s) = Ry(k,s)S (k,t =0). (4.35)
Eine Riicktransformation in die Zeit liefert dann, wie im Anhang C.3 gezeigt, die Losung
S (k,t) = e LS (k,t =0) =: R (k,1)S (k,t = 0) (4.36)

und die spektrale Dichte ergibt sich mit Hilfe von
.I.
S(k,w) =Rk s =w)S (k,t =0)+ (Eg(k, s=w)S (k,t= 0)) . (4.37)

Wie oben schon erwidhnt und anhand der S;,-Komponente im vorherigen Abschnitt ge-
zeigt, ist die statische Korrelation von der Scherrate abhiingig, und kann, wie in (4.11)
geschehen, nur unter der Voraussetzung des lokalen Gleichgewichts berechnet werden.

Mit L = vk?I + gB kann man in (4.11) die Entwicklung bis zur beliebigen Ordnung in
g durchfiithren und erhilt allgemein

Ry(k,s =w) = ((~iw + vk*)L + gB (k)) '

l
=) (=9)" [( —iw + VkQ)_lﬁ (k)]q( —iw + ng)—1 . (4.38)
q=0

Die geniherte Darstellung der Matrix B in (4.10) hat aber gerade die Eigenschaft B2 = 0
und man erhélt aus Gleichung (4.38) fiir [ > 2

Ryk,s=w)= (l —g(—iw+ VkZ)_lﬁ(k)> (—iw+ 1/1{:2)_1 . (4.39)
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Mit der bekannten Korrelation fiir eine ruhende Fliissigkeit aus Gleichung (3.32),

Solk K, w,w') =2Q%12mr)* —kk)d(k + kK)d(w + ')

oL
= (2m)*S o(k,w)d(k + K )d(w + '), (4.40)

ergibt sich also die spektrale Dichte im Scherfluss:
S (k,w) = (1 —g(—iw+vk?)'B (k))go(k,w) <1 —g(iw+vk?)'B (k)T> .

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen werden die Beitriige der verschiedenen Ordnungen
in g zusammengefasst, so dass man insgesamt die folgende Darstellung erhélt

S (k,w) = So(k,w) + gS1(k,w) + ¢*S2(k,w) . (4.41)

Hierbei sind die einzelnen Summanden wie folgt definiert, wobei sie in zwei zueinander
adjungierte Matrizen aufgespalten wurden, und der Index h fiir “halb” steht:

v 2
Sok,w) = QQQﬁ( kk), (4.42)
S1(k,w) = —(—iw+vk?) ' B(K)S o(k,w) — (iw + vk?) 'S o(k,w)B (k)
= Sh(k,w) (_ )T (4.43)
Salk,w) = (@2 + 024 " B)S ok )B ()! = 382(k,) + 582(0,)!
—: St (k,w) ( )T (4.44)

4.6.1 Riicktransformation in die Zeit

Fiir die ruhende Fliissigkeit wurde bereits in Gleichung (3.22) zusammen mit der statischen
Suszeptibilitéit aus (3.34) die folgende zeitabhéngige Losung gefunden:

So(k,t) = Q2 " I(I —kk). (4.45)

Fiir den linearen Beitrag in der Scherrate ergibt sich nach Partialbruchzerlegung® des
Ausdruckes fiir S aus (4.42) die Darstellung

Sh(k,w) = —Q*(—iw + vk?) (( —iw+ k) (iw + qu)_1>§(k)(1 — kk),

((ﬂu +uk?) !+ (iw + yk2)’1) (4.46)

2 2,41 1
(w” 4+ v7k") = 5
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4.6 Geschwindigkeitskorrelation in beliebiger Ordnung der Scherrate

was nach einer Riicktransformation in die Zeit den im Abschnitt zuvor bereits auf andere
Art hergeleiteten Ausdruck

[e.9]

Stk t) = ~Q*B (k)(I — kKk) / dr O(t — 7)e vk (E=T) (@(T)e—”kQT + e(—T)evk2T)

@ e 2
= =5, 3B (k) (I —kk) <@(t)e—”k F(1 + 20k?t) + ©(—t)e” t) (4.47)

ergibt. Die statische Losung S 7 (k,t) ist dann gegeben durch

2
h Q
80kt =0) =5 ° 5 BR)So(k,t =0), (1.45)
woraus sich die vollstédndig in den Ort transformierte statische Losung fiir Sq(r,t = 0)

ergibt:

§ 1 (I‘, O) =
o 1 —2(=1+3f2)fufy P2+ 3722 — 572 + 37) — 67,7y 72
—agy | 72 R < 5+ 37 0 3(F2 — 24 F2)F.ty
— 67,7y F2 3(P2 — 24 P2)P.fy —2(372 — 1)fyfy

Fiir den in der Scherrate quadratischen Beitrag

2
So(k,w) = 2?; <( —iw 4+ vE?) T (iw + Vk2)1> B(k)(I —-kk)B (k)  (4.49)

erhélt man nach einer Partialbruchzerlegung und anschliefender Riicktransformation in
die Zeit den Ausdruck

Q? -
Sa(k,t) = "5 B (k) (L — Kk) B (k)"
/ dr O(t — T)@(T)ef”kQ(t*T) —vk?T +0O(t—7)0( T)efl'kz(t*ﬂe”k%
+O(—t + 1)O(T)em T T L Q(—t 4 1)@ (—7)e R T kT
_ @ B(k)(I —kk)B(k)T(l +uk2|t|)e*”k2‘t|.
202kA =

Der zeitliche Verlauf ist symmetrisch und ist in Abbildung 4.8 dargestellt. Fiir die statische
Losung von So(k,t = 0) gilt:

2
Sa(k,t = 0) = S 2 B)Solk = 0)B (k) (4.50)
0 1 (1—2k2)%(1 — k2) 0 —2kgk.(1—2k2)(1—k2)
B ﬁ@ 7. 1. ; 7.2 7.2 " 1.27.2 ’ 7.2
—2k, k. (1 - 2k2)(1 = k2) 0 Ak2k2(1 - k2)
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Wie auch schon in [40] fiir ein einziges Element dieser Korrelationsmatrix gezeigt, gehen
die Terme zweiter Ordnung mit £~%. Auch hier haben nur solche Beitrige einen Einfluss
auf eine suspendierte Kugel, die auch nach einer Mittelung verbleiben. Es sind dies gerade
die Autokorrelationen, die im Gegensatz zu den Kreuzkorrelationen auflerdem zu einer
Anderung der Energiedichte fithren. Da diese in ¢ quadratischen Beitrige positiv sind,
fithren Sie zu einer Energieerh6hung im Vergleich zur ruhenden Fliissigkeit.

Erh6hung der Gesamtenergie

Die dimensionslose spezifische Energie, gegeben durch [[e]],, = D [[Siilly,, = %2, bleibt
bis zur linearen Ordnung in der Scherrate g durch den Scherfluss unveréindert,® entspricht
also weiterhin derjenigen einer ruhenden Fliissigkeit aus Abschnitt 3.40. Betrachtet man
jedoch die Korrelationsbeitrige in der Ordnung g? aus Gleichung (4.50), so erkennt man,
dass hier positive, in k-symmetrische Ergénzungen zu den Diagonaltermen auftreten, die
schliefllich zu einer Erhohung der thermischen Energiedichte fithren. [41]

4.7 Einfluss auf Testteilchen

Im Falle der ruhenden Fliissigkeit wurde im Abschnitt 3.4 eine Beziechung zwischen dem
Mittelwert der Korrelationen der Geschwindigkeitsfluktuationen iiber ein Kugelvolumen
und denjenigen der stochastischen Krifte, die auf eine suspendierte Kugel desselben Vo-
lumens wirken, hergestellt. An dieser Stelle soll jetzt untersucht werden, inwiefern der
Scherfluss einen Beitrag zu den stochastischen Kréften, die auf eine einzelne Kugel wir-
ken, liefern kann. Dazu wird jetzt der in ¢ lineare Anteil der Korrelationsmatrix, S 1, iiber
ein Kugelvolumen mit dem Radius a gemittelt. Es zeigt sich, dass gerade die Kreuzkor-
relation S, nach der Mittelung erhalten bleibt, die im Falle der ruhenden Fliissigkeit
verschwindet. Es gilt daher

1Saully, (@) : /VK(a /Vm) /(02 (0, )0, (0,1'))

B 1 [dk1 - “o / / 1 —ik(r—r')
=95 V;%/Q > ((1 2k2)(1 — 2k )) » dr o dr'e

Q*167% [dk 1 ~q ~o. (sin(ka) cos(ka)\?
2w vz | g T 2R =2 e e

87‘(’ Q2 2 Q? 4,
p— pr— a 4- 1
9955 v V2 75 75V e (4.51)

=g

mit dem Kugelvolumen Vi = %wa?’. Mit der charakteristischen Linge L = a erhélt man

a._ ga® _ 3a® 7
== =

die auf den Kugelradius bezogene Reynoldszahl Re™

® Die Diagonalterme von [[S]],, .. héngen erst in der Ordnung g* von der Scherrate ab.

" Fiir Wasser ergibt sich mit einer Viskositéit von 7 = 107° ”l fiir eine Kugel vom Radius @ = 1 mm und
einer Scherrate von v = 1/s gerade eine Reynoldszahl von Re™® = 1.
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Bildet man das Verhéltnis der gemittelten Korrelation (4.51) mit der in (3.37) fiir die
ruhende Fliissigkeit erhaltenen Komponente [[Sy.]]y, , so ergibt sich

Sally, (@)  RePe

A T Bl %

= 0.04Re™. (4.52)

Damit ist die gesamte iiber das Kugelvolumen gemittelte Korrelationsmatrix wie folgt
darstellbar:

2 07 1 =X\ 0
(Sl = (V] V) = sve | o (4.53)
0 0 1

Im Grenzwert kleiner Scherraten, A\ — 0, folgen die Geschwindigkeitsfluktuationen einer
Maxwell-Boltzmann Verteilung. Wir nehmen fiir die folgende qualitative Diskussion an,
dass dies fiir kleine A noch ndherungsweise der Fall ist. Die Verteilung ist also gleich

PVl ) ~ exp (= V], (18T Wl ) - (4.54)

Die wesentliche Anderung von (4.53) durch den Scherfluss ist das Auftreten der Nichtdia-
gonalelemente und entsprechend wird mit A # 0 die Verteilung (4.54) nicht mehr isotrop
sein. Mit Hilfe einer Hauptachsentransformation von [[S]];, aus Gleichung (4.53) findet
man die Drehmatrix

cosy siny 0 % % 0
_ T LT _ 1 1
R =|-sin] cosy 0= -5 V> (4.55)
0 0 1 0 0 1

mit der die Matrix [[S ]]‘_/; diagonalisiert werden kann:

R[S]ly R" = HSHVL = <%)1 <? ; ) : (4.56)

1
14+

~ —1

Umgekehrt kann man somit [[ﬁ“;}l( = ET |:|:§:|:|V R in der Verteilungsfunktion (454)
K

ersetzen,

P(ivly,) ~ oo (- M5, BT [[3]] R v, (457

und erhélt mit den transformierten Geschwindigkeitsvektoren [v']y, = R [v],, fiir das
Argument der Exponentialfunktion die Gleichung

_Cm@+hmk

ISRV [v;]2VK> e (4.58)
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

Dies entspricht einer Ellipsoidengleichung, ist also auf einem Ellipsoid mit den Halbach-
sen v/1 — X\, v/1+ X und 1 konstant gleich —Z? und zwar fiir beliebige Z. Das bedeutet
gleichzeitig, dass fiir alle v/, die sich auf dem selben so definierten Ellipsoiden befinden, die
Wahrscheinlichkeit ’P([VK/K) gleich grof} ist. Insbesondere ergibt sich fiir Z = ,/% In2
die Halbwertsbreite der Verteilung. In z-Richtung liegt fiir positive A die kleinste und in
y-Richtung die grofte der Halbachsen. Die Riicktransformation mit R” entspricht einer
Drehung der Geschwindigkeiten zu [v]y, = RT [v']y,., um den Winkel 7 relativ zur -
Achse.? Die Ellipse hat somit fiir positive Scherraten und damit positiven Werten fiir \
die in Abbildung 4.9 dargestellte Form.

o

~

Abb. 4.9: Links ist die Ellipse mit der durchgezogenen Linie die Geschwindigkeitsverteilung fiir
positive Scherraten in der xy-Ebene. Die gestrichelte Linie zeigt den Fall ohne Scherung.
Die beiden Kurven in der Mitte zeigen die Projektion der Verteilung auf die x- bezie-
hungsweise y-Achse des Ursprungssystems, welches im linken Bild durch die griinen
Achsen angedeutet ist. Die Kurven sind gleichartig und entsprechen derjenigen einer
kreisformigen Verteilung. Betrachtet man die Verteilung aber entlang der links mit rot
gezeichneten Achsen, so erkennt man in den rechten Graphen, dass die Verteilung in
a’-Richtung schmaler, und in y’-Richtung breiter ist (durchgezogene Linien). Die kreis-
formige Verteilung (gestrichelte Linie) dndert sich bei Drehung der Achsen nicht. In
den beiden rechten Bildern wurden jeweils durch die gepunkteten Linien gleich grofe

Werte der Verteilung markiert. Dies kann zum Beispiel fiir die Wahl von Z = % In2
in Gleichung (4.58) bei der halben Hohe der Verteilung sein.

Im Abschnitt 3.4 wurde eine Relation zwischen den Elementen der Matrix (4.53) fiir A = 0
und der Korrelation der in Abschnitt 2.5 eingefiihrten, auf eine Kugel wirkenden stochas-
tischen Krifte £°(¢) motiviert. Nimmt man an, dass diese Beziehung auch weiterhin fiir
kleine A gilt, so lasst sich die Korrelation der stochastischen Kréifte mit Hilfe der in Glei-
chung (3.38) definierten Konstanten e = 3oV d(t — t') wie folgt abschétzen:

) 1 =X 0
EOFE) = 5@ [ 1 0. (159)
0 0 1

8 Es gilt RTe, = %(1,1) und R7¢, = %(1,71), so dass es sich um eine Drehung entgegen dem
Uhrzeigersinn handelt.
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Die stochastischen Kréfte gehen in die Bewegungsgleichung (2.43) fiir eine Kugel der Masse
1 ein, die sich an der Position ¢y befindet. Mit dimensionsbehafteten Grofien ergibt sich
dann die Bewegungsgleichung fiir eine Kugel, die sich mit der Geschwindigkeit tix in der
Fliissigkeit bewegt,

d . o e
Mozl (t) = —Golix (t) + Goryes +£7(1). (4.60)

Die Abschitzung (4.59) fiir die Korrelation der stochastischen Krifte lautet unter Beriick-
sichtigung der Dimensionen

1 =X 0
(FDOFT)) =2kpTl | =X 1 0| s(E—1). (4.61)
0 0 1

Es ist {y = 6mna die Stokessche Reibungskonstante. Die Korrelation der Kugelposition
und -geschwindigkeit, die durch die Gleichungen (4.60) und (4.61) beschrieben werden,
wurden in Referenz [36, 37| berechnet.

Die Gleichungen dienen hierbei nur als Abschéitzung. Da die Zeitabhéingigkeit des Fluk-
tuationsfeldes der Fliissigkeit unsymmetrisch in der Zeit ist, ist davon auszugehen, dass
auch die stochastischen Kréfte nicht einer §(¢ — ¢')-Korrelation gehorchen. Zur exakten
Bestimmung der Korrelationen der stochastischen Kréfte £%(¢) miissen die Gleichungen
(2.42) gelost werden. Dies sollte mit der analytischen Darstellung der spektralen Dich-
te aus Gleichung (4.41) zusammen mit den Gleichungen (4.43) und (4.44) eine losbare
Aufgabe darstellen.

4.8 Lineare Response

Im Abschnitt 3.5 wurde in Gleichung (3.55) ein Zusammenhang zwischen der Laplace-
transformation der Suszeptibilitdt und der Relaxationsfunktion abgeleitet, wonach fiir die
Suszeptibilitdt gilt:

x (k,s) = (isﬁg(k, s) + l)x (k). (4.62)
Setzt man hier die Relaxationsfunktion
Ry(k,s) = (I — g(—is+vk*) ' B(k))(—is +vk*)~! (4.63)

fiir den Scherfluss aus Gleichung (4.39) ein, ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte der
dynamischen Suszeptibilitét

X (k,5) = <is(1 — g(—is + vk>) T B (K)) (—is + vk2) "' + 1 ) x ()

_ <yk21 —isg(—is + vk?)"\B (k) )(—z‘s +vk?) "y (k)
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

und mit s = w + 7€ ergibt sich fiir ¢ — 0 entsprechend

vk? iw
xlow) = (ﬁi - gmﬁ(k)>x(k)
vk?(iw + vk? iwl(w? — V2k4 W22
:< Zj§+;k{f))_ PR (wzfy)z—;; k )E(k)ﬁ(k). (4.64)

Es soll weiterhin die Aufspaltung
X (k,w) = X/(k,w) +ix "(k,w) (4.65)

gelten. Da die Gesamtlosung jedoch auch in der Zeit antisymmetrische Beitrige enthilt,
gilt die einfache Form des Fluktuations-Dissipations Theorems (3.44) nicht mehr und muss
angepasst werden.

Symmetrie bei Zeitspiegelungen

Fiir den mit s indizierten und in der Zeit symmetrischen Anteil der Korrelation gilt
Sij(t) = Si(=t) = S5:(t) (4.66)
und somit im Frequenzraum die Beziehung

S°(w) =[8°T"(w). (4.67)

Fiir den mit dem Index a versehenen, in der Zeit antisymmetrischen Beitrag zur Korrela-
tion erhélt man hingegen

Si(t) = =S5 (=t) = =S5i(t), (4.68)
wodurch sich im Frequenzraum die Beziehung
5% w) = -8 (w), (4.69)

ergibt. Aus der Gesamtkorrelation S (w) erhilt man somit die in der Zeit symmetrischen
und antisymmetrischen Anteile mit Hilfe von

(S (@) - 8"(w). (4.70)
Im konkreten Fall des Scherflusses erhélt man aus den Gleichungen (4.42) bis (4.44) fiir
die symmetrische spektrale Dichte
2vk? 2024
—-2¢gs e e
Q § (w) - wg 4 V2k4_(0) g(wg i 1/2]{?4)2

2vk?
2 T
mﬁﬁo(o)ﬁ (4-71)

(BSo(0)+So(0)BT)

+9g

68



4.8 Lineare Response

und fiir die antisymmetrische
2uk?
@ 1z (B E0(0) - S0(0)B7). (4.72)

Es wurden zugunsten der besseren Lesbarkeit die Abhéngigkeiten von k nicht angegeben
und die statische Korrelation der ruhenden Fliissigkeit mit So(0) = So(t = 0) abge-
kiirzt.

Q7?8 %(w) = —iwg

Die gleiche Aufspaltung kann man jetzt fiir die dynamische Suszeptibilitéit (4.64) durch-
fithren und erhélt mit der Zerlegung (4.65) fiir die in der Zeit symmetrischen Anteile

I/2 4 y 2
wrk? w2 — 2d
g 1 k (K(O)‘i‘XT(O)) +%wﬁ<ﬁz(o)+x(o)§T> (4.73)

X W) = 2 (w2 4 v2k4)
und fiir die antisymmetrischen

V2 4

X0 = 5 (10 1T 0) o (B 0) - x 0)87)
1 wrk?

X ) = 3 (00 = xT0)) + o

(4.74)

Die statische Suszeptibilitét y (0) erhélt man jetzt aus der statischen Korrelation iiber die

Gleichungen (4.48) und (4.50) zu

2

X(0) = Q728 (t = 0) = S0(0) — 325 (BS0(0) + S0(0)BT) + 355 BSo(0)B”

und mit Hilfe der Eigenschaften B B = 0 gilt weiter

Bx(0)+x"(0)B" = BSo(0) +Sp(0)B" ~ 5B 0(0)B”.

Bx(0)—x"(0)B" =BSo(0)—So(0)B" (4.75)
Aus den obigen Gleichungen (4.73) und (4.74) folgen dann

'a VkQ
X “(w) = WQQW (ﬁﬁo(o) - §0(0)§T> (4.76)
und
1" I/k2 I/2k4 T
X () (w2 + 1/2/<:4)_0(O) 9 (W2 4+ v2k*) (_ﬁo(o) +50(0)B )

BSo(0)B7, (4.77)
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4 Fluktuationen in inkompressibler Scherstromung

die nach einem Vergleich mit den Anteilen der spektralen Dichte (4.71) und (4.72) zu dem
Fluktuations-Dissipations Theorem in der Form

2
5w = 2y "),
2
§°() = iy () (4.78)

fithren, wie es auch mit anderen Bezeichungen in [62] zu finden ist.

Oseen-Tensor

Da die statische Suszeptibilitdt durch den Scherfluss gegeniiber der ruhenden Fliissigkeit
veréndert wird, ist zu erwarten, dass sich auch der Oseen-Tensor dndert. Mit der Beziehung
aus Gleichung (3.64) erhilt man fiir den scherratenabhéngigen Oseen-Tensor

Qg(k) = 1 ;(w)
2
= 8 (1000 = 3B x0(0) + OB + SEExOET) . (@19

der die stationire Anderung der Fliissigkeit aufgrund einer Punktkraft beschreibt.

Eine Riicktransformation dieses Ausdrucks fiir den Oseen-Tensor in den Ortsraum wére fiir
Simulationen mehrerer Brownscher Teilchen im Scherfluss von sehr praktischer Bedeutung.
Der Beitrag in fithrender Ordnung der Scherratenkorrektur ist proportional zu k.

4.9 Zusammenfassung

Nachdem in Abschnitt 4.1 gezeigt wurde, wie sich die Bewegungsgleichungen fiir die ther-
mischen Fluktuationen in einer Fliissigkeit bei einer Scherstromung im Vergleich zur ru-
henden Fliissigkeit dndern, wurde in den folgenden Abschnitten eine Naherungslosung fiir
den Fall einer Scherstromung erarbeitet, falls die Winde weit entfernt vom Beobachtungs-
punkt sind. Dazu wurden die Bewegungsgleichungen im Abschnitt 4.3 im Frequenz- und
Wellenzahlraum gelost und formal in die Zeit zuriicktransformiert. Im Abschnitt 4.4 wur-
de die statische Kreuzkorrelation (v, (rv,(0)) berechnet und deren Parameterabhéngigkeit
im Abschnitt 4.5 eingehend diskutiert. Wie das Vorzeichen dieser Kreuzkorrelation vom
Differenzortsvektor r abhéngt wurde als Funktion verschiedener Parameter diskutiert. Im
Abschnitt 4.6 wurde gezeigt, dass bei einer Entwicklung der Geschwindigkeitskorrelati-
on nach der Scherrate g alle Terme hoherer Ordnung als g2 verschwinden. Wie sich diese
Kreuzkorrelation der Fluidgeschwindigkeiten auf ein suspendiertes Testteilchen auswirken,
wurde im Abschnitt 4.7 berechnet und es wurde auch die asymmetrische Verteilungsfunk-
tion eines Testteilchen berechnet. Im Abschnitt 4.8 wurden auch die fithrenden scherra-
tenabhéangigen Korrekturen zum Oseen-Tensor im Fourierraum berechnet.
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5 Fluktuationen in einer ebenen
Couette-Stromung

Ein linearer Schergradient wird typischerweise in einer ebenen Couette-Stromung wie in
Abbildung 5.1 realisiert, also durch zwei sich gegeneinander bewegende Wénde erzeugt. Um
in einem ersten Schritt charakteristische Auswirkungen des Scherfeldes auf das Spektrum
der hydrodynamischen Fluktuationen zu untersuchen, wurde im letzten Abschnitt der
Einfluss der Wénde vernachlissigt. Demgegeniiber soll in diesem Abschnitt die Haftung
der Fliissigkeit an den Winden einbezogen und die entsprechenden Auswirkungen auf die
Korrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen beriicksichtigt werden.

Yy —
> uy(y)
d x
z -
-

Abb. 5.1: Skizze einer ebenen Couette-Stromung ug = gyé,. Die beiden Winde liegen senkrecht
zur y-Achse und bewegen sich mit betragsgleicher Geschwindigkeit in entgegengesetzten
Richtungen entlang der z-Achse. Die Stromungsrichtung ist parallel zur x-Achse und
der Schergradient entlang der y-Achse. Beide Richtungen spannen die orthogonal zur
z-Achse liegende Scherebene auf.

Die im vorangegangenen Kapitel 4 verwendete Naherung wird nicht weiter benutzt, so dass
die hier gefundenen Ergebnisse im Grenzfall grofler Plattenabstéinde auch als Test fiir die
zuvor bestimmten analytischen Losungen in einem unendlichen System dienen kénnen.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt 5.1 werden die Grundgleichungen in ein
allgemeines Funktionensystem entwickelt, wobei die in Betracht kommenden Funktionen
die Randbedingungen entweder exakt oder ndherungsweise erfiillen. Dabei werden die Be-
wegungsgleichungen in Gleichungen fiir die Entwicklungskoeffizienten iibergefiihrt, womit
sich die Korrelation der Fluktuationen auch durch die Korrelation dieser Entwicklungs-
koeffizienten darstellen lésst. Entsprechend erben letztere die Symmetrieeigenschaften der
Fluktuationen, wie sie in Abschnitt 5.2 erldutert werden. Wie im vorhergehenden Kapi-
tel werden die Korrelationen anschlieend im Abschnitt 5.3 in eine Taylorreihe bis zur
quadratischen Ordnung in der Scherrate um die ruhende Fliissigkeit entwickelt und die
allgemeinen Losungen fiir die spektrale Dichte angegeben.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

In Abschnitt 5.4 wird schlielich ein konkretes Funktionensystem benutzt, welches ga-
rantiert, dass die Geschwindigkeitsfluktuationen die Haftbedingungen an den Winden
erfiilllen und damit verschwinden. Die Losungen fiir die Korrelationen der transversalen
Geschwindigkeitsfluktuationen werden ausfiihrlich analysiert und mit der Ndherungslosung
aus dem vorangegangenen Kapitel 4 verglichen. Zum Abschluss wird in Abschnitt 5.5 be-
schrieben, wie sich die Beriicksichtigung der longitudinalen Anteile der Geschwindigkeits-
fluktuationen und der Dichtefluktuationen auf die Berechnung auswirkt und es werden
hierfiir formal zeitabhéngige und stationére Losungen angegeben.

5.1 Aligemeiner Formalismus

Ausgangspunkt fiir die weitere Berechnung sind abermals die im Anhang A hergeleiteten
Bewegungsgleichungen fiir die Geschwindigkeitsfluktuationen in einer Scherstromung:

(0 + gy0,)Vp+V(V-v) =0, (5.1a)
(0 — va + gy@aC)Avl +EAVp + 2g3xV(vly + UZ) + g@x(v-vl)éy =VH, (5.1b)
A(v) + vly) — 20,(0,vy, — Oyvl)
<(9t — v+ gy&r)Avt +g — Al =-G. (5.1c)
20, (0yvt — 0,v})

5.1.1 Planare Fouriertransformation

Das betrachtete System wird in - und z-Richtung weiterhin als unendlich ausgedehnt an-
genommen, weshalb in beide Richtungen eine Fouriertransformation der linearen Gleichun-
gen (5.1) moglich ist. Der Wellenzahlvektor in der davon aufgespannten, parallel zu den
Wiénden liegenden Ebene wird durch k = (k,, 0, ;) und der Ortsvektor durch r = (z,0,y)
beschrieben. Mit der Fouriertransformation in zwei Raumdimensionen

v (i, y,t) = /dw dz v (e, 1) e

dkg d -
v(l’t)(r,y,t) :/%V(l’t)(m,y,t) e (5.2)
und der verschwindenden Rotation, V x vt = 0, erhilt man drei niitzliche Beziehungen

zwischen den longitudinalen Geschwindigkeitskomponenten

ayfui('q’a y) = ilizU?lJ(li, y)7
k0k (K, y) = kvl (K, Y),
K

Ayl (k,y) = mmvly(n,y) . (5.3)
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5.1 Allgemeiner Formalismus

Demzufolge sind vl (k, ) und v! (k, y) zueinander proportional und man kann die Darstel-
lung

vl (K, Y, 1) £ ybll(k, y,t) -
vill(k,y,t) = 0 = 0 = ;vl’”(n,y,t) (5.4)
vl(k,y,t) sz obl(k,y,t)

wihlen, worin £ = |k| = /K2 + k2 den Betrag des zweidimensionalen Wellenzahl-
vektors beschreibt. Ganz offensichtlich ist vb1 die y-Komponente und man erhilt mit
v (K, y,t) = vly(m,y,t) die Beziehung

?
UI’L(KHyﬂt) = _anvul(’{’ayat) : (55)

Auf Grund dieser direkten Zusammenhénge zwischen den Komponenten der longitudinalen
Geschwindigkeitsfluktuationen geniigt es hiervon in der weiteren Rechnung ausschliefSlich
die Komponente v"l zu betrachten, indem man in der Bewegungsgleichung (5.1) zwei
longitudinale Beitrége mit Hilfe von (5.4) und (5.5) ersetzt. Mit den gleichen Beziehungen

kann man am Ende aus der Losung fiir o>/l die ersetzten Komponenten bestimmen.!

Die rédumlichen Fouriertransformationen der verbleibenden fiinf Gleichungen (5.1) fiir die
Dichte p, die longitudinale Geschwindigkeitsfluktuation v*|, und die drei transversalen

Geschwindigkeitsfluktuationen vt, v!

%, vy, und v! sind dquivalent mit den Substitutionen

O — iky , 0, — ik, , A — —(k% - 85) SAVS (5.6)

5.1.2 Matrixoperatoren

Die nach longitudinalen sowie transversalen Komponenten aufgespaltenen
Geschwindigkeits- und Dichtefluktuationen und die stochastischen Kréfte bilden die
folgenden beiden Vektoren

X := (p,vl”,vi,vz,vi) und P :=(0,irH,-G,,—Gy,—G>). (5.7)

! In der unendlich ausgedehnten Fliissigkeit gilt immer, dass die longitudinale Geschwindigkeitskompo-
nente entlang dem dreidimensionalen Wellenzahlvektor k zeigt. Aufgrund der Beziehung (5.4) gilt dies
bei der Couette-Stromung fiir den in der zz-Ebene liegenden Anteil Vil = &,
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Weiterhin werden die Operatoren aus den Gleichungen (5.1) in folgenden Matrixoperatoren
zusammengefasst:

10 0 0 0
0 Axy 0 0 0
J=10 0 Ay O (VR (5.8)
0 0 0 Agy O
0 0 0 0 Ay
0 — L Ny 0 0 0
(VAP —I/OéAi’y 0 0 0
M = 0 0 S ZAY 0 0 : (5.9)
0 0 0 —vAL, 0
0 0 0 0 —vAZ,
1KY 0 0 0 0
0 kg (yDyy +20y) 0 —2K Ky, 0
Mg:=1 0 —L Ny yOy ik (YD gy + 20y)  Dpy + 2K2 0
0 —2 Ny 0 1Re YDy 0
0 0 0 2K K ihe (Y Dk y + 20y)
(5.10)

Definiert man die Summe der letzten beiden Matrizen als
M =Mo+gMy,, (5.11)

so kann man die Bewegungsgleichungen (5.1) im Fourierraum auch in Form einer Matrix-
gleichung schreiben:

Z (Jij0r + Mij) X; = P, (5.12)

J

5.1.3 Funktionenentwicklung senkrecht zu den Wanden

Die betrachtete Fliissigkeit ist bei der Couette-Stromung (Abbildung 5.1) in y-Richtung
durch Wénde begrenzt, an denen die Geschwindigkeit der Fliissigkeit spezielle Randbedin-
gungen erfiillen muss. In diese Richtung kann daher keine Fouriertransformation durch-
gefiihrt werden. Stattdessen werden die Felder beziiglich ihrer y-Abh#ngigkeit in ein Sys-
tem von Funktionen entwickelt. Mit Hilfe der Chandrasekhar-Funktionen? [63] konnen die

2 Siehe hierzu auch Abschnitt 5.4.
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5.1 Allgemeiner Formalismus

Randbedingungen in einer inkompressiblen Fliissigkeit (2.19) zum Beispiel exakt erfiillt
werden. Um die folgende Rechnung iibersichtlicher zu halten, soll die y-Abhéngigkeit der
Felder hier durch diejenige Untermenge der harmonischen Funktionen dargestellt werden,
welche an den Wénden bei y = :I:%l verschwinden, aber die vollsténdigen Randbedingun-
gen nur ndherungsweise erfiillen. Bevor im Abschnitt 5.4 dieses spezielle Funktionensystem
Verwendung findet, wird die weitere Rechnung vorerst moglichst allgemein gehalten. So-
mit bleibt ohne groflen Aufwand weiter die Moglichkeit, bei Bedarf das Funktionensystem
zu wechseln und einem anderen Zweck anzupassen.

Die Losungsvektoren konnen in ihre beziiglich y = 0 symmetrischen X_(y) und an-
tisymmetrischen Anteile X.(y) aufgespalten werden, wobei im Folgenden X, (y), mit
a € {“—=7=1,“~" = 2}, geschrieben wird. Ebenso sollen auch die Basisfunktionen
des Funktionensystems gleichartig in Funktionen ¢q, (y) unterteilt werden. Es bietet sich
somit folgender Produktansatz fiir die Felder im Ortsraum an

Xz ZZSOM X(alz €T, % t) (513)

a =1

oder analog nach einer planaren Fouriertransformation

Xz( Z Z Spal ozlz) K t) (514)

a [=1

5.1.4 Entwicklung nach der Galerkin Methode

Um aus den Bewegungsgleichungen (5.12) fiir die unendlich dimensionale Darstellung
(5.13) der Geschwindigkeits- und Dichtefluktuationen eine Approximation mit endlich vie-
len Komponenten zu erhalten, projiziert man im Rahmen der Galerkin-Methode die Glei-
chungen auf eine endliche Anzahl von orthogonalen Basisfunktionen pan(y) (n =1...N)
des selben Funktionensystems.

Mit dem Skalarprodukt

d/g
(@) b= [ dyaity). (5.15)
—d/2
gilt also fiir diese orthogonalen Basisfunktionen
(Pan(y), ©81(Y))d = dapdni , (5.16)

wobei d = % der entdimensionalisierte Plattenabstand ist. Damit erhilt man mit dem
Funktionenansatz aus der Gleichung (5.13) zusammen mit Gleichung (5.12) die Entwick-
lungskoeffizienten X g;)(k,t) aus (5.13):

N
YN [(%jat + Mij)@ﬁl(y)]x(ﬁzj)(ﬂ, t) = Pi(k,y,1). (5.17)

g I=1 J
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Mit der Festlegung auf ein orthogonales Funktionensystem g (y) kann durch Projektion
das System partieller Differentialgleichungen (5.17) auf ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen erster Ordnung in der Zeit iiberfithrt werden:

N
DD Ganin@n) O + Meaniyi) ) Xt (85 8) = Pans) - (5.18)
51 g

Die Tensorfelder hierin ergeben sich aus der Projektion auf die Basisfunktionen ¢q,(y)

und werden mittels folgender Relationen definiert:

J(aniy 1) = (Pan(y), [jz'j@ﬁl(y)} Vs

M (ani)15) = (Pan(y), [MijQOBl(y)bda
P(omi) = <900m(y)a Pl(y)>d : (519)

Aus der Bewegungsgleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten (5.18) wird im Folgenden
die Dynamik der Geschwindigkeitsfluktuationen bestimmt.

5.1.5 Kompaktschreibweise mit Vektoren und Matrizen

Fiir eine Reihe der weiteren Uberlegungen bietet eine Zusammenfassung der Entwicklungs-
koeffizienten X,y zu Vektoren eine bessere Ubersichtlichkeit. Wir fassen in Anlehnung
an die Vektoren aus (5.7) die Entwicklungskoeffizienten X, im Orts- und Fourierraum
zu einem Vektor X(,,) zusammen:

X(an) = (X(omp)a s ax(anvg)) : (520)
Diese bilden wiederum Vektoren
X(a) = (X(al)a [N 7X(aN)) 5 (521)

die schliellich den Gesamtvektor

ergeben. X(qn;) entspricht dann X, wobei man den absoluten Index v mit a € {* —" =
1,“ ~ 7 = 2} bei insgesamt N Moden je o und den 5 betrachteten Fluktuationsvariablen
durch die folgende Formel ermitteln kann:

v=Na—-1)+5(n—-1)+1. (5.23)

Umgekehrt erhélt man mit X(z, z,¢) und den Basisfunktionen ¢, (y) den Vektor fir die
Fluktuationen X(r,¢) in (5.7) durch die Summe

Xy t) =D > Kiam ([, D)¢an(y) (5.24)
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5.1 Allgemeiner Formalismus

Eine Matrix M ist in &hnlicher Weise aus den Elementen von M, g15) aufgebaut:
M — <M<—>(—> M(—)(~>> _ (5.25)
M) M)

Die Untermatrizen haben die Darstellungen

M (a)(5) = M (o) (8m) : (5.26)

welche wiederum aus den Untermatrizen
M (an)(8m) = M (ani)(Bmj) (5.27)

zusammengesetzt sind. Auch hier lassen sich die Elemente der 10N x 10 N-Matrix M zum
einen durch zwei Triple als M(qni)(gmj) und zum anderen durch ihre absoluten Indizes
als M, dargestellen. Die Bestimmung dieser absoluten Indizes erfolgt analog zur Glei-
chung (5.23).

Lineares Gleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten

Auf dieselbe Art lassen sich jetzt auch die Matrix J und der Vektor P aus den in (5.19)
beschriebenen Komponenten definieren, wodurch das Gleichungssystem (5.18) folgende
kompakte Form erhélt

(JO, +M)X =P. (5.28)

Multipliziert man diese Gleichung mit der zu J inversen Matrix, so erhélt man schliefllich
die fiir die weiteren Uberlegungen zentrale Gleichung:

(L0, +L(k))X(k,t) =F(k,t), (5.29)
mit
L(k)=J"(k)M(k) und
F(r) =1 '(k)P(r), (5.30)

sowie der 10N x 10N-dimensionalen Einheitsmatrix I.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Korrelationsmatrix der Fluktuationen

Die Korrelationsmatrix der Fluktuationen hat mit der Darstellung (5.24) die Gestalt

Sij(r7 I'/, Y, yla t, tl) — <XZ('I’ Y, z, t)X_] (‘T/a yla Zla t/)>
= Z Z<X(am’) (:C, 2y 75)X(ij) (:C/, Z/’ t,)> Pan (y)gpﬁm (y/)

o, n,m

= > Staniyami) (@2 2,2 6 1) Can(¥)@sm(Y) | (5.31)

Q’,ﬁ n,m

wobei die Korrelationen der unterschiedlichen Entwicklungskoeffizienten in den Funktionen
S (ani)(8mj) (T, @', 2, 2, t,1") zusammengefasst wurden. SchlieBlich lassen sich diese Elemente,
wie zuvor in der Gleichung (5.25) fiir die Matrix M beschrieben, in der Form einer Matrix
S (z,2’, 2,7, t,t') darstellen und aus dem dyadischen Produkt

S(z, 2, 2,2 t, 1) = X(x, 2, )X (', 2/, ')) (5.32)

ermitteln. Insgesamt erhélt man damit die Darstellung der Korrelationsmatrix:

S (I‘, I‘/7 L t/) = Z Z(X(an) (1‘, 2, t)X(ﬁm) (.%'/, ZI? t/)> Pan (y)‘ﬂ,@m (y/)

Q’,ﬁ n,m

= Z Z S (an)(Bm) (1’, xla 2 ZI7 2 t/) Pan (y)SOBm(y/) : (533)

Q’,ﬁ n,m

Analoge Summendarstellungen ergeben sich fiir die von der Frequenz und der Wellenzahl
abhingenden Korrelationsmatrizen.

Korrelation der Krifte

Die Korrelation zweier Entwicklungskoeffizienten der nach Gleichung (5.7) im Vektor P
zusammengefassten Krifte ergibt sich analog mit Hilfe von (5.19) aus

d/2 /2

<P(K’W)P(K,’w/)>(o¢m‘)(ﬁmj) = </ dy Qpan(y)Pi(nayaw)/ ) dy, Qpﬁm(y)Pj(nl’y,aw/)> )

—d/2 —d/
woraus nach Vertauschen der Ensemble-Mittelung mit der y-Integration folgt:

/2

d/2
<P(R?w)P(K’/awl)>(ani)(,8mj) = / 2dy Spom(y)/d/2 dyl Soﬁm(y)<Pi(K/ayaw)Pj(K’layl’w» .

—d/

Die Kréfte Pi(r,t) sind lineare Funktionen des stochastischen Spannungstensors. Somit
gilt fiir ihre Korrelation nach einer Fouriertransformation in z- und z-Richtung, ebenso
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5.2 Symmetrie

wie in der Zeit, nach Anhang (D.2) die Beziechung
<P(K}, w)P(m',w'))mmxgmj) = (5.34)

/2 /2
2Qv(2m)*6(k + K)d(w + o) / dy oan(y) /d/z Ay am (W) Pij (K, v,y ,w)d(y — ).

—d/2

Die Operatoren Pjj(k,y,y’,w) lassen sich hierbei unmittelbar als Produkte der in den
Gleichungen (5.1) auftretenden Funktionen G und H und unter Beriicksichtigung der spe-
ziellen Symmetrie des stochastischen Spannungstensors ermitteln. Die Berechnung wurde,
ebenso wie die eigentliche Projektion, detailliert im Anhang D beschrieben.

Die Koeffizienten (5.34) der Kraftkorrelationen lassen sich wieder in einer Matrix zusam-
menfassen und nach beidseitiger Multiplikation dieser Matrix mit der Inversen Matrix von
J(k) folgt fiir die Korrelationsmatrix der Koeffizienten des Vektors F(k) aus (5.30) die
folgende Struktur.

(Fi(k, w)F;j(k',0)) = (27)°K;6(k + £')5(w + o) (5.35)

Die Berechnung der Elemente der hierdurch definierten Matrix K erfolgt fiir eine spezielle
Wahl der Entwicklungsfunktionen in Kapitel 5.4.

5.2 Symmetrie

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich die Randbedingungen an den Wénden auf die
Symmetrie der Korrelationsmatrix S;;(r,r’,¢,t") und insbesondere auf die Korrelationen
unter den verschiedenen Entwicklungskoeffizienten, also auf die in (5.32) definierte Matrix
S auswirkt.

Da die stationdre Scherstromung an einem bestimmten Ort zu unterschiedlichen Zeiten
vollkommen gleich ist, bleibt die Translationsinvarianz in der Zeit unberiihrt. Gleichzeitig
wird das System homogen und unendlich ausgedehnt in x- und z-Richtung angenom-
men, wodurch eine rédumliche Translationsinvarianz und Reflexionssymmetrie entlang die-
ser beiden Koordinatenrichtungen vorliegt. Senkrecht zu den begrenzenden Winden in
y-Richtung gilt dies jedoch nicht mehr.

Die Korrelation zweier kommutierender Grofien, wie es die skalaren Geschwindigkeiten
sind, &ndert sich nach Vertauschung dieser nicht, so dass

Sij(ra rl7y7y/7t7t/) = <Xj(x/7y/7 Zlat/)Xi(x7y7 Z7t)> - Sji(rl7r7y7y/7t/7t) (536)

gelten muss. Aufgrund der Translationsinvarianz in z- und z-Richtung sowie in der Zeit,
kann man sie durch die Verschiebungen —z’, —z’ und —t' auflerdem als Funktion des
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

jeweiligen Abstandes T =z — 2/, z = z — 2/ und t = t — ¢/ umschreiben
Sij(r7 I'/7 Y, y,7 ta t,) - <X2(x - xla Y,z — Zla t— t,)Xj(07 yla 07 O)>
= Sij('f7y7y,727£) . (537)

Kombiniert man die beiden Eigenschaften (5.36) und (5.37), so ergibt sich die folgende
Symmetriebeziehung

Sij(jayay,’ z?t_) = <X](£C/ - xay/a Z/ - Z,t/ - t)Xl(O’y,Oa 0)> = Sji(_jay/,y’ _25 _t_) .
(5.38)

Setzt man in diesen Ausdruck die Entwicklung (5.31) ein, so erhélt man

Sij(j> Y, y,’ z, t_) = Z Z S(omi)(ﬁmj) (j> z, f)goan(y)gogm(y')

a,3 n,m

=3 Stani)@mi) (% =2, =D @an (¥ ) opm (y)

a,3 n,m

= Z Z S(ang)(Bmi) (—T> =2, =) 0sm (Y) Pan (y')

avﬁ n,m

= S(gmi)ani) (T =2 —Dan (V) esm (y) ,

Bva m,n

wobei in der letzten Zeile die Indizes n «+» m und « « (3 vertauscht wurden. Dies ist deshalb
moglich, da iiber beide Indizes summiert wird. Vergleicht man hier die Summanden in der
ersten mit denen in der letzten Zeile, so ergibt sich die Symmetriebeziehung

S(omi)(ﬁmj) ('f7 Z, E) = S(ﬁmj)(omi)(_ja —Z, _E) (539)

fiir die Elemente der Korrelationsmatrix. Eine Orts- und Zeitumkehr hat also ein paarwei-
ses Vertauschen aller Indizes der Koeffizienten Sqn)(smj) zur Folge.

Fasst man diese Korrelationskoeffizienten mit Hilfe der Darstellung (5.25) - (5.27) in einer
Koeffizientenmatrix

S(x,a’, 2,2 t,t') = S(z, z,t) = (X(z, z,£)X(0, 0, 0)) (5.40)
zusammen, so folgt aus (5.39) die Bezichung

S(x,2,t) =ST(—z, -2 —1). (5.41)

Unter Verwendung der Translationssymmetrie kann man die Fouriertransformierte
S(k, k', w,w") der Korrelationsmatrix S(z,z’, z, 2/, t,t') durch die Relation

S(k, k', w,w') = (21)3S(k,w)d(k + K)o (w + ) (5.42)

ausdriicken, womit die spektrale Dichte

S(k,w) = /dx dz dt S(z, z, 1)t inat—ineZ (5.43)

80



5.3 Spektrale Dichte

eingefithrt wurde. Diese hat wegen der Bezichung (5.41) die Eigenschaft

S(k,w) = / dx dz dt S (x, 2, 1) e —in=2

o
- / dw dZ dt ST(—x’ —z, _t)e’luﬂf—lﬁxx—znzz

— 00

:/ (—dz) (—dz) (=dt) ST (x, z,t)e  WiTiraatinzz

)
)
= dx dz dt ST(x’ 2, t)e—zwt-i-mxa:—f—mzz
—00
=S (—k,—w),

das heifit die Korrelationsmatrix ist selbstadjungiert:

S (k,w) = ST(k,w). (5.44)

Durch diese zentrale Beziehung wird die Symmetrie des Systems ausgedriickt.

5.3 Spektrale Dichte

In diesem Abschnitt werden die spektrale Dichte und die zeitabhingige Korrelationsma-
trix formal aus den Bewegungsgleichungen (5.1) bestimmt. Wie zuvor im Abschnitt 3.2
am Beispiel eines unendlich ausgedehnten Geféfles gezeigt, benttigt man fiir die dynami-
sche Korrelation die statische, also zeitgleiche Korrelationsmatrix, die im Allgemeinen im
Rahmen der Fluktuations-Dissipation Theorie aus der statischen Suszeptibilitdt abgeleitet
werden kann, wie es im Anhang B ausgefiihrt ist.

Auch hier soll in Abschnitt 5.3.1 zunédchst der gleiche Formalismus wie in den Abschnitten
3.2 und 4.6 angewendet und die dynamische Suszeptibilitiat bis auf die Kenntnis der stati-
schen Korrelation zuriickgefithrt werden. Letztere kénnen aufgrund des durch die externe
Stromung verursachten Nichtgleichgewichts jedoch nicht unter der Annahme globalen ther-
mischen Gleichgewichts durch das Fluktuations-Dissipations Theorem berechnet werden.
Stattdessen benutzt man unter der Vorraussetzung eines lokalen thermischen Gleichge-
wichtes den aus der ruhenden, unendlich ausgedehnten Fliissigkeit bekannten stochasti-
schen Spannungstensor.

5.3.1 Spektrale Dichte aus der statischen Korrelation

An dieser Stelle soll in gleicher Weise wie in Abschnitt 3.2 fiir den Fall einer unendlich
ausgedehnten Fliissigkeit verfahren und der Mittelwert der Gleichungen (5.29) iiber die sto-
chastischen Kraftdichten [58] berechnet werden. Da letztere bei der Mittelung verschwin-
den, (F) = 0, erhélt man eine Gleichung, die die Relaxation einer Nichtgleichgewichtsaus-
lenkung X(¢t = 0) zuriick ins Gleichgewicht beschreibt. Eine Laplace-Transformation der
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

resultierenden Differentialgleichung liefert daher das Gleichungssystem
(—isl +L(k))X(k,s) = X(k,t =0) (5.45)
mit der formalen Losung
X(k,s) = (—isl +L(r)) ' X(k,t =0) =: R (k,s)X(k,t = 0). (5.46)

Dies entspricht aber gerade der Laplace-Transformierten eines Propagators in der Zeit,
so dass mit Hilfe von (C.15) die riicktransformierten Gleichungen in der Zeitdarstellung
formal

X(k,t) = e LXK (k,t = 0) =: R (k,t)X(k,t = 0) (5.47)

lauten. Die Matrix L (k) kann man auf die Form L (k) = A (k)4 ¢B (k) bringen, wobei die
Matrix A (k) den Fall ohne externen Fluss (g = 0) beschreibt. Méchte man diesen Fall von
der Relaxationsfunktion R (k, s) abspalten, kann man mit Hilfe der Dyson-Zerlegung

R(k,s) = (—izl +A(r)) " (5.48)
—g(—izl +A(K)) B(k)(— izl +A(K) + 9B (K))

die Losung auch in der Form
t
X(k, t) = (aé (W)t _ g / dt’ e AR (k)e~ (A WH@WNH/))X(K, t=0) (549
0

exakt darstellen. Ist man insbesondere nur an der linearen Ordnung in g interessiert, ergibt
sich als Approximation von (5.49) die Gleichung

t
X(k,t) = <e*A(n)t _ g/ dt' e AR (m)efé(n)(t—t’)>x(,{’t =0). (5.50)
0

Multipliziert man aber die Gleichung (5.46) dyadisch mit dem Zustand X(k,¢ = 0) zum
Zeitpunkt ¢ = 0 und fiihrt eine Gleichgewichtsmittelung durch [58, 59], so erhilt man

die Losung fiir die Laplace-Transformierte Korrelationsmatrix S (k,s), sofern man die
Anfangskorrelation S (k,t = 0) kennt:

S(k,s) =R (k,s)S (k,t =0). (5.51)

R (K, s) ist weiterhin gegeben durch (5.47). Die spektrale Dichte ergibt sich dann, wie in
(3.15) gezeigt, aus

S (k,w) =

und eine Riicktransformation in der Zeit liefert

S(k,t) =R (k,t)S (k,t =0) + ST (—k,t = ORT (=K, —t). (5.53)
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5.3 Spektrale Dichte

5.3.2 Spektrale Dichte aus dem hydrodynamischen Spannungstensor

Im Gegensatz zur unendlich ausgedehnten und ruhenden Fliissigkeit kann man im vorlie-
genden Fall die Anfangskorrelation S (k,t = 0) aus Gleichung (5.33) nicht aus thermody-
namischen Uberlegungen ableiten, da weder der Einfluss der Winde, noch derjenige des
Scherflusses auf die statische Suszeptibilitdt bekannt sind. Mit der Annahme, dass auch
im Scherfluss lokales thermodynamisches Gleichgewicht herrscht, fordert man die Giiltig-
keit des Fluktuations-Dissipations Theorems fiir die Fluktuationen des Spannungstensors,
womit die Fluktuationsstirke bekannt ist.?

Da vom stochastischen Spannungstensor nur die Korrelationen selbst bekannt sind, wird
die Projektion auf die Entwicklungsfunktionen ¢, (y) vorerst auch nur formal durchge-
fiihrt. Die eigentliche Berechnung wird erst zur Ermittlung der Korrelation der Krifte, also
nach Wahl der speziellen Entwicklungsfunktionen, wie zuvor in Kapitel 5.1.5 beschrieben,
ausgefiihrt.

Nach der zeitlichen Fouriertransformation der Gleichungen (5.29) werden die Fluktuatio-
nen der Felder durch die Gleichung

X(k,w) = (= iwl + L (k) 'F(r,w) (5.54)

bestimmt. Die daraus berechnete Korrelationsfunktion ergibt

(X(r, )X (1,0)) = ((—iwl + L (k) F(r,w)FT (W, &) ( —iw'] + L (&))"

= (2m)*( —iwl + L (m))flK (k) (iwl + L (—m))fTé(w +w)o(k +K'),

wobei die Eigenschaft (F(k,w)FT (W, k') = (27)°K (k)d(w + w')é(k + &') aus Gleichung
(5.35) benutzt wurde. Ein Vergleich mit (5.42) liefert die spektralen Dichte

S(k,w) = (—iwl +L () 'K (s)( - iwl +L(x)) . (5.55)

Symmetrisieren

Aus der in (5.44) abgeleiteten Eigenschaft von S (k,w) folgt, dass auch K (k) selbstadjun-
giert sein muss:

K (k) =K(k) (5.56)

3 Die Fluktuationen des Spannungstensors bestimmen die fluktuierende Kraft F und somit die Stirke der
Dichte- und Geschwindigkeitsfluktuationen X. Es erweist sich wieder als praktisch F in seine longitudi-
nalen und transversalen Anteile zu zerlegen.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Durch die spéater im Abschnitt 5.4 durchgefiihrte Entwicklung nach einem speziellen Funk-
tionensystem geht diese Eigenschaft jedoch verloren, so dass hier eine symmetrisierte Fas-
sung der Kraft (wie es auch Beispielsweise in der Quantenstatistik [62, Kap. 4] iiblich ist)
eingefiihrt wird, die eine korrekte Symmetrie garantiert:

Ks(x) = 3 (K(w) + Kf(w)). (5.57)

Zeitdarstellung

Eine Riicktransformation der spektralen Dichte (5.55) in der Zeit ergibt die Darstellung
durch folgendes Faltungsintegral

S(k,t) = / S e LRTO(1)K g(k)el W O(—(t — 1))

— 00

_ / T e LOITR () ()

max(0,t)

Die Losung dieses Integrals wird im Anhang C.3 beschrieben, und ist gegeben durch

S(k,t) = e WIS (1t = 0)O(t) + S (ki t = 0)ek Wi (—¢). (5.58)

Zur exakten Berechnung der Zeitabhéingigkeit von S (k, t) werden die Eigenwerte von L (k)
benotigt. Diese Matrix L (k) kann, auch wenn nur wenige Entwicklungskoeffizienten be-
riicksichtigt werden, sehr grof3 werden und besitzt auflerdem viele nichtdiagonale Beitrage.
Die Berechnung von Eigenwerten und Vektoren ist daher im Allgemeinen nicht analytisch
moglich, wie es fiir eine exakte Losung beziiglich der Scherratenabhéingigkeit nétig wére.
Das gleiche gilt fiir die Riicktransformation in den Ortsraum.

Daher soll im Folgenden eine Entwicklung bis zur quadratischen Ordnung in g durchgefiihrt
werden. Hierzu wird der Opertor L (k) in einen Anteil fiir die ruhende Fliissigkeit A (k)
und den durch die Strémung verursachten und somit von der Scherrate g abhéngigen
Anteil gB (k) zerlegt:

L (k) = A(x) + gB(r). (5.59)

Um die spektrale Dichte nach Gleichung (5.55) darzustellen, benétigt man jetzt die zu
( —wl + L (m)) inverse Matrix, welche mit Hilfe einer Dyson-Zerlegung wie folgt bis zur
zweiten Ordnung in g dargestellt werden kann:*

(~iwl +L(8) " = (il +A() +gB ()" (5.60)
= [1 — g( —qwl —{—A(n))_l)_lﬁ (K)

PP (il +4)B() + 0@ (il +Aw)

4 Die Zerlegung (5.63) kann man auch bis zu beliebiger Ordnung v in g schreiben als:
(=il +A () +9B (%) " =3 (-9)" [Bs,w)] (—iwl +A ()"

v=0
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5.3 Spektrale Dichte

Die spektrale Dichte in einer deterministisch ruhenden Fliissigkeit, S o(k), ergibt sich fiir
g = 0 und es gilt in diesem Fall nach (5.59) die Identitdt L (k) = A (k). In Gleichung
(5.55) eingesetzt erhilt man

So(k,w) = (—iwl + A (m))fle(m)( —iwl + A (K,))iT ) (5.61)
Fiihrt man aulerdem den frequenzabhéngigen Operator
B(k,w):= (—iwl + A(m))fl B (k) (5.62)
ein, so kann man (5.60) vereinfacht schreiben als
~1
< —iwl +L (m)) (5.63)
2 2 3 . -1
= L - 9B(r,w) + ¢*(B(k,w)) +O(g")] (il + A (x))

und nach Einsetzen in Gleichung (5.55) ist die stromungsabhéngige spektrale Dichte ge-
geben durch®

8 (k) = [~ 9B (m.0) + ¢* (B() + O(g")|So(k.)x
1 9B1(s.0) + 2 (B1(x.0) + 016"
Mit So(k) aus (5.61) und den Abkiirzungen
S1(k,w) = = [B(,0)S0(k,w) + So(k,w)B(,0)] | (5.64a)
Sa(k,w) = |B(k,w)So(k.w)B (k)
+(B(s,w)) Sols,w) + 8ol ) (B (m,)) | (5.600)

erhélt man schliefflich die zu (4.41) analoge Darstellung

S (k,w) =So(k,w) + ¢S1(k,w) + gQSQ(n,w) + (9(93) . (5.65)

°Im Fall beliebiger Ordnung in g ergibt sich fiir die spektrale Dichte

() = 30 5 (-0) B m.)] Sl [B(m.)]

v=0 p=0
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitat

Das bisher allgemein gehaltene Schema wird in diesem Abschnitt fiir eine inkompressible
Fliissigkeit mit einem System harmonischer Funktionen, welche die schlupffreien Randbe-
dingungen erfiillen, numerisch ausgewertet [64]. Im darauf folgenden Abschnitt 5.5 wird
kurz skizziert, wie die kompressiblen Beitréige eingehen.

Liegt Inkompressibilitét vor, so reduzieren sich die relevanten Bewegungsgleichungen (4.3)
auf die drei Gleichungen fiir die transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen und entspre-
chend muss von den Matrixoperatoren (5.8) - (5.10) nur die rechte untere 3 x 3-Matrix
beriicksichtigt werden.

Da die Funktionen beziiglich y nach Funktionensystemen entwickelt werden, liegt in die-
sem Abschnitt der Vektor r stets in der xzz-Ebene, es gilt also r = (74,0,7,). Bei der
Geschwindigkeit v handelt es sich, falls nicht explizit angegeben, um den zuvor mit v’
gekennzeichneten transversalen Geschwindigkeitsbeitrag.

5.4.1 Funktionensystem

Schlupffreie Randbedingungen

Es wird nun ein einfaches System mit harmonischen Funktionen ¢, (y) gewéhlt, das die
schlupffreien Randbedingungen v( + %l) = 0 erfillt und die folgende Rechnung iiberschau-
bar halt:

2 . 2k — )w

o_r(y) = \/gcos(Kk Y) mit K_j = %, (5.66a)
2 . 2km

onk(y) = \/gsm(fﬁk Y) mit Ko = == (5.66b)

Beziiglich des Skalarproduktes in Gleichung (5.15) sind diese harmonischen Basisfunktio-
nen zueinander orthogonal:

(Pan(y), 061(Y))d = Onibap - (5.67)

Die Geschwindigkeiten haben in dem so gewéhlten System die Darstellung
2 .
v(r,y,t) = \/g > von(r, ) cos(K_py) + Ven(r, t) sin(K.,y) (5.68)

und erfiillen nach Konstruktion immer die Randbedingung V(r, y = i%, t) = 0. Die erste
und dritte symmetrische und die erste antisymmetrische Entwicklungsfunktionen sind in
der Abbildung 5.2 dargestellt und werden dort mit den Chandrasekhar-Funktionen [63]
im Falle inkompressibler Fliissigkeiten verglichen.
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

Entwicklungs funktion

Abb. 5.2:

2.0 T T T T T T

—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

In der linken Abbildung ist je die erste symmetrische und antisymmetrische Entwick-

lungsfunktion ¢_1(y) (schwarze, durchgezogenen Linie) bezichungsweise ¢1(y) (rote,
durchgezogenen Linie) im Vergleich zu den entsprechenden Chandrasekhar-Funktionen
[63] (gestrichelte Linien) dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Chandrasekhar-
Funktionen fiir die niedrigste Modenzahl im Zentrum (absolut) gréBere Werte und
am Rand kleinere Werte annehmen. Im rechten Bild handelt es sich um die dritte
symmetrische Mode ¢_35(y) (durchgezogenen Linie) im Vergleich zur entsprechenden
Chandrasekhar-Funktion (gestrichelte Linien). Hier ist zu erkennen, dass schon mit
der dritten Mode zwischen den Entwicklungsfunktionen ¢(y) und den Chandrasekhar-
Funktionen im Zentrum kaum mehr ein Unterschied besteht [65].
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Inkompressibilitdt

Da die Geschwindigkeitskomponenten parallel zu den Wénden, v, und v,, fiir feste Randbe-
dingungen an der Oberfliche verschwinden, fiihrt die angenommene Translationsinvarianz
in z und z Richtung dazu, dass deren partiellen Ableitungen 0,v, = 9,v, = 0 ebenfalls
an den Wénden bei y = i% verschwinden. In diesem Fall liefert die Inkompressibilitédtsbe-
dingungen V-v = 0 noch folgende zusétzliche Randbedingung: dyv, = 0. Diese letzte Be-
dingung wird durch den hier verwendeten Funktionensatz (5.66) nicht mehr exakt erfiillt.
Mit der Entwicklung der v,-Komponenente nach sogenannten Chandrasekhar-Funktionen®
[63] wiire diese Randbedingung ebenfalls erfiillbar, aber die komplexen Rechnungen wiren
auch mit Computeralgebra noch wesentlich schwieriger.

Die Darstellung der Ableitung d,v,(r,y,t) ist zusammen mit (5.68) gerade gleich

2 .
Oyvy(r,y,t) = \/gz — Uy, (1, y, t) K_p sin(K_,y) + vy on(r, y, t) Koy cos(Kony) ,
n

und mit den Randwerten sin ( + %K,n) = F(=1)" und cos ( + %Kwn) = (=1)" folgt
damit

d 2 n
Oyvy(r,y = :|:§) = \/g;(—l) < + vy _n(r,y,t)K_, + vy,Nn(r,y,t)KNn) .

Die Wahl vy n(r,y,t) = g—::vy7,n(r, y,t) wiirde also die Rand- und Inkompressibilitéts-
bedingung an der Wand bei y = —%l erfiillen, jedoch gerade nicht jene an der gegen-
iiberliegenden Wand, bei y = —}—%. Das durch die Gleichungen (5.66) gewéhlte Funktio-
nensystems verhindert also, dass die Inkompressibilitdtsbedingung gleichzeitig an beiden
Wiénden erfiillt werden kann und 16st das Randwertproblem somit nur nidherungsweise.
Fiir die qualitativen Trends der Resultate in dieser Arbeit ist dies nicht entscheidend,
die Kopplungseffekte von symmetrischen und antisymmetrischen Funktionen sind hierbei
zentraler.

SWihlt man die Chadrasekhar-Funktionen fiir die Entwicklung der y-Komponente der Geschwindigkeit,
vy (y), so verschwindet auch die erste Ableitung von v, nach y am Rand, und die Inkompressibilitét
kann iiberall erfiillt werden. Die Chandrasekhar-Funktionen lauten, falls sich die Winde an den Stellen
:i:% befinden:

¢—n(y) = cosh(Any)/ cosh <%) — cos(Any)/ cos ()\2—n> ,
. . An . (A
¢~n(y) = sinh(Any)/sinh 5 ) sin(Any)/ sin 5 )
wobei sich die A, aus der Bedingung c_n(y = £1/2) = cun(y = £1/2) = 0 und d%c_n(y =+1/2) =

%an(y = +1/2) = 0 bestimmen lassen.
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5.4.2 Bewegungsgleichungen fiir die transversalen Geschwindigkeiten

Die Bewegungsgleichungen fiir die transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen in Glei-
chung (5.12), zusammen mit den rechten, unteren 3 x 3-Untermatrizen der Matrixopera-
toren in den Gleichungen (5.8)-(5.10), werden jetzt, wie in Abschnitt 5.1.4 beschrieben,
durch das Funktionensystem (5.66) in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung in der Zeit fiir die Entwicklungskoeffizienten transformiert.

Mit Hilfe der im Anhang E.2 eingefiihrten Koeffizienten und den Definitionen in den
Gleichungen (5.30) erhélt man fiir das jetzt gewihlte Funktionensystem eine Darstellung
der Matrix L (k) = A (k) + gB (k). Fir die Matrix A (k), welche die Fluktuationen in
einer im Mittel ruhenden Fliissigkeit beschreibt, gilt

A(an)(ﬁl) = VMgn(saﬁ(;nll (569)

mit der 3 x 3 Einheitsmatrix I und dem Quadrat der Wellenzahl M2, = k* + K2 . Sie
ist die diskrete Variante der in der analytischen Rechnung im Abschnitt 4.2 unter (4.9)
eingefithrten Matrix A (k) und besitzt die gleiche Struktur. Die Matrix B (k), welche die
Stromungsabhéngigkeit des Operators L (k) und damit der Bewegungsgleichungen fiir die
Fluktuationen (5.29) beschreibt, ist gegeben durch die drei Untermatrizen

0 (1-24%) 0
B(an)(al) =0 |0 0 0], (570&)
0 —2’;\/[7”—:2:; 0
1 0 0
K_ K. M2
B ()t = = (—1)" ik = 0|, (5.70b)
(=n)(~1) x(Kﬁn _Kil)z M2,
0 0 1
1 0 0
8 ) Ko, K_; M2
Biwy—pn=-=(—-1 ey —=t 5.70
0 0 1

die, wie in Abschnitt 5.1.5 beschrieben, zu einer Matrix B zusammengesetzt werden. Ein
Vergleich mit der Matrix B, die in der analytischen Rechung durch Gleichung (4.10)
definiert wurde, zeigt, dass die Untermatrizen (5.70a) strukturell mit B iibereinstimmen.
Die in den Koordinaten diagonalen Anteile (5.70b) und (5.70c) wurden hingegen in der
analytischen Rechnung in Abschnitt 4.2 im Rahmen einer Nidherung vernachlissigt. Sie
koppeln die symmetrischen und antisymmetrischen Entwicklungskoeffizienten.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Darstellung der Korrelationsmatrix

Die Korrelationsmatrix S (y,y’) der Geschwindigkeitsfluktuationen ldsst sich mit Hilfe der
allgemeinen Gleichung (5.33) durch die Matrix der Entwicklungskoeffizienten S (y,y') aus-
driicken. Mit dem speziellen Funktionensystem aus den Gleichungen (5.66) gilt

2 . .
S (y, y,) = E Z <S (=n)(=m) COS(Kfn y) COS(Kfm y/) +5 (~n)(~m) Sln(KNn y) SID(KNWL y/)

+S (—n)(~m) COS(K_n y) sin(KNm y') +S (~n)(—m) Sin(KNn y) COS(K_m y,)) . (5.71)

Fiir den Spezialfall y = ¢ = 0 verschwindet der Sinus und es bleibt von Gleichung (5.71)
einzig die Summe {iber alle symmetrischen Moden,

2
Sy=0y'=0)=5> S n)-m-: (5.72)

Da die Darstellungen (5.71) und (5.72) unabhéngig von den weiteren Funktionsparametern
sind, wurden diese hier vernachléssigt

Korrelation der Kriafte

Die Berechnung der Kraftkorrelationen ist im Anhang D zu finden. Die symmetrisierte Ver-
sion der Kraftkorrelation K g(x) erhilt man aus den Komponenten der in Abschnitt E.2.1
angegebenen Matrizen K (k) mit Hilfe der Gleichung (5.57):

1 *
Ks.(ani)(@mi) (K) = 5 <K(am)(ﬁmj)(ﬁ) + K(ﬁmj)(am’)(ﬂ)> : (5.73)

Die einzelnen Untermatrizen fiir den inkompressiblen Fall sind im Folgenden aufgelistet:

(M2, —kK2) 0 —RKghz
KS,(an)(am)(R) = 2Q2V6nm 0 K2 0 ,
—Kyphy 0 (M2, — kK2
ke O
4 (M2, + M2,
Kg (—) o) (£) = —=Q*v(=1)""K_, K., n ~ ik, 0 ik |
0 ik, O
0 ik O
4 (M2, + M2,)
Kg (o) (K) = =Q*0(=1)" ™K K _ =™ e 0 ik | . (574
0 ik, O

Hiermit kénnen die Korrelationen der Entwicklungskoeffizienten der Geschwindigkeitsf-
luktuationen aus den Beziehungen (5.61) - (5.65) im Wellenzahlraum bis zur gewiinschten
Ordnung in der Scherrate g ermittelt werden.
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5.4.3 Mittelwert iiber ein Zylindervolumen

Um ein Ma#f fiir die stochastischen Krifte, die auf ein suspendiertes Teilchen wirken, zu
erhalten, soll jetzt analog zu der analytischen Rechnung die Mittelung der Fluktuationen
iiber ein kleines Volumen betrachtet werden. Da die numerischen Berechnungen in Zylin-
derkoordinaten durchgefiihrt werden, bietet es sich an, den Mittelwert in einem Zylinder-
volumen anstatt in einem Kugelvolumen zu berechnen. Man betrachte einen Zylinder mit
dem Mittelpunkt r¢ an der y-Position yg, der sich mit der Héhe h zwischen 1 :I:% erstreckt
und den Radius a hat. Die kreisférmige Grundfliche des Zylinders ist demnach A, = wa?
und sein Volumen V; = Vz(a,h) = ma?h. Die mittlere Fluktuation [X(r0, 505 1))y, (a,n) I
diesem Zylindervolumen ergibt sich aus der Darstellung fiir die Fluktuation X(rg,yo,t)
aus Gleichung (5.24) zum Zeitpunkt ¢ wie folgt:

1
[X(I‘O, Yo, )]VZ(U« h) V_Z / dydr X(I'O + r, Yo + Y, t)

dr

h
2
72 dy Z (Pom(yo + y)X(an) (rO +r, t)

- Azh

1
—Z /hdy%m yo+y)A er(an)(r0+rat)'
2

Separiert man die Mittelung iiber die Entwicklungsfunktionen ¢ay,(y),”

1 h/2
[Spom(yO)]h = E / dy Qpan(y + yO) > (5'75)
—h/2
von derjenigen iiber die Grundfliche des Zylinders,

1
[X(any(ro)] , = i dr X o) (ro +1,t), (5.76)

Z 7 AZ

so ldsst sich die gesamte Mittelung auch wie folgt darstellen:

X (ro, 40, )]y, = Y _ [Pan®0)]) Kam) (X0)] - (5.77)

z
a,n

Zur Berechnung des Flichenmittels [Xan(ro)],, kann man die Fourierdarstellung von
Xan(ro +r,t) einsetzen:

1
[X(an) (I'(), t)] Ay A_Z /A dr X(cm) (rO +r, t)
z

1 dk .
=— dr | ——= X (o (K, t)e*Fo+r) 5.78
AZ/AZ | G (1) (5.78)
7 Explizit gilt:
2 sin(K_,2 2 sin(Kn 2
fo-n(a0)l, = 2220510, (om0l = 2 2 (40).
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Verschiebt man die Integration iiber den ebenen Ortsvektor r unter das Integral iiber den
Wellenzahlvektor k, so ergibt sich mit

2w a )
/ d9/ drreinrcos(®) _ 94 71(aK) (5.79)
0 0 ar

fiir die iiber die Fliche Az gemittelten Entwicklungskoeffizienten X, (ro,t) die Darstel-
lung

[X(an) (I‘Q,t)] Ay = 2/(2de<5)2 X(an)(ls‘,’t)Meinro’ (5.80)

wobei J,,(r) die Besselfunktionen erster Gattung beschreiben [66] und x = |k| gilt.

Die Korrelation der iiber das Volumen gemittelten und damit im Volumen kollektiv statt-
findenden Fluktuationen X(rg, yo,¢) am selben Ort rg folgt dann aus

[[S (yo. )]y, = {[X(ro, yo. )]y, [X(ro,y0.0)ly;,)
=D > [pan(o)ln [esm ), ([Kian) (X0, )] 4 [X(sm) (x0,0)] , )

an Bm

= > [pan0))n om0y [[S (amysm) )] 4, - (5.81)

an Bm

wobei sich die Mittelwerte der Korrelationskoeffizienten iiber die Kreisfliche Az, unter
Ausnutzung von (5.80), wie folgt durch ihre Fouriertransformationen darstellen lassen:

L[S (amyam) (D] 4, = ([Kan) (x0,D)] , [K(am) (r0,0)] )
N 4/ d—n / dL <X(an)(’<’7 t)X(ﬁm)(K’I? 0)) & (alii)ljl (ar )ei(KJrnl)ro

(2m)2 | (2n)2 L
dK JL(ar) JL(ar) s e

— 4 [ g [ S s 000 ) P s

[ J(ar)

_4/W5(an)(ﬁm)(ﬁ,t)W. (552)

In Zylinderkoordinaten mit dem Aziumutalwinkel ¢ nimmt der letzte Ausdruck die Form

*® d(ax 2m dv J?(ak
L[S (anyom)(D)]] 4, :ai; i (QW)(am) /O 5 (an)(om) (K, 9, 1) (la(ﬂ)j (5.83)

an und man erhélt nach der Substitution x = ¢ insgesamt die Darstellung

2 © 2 49 q J(q)
_ v q . 84
L[S (anysm) )] ] 4, 1, /O dQ/O 55 (am)(5m) (aﬂit) . (5.84)
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

5.4.4 Ruhende Fliissigkeit
Der stromungsfreie Anteil der spektralen Dichte aus Gleichung (5.65) ergibt sich fiir g = 0.
Aus Gleichung (5.61) erhélt man damit

So(k,w) = (—iwl +A (k) "Ks(k)(—iwl +A (k). (5.85)

Eine Riicktransformation in der Zeit liefert mit Hilfe von (C.16) das Faltungsintegral

Solk,t) = / dr e ARITR o(k)eh (RE-T) (5.86)

max(0,t)

Da die Matrix A (k) Diagonalgestalt mit positiven Elementen hat und auerdem rein reell
ist, ldsst sich die Integration der einzelnen Matrixelemente wie folgt durchfiithren:®

SO,VM(K/at) = / dr G_A”l’(K')TKS’VM(H)QANH(K’)@_T)

max(0,t)
_ / dr o~ B DA TR g () ()1
max(0,t)
— _e—AyV(n) max(0,t) KS,VH(K) 6AML(/~c,)(t—max(0,t))

—(Apy(K) + Auu(r))
K () Ky p(r)chee =)

=0(t) +0O(-1) . (5.87)
(Avp (k) + Ayu(k)) (Apy () + Apu(k))
Fiir die statische Korrelation (¢ = 0) folgt:”
KS,, (Ii)
Sopulk,t=10) = o : (5.89)
g (Avy(K) + Ayu(k))
womit sich die zeitabhéngige Losung auch auf die folgende Form bringen lisst:
So(k,t) = O)e ™8!S o(k,t = 0) + O(—t)S (K, t = 0)eh () (5.90)

Dieser Ausdruck stimmt formal mit demjenigen aus (5.53) iiberein, wobei die Relaxations-
funktion durch R (k,t) = O(t)e A=)t gegeben ist.

8 Die Matrixelemente v und g lassen sich wie in der Gleichung (5.23) gezeigt aus der Triple-Darstellung
(ani) bestimmen.

9 Wenn die Kompressibilit4t der Fliissigkeit im Abschnitt 5.5 mit beriicksichtigt wird, ist A weder diagonal
noch rein reell und dieser Ausdruck wird mit einem im Anhang C.3 hergeleiteten vierstufigen Tensor

gAAT wie folgt dargestellt:

So(k,t =0) = T2 Ks (k). (5.88)

Da auch dort die Korrelationen der transversalen Komponenten untereinander nicht von den longitudi-
nalen beeinflusst werden, stimmen hierfiir die Ergebnisse in diesem Kapitel mit denjenigen dort iiberein,
und die Darstellung durch den Tensor T ist fiir die transversalen Fluktuationen nur eine Abkiirzung
fiir den Ausdruck (5.89). o
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

1.6

- SO,II (t)

14 r
= = Soyy(t)

1.2 [~

1.0 [~

So,ii(t)
o
o]
I

0.6 I

04 I

0.0

—20 —15 —10 -5 0 10 15 20

Abb. 5.3: Die Elemente So,(114)(112)(%,t) und Sq (114)11y)(k,t) der Matrix der Entwicklungs-
koeffizienten Sq(k,t) aus Gleichung (5.90) sind als Funktion der Zeit fiir ein festes
k= m/d gezeigt. In die Gleichung (5.72) eingesetzt entspricht dies den Autokorrelatio-
nen So.zq(K,y =y =0,t) und Soyy(k,y =y = 0,t), falls in der Entwicklung nur eine
einzige Mode (N = 1) beriicksichtigt wird.

Zeitabhangigkeit der Korrelationsfunktion

Die Korrelation fillt demnach, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, exponentiell mit der Zeit
ab. Die Relaxationszeit 7 = WK&J’ wéchst also mit zunehmender Wellenlénge an.
Dies entspricht den Betrachtungen aus Abschnitt 3.2.2 fiir eine hydrodynamische Mode.
Da im Gegensatz zur unendlich ausgedehnten Fliissigkeit das Betragsquadrat der Gesamt-
wellenzahl wegen K2, > 0 nie gleich Null werden kann, M2, = k2 + K2, + k2 > 0, gibt
es keinen Korrelationsbeitrag, der, vergleichbar mit dem Fall k — 0 im unendlich aus-
gedehnten Gefif, unendlich lange existiert. Den kleinst moglichen Wert fiir M2, erhélt
man fiir K = 0 und K_; = 7/d, so dass S (_1)(—1)(k = 0, = 0) mit der Relaxations-

1
VI(%1

Eigenschaft der endlichen Systemgrofle.

zeit Tmaz = = Vd—; am ldngsten besteht. Die endliche Relaxationszeit ist also eine
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

Statische Korrelation

Die statische Korrelationsmatrix So(k,t = 0) fiir die Entwicklungskoeffizienten hat die
folgende schematische Struktur:

8
b

ﬁ:.

fy

(5.91)

s
e

e

Die einzelnen durch die farbigen Késtchen repréasentierten Untermatrizen sind im Folgen-
den aufgelistet:

0 0 0
— o0 o], (5.92)
0 0 O
E = S 0;(=n)(—m)(t = 0)
9 (M2, — K32) 0 —Kghks
_ ]5—35,% 0 (M2, — K2,) 0 . (5.93)
Kk 0 (M2, — k%)
@ = S 0;(~n)(~m) (t = 0)
Q2 (Mr%n - K%) 0 —Rxkz
= M—Enénm 0 (M2, — K2,) 0 , (5.94)
— Kk 0 (M2, — K?)
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

=~
= S 0;(—n)(~m) (t = 0)

4 K_, K e 0
o 2. + —nhm
— _EQ ’L(—l)n mm KRy 0 Ky 5 (595)
0 k, O
% = S ;(~n)(—m) (t = 0)
4 K_.K a0
o 2. + —mf~n
= EQ i(—1)" mm ke O |- (5.96)
0 k, O

Die Diagonalblocke von S¢(k,t = 0) sind symmetrisch in den Komponenten des Wellen-
zahlvektors k und der Entwicklungsmode K, wahrend die nichtdiagonalen Blockmatri-
zen antisymmetisch sind. Die Struktur gleicht insgesamt derjenigen fiir die Korrelations-
matrix einer unendlich ausgedehnten Fliissigkeit (3.33). Die imaginéren Beitréige in (5.95)
und (5.96) treten auf, weil in der zu den Platten senkrechten y-Richtung die Darstellung
durch Sinus und Cosinus gewihlt wurde, wihrend in den beiden anderen Richtungen die
Fourierdarstellung durch die e-Funktion benutzt wurde. Ersetzt man hingegen die Sinus-

Funktion durch sin(z) = 2% (e”” — e ), so kiirzt sich die imaginére Einheit ¢ weg.

Energiedichte

Neben den Korrelationen der verschiedenen Geschwindigkeiten untereinander ist es inter-
essant, die Summe > _.(v?) zu betrachten, da sie proportional zur spezifischen Energie ist,
wie es auch schon in Abschnitt 3.40 besprochen wurde. Definiert man die Entwicklungs-
koeffizienten der spezifischen Energie als

1
C(an)(m) (K) = 5 > So,aniy(@mi) (Frt = 0) = Q%0a30um , (5.97)

1

so erhélt man nach einer Riicktransformation in x- und z-Richtung

C(an)(Bm) (I’) = QQ(S(r)(SaB(Snm . (5.98)

Da dieser Ausdruck fiir beliebige n und « konstant ist, entspricht die hierraus resultierende
Funktion, nachdem man sie iiber die Basisfunktionen aufsummiert hat, einer Darstellung
von §(y — ') im Raum eben dieser Basisfunktionen.'® Man kann somit die entdimensio-

19 Es gilt fiir die Projektion von 6(y — y') auf die Basisfunktionen @an (y) und g, (y'):

d/2 /2 d/2
/ dy pan () / dy’ pam (5)8(y — ') = / 4y pan (8)P5m () = Gapbum

—d/2 —d/2 —d/2
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

nalisierte, lokale spezifische Energie der Fluktuationen insgesamt in der Form
2 . .
e(r, Y, yO) - Q25(r)g Z COS(K—ny) COS(K—nyO) + Sln(KNny) Sln(KNnyO)
n

= Q%(r)d,(y — wo) (5.99)

schreiben, wobei 6, (y — 1) stellvertretend fiir die Darstellung von 6(y — yo) im Funktio-
nenraum steht:

5o —10) =Y P-n(®)P-n¥0) + Lrn(¥)Pmn(¥0) - (5.100)
n
1.10 T T
— h=d
- -+ h =d, Chandrasekhar
- h=0.2
1.05 [ 7]

dyd,(y — y0)
3

h/2
—h/2

J

0.95 |f

0.90
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

Yo

Abb. 5.4: Das Integral ff}/iQ dyd,(y — yo) von der Darstellung d,(y — yo) aus Gleichung (5.100),
aufgetragen als Funktion von yo iiber den gesamten Kanalquerschnitt h = d = 2.0
(durchgezogenen Linie), fiir h = 0.2 (gepunktete Linie) mit N = 1000 und fiir h = d =
2.0 mit Hilfe von Chadrasekhar-Polynomen [65] (gestrichpunktete Linie) mit N = 400
Moden. Die einzelnen Kurven wurden so normiert, dass das Integral hieriiber gerade
gleich dem Plattenabstand d = 2.0 wird.

Wie 0,(y — yo) tatséchlich durch das Funktionensystem dargestellt wird, ist in der Ab-

d
bildung 5.4 anhand des Integrals f_Qd dyo,(y — yo) als Funktion von yg gezeigt. In der

Nahe der Winde fillt das Integral Wie2 gewiinscht gegen Null ab. Im Kanalzentrum ist der
Wert entsprechend grofier als Eins, so dass eine weitere Integration iiber yg von —% bis
%l gerade gleich d wird.'! Die zweifache Mittelung der spezifischen Energie e(r,,yo) iiber
den ganzen Raum vom Volumen V liefert also %2 und entspricht damit dem Wert, den
man fiir ein unendlich ausgedehntes Gefafl in Abschnitt 3.40 erhalten hat.

Hntegriert man die Gleichung (5.100) sowohl {iber y als auch iiber yo iiber den gesamten Kanalquerschnitt
d, so erhélt man eine unendliche Reihe mit der Losung

8 — 1
d—; ; G = d. (5.101)
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Direkte Ortsabhangigkeit

Die statische Korrelationsmatrix S o(r,¢ = 0) in Abhéingigkeit des in der zz-Ebene gelege-
nen Abstandsvektors r erhélt man nach einer Riicktransformation der Matrix S o(k,t = 0)
aus Gleichung (5.91):

So(r,t =0) = / (2;2S0(R,t = 0)ei*T (5.102)

Wie im Anhang F gezeigt, fithrt die Riicktransformation in den zwei Dimensionen auf
verschiedene Besselfunktionen. Die Berechnung der Transformation wurde durch das
Software-Paket Waterloo Maple [67] unterstiitzt durchgefiihrt. Hierzu wurde in (5.102)
das Integral iiber k durch ein Integral in ebenen Polarkoordinaten ersetzt und die Kompo-
nenten von Kk, wie im Anhang F gezeigt, durch den Einheitsvektor r = ‘% in Richtungen
des Ortsvektors ausgedriickt. Nach einer Integration iiber die Richtungen von & ergeben
sich die Besselfunktionen. Eine anschliefende Partialbruchzerlegung des Integranden be-
ziiglich des Betrages x = |k/| fithrt auf eine Summe aus Integralen, die durch die in (F.18)
definierten Funktionen f, (K, ) und g, (K, r) abgekiirzt werden und deren Lésungen in
den Tabellen F.2 und F.3 aufgelistet sind.

Es macht hier Sinn, als charakteristische Lénge den halben Wandabstand L = % zu wihlen,
so dass fiir den entdimensionalisierten Wandabstand d = 2 gilt. Fiir die ruhende Fliissigkeit
ergibt sich zusammen mit der in (F.15) definierten Funktion S(r) fiir die Korrelation der
Entwicklungskoeffizienten insgesamt

SO;(an)(am) (I‘) = Q25nm{ (l — ff‘)g(r) + (f‘f‘ — éyéy)Kin go1 (Koma 7“)) (5103&)
1 . o
- ; (l — Eyly — 21’[’) <f10(Koma T) - Kgm fll(Kom, T)> }
und
K_ K
2 n+m ntd~m
S 0;(n)(~m) (¥) = @ (-t )mx (5.103b)
0 7, O
(Kzn fll(K*ﬂ/?T) _Kim fll(KNm;’r)> f'$ O f'z )
0 7, O
Ko, K_
2 n+m ~n m
8 0;(um) (- (1) = —Q*(=1)"* ’mx (5.103c)
0 7, O
(Kin MK, r) - K2, f11(Km,7“)> Fo 0 7,
0 r, 0
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Hierbei ist t = |—:| der sich in der zz-Ebene befindliche Einheitsvektor in Richtung
des Ortsvektors r und die Funktionen f;; sind in der Tabelle F.2 aufgelistet. Die Ent-
wicklungskoeffizienten (5.103) haben offensichtlich die Eigenschaft, dass S o,(_pn)(wm)(r) =

Sé;(wm)(in)(—r) = —S0;(~m)(—n)(r) gilt. Die vollstindige Lésung fiir die Korrelation der
Geschwindigkeitsfluktuationen im Ortsraum erhélt man mit Hilfe der Gleichung (5.71) wie
folgt:

§0;ij(r7y7y/7t = ) =

2 . .
E Z <S 0;(—n)(—n) (I‘) COS(Kfny) COS(Kfny/) + SO;(Nn)(Nn) (I‘) Sln(Kwny) SID(KNny,)>
2 . / N
+ p ZSO;(_n)(Nm)(r) <cos(K_ny) sin(K,y') — cos(K_py )sm(KNny)> . (5.104)

An der gleichen y-Position, y = 1/, verschwindet die hintere Summe. Die Losung divergiert
fiir r — 0, behélt jedoch weiterhin ihre Richtungsabhéngigkeit.

Unter der Annahme einer §(r)-korrelierten Losung wére die Fluktuationsstéirke durch den
Vorfaktor der d-Funktion gegeben. Diesen Vorfaktor erhélt man durch Integration iiber
den gesamten Raum. Die Ortsabhéngigkeit ist hier aber komplizierter, so dass zur Cha-
rakterisierung der Fluktuationsstérke der zuvor in Abschnitt 5.4.3 eingefiihrte Mittelwert
iiber ein Zylindervolumen benutzt wird. Diesen erhélt man durch zweifache Integration
des Ortsvektors, sowohl iiber r als auch iiber r’. Die Herleitung lehnt sich an diejenige der
statischen Korrelation in der Referenz [59] an.

Einfluss auf ein Testteilchen

Im Folgenden wird die Korrelation der iiber ein Zylindervolumen gemittelten Geschwin-
digkeitsfluktuationen, wie es in Abschnitt 5.4.3 mit der Gleichung (5.84) eingefiihrt wurde,
bestimmt. Als charakteristische Lénge bietet sich jetzt der Zylinderradius L = a an, wo-
durch die dimensionslosen Lingen a = 1 und d = % sind. In den Berechungen wird, wenn
nicht explizit angegeben, die Zylinderhéhe gleich seinem Durchmesser gewéhlt, h = 2. Die
iiber die Fliache gemittelten und von Null verschiedenen Koeffizienten der Korrelations-
matrix sind dann gegeben durch

[[Sostanayoma) (t = 0)]] ;= [[Sos(anz)(gma) (E = 0)]] ,,

Z

2
_ ff_z(saﬁ&nm <1 _ Kl(Kan)Il(Kom)> , (5.1052)
Q2
[ Soany)@m (t = 0)]] 5, = 25 Fapbum Ky (Kan) Iy (Kan) (5.105b)

Hierbei sind K, (z) und I,,(x) die “Modifizierten Besselfunktionen” [66]. Diese sind nicht zu
verwechseln mit den K, die weiterhin den in (5.66) definierten Wellenzahlen entsprechen.
Da das System beziiglich der zu den Winden parallelen xz-Ebene rotationssymmetrisch
ist, liegt in dieser Ebene Isotropie vor und die beiden Beitrége (5.105a) sind gleich grof.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Die Korrelation in y-Richtung (5.105b) ist davon hingegen verschieden. Wie zu erwarten,
bleibt die der spezifischen Energie proportionale Summe iiber alle Beitrige aus (5.105)
unabhéngig von d und konstant.

Mit (5.105) ergibt sich nach Gleichung (5.81) die Gesamtlosung fiir die statische Korrela-
tion zu

[[ﬁo(yo,t)“vz = Z Z [Spom(yO)]h [Qpﬁm(yO)]h HSO;(an)(an) (t)]]A . (5-106)

A
a n=1

Setzt man alle Funktionen ein, so kann man den Vorfaktor

Q* kT 1

abspalten, der fiir ein festes @ und mit der Wahl h = 2 fiir die Zylinderhthe eine Konstante
ist. Die Gleichung (5.106) héngt somit {iber die Wellenzahlen K_, und K., aus (5.66)

nur noch vom relativen Abstand d = g ab.

Lasst man die Systemgriofle d jetzt gegen Unendlich gehen, so wiirde man erwarten, dass
man ungefihr zu dem Ergebnis aus der analytischen Rechnung 3.37 gelangt und fiir jede
Richtung den gleich groflen Wert %8—; erhélt. In den einzelnen durch (5.105) gegebenen
Summanden von (5.106) verschwindet im Grenzfall d — oo jedoch das Argument der
Besselfunktion, welches am Beispiel der symmetrischen Mode durch K, = (2n — 1)w/d
gegeben ist, und mit ihm die Besselfunktionen selbst. Fiir eine endliche Summe wire im
betrachteten Grenzfall die Autokorrelation der Geschwindigkeiten in y-Richtung gleich
Null und fiir jene in die beiden anderen Richtungen ergébe sich jeweils der Beitrag %.
Dies widerspricht den tatséchlich gefundenen numerischen Werten fiir grofle, aber endliche
Plattenabsténde d, wie sie in der Abbildung 5.5 fiir é — 0 geplottet sind. Die gemittelte
Korrelation scheint mit wachsendem d demnach gegen einen endlichen Wert zu konvergie-
ren. Die Erkliarung hierfiir ist, dass in Gleichung (5.106) eine unendliche Summe steht, so
dass sich fiir einen beliebig groflien Wert fiir d mehrere n in dessen Umgebung finden, so
dass n ~ d gilt und damit die Argumente der Besselfunktionen in (5.105), wie auch die
Funktion selbst, endlich sind.

Diskussion

Die Abbildung 5.5 zeigt die iiber ein Zylindervolumen gemittelte Autokorrelationen der
transversalen Geschwindigkeitsfluktuationen in z- und y-Richtung, wie sie sich aus den
Gleichungen (5.106), als Funktion des inversen Plattenabstand d~! ergeben. Die Funktion
wurde an der Stelle yg = 0 fiir einen Zylinder vom Radius ¢ = 1 und der Héhe h = 2
ausgewertet und durch die in (5.107) bestimmte Konstante Q?/Vy geteilt.

Der Grenzfall d — oo fiir die unendlich ausgedehnte Fliissigkeit findet sich in der Ab-
bildung an der Stelle % = 0. Im Gegensatz zu dem nach (4.53) erwarteten und fiir alle
Richtungen gleich grofien Wert von 2/3 finden sich hier die davon verschiedenen Werte

~ 0.65 fiir die Autokorrelation in z-Richtung und ~ 0.69 fiir diejenige in y-Richtung. Es
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0.80 T T T T

[[So:iillvz (d) / (@*/Vz)

0 [[So.ra]lvy (n=2)(d) / (Q*/Vz)

&8 [[So.yy ]y, (n=2)(d) / (Q*/Vz)

0.40 : : L L
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.45 [~

1/d

Abb. 5.5: Die iiber ein Zylindervolumen vom Radius ¢ = 1 und der Hohe h = 2 gemittel-
ten Korrelationen [[So..]]y, /(Q%/Vz) (schwarze Kreise) und [[So.yy ]y, /(Q*/Vz) (ro-
te Quadrate) aus Gleichung (5.106) als Funktion des inversen Plattenabstandes 1/d.
Fiir 1/d = 0.5, also d = 2, entspricht der Plattenabstand gerade der Hohe des Zylinders.

liegt also, obwohl das Verhéltnis von der Zylinderausdehnung zum Wandabstand sehr klein
ist, nicht die erwartete Isotropie vor. Diese unterschiedlichen Absolutwerte der Autokorre-
lationen [[So;zz]]y, und [[So,yylly, , insbesondere im Grenzfall d — oo, sind darauf zuriick-
zufithren, dass iiber ein Zylindervolumen anstelle eines Kugelvolumens gemittelt wurde.!?
Fiir die Korrelation [[Soyyl]y, erhdlt man aus der analytischen Losung (3.33) nach zwei-

facher numerischer Integration iiber ein Zylindervolumen den Wert 0.688%2 und fiir die

Komponenten [[Sozz]ly, = [[S0;22]ly, = 0.656%7 die mit den oben genannten sehr gut
iibereinstimmen. Der Trend aber, dass mit abnehmendem d die Autokorrelation [[So;y,]]y,
abnimmt und [[So;z4|]y,, zunimmt, ist unabhéngig von der Wahl der Volumenform und be-
schreibt den generellen Einfluss der beiden Wénde auf die Geschwindigkeitsfluktuationen
in der Fliissigkeit. Diese Anisotropie in der Autokorrelationsfunktion hat moglicherweise
Auswirkungen auf die Brownsche Dynamik von Teilchen in Kapillaren.

Nimmt man also, wie im Abschnitt 4.7 beschrieben, als Niherung wieder eine Gaufivertei-
lung der Fluktuationsgeschwindigkeiten an, so kann man die Verteilungungsfunktion wie
in (4.57) darstellen:

P(wly,) ~ e M8 My, (5.108)

Die Geschwindigkeitsvektoren, die sich auf einem Ellipsoid mit den Halbachsen
\/HSO%M‘HVZ = \/[[So;zz]]vz und  /[[So;yyl]y, befinden, treten dann mit gleicher Wahr-

™

2 Bei der Integration iiber einen Zylinder werden die Integralbeitrige mit einem Winkel von ~ 5 relativ

der Plattenebene stédrker gewichtet als im Falle der Kugel.
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scheinlichkeit auf. In Richtung der grofleren Halbachse treten also vermehrt Fluktuationen
mit groferem Geschwindigkeitsbetrag auf, als senkrecht dazu. Fiir schrumpfende Wandab-
stdnde wachsen die beiden Halbachsen, die parallel zu den Wéanden liegen, an und diejenige
senkrecht zu den Wénden verringert sich. Es treten also haufiger grole Geschwindigkeits-
betriage parallel als senkrecht zu den Wénden auf, beziehungsweise die Winde schrianken
die Geschwindigkeitsfluktuationen in Wandrichtung ein.

Betrachtet man ein Objekt, welches sich in der Fliissigkeit befindet, so spiirt es vorwiegend
solche Fluktuationen deren Wellenldnge ungefihr gleich grof§ oder grofer ist als die eigene
Abmessung. Das gleiche passiert bei der Mittelung iiber das Volumen. Beides dhnelt dem
Abschneiden bei einer maximalen Wellenzahl. In Anlehnung an Abschnitt 3.4 bedeutet
dies also, dass fiir eine kleine Kugel, fiir welche der Wandabstand sehr grof§ gegeniiber dem
Kugeldurchmesser ist, eine nahezu isotrope Verteilung der Geschwindigkeitsfluktuationen
vorliegt, wihrend fiir ein kleines Verhéltnis von Wandabstand zu Kugelradius die gréfleren
Fluktuationen parallel zu den Wénden stattfinden.

0.72 : : :
\ .
0.70 \ |
T ————=——===——" — ;
0.68 \ - ~ /j
/Q \// N /7
NE 0.66 I\ ) ~~_ _ ,\\ A
g 0.64 [ / \
o6t :
E ! — [Sowsllvs 2 / (Q7/Vz), d =100 \
(,‘5" 0.60 | \
= | = [[Sowzallvy(n=2) / (Q%/Vz), d =10 |
0.58 |r
! — [[Sowyllvan=2) / (Q*/Vz), d =100 |
L
020 = [[Sowsllva ) /( 2/Vz), d =10 '
0.54 L T
-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Yo/(d/2)

Abb. 5.6: Die iiber ein Zylindervolumen vom Radius ¢ = 1 und der Héhe h = 2 gemittelte Korre-
lationen [[So.zz]]y, /(Q/Vz) (schwarze Linien) und [[So.yylly, /(Q*/Vz) (rote Linien)
aus Gleichung (5.106) als Funktion von yo/(d/2) fiir die Radien d = 100 (durchgezogene
Linie) und d = 10 (gestrichelte Linie) geplottet. Die Randwerte yo > |d — a| sind nicht
aufgetragen, da das entsprechende Volumen iiber die Wénde hinausgehen wiirde.

In Abbildung 5.6 wurden die iiber ein Zylindervolumen gemittelten Autokorrelationen
ebenfalls fiir h = 2 fiir zwei verschiedenen Absténde d als Funktion von yo/(d/2) auf-
getragen. Fiir grofle d muss sich das Teilchen sehr dicht an der Wand befinden, damit
dieses einen Wandeinfluss auf seine Brownsche Bewegung erfihrt. Fiir kleine Wandabstén-
de setzt der Effekt durch die Wénde bereits unweit des Kanalzentrums ein. Anhand der in
Abbildung 5.2 verglichenen Entwicklungsmoden fiir verschiedene Funktionensysteme ist
zu erwarten, dass gerade die Autokorrelation in y-Richtung im Kanalzentrum tatséchlich
stiarker ausgeprégt ist als hier und am Rand schneller abfillt, falls solche Entwicklungs-
funktionen gewéhlt werden, die die Randbedingungen vollsténdig erfiillen.
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

5.4.5 Lineare Scherratenabhangigkeit der Korrelation

An dieser Stelle soll der Einfluss der Scherstromung auf die Korrelation der transversa-
len Geschwindigkeitsfluktuationen betrachtet werden. Der in der entdimensionalisierten
Scherrate lineare Anteil der spektralen Dichte der Entwicklungskoeffizienten (5.65) ist ge-
geben durch die in (5.64a) definierte Matrix S (k,w). Es ist zweckméBig, letztere in zwei
zueinander adjungierte Matrizen wie folgt zu zerlegen,

Si(k,w) =S"k,w) + (S?(m,w))T, (5.109)
wobei das hochgestellt A fiir “halb” steht und es gilt
SHk,w) = =B (k,w)So(k,w). (5.110)

Nutzt man die Eigenschaft (C.9) der Fouriertransformation aus, ergibt sich aus (5.109)
die zeitabhéngige Korrelation

S1(k,t) = S"(r, t) + (Sh(r, —1))". (5.111)

Es geniigt also die Riicktransformation fiir den Anteil S%(k,w) durchzufithren. Das Ma-
trixprodukt (5.110) im Frequenzraum wird nach einer Riicktransformation in die Zeit zum
Faltungsintegral

Sh(k,t) = — /OO dr B(1,k)So(t — 7, k). (5.112)

— 00

Mit Hilfe der Losung fiir So(k,t) aus (5.90) und der in die Zeit zuriicktransformierten
Matrixfunktion B (k,w) aus Gleichung (5.62),

B(k,t)=0Ot)e 2" B(k), (5.113)

lasst sich das Faltungsintegral (5.112) nach Anpassen der Integralgrenzen wie folgt Dar-
stellen

81s.t) == [ dr (80— r)e A B e AT (s, =0

+O(r — t)e AT B(k)So(k, t = O)eA(")(t_T)> . (5.114)
Fiithrt man eine Fallunterscheidung beziiglich der Zeitrichtung durch, kann man das In-

tegral aufspalten und mit Hilfe der Heaviside ©- Funktion als Summe der Losungen fiir
positive und negative Zeiten schreiben,

Si(t) = e()

/ dTeféT( —BSo(t = 0))6A(t77)
t
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

wobei die Abhéngigkeit von & der besseren Ubersichtlichkeit wegen nicht angegeben wurde.
Die Losung fiir die Komponente vu der Matrix, mit v = (ani) und p = (8myj), hat dann
die folgende Gestalt:

Sl Vu( ) @(t)

—Ayut —Appt
+ E e B eSSk — Boge FRSok
1/1/ - Akk) ( Oikn Oikn

- Z ﬂB%VkeAkktSo;kM]

k
Apr=Avv

+6(-1)(BSo)

—eAHHt

_. 5.115
vp (Auu + AHH) ( )

Waéhrend im unendlich ausgedehnten Fall die verschiedenen k-Moden unabhéngig vonein-
ander sind, besteht hier eine Kopplung, da das Matrixprodukt BS ¢ keine Diagonalmatrix
beziiglich der Indexpaare n,m und «, 3 darstellt und sich nach (5.69) die Eintrdge der
Matrix A fiir n # m und « # 3 unterscheiden. Es sind hier gerade diejenigen Anteile des
Matrixproduktes BS( fiir die Kopplung verantwortlich, die der Ndherung in der analyti-
schen Rechnung in Kapitel 4.2 zum Opfer gefallen sind und die in der statischen Loésung,
wie sich spéter bei der Diskussion auf Seite 111 herausstellen soll, zumindest fiir kleine
Léngen, nur geringen Einfluss auf die Losung haben. Fiir die Eintrdge v = p gleicht die
zeitabhéngige Losung (5.115) jedoch derjenigen fiir die unendlich ausgedehnte Fliissigkeit
in Gleichung (4.47).

Zeitabhangigkeit

Die Zeitabhingigkeit der zy-Komponente der Geschwindigkeitskorrelation ist in der Ab-
bildungen 5.7 dargestellt. Im oberen Teil der Abbildung 5.7 wurde der Wellenzahlvektor
in Richtung der z-Achse gelegt. Falls der Ortsvektor r in xz-Richtung orientiert ist, liefert
dieser Anteil wihrend der Riicktransformation in den Ortsraum den groften Beitrag. '

Man erkennt, wie zuvor bei der analytischen Abschitzung schon beschrieben, dass die
Korrelation unsymmetrisch beziiglich einer Zeitspiegelung ¢ — —t ist und der vom Betrag
maximale Wert nicht bei ¢ = 0, sondern zu positiven ¢ verschoben liegt. Es sei hier erinnert,
dass Sy;(t) = Suy(—t) gilt, die Kurve also fiir negative Zeiten die Korrelation von wy(t)
mit v, (¢ = 0) wiederspiegelt.

Im unteren Teil der Abbildung 5.7 wurde der Wellenzahlvektor in Richtung der x-Achse
gewihlt. Dies liefert den Hauptbeitrag im Ortsraum, falls der Ortsvektor in z-Richtung

13 Wenn r und k senkrecht zueinander stehen gilt ir-x = 0 fiir das Argument der Exponentialfunktion im
Fourierintegral, so dass die Exponentialfunktion mit dem Wert 1, unabhéngig vom Betrag ||, ihren
grofit moglichen Wert annimmt. Der Beitrag hat im Fourierintegral also das grofite Gewicht.
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

orientiert ist. Wie bei der analytischen Rechnung schon gesehen, ist die statische
Kreuzkorrelation hierfiir positiv. Im Gegensatz zum unendlich ausgedehnten Fall, bei
welchem die zeitliche Abhéngigkeit unabhéngig von der Richtung war, wechselt jetzt die
Korrelation bei einer endlichen positiven Zeit das Vorzeichen und hat neben dem nach
negativen Zeiten verschobenen Maximum ein Minimum auf der positiven Zeitachse. Das
Zeitverhalten ist auch hier nicht symmetrisch.

0.0

—-0.1 |-

-0.2 -

-0.3 |-
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Sl-zy(t)
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Abb. 5.7: Die Zeitabhingigkeit des Elementes Sy (114)(11y)(k, ) der Matrix (5.111) der Entwick-
lungskoeffizienten, welches der Korrelationskomponente S . (k,y = 0,t) entspricht,
falls in der Entwicklung aus Gleichung (5.72) nur ein einziger Koeffizient (N = 1) be-
riicksichtigt wird. In der oberen Abbildung zeigt der Wellenzahlvektor in Richtung der
z-Achse, k = €, und in der unteren Abbildung in Richtung der z-Achse, & = é,. Die
Funktionen sind jeweils fiir drei verschiedene Betrége der Wellenzahl, x = 5, 75, 75 und

fiir d = 2, dargestellt.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Statische Korrelation

Fiir t = 0 ergibt sich aus (5.115) die statische Korrelation

) (B)s0m)),
St (st =0) = — B T hnn) (5.116)

Die Struktur der Losung S ist

S

e o
mit den einzelnen Komponenten
== : *
= Sl;(fn)(fm) (KD, t = O) + (S 1;(7m)(7n) (KD, t = O))) (5118&)
sind die Elemente gegeben durch
0 12 0 M2, —2k2 0
h — - _ >
Sl;(—n)(—m) (K/,t = O) = — 5 Mﬁn 6nm 0 0 0
0 —2K K, 0
12
) ) 0 RS 0
Q ( K ,K_,, K2, ~k
+ 322 (—1)m) =~ K2 0 Ky k
P WA, O, 0 e T R | 0,
0 /ixnz—Mzk 0
fiir die Untermatrix
= oy (st _op)’ b
- S1;(~n)(~m) (K/’ L= 0) + <§ 1;(~m)(~n) (K/’ L= 0))) (5118 )

106



5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

durch
0 2 0 M2,—-2k2 0
h _ _
87, (en) (o) (KT =0) 2% M4n5nm 0 0 0
0 —2K.K, 0
2
2 KZ 0 H:i %5: 0
Q ( KNnKNm —k -
— 32 (—1)ntm) K2 0 Fgh
vd? M2, M2, (M2, + M?2,) Zk: (K%, —K2,)* | ™ . ok
0 /fxﬂ;zM—gz 0
und die dritte Untermatrix
=T _qh h f
= ST (cn)(om) (KT =0) + <§ Li(om) (=) (B £ = 0))) (5.118¢)

)

setzt sich aus den Elementen

4
h — — N2 -1 n+m
S1;(fn)(r\zm) (K’7t 0) I/dQ Z( )

K Ko
M2, (M2, + MZ,,)

ke(M2, —262) 0 kK (M2, —2K2)

1
0 0 0 0
-n
—2K2K, 0 — 2k, k2
(M2%, —K2) 0 —heh,
K 2,2
+2 0 PR 0 )
(sz - Kzn)Q Mzn )
—Kgha 0 (M2, — K2)
sowie
~ T
= 8 gy (508 = 0) (S0 (1 = 0))) (5.118d)
mit
4 K K
St oy (Bt = 0) = —Q%i(—1)" " R
S timy (o (1 = 0) = 2o Q=)™ p e —
| [Re (M = 260) 0 k(M2 257
M4 0 ’ '
- —2k2K, 0 —2kg K
(M2, — K2) 0 —Kaghz
Ry
+ 2 0 —m l‘€2 0
— KKy 0 (M2, — K2)
zusammen.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Medium | Plattenabstand d | kinem. Viskositiit | Scherrate 4 | Re¥?
Wasser: 1 cm 1.0 m;nQ 1% 25.0
Wasser: 1 mm 1.0 meQ 4% 1.0
Ethanol: 1 cm 1.52 mo’ 11| 16.44
Ethanol: 1 mm 1.52 mm® 411 0.6

Tabelle 5.1: Beispiele fiir die GroBenordnung der Reynoldszahl.

Homogene Fluktuationen

Beim Ubergang k — 0 verschwinden die Kreuzkorrelationen vollstindig. Es existiert dem-
nach keine Korrelation zwischen den Fluktuationen in zwei verschiedene Richtungen, die
sich iiber die ganze Fbene ausdehnen. Der Mittelwert iiber eine unendlich grofie Flache,
und somit auch iiber das Gesamtvolumen im Sinne von Abschnitt 5.4.3, sollte demnach
ebenso verschwinden.

Reynoldszahl

Die statischen Losungen (5.118) enthalten den Vorfaktor »~1. Um die vollstindige Losung
fiir die Korrelation zu erhalten, muss man nach (5.65) noch die dimensionslose Scherrate
g an die Matrix S, aus (5.118) multiplizieren. Damit ist der in der Scherrate lineare
Anteil der Korrelationsmatrix proportional zum Quotienten % = %Lz. Die einzige endliche
Lange im hier betrachteten Couette-System ist der Plattenabstand d. Wie oftmals auch
in der Literatur zu finden ist, wird auch hier fiir die charakteristische Lénge der halbe
Plattenabstand L = %l gewihlt, wodurch der oben genannte, dimensionslose Quotient die
Form einer Reynoldszahl erhélt:

3 dN 2 .

g_ 1(—) = Re. (5.119)
v U\2

Die Reynoldszahl Re¥® bezieht sich somit auf die maximal auftretende absolute Geschwin-

digkeit des Losungsmittels, ug (%) = %wd. In der Tabelle 5.1 wurden beispielhaft Reynolds-

zahlen fiir verschiedene Systeme angegeben.

Ortsdarstellung

Die direkte Abhéngigkeit vom Ort kann fiir den linearen Scherbeitrag explizit ausgerechnet
werden. Da, wie im Falle der unendlich ausgedehnten Fliissigkeit, nur die zy- Komponente
der Korrelation einer Mittelung iiber ein symmetrisches Testvolumen standhélt, soll sich
die folgende Betrachtung auf diese Komponente beschrénken. Die zuvor gewéhlte charak-
teristischen Lénge L = % impliziert d = 2 fiir den dimensionslosen Wandabstand.
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

Mit der Darstellung des zweidimensionalen Ortsvektors in ebenen Polarkoordinaten, r =
r(sin ©, 0, cos ©) und der zur kompakteren Darstellung definierten Funktion

R(X) = 2 (2K1(X) ~ Ka(X)Ip(X) ~ L(X)Ko(X)) (5.120)

ergeben sich die im Folgenden genannten Korrelationen der Entwicklungskoeffizienten.

Fiir die symmetrischen Korrelationen erhélt man mit n = m fiir den Anteil der Korrelation
beziiglich der symmetrischen Funktionen

QQRe“'/’d

T <r2K2nK0(rK_n) —3rK_,K; (TK_n)> (5.121a)
Y

72 <T2K2nK0(’I“Kn) —4rK K (rKn)>
2 2
+45? Z - K2 5 <2K_nKNlR(rKNl) —2K2 R(rK_,)

+ (K2, - K2) (r(KEn — K2)Ki(rK_,) — 4K_nK0(rK_n))>]

und fiir die entsprechenden antisymmetrischen Korrelationen

Q*Re™
Sl,(Nnm)(Nny) (I', 0) 167

<r2KZnK0(rKNn) - 3TKNnK1(rKNn)> (5.121b)

— fﬁ( 2K Ko(rKop,) — 47°KNnK1(7°KNn)>

0 2
2 K. ,KZ, 9
—4[’2 m 2K~nK [R(T'K_ ) - QKNnR(T’KNn)
=1\ -

+ (K%, — K? )( (K2, — K2))K1 (1K) — 4KNnK0(TKNn)>>] .

Formal sind sich die beiden Koeffizienten &hnlich. Neben dem Vertauschen von symme-
trischer und antisymmetrischer Wellenzahl &ndert sich aber auch das rot hervorgehobene
Vorzeichen beim dritten Ausdruck auf der rechten Seite.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Die Nicht-Diagonaleintrage mit n # m haben dagegen fiir den symmetrischen Fall die
Losung

L (Lqynam) &
Sl;(_m)(_my)(r, t= 0) = QQRG’Y’dVQgL Z K—nK—szl ( (5.121C)
T
=1
K_,
R(rK_,
(K2, — K2 (K2, K2, i)
K_,, < (K% —KQI)(KE —K21)>
+ 14 —mm 2 BV Rk
1 K.
+ = — R(TKNl)
2(K2, - K2)%(K2,, — K2)(K2,,, — K2))
9 K_nm
(1 + (Kgm — KEI)Q _ (Kgm __Kvil)2 >R(’I"Knm)
(Kgn - KEZ)Q (K%n - Kzl)(KEnm - Kil)

und im antisymmetrischen Fall ergibt sich

2 y,d 2(_1)(n+m) - 2
Sl;(ch)(Nmy) (I‘ = drd,t = 0) = —Q Re” 7227 Z KNnKNmel (5.121d)
=1
K.,
R(rK.
(K2, — K2, (K2, — K2, )
K. K? —K2?)(K?, —K?
+ . — m2 — <1+ ( m - —l)( 2n - _l)>R(’I“KNm)
(Kwn - K—l) (KNm - K—l) (me - Kwn)
1 K.,
+ = = R(T’K,l)
2 (K?vn - KEZ)Q(K?\»m - Kzl)(Kr%nm - Kzl)
Konm
(sz - K%l)Q(K?vn - K?vm)Q
K2, —K?)? K2, — K?)? _
(R (S ) . P ]
(KNn _K—l) (Kwn_Kfl)(KNnm _Kfl)

Hier ist neben dem Vertauschen der Wellenzahl der gesamte Ausdruck mit —1 zu mul-
tiplizieren, um aus den nichtdiagonalen symmetrischen Anteilen die antisymmetrischen
Koeffizienten zu erhalten. In den Koeffizientengleichungen sind K, (X) und I,,(X) wieder
die in [66] beschriebenen “Modifizierten Besselfunktionen”.
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Diskussion

Die einzelnen durch die Elemente der Matrix So(r) in Gleichung (5.103) gegebenen Ent-
wicklungskoeffizienten Sy, (qna)(gme)(r) der Autokorrelation So...(r,y) divergieren jeweils
am gleichen Ort, wie es bereits im Abschnitt 5.4.4 diskutiert wurde. Die Entwicklungs-
koeffizienten Si.(ana)(gny) (r) aus Gleichung (5.121), welche mit (5.71) die zur Scherrate
g proportionalen Anteile der Kreuzkorrelation St (r,y) beschreiben, sind dagegen je-
weils endlich. Fiir die gleiche y-Position, y = 9/, deutet sich auch fiir die Kreuzkorrelation
Stiay(r,y = v = 0), nach aufsummieren der Reihenglieder in Gleichung (5.71), eine Di-
vergenz an.
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Abb. 5.8: Der log-log-Plot bestitigt die 1/r-Abhéngigkeit der Korrelation S1,.4(r,y = ¢ = 0)
fir kleine r aus der analytischen Rechnung fiir den unendlich ausgedehnten Fall,
Gleichung (4.26) (durchgezogene Linien). Die Datenpunkte wurden durch die Glei-
chung (5.71) zusammen mit den Koeffizienten aus den Gleichungen (5.121) fiir zwei
verschiedene Richtungen des Ortsvektors r ~ é, (rot) und r ~ é, (schwarz) bestimmt.

Die analytische Rechnung im vorherigen Kapitel, Gleichung (4.26), hat gezeigt, dass die
Kreuzkorrelation im unendlich ausgedehnten Gefifl umgekehrt proportional zum Abstand
r = |r| abfillt. Es ist also zu erwarten, dass man auch mit Wénden zum gleichen Resultat
kommt, sofern die Abstéande |r| klein im Vergleich zur Wanddistanz sind. In Abbildung 5.8
wurde daher der Logarithmus des Betrages der Korrelation Si.,(r,y = v’ = 0) fiir ver-
schiedene Absténde r gegen den Logarithmus von r fiir y = 3’ = 0 aufgetragen und mit
dem analytischen Ergebnis aus (4.26) verglichen. Si.,(r,y = v’ = 0) wurde mit Hilfe
der Summendarstellung aus Gleichung (5.71) und den Entwicklungskoeffizienten aus den
Gleichungen (5.121) berechnet. Fiir kleine Abstéinde r stimmt die numerische- mit der
analytischen Losung beziiglich der Abstandsabhéingigkeit sehr gut iiberein. Fiir grofie Ab-
stdnde, beginnend mit dem halben Plattenabstand r ~ 1, fillt die Kreuzkorrelation nach
Abbildung 5.8 vom Betrag her schneller als % ab.
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Abb. 5.9: Skizze des Kanals.

Multipliziert man die Kreuzkorrelation Sy, (r,y =y = 0) also mit dem Abstandsbetrag,
wie im oberen Teil der Abbildung 5.10 dargestellt, so sollte das Resultat fiir kleine Abstén-
de unabh#ngig von 7 sein. Dies ist in der inneren Abbildung im oberen Plot von 5.10 auch
sehr gut zu erkennen. Die fiir kleinen r negative Korrelation, falls r ~ é, (e) ist, wichst fiir
r ~ 1 zu grofleren Werten an und wechselt schliellich in der Groflenordnung des Platten-
abstandes r ~ 2 das Vorzeichen. Die Korrelation ist fiir r ~ ¢, (W) und kleinen r positiv
und hat beim halben Plattenabstand r ~ 1 ein Maximum. Die in der Ndherungsrechnung
ermittelte Abhingigkeit vom Abstandsbetrag stimmt demnach innerhalb der Ebene senk-
recht zu den Wénden sehr gut mit der analytischen Rechnung in Abschnitt 4.4 iiberein,
so lange der Abstand 7 ein Achtel des Wandabstandes nicht iiberschreitet, r/d < %.

Um die Richtungsabhéngigkeit der Ergebnisse mit der analytischen Nidherungslosung
(4.26) besser vergleichen zu konnen, muss die Abhéngigkeit von y in eine Winkelabhén-
gigkeit umgeschrieben werden. Liegt der ebene Abstandsvektor r in der xy-Ebene, wie in
Abbildung 5.9 links dargestellt, zeigt also in xz-Richtung, dann erhilt man den azimutalen
Winkel durch & = arctan (y—_ryo) Auf dieselbe Art und Weise erhélt man den Polaren
Winkel O, sofern der Ortsvektor in z-Richtung zeigt, wie es in der rechten Skizze von

Abbildung 5.9 dargestellt ist. Aufgrund des endlichen Plattenabstandes d tritt somit in

Abhéngigkeit von r nur ein begrenzter Bereich von ¢ € {arctan (d_;"yo),arctan (_ Q;yo)}

und analog fiir © auf, der fiir grofler werdende r kleinere Ausschnitte fiir ® und © ab-
deckt.

Neben der Winkelabhéngigkeit haben die verschiedenen numerisch bestimmbaren Punkte
(griiner Kreis auf der gestrichelten Linie in Abbildung 5.9) unterschiedliche rdumliche
Abstéinde r’ zum Bezugspunkt (roter Kreis). Wegen der zuvor diskutierten reziproken
Abstandsabhéngigkeit fiir kleine Abstéinde wurden die numerischen Werte innerhalb der

zy-Ebene mit dem Betrag ' = —~ ) und diejenige in der yz-Ebene mit ' = ——

in Abhéngigkeit von der betrachté%sé(g Position, multipliziert. Die Ergebnisse sind (;;S(g)ér
Abbildung 5.10 (unten) aufgetragen und stimmen fiir kleine » innerhalb der zy-Ebene sehr
gut und in der dazu senkrechten yz-Ebene bis auf Randeffekte gut mit der analytischen
Néherungsrechnung (4.26) iiberein. Fiir grofiere 7 ist das Minimum bei ® = 0 nicht mehr

erkennbar.
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

Abb. 5.10:
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Oben: Die mit r multiplizierte Kreuzkorrelation Si.q,(r) aus den Gleichungen (5.71)

und (5.121) als Funktion des Abstandes r fiir den Fall r = ré, (schwarze Kreise) und
r = ré, (rote Quadrate) mit y = yo = 0 aufgetragen. Die Unterabbildung zeigt die
Daten vergrofiert fiir kleine Absténde r. Unten: Die Kreuzkorrelation Sy, (r) wurde
hier mit dem auf Seite 112 definierten Abstand r’ multipliziert, der dem rdumlichen
Ortsvektor in der analytischen Rechnung entspricht. Dargestellt ist die Abhéngigkeit
vom Winkel @, falls © = 7/2 (Kreise) und als Funktion des Winkels O, falls & = /2
(Quadrate), fiir die Absténde r = 0.02 (rot), r = 0.2 (schwarz) und r = 2.0 (griin).
Die schwarzen Linien entsprechen den analytischen Resultaten aus (4.26).
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Wahlt man den Bezugspunkt yg # 0 in der Nihe einer Wand, so fillt die Kreuzkorrelation
schneller ab, falls der Abstandsvektor r’ in Richtung dieser nahe gelegenen Wand zeigt, als
es in die entgegengesetzte Richtung der Fall ist. Dies kann man anhand der Abbildung 5.11
erkennen. Liegt der Abstandsvektor r’ in der zy-Scherebene, so kann man beziiglich der
Winkelabhéngigkeit in dieser, der Wand entgegengesetzten Richtung nur wenig Unter-
schied zu dem Fall mit yo = 0 feststellen. Anders sieht es jedoch fiir den Abstandsvektor
in der zz-Ebene aus. Dort findet sich eine stark ausgeprigte Korrelation mit Punkten in
der N#he der entfernten Wand.

Diese Korrelationsabhéngigkeit ist noch besser in Abbildung 5.12 zu erkennen, in der die
nicht mit v’ multiplizierte Korrelation, als Funktion des Abstandes y, fiir drei verschie-
dene yo dargestellt wurde. Man befindet sich also auf den in den Skizzen 5.9 gestrichelt
eingezeichneten Linien.

Fiir diese Randeffekte habe ich bisher keine einleuchtende Erklérung gefunden. Moglicher-
weise entstehen sie durch numerischen Fehler in der Berechnung oder dadurch, dass gerade
die Randergebnisse wegen der zuvor beschriebenen Inkonsistenz der Entwicklungsfunktio-
nen im Zusammenhang mit der Inkompressibilitdtsbedingung, wie sie in Abschnitt 5.4.1
beschrieben wurde, zu falschen Ergebnissen fithren kénnen. Die reale Existenz dieser Ef-
fekte sollte daher zum einen durch eine andere, fiir Randeffekte geeigneterer Wahl fiir die
Basisfunktionen und durch experimentelle Beobachtungen iiberpriift werden.

Einfluss auf ein Testteilchen

Es soll an dieser Stelle wieder die zuvor in Abschnitt 5.4.3 eingefiihrte Korrelation der
iiber ein Volumen gemittelten Geschwindigkeitsfluktuationen betrachtet werden. Durch die
Mittelung iiber & verschwinden sowohl der Mittelwert der “— ~”"- und “~ —"-Komponenten
als auch die zz-Korrelation. Es geniigt somit die zy-Komponente zu betrachten.

Reynoldszahl

Wenn die kollektiven Fluktuationen in einem Zylindervolumen betrachtet werden, kann
man, wie schon bei der analytischen Rechnung in Abschnitt 4.2 fiir eine Kugel eingefiihrt,
die Ergebnisse in Abhéingigkeit einer anderen, als der zum Plattenabstand d bezogenen
Reynoldszahl, die sich stattdessen auf den Zylinderradius & bezieht, darstellen. Mit der
Wahl L = a fiir die charakteristische Linge gilt dann

Q¢

T2
I —Retr = 12 (5.122)

v v
Zwischen den beiden Reynoldszahlen aus (5.122) und (5.119) besteht somit der folgende

Zusammenhang:

. V2 .
Re¥ = 4%Re“/d. (5.123)
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5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit

Stizy(r,©,P) x ' /(Re¥ Q?)

—0.03
—m/2 —m/4 0 /4 /2

Abb. 5.11: Die mit dem Abstand ’ (siche Bechreibung auf Seite 112) multiplizierte Kreuzkorrela-
tion Si.zy (7, ©, @, yo) fiir verschiedene yo als Funktion des Winkels ® in der zy-Ebene,
O = /2, (negative Werte) und als Funktion des Winkels © in der yz-Ebene, ® = 0,
(positive Werte) fiir den festen Abstand r = 0.1 geplottet. Die Korrelation wurde mit
Hilfe der Gleichung (5.71) und den Koeffizienten (5.121) berechnet.

Sl;zy(?/v yO) / (Re;yd QQ)

-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

y/(d/2)

Abb. 5.12: Die Kreuzkorrelation Sy, (7,y,y0) fiir den festen Abstand r = 0.1 als Funktion
von y fiir verschiedene yo in der zy-Ebene, © = 7/2, (negative Werte) und in der
yz-Ebene, ® = 0, (positive Werte) geplottet. Die Korrelation wurde mit Hilfe der
Gleichung (5.71) und den Koeffizienten (5.121) berechnet.
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Koeffizientenmatrix

Die Losung fiir die Entwicklungskoeffizienten sind im Folgenden aufgelistet.

2 ReV@
[[Sl;(fm:)(fny) (t = O)HAZ = g_Z 1 <I()(Kn)K0(Kn) (5.124&)
+ K2n <[0(K—n)K1(K—n) - Ko(K_n)h(K_n)) - <1 + %)Kl(K—n)[l(K—n)>
2 4Re™ & K?
g_z P2 lzl [W <Il(Kn)K1(Kn) - Io(Kn)KO(Kn)>
2 K2,

" E R L REP <10(Kn)K1(Kn) - Il(Kn)KO(Kn)>

47 K2,KZ%, K2, KL

+ & (K2, 1 K2 <I1(K~1)K1(K~l) - (K—En e - 1)[1(K_n)K1(K_n)>] ,

2 e&,a
[[Sl;(Nnx)(Nny) (t = O)HAZ = f{?_ZRZl (IO(KNn)KO(KNn) (5.124b)
+ g (TR K1 () = KoK (Ko) ) = (14 Kl,la)f(l(KNn)Il(Kw))
2 AReT® & K?
g—z 2 IZ; [(Kin — IKEZ)Q <11(KNn)K1(KNn) — IO(KNn)KO(KNn)>

2 K%,
(Ken) (K2, + K2))3
47T2 Klezn

+ 2
d?> (-K2,+ K?))

(IO(KNn)Kl(KW) — Il(KNn)KO(K~n)>

(B R - (jﬁ% R 1)11<K~n>K1<K~n>>] ,

~n

2 ReV® >
[[Sti-na)-my) (E=0)]] 5, = 8AQ_Z S (D) KileKn[ (5.124c)
=1

1 (K ) K1 (K — ) (K2, — K2)%(K2, - K2,)
(K2, — K22 (K2, — K2,) ( (K2, - K2)2(K2,, - Kil)>
L(K ) K1 (Kom) (1 (K2, - K2)(KZ, — Kﬁm)>
(K2, — K2)X (K2, — K2,,)? (K2, — K2)?
L(K_pm) Ky (K_p7)
(K2, — K2)2(K2, — K2,)?

_|_

1 I (Ku) K (K )
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Q2 Re% (n+m) - 2
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Abb. 5.13: Die iiber ein Zylindervolumen vom Radius @ = 1 und der Héhe h = 2 gemittelte
Korrelation [[S1;4y]]y, an der Stelle yo = 0, als Funktion des reziproken Abstandes

é und geteilt durch die in Abschnitt 5.4.5 definierte Reynoldszahl Re?'® und Q2 /Vz,

aufgetragen (rote Rechtecke). Die Korrelation wurde durch Einsetzen der Koeffizien-
ten (5.124) in die Gleichung (5.81) bestimmt. Die selbe Korrelation, jetzt jedoch relativ
zu dem vom Plattenabstand abhéngigen Wert fiir die Autokorrelation in z-Richtung
[[S0;22]]y,, aus Gleichung (5.106) dargestellt (schwarze Kreise). Die durchgezogenen
Linien entsprechen einem linearen Fit fiir groe Wandabstédnde und die Position der
Nullstelle wurde durch die gepunktete Linie markiert.

Die numerisch berechnete Abhéngigkeit der Kreuzkorrelation [[S1.2, (4o = 0)]],, , der iiber
ein Zylindervolumen gemittelten Geschwindigkeitsfluktuationen, wurde in der Abbil-
dung 5.13 durch rote Quadrate als Funktion des reziproken Wandabstandes dargestellt. Die
Korrelation wurde mit Hilfe der im letzten Abschnitt angegebenen Koeffizienten (5.124)
und der Gleichung (5.81) bestimmt. Der Zylinder hat hierbei den Radius a = 1 und die
Hohe h = 2, so dass fiir 1/d = 0.5 der Zylinder genau zwischen die Winde passt.

117



5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Fiir grofle Plattenabsténde, beziehungsweise kleine é < 0.2, ist der Verlauf der Kurve linear
und ist somit proportional zum reziproken Plattenabstand d~!, was durch die Fitgerade

bestéatigt wird. Die fiir kleine é negative Funktion hat bei é ~ (.26 eine Nullstelle. Im

Grenzfall unendlicher Plattenabstéinde é — 0 wiirde man den bei der analytischen Rech-
nung in Abschnitt 4.2 aus der Gleichung (4.51) gewonnen Wert von 0.0267 erwarten. Durch
den Schnittpunkt der roten Linie mit der Funktionsachse findet man in Abbildung 5.13
aber den davon verschiedenen Wert ~ 0.035. Der Unterschied liegt wieder darin begriindet,
dass hier iiber ein Zylindervolumen und im Abschnitt 4.2 iiber ein Kugelvolumen integriert
wurde. Zum Test kann die Integration in der Gleichung (4.51) auch numerisch iiber ein
Zylindervolumen durchgefiithrt werden, wodurch sich ein Wert von 0.0354 ergibt, der mit

der hier gefundenen Losung fiir grofle Plattenabstéinde sehr gut iibereinstimmt.

Die als schwarze Kreise gezeichneten Punkte in der Abbildung 5.13 zeigen das in (4.52) mit
(—A) bezeichnete Verhéltnis zwischen der iiber das Volumen gemittelten Kreuzkorrelation
und der in einer ruhenden Fliissigkeit auftretenden Autokorrelation der Geschwindigkeits-
fluktuation in z-Richtung,

([S124]ly, (@)

N T ol

(5.125)

relativ zur Reynoldszahl Re¥® und als Funktion des inversen Plattenabstandes. Der Wert
von ~ 0.051 fiir unendlich grofle Plattenabstéinde, gegeben durch den Schnittpunkt der
schwarzen Linie mit der Funktionenachse in Abbildung 5.13, unterscheidet sich nur wenig
von dem in [39] dargestellte Wert von ~ 0.65 im Zentrum des Kanals. Dies ist iiberra-
schend, da der Wert dort durch direkte numerische Simulation der Gleichungen, also ohne
Entwicklung nach der Scherrate, fiir den Fall g = 1 ermittelt wurde. Hinzu kommt, dass
die Simulation in [39] auf einem Gitter durchgefithrt wurde und dadurch das betrachtete
Volumen ein Quader ist, so dass wie durch den Wechsel von Kugel- zu Zylindervolumen
ohnehin eine Abweichung zu erwarten ist. Dies zeigt, dass die hier gefundenen Losungen
in linearer Ordnung der Scherrate auch in der analytischen Rechnung bereits sehr gute
Ergebnisse liefern.

In Abbildung 5.14 wurde fiir feste Wanddistanzen d die Abhéngigkeit der Kreuzkorrelation
[[S152y]]y, von der Position yo/(d/2) dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Korrelationen
Minima in der Ndhe der Winde aufzeigen, an denen sie vom Betrag her grofier sind, als
es im Zentrum der Fall ist. Der Abstand dieser Minima von der Wand wichst mit abneh-
mendem Plattenabstand d, wiahrend der Betrag der Kreuzkorrelation, wie im Abschnitt
zuvor besprochen, abklingt und zwar im Zentrum schneller als an den Minimalpositio-
nen. Das Verhéltnis der Werte an den Minima zu denen im Zentrum wichst demnach mit
wachsenden é, beziehungsweise kleiner werdenden Abstdnden. Wihrend im Kanalzen-
trum dhnliche Werte wie in [39] gefunden wurden, unterscheiden sich die Profile iiber den
Kanalquerschnitt hiervon. Ursache kann abermals die durch die gew#hlten Entwicklungs-
funktionen unerfiillte Randbedingung (2.20) sein. (siehe hierzu auch die Erlduterungen auf
Seite 88).

118



5.4 Haftende Randbedingungen und Inkompressibilitit
0.000 T T T
— d=100
~ —0.005 | |
N - - d=333
S - d=20
o —0.010 =
z d=10
&
N8}
& —0.015 - i
~
0020 e, i
S [ L
7= 0025 iy N
O.';? ' LT T T SRR ’. I
= —0.030 H\ . .,—;,__ —————— - !
\_'__—_f’ ‘~\':'_‘/
—0.035 . ! !
~1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Yo/(d/2)

Abb. 5.14:

Die iiber ein Zylindervolumen vom Radius ¢ = 1 und der Hohe h = 2 gemittelte Kor-

relation [[S1,2y]]y,, als Funktion von yo/(d/2) und geteilt durch die in Abschnitt 5.4.5
definierte Reynoldszahl Re?* und die Konstante Q2/Vy. Die Korrelation wurde durch
Einsetzen der Koeffizienten (5.124) in die Gleichung (5.81) berechnet und fiir die Ab-
stinde d = 100 (durchgezogenen Linie), d = 33.3 (gestrichelte Linie), d = 20 (ge-
strichpunktete Linie) und d = 10 (gepunktete Linie) aufgetragen.

5.4.6 Quadratische Scherratenabhangigkeit

Der Anteil der spektralen Dichte in der 2. Ordnung in g, S2(k,w), ist gegeben durch
Gleichung (5.64b). Die Berechnung vereinfacht sich, wenn die Matrix wieder durch zwei
zueinander adjungierte Matrizen wie folgt dargestellt wird:

mit

Fiir die in der Zeit zuriicktransformierte Losung gilt dann nach (C.9)

SQ(FL,f) =

So(k,w) =Sk(k,w) + (Sg(m,w))T, (5.126)
S4(s, ) = B (s, ) (84(m,0) + 5 (81 (x.0) ). (5.127)
Shir,t) + (Sh(x, —t))'. (5.128)

Es geniigt somit die Riicktransformierte S%(k,t) zu bestimmen, die durch das folgende

Faltungsintegral gegeben ist:

Sg(m):_/oo

— 00

ar B(t —7,0)(84(r. %) + 3 (81(-7), %))

(5.129)
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

Die semianalytische Berechnung der Losung fiir den Fall mit Wéanden ist bereits fiir den
statischen Fall sehr umfangreich und soll hier nicht weiter durchgefiihrt werden. IThre allge-
meine Form, unter Einbezug der Kompressibilitéit ist jedoch in Abschnitt 5.5.3 angegeben
und eine Diskussion der genédherten Ergebnisse fiir grole Wandabstédnde findet sich in der
analytischen Rechnung in Kapitel 4.
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5.5 Verallgemeinerung fiir kompressible Fliissigkeiten

5.5 Verallgemeinerung fiir kompressible Fliissigkeiten

Fiir kompressible Fliissigkeiten werden die Beitridge fiir die transversalen Geschwindig-
keitsfluktuationen aus dem Abschnitt zuvor wieder um die longitudinale Geschwindigkeit-
und die Dichtefluktuationen ergénzt. Wie in den Ausgangsgleichungen (5.1¢) oder der da-
zu dquivalenten Matrixgleichung (5.12) in Abschnitt 5.1.2 zu erkennen ist, treten neben
der Kopplung zwischen der Dichte und der longitudinalen Geschwindigkeit im Scherfluss
auBerdem Kopplungen zwischen longitudinalen- und transversalen Geschwindigkeiten auf.
Insbesondere ist der Matrixoperator M ¢ aus (5.9), welcher die Fluktuationen einer im Mit-
tel ruhenden Fliissigkeit beschreibt, nicht mehr diagonal, was den Aufwand der weiteren
Rechnung erheblich erhcht. Es sollen daher an dieser Stelle nur formal die zeitabhéngigen
und statischen Losungen genannt werden. Diese lassen sich in der dargestellten Form aber
problemlos in einer Mathematiksoftware, wie zum Beispiel Maple [67], implementieren,
wobei die Bestimmung einer einzelnen Mode bereits sehr viel Zeit in Anspruch nehmen
kann.

Fithrt man wiederum eine Fouriertransformation in der xz-Ebene durch und entwickelt
anschlieffend die Fluktuationen in dem Funktionensystem, wie es im Abschnitt 5.4.1 be-
sprochen wurde, so ergeben sich die im Anhang E.1 aufgefithrten Matrizen, mit denen
die Bewegungsgleichung fiir die Fluktuationen im Scherfluss die Form (5.28) annimmt.
Nach einer Multiplikation mit J ~! erhilt man dann die folgenden Matrixgleichung fiir
die Entwicklungskoeffizienten X(k,t) der Fluktuationen

(L0 +L(r))X(k,t) = F(r,1),

mit L (k) = A (k) + gB (k) und den in Abschnitt E.2 aufgelisteten Matrizen A (k) und
B (k). Die allgemeine Losung dieser Gleichungen fiir die spektrale Dichtematrix S (k,w)
ist in Gleichung (5.65) mit den Beitréigen (5.64) gegeben.

Da die Matrix A (k) im Gegensatz zum Fall der Inkompressibilitéit hier keine Diagonal-
gestalt hat und somit die Eigenwerte nicht unmittelbar gegeben sind, verkompliziert sich
die Berechnung der Faltungsintegrale, die sich bei der Riicktransformation der Beitréige
So(k,w), S1(k,w) und So(k,w) aus (5.64) ergeben. Hierzu wurde im Anhang C.2.1 eine
allgemeine Betrachtung der Losung von speziellen Faltungsintegralen durchgefiihrt und es
wurden verschiedene Tensoren eingefiihrt, die eine geschlossene Darstellung ihrer Losung
ermoglichen.

5.5.1 Diagonalisieren der Losungsmatrizen

Mit Hilfe der folgenden Definitionen,
1

Bi—N = §VQMEN7 BN = §VOCM3N7
1 1
ﬁt,—N = §VMEN7 ﬁt,NN = §VM3N7
Qy = JeM2y - B Qun = M2y = By, (5.130)
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

lassen sich die Untermatrizen von A aus (E.18) wie folgt schreiben:

0 M2y 0 0
- (Blon +%n) 20an O 0 0
AaN)(vL) = arONL 0 0 26t N 0 0 . (5.131)
0 0 0 2Banv 0
0 0 0 0 2B

Eigenwerte. Die symmetrischen und antisymmetrischen Eigenwerte a(_n;) und awny)
von A sind dann gegeben durch

an1) =B,-N+iQ-~n, acn2) =B0,-N—10Q-N, N3 =20,-N,
a(oN1) = BN TN, ang) = BN — 80N, auns) =20, (5.132)

wobei die zu den transversalen Komponenten gehtrigen Eigenwerte a(_y3) und a(n3)
jeweils dreifach entartet sind (a(,n4) = a@ns) = a@ns))-

Eigenvektoren und Transformationsmatrix. Mit Hilfe einer Hauptachsentransformati-
on findet man die Transformationsmatrix Q, mit deren Hilfe sich die Matrix A in die
Diagonalmatrix A 4, mit den Eigenwerten ay aus (5.132) auf der Diagonalen, iiberfiihren
l&sst:

Ag=Q 'AQ. (5.133)

Unter Verwendung der Definitionen (5.130) haben die einzelnen Untermatrizen von Q die
folgende Gestalt:

M2y M2y 000
Bran + Q2N Blan — 1N 0 0 0
Q (aN)(yM) = SarONM 0 0 100 (5.134)
0 0 01 0
0 0 0 0 1

Die zu Q inverse Matrix lédsst sich aus den folgenden Untermatrizen zusammensetzen:

; K 3
(Bran —i8aN)30 3z, 00y

. K i
_(ﬁaN + ZQaN) QQGNMSN 200N

00 0
00 0
-1
= 600
(@ )(QN)(,YM) arONM 0 0 100
0 0 010
0 0 001

(5.135)
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5.5.2 Darstellung durch Faltungstensoren

Die in C.3 allgemein hergeleiteten Tensoren, die Losungen von speziellen Faltungsinte-
gralen beschreiben, tauchen bei der Berechnung der Korrelationen auf zwei verschiedenen
Arten auf, zum einen als IAAT und zum anderen als 744, Es soll nun die speziel-
le Struktur davon, unter Beriicksichtigung der bekannten Form der Matrizen A und Q
berechnet werden.

Mit V. = A und W = A' gilt fiir die in C.3 eingefithrte Transformationsmatrix P =
@*T, so dass AT = (@Ad@*I)T = @*TAdQT ist. Die Komponenten Q(,nn)(prr) und
Q(_Van)(pRr) besitzer.l die Eigenschaft, dass sie nur Eintridge ungleich Null besitzen, falls
v =pund N = R gilt:

Q(uNn)(pRr) = 61/p6NRQ(1/Nn)(VNr) ) (5136)

so dass die Faltungstensoren, falls a(, n,) + a?ﬂ Mb) = 0 gilt, die folgende Form haben

N
Té?(fl/Nn)(uMm)(nKk)(ALl) = (5.137)

- Q(VNW)(PRT)Q(_p%r)()\Ll)
Qim0 untm) @orn) + alapy) "
= _6ua5NA6a>\5ALQ(uNn)(pRr)Q(:}Rr)()\u)
0x0K 5080 BM Qi (3130) @) ey (Worr) T 0y~

= _5V>\5NL5;M€5MK(G’(VNT‘) + a’>(kuMb))_1

-1 ol T
QNn)(wNr) Q(uNr)(uNl)Q(uMk)(uMb) Q(uMb)(uMm)

und fiir a(, Ny # () ergibt sich

A(—A)

e;(vNn)(uMm)(kKk)(ALI)
-1

- Q(VNn)(pRr)Q(pRr)(,\Ll)

= (5.138)

Qurck) 380 R {31 utm) (Uokr) — A(aBy) ™
= _6ua5NA6a)\5ALQ(uNn)(pRr)Q(:}Rr)()\u)
5,@551(355“531\462(,@1(19)(531))Q(}}Bb)(uMm) (a(orry — agBp)) "
= — 0N LMK (Agunr) — Q(unib))

—1 -1
Q(VN”)(VNT’)Q(VNT)(VNI)Q(MMk)(MMb)Q(uMb)(,uMm) :

Analog findet man nach Gleichung (C.30) fiir a(,n;) + alynrm) # 0 die Darstellung
AAT * _
TeQ;(uNn)(pMm)(nKk)()\Ll) 1= —0uAONLOurOM K (a(unr) + a(uMb)) ?

-1 -t T
QuNn)wNT) QN () @ () (i) @ (udib) (udim) (5.139)
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

und fiir a¢, Ny # a(unp) entsprechend

A(-A) B B
N (M) (s KR) L) = —OAONLOuOn i (Q(unr) = Aunn) ™
1 _1
QuNn) N QN (1) @M k) (1d15) @ (i) (i) - (5.140)

In allen anderen Fillen verschwinden die Elemente.

Gilt hingegen a(,n,) + az‘u Mb) = 0, so erhélt man die von Null verschiedenen Elemente

.
Ejjl(an)(uMm)(nKk)()\Ll) = —0uNONLOuxOMK
1 — i
QuNn) N Qv (i) Q (i) (i) @ (untb) (unim) (5.141)

und mit ag, ) = a(unm) gilt

A(—A) L
t;(vNn) (uMm)(kKk)(ALL) " _5V/\5NL5W5MK
Q(VNn)(VNT)Q(er)(le)Q(MMk)(MMb)Q(pr)(ﬂMm) . (5142)

Transversale Beitrdage. Die verschiedenen Unterblécke der Faltungstensoren, die die rein
longitudinalen, rein transversalen und die Zeitentwicklung der gemischten Koeffizienten
beschreiben, miissen fiir jede Mode aus den Gleichungen (5.137) und (5.138) bestimmt
werden. Fiir die Zeitentwicklung der rein transversalen Komponenten lassen sich wie im
Folgenden gezeigt noch einige Vereinfachungen durchfiihren. Beschrédnkt man sich also auf
den inkompressiblen Fall mit n,m € {v%, Uzt/’ v}, so ergibt sich

T

TAAT o _6VA6NL6un5MK5nl6mk
e5(v Nk ) (Mot ) (KK k) ALL) =

- (5.143)
a(wN3) T (a3

und da a(, n3) = 26N und a’(k“ M3) = 203w sind, erhilt man schliellich den vereinfachten
Ausdruck

AAt 1 0uAONLOn10prOM K Omk

Te.(uNt) (udtoty (kK RYALD = 5 Brun + Brnt (5.144)
und analog
AAt 1 6uAONLORIOpurOM K Ok
Toni(uNut) (udtot, ) (wKRYALY = ~ 7 : - (5.145)

(Bt,VN + Bt,uM)Q

Da die Eigenwerte nicht rein imaginér sind, gilt auflerdem

)
Eﬁva;)(qu;n)(nKk)(Au) =0. (5.146)

Handelt es sich um die gleiche Mode, das heifit v = p und N = M, dann stimmen die
Eigenwerte fiir alle transversalen Komponenten iiberein, und man erhlt

A(—AT) _ A=A _
e;(vNvt) (vNvb,)(kKk)(ALL) — TeQ;(VNvﬁl)(VNvﬁn)(nKk)()\Ll) =0, (5147)

124
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aber

A(—AM)

t;(wNvb) (vNot, YALot) (kK vl) — OuAON LOntOuON K O - (5.148)

Fiir verschiedene Moden v # i oder N # M gilt entsprechend

A(—AT) _ 1 0u\ONLORIOukOMK Ok
SN M) KROL) = "3 5 o g
eéf(;ﬁg;)(qufn)(nKk)(ALl) = _iéyA((;iiinfﬂngK)gmk (5.149)
und
A(—AT) ~0 (5.150)

t;(vNvE) (uM o, ) (AL ) (kK v})

5.5.3 Zeitdarstellung

Die explizite Zeitdarstellung und deren statischer Grenzfall ¢ = 0 soll im Folgenden for-
mal fiir die Beitrdge der verschiedenen Ordnungen in g aufgelistet werden. Der besseren
Lesbarkeit wegen, werden die Matrizen A als A beschrieben, die nicht zu verwechseln
sind mit den in Kapitel 4.2 eingefiihrten, gleichnamigen Matrizen. Ausserdem wird die
Abhé#ngigkeit der Matrizen vom ebenen Wellenzahlvektor s nicht angegeben.

¢"-Beitrag

Nach einer Riicktransformation der Gleichung (5.61) ergibt sich das folgende Integral fiir
die Fluktuationen in einer makroskopisch ruhende Fliissigkeit,

So(t) :/ o dr e ATK geA' (=7 (5.151)

mit der in der Zeit symmetrischen Losung
So(t.r) = O(t)| — e ALK | +O(=t) - LK se ] (5.152)
womit im statischen Grenzfall (¢t — 0) die Korrelation wie folgt gegeben ist:

So(t=0,r) =-TMKs. (5.153)

g'-Beitrag

Die Matrix Si(k,w), welche die lineare Ordnung in der Scherrate g beschreibt ldsst sich
in zwei zueinander adjungierte Anteile aufspalten,

Sl(ﬂ’w) = Slll(n’w) + [S?(R’w)“ )
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

mit
SHr,w) = =B (k,w)So(k,w). (5.154)

Nach einer Riicktransformation in die Zeit ergibt sich hierfiir die Integraldarstellung

t
Sh() = —0() / dr AT BemAl-g (¢ = 0)
0

+/ dr e AT BSy(t = O)eéf(tT)]

t

— @(—t)/ dr e A7 BSo(t = 0)ed (=), (5.155)
0

Fiihrt man die Integrale mit Hilfe der Regel (C.27) aus, erhilt man die in der Zeit unsym-
metrische Losung

sh(t) = 6(t) [ 2! (z?/“ (BSo(t=0)) — (Z2YB)So(t = o))
+ (LACB)e A (t = 0) - (T TVB)e A S (t = 0)]
+O(—t)[L A (BSo(t = 0))ed]. (5.156)

Nutzt man des weiteren die Eigenschaften der Faltungstensoren aus Abschnitt (C.3.1),
vereinfacht sich dies zu

ST(=t)]" =6(-1) [(g;‘f‘” (So(t=0)B") +So(t = 0) (g?“‘f‘”ﬁ*))e“t
~So(t = 0)eA (L CABY) 1 8ot = 0)ed (VB
+O)[e AT 2 (So(t = 0)BT)] . (5.157)
Die Gesamtlosung ergibt sich schliellich aus der Summe
S1(t) =81() + 810, (5.158)
womit die gleichzeitige Korrelation (¢ = 0) durch

S1(t=0) =T (BSo(t=0)+8So(t =0)BT) (5.159)

gegeben ist.

g°-Beitrag

Auch die Beitrige der zweiten Ordnung in ¢ lassen sich durch zwei zueinander adjungierte
Matrizen,

SQ(K’C‘)) = Sg(n,w) + [Sg(naw)ﬂ )
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darstellen, wobei mit Hilfe der Definition (5.154) die Beziehung
h h Lran t
Sh(r,w) = B(k,w) (81 (k) + 5[k k,0)]') (5.160)

gilt. Eine Riicktransformation in die Zeit liefert dann die Faltungsintegrale

mit der gleichzeitigen Losung

s’g(t:o):_ T dr AT <TAAT BSO+ SOBT)+ ~So(T A”—AUQT))

_1- ~Atr(pAt-Ah gt
Se AT BS e AT (z ' A0B)

e A7 BS e AT (x AV BT)

NS

:zfAJf <§££m<§§0+%SOET‘F%SO(ESN_AT)ET)))
1 1 _
- (T8 (B80)) (@A BT - 5 (24" (B80)) (i)

Somit erhélt man fiir den in g quadratischen Beitrag zur Korrelation der Fluktuationen
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

insgesamt die statische Losung

1 1
So(t=0) = 5;?/&* <§ (zgmf (SOEU)) + 2TAAT (BSO TAT( AT >
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Arbeit befasst sich mit der Dynamik einzelner und mehrerer Polymere, welche in ei-
ner Scherstromung festgehalten werden. Einer Streckung der Polymere durch die externe
Stromung wirken thermische stochastische Kréfte entgegen. Diese werden fiir eine Poten-
tialstromung wie fiir ein Polymer im thermischen Gleichgewicht iiber das Fluktuations-
Dissipations Theorem aus der Temperatur des Losungsmittels und der von der Viskositét
des Losungsmittels abhingenden Mobilitdtsmatrix bestimmt. Letztere beschreibt neben
der Mobilitédt einzelner Polymere auch ihre Wechselwirkung untereinander iiber das Lo-
sungsmittel, die sogenannte hydrodynamische Wechselwirkung. Der Hauptteil der Arbeit
befasst sich mit der Anderung dieser stochastischen Krifte als Funktion der Scherrate und
im Vergleich zum Fall des Losungsmittels im thermischen Gleichgewicht. Werden mehrere
Polymere in einer Scherstromung festgehalten, so sind diese gewthnlich unterschiedlichen
Stromungsgeschwindigkeiten ausgesetzt. Welche Auswirkung dies auf die Auslenkung der
Polymere und deren Dynamik haben kann, wurde anhand eines einfachen Modells, in dem
ein Polymer durch eine an einer harmonischen Feder festgehaltene Kugel ersetzt wird,
untersucht.

Der erste Teil der Arbeit beschéftigt sich daher mit rein deterministischen Effekten von ein-
fachen, tiber das Losungsmittel durch den sogenannten Rotne-Prager Tensor wechselwir-
kenden Punktteilchen mit effektiven Reibungskoeffizienten in einer Scherstromung. Dabei
wurde ein aus drei Kugeln bestehendes Modell benutzt, bei dem jede Kugel durch eine har-
monische Feder an verschiedenen Positionen festgehalten wird. Die Haltepositionen liegen
dabei in einer Ebene senkrecht zu den Stromungslinien der linearen Scherstromung. Auf-
grund der hydrodynamischen Wechselwirkung zwischen den Kugeln werden diese nicht nur
in Stromungrichtung aus den Haltepositionen ausgelenkt, sondern als Funktion der mittle-
ren Stromungsgeschwindigkeit und der Scherrate auch senkrecht dazu. Diese mit der Stro-
mungsgeschwindigkeit zunehmende, senkrechte und stationdre Auslenkung fiihrt in einem
breiten Parameterbereich iiber eine Hopf-Verzweigung zu einer oszillatorischen Bewegung
der Kugeln, die eine vielfiltige, anharmonische Dynamik aufzeigt. Die Hopf-Verzweigung
ist entweder super- oder subkritisch mit einem Hysteresebereich, dessen Breite von der
Scherrate abhéngt. Als eine mogliche Realisierung dieser Effekte bieten sich Polymere an,
die auf Stdbchen verschiedener Linge an Winden befestigt sind und durch die unter-
schiedlichen Abstédnde von der Wand auch unterschiedlichen Stromungsgeschwindigkeiten,
ghnlich wie in einer Scherstromung, ausgesetzt sind. In einem Experiment sind mehr als
drei an einer Wand befestigte Polymere zu erwarten. Daher liegt eine Erweiterung des
vorliegenden Modells, bestehend aus drei Kugeln, auf eine groflere Zahl festgehaltener Po-
lymere nahe. Der Ersatz eines Polymers durch eine einzelne Kugel ist ebenfalls eine starke
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5 Fluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung

N#herung, weshalb es sich fiir zukiinftige Untersuchungen ebenso anbietet, die festgehalte-
nen Kugeln durch festgehaltene und tiber das Losungsmittel wechselwirkende Kugel-Feder
Modelle fiir Polymere zu ersetzen, die wiederum aus mehreren Kugeln bestehen. Die inter-
essante Frage, die sich fiir beide Erweiterungen stellt, ist, ob diese zu einer komplexeren
und damit chaotischen Dynamik fithren. Wie bereits einleitend erwéhnt, spielt auch die
hier noch nicht beriicksichtigte Brownsche Bewegung der verschiedenen Polymerbestand-
teile eine wichtige Rolle. Im Zusammenspiel mit dem Scherfluss kann diese entscheidend
zu einer interessanten Dynamik beitragen.

Im Hauptteil der Arbeit wurden die thermisch angeregten Geschwindigkeitsfluktuationen
in einer Scherstromung des Losungsmittels ndherungsweise berechnet und deren Einfluss
auf suspendierte Kugeln, die in Polymer-Modellen iiblicherweise Segmente eines Polymers
reprisentieren, abgeschétzt. Ausgangspunkt zur Beschreibung der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen sind die um den Scherfluss linearisierten Navier-Stokes Gleichungen, mit einem
stochastischen Anteil im Spannungstensor als Quelle der Fluktuationen. In groler Entfer-
nung von Winden konnten analytische Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitsfluktuationen
und deren Korrelationsfunktion abgeleitet werden. Im weiteren Verlauf der Arbeit wurde
auch der Einfluss der Wénde auf die Geschwindigkeitsfluktuationen in einem Couette-
System durch die Entwicklung der Felder nach einem Funktionensystem untersucht.

Im mehr analytisch ausgerichteten Kapitel 4 wurde die Korrelationsmatrix der Geschwin-
digkeitsfluktuationen im Wellenzahlraum als Funktion der Zeit und der Frequenz ange-
geben und analysiert. Fiir bestimmte statische Korrelationsbeitrige wurde auflerdem die
Ortsabhéngigkeit berechnet. Fiir kleine Scherraten wurden die Korrelationen hiernach in
einer Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung entwickelt. Die Terme linearer Ordnung in der
Scherrate zeigen im Raum der Wellenzahlen k ein unsymmetrisches Verhalten beziiglich
Zeitspiegelungen, wodurch unter anderem (v, (t)vy(0)) # (vy(t)v,(0)) folgt. Die Abhén-
gigkeit der statischen Korrelationen vom Betrag des Wellenzahlvektors ist proportional zu
k| =2 und wiichst linear mit der Reynoldszahl des Systems. In quadratischer Ordnung der
Scherrate ist das Zeitverhalten symmetrisch und alle statischen Elemente der Korrelations-
matrix sind proportional zu [k|~* und quadratisch in der Reynoldszahl, wie es an anderer
Stelle fiir ein einzelnes Element der Korrelationsmatrix bereits beschrieben wurde [40].
Waéhrend diese Proportionalitéiten fiir alle Matrixelemente gleich sind, gilt dies nicht fiir
die komplexe Abhéngigkeit von der Orientierung der Wellenzahl. Diese fiihrt schliefflich
nach einer Riicktransformation in den Ortsraum dazu, dass die im Fokus stehende statische
Korrelation der beiden Geschwindigkeitskomponenten v,(r,t = 0) und v,(0,0) eine kom-
plizierte Funktion der Orientierung des Verbindungsvektors r ist. Die Korrelation héngt
von dessen Betrag in fithrender Ordnung wie |r|~! ab.

Aus den Geschwindigkeitsfluktuationen wurde anschliefend die Korrelation der auf eine
suspendierte Kugel wirkenden stochastischen Krifte abgeschétzt. Insbesondere lieferte die
oben bereits mehrfach genannte Kreuzkorrelation der Geschwindigkeitsfluktuationen eine
endliche Korrelation dieser stochastischen Kréfte in z- und y-Richtung, die zu einer um
den Winkel —7/2 geneigten elliptischen Verteilung der Krifte fithrt. Auch eine Erhéhung
der thermischen Energie durch den Scherfluss wurde gefunden [39-41]. Die analytische Be-
trachtung wird durch die Ableitung der von der Scherrate abhingenden Responsefunktion
abgerundet.
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Die Berechung der Geschwindigkeitsfluktuationen in einer ebenen Couette-Stromung
zwischen zwei bewegten Wénden wurde zunéchst fiir ein allgemeines System von
Entwicklungsfunktionen formuliert. Die numerische Berechnung der transversalen Ge-
schwindigkeitskorrelationen wurde dann fiir einen speziellen Funktionensatz, der die
Randbedingungen an den Winden nidherungsweise erfiillt, durchgefiihrt. Durch die endli-
che Geféaflgrofie entstehen bereits fiir ein ruhendes System Korrekturen im Vergleich zum
Fall der unendlich ausgedehnten Fliissigkeit. Die Korrelation der Geschwindigkeitsfluk-
tuationen als Funktion der Wanddistanz fithrt zu dem Ergebnis, dass die Fluktuationen
parallel zu den Wénden grofler ausfallen als diejenigen senkrecht dazu. Der Effekt ist
umso stirker ausgeprigt, je dichter die Begrenzungen des Geféfles zusammen liegen. Fiir
grofle Wandabsténde wird hingegen die fiir ein unendlich ausgedehntes System bestimmte
Losung erreicht.

Die Beitréige linear in der Scherrate wurden fiir die im Fokus stehende Kreuzkorrelati-
on (vy(x,y, 2)vy(0,y0,0)) der Geschwindigkeitsfluktuationen berechnet. Im Kanalzentrum
konnten fiir den Grenzfall groffer Wandabstéinde die Ergebnisse der analytischen Néhe-
rungsrechnung, sowohl beziiglich der Abhéngigkeit vom reziproken Abstandsbetrag, als
auch beziiglich der Orientierung von r bestétigt werden. Fiir r, deren Betrag groflier als
die halben Wanddistanz ist, fiel die Korrelation schneller als |r|~! ab. Das Abstandsver-
halten héngt dort auflerdem von der Orientierung des Vektors r und von den Absolutpo-
sitionen y und yg der beiden Geschwindigkeitskomponenten in der Richtung senkrecht zu
den Winden ab. Durch die Anwesenheit der Winde werden auch die Korrelationen der
stochastischen Krifte auf ein suspendiertes Teilchen beeinflusst. Wihrend im Grenzfall
grofer Wandabstédnde unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Geometrien, einmal
Kugel, einmal Zylinder, wieder das analytische Ergebnis gefunden werden konnte, ergab
sich fiir Wanddistanzen d grofler als die doppelte Teilchenabmessung eine funktionale Ab-
hingigkeit wie d~!. Die betragsméBig maximale Korrelation ergab sich hierbei nicht etwa
im Zentrum des Kanals, sondern niher an den Winden. Die Entwicklungskoeffizienten
der zuvor ausgegrenzten longitudinalen Geschwindigkeits- und Dichtebeitrdge wurden an-
schlieffend formal im Frequenz-, Wellenzahl und Zeitraum bis zur quadratischen Ordnung
in der Scherrate angegeben.

Die gefundenen Ausdriicke konnen in gendherter Form in Simulationen fiir Teilchensus-
pensionen oder Polymere in Scherstromungen verwendet werden und kénnen auch zu einer
realistischeren Implementierung der Fluktuationen beitragen. Um die diskutierten Effekte
explizit zu messen, sind Experimente mit Brownschen Teilchen, die in Laserfallen gefan-
gen werden, vielversprechend. Hierbei kann entweder die Fluktuationsauslenkung eines
einzelnen Teilchens oder die gekoppelte Brownsche Bewegung mehrerer gefangener Par-
tikel beobachtet werden. Neben dem fiir den Scherfluss zusétzlich auftretenden Einfluss
durch die endliche Kanalbreite sind die in dieser Umgebung bereits fiir eine ruhende Fliis-
sigkeit gefundenen anisotropischen Effekte von groflem Interesse fiir Teilchen-Simulation
und Experiment.
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A Herleitung der Fluktuationsgleichungen

Die linearisierten Bewegungsgleichungen (2.28) fiir die Geschwindigkeitsfluktuationen mit
stochastischem Rauschen werden in diesem Anhang auf Parallelstromungen ug = ug(y)é,
mit unterschiedlichen Strémungsprofilen ug(y) eingeschrinkt,

(Bt + uo(y)ﬁx)p + ak?}k = O, (Al)
Opvi + uo(y)Opv; + vyOyuo(y)dix (A.2)
= —P0;p + vdv; + v(a — 1)0;(Opvp) + FP

und in Gleichungen fiir die longitudinale Geschwindigkeit v und die transversale Ge-
schwindigkeit v¢, mit v = v! 4+ v*, umgeschrieben. Fiir diese gelten die beiden Gleichungen
Vxvl =0 und V-vt = 0. Wendet man auf die obige Gleichung (A.2) die Rotation an, so
folgt fiir die Vortizitit w = Vxv = Vxvt die Gleichung

0zv
((915 —vA+ uo(y)&,;)w + ug(y) 0,y —uf(y)v e, = VxF, (A.3)
— 0,V — Oyy
wobel uf(y) = dug—;y) und ufj(y) = % die erste und zweite Ableitung der Stromung

beziiglich y ist. Nochmalige Anwendung der Rotation ergibt wegen Vxw = —Av! schlief3-
lich

(at —vA+ uo(y)8x> AV

Avy — 20w, Oy Vg + 20,0y
+up(y) | —0:(V-vh) | +ug(y) — 0,0y +ug (Y)vye. = -G,  (A4)
28350.)93 8@‘”2’

mit G = VxV xFS.

Wird die Divergenz auf die Ausgangsgleichung (A.2) angewendet, so fiihrt dies zusammen
mit Gleichung (A.2) auf ein Gleichungssystem fiir die longitudinale Geschwindigkeitskom-
ponente und die Dichte,

(0 — vas +ug(y)0z) V-V + EAp + 2uf(y)dpvy = H, (A.5)

mit H = V-F°.
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Wegen Vxv! = 0 gilt auch die Beziehung V(V-v) = Av’. Dies erlaubt in Gleichung (A.4)
die Ersetzung 0,(V-v!) = Avl und die Anwendung des Gradienten auf die Gleichungen
(A.1) und (A.5) liefert damit die gekoppelten Gleichungen

(9 + uo()d:)Vp+ AV =0,
(0 — vals +ug(y)0z) AV + AV p + 2uf(y) Vv,

+ [u{)(y)(?x(v-vl) + 2u8(y)8xvy] é,=VH. (A.6)

In der folgenden Aufstellung sind die expliziten Darstellungen der Ableitungen von ug(y)
fiir verschiedene Stromungsprofile, sowohl in der dimensionsbehafteten, als auch in der
entdimensionalisierten Form, aufgelistet:

Scherfluss: Stromungsprofil: ig(7) = 7.
Entdimensionalisiert: ug(y) = gy mit g := 77.
Ableitungen: u((y) = g, ug(y) = ug (y) = 0.

Poiseuillefluss: Stromungsprofil: i () = X7°.
Entdimensionalisiert: ug(y) = Cy mit C' := 7Lx.
Ableitungen: u((y) = 2Cy, uj(y) = 2C und uj'(y) = 0.

Kolmogorov-Fluss: Stromungsprofil: ig(j) = U sin <2§g>
Entdimensionalisiert: ug(y) = U sin (%g), mit U = ZU und d =
2
Ableitungen: uf(y) = 2F cos (%g), ug(y) = — (27”) uo(y)
2

und u)' (y) = —<7ﬂ>2u6(?/)
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B Lineare irreversible Thermodynamik

Hier sollen in Kurzform die im Kontext der Fluktuationen bendtigten Zusammenhénge
der linearen irreversiblen Thermodynamik [60] zusammengestellt werden.

B.1 Einstein Fluktuationstheorie

Seien A; (i = 1...n) beliebige messbare Groien, die im thermischen Gleichgewicht die
Mittelwerte (A;) annechmen. Im Gleichgewicht ist die Entropie Sy maximal. Fiir kleine
Abweichungen (Fluktuationen) a; = A; — (A4;) vom Mittelwert kann man die Entropie
in einer Taylor-Reihe beziiglich «; entwickeln, wobei die erste Ableitung der Entropie am
Maximum verschwindet:

1 028
Ai=(Aq),Aj=(A;)

Es gilt hierin die Einsteinsche Summenkonvention. Da die Gesamtentropie durch eine
Fluktuation erniedrigt wird, ist die Matrix

%8
9ij = — (7 ) (B.2)
04:04; Ai=(A),Aj=(A;)

positiv definit und auch symmetrisch aufgrund der Vertauschbarkeit der Ableitungen. Es
gilt somit g = QT. Fiithrt man die zu den Fluktuationen konjugierten thermodynamischen
Zustandsparameter

Xi = _gijaj (B3)

ein, so kann die Abweichung der Entropie (B.1) vom Gleichgewicht auch in folgender Form
geschrieben werden:

1 1
AS == —§aigijozj == 5052X2 . (B4)

Die thermodynamischen Zustandsparameter X; lassen sich damit wie folgt aus der Entro-
piedifferenz ermitteln:

0AS
X; = o

(B.5)
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Aus (B.3) folgt auBlerdem

A = _gk_lej . (Bﬁ)

Die Fluktuationen aus dem Gleichgewicht, «;, klingen mit der Zeit wieder ab. Die zeit-
liche Entwicklung der «; hingt im Allgemeinen von den Fluktuationen aller beteiligten
Observablen ab und kann durch eine lineare Bewegungsgleichung der Form

do :
dt

mit der konstanten Matrix M;;, beschrieben werden. Die zeitlichen Ableitungen der a;
sind die so genannten thermodynamischen Flisse

. dOéi

Ji .
dt

(B.8)

Unter Verwendung der Beziehung (B.6) kann man diese Strome auch durch die X; aus-
driicken ,

Ji = Lij X; . (B.9)

Die auf der rechten Seite der Gleichung eingefiihrten linearen Transport-Koeffizienten
Lij := M g];jl (B.10)

erfiillen nach Onsager [60, 68] spezielle Symmetrien. Fiir skalare oy, o, die sich gleichartig
bei Zeitumkehr verhalten, sind sie unter anderem symmetrisch L;; = Lj;.

Die zeitliche Anderung der Entropie (B.4), die sogenannte Entropieproduktion, erhdlt man
dann aus

. dAS o 1 dai 1 dOéj

Og :=

&S Ta @ T g%y
Da hier iiber beide Indizes ¢ und j summiert wird und die Matrix g aus (B.2) sym-
metrisch ist, ergibt sich fiir die Entropieproduktion mit (B.8) und (B.3) insgesamt der
Ausdruck [60]
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B.2 Statische Korrelation und Suszeptibilitat

Nach dem Boltzmann-Entropie-Postulat [58] gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
f(e) der in einem Vektor o« = (a1, ...,q;,) zusammengefassten Fluktuationen in Ab-
héngigkeit von der Entropie

fla) =C exp (Ai(a)> . (B.12)

B

Hierbei ist C' eine Normierungskonstante, die aus der Bedingung

/daif(a) =1 (B.13)

berechnet werden kann und kg ist die Boltzmann-Konstante. Setzt man den Ausdruck fiir
die Entropie (B.4) in die Verteilungsfunktion (B.12) ein, so ergibt sich unter Verwendung
der Beziehung (B.13) die Verteilungsfunktion

detg ! B.14
f(a) = W exXp —%a,gwo@ . ( . )

Differenziert man diesen Ausdruck nach oy, so erhélt man unter Ausnutzung der Symme-
trie von g die Darstellung

Oln f
Oay,

kiB = _gkjaj == Xk (B15)

fiir die thermodynamischen Zustandsparameter, mit deren Hilfe sich die aus dem dyadi-
schen Produkt von o und X zusammengesetzte statische Korrelationsmatrix

(aX) = /daaXf(a) = k:B/daaaaf(a)
= —kp /da fla)0qox = —kpl , (B.16)

berechnen lasst. Hierbei ist I die Einheitsmatrix. Aus dieser Korrelation lassen sich jetzt
mit Hilfe der Beziehungen (B.5) und (B.3) die beiden Autokorrelationsfunktionen der
Fluktuationen «,

(aa) = kpg ~* (B.17)
und diejenigen der Zustandsparameter X,

(XX) = kpg (B.18)

bestimmen.
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B.2.1 Statische Suszeptibilitat

Fiithrt man alternativ zu den oben genannten thermodynamischen Zustandsparametern X
die mit der Temperatur 1" gewichteten Krifte F,

F:.=-TX, (B.19)
ein und auflerdem die statische Suszeptibilitit x ,

Lo

== B.20
so folgt aus (B.6) der lineare Zusammenhang
af — ijFj . (BQl)
Damit lassen sich die Komponenten von x iiber die Beziehung
Bak
Xki = = (B.22)
J aFJ

darstellen. Durch die statische Suszeptibilitit x ldsst sich auch die von den Fluktuationen
erzeugte Entropieinderung

1 ~1
AS = o diXy @ = — il (B.23)

ausdriicken und ebenso die Korrelationen in (B.17) und in (B.18):

() = kpTy , (B.24a)
(FF) = kgTyx '. (B.24b)

B.2.2 Beispiel: Geschwindigkeitsfluktuationen

Betrachtet man jetzt ein System vom Volumen V', welches aus einem Material mit der
Dichte p besteht und somit die Gesamtmasse M = pV besitzt. Das System habe in den
drei Raumrichtungen ¢ = 1,2,3 die Geschwindigkeitsfluktuationen v; und die Impulsf-
luktuationen p; = Mwv;. Die minimale Arbeit AW, die zur Erzeugung der Fluktuationen
aufzubringen ist [54], ist durch die kinetischen Energie

M, 1

AW = 5 Vi = 5Pivi (B.25)
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B.3 Stochastische Kréfte (allgemein)

gegeben. Die Anderung der Entropie ist dann gleich [54]

AW 1
—— = ——=PiV; . (B26)

AS=—— oT

Vergleicht man den Ausdruck (B.26) mit der Bezichung (B.23) und wihlt man o; = p;
sowie F; = v;, so kann man mit Hilfe von Gleichung (B.22) die statischen Suszeptibilitdten
in folgender Form

Ip

Xpip; = 8—1); = pVoij, (B.27)
. 1 1

ausdriicken und die Korrelationen sind mit den Gleichungen (B.24) unmittelbar gegeben
durch

<pipj> = kBTXpipj = /{?BT[)V(SZ']‘ . (B.QQ)
kT
<Uﬂ)j> = kBTX'Ui'Uj = [)B;V(SU . (B.?)O)

(B.31)

B.3 Stochastische Krafte (allgemein)

Ergénzt man die Gleichung (B.7) um einen stochastischen Beitrag y mit verschwindendem
statistischem Mittelwert (y) = 0, welcher auflerdem nicht mit a korreliert, so ergeben sich
die Gleichungen

dOéZ'
dt

= —M;pop + 95 . (B.32)

Nach einer zeitlichen Fouriertransformation (C.2) lassen sich diese wie folgt nach den
stochastischen Kréften auflésen:

-1
yi(w) = (—iwdy + My) Loy (w) = [(—iW5il + M) gt gen | an(w)
——

5ln
—1
= [(—iwg;kl + Lik)gkn] ap(w) =: \I/Z.;}an(w). (B.33)
Die so definierte Matrix
Vip 1= [(—iwg[kl + Lik) gion| (B.34)

ist symmetrisch, da die L;; wegen der Onsager-Relationen und die g;; aufgrund der Glei-
chung (B.2) symmetrisch sind. Man kann annehmen, dass die Selbstkorrelationen der
stochastischen Kriéfte y;, ebenso wie diejenigen der Fluktuationen «; invariant beziiglich
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B Lineare irreversible Thermodynamik

Translationen in der Zeit sind, also (y;(t + At)y;(t' + At)) = (y;i(t)y;(t')) fiir beliebige
At gilt, so dass fiir die frequenzabhingigen Korrelationen der stochastischen Krifte die
Beziehung

(i(w)y; (@) = /dt / dt' (i (t)y; (t)) et = /dt / dt! (y;(t — t')y; (0))et 't
= / d(t — ') (y;(t — t')y;(0))e 1) / dt! it
= 2m6(w + o) /d(t — ) (it — t')y;(0))e= ")
= 2m6(w + W) (yiy;) () ,
mit ¢ = ¢ — ¢’ und der Definition

i) (w) : = / d4F (yi(Dyy; (0))e™" (B.35)

gilt. Analog findet man fiir die frequenzabhéngigen Korrelationen der Fluktuationen den
Ausdruck

{an (W), (W) = 2md(w + W) (o ) (W)
mit
() (w) : = / dt {an (D)o (0))e™? . (B.36)

Unter Verwendung von (B.33) ergibt sich dann der Zusammenhang

(Wiy;) (@) = P71 (W) (anam) ()P (~w) (B.37)

zwischen den beiden spektralen Korrelationen.

Die spektralen Korrelationen der stochastischen Krifte erhdlt man also aus (B.37), falls
man die Korrelationen der Fluktuationen kennt. Letztere kann man sich ableiten, indem
man die Fluktuation zum Zeitpunkt ¢t = 0, a,,, (¢t = 0), von rechts an die Gleichung (B.32)
multipliziert und iiber die stochastischen Kréfte mittelt:

%(ai(t)am(t = 0)) = —Min (o (t)am(t = 0)) . (B.38)

Da diese Gleichung nur fiir ¢ > 0 giiltig ist (gekennzeichnet durch ein hochgestelltes “+“-
Zeichen), fithrt man eine Laplace-Transformation beziiglich der Zeit durch. Mit Hilfe der
in Abschnitt C.2 angegebenen Transformation erhélt man

— 56 (0 ) ) (8) + M (anam) T (s) = (it = 0)am (t = 0)). (B.39)
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Auf der rechten Seite der Gleichung (B.39) findet sich jetzt die statische Korrelation, die
im vorangegangenen Abschnitt B.1 aus der Einsteinschen Fluktuationstheorie abgeleitet
wurde. Mit (B.17) ergibt sich nach weiteren Umformungen der Zusammenhang

(i) () = kp(—is0n; + Mni) " g
= kp[(—is6u + M) gy, gri) _19,2%
=kp [(—isg;kl + Lnk)gki]ilgfré
= kB, (5)in - (B.40)

Die Fouriertransformierte der Korrelation erhélt man unter Ausnutzung der Zeittransla-

tionsinvarianz aus
[oe)

(o) (w) :/ dt (an(t)am(0)>e_i“t

— 00

= /oo dt (au, (t) 0, (0))e ™t + /OO dt {(an(—t), (0))e™!
0 0

:/ dt (an(t)am(0)>e_i“t+/ dt (o (t)on (0))e™!
0

0
= (apam) T (s = W) + (aman) T (s = —w). (B.41)

Nach Einsetzen von (B.40) ergibt sich mit der Symmetrie von ¥;; und g;; schliefllich die
spektrale Dichte der Fluktuationen von a:

() (W) = kpV(w)g, ! +Ekpgt Uim(—w) . (B.42)

Die spektrale Dichte zweier Groflen ist somit ohne Kenntnis der stochastischen Kraft nur
aus der linearen Bewegungsgleichung und der aus der Thermodynamik zu bestimmenden,
statischen Korrelation ableitbar. Die stochastischen Kréfte werden durch die Gleichung
(B.37) so festgelegt, dass sie die richtige statische Korrelation (B.17) erzeugen. Weitere
Umformungen der Gleichung (B.37) liefern

(i(w)ys () = ke Wi (@) [D(@)gt + gt Wam(~w) |k (~w)
= kp (g ¥,k (—w) + 93 (w)g,, )
= kp[ —iwg;;' + Lij + iwg;;" + Lij| = 2kpLij ,
wobei in der zweiten Zeile die Darstellung von ¥ aus Gleichung (B.34) verwendet wurde.

Mit Hilfe von Gleichung (B.35) lautet damit die Korrelationsfunktion der stochastischen
Krifte im Frequenzraum

(yi(w)y;(W')) = 2kpL;j(2m)d(w + ') . (B.43)

Ist die Entropieproduktion in der Form (B.11) bekannt, so lassen sich neben der Darstel-
lung durch (B.37) mit (B.42) auch auf diesem Wege die stochastischen Krifte bestim-
men.
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B.4 Hydrodynamische Fluktuationen

Die Bezichung (B.43) kann man zur Berechnung des stochastischen Spannungstensors her-
anziehen, der in den vorderen Kapiteln Anwendung findet [56]. Das lineare Materialgesetz
fiir viskose Fliissigkeiten,

Tij = NijkiOk1 (B.44)

liefert eine Beziehung zwischen dem Spannungstensor und den Gradienten der Geschwin-
digkeitskomponenten. Fiir isotrope Newtonsche Fliissigkeiten lésst sich der vierstufige Vis-
kositétstensor 7,5 durch Produkte des Kronecker-6 in folgender Form ausdriicken

2
Mijkt = M(Gikdj1 + dudjk) + (C - gﬁ) 0ij Okt (B.45)
so dass fiir den Spannungstensor die unter (2.14) angegebene Beziehung gilt:
2
oij = n(aﬂ)j + 8j?)i — §5Z]8k0k> + Céijakvk . (B.46)

Aus der Gleichung (2.13) fiir die zeitliche Anderung der spezifischen Entropie kann man
den durch die Fliissigkeitsgradienten bedingten Anteil AS fiir die Anderung der Entropie
in einem Fliissigkeitselement vom Volumen AV ablesen:

d AV

EAS = Taijajvi . (B47)
Vergleicht man diesen Zusammenhang mit der Darstellung (B.11) fiir die Entropieproduk-
tion, so liegt es nahe, die Elemente des Spannungstensors als Fliisse-Matrix J;; und den
Anteil mit den Geschwindigkeitsgradienten entsprechend als thermodynamische Zustands-
parameter zu betrachten:

Jij = 0ij
AV

Die Gleichung fiir das lineare Materialgesetz (B.44) nimmt mit den neuen Bezeichnungen
die Form

T
Jij = A—Vnz‘jlekl (B.49)

an, was nach einem Vergleich mit (B.9) die linearen Transportkoeffizienten
T
liefert. Die stochastischen Krifte y;;, die auf ein einzelnes Fliissigkeitselement wirken,
ergeben sich mit der Beziehung (B.43) damit unmittelbar zu
kT

(yij(w)ykl(w'» = QA—ijkl(Qﬂ')(S(w + w') . (B.51)

Lijr =
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B.5 Zusammenhang mit rdumlichen Korrelationen

Eine Riicktransformation in die Zeit liefert dann

(yij Oy () = QT—gnijklé(t —t). (B.52)

Nimmt man im Folgenden an, dass die Fluktuationen der verschiedenen Fliissigkeitsele-
mente, die sich an verschiedenen Orten r befinden, unabhéngig voneinander sind, dann
kann man fiir infinitesimale Volumen AV schliefllich die Korrelation des stochastischen
Spannungstensors §;; zwischen den beiden Punkten r; und ry wie folgt darstellen

<§ik(t17 rl)&m(tg, 1‘2)> = QkBijkl(S(I‘l — I'Q)(S(t — tl) (B.53)

und es gilt offensichtlich der Zusammenhang

1
(yis Oy (t)) = —2/ drl/ dry (Eix(t1,11)Em(t2, 12)) . (B.54)
AV= Jav AV
Fiir eine Newtonsche Fliissigkeit erhélt man mit (B.45) dann die bekannte Darstellung

(i (t1, 11)&m (2, T2))
2
= 2kBT[77(5i15km + 0im k1) + <C - gﬁ) 5ik6lm}6(r1 —12)6(t1 —t2).  (B.55)
Wie in der Referenz [58] vorgefiihrt, kann man diese Korrelationen des stochastischen Span-
nungstensors auch aus der Korrelation der Geschwindigkeiten in einer Fliissigkeit ableiten,

ohne die Entropieproduktion und damit die Transportkoeffizienten zu kennen. Dies wiirde
dann im vorangegangenen Abschnitt dem Ausnutzen der Relation (B.37) entsprechen.

B.5 Zusammenhang mit rdumlichen Korrelationen

Da die Hydrodynamik eine Kontinuumstheorie ist, hat man es mit Feldvariablen und
weniger mit diskreten Volumina zu tun. Daher sollen im Folgenden, #hnlich wie in Glei-
chung (B.54), einige Beziehungen zwischen den zuvor betrachteten Zusammenhéingen und
den ortsabhéngigen Feldvariablen aufgestellt werden. Seien a; = a;(r) ortsabhéngige Fluk-
tuationen, dann ist

Sasa; (r,1') = (ai(r)a;(r)) (B.56)

die Korrelation zwischen diesen Variablen an den Orten r und r’.

Die Korrelation der iiber ein Volumen V integrierten Variablen a;, gegeben durch! o; =
Ji dr ai(r), ist nach (B.17) gleich

(o) = /Vdr/vdr' (ai(r)a;(r")) = kBgi_j1 = kpT'xij - (B.57)

! Dies gilt nur, falls die a; extensive GréBen sind. Fiir intensive Gréfien muss man hingegen den iiber das
Volumen gemittelten Wert «; = % fv dr a;(r) verwenden.
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Nimmt man Translationsinvarianz an, so gilt fiir beliebige Ar

(ai(r)a;(r')) = (a;(r + Ar)a;(r' + Ar)) . (B.58)
Mit der Wahl Ar = —r’ ergibt sich
(a;(r)a;(r')) = (ai(r —r")a;(0)) =: Sga,(r —1'). (B.59)

Mit dem Abstandsvektor R = r — r’ erhilt man somit die Darstellung

(o) / dr’ / dR Sg0;(R) =V / dR Suq;(R). (B.60)

Die Fouriertransformation der Korrelation (B.56) in den Wellenzahlraum ist

Saia; (k, k') = /dr /dr ai(r)a;(r (r'))ekTeik ot

/dI‘ /dR az )> ik-R Z(k+k)

= (2m)30(k + k) / dR Sy,q;(R)e™ R
=1 Saa, (K)(2m)%6(k + K') (B.61)

wobei in der zweiten Zeile die Translationsinvarianz ausgenutzt wurde. Die Matrix der
Strukturfaktoren S, (k) ist somit die Fouriertransformierte von Sy, q; (R)

Sura, () = / (R S, (R)eeR = / dR (ai(R)a;(0)) e, (B.62)
so dass umgekehrt die Beziehung
_ dk —ikR
Saia;(R) = / E Saia;(k)e (B.63)

gilt. Nutzt man diese Darstellung in Gleichung (B.60) aus, kann man letztere umformen
und man erhélt

(o) = V/dR Sala]( )

dk
_V/ dR/ ala] ) —ik-R

/ dk Sgia, (k)é(k)
=V lim Sq,(K). (B.64)

Mit (B.57) gilt dann der Zusammenhang

V Iim Sga; (k) = kg, = kpTxi; - (B.65)
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B.5.1 Beispiel: Geschwindigkeitsfluktuationen

Im Falle der Geschwindigkeitsfluktuationen sind die Fluktuationen a;(r) aus (B.56) gleich
den extensiven Impulsen p;(r). Fiir den statischen Strukturfaktor erhdlt man dann mit
Hilfe von (B.65)

4 IPLI%) sz'pj (k) = kBT)ZPipj : (B.66)
Setzt man die statische Suszeptibilitéit aus Gleichung (B.27) ein, ergibt sich schliefflich
\% ll{lr% Spipj (k) = /{?BT[)V(SZ']‘ . (B.67)

Fiir die homogenen Geschwindigkeitsfluktuationen erhélt man entsprechend

——0;; . B.68
pV J ( )

V lim S0, (k) = kT Yoo, =
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C Fourier- und Laplace-Transformation

C.1 Fourier-Transformation

In dieser Arbeit werden die folgenden Konventionen fiir die Fourier-Transformation ver-
wendet. Fiir die rdumliche Fourier-Transformation gilt
00 ‘ > dk ;
a(k,t) = / dz a(z,t)e " a(x,t) = / — a(k,t)e* (C.1)
o oo 2m
und fiir die zeitliche Fourier-Transformation

b(r,w) = /OO dt bz, t)e™ b(x,t) = /OO ;i—b;b(:v,w)efm. (C.2)

—00 —00

Darstellung der Dirac-Distribution

Die Darstellung der Dirac J-Distributionen im Orts- und Fourierraum sind gegeben

durch
§(x —2') = /Z geik(mff) ,
25k + ) = / " dpe itk (C.3)
Analog dazu gelten fiir die Zeit- und Frequenziarstellungen

5t — 1) :/ ;l_ke—iw(t—t’)7
Y

—00
o0

2mé(w + ') = / dte? @t (C.4)

—00

Der Grenziibergang k — 0

Ist man am Integral einer Funktion a(x,t) iiber den ganzen Raum interessiert, so lisst sich
dieses bei Kenntnis der Fouriertransformierten a(k,t) nach folgender Herleitung,

/ dzr a(x,t) = / o a(k:,t)/ dx e*®
—00 —oo 2T —o0

° dk
:/ o a(k,t)2md(k)

—00

= /11310 a(k,t), (C.5)

leicht durch den Grenziibergang limy_,g a(k,t) bestimmen.
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C.1.1 Faltung in der Zeit

Das Produkt der Fouriertransformierten a(w) und b(w) der Funktionen a(t) und b(t) be-
rechnet sich zu

h(w) = a(w)b(w) = / Z / Z dt dt’ a(t)b(t')et+t)
= / Zdt / Z dt a(t)b(f — t)e™"
= /_ de h(t)e™!

wobei in der zweiten Zeile t' = t — t substituiert wurde. Die Riicktransformation von h(w),
gegeben durch die Funktion h(?), ist somit durch das Faltungsintegral

h(E) = / dt a(t)b(E —t) = / dt’ a(f — t)b(t') (C.6)
gegeben. Betrachtet man stattdessen die Faltung H (t) zweier Matrizen A (t) und B (1),
g = [ arAmB@E-n= [ dra@-nB@). (1)

so ist die Fourier-Transformatierte H (w) gleich dem Matrixprodukt

H(w) = A()B (). (C.8)

C.1.2 Niitzliche Eigenschaften der Fourier-Darstellung

Fiir die zu einer Matrix A (w) adjungierte Matrix gilt

0 T o
AT(W) = [/ dt’ A(t/)em/] :/ dt’ AT(t/)efiwt/

—00 —00

= /OO dt AT(—t)e™!, (C.9)

— 00

wobei in der letzten Zeile ¢ = —t substituiert wurde. Ist jetzt A (w) = Af(w), so folgt mit
(C.9), dass A (t) = AT(—t). Ist zum anderen A (w) = AT(—w), so ergibt sich mit

(e o] T [e.e]
AT(—w) - [/ dt/é(t/)eﬂ'wt’ :/ dt'AT(t')eM/
L / &' A () = A(w) (C.10)

die Hermitizitat AT(t) = A (¢).
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C.2 Zeitliche Laplace-Transformation

Die zeitliche Laplace-Transformation sei gegeben durch

b(s) = /OOO dt b(t)e™" (C.11)

die Riicktransformation ergibt sich mit Hilfe des Bromwich Integrals [69] zu
oco-tic )
b(t) = / ds b(s)e ", (C.12)
—oo+tic

Hier ist immer s = w + i€ mit € > 0 damit der Integrand konvergiert.

Zeitableitung. Insbesondere gilt fiir die Laplace-Transformation einer nach der Zeit ab-
geleiteteten Grofle nach partieller Integration:

/ Tt e 9ub(t) = —b(t = 0) — isb(s). (C.13)
0

C.2.1 Matrixpropagatoren

Die Laplace-Transformation des Propagators
G(t)=e 4! (C.14)

ist gegeben durch
G(s) = / dt ete At = (—isI + A)7!. (C.15)
0

Dies liisst sich allgemein mit der Summendarstellung des Propagators zeigen.! Fiir s = w

ergeben sich daraus die Fourier-Transformierten der Matrixpropagatoren Q(+)(t) =
t

O(t)e At und G ) (t) := <Q (Jr)(—t)) = O(—t)e™A"t mit Hilfe der Eigenschaft (C.9)

zu

G (w) :/ dt O(t)e At = (—iwl + A)71,

—00

G (w) = / dt O(—t)et At = (juI + AT, (C.16)

—00

wobei ©(t) die Heaviside-Stufenfunktion ist, und die Eigenwerte von A positiv sein miissen,
damit die Integrale konvergieren.

! Falls A diagonalisierbar ist, kann man mit der Diagonalmatrix A p und den Transformationsmatrizen
D, eine Hauptachsentransformation durchfiithren, so dass G (t) = D~ teADtD gilt. Die Laplace-
Transformation kann dann iiber die Elemente der Diagonalmatrix exp (A Dt) durchgefiihrt werden. Die
anschlieende Matrixmultiplikation mit D liefert die Darstellung (C.15).
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C.2.2 Faltung bei Laplace-Transformation

Ausgehend vom Produkt zweier Laplace-Transformierter Matrizen gilt

H(z)=A((2)B(2) = /OO dt et A (t) /OO dt’ ¢! B (t')

0 0

dt eiStA (t)/ dts e—ist-i—is(t/—f—t)ﬁ(_t + (t/ + t))
0

|
/OOO dt A(t) /toodf 5B (T — 1)
|

Oodt_e“t/ dt A()B([—1t) = /OodfeiZtH(f).
0

0

In der dritten Zeile wurde ¢ = t' + ¢ substituiert und in der letzten Zeile wurden die
Integrationen vertauscht. Somit ist H(t) durch das folgende Faltungsintegral gegeben:

H(t) = /dt’ B(t—t). (C.17)

C.3 Lo6sung spezieller Faltungsintegrale und Definition der
Faltungstensoren

Bei der Berechnung der Fluktuationskorrelationen treten zwei spezielle Félle von Fal-
tungsintegralen auf, deren Losung sich in Tensoren zusammenfassen ldasst. Dies birgt den
Vorteil, dass die einzelnen Ausdriicke fiir die Korrelationsmatrizen iibersichtlicher darge-
stellt werden kénnen und zum anderen zur numerischen Berechnung die Zeitintegrationen
bei der Programmierung nicht explizit durchgefithrt werden miissen, sondern durch die
entsprechenden analytisch gewonnenen Tensorausdriicke ersetzt werden kénnen.

Es handelt sich um die Integrale

t1
/ dre¥ =g V=) (C.18)
to
im folgenden “Zeitintegral 1”7 genannt, und
t1
/ drrel (=TI W (t-7) (C.19)
to

welches “Zeitintegral 2” genannt wird und zusétzlich zu (C.18) ein multiplikaties 7 im
Integranden hat.

Die Matrizen V. und W sollen jeweils die Eigenwerte v; und w; besitzen und mit Hilfe der
Transformationsmatrizen () und P auf Diagonalform gebracht werden koénnen:

vidi; = Qi Vi Qij
w;dij = Py ' Wi Py . (C.20)
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Zeitintegral 1

Die Komponente “ij” des Integrals (C.18) kann wie folgt berechnet werden,

t1
an/ dre™ n(s— T)(Sm/Q lepl,ufsume (t_T)P%}

to

t1
:Qmevns/ dre~(vntwm) Q. leleew’”tPrg], (C.21)

to

wobei zur Durchfithrung des Integrals in der letzten Zeile unterschieden werden muf, ob
VU + Wy, = 0 ist oder nicht.

Fall v,, # —w;,: Ist v, # —w,,, lasst sich das Integral (C.21) wie folgt losen

t1

—1
Qi et (57 (=Qx Pim) Qe (t=7) p-1

(Un + win) m
to
Onv ( 1 ) 6/"” t1
n(s—T7 -1 _Q P t—71) p—1
= Qine" (s )QnaQaV mﬁklp Pgm m( )ij t
0
t1
= ()T ma (e ) gy (C.22)
to
wobei der vierstufige Tensor
(v, +w,) ", wenn v, +w, # 0
Te aflk = QOU/Q ]Dl,u { a K (C23)
0, sonst
eingefithrt wurde. Der Index “e” des Tensors steht fiir “exponentiell”, da es die Losung
eines Integrals iiber eine Exponentialfunktion ist.
Fall v,, = —w,,: In diesem Fall ist die vordere Exponentialfunktion im Integranden von

(C.21) gleich Eins, womit der Integrand unabhéngig von 7 wird. Somit ergibt sich einfach

(t1 — t0) (€% )ia T onnQut (1) 5 (C.24)

mit dem Tensor

Trte = Q@) Plu

{1,Wenn vy +wy, =0 , (C.25)

0, sonst
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C Fourier- und Laplace-Transformation

wobei das “t* fiir "time" steht, da die Losung des Integrals linear in der Zeitdifferenz ist.

Durch entsprechende Substitutionen im Ausgangsintegral kann man auflerdem zeigen, dass
man in (C.24) alternativ auch die Exponentialfunktion nach hinten schieben kann:

(t1 — to) (e ™) TY Q= (81 — to) T Qua (€X ) g5 (C.26)

Fasst man die beiden Fille zusammen, erhélt man als Gesamtlosung des Integrals (C.18)
den Ausdruck:

t
/ 1 dreY (s T)Qew (t-7) _ ¥ (sftl)Z;/WQ M (t—t1) _ ¥ (sfto)Z;/WQ oW (t—to)
to — —

+ (t1 —to)eX Ty Vet (C.27)

Spezialfall. Wenn W = V T gilt und keine rein imaginéiren Eigenwerte besitzt, gilt

t
/ ' dreV (5=m)Q eV T (t=7) — oV (s—mzevvfgezwt—m) _ ez(s—to)zevvfﬂew(t—to) (C.28)

to
. T
mit T;/;%lk = —QaQ QJQHQ(UV +up) 7

Zeitintegral 2

Auf dhnliche Weise wie das erste Zeitintegral gelost wurde erhélt man nach einer partiellen
Integration von (C.19) den Ausdruck

t
/ ' drrel 5= M (=) — ¢ Y (s—t) XWQ W (t—t1) _ toeY (s=to) XWQ W (t—to)
to - -

v (S—tl)z ZQWQ W (t—t1) _ V. (S—to)z ZQWQ W (t—to)

1
- 5(t% —t5)e Ty W ett (C.29)

Hierbei wurde zusétzlich zu (C.23) und (C.25) der Tensor

(C.30)

(v, +w,) "2, wenn v, +w, # 0
TeQ «afBlk ‘= QOU/Q ]Dl,u { : :

0, sonst

verwendet, wobei der Index ”e2“ auf die zweifache Integration iiber eine Exponentialfunk-
tion hindeuten soll, und damit das Inverse des Quadrates iiber die Eigenwerte auftritt.
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C.3 Losung spezieller Faltungsintegrale und Definition der Faltungstensoren

Spezialfall. Falls W =V keine rein imaginédren Eigenwerte besitzt gilt
t
/ " drrel (s- N eV (1) — g oV (- tl)TVVTQBVT(t B) gyl (=t p VYV g Vi (—to)
e 2

to
eZ(S*tl)zg/TgezT(t*tl) _ eZ(S*to)géVTQeZT(t*to) (C.31)

. T *\ —
mit Te‘g,‘gﬁlk = Qal/Q QIHTQ (UV + Uﬂ) 2'

C.3.1 Eigenschaften der Faltungstensoren

Mit Hilfe der Indexdarstellung fiir die Tensoren findet man die folgenden Transformati-
onseigenschaften fiir die in (C.23), (C.25) und (C.30) eingefithrten Faltungstensoren

(M M) =Mt (LA = —p AN A T
T 1
(T M) =T M7, (o VM) =1L Mt,
M M) =T M VAL el VA (C.32)

wobei M hier eine beliebige Matrix darstellt. Aufierdem findet man die weiteren niitzlichen
Beziehungen

TCYAM = T AN
M =T M
IR VI el T (C.33)
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D Entwicklung der stochastischen Krafte

D.1 Fourier-Transformation

Aus den Korrelationen des stochastischen Spannungstensors, wie er in Gleichung (2.31)
eingefiithrt und in Anhang B.4 abgeleitet wurde, ergeben sich nach einer Fourier-
Transformation in der Zeit und den drei Raumrichtungen die Komponenten

(& (w1, k1)&m (w2, ko)) = (D.1)
/dr1 dI'2 /dtl dtg eiiklrlJriwltl 67ik2r2+iw2t2 <£zk (tl, rl)&m(tg, I'2)>
2Q°v [(5Zl5km + OimOpr) + (o — 2)5%514

/dr1 dI' /dtl dtg —ikiritioity 67ik2r2+iw2t2(5(r1 — I'2)6(t1 — tz)

2Q2V zl(skm‘i‘(szmékl) (04—2) zkfslm /dr1 /dt1 e i(ki+ke)r1+i(wi +w2)ty

v(2m)* [( Si10km + OimOp1) + (o — 2)5ik5lm] §(k1 + ko)d(w1 + wa).

Fiihrt man die Transformation nur in die z- und z-Raumrichtung durch, erhélt man
(Eir(wr, K1, Y1) &m (w2, K2,12)) = 2Q%v(2m)° {(5z‘l5km + GimOt) + (@ — 2)8ik O,
5(/‘3‘,1 + K,Q)(S(U.)l + w2)5(y1 — yg) . (D.Q)

Fiir die Divergenz der longitudinalen Komponente der Kraftdichte, wie sie in Anhang A
definiert wurde,

H =V-F° = 9,0,,&m(r, 1), (D.3)

mit FZ-S = 0;j&k, erhdlt man nach einer Fourier-Transformation zusammen mit der Korre-
lation des stochastischen Spannungstensors (D.2) die Korrelation

(H(w, k)H (W', X))
= (Zk‘z)(%km)(ik})(iké)@zm(wa k)&jk(W', k)
= 2Q2(21) Kk ki ki | (56 km + Gimdra) + (a0 — 2)5ik51m]5(k1 +Ko)o(wi + ws)
= 2Q%*(27) k' vad(ky + ka)d(wy + wo) (D.4)
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D Entwicklung der stochastischen Kriéfte

und die ebenfalls in Anhang A definierten transversalen stochastischen Beitrige
G = VxVxF* haben im Ortsraum die Komponenten

Gi(r,t) = 0:0m0r&mi(r,t) — 02,016 (x, 1) , (D.5)
was nach einer Fourier-Transformation in drei Raumdimensionen zu
Gi(k,t) = —ikikmki&m (K, 1) + ik ki (K, 1)
= k2 (i — ki) k1€ (K, 1) (D.6)
fithrt, womit ihre Korrelationen im unendlich ausgedehnten Raum durch
(Gi(w )G K) =~k (65 — Fiky) Gum — b3 ) kot (€@, )& (&, K))
= 2Q%(2n) Wk (855 — kik;)(Opm — kikm )Kepkn
(8jmpm + Sjndpm) + (@ = 2)jp0mn | 3K + K)3(w + )
= 2Q%(2m) kS (6, — kik))d(k + K)o (w + ') (D.7)
gegeben sind. In Vektorschreibweise nimmt der letzte Ausdruck die folgende Form an:
(G(w, k)G (W, K)) = (2m)*2Q*(2m)*vk® (I — kk)d(k + K )d(w + ). (D.8)

Die gemischte Korrelation (H (w,k)G;(w’,k’)), ebenso wie (G;(w,k)H (w',k)) verschwin-
den dagegen.

D.2 Entwicklung senkrecht zu den Wanden

Hier sollen die Korrelationen von G(k,y) und H(k,y) in y-Richtung, senkrecht zu den
Winden, nach dem in Kapitel 5.1.3 eingefiihrten Funktionensystem ¢q,(y) entwickelt
werden.

Zur Berechnung der longitudinalen Beitriige H (w, k,y) wird wie zuvor von der Beziehung
(D.3) ausgegangen. Diese liefert nach einer Fourier-Transformation in der xz-Ebene und
in der Zeit

H(w, K,y) = —Kaea + 028y — K€z + 200y (Kaay + F28yz) — 2ok - (D.9)

Ebenso ergeben sich die Komponenten von G;(w,k,y) aus (D.5) nach ebener Fourier-
Transformation zu

Gi(w, K, y) = —iky (3y2 — KZZQ) o + iﬁx8y2§yy — mxnﬁgzz
+ <(“z - “i)ay - ay?’)fmy + i“Z(“z - ’%2 - ayQ)gxz — 2“:1:’%6?45% )
Gy(w, K, y) = —K30y€aa + (K2 + £3)0y€py — K20Ex
+ kg (K2 4 K2 + 35)53:3/ — 26K Oy + ibip (K2 + K2 + 8§)£yz ,
G.(w, K, Y) = =ik k2Epp + mzaggyy - inz((?; — K2)E.,
— 2R K Oy€ay + ik (K2 — K2 — (95)53;,3 + ((162 —K )(9 83) yz - (D.10)
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D.2 Entwicklung senkrecht zu den Wénden

Es wurden hier die Abhéngigkeiten des stochastischen Spannungstensors von w, k und ¥y
wegen der besseren Ubersichtlichkeit weggelassen.

Zur Berechnung der Korrelationen von (D.9) und (D.10) benétigt man noch die in der
xz-Ebene Fourier-Transformierten Korrelationen des stochastischen Spannungstensors aus
(D.2), die sich bei Betrachtung der méglichen Indexkombinationen auch wie folgt darstellen
lassen ,

(€)= 20°v(2m) b + K)o + W)y — o).

(&i&jj) = 2Q2y(27r)3(a —2)6(k + K o(w+ oy — ) fitr i # |

(&) = 2Q%v(2m)38(k + K)d(w + o' )d(y — ¥/) fiir i # j
= (&i5&ji) »

wobel alle anderen Kombinationen unkorreliert sind.

Man kann die Korrelationen der Beitrige H(w,k,y) und G;(w,K,y) in kompakter Form
wie folgt darstellen,

(H(w,k,y)HW K, y)) = ) Hw, k,y,y)0(w + )k + )3y —y)  (D.11)
und
(Gi(w, k,y)G;(W, K, y)) = 2n)°Gij(w, k,y,y)0(w + )o(k + KNSy —y) ,  (D.12)

worin H(w, k,y,y’) und die Matrix mit den Komponenten G;;(w, k,y,y’) eingefithrt wur-
den und die im Folgenden aufgelistet sind:

H(w, k,y,y) = ar* + 04(858'3 — n2(8§ + 8'5)) +25%(9, +0'y)?, (D.13)

Goo(w, K, y,y) = 2Q2u(8§’8§’/ + (K2 — nz)(ayaj,ajay/) + (4k2 + mg)(?;a;

— KR2(0) + 07) + 10,0y + K2K" (D.14)
Gy, ,9,9') = 2070 (20202 + k(0% + 40,0y + 32) + K°) (D.15)

Goo(w,k,y,y) = 2Q2y(6§’82, — (k2 - nz)((?y@g’, + 35’@1) + (K2 + 4%2)8582,

+ k10,0, — K2K? (85/ + 65) + /{i/@4> , (D.16)
ny(w7 K,y,y) = 2Q%vik, <8§’6§/ + K2 (@,35/ + 46563/ + 8;’) + n46y) , (D.17)

Gya(w,k,y,y) = Goy(w, K, 0,Y) = —2Q%Vik, <8§6§’,n2(82, + 4@,82, + 35%1) + n46y,) ,
(D.18)
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D Entwicklung der stochastischen Kriéfte

Gzy(w, K, y,y) = 2Q%vik, (8285, + K2 (ayaj/ + 46§8y/ + 65’) + n46y> , (D.19)

Gy:(w,k,y,y) = —2Q%vik, <8§6§’/ + K2 (82, + 4@,82, + 3583/) + n48y/)
=Gy, (w, k), (D.20)

und

Gao(w, k,y,Y) = 2Q%vryk, (2aya§, + 20,05 + 30,00 + K (0 + 0) — 1@4)
=G (w, Kk, y,Y). (D.21)

Entwicklung nach der Galerkin-Methode. Bei der Projektion auf das Funktionensystem
im Rahmen der in Abschnitt 5.1.4 eingefithrten Galerkin-Methode ist Vorsicht geboten,
da eine Anderung der Reihenfolge der Ableitungen unter den Projektionsintegralen zu
unterschiedlichen Ergebnissen fithren kann.

Ist die Korrelation durch eine allgemeine Funktion C(y,y’) = 85855@ —9') gegeben, so
kann man zum einen die Projektion wie folgt interpretieren,

/_ ’ AYP(an) (Y) / dy'osm)(W)C(y, ') (D.22)

d
2

d
o 2 / N\ ak ol /
= / Ay b (an) (Y) / dy'p(am)(y')0y 0,6 (y — ') ,

d
2

zum anderen kann man auch, da sich die Korrelation ja aus dem Produkt zweier Funktionen
zusammensetzt, die Interpretation

d
/ Ay (om) ()0l / dy' om0y 6 (y — o) (D.23)

d
2

withlen. Mit Hilfe der Bezichung

/gd dy' f(y)050(y — ) = <@<y + g) — @<y2 — g))(—l)kagf(y) (D.24)

erhiilt man fiir die erste Variante (D.22) die Losung

(1) [ dyotan )05 5 ) (0.25)

[S]I=H
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D.2 Entwicklung senkrecht zu den Wénden

wahrend fiir die zweite Variante (D.23), wie im Folgenden gezeigt, ein zusétzlicher Beitrag
hinzukommt:

d
2

d
2d ()ak du’ /a/lé_/
L Aypany) )0y [ Ay pem)(y')0, 0y — )
2 T2
d
— (74 (y)8k @( +§)—@( —9) (= 1) 8L o (1)
- 4 YP(an)\Y)0y Yy 9 Yy 9 yP(Bm)\Y

= (-1)! /_% dyp(an)(y) i <Z> aywl@”(ﬁnﬂ (v) az(/k_y) (6 (y + g> B ®<y a %i))

v=0

= (1) /g Yo (am) (1) 0 (5m) (v) <® <y * g) a @(y - g)>>

+ (~1)! /_i dyp () (¥) kil (;) 0 g () 1) <5<y n g> N 5<y B g)>

v=0

d
2
= (1) / A0y 1) m (4)

d k—1
[ Y\ ot (k—1-v) ay oo d
+(-1) /—g dyso(am(y);)(k)@y 0 (om) () 0§ <6<y+2> 5<y 2)

(D.26)

Das erste Integral in der letzte Zeile entspricht also gerade der Losung (D.25) fiir die erste
Variante (D.22). Der letzte Ausdruck liefert zusammen mit (D.24) genau dann einen Bei-
trag, falls die entsprechende Anzahl an Ableitungen der Entwicklungsfunktion am Rand
nicht verschwindet. Im Falle der in Kapitel 5.4 eingefiihrten speziellen Entwicklungsfunk-
tionen ist genau dies der Fall.

Da das Interesse vordergriindig in Bulk-Effekten liegt und der zusétzliche Beitrag in der
zweiten Variante (D.26) durch die Rénder auftritt und es auBerdem die Rechnung ins-
gesamt leichter gestaltet, soll im weiteren Verlauf die Gleichung (D.22) zur Losung der
Korrelation der stochastischen Kréfte benutzt werden.

Die durch Projektion auf die Entwicklungsfunktionen gewonnenen Entwicklungskoeffizi-
enten der Korrelationen werden zunéchst allgemein wie folgt bezeichnet:

d d
2 2
(HH)(an)(8m) = / LW pan(W)H(w, K.Y / L4 pam(Y)H(w,k,9)0(y =) (D.27)

2 T2

und

ISH

a

2 2
(GG amom = [ Ay 2on)Gilwot)) [ Y 0om()Gilworr )3y~ ). (D25)

wla
wla
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D Entwicklung der stochastischen Kriéfte

Die Korrelation der in Abschnitt 5.1.4 unter (5.19) eingefithrten Entwicklungskoeffizienten
P(ani), welche nach (5.7) Funktionen der oben beschriebenen H und G sind, lassen sich

dann wie folgt schreiben

(PP) (any(sm) = 2Q°v(2m)%6(k + K')S(w + ') (D.29)
0 0 0 0 0
0 k?(HH) 0 0 0
0 0 (GaGy) (GaGy) (GuGy)
0 0 (GyGa) (GyGy) (G4G2)
0 0 (G.Gy) (G.Gy) (G:G3)

(an)(Bm)

Diese Koeffizenten lassen sich in der im Abschnitt 5.1.5 beschriebenen Art zu einer Matrix
(P(w, k)P(w', k') zusammenfassen.
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E Entwicklungskoeffizienten

An dieser Stelle werden die Entwicklungskoeffizienten J(ani)(g5) und Mqnigiy) aus Ab-
schnitt 5.19 zunéchst unter der Annahme, dass pa,(y) ein allgemeines orthogonales Funk-
tionensystem darstellt, entwickelt. Im Abschnitt E.2 werden dann die Ergebnisse durch
das System der harmonischen Funktionen aus Abschnitt 5.4.1 dargestellt.

Entsprechend der Gleichungen (5.19) definieren wir die Entwicklungskoeffizienten der ver-
schiedenen Operatoren wie folgt:

Z‘P k(Y kl "+ only )‘1’21)7 (E.1a)

Oy paly ZSD k(Y +80~k( )‘i);(glf), (E.1b)

v iy Zso e T + o) T (E.1c)

Yromaly) = iﬂﬁ—k(y)ﬁ;(f;) + @y (E.1d)
k=1

Y0y ply Zso cWALY + ok )AL (E.1e)
k=1

Yoy pa(y) = 3 o EL + o )EET (E.1f)
k=1

Hierbei ist, abhéngig von der Symmetrie der Entwicklungsfunktionen, fiir spezielle v und p
immer nur einer der Koeffizienten ungleich Null. Zum Beispiel ist die erste Ableitung nach
y der beziiglich y symmetrischen Entwicklungsfunktion ¢_ ;(y) in (E.la) antisymmetrisch

und somit \Tll(,? =0.

Die einzelnen Koeffizienten erhélt man dann, entsprechend der Gleichung (5.19), am Bei-
spiel der einfachen Ableitung nach y, durch die Projektion:

(o), |01 )a = D (), pr())aly) = ) (E-2)
k
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E Entwicklungskoeffizienten

Insbesondere kann man den Laplace-Operator A, = —(k* — 9,)? in einer gewihlten

Funktionenbasis elementweise wie folgt darstellen:

Bt = = (%00 = (p-n) [020-1(1) )a) = = (k20w — TT),

Boont = = (12001 = (pon ) [0200a(0) ) ) = — (620 — TT) (E:3)
E.1 Matrixoperatoren

Mit Hilfe der Darstellungen (E.1) nehmen die Matrixoperatoren (5.8)-(5.10) folgende Form
an:

Oni 0 0
0 Agan 0 0
Jam@y =dap | 0 0 Dgau 0 o |. (E.4)
0 0 0 Ay anl 0
0 0 0 0 Ay anl
0 —L A ant 0 0 0
MCQAH,@”Z _VaAi,anl 0 0 0
Mo, (an)(a1) = 0 0 —vA2 0 0 . (E5)
0 0 0 _VAi,oml 0
0 0 0 0 VAi,cml
0 0 0 0 0
0 0 0 —2KK3 0 0
My (an)@) = | 0 0 0 Apant+ 2620 0] (E.6)
0 —5 A, 0 O 0 0
0 0 0 26265 0n] 0
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ir 1Y) 0 0
0 %(”Zi)izll) - i)y(fl)) i“r(znl + ZCI)SI))
0 0 0
0 0 0
i/{z'fgl) 0 0
0 ing(Ly +200) 0
0 HGRRY <0 (L 200)
0 0 0
0 0 0
mit
Ly = —“21:[&) 35111’2) ’
Ly = _HZTSI) + ]\Sf?) .

0
0
0

1Ky Lnl
0

0
0
0

1Kg Lnl
0

o O o O

0 (Lo + 200

o o o O

1Ky (an + 20

1)

nl

)
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E Entwicklungskoeffizienten

E.2 Haftende Randbedingungen

Mit der Wahl des speziellen Funktionensystems aus Abschnitt (5.4.1) ergeben sich die
folgenden Darstellungen, wobei die zuséitzlichen Anteile im kompressiblen Fall ebenfalls
beriicksichtigt werden:

= (1 4 n K,lKNn
Uy = (pon(¥): Dyt ())a = —S(=)" e (E.10a)
51 _ A e B K
i = (p-n(y), Qypmi(y))a = S (=) e (E.10Db)
‘i’fl) = (p—n(¥), D5 0-1(y))a = —K10n1 , , (E.11a)
B = (pon (), 020a(¥))a = — K201 (E.11b)
53 _ 3 _ 4 e KoK,
\I]nl = <Q0~n(y)aay80—l(y)>d = E(—l) K_lm, (E.lQa)
7(3) _ 3 _ 4 l4+n 12 Kansl
0 = (0-n(y): Gyeni(y))a = —2(=1) KNZM’ (E.12b)
< 8 K_ | K
T = (pon - =~ (-~ e E.13
wi = (Prn(),y o)) = (1) L, K7 (E.13a)
=(1) 8 lin  KonKy
Y = (o (), y on O D s i B E.13b
W = (W) paa = G0 (E.13b)
1(1,2 8 n K_ [K.n
~n —1
=(1,2 8 n K_ K.
:il ) = <s07n(y)aya§@~l(y)>d = —E(—l)lJr Kilm ) (E14b)
~l —n
Der Laplace-Operator wird dann mit Mfd = k% + ngl zZu
At = =0 (K2 + K2)) = =6, M2,
Apmt = =0 (82 + K2)) = =8, M2, (E.15)

und fiir die Abkiirzungen in (E.9) erhélt man im System der harmonischen Funktionen

- 8 K_, K.

Lo, = ——(—1)rHpg2, 2on2t

e <

. 8 K K.

Ly = ——(=1)"Hp2?,—— = E.16
nl d( ) —1 (Kr%n _KEZ)Q ( )
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E.2 Haftende Randbedingungen

Matrizen der Bewegungsgleichungen

Die Matrizen aus Abschnitt E.1 lauten somit:

10 0 0 0
0 —M2, 0 0 0
J(an)(8)) = 0apdni | 0 0 ~M2, 0 0 , (E.17)
0 0 0 M2, 0
0 0 0 0o —M2,
0 LM2, 0 0 0
ikc® vaM?, 0 0 0
A an)8)) = 0apon1 | 0 0 vM2, 0 0 , (E.18)
0 0 wvM2, 0
0 0 0 vM2,
0 0 0 0 0
0 0 0 2 0
B (anyon) =6 |0 0 0 (1 2]\’;%") 0], (E.19)
0 —f 0 0 0
0 0 0 25 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B(—n)(wl)_g( 1)"“mx(K§fI§g§ 72 0 K227;:filz\]‘§i L0 0f, (E20)
I 0 0 ]\J‘jﬁi 0
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B(w)(z>=2(—1)"“mx(Kf”ﬁI§;§ HE Kon Ky Aj‘jj 10 of, (®a2n
~n -l M2
0 0 0 3z- 0
0 0 0 0 1
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E Entwicklungskoeffizienten

E.2.1 Stochastischer Spannungstensor

Die Korrelationsmatrizen der Entwicklungskoeffizienten der stochastischen Beitrige, wie
sie in Gleichung (5.35) eingefithrt wurden, ergeben sich mit Hilfe der Darstellung von J
aus (E.17) und der in Abschnitt D.2 eingefiihrten Matrix (P(w, k)P(w’, k’)) aus

K = I (B(w, k)P, &))" (E.22)

mit den Koeflizientenmatrizen

0 0 0
0 ak? 0
K(fn)(fm) = 2Q2V5nm 0 0 (Mzn — Ii%) 0 —KgKy s (E23)
0 0 0 K2 0
0 0 — Kk 0 (M2, —kK%)
0 0 0
0 ak? 0
Kion)(om) = 2Q%00m |0 0 (M2, —K2) 0 —ker. | (E.24)
0 0 0 K2 0
0 0 — Kk 0 (M2, —k%)
00 O 0 0
8 KoK A2 00 O 0 0
K(n)(mm) = Qv (~1)H o . (BE25
(=n)(~om) = Qv —(=1) & 2y, |0 kg (E.25)
0 0 2k, 0O ik,
00 0 1wk, O
00 O 0 0
8 X K e 00 O 0 0
Ko vy = —Q2o (—1)tm—sontom P om E.26
(~n)(~m) = — Q75 (=1) K2 — k%) L2, 00 ik (E.26)
0 0 ke O ik,
00 0 4k, O
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F Besselfunktionen

Durch den gewéhlten Losungsweg fiir die Bewegungsgleichungen, mit planarer Fourier-
Transformation in der z- und z-Richtung, und Reihenentwicklung in y-Richtung, liegen
die Korrelationen in Form von Koeffizientenmatrizen S (k,t) vor. Die einzelnen Elemente
der Matrix, die vom ebenen Wellenzahlvektor k = (k,,0, k) abhéingen, sollen in diesem
Kapitel in den Ortsraum zuriicktransformiert werden.

F.1 Fourier-Transformation in der Ebene

Sei jetzt C'(k) eine allgemeine Funktion im ebenen Wellenzahlraum, zum Beispiel einer
der Entwicklungskoeffizienten der Korrelationsmatrix S (k,t). Diese Funktion C(k) hingt
im Allgemeinen nicht nur vom Betrag von x = |k|, sondern auch von den kartesischen
Richtungen & = % ab. Die Riicktransformation in den ebenen Ortsraum r = (r,,0,7.),

mit 7 = |r|, erfolgt mittels des folgenden Fourier-Integrals,

C(r) = / (QCZT”‘)QC(K)eW. (F.1)

Die einzelne Fouriermoden haben also, wegen dem Argument ik - r der Exponentialfunkti-
on, in Abhéngigkeit von ihrer Orientierung zum Ortsvektor r ein unterschiedliches Gewicht
im Integral. Zum Losen des Integrals ist es daher zweckméflig die Komponenten des Wel-
lenzahlvektors k relativ zu ihrer Orientierung von r darzustellen. Da das Integral (F.1) den
kompletten k-Raum einschliefit, ist die Integration als solche unabhéngig von der Wahl
des Koordinatensystems, es miissen jedoch die kartesischen Komponenten von & im trans-
formierten Koordinatensystem dargestellt werden. Hierzu wird das Koordinatensystem
mittels einer Drehmatrix

cos® 0 —sin®
0 1 0 (F.2)
sin® 0 cos®

Do

derart gedreht, dass der Vektor r in Richtung der z-Achse orientiert ist, r' = Dg-r =
(0,0, 7). Die Komponenten des Wellenzahlvektors in dem neuen Koordinatensystem seien
jetzt so gewihlt, k' = k(sin 9,0, cos ), dass k'-r’ = kr cos 9 gilt. Durch eine Riickrotation
mit Qg lassen sich die Komponenten « im urspriinglichen Koordinatensystem darstellen
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I Besselfunktionen

als

:ng' — <cos®sin79+sin®cosq9>

cos © cos ¥ — sin O sin v

und es gilt auch hier k-r = Kkr cos v.

Die durch © und 9 dargestellten Komponenten von & setzt man jetzt in die Funktion
C(k) = C(k,0,9) ein und das Fourier-Integral (F.1) erhélt die folgende Form:

21
C(r,0) / / @c (k,0,9)elrrcos? (F.4)

Da die Funktion C(k, ©,1) aus Produkten unterschiedlicher Potenzen von sin ) und cos ¢
besteht, sollen jetzt systematisch die Fourier-Integrale iiber diese Funktionen berechnet
werden.

F.2 Darstellung durch Besselfunktionen

Betrachtet man zunéchst den Fall C(k,0,9) = C(k,0), falls die Funktion unabhéngig
von ¥ ist, so kann man das innere Integral von (F.3) in zwei Integrale aufspalten, so dass

sich die folgende Darstellung ergibt,
C( @) /27T ﬁ tkrcos?¥ __ C( (_)) /W ﬁ ikr cos ¥ + /Qﬂ— @ ikr cos ¥
% 0 2 c N . 0 2 c T 2 €

T
T dd
=2C(k,0) — cos(krcos ). (F.5)
0 2
Hierfiir findet man nach [66, 9.1.18] die Losung
o v zkrcosﬁ
C(k,0©) o = C(k,0)Jy(kr) (F.6)
0 7T

mit der Besselfunktion der ersten Art Jyp(z). Die Besselfunktionen erster Art J,(z), mit
der natiirlichen Zahl n und der positive reellen Zahl z, lassen sich unter anderem auch
durch die folgende unendliche Reihe darstellen [66, 9.1.10]:

(F.7)
wobei I'(n) die Gammafunktion [66] ist.
Die ¢-abhingige Funktion C'(k,©,) lisst sich fiir gerade Potenzen in sin v durch ausnut-

zen der Beziehung sin? ¢ = 1 — cos? ¥ alleine durch Potenzen von cos™ ¢ darstellen und fiir
ungerade Potenzen auf die Form cos™ ¢ sin 1 bringen.
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F.2 Darstellung durch Besselfunktionen

b(¥) J2m i p(g)einr cos(d)

1 Jo(2)

cos(¥) —i0,Jo(2) = iJ1(2)

cos(v)? B,y (2) = Jo(z) — 22

cos(9)3 ~i0,(Jo(2) — L) = i1 (2)(1 - 2)+ Z-Joz(z)
cos(¥) sin(19)? QZ‘J;_(;‘) _ ZJOT(Z)

sin(d9)? JIT(Z)

Tabelle F.1: Die Losung des Integrals fOQW 29 p(9)etreos?) fiir verschiedene b(¥).

Mit Hilfe der folgenden Spezialfille lassen sich somit alle moglichen Kombinationen der
Funktionen a(V, k,0), mit z = kr, konstruieren:

2 n 27
/ @ cos™ 9 eizcosﬁ — <l> 8?/ @eizcosﬁ — (_Z)nagjo(z) (FS)
0 0

27 7 2

Die Ableitungen von Jy(z) erhdlt man mit Hilfe der Regeln [66, 9.1.29],

a. <ZPJV(Z)) = P T, 1 (2) + (p— )PV, (2),

0 <sz,,(z)> = —2PJ,1(2)+ (p+v)2P VI, (2). (F.9)

Da das Integral iiber sin ¢,

2w : 2w
dy , ag .
/ o sind e sv = z/ —9ge*sY =, (F.10)
0 0

T z 27

verschwindet, sind aulerdem auch alle Beitrdge der Form

27 21
/ @ COSn 9 sind 6izcosz? — (1/Z)na? / @ sin 9 eizcosﬁ — 0,
0 27 0 2T

/Qﬂ— dv . (2n) . izcost¥ AT n/zﬂ dv 2 Q\n - izcos¥ __
—sin'*“™ ¥ sind e = (1/i)" 0y —(1 —cos“¥)"sin? e =0 (F.11)
0 2 0 2

gleich Null. In der Tabelle F.1 sind die bei der Berechnung der Entwicklungskoeffizienten
hiufig auftretenden Fille aufgefiihrt. Zur vollstdndigen Loésung von Gleichung (F.4) und
damit des Fourier-Integrals (F.1) mufl noch die Integration der so entstandenen Bessel-
funktionen {iber den Betrag des Wellenzahlvektors x durchgefithrt werden.

Es soll hier zunéchst der Spezialfall einer von x und ¥ unabhéngigen Funktion C'(0, k, ) =
C(©) betrachtet werden. Zum einen findet man dann das Integral

!t

/_OO (;l:)lzc(@)em T =00®) /_OO (;T)zem.r = C(0)i(r), (F.12)
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I Besselfunktionen

und zum anderen gilt in Zylinderkoordinaten dargestellt

> dr , < dk
/0 an)? C(O)e™" = C(@)/O z—nJo(nr). (F.13)

s

Ein Vergleich impliziert demnach eine Dirac-Delta Funktion

C(0) /0 Z—:KJO(W) = C(0)(r). (F.14)

Es soll im folgenden die Funktion 4(r) mittels
< d
i(r) == /0 %Iijo(lﬂ“) (F.15)

definiert werden, wobei das Flichenintegral iiber & (r) wie folgt zu bestimmen ist:

/ dr/ dkkrJo(kr) / dr/ dk0, Ok Jo(kr)

= lim (Jo(0-z) — Jo(z)) — 1. (F.16)

T—00

Fiir C(©) = cos? © gilt hingegen

2
/dI‘(3082 Qd(r) = / doe 0082@/ dr/ —ero(kr)

/ dr/ dkkrJo(kr) (F.17)

Fir die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten der Fluktuationskorrelationen treten
die folgenden, in den Funktionen f, (K, r) und g, ,(K,r) zusammengefassten Arten von
k-Abhéngigkeiten auf:

*®dr 1
VTZK7 = a_7 9 , 19\n YV bl
Fonllor) o= [ e o)
> dk K
l/nK7 = _7Jy . F18
e e e (F.18)

Mit den in Tabelle F.1 dargestellten Losungen fiir das Winkelintegral und den Funktionen
(F.18) lassen sich nun sdmtliche Entwicklungkoeffizienten bestimmen. Die Berechnung
der Funktionen (F.18) wurden mit dem Softwarepaket Maple [67] durchgefiihrt und die
Losungen sind in der Tabelle F.2 und F.3 aufgefiihrt.
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F.2 Darstellung durch Besselfunktionen

foo(K,r)
for(K,r) =
fo2(K,7)

fos(K,r) =

fro(K,r) =—

fia(K,r) =

fra(K,r) =

fis(K,r) =

_ 1 1
— 2mr o
i (Io(K1)) = Lo(KT)) ~ 1+ O(r)
= e + s (To(K) = Lo(Kr))
—#(Il(KT)—Ll(Kr)) ~ ks 4+ 0(?)
T‘2 2
oot + (3;:21([5( )<IO(K7") - LO(KT)>
o ann - R
o L
2mr 2mr
— ik (2K (Kr) = Ko(Kn) I (Kr)
—Kl(Kr)Io(Kr)) ~ kot O(r In(KT))
— e Ko () = s (280 (k)
—Ko(Kr)[1(Kr) - Kl(Kr)IO(Kr))
— g Ko(Kr) + P ~ — gy +O(r)
47rK4K0(KT) 167 K3K1(KT)
47rK5 (2K1 (KT) KQ(K?")[l (K?")
—Kl(Kr)IO(Kr))
16nK3Kl(KT) + le( ) ~ 47rK6 + O(r)

Tabelle F.2: Die Losungen der in (F.18) definierten Funktion f, , (K, ).

gop(K,r) =
go2(K,r) =
go3(K,r) =
ga(K,r) =
g2(K,r) =
g3(K,r) =

& ~ - 1 0(0)
47rK Ki(Kr) ~ ﬁ + O(r?In(Kr))
- IGWaQKO(KT) + gz K1 (K7) ~ ﬁ + O(r?)
= 4 (n(Er) — Li(kn)) ~ Lo
Sa <10(K7") - Lo(Kr)>
—8#(11(19“) - Ll(KT)) ~ O(r)
= i + i (To(Kr) = Lo(KT))
~ 3 (L (Kr) = Ly(K7)) ~O(r)

Tabelle F.3: Die Losungen der in (F.18) definierten Funktion g, ,, (K, ).
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