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Anwendungsbeispiele 

Numerische Strömungsmechanik 
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Computational Fluid Dynamics (CFD) 

Abb. 1 

Abb. 2 

Abb. 3 
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Zielsetzungen 
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• Theoretische Grundlagen 

• Schwerpunkt: Stokes‘sche Strömungen 

• Exkurs: Navier-Stokes-Gleichungen 

• Mathematische Schwierigkeiten 

• Möglicher Lösungsansatz 

• Validierung am Benchmark-Problem 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg 

18. Bayreuther 3D-Konstrukteurstag 2016 
21. September 2016, Bayreuth 

Florian Hüter, Max Geilen  

Stokes-Strömung 

 

Deckelgetriebene Nischenströmung 
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Benchmark-Problem: 

• Laminar, Re<<1 
• Inkompressibel 
• Newtonsches Material 
• Isotherm 

Klassifizierung der Strömung: 

Abb. 4 

Geschwindigkeitsfeld FDM: 
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Stationäre Stokes-Gleichungen 

Stokes-Strömungen 
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Massenerhaltung: 

Impulserhaltung: 

hier nur stationär ! 

Lineares partielles Differentialgleichungssystem: 

Lösung mithilfe 
der FEM 
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1

• zwei gekoppelte PDGLen 

• zwei Unbekannte:  pu,
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Klassischer Diskretisierungsansatz der FEM 

Stokes-Strömungen 
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Massenerhaltung: 

Impulserhaltung: 

lineares 

Gleichungs-
system 
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Lagrange-Gleichungssystem 

Stokes-Strömungen 
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DKLagrange-Gleichun
gssystem: 

• Sattelpunktproblem 

• Matrix: symmetrisch, aber indefinit 

Eigenschaften: 
Eingeschränkte 
Solver-Auswahl 

Mehrfeldformulierung: 
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Hybridelementansatz 

Stokes-Strömungen 
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Nicht alle Elementtypen dürfen 
miteinander kombiniert werden ! 

LBB-Bedingung: 
Eingeschränkte 
Element-Auswahl 

Geschwindigkeit Druck Hybridelement 
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Simulationsergebnisse 

Stokes-Strömungen 
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Vergleichsrechnung 
Stationäre Lösung des  Geschwindigkeitsfeldes 

Matlab: FDM 

Netz: 50x50 
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Simulationsergebnisse (2) 

Stokes-Strömungen 
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Ergebnisse entlang charakteristischer Linien 

Abb. 5 

0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

-0,25 0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 

y
 

u 

Z88: FEM 

Matlab: FDM 

u 

x 

y 

Fazit: gute Übereinstimmung der Simulationsergebnisse 
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Checkerboard-Effekt 

Stokes-Strömungen 
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Ergebnisse für das Druckfeld: 

LBB-stabil 

Checkerboard-Effekt 
• LBB-Bedingung 

verletzt 
• Instabilität im 

Druck 
• Geschwindigkeit 

korrekt 
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Stabilitätsprobleme 

Navier-Stokes-Gleichungen 
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Konvektionsterm Druckgradient 

• Nichtlinearität 
• Instabilitäten im  
  Geschwindigkeitsfeld 

• zwei Unbekannte  
  gleichzeitig zu lösen 
• Instabilität im Druck 

Impulserhaltung: 

Stabilisierungsverfahren 
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Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 
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Characteristic Galerkin Procedure Fractional Step Method 

Konvektions- 
Stabilisierung 

Grundidee 

• Split A 
• Split B 
• Single Step Version 

Verfahrensvarianten: 

Druck- 
stabilisierung 
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Single Step Version (SSV) 

Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 
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Schritt 1: 

Schritt  2: 

je Zeititeration zwei Schritte: Stabilisierungsterme 

Druck ermitteln 

Geschwindigkeit berechnen 
Konvektions-
stabilisierung 

Druck-
stabilisierung 
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Spezialfall: stationäre Stokes-Strömung 

Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 
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Klassischer Diskretisierungsansatz führt zu: 

CBS-SSV-
Gleichungssystem: 

Druckstabilisierung 

• Matrix immer noch indefinit 

• LBB-Bedingung wird aufgehoben 

 

 

Eigenschaften: 
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Wahl des Elementansatzes 

Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 

Alle Elementtypen dürfen 
miteinander kombiniert werden! 

LBB-Bedingung aufgehoben: 
Geschwindigkeit 

Druck 

Hybridelement 

Insbesondere auch 
Elemente aus Mechanik  

Druck als zusätzliche 

Geschwindigkeitskomponente 

16 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg 

18. Bayreuther 3D-Konstrukteurstag 2016 
21. September 2016, Bayreuth 

Florian Hüter, Max Geilen  

Checkerboard-Effekt 

Simulationsergebnisse 

Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 

17 

Ergebnisse für das Druckfeld: 

Numerische Lösung 
für das Druckfeld 
jetzt STABIL ! 
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Simulationsergebnisse (2) 
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Characteristic-Based Split (CBS)-Algorithmus 

Ergebnisse entlang charakteristischer Linien 

x 

y 

Fazit: sehr gute Übereinstimmung der Simulationsergebnisse 
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Matlab: FDM 
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Zusammenfassung 
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• Mathematisch anspruchsvoll 

• Hybridelementansatz 

• Stabilitätsprobleme 

• CBS-Algorithmus 

• Lagrange-Ansatz: 

• CBS-Ansatz: 

Stokes-Strömung: Programme 

Numerische Strömungsmechanik: FEM 
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• Vektorfeld 

• Stromlinien 

Visualisierung :  

Abb. 6 Abb. 7 

Ausblick 

Eigenständiges CFD-Modul:  

• in Z88Aurora  

• analog zu z88thermo 
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Numerische Strömungsmechanik mit Z88 

Abb. 8 
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