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Summary

Deciding whether two objects with a given structure are identical is a common
problem in mathematics, just as in other areas such as chemistry or electronic
design automation. For instance, the question whether two graphs can be
made equal by renumbering their nodes is a classical isomorphism problem.
In electronic design automation, effectively telling whether two given logic cir-
cuits are implementing the same logic is a common task.

Some of these problems are easy to solve, while others seem to have no effi-
cient algorithmical solution. The subgraph isomorphism problem, for example,
is known to be NP-complete and thus difficult to solve. The same applies to
the graph isomorphism problem, which might be NP-complete, although this

has not been proven.

Homomorphisms of group actions have turned out to be one of the most
powerful concepts to solve those isomorphism problems. The Homomorphism
Principle by Reinhard Laue established the mathematical basis of many of the
most efficient algorithms. However, this approach seemed futile in situations
where no homomorphism in the desired direction exists.

This changed, when Bernd Schmalz discovered a solution to this problem us-
ing homomorphisms in the opposite of the usual direction. Schmalz named
this technique ,Leiterspiel after the children’s game ,Snakes and Ladders
and developed a very successful breadth first search algorithm applying this

technique.

Solving an impressive diversity of problems, Schmalz’ Snakes and Ladders
algorithm showed its surprising flexibility. But in its original form, this algo-
rithm still had some serious limitations. In the present thesis the Snakes and
Ladders algorithm has been given a new mathematical foundation to over-
come those limitations. On the basis of strong ladders, the algorithm has been

considerably improved in the following ways:
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e With the original Snakes and Ladders algorithm it was not possible to

compute the orbit representative for a single coset. The only possible
way to use this algorithm was to solve all isomorphism problems in the
given domain simultaneously. Given that there is only one result of
interest, this method clearly was inefficient. With each of the three new
algorithms presented in the current thesis it is possible to calculate the

canonical representative for a single coset.

When solving a given problem with the original Snakes and Ladders
algorithm, all intermediate results must be stored until the end of the
calculation. But for the majority of isomorphism problems, the quantity
of intermediate results increases rapidly with problem size. Therefore
the original Snakes and Ladders can only be used for problems where all
intermediate results can be stored in a fast working memory. Until now,
there appeared to be no alternative to storing all intermediate results,
since Snakes and Ladders accesses them in no predictable order. In
this thesis, the requirements on the memory size could be restricted by
calculating only the intermediate results needed for the retrieval of the
canonical representative. Therefore, each of the three new algorithms can
also be used for more complex isomorphism problems, each one limited

only by the avalaible calculating time.

In its original form the Snakes and Ladders algorithm is not applicable
for calculation on a distributed system. This is due to the fact that
every processing unit needs access to a central memory area, where all
intermediate results are stored. As there is no central memory area in a
distributed system, all intermediate results need to be transferred among
the involved processing units. Depending on the latency of the commu-
nication channel, this can have severe consequences on the efficiency of
the algorithm. Two out of the three new algorithms presented in this
thesis have near to no need for storing intermediate results. Those two

algorithms can be used for calculations on a distributed system.
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For every Snakes and Ladders algorithm, a series of homomorphisms, the
so-called ladder, is needed. The mathematical foundation for the new algo-
rithms are the so-called strong ladders, which require the homomorphisms to
satisfy certain additional conditions. This thesis establishes the mathematical

basis of these ladders clearly and formulates proof for each conclusion.

The three novel algorithms, called Depthfirst StroLLL,, Breadthfirst StroLLLL
and Leiterspiel Light, were implemented in the C4++ programming language.
Along with Schmalz’ original Snakes and Ladders, they were tested on their

comparative performance and memory requirements.

The algorithms of the present thesis have been deliberately designed to
minimize their memory requirements. Two out of the three new algorithms
recalculate intermediate results instead of storing them in the memory. Those
two algorithms use a variant of the branch-and-bound method to identify and
cut unused branches. This way, the time used for the recalculation of interme-
diate results could be compensated. Thus, these algorithms have very modest
working memory requirements and still show the same efficiency as the original

Snakes and Ladders algorithm.

In order to use the algorithms presented in this work, specific ladders tai-
lored to the problem must be found. A construction strategy presented in this

thesis helps the user to build the required ladders.

Using the well-known Split Lemma many isomorphism problems can be
mapped to double cosets. This is why the new algorithms presented in this
thesis are formulated on the basis of double cosets. This way, a great diversity
of problems as different as the graph isomorphism problem or the calculation

of the intersection of two groups can be solved using the same algorithm.

Finally, the current thesis also shows how to map the subgraph isomorphism
problem to double cosets. This so-transformed problem can then be solved

using any of the three new algorithms.



Zusammenfassung

In vielen Bereichen der Mathematik, in der Chemie und beim automatisierten
Entwurf elektronischer Systeme muss fiir zwei verschiedene Strukturbeschrei-
bungen festgestellt werden, ob die beschriebenen Objekte identisch sind. Ein
klassisches Isomorphieproblem ist zum Beispiel die Fragestellung, ob zwei ver-
schiedene Graphen durch eine Umbenennung ihrer Knotenmengen identisch
werden kénnen. Beim automatisierten Entwurf elektronischer Systeme taucht
ein dhnliches Problem auf, wenn fiir zwei unterschiedliche elektronische Schalt-
pldne einer logischen Schaltung festgestellt werden soll, ob die beiden Schal-
tungen sich logisch identisch verhalten.

Einige dieser Problemstellungen sind leicht zu 16sen, wihrend fiir andere wie-
derum kein effizienter Losungsalgorithmus bekannt ist. Beim Teilgrapheniso-
morphieproblem zum Beispiel konnte nachgewiesen werden, dass es in der
Klasse der NP-vollstdndigen Probleme enthalten ist und aufgrund dessen nur
schwer zu losen ist. Ahnliches gilt fiir das Graphenisomorphieproblem, bei dem
jedoch bisher nicht festgestellt werden konnte, ob es in der Klasse der NP-

vollstandigen Probleme liegt.

Bei vielen Isomorphieproblemen hat sich gezeigt, dass Homomorphismen
von Gruppenoperationen ein méachtiges Werkzeug zur Losung dieser Proble-
me sein konnen. Das von Reinhard Laue gefundene Homomorphieprinzip ist
die mathematische Grundlage von vielen der effizientesten Algorithmen zur
Losung dieser Isomorphieprobleme. Lange Zeit schien es jedoch unmdglich zu
sein, das Homomorphieprinzip auch in den Situationen, in denen kein Homo-
morphismus in der gewiinschten Richtung existiert, einsetzen zu konnen.
Dies &nderte sich, als Bernd Schmalz eine Technik entdeckte, bei der ein Homo-
morphismus auch in der umgekehrten zu der sonst iiblichen Richtung verwen-
det werden kann. Er benannte seine ,,Leiterspiel“-Technik nach einem Spiel fiir
Kinder und entwickelte einen sehr erfolgreichen Algorithmus in Breitensuche,

der diese Technik verwendet.

Dieser Leiterspiel-Algorithmus ist dufserst vielseitig und kann zur Lésung ei-

ner beeindruckend grofsen Vielfalt von Isomorphieproblemen genutzt werden.



Gleichzeitig ist der Algorithmus gewissen Schranken unterworfen, die dazu fiih-
ren, dass dieser Leiterspiel-Algorithmus in der Praxis nicht fiir alle Isomorphie-
probleme geeignet ist. Im Rahmen dieser Arbeit konnte auf Basis der starken
Leitern eine neue mathematische Grundlage gelegt werden, die es ermdoglicht,
diese Schranken aufzuheben. Der urspriingliche Leiterspiel-Algorithmus von

Schmalz konnte in folgenden Punkten entscheidend verbessert werden:

e Mit dem urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus war es nicht mdglich,
den kanonischen Reprisentanten zu einer einzelnen Nebenklasse zu be-
rechnen, sondern es mussten immer alle Isomorphieprobleme der gege-
benen Problemstellung gleichzeitig gelost werden. Dieser Ansatz ist ver-
stindlicherweise nicht effizient, wenn nur die Losung eines einzelnen Iso-
morphieproblems gefragt ist. Mit den drei neuen Algorithmen dieser Ar-
beit ist es hingegen mdglich, auch zu einer einzelnen Nebenklasse deren

kanonischen Bahnrepriasentanten zu berechnen.

e Beim urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus mussten alle Zwischener-
gebnisse, die wihrend der Bearbeitung einer gegebenen Problemstellung
berechnet wurden, im Speicher gehalten werden. Da die Anzahl dieser
Zwischenergebnisse jedoch sehr schnell anwichst, ist der urspriingliche
Leiterspiel Algorithmus in der Praxis nur fiir diejenigen Problemstellun-
gen geeignet, bei denen die Zwischenergebnisse im Hauptspeicher Platz
finden. Bis zur Veroffentlichung dieser Arbeit war es nicht méglich vorher-
zusagen, welche Zwischenergebnisse zur Berechnung eines kanonischen
Bahnreprasentanten benotigt werden. Mit den drei neuen Algorithmen
dieser Arbeit ist es hingegen mdglich, gezielt nur diejenigen Zwischen-
ergebnisse zu berechnen und zu speichern, die auch tatsichlich zur Lo-
sung dieses Isomorphieproblems bendtigt werden. Dadurch konnte der
Speicherbedarf drastisch reduziert werden. Daher kénnen die drei neuen
Leiterspiel-Algorithmen auch fiir umfangreiche Isomorphieprobleme an-
gewendet werden und sind praktisch nur noch durch die zur Verfiigung

stehende Rechenzeit begrenzt.
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e Der Leiterspiel-Algorithmus war in seiner urspriinglichen Form nur sehr
begrenzt fiir eine verteilte und echt nebenlidufige Berechnung geeignet.
Denn jeder Prozess benétigt den Zugriff auf einen zentralen Speicher-
bereich, in dem die Zwischenergebnisse gespeichert werden. Da bei ver-
teilten Systemen kein zentraler Speicherbereich vorgesehen ist, miissen
die benotigten Zwischenergebnisse unter den beteiligten Prozessen ausge-
tauscht werden. Abhingig von der Latenzzeit der Kommunikationswege
kann dies sehr negative Auswirkungen auf die Effizienz haben. Zwei der
drei neuen Algorithmen kommen mit der Speicherung von sehr wenigen
Zwischenergebnissen aus. Diese beiden Algorithmen sind ohne Weiteres

auch fiir eine verteilte Berechnung geeignet.

Fiir alle Leiterspiel-Algorithmen wird eine Menge Homomorphismen beno-
tigt, die durch eine sogenannte Leiter beschrieben werden. Die Basis dieser
neuen Algorithmen sind die sogenannten starken Leitern, das sind Leitern, bei
denen die verwendeten Homomorphismen weitere Bedingungen erfiillen miis-
sen. In dieser Arbeit wird die mathematische Grundlage dieser Leitern klar

herausgearbeitet und alle Schlussfolgerungen werden mit Beweisen belegt.

Die drei neuen Algorithmen dieser Arbeit, der Breadthfirst StroLL Algorith-
mus, der Depthfirst StroLLL. Algorithmus und der Leiterspiel Light Algorith-
mus wurden in der Programmiersprache C++ implementiert. Um die Effizienz
der drei neuen Algorithmen unter Beweis zu stellen, wurden diese mit dem
urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz in Bezug auf ihre Spei-

cheranforderungen und ihre Laufzeit verglichen.

Die Algorithmen dieser Arbeit wurden so konzipiert, dass ihre Speicher-
anforderungen minimal sind. Bei zwei der drei Algorithmen fiihrt dies dazu,
dass Zwischenergebnisse mehrfach berechnet werden miissen. Bei diesen bei-
den Algorithmen konnte auf Basis der starken Leitern jedoch eine Variante der
Branch-and-Bound Methode angewendet werden, die es ermoglicht, iiberfliis-
sige Bahnelemente zu identifizieren und von der Untersuchung auszuschliefen.
Auf diese Weise konnte die Effizienz dieser beiden Algorithmen so gesteigert
werden, dass diese trotz der Einschriankungen hinsichtlich ihres Speicherbe-

darfs eine vergleichbare Effizienz aufweisen, wie der urspriingliche Leiterspiel-
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Algorithmus.

Um die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen anwenden zu konnen,
miissen speziell auf das entsprechende Problem zugeschnittene starke Leitern
bereitgestellt werden. Daher wurde in dieser Arbeit ein Weg beschrieben, wie

die entsprechenden Leitern berechnet werden koénnen.

Mit Hilfe des seit Langem bekannten Split Lemmas lassen sich sehr viele
Isomorphieprobleme in Nebenklassenisomorphieprobleme umformulieren. Der
in dieser Arbeit gewiihlte Ansatz, die Leiterspiel-Algorithmen auf der Basis
von Doppelnebenklassen zu formulieren, erlaubt es, die drei Algorithmen zur
Losung einer Vielzahl von weiteren Problemen einsetzen zu konnen. Auf diese
Weise konnen so unterschiedliche Probleme, wie das Graphenisomorphiepro-
blem und die Berechnung der Schnittmenge zweier Gruppen, mit demselben

Algorithmus gelost werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde auch gezeigt, wie sich das Teilgrapheniso-
morphieproblem auf ein Nebenklassenisomorphieproblem abbilden ldsst. Auch
dieses Nebenklassenisomorphieproblem kann anschliefsend mit jedem der drei

neuen Algorithmen geldst werden.
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Kapitel 1
Fur den eiligen Leser

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber den Inhalt aller Kapitel dieser
Arbeit gegeben.

In Kapitel 2 wird der Leser anhand von Beispielen an das Thema dieser
Dissertation herangefiihrt. Dieses Kapitel kann von allen Lesern, die bereits

motiviert sind, {ibersprungen werden.

In Kapitel 3 wird die mathematische und algorithmische Basis dieser Arbeit
gelegt. Neben grundlegenden mathematischen Sédtzen und Definitionen werden
das Homomorphieprinzip und die Ordnungstreue Erzeugung eingefiihrt. Mit
den Algorithmen dieser Arbeit lassen sich Reprisentanten von Doppelneben-
klassen berechnen. Der Zusammenhang zwischen diesen Doppelnebenklassen
und anderen Isomorphieproblemen, wie zum Beispiel dem Graphenisomorphie-
problem, wird in Kapitel 3.5 erlautert. Dieses Kapitel ist absolut notwendig

fiir das Verstandnis dieser Arbeit.

In Kapitel 4 wird das Leiterspiel nach Schmalz beschrieben. Da alle Al-
gorithmen dieser Arbeit auf dem urspriinglichen Leiterspiel von Schmalz auf-
bauen, ist dieses Kapitel sehr hilfreich, aber nicht notwendig fiir das weitere

Verstandnis.

In Kapitel 5 wird einer der Algorithmen dieser Arbeit anhand eines ein-

fachen Beispiels vorgefiihrt. Hier werden dem Leser die Ideen, die hinter den



2 Kapitel 1. Fiir den eiligen Leser

drei neuen Leiterspiel-Algorithmen dieser Arbeit stehen, ndher gebracht. An-
hand von verschieden gefirbten Wiirfeln werden dem Leser die Konzepte und
der Ablauf von einem der neuen Algorithmen vorgestellt. Die mathematischen

Konzepte werden dabei anschaulich skizziert, aber nicht genauer ausgefiihrt.

Kapitel 6 stellt den mathematischen Kern dieser Arbeit dar. Hier wer-
den neue Begriffe wie starke Untergruppenleitern und Konstruktionspfade de-
finiert. Weiterhin werden die Ordnungen auf den Nebenklassenmengen und
das im Folgenden verwendete Kanonizititspriadikat festgelegt. Aufbauend auf
diesen Definitionen wird eine Vielzahl von Sétzen bewiesen, die sowohl zur
Konstruktion starker Leitern als auch fiir die spéter beschriebenen Algorith-
men notwendig sind. Die mathematischen Sitze und die Definition der star-
ken Leitern werden in Kapitel 6.5 beschrieben. Diese sind schon allein unter
dem gruppentheorischen Blickwinkel sehr interessant, da diese auch als Be-

weisgrundlage fiir weitere Séatze der Gruppentheorie dienen kénnen.

In Kapitel 7 werden drei verschiedene, bisher unbekannte Algorithmen be-
schrieben. Diese dienen dazu, die Kanonizitit einer gegebenen Nebenklasse
zu untersuchen und den Stabilisator dieser Nebenklasse zu berechnen. Weiter-
hin wird in Kapitel 7.2 auch gezeigt, wie diese Algorithmen zur Lésung von
weiteren Isomorphieproblemen, wie dem Graphenisomorphieproblem verwen-
det werden konnen. In Kapitel 7.1 wird beschrieben, wie das Teilgrapheniso-
morphieproblem auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebildet werden kann.
Auch das Teilgraphenisomorphieproblem kann mit jedem dieser drei neuen Al-
gorithmen gel6st werden. Diese Algorithmen sind zusammen mit den starken

Leitern die zentralen Ergebnisse dieser Arbeit.

In Kapitel 8 wird anhand einer Beispielrechnung die Effizienz der drei Al-
gorithmen aus Kapitel 7 mit der Effizienz des urspriinglichen Leiterspiel-Algo-
rithmus von Schmalz verglichen. Dabei werden nicht nur die Laufzeit, sondern

auch der Speicherbedarf der Algorithmen untersucht.

In Kapitel 9 wird angespochen, welche neuen Fragen diese Arbeit aufgewor-

fen hat und in welchen Richtungen noch weiterer Forschungsbedarf besteht.



Kapitel 2
Motivation

In diesem Kapitel soll das Thema der vorliegenden Arbeit vorgestellt und das
Interesse des Lesers geweckt werden. Daher wird an manchen Stellen auf eine

ausfiihrlichere Darstellung der angesprochenen Themen verzichtet.

Stellen Sie sich vor: Sie sind Chemiker und haben gerade ein sehr interessan-
tes Molekiil gefunden. Moglicherweise hat das Molekiil iiberraschende chemi-
sche Eigenschaften, ldsst sich zur Herstellung von Wasserstoff verwenden oder
es verhindert das Wachstum von Tumoren. Dann méchten Sie natiirlich wissen,
ob dieses Molekiil bereits von anderen Chemikern untersucht wurde, ob weitere
Eigenschaften des Molekiils bekannt sind und ob bereits ein Patent auf diesen
Stoff angemeldet wurde. Viele Molekiile haben sogenannte Trivialnamen, das
sind Bezeichnungen, die von der Struktur des Molekiils unabhéngig sind, die
sich aber unter Chemikern durchgesetzt haben, wie zum Beispiel der Name
Glaubersalz fiir Natriumsulfat. Wenn das Molekiil bisher noch nicht bekannt
war, so besitzt es natiirlich auch noch keinen Trivialnamen. Daher bendtigen
Sie fiir das Molekiil eine international anerkannte Bezeichnung, mit Hilfe derer
sie in Datenbanken und in Publikationen nach ihrem Molekiil suchen kénnen.
Um eine eindeutige Bezeichnung fiir ein kleines Molekiil zu finden, geniigt es,
ein paar einfache Regeln anzuwenden, die jeder Chemiker wihrend des Studi-
ums erlernt hat. Fiir grofere und kompliziertere Molekiile existieren interna-
tional anerkannte Regelwerke, die eine eindeutige Bezeichnung jedes Molekiils
ermoglichen. Natiirlich gibt es auch Software, die in der Lage ist, zu jedem

Molekiil die international anerkannte Bezeichnung zu finden. Fiir den Mathe-
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matiker fillt die Aufgabe, einem Molekiil einen eindeutigen Namen zu geben in
den Bereich der Isomorphieprobleme. Auch die Aufgabe, zu zwei verschiedenen
Strukturbeschreibungen festzustellen, ob es sich dabei um dasselbe Molekiil

handelt, ist ein Isomorphieproblem.

In der Biochemie und Medizin werden auch zunehmend Computer einge-
setzt, um Molekiile zu finden, die auf Grund ihrer besonderen Eigenschaften
zum Beispiel als Medikamente eingesetzt werden kénnen. Héufig wird ein Stoff
gesucht, dessen Struktur ganz speziell auf ein Protein abgestimmt ist, so dass
sich dieser Stoff an das Protein anheften kann [BM97, CEM96, And03, VH94|.
Der gesuchte Stoff muss an einer oder mehreren Stellen wie ein genaues Ge-
genstiick zu dem entsprechenden Protein passen. Jedes Protein hat mehrere
Andockstellen, an die sich der Stoff anheften kann. Zu jeder Andockstelle des
Proteins kann das passende Gegenstiick berechnet werden. Anschliefsend kann
eine Datenbank daraufthin untersucht werden, ob bereits einen Stoff darin ge-
speichert wurde, der das zuvor berechnete Gegenstiick als Teilstruktur enthélt.
Die Fragestellung, ob ein gegebener Stoff das gesuchte Gegenstiick enthilt, das

genau zur Andockstelle passt, ist auch wieder ein Isomorphieproblem.

Isomorphieprobleme tauchen jedoch nicht nur in der Chemie auf, sondern
kommen in ganz unterschiedlichen Zusammenhéngen vor. Es existieren viele
Objekte wie zum Beispiel logische Schaltungen in Field Programmable Gate
Arrays oder abstrakte Objekte wie zum Beispiel Graphen, fiir die es schwierig
ist, eine eindeutige Darstellung zu finden. Um festzustellen, ob zwei verschie-
dene Beschreibungen dasselbe Objekt bezeichnen, muss in vielen Féllen ein
Isomorphieproblem gelést werden. Gerade in der Mathematik existieren viele
Objekte, bei denen nur unter grofem Aufwand festgestellt werden kann, ob
zwei verschiedene Beschreibungen dasselbe Objekt bezeichnen. Insbesondere
bei der Konstruktion von diskreten Objekten, wie Codes, t-Designs, Graphen,
Arks und vielen geometrischen Objekten, miissen meist Isomorphieprobleme
gelost werden [Kur06, KK09, KKK11, Sch92].

Bei der Losung von Isomorphieproblemen muss vor allen Dingen die Effi-

zienz des verwendeten Algorithmus gewéhrleistet werden. Denn viele Isomor-



phieprobleme gehoren zur Klasse der NP-vollstandigen Probleme, die beriihmt
und beriichtigt sind, weil sie so schwer zu l6sen sind. Schwer zu 16sen sind diese
Probleme nicht deshalb, weil kein Losungsweg bekannt wire, sondern weil der
Lésungsweg derart umfangreiche Berechnungen erfordert, dass viele Probleme
auch auf einem Rechencluster nicht in akzeptabler Zeit durchgefiihrt werden
kénnen. Daher gibt es viele mathematische Fragestellungen, die allein deshalb
nicht gelost sind, weil ein Computer zur Losung des Problems Wochen, Monate

oder sogar Jahre rechnen miisste.

Die meisten professionellen Algorithmen, mit denen sich Isomorphieproble-
me 16sen lassen, zerlegen ein gegebenes Problem in immer kleinere Teilproble-
me, die einzeln leichter zu losen sind. Die Losung jedes dieser Teilprobleme
kann dann zur Losung des ndchst grofseren Problems verwendet werden.
Reinhard Laue war der erste, der diese Strategie auf der Basis von Homomor-
phismen von Gruppenoperationen formulierte [Lau82]. Sein Homomorphieprin-
zip kann vermutlich als die Grundlage aller erfolgreicher Algorithmen zur Lo-
sung von Isomorphieproblemen angesehen werden. Denn schon jede Invariante,
die zur Klassifikation von Strukturen verwendet wird, kann als ein Homomor-
phismus von Gruppenoperationen von der Menge der Strukturen in die Menge
der Invarianten betrachtet werden. Und jeder Homomorphismus von Gruppen-
operationen, bei dem die Bahnen in der Bildmenge alle einelementig sind, kann
als Abbildung einer Objektmenge auf eine Menge von Invarianten betrachtet

werden. Dieses Homomorphieprinzip wird in Kapitel 3.2 beschrieben.

Ein erstaunliches Beispiel fiir die Effizienz des Homomorphieprinzips ist
der von M. Meringer [Mer99] und T. Griiner [GLM97| entwickelte Graphen-
generator Gradpart. In einem Graphen wird die Anzahl der Kanten, die an
einem Knoten zusammentreffen, als Knotengrad dieses Knotens bezeichnet.
Sind die Knotengrade aller Knoten vorgegeben, so kénnen mit dem Programm
Gradpart alle Graphen konstruiert werden, deren Knoten die entsprechenden
Knotengrade besitzen. Genauer gesagt werden die Graphen implizit durch ei-
ne Art Konstruktionsanleitung beschrieben, so dass nicht jeder Graph einzeln
konstruiert werden muss. Der Graphengenerator Gradpart ist so effizient, dass

dieser zum Auffinden und Konstruieren eines Graphen im Schnitt weniger als
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einen CPU-Takt benotigt.

Eines der bekanntesten Programme zur Losung von Isomorphieproblemen
ist das von B. D. McKay geschriebene Programm nauty [McK81|. Nauty ist
gleichzeitig auch eines der schnellsten Programme zur Losung von Grapheni-
somorphieproblemen. Leider ist nauty ausschlieflich zur Losung des Graphen-
isomorphieproblems anwendbar. Daher sehen sich viele Leute gezwungen, die
Objekte, fiir die sie gerne einen Isomorphietest durchfiihren wiirden, in Gra-
phen umzuwandeln [Roy98|. Um die Objekte auf Isomorphie testen zu konnen,
muss daher zu jedem einzelnen Objekttyp eine Strategie entworfen werden, wie
die zu untersuchenden Objekte so auf Graphen abgebildet werden konnen, dass
deren Struktur erhalten bleibt.

Ein auf Doppelnebenklassen basierender Isomorphietest ist hingegen viel
universeller einsetzbar, da das seit Langem bekannte Split Lemma, das in
Kapitel 3.5 beschrieben ist, eine sehr vielseitige Methode bereitstellt, um ver-
schiedenste Isomorphieprobleme auf Doppelnebenklassenprobleme abzubilden.
Mit Hilfe des Split Lemmas kann beispielsweise auch das Graphenisomorphie-
problem auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebildet werden. In satz 6.5.2
wird die Konstruktion einer starken Untergruppenleiter beschrieben, die bei al-
len Algorithmen dieser Arbeit bendtigt wird. Diese starke Untergruppenleiter
ermoglicht es, zu den meisten Isomorphieproblemen auf Doppelnebenklassen

einen Isomorphietest durchzufiihren.

Weiterhin konnen Doppelnebenklassen zur Losung vieler gruppentheoreti-
scher Probleme eingesetzt werden, die mit den Algorithmen aus der vorlie-
genden Arbeit auf einheitliche Weise gelost werden kénnen. Ein Beispiel fiir
ein schwieriges Problem, das mit Hilfe von Doppelnebenklassen gelost werden

kann, ist die Berechnung der Schnittmenge zweier Untergruppen einer Gruppe.

B. McKay, der bereits zuvor angesprochene Urheber des Programmes nauty,
gibt in [McK98] einen Uberblick iiber die bekannten Ansitze zur Lésung von
Isomorphieproblemen. Dabei wirft er die Frage nach den Zusammenhingen

zwischen den verschiedenen Algorithmen zur Loésung von Isomorphieproble-



men auf und grenzt verschiedene Techniken voneinander ab, indem er auf die
Unterschiede im Speicherbedarf und die Moglichkeit zur Parallelisierung ein-

geht.

In der vorliegenden Arbeit wird einer dieser Ansitze, der Leiterspiel-Al-
gorithmus von B. Schmalz [Sch90|, mit der Ordnungstreuen Erzeugung von
R. C. Read |Rea78| und I. Faradzev |Far78| verbunden. Dies ermdglicht es,
den Speicherbedarf des Leiterspiel-Algorithmus auf ein Minimum zu reduzie-
ren und bahnt damit den Weg fiir einen parallelisierbaren Leiterspiel-Algorith-
mus. Damit geht die vorliegende Arbeit einen Schritt weiter in Richtung einer
vereinheitlichten, auf dem Homomorphieprinzip basierenden Beschreibung al-
ler Techniken zur Losung von Isomorphieproblemen. Als nichsten Schritt sehe
ich eine dynamischere Verwendung der Untergruppenleitern an. Statt eine fest
vorgegebene Leiter zu verwenden, konnte der nichste ,Leiterschritt“ von der
Struktur der verwendeten Untergruppen abhingig gemacht werden und die
Schrittgréfse dem Problem angepasst werden. Um die Verwendung von dyna-
mischen Leitern moglich zu machen, besteht aber noch weiterer Forschungsbe-
darf.






Kapitel 3
Grundlagen

In diesem Kapitel sollen dem Leser die Grundlagen, auf denen die vorliegende
Arbeit aufbaut, ndher gebracht werden. Die Sétze und Definitionen dieses Ka-

pitels sind allgemein bekannt und werden daher ohne Beweis und ohne Angabe
des Urhebers aufgefiihrt [Lau93, Hal59].

3.1 Satze und Definitionen

Definition 1. Gruppe

Eine Gruppe sei eine Menge M zusammen mit einer Abbildung v : M x M —
M, die Verkniipfung genannt wird und fir die die folgenden Anforderungen
erfillt sind:

o Die Abbildung v ist assoziativ, es gilt daher
Ya,b,c € M : v (v(a,b),c) =v(a,v(b,c))

o Fs existiert ein sogenanntes neutrales Flement e € M mit der Eigen-
schaft, dass fir alle m € M gilt: v(m,e) = v(e,m) = m. Das neutrale
Element wird auch mit 1 oder 1), bezeichnet, wobei der Index identisch

mit der Bezeichnung der Gruppe ist.

e Zu jedern m € M existiert ein sogenanntes inverses Element m’ € M mit
der Figenschaft, dass v(m,m’) = v(m',m) = e ist, wobei e ein neutrales
Element bezeichnet. Das zu einem m € M inverse Element wird auch

mit m~' bezeichnet.
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Ist aus dem Zusammenhang klar, welche Gruppenverkniipfung verwendet wer-
den soll oder ist die Gruppenverkniipfung noch nicht genauer spezifiziert, so
wird die Gruppe (G,v) auch hdufig nur als Gruppe G angegeben. Fiir zwei be-
liebige Elemente my, mq € M wird das Bildelement v(my, my) von my und mq
unter der Abbildung v auch mit mioms oder einfach nur mit mims bezeichnet.
Eine Teilmenge einer Gruppe, die mit der, auf diese Teilmenge eingeschrink-
ten, Gruppenverkniipfung selbst eine Gruppe ist, wird Untergruppe genannt.
Um auszudricken, dass eine Teilmenge U von G eine Untergruppe von G ist,
wird auch die Schreibweise U < G bzw. fir echte Teilmengen U von G auch
die Schreibweise U < G verwendet.

Definition 2. Symmetrische Gruppe

Es bezeichne Q) ein n-elementige Menge. Die Menge aller bijektiven Abbildun-
gen von Q) auf sich selbst zusammen mit der Komposition als Gruppenverkniip-
fung ist ein Gruppe, die Symmetrische Gruppe genannt wird. Die Symmetrische
Gruppe auf einer nicht ndher spezifizierten n-elementigen Menge wird als S,

bezeichnet.

Definition 3. Nebenklasse

Es sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Fir jedes beliebige
FElement g € G wird die Menge {ug|u € U} mit Ug bezeichnet und Rechts-
nebenklasse von U in G genannt. Genauso wird die Menge {gu|u € U} mit
gU bezeichnet und Linksnebenklasse von U in G genannt. Zwei Rechtsneben-
klassen derselben Untergruppe sind entweder gleich oder disjunkt. Gleiches gilt
auch fir Linksnebenklassen. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von U in G
wird mit U\G bezeichnet und die Menge aller Linksnebenklassen von U in G
wird mit G/U bezeichnet.

Satz 3.1.1. Lagrange

Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G und U eine Untergruppe
von H. Fir alle Gruppen U und V bezeichne (V : U) den Gruppenindez, das
ist die Anzahl der Nebenklassen von U in V. Dann gilt:

(G:U)=(G:H)-(H:U)

Definition 4. Gruppenhomomorphismus

Es seien (G,0) und (H,e) zwei Gruppen und ¢ : G — H eine Abbildung, die
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folgende Anforderung erfillt:

Vg1,92: € G (g1 0 92) = ©(g1) ® (o)

Dann wird die Abbildung ¢ Gruppenhomomorphismus genannt. Ist die Abbil-
dung zusdtzlich injektiv, so wird sie auch Gruppenmonomorphismus genannt,
st sie surjektiv, so wird sie auch Gruppenepimorphismus genannt und ist sie

bijektiv, so wird sie Gruppenisomorphismus genannt.

Definition 5. Gruppenoperation
Es sei G eine Gruppe, 2 eine Menge und eine Abbildung v : M x G — M,
die den folgenden beiden Anforderungen geniigt:

Vo1,92 € GVw € Q: v(w,9192) = v(v(w, 91), 92)
Vw € ) : viw,lg) =w

Dann wird das Tupel (G,Q,v) eine Gruppenoperation genannt. Existiert zur
Gruppe G und der Menge M eine Gruppenoperation (G, M,v), so wird auch
davon gesprochen, dass die Gruppe G auf der Menge M operiert. Ist aus
dem Zusammenhang klar, welche Gruppenoperation gemeint ist, so wird statt

v(w, g192) auch die Schreibweise w99 verwendet.

Definition 6. Stabilisator
Es sei G eine Gruppe, M eine Menge und (G, M,v) eine Gruppenoperation.
Zu jedem Element w € Q wird die Menge {g € G |w9 = w} der Stabilisator

von w in G genannt. Diese Menge wird auch mit G,, bezeichnet.

Definition 7. Homomorphismus von Gruppenoperationen

Es seien G und H zwei Gruppen, Q und A zwei Mengen. Die Gruppe G operiere
auf der Menge Q) und die Gruppe H operiere auf der Menge A. Es sei) : G —
H ein Gruppenhomomorphismus und ¢ : Q — A eine weitere Abbildung. Fiir
die beirden Abbildungen ¢ und 1 gelte:

Vg € GVYw € Q : o(w?) = p(w)?@

Dann wird das Abbildungspaar (p,1) ein Homomorphismus von Gruppenope-
rationen genannt. Sind beide Abbildungen injektiv, so wird (p,v) auch Mo-

nomorphismus von Gruppenoperationen genannt und sind beide Abbildungen
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surjektiv, so wird (¢,v) auch ein Epimorphismus von Gruppenoperationen ge-
nannt. Sind beide Abbildungen bijektiv, so wird das Abbildungspaar (p,) ein

Isomorphismus von Gruppenoperationen genannt.

Definition 8. G-Homomorphismus

Es sei G eine Gruppe und 0 und A zwei Mengen. Es sei ¢ : G — G die
identische Abbildung und ¢ : Q@ — A eine Abbildung. Ist das Paar (¢,v) ein
Homomorphismus von Gruppenoperationen, so wird das Paar (p,v) auch ein
G-Homomorphismus genannt. Ist die Abbildung o zusdtzlich bijektiv, so wird

das Abbildungspaar (v, ) auch ein G-Isomorphismus genannt.

Definition 9. Bahn
Es sei Q) eine Menge und G eine Gruppe, die auf der Menge €0 operiert. Fir
jedes Element w € Q wird die Menge {w9|g € G} mit w% bezeichnet. Die

G

Menge w™ wird die Bahn von w unter der Operation der Gruppe G genannt.

Die Operation der Gruppe G definiert auch eine Aquivalenzrelation auf der
Menge -
Vw,w' € Q:wn~w <= w ew”

Definition 10. Block
Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge ) operiert. Es sei A eine Teilmenge
von Q und fir alle g € G bezeichne AY die Menge {096 € A}. Die Menge A

wird Block genannt, wenn folgende Aussage gilt:
VgeG:AINA#AD=— A=A

Definition 11. Untergruppenleiter
Es sei G eine Gruppe und es sei (Ay, ..., A,) ein n-Tupel, bei dem jede der n

Komponenten eine Untergruppe von G ist. Es soll weiterhin gelten.:

A =G und
‘v’1§z<n AiSAH—l vV AZZAZ—‘,-I

Dann wird (Ay,...,A,) eine Untergruppenleiter zwischen G und A, oder
Untergruppenleiter von G nach A, genannt.

Im weiteren Text werden Untergruppenleitern auch kurz als Leitern bezeichnet.
Fiir die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Algorithmen spielen Unter-

gruppenleitern eine zentrale Rolle.
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Definition 12. Partition
Essei{)1,..., \n} eine Menge, die aus paarweise disjunkten, nicht leeren Teil-
mengen der Menge {1,... ,n} besteht. Gilt weiterhin, dass |J \i = {1,...,n}

=1
ist, dann wird {\1, ..., A} auch eine Partition der Menge {1,...,n} genannt.

Definition 13. Younggruppe

Es sein > 1 und S, = ((1,2),(1,...,n)) die Symmetrische Gruppe auf
der Menge {1,...,n} und {\1,..., A} eine Partition der Menge {1,...,n}.
Dann wird die Untergruppe der S,, die aus dem Stabilisator der Partition
{1, ., A} besteht, als Younggruppe zur Partition {)\1,..., \n} bezeichnet.
Die Bezeichnung Sz, ... x,,) steht im weiteren Text immer fiir die Younggruppe

zur Partition {\1,..., A\n}.

Definition 14. Schlichter Graph

FEin geordnetes Paar (V, E) aus zwei Mengen V' und E wird als schlichter oder
einfacher Graph bezeichnet, wenn V eine endliche Menge und E eine Teilmen-
ge aller zweielementigen Teilmengen von V ist.

Die Menge E eines einfachen Graphen (V, E) wird als Kantenmenge und je-
des Element dieser Menge als Kante bezeichnet. Die Menge V' eines einfachen
Graphen (V, E) wird dabei als Knotenmenge und jedes Element dieser Menge
als Knoten bezeichnet. Zwei Knoten vy, vy eines Graphen (V, E) werden ge-
nau dann als benachbart bezeichnet, wenn {vy,ve} in der Menge der Kanten

enthalten ist.

Lemma 1. Fundamentallemma

Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge ) operiert und w € ) ein fest
gewdihltes Element. Dann ist die Abbildung o, : w% — G,\G, die jedes
Element w9 aus der Bahn von w auf die Rechtsnebenklasse ¢,(w9) = Gug

abbildet, ein G-Isomorphismus.

Satz 3.1.2. Es sei G eine Gruppe, die auf einer Menge ) operiert. Es be-
zeichne Lo die Menge {U|U < G} aller Untergruppen von G. Dann ope-
riert die Gruppe G durch Konjugation auf der Menge L. Die Abbildung
p: Q) — Lg, die jedes Element w € € auf seinen Stabilisator G, abbildet, ist

ein G-Homomorphismus.
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Satz 3.1.3. FEs sei G eine Gruppe, die transitiv auf einer Menge Q) operiert.
Weiterhin sei A ein Block. Dann operiert der Stabilisator G des Blockes A

transitiv auf den Elementen des Blockes.
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3.2 Homomorphieprinzip

Das Homomorphieprinzip von R. Laue [Lau82] ist ein sehr méchtiges Werkzeug
zur Konstruktion von diskreten Strukturen. Der Graphengenerator GRAD-
PART von T. Griiner [GLM97| und M. Meringer [Mer99|, der Graphen zu
einer gegebenen Gradpartition erzeugt, verdeutlicht die Stirke einer auf dem

Homomorphieprinzip beruhenden Konstruktionsstrategie.

Bei diesem Generator werden die konstruierten Graphen nicht explizit be-
schrieben, sondern wie bei einem Baukasten aus einzelnen Teilgraphen zusam-
mengesetzt. Kann jeder Graph aus einer Menge A mit jedem Graphen einer
Menge B auf eindeutige Weise kombiniert werden, so lassen sich durch Kom-
bination der beiden Mengen genau |A| - |B| Graphen konstruieren. Die Teil-
graphen, die auf diese Weise miteinander kombiniert werden koénnen, lassen
sich unter Verwendung des Homomorphieprinzips so schnell berechnen, dass
die Konstruktion der gesuchten Graphen im Durchschnitt pro Graph weniger
als einen CPU-Takt bendtigt.

Im Gegensatz zu anderen Verfahren, fiir die solche Geschwindigkeiten nicht
ungewohnlich sind, wurde jedoch nicht nur die Anzahl der gesuchten Graphen
bestimmt, sondern es wurden auch genaue Konstruktionsanleitungen zu allen

diesen Graphen generiert.

Satz 3.2.1. Homomorphieprinzip

Es seien G und H zwei Gruppen und  und A zwei Mengen. Die Gruppe G
operiere auf der Menge Q) und H operiere auf der Menge A. Es sei ® eine
surjektive Abbildung ® : Q@ — Aund es set ¥V : G — H ein Gruppenepimor-
phismus und fir die beiden Abbildungen ® und V gelte weiterhin:

d(w?) = d(w)"Y VgeGVwe
Dann folgt:

1. V5 € AVYh € H : Die Urbildmengen ®~ () und ®~1(6") enthalten

Elemente aus denselben Bahnen von G auf €.

2. Ist w9 = W' und ist P(w) = P(W'), so ist V(g) € Ho)-



16 Kapitel 3. Grundlagen
3. Sind Q und G endlich und ist {w1,...,w,} ein Reprasentantensystem
aller Bahnen von G auf €2, so gilt:
1 1« 1
Gl 19 ; [ep
Beweis.

1. V6 € AVh e HVg e U1 (h)Vw e Q :

wedP ) = P(w) =0 = ()" =" = O(wI) =" =

w? € oM

2. V6 € AVwi,wy € d71(0)Vg e G :

wlg = Wy —> (I)((,L)lg> = (I)((A)Q) - (ID(wl)‘I'(g) = (b(w2> -

69 = 5§ = U(g) € Hy

3. Zu jeder Bahn w{ existiert nach Lemma 1 ein G-Isomorphismus

i

¢ w¥ — G,,\G. Nach satz 3.1.1 ist die Linge der Bahn w{ daher
gleich |w&| = (G : G,,,) = % Da {wi,...,w,} ein Reprisentantensys-

tem aller Bahnen der Gruppe G auf €2 ist und alle diese Bahnen paarweise

disjunkt sind gilt:

T

01 =2 =2

=1
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3.3 Ordnungstreue Erzeugung

Die Ordnungstreue Erzeugung ist eine Technik, die es ermoglicht, auf effiziente
Weise ein minimales Repriisentantensystem zu einer Menge von Aquivalenz-
klassen zu konstruieren. Diese Technik wurde 1978 von I. A. Faradzev |Far7§|
und unabhéngig davon auch von R. C. Read [Rea78| gefunden. Die Darstellung
der Ordnungstreuen Erzeugung nach Faradzev ist zwar allgemeiner, an dieser
Stelle soll aber die Ordnungstreue Erzeugung nach Read beschrieben werden,

da diese leichter verstandlich ist.

Es seien eine natiirliche Zahl n und die Mengen €2y, ..., , gegeben. Auf je-
der der Mengen €, bis Q, sei eine Aquivalenzrelation gegeben. Fiir alle i < n
und Elemente wi,ws € §2; wird die Schreibweise w; ~ wy verwendet, um zu
beschreiben, dass w; und ws zueinander dquivalent sind. Fiir alle © < n und
jede Menge €2; wird eine Teilmenge von €2; als Reprisentantensystem bezeich-
net, wenn diese Teilmenge aus jeder der Aquivalenzklassen genau ein Element
enthélt. Die Elemente eines Repriasentantensystems werden Reprisentanten
genannt. Die Ordnungstreue Erzeugung ermoglicht es, zu jeder der Mengen €2,

bis €2,, ein Reprisentantensystem zu konstruieren.

Fiir alle @ < n sei eine Abbildung y; : €; — {0,1} gegeben, die genau
einem Element aus jeder Aquivalenzklasse den Wert eins und allen anderen
Elementen derselben Aquivalenzklasse den Wert null zuweist. Das Reprisen-
tantensystem, bestehend aus allen Elementen der Menge €2;, deren Bild unter

der Abbildung x; gleich eins ist, wird mit £; bezeichnet.

Um die Ordnungstreue Erzeugung anwenden zu kénnen, wird fiir alle ¢« < n
eine Methode bendtigt, mit Hilfe derer sich aus den Elementen der Menge
Q; Elemente aus der Menge €);,1 konstruieren lassen. Dabei soll es durchaus
erlaubt sein, aus einem einzigen Element der Menge €2; mehrere Elemente der
Menge €2;11 zu erzeugen. Dann kann mit Hilfe einer Abbildung beschrieben
werden, welche Elemente aus der Menge €2, aus jedem einzelnen Element der
Menge €2; konstruiert werden kénnen. Diese Abbildungen werden im Folgenden

als Erweiterungsfunktionen bezeichnet. Es bezeichne P(£2;41) die Potenzmenge
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der Menge €2;,1, dann kann die Erweiterungsfunktion als 1; : Q; — P(Q;11)

definiert werden.

Bedingung 1. Fir alle i@ < n und jedes Element w; 11 € L;11 existiert ein

w; € L;, so dass w;y1 in der Menge Y;(w;) enthalten ist.

Zu jeder der Mengen €2y bis €2, sei eine totale Ordnungsrelation gegeben.
Bei der Ordnungstreuen Erzeugung nach Read werden weniger restriktive An-
forderungen an diese Ordnungsrelationen gestellt. In der vorliegenden Arbeit
wird die Ordnungstreue Erzeugung jedoch nur in Zusammenhang mit einer
Totalordnung verwendet und soll daher auch so beschrieben werden.

Fiir jedes i < n und Elemente w;,wy € ; wird die Schreibweise w; < w9 an-
gewendet, um auszudriicken, dass das Tupel (w1, ws) in der Ordnungsrelation
enthalten ist. Ebenso wird fiir je zwei Elemente wy,ws € §2; die Schreibweise
w; < we angewendet, um auszudriicken, dass das Tupel (wy,ws) in der Ord-
nungsrelation enthalten ist und gleichzeitig wy # wy gilt. Fiir Elemente wq, ws €
Q; wird im Folgenden w; als kleiner beziehungsweise grofier als das Element

wy bezeichnet, wenn w; < wy bezichungsweise w; > wsy gilt.

Fiir alle ¢ < n sei eine Abbildung f; : £;1.1 — L; wie folgt definiert.
Es bezeichne w;,; ein beliebiges Element aus der Menge £;.,. Dann soll w;;
durch die Abbildung f; auf das kleinste Element w; aus der Menge £; abgebildet

werden, fiir das gilt, dass w; ;1 in der Menge Y;(w;) enthalten ist.

Bedingung 2. Fir alle 1 < n st die Abbildung f; monoton steigend, in dem

Sinne, dass fir alle wy,ws € Li11 mit wy < wy gilt, dass fi(w1) < fi(ws) ist.
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Algorithmus Ordnungstreues Erzeugen

Input: L; \\ Reprisentantensystem zur Menge 2;
T, \\ Erweiterungsfunktion
< \\ Ordnungsrelation auf der Menge €2,
Xit1 \\ Kanonizitatspridikat auf der Menge ;11

Output: L1 \\ Reprisentantensystem zur Menge 2,1

1 Livi+ 0

2 foreach (z € L; ) \\ durchlaufe in aufsteigender Reihenfolge

3 foreach (y € T;(x)) \\ durchlaufe in aufsteigender Reihenfolge

4 if (0==1L;11 or y>max(Li1+1))

5 if (true == xi4+1(y) )

6 Liv: < Liyr U {y}

7 endif

8 endif

9 end

10 end

Im Pseudocode des Algorithmus zur Ordnungstreuen Erzeugung sollen in
Zeile 2 die Elemente der Menge £; in aufsteigender Reihenfolge entsprechend
der gegebenen Ordnungsrelation durchlaufen werden. Genauso sollen auch in
Zeile 3 fiir alle Elemente z € £; die Elemente der Menge T;(z) in aufsteigen-
der Reihenfolge durchlaufen werden. Sind diese beiden Voraussetzungen er-
fiillt und sind die Bedingungen 1 und 2 der Ordnungstreuen Erzeugung erfiillt,
so berechnet der Algorithmus fiir alle ¢ < n aus dem Représentantensystem
L; das Reprisentantensystem L;,;. Die Korrektheit dieses Algorithmus wird

in |Rea78| nachgewiesen.
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3.4 Doppelnebenklassen

Es bezeichne G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Zu jedem g € G
wird die Menge Ug = { ug | u € U} als Rechtsnebenklasse der Gruppe U in der
Gruppe G bezeichnet. Zwei Rechtsnebenklassen Ug; und Ugs sind entweder
identisch oder disjunkt:

UpNUg #D <= FueclU:ug =g < JuclU:Ug =Uug, = Ugy

Die Menge aller Rechtsnebenklassen von U in G wird mit U\G bezeichnet. Im
weiteren Textverlauf werden Rechtsnebenklassen auch kurz als Nebenklassen
bezeichnet.

Es sei B eine Untergruppe von G und v : U\G x B — U\G eine Abbil-
dung mit v(Ug,b) = Ugb fiir alle ¢ € G und b € B. Diese Abbildung ist
eine Gruppenoperation, denn fiir alle g € G gilt v(Ug, 15) = Ug und es gilt

weiterhin:
Vg eG Vbhbg eB: V(V(Ug,bl), bg) = Ugblbg = V(Ug,blbg)

Es sei V' eine weitere Untergruppe von G, mit U < V. Die Gruppe B operiert
natiirlich genauso durch Rechtsmultiplikation auf der Menge V' \G. Es bezeich-
ne v/ die Gruppenoperation auf der Menge V\G.

Es sei ¢ : U\G — V\G eine Abbildung mit p(Ug) = Vg fiir alle g € G.
Dann ist die Abbildung ¢ ein B-Homomorphismus, denn fiir alle ¢ € G und
b e B gilt:

(v(Ug,b)) = p(Ugb) = Vgb=1'(Vg,b) = ' (¢(Ug),b)

Auf diese Weise ergibt sich eine Fiille von B-Homomorphismen zwischen
den Nebenklassenmengen von verschiedenen Untergruppen von G.
Es bezeichne (Ay, ..., A,) eine Untergruppenleiter mit A; = G und A; < G fiir
alle © < n. Dann existiert zu dieser Leiter eine Menge von n — 1 verschiedenen
B-Homomorphismen:
Fiir alle ¢ < n mit A; < A;,; ist die Abbildung ¢; : A,\G — A;11\G mit
©i(Aig) = Aiy19 ein B-Homomorphismus.
Genauso ist auch fiir alle i < n, mit A;;; < A; die Abbildung ¢; : 4;11\G —
A\G mit p;(A;119) = A;g ein B-Homomorphismus.
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Diese Menge von B-Homomorphismen kann dazu verwendet werden fiir alle
i < n die Bahnen und Stabilisatoren aller Nebenklassen aus der Menge A;\G

unter der Operation der Gruppe B zu bestimmen.

Bezeichnet v : U\G x B — U\G die Operation einer Gruppe B auf der
Nebenklassenmenge U\G dann wird im weiteren Text die Operation eines Ele-
mentes b € B auf einer Nebenklasse Ug € U\G nicht mehr als v(Ug, b) sondern
kurz als Ug® geschrieben. Operiert die Gruppe B auf der Menge U\G, so wird
die Bahn {Ugb|b € B} der Nebenklasse Ug im weiteren Text mit Ug® be-
zeichnet.

Die Vereinigungsmenge | J,. 5 Ugb = {ugb|u € U,b € B} aller Nebenklassen ei-
ner Bahn wird Doppelnebenklasse genannt. Die Doppelnebenklasse | J,. 5 U gb
wird im weiteren Text mit UgB bezeichnet. Die Menge aller Doppelneben-
klassen von U und B in der Gruppe G wird mit U\G/B = {UgB|g € G}

bezeichnet.

Die Betrachtung von Doppelnebenklassen ist von besonderem Interesse, da
sich viele Probleme aus der Gruppentheorie mit Hilfe von Doppelnebenklassen
l16sen lassen. Dazu zéhlen schwierige Isomorphieprobleme, wie dies in den fol-
genden Kapiteln erlautert wird, aber auch die Berechnung der Schnittmenge

zweier, nur durch ihre Erzeuger gegebener Untergruppen von G.

Lemma 2. Es seien A und B zwei Untergruppen von G. Die Gruppe B ope-
riere durch Rechtsmultiplikation auf der Menge A\G.

Der Stabilisator B, einer beliebigen Nebenklasse Ag € A\G unter der Opera-
tion der Gruppe B ist identisch mit der Schnittmenge ¢~ *Ag N B.

Beweis. Die Schnittmenge g~ ' AgN B ist eine Teilmenge des Stabilisators By,
denn fiir alle ¢ € g7'Ag N B gilt gcg~' € A und daraus folgt:

Ag® = Age = Ageg™'g = Ag

Umgekehrt muss fiir jedes Element ¢ aus dem Stabilisator B, gelten, dass
Agc = Ag ist. Daraus folgt g~'Agec = g~1Ag und daher gilt auch ¢ € g~ Ag.
m

Aus Lemma 2 folgt auch, dass der Stabilisator By = {b € B| Ab = A} der
Nebenklasse A identisch ist zur Schnittmenge der beiden Gruppen A und B.
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Mit Hilfe der in den folgenden Kapiteln vorgestellten Algorithmen kann daher
auch die Schnittmenge BN A berechnet werden. Der Zusammenhang zwischen
dem Stabilisator einer Nebenklasse und der Schnittmenge zweier Gruppen wird

in den folgenden Kapiteln eine wichtige Rolle spielen.
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3.5 Split Lemma

Das Split Lemma, beschreibt eine universell einsetzbare Abbildung, anhand de-
rer Isomorphieprobleme in unterschiedlichsten Objektmengen in Isomorphie-
probleme von Nebenklassen umgewandelt werden konnen. Der Urheber des

Split Lemmas ist unbekannt.

Unter Anwendung des Split Lemmas konnen unterschiedlichste Isomorphie-
probleme, wie zum Beispiel das Graphenisomorphieproblem, in ein Isomorphie-
problem auf Nebenklassen umgewandelt werden, das mit den in den folgenden
Kapiteln vorgestellten Algorithmen gelost werden kann. Auf diese Weise kann
derselbe Algorithmus zur Losung von sehr unterschiedlichen Isomorphiepro-

blemen genutzt werden.

Satz 3.5.1. Split Lemma

Eine Gruppe G operiere transitiv auf einer Menge ). Es sei B eine Untergruppe
von G und w ein fest gewdhltes Element aus (). Der Stabilisator von w in G
wird mit G,, bezeichnet. Die Menge aller Bahnen von B auf Q wird mit Q\B
bezeichnet.

Dann ezistiert eine bijektive Abbildung p : Q\B — G,\G/B, die fiir alle g €
G die Bahn w9P auf die Doppelnebenklasse G,gB abbildet.

Beweis. Die Gruppe B operiert durch Rechtsmultiplikation auf der Menge
G, \G, der Menge der Rechtsnebenklassen von G, in G. Nach Lemma 1 ist die
Abbildung 1 : W% — G, \G, 9 : w9 — Guyg fiir jedes fest gewiihlte w € Q
ein G-Isomorphismus. Da G transitiv auf der Menge €2 operiert, gilt w% = (.
Da B eine Untergruppe von G ist, operiert B sowohl auf der Menge 2 als
auch auf der Menge G, \G. Da 9 ein G-Isomorphismus ist, werden nach dem
Homomorphieprinzip 3.2.1 zwei Elemente aus der Menge 2\ B genau dann auf
Elemente aus derselben Bahn abgebildet, wenn diese zwei Elemente der Menge
Q\ B bereits in derselben Bahn lagen.

O
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Beispiel

In Abbildung 3.1 sind zwei schlichte Graphen dargestellt. Es stellt sich die
Frage, ob es moglich ist, die Nummerierung der Ecken des Graphen A so zu
vertauschen, dass dieser identisch zum Graphen B wird.

Viele Isomorphieprobleme, wie das Graphenisomorphieproblem aus diesem Bei-
spiel, konnen mit Hilfe des Split Lemmas auf Isomorphieprobleme von Dop-
pelnebenklassen abgebildet und dann gelost werden. Auf diese Weise kann
derselbe Algorithmus zur Lésung von ganz unterschiedlichen Isomorphiepro-

blemen eingesetzt werden.

1 1

8%2 8 2

/AL, 3

6
5

(a) Graph A (b) Graph B

Abbildung 3.1: Zwei schlichte Graphen auf acht Knoten

Die Menge aller schlichten Graphen, die aus acht Knoten und sechzehn Kan-
ten bestehen, soll als 2 bezeichnet werden. Die beiden zu untersuchenden Gra-
phen A und B sind also in der Menge (2 enthalten. Alle Graphen dieser Menge
haben dieselbe Knotenmenge und zwar die Menge {1,...,8}. Jede Kante eines
dieser Graphen wird durch eine zweielementige Teilmenge der Knotenmenge

beschrieben.

Zuerst einmal soll exakt beschrieben werden, wie genau die Nummerierung
der Ecken eines Graphen gedndert werden kann. Die Gruppe Sy, welche Sym-
metrische Gruppe genannt wird, bezeichnet die Gruppe aller moglichen Per-
mutationen von acht Punkten. Diese Gruppe operiert auf der Knotenmenge

{1,...,8} und damit auch auf der Menge aller zweielementigen Teilmengen
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der Knotenmenge. Die Menge {2,5} wird beispielsweise durch die Permutati-
ong=(3334287%) auf die Menge {2,5}9 = {29,59} = {3, 7} abgebildet.
Die Menge aller zweielementigen Teilmengen der Menge {1,...,8} wird mit
K bezeichnet. Die Sg operiert auch auf der Menge aller Teilmengen von K,
indem jede Menge A = {41, ...,9,,} durch jedes Element g € Sg auf die Menge
A9 ={67,...,09 } abgebildet wird.

Zu jeder 16-elementigen Teilmenge von K existiert genau ein Graph in der
Menge €2, dessen Kantenmenge aus diesen 16 Kanten besteht. Da sich die
Graphen der Menge €2 nur durch ihre Kanten unterscheiden, kann aus der
Operation der Sg auf der Menge der Teilmengen von K eine Operation der
Ss auf der Menge () abgeleitet werden. Die Menge () ist abgeschlossen unter

dieser Operation.

Die Menge {{1,2}, {1,4}, {1,6}, {1,8}, {2,3}, {2,4}, {2,8}, {3,4}, {3,5},
{3,7}, {4,5}, {5,6}, {5,7}, {6,7}, {6,8}, {7,8}} ist die Kantenmenge des
Graphen A. Dieser Graph wird zum Beispiel durch die Permutation g =
(3334287%) auf den Graphen mit der Kantenmenge {{2,3}, {2,5}, {2,6},
{2,8}, {3,1}, 3,5}, {3,8}, {1,5}, {1, 7}, {1,4}, {5,7}, {7,6}, {7,4}, {6, 4},
{6,8}, {4,8}} abgebildet.

Diese Operation der Gruppe Sg auf der Menge 2 wurde in der urspriingli-
chen Fragestellung als Umnummerierung bezeichnet. Daher kann die urspriing-
liche Fragestellung wie folgt umformuliert werden: Liegen die beiden Graphen
A und B in derselben Bahn unter der Operation der Sg?

Um das urspriingliche Graphenisomorphieproblem mit Hilfe des Split Lem-
mas auf ein Doppelnebenklassenproblem abbilden zu kénnen, wird eine Gruppe
benoétigt, die transitiv auf der Menge €2 operiert. Die zuvor beschriebene Ope-
ration der Sy auf der Menge 2 ist jedoch nicht transitiv.

Die Menge K besteht aus den (S) = 28 verschiedenen zweielementigen Teil-
mengen der Menge {1,...,8}.
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Die Elemente der Menge K werden mit folgenden Bezeichnungen versehen:

i1 =4{1,2} i13={1,3} dyu={1,4} i35 ={1,5} i1s=1{1,6}
i17 =4{1,7} i1 = {1,8} oz ={2,3} iy ={2,4} o5 ={2,5}
Qo = {2,6} doy = {2,7} idos ={2,8} i3y ={3,4} i35 ={3,5}
iso = {3,6} 137 ={3,7} iss = {3,8} s ={4,5} is={4,6}
isg = {4, 7T} s ={4,8} iss ={5,6} isy ={5,7} iz ={5,8}
igr = {6,7} igs = {6,8} irs={7,8}

Die Syg, die Symmetrische Gruppe auf den 28 Elementen der Menge K ope-
riert auf natiirliche Weise auf den 28 Elementen der Menge K. Diese Gruppe
kann auch als die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge K auf sich
selbst aufgefasst werden. Die Syg operiert auch auf der Menge aller Teilmengen
,0m} € K durch jedes Element g € Sag
09 } abgebildet wird. Auf diese Weise operiert die

von K, indem jede Menge A = {4y, ...
auf die Menge A9 = {47, ...,
Sog auch auf der Menge €2 und diese Operation ist sogar transitiv. In Anleh-
nung an die Bezeichnungen des Split Lemmas wird die Gruppe Ssg im weiteren
Text mit G bezeichnet.

Wie zuvor beschrieben, operiert auch die Sg auf der Menge K. Es bezeichne
v: K x Sg — K die entsprechende Abbildung zur Gruppenoperation der Sg
auf der Menge K. Wird die Gruppenoperation v auf die Operation eines einzel-
nen Gruppenelementes g eingeschrinkt, so ergibt sich eine bijektive Abbildung

von der Menge K auf sich selbst:

vy K — K, v,(k)=v(k,g) Vk e K

Da die Ssg auch als Gruppe aller bijektiven Abbildungen der Menge K auf
sich selbst aufgefasst werden kann, entspricht die Abbildung v, dann wiederum
einem Element der Gruppe G.

Dieser Zusammenhang kann wiederum durch eine Abbildung ¢ : Sy — Sog

mit p(g) = v, € Sas beschrieben werden, fiir die Folgendes gilt:

V{i,j} € KVh e Sy : {i,j}" ={w(i,h),v(j,h)} = {i,j}*"
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g98Y) und (37543878)

Da die Sg durch die beiden Permutationen ( 234
s ¢ eindeutig durch die Bilder

erzeugt wird, kann der Gruppenmonomorphismu
dieser beiden Permutationen beschrieben werden:
12345678 —
90((21345678)) =

(2:12 113 114 115 ©16 117 18 123 124 125 126 927 128 34 135 136 937 138 145 46 47 148 U56 i57 58 167 168 ”é78)
i12 923 924 25 26 27 128 113 114 115 16 17 118 134 135 136 137 138 145 46 47 U148 U56 i57 58 U67 168 178

((12343678)) =

PW23156781

(?12 113 114 115 916 117 918 23 @24 925 126 127 128 34 35 136 937 138 145 46 147 48 U156 U57 58 167 68 1:78)
123 G24 25 26 427 28 112 34 135 136 137 38 113 145 146 47 48 114 U56 i57 i58 115 i67 68 116 i78 117 118

Die Bildmenge der Sg unter dem Gruppenmonomorphismus ¢ ist eine Unter-
gruppe von G, die im Folgenden mit B bezeichnet wird. Diese Gruppe B wird
von den beiden Gruppenelementen o((32342878)) und ¢((3334281%))
erzeugt. Um das Split Lemma anwenden zu kénnen muss jetzt nur noch ein
Element w aus der Menge () ausgewahlt und dessen Stabilisator unter der Ope-
ration der Gruppe G berechnet werden. Der Graph aus der Menge 2 mit der

Kantenmenge
{212, 113,114, %15, 216, 117, 218, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 134, 135, 236}

soll mit w bezeichnet werden. Der Stabilisator G, von w in G ist identisch mit

dem mengenweisen Stabilisator der Kantenmenge von w in G.

Aufgrund der Transitivitat der Operation der Gruppe G auf der Menge ()

kann der Graph A als w9 geschrieben werden, wobei g; =

(7/12 Z13 Z14 Z15 7416 7417 7418 223 '524 Z25 126 7/27 128 Z34 Z35 Z36 7437 7438 7445 7446 '547 Z48 156 7/57 158 7167 268 Z78 )
112 914 116 18 923 924 128 134 135 137 145 U156 157 167 468 78 113 115 117 125 126 127 136 138 146 147 148 958

ist. Ahnliches gilt fiir den Graphen B, der identisch mit dem Graphen w92 ist,

wobei gy =

(1:12 113 414 15 116 17 18 123 %24 P25 (26 127 28 934 U35 136 37 38 U145 146 147 %48 i56 i57 58 l67 68 i78 )
12 913 117 G118 123 G24 128 134 135 145 146 156 57 167 68 irs 114 115 116 (25 126 G127 36 137 U138 47 U148 158

ist.
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Nach dem Split Lemma wird die Bahn des Graphen A durch die in satz 3.5.1
definierte Abbildung p auf die Doppelnebenklasse G, g, B abgebildet. Die Bahn
des Graphen B wird auf die Doppelnebenklasse G, g, B abgebildet. Die beiden
Doppelnebenklassen G,g1 B und G,g2B sind genau dann identisch, wenn ein
b € B existiert, so dass w9’ = w9 ist. Dieses Element b kann mit Hilfe der
Algorithmen, die in den folgenden Kapiteln beschrieben werden, gefunden wer-

den.

Auf diese Weise kann die Permutation b =

(1:12 113 14 115 G116 117 18 %23 i24 U125 i26 %27 P28 134 135 36 137 38 145 46 147 U148 i56 57 58 i67 i68 U178 )

712 114 13 115 117 116 %18 124 123 125 227 126 128 134 145 147 146 148 135 137 136 138 157 156 158 167 178 168

aus der Gruppe B gefunden werden, fiir die G,g:0 = G g gilt. Das Urbild

dieser Permutation B unter dem Gruppenhomomorphismus ¢ ist die Permu-
: /(12345678

tation b’ = (12435768).

Die urspriingliche Fragestellung kann daher mit ,,ja“ beantwortet werden, denn

der Graph A wird unter der Operation des Gruppenelementes b’ auf den Gra-

phen B abgebildet.



Kapitel 4
Das Leiterspiel nach Schmalz

Das Leiterspiel ist eine von Bernd Schmalz [Sch90| entwickelte Technik, die
es ermoglicht, viele diskrete Strukturen und insbesondere auch Doppelneben-
klassen auf duferst effiziente Weise zu konstruieren. Seine Stirke verleiht dem
Leiterspiel das von Reinhard Laue [Lau82| entwickelte Homomorphieprinzip
3.2.1, das Homomorphismen von Gruppenoperationen dazu benutzt, schwie-
rige Problemstellungen auf einfachere zuriickzufiihren. Seine beeindruckende

Effizienz hat dieser Ansatz langst unter Beweis gestellt.

In den sogenannten Splittingschritten des Leiterspiels werden, auf Basis des
Homomorphieprinzips, die Lésungen eines einfacheren Problems zu Losungen
von schwierigeren Problemen verfeinert (splitting orbits). Eine Besonderheit
des Leiterspiels im Unterschied zu fritheren Ansdtzen ist die Verwendung von
sogenannten Fusingschritten, in denen Bahnen vereinigt (fusing orbits) werden,
indem Homomorphismen in der umgekehrten zu der sonst iiblichen Richtung
verwendet werden. Diese scheinen das zu l6sende Problem auf den ersten Blick
zu vergrofsern, eroffnen jedoch neue Moglichkeiten sich der Lésung anzunahern.
Spatestens wenn von der betrachteten Menge aus keine weiteren Splitting-Ho-
momorphismen mehr existieren, die eine direkte Anndherung an die Ldsung
ermoglichen wiirden, wird diese umgekehrte Verwendung von Homomorphis-
men besonders wertvoll.

Ein Beispiel fiir eine Situation, in der dieses Problem auftritt, ist die folgen-
de. Es seien A und B zwei Untergruppen zu einer gegebenen Gruppe G.

Zu diesen Gruppen sollen die Doppelnebenklassen A\G/B schrittweise be-
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rechnet werden. Ist die Gruppe A eine maximale Untergruppe in G, so exis-
tiert zu keiner echten Untergruppe C' < GG ein G-Homomorphismus der Form
o A\G — C\G, mit p(Ag) = Cg. Daher existiert zu keiner nicht trivialen
Menge von Doppelnebenklassen ein geeigneter G-Homomorphismus, mit Hilfe
dessen die gesuchte Menge von Doppelnebenklassen in einem Splittingschritt
konstruiert werden konnte. Diese Situation wird beim Leiterspiel gelost, indem
statt eines Splittingschrittes ein Fusingschritt zur weiteren Konstruktion der

gesuchten Doppelnebenklassen eingesetzt wird.

In diesem Kapitel wird der Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz vorgestellt,
wobei die Beschreibung angelehnt ist an die Darstellung in [Lau93]. Dieser Al-
gorithmus ist dazu geeignet, ein minimales Reprisentantensystem aller Bahnen
einer Gruppe B auf einer Menge (2,, zu berechnen.

Ist die Menge €2, zum Beispiel eine Menge von Rechtsnebenklassen, auf der die
Gruppe B durch Rechtsmultiplikation operiert, so wird mit dem Leiterspiel-
Algorithmus ein minimales Représentantensystem aller Doppelnebenklassen
konstruiert. Die Vertreter dieses minimalen Reprisentantensystems werden in
Abgrenzung zu den ibrigen Bahnelementen auch als kanonische Bahnreprésen-
tanten bezeichnet. Weiterhin werden zu allen Bahnrepréisentanten die zugeho-
rigen Stabilisatoren in der Gruppe B berechnet. Der Algorithmus konstruiert
auch eine Abbildung n, : 2, — B mit der Eigenschaft, dass fiir alle w € Q,,
das Element w™®) in der Menge der kanonischen Bahnrepriisentanten enthal-

ten ist. Diese Abbildung wird fusionierende Abbildung genannt.

4.1 Voraussetzungen

Es sei B eine Gruppe und (€,...,£,) ein n-Tupel von Mengen mit der Ei-
genschaft, dass die Gruppe B auf jeder der Mengen €y, ..., 2, operiert. Fiir je
zwei aufeinander folgenden Mengen ; und ;1 des Tupels (€2, ...,€,) soll
zusitzlich gelten, dass entweder ein B-Homomorphismus ¢; : ;11 — §2; oder
ein surjektiver B-Homomorphismus ; : €2; — €2, existiert. Mit Hilfe dieser
B-Homomorphismen werden iterativ aus den Reprasentanten 7; der Bahnen
von B auf der Menge (; die Reprisentanten 7;,; der Bahnen von B auf der

Menge ;.1 berechnet. Dies geschieht unter Verwendung der Stabilisatoren
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der Repréisentanten aus der Menge 7; und einer sogenannten fusionierenden
Abbildung n; : €; — B. Weiterhin wird zu jedem Représentanten t € T;,4
auch der Stabilisator B; in der Gruppe B und die fusionierende Abbildung
Niv1 : y1 —> B berechnet. Die Menge der Stabilisatoren und die fusio-
nierende Abbildung bilden wiederum die Grundlage fiir den darauf folgenden

Iterationsschritt.

Wenn zur Konstruktion des Représentantensystems 7;,; ein B-Homomor-
phismus ; : Q; — ;1 verwendet wird, so wird dieser Konstruktionsschritt
als Fusingschritt bezeichnet. Wenn zur Konstruktion des Reprasentantensys-
tems T;,; ein B-Homomorphismus ; : ;.7 — €2; verwendet wird, so wird
der entsprechende Konstruktionsschritt als Splittingschritt bezeichnet.

Zum Starten der Iteration wird das Reprasentantensystem 7 zusammen mit
der fusionierenden Abbildung 7; und den Stabilisatoren aller Elemente der

Menge 77 als bekannt vorausgesetzt.

4.2 Fusionierende Abbildung

Die fusionierenden Abbildungen ermdglichen es, fiir alle ¢+ < n und zu jedem
Element w € €2; den kanonischen Reprisentanten der Bahn dieses Elementes
zu bestimmen. In jedem Fusing- oder Splittingschritt von €2;_; nach €); soll
neben der Menge 7; und der Menge der Stabilisatoren auch eine fusionierende
Abbildung n; : Q; — B berechnet werden. Diese fusionierende Abbildung 7,
ordnet jedem Element w € §2; ein fusionierendes Element aus der Menge B
zu. Jedes dieser fusionierenden Elemente 7;(w) hat die besondere Eigenschaft,
dass w™(“) in der Menge T liegt.

Da der Definitionsbereich der fusionierenden Abbildungen mitunter sehr grofs
ist, wiirde bei direkter Speicherung aller Paare von Urbild- und Bildelementen
sehr viel Speicher benétigt werden. Daher soll die fusionierende Abbildung 7;
immer aus einer Menge von Abbildungen fi, ..., f; berechnet werden, die einen
geringen Speicherbedarf haben. Diese Abbildungen f1, ..., f; werden wie folgt
definiert:

Die Abbildung f; : Q; — B sei identisch zu der nach Voraussetzung gege-
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benen fusionierenden Abbildung 7;. Ist der Konstruktionsschritt, in dem die
Menge T; konstruiert wird, ein Fusingschritt, so ist die Abbildung f; auf der
Menge {p;_1(t) |t € T;_1} definiert, wobei ¢;_; den B-Homomorphismus von
Q;_1 nach §; bezeichnet. Ist der Konstruktionsschritt, in dem die Menge T;
konstruiert wird, ein Splittingschritt, so ist die Abbildung f; auf der Menge
{w € Q| pi—1(w) € T;_1} definiert, wobei ¢;_; den B-Homomorphismus von
Q; nach ;1 bezeichnet. Jede der Abbildungen f; entspricht einer auf den
entsprechenden Definitionsbereich eingeschriankten fusionierenden Abbildung
n;. Die Abbildungen fi,..., f; konnen dann schrittweise zusammen mit den

kanonischen Reprisentanten der Mengen 77, ...,T; berechnet werden.

Sind fiir ein 1 < ¢ < k die Abbildungen f; bis f; bekannt und soll zu einem
gegebenen Element w € (); das fusionierende Element berechnet werden, so
kann dieses wie folgt rekursiv bestimmt werden:

Ist der Konstruktionsschritt, in dem die Menge T; bestimmt wurde, ein Split-
tingschritt, so wird zuerst das Element 6 = ¢; ;(w) berechnet. Ist der Kon-
struktionsschritt, in dem die Menge 7; bestimmt wurde, hingegen ein Fusing-
schritt, so wird zuerst eines der Elemente § € €;_; mit ¢;_1(0) = w bestimmt.
Anschliefend wird das Element b; = 1;_1(§) € B berechnet. Das Element w®
liegt im Definitionsbereich der Funktion f;, denn §* ist in der Menge T;_; ent-
halten. Daher kann das Element by = f;(w”) € B berechnet werden. Dann ist
das Element 0,0y ein fusionierendes Element zum Element w, denn b;by liegt
in der Gruppe B und w”®? in der Menge T;. Auf diese Weise kann zu allen

w € (; die fusionierende Abbildung n; bestimmt werden.

4.3 Splitting Orbits

Existiert fiir ein ¢+ < n ein B-Homomorphismus ¢; : ;.7 — €);, so kann
die Menge T, in einem Splittingschritt aus der Menge T; berechnet werden.
Weiterhin kann eine fusionierende Abbildung 7;,; : 2 — B bestimmt und zu

jedem Element ¢ € T;,; der Stabilisator B; berechnet werden.
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4.3.1 Voraussetzungen

Fiir die Durchfiihrung eines Splittingschritts werden die Menge T;, die fu-
sionierende Abbildung 7; und zu jedem t € T; der Stabilisator B; bendtigt.
Zudem werden zwei Teilalgorithmen verwendet, die zu einem gegebenen Ele-
ment w € ;4 und einer gegebenen Gruppe U < B, deren Bahn wY kurz ist,
Folgendes berechnen:

Der Algorithmus FindOrbitRep(w,U) bestimmt einen kanonischen Représen-
tanten t zur Bahn w? und gibt ein u € U zuriick, fiir das 6* = t ist. Die Auswahl
des Bahnrepriasentanten ¢ muss unabhéngig davon sein, welches Bahnelement

aus der jeweiligen Menge wV an den Algorithmus iibergeben wird. Es gilt also:

Yw € Qi—&—lv{S c (,UU : wFindOrbitRep(w,U) — 6F'£7Ld0rbitRep(6,U)

Der Algorithmus ReduceStab(w, U) berechnet den Stabilisator von w in U.

4.3.2 Vorgehen beim Splitting Orbits

1. Setze X gleich T;, der Menge der kanonischen Bahnreprisentanten in €2;,
und Tj; = 0.

2. Wihle ein beliebiges Element s aus der Menge ¥ aus und bestimme die

Menge I = {w € Q;11 | pi(w) = s} und den Stabilisator B;

3. Wihle ein beliebiges Element w aus der Menge II. Berechne das Element
b = FindOrbitRep(w, By) und setze f;i1(w) = 0.

4. Ist w® = w, so wird w zum Repriisentantensystem 7;,; hinzugefiigt und
mit Hilfe des Algorithmus ReduceStab(w,By) der Stabilisator B, berech-

net.

5. Entferne w aus der Menge II. Enthélt die Menge II weitere Elemente,
fahre fort mit Schritt 4.

6. Entferne s aus der Menge ». Enthélt die Menge > weitere Elemente,
fahre fort mit Schritt 2.
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4.4 Fusing Orbits

Existiert fiir ein © < n ein B-Homomorphismus ¢; : ; — €;., so kann
die Menge T;,; in einem Fusingschritt aus der Menge 7; berechnet werden.
Weiterhin kann eine fusionierende Abbildung 7;,; : 2 — B bestimmt und zu

jedem Element ¢ € T;,; der Stabilisator B; berechnet werden.

4.4.1 Voraussetzungen

Fiir die Durchfiihrung eines Fusingschritts werden die Menge T}, eine fusionie-
rende Abbildung 7; und zu jedem t € T; der Stabilisator B; benétigt. Zudem
wird ein Teilalgorithmus EztendGroup(b, U) verwendet, der zu einem gegebe-
nen Element b € B und einer gegebenen Gruppe U < B die kleinste Unter-
gruppe von B berechnet, die sowohl die Untergruppe U als auch das Element
b enthalt.

4.4.2 Bestimmung der Bahnreprasentanten

1. Setze II gleich der Menge T; und T;, 1 = {).

2. Wihle ein beliebiges Element ¢ aus der Menge II aus und bestimme die
Menge ¥ = {wb € Q;|pi(w) = @i(t),b = ni(w)}. Damit entspricht die
Menge ¥ der Menge aller Bahnreprisentanten s € T; mit ;(s) € o;(t)%.

3. Fiige das Element ¢;(t) zur Menge T}, hinzu.

4. Entferne alle Elemente, die in der Menge ¥ enthalten sind, aus der Menge
I1. Enthélt die Menge II weitere Elemente, fahre fort mit Schritt 2.

4.4.3 Bestimmung der fusionierenden Abbildung und der

Stabilisatoren

Die fusionierende Abbildung 7;;; kann, wie in Kapitel 4.2 beschrieben, aus
der in Kapitel 4.4.1 als bekannt vorausgesetzten fusionierenden Abbildung 7;
und einer Funktion f;,; berechnet werden. Die Funktion f;,; wird wie folgt

bestimmt:
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1. Setze II gleich der Menge aller Bahnreprasentanten 7.

2. Wibhle ein Element ¢ aus der Menge II aus und setze X gleich der Menge
{s € Qi|pi(s) = t}. Damit entspricht die Menge ¥ der Menge aller
Urbilder von ¢. Setze U = (1p).

3. Wihle ein Element s aus der Menge > aus und berechne das fusionierende

Element 7;(s), das mit b bezeichnet wird.

4. Das Element s’ ist in der Menge T; enthalten. Setze fi,i(pi(s%)) =
fin (") =b7"

5. Wenn ;(s’) = t ist, so kann die Gruppe U, die eine Untergruppe des Sta-
bilisators B; ist, erweitert werden: Wenn |U| < |By| ist, setze U = By,

andernfalls ersetze U durch das Ergebnis des Algorithmus EztendGroup (b, U).

6. Entferne s aus der Menge . Enthélt die Menge ¥ weitere Elemente,
fahre fort mit Schritt 3.

7. Die Gruppe U ist jetzt identisch mit dem gesuchten Stabilisator B;. Ent-
ferne t aus der Menge II. Enthélt die Menge II weitere Elemente, fahre
fort mit Schritt 2.
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Kapitel 5

Der Kanonisierungsalgorithmus

am Beispiel eines Wirfels

In diesem Kapitel sollen der Ablauf und die Ideen hinter den in den folgenden
Kapiteln beschriebenen Kanonizitétstests vorgestellt werden. Der Schwerpunkt
dieses Kapitels liegt auf einer intuitiven und anschaulichen Beschreibung des
Kanonizitétstests. Daher wurde an vielen Stellen auf eine exakte Beschreibung
der Vorgehensweise verzichtet. Eine genaue und mathematisch fundierte Dar-
stellung des Algorithmus folgt im Kapitel 7.

Der Zusammenhang zwischen den Wiirfelfairbungen, die in diesem Kapitel zur
Darstellung des Kanonizititstests verwendet werden und den Nebenklassen,
die in Kapitel 6 und 7 zur Beschreibung der Algorithmen verwendet werden,

ist in Kapitel 7.2 erlautert.

5.1 Drehungen eines Wiirfels

Es gibt genau 24 Moglichkeiten, einen Wiirfel im Raum zu drehen, so dass jede
Ecke nach der Drehung wieder an einer Position zu Liegen kommt, an der sich
auch vor der Drehung eine Ecke befunden hat. Die 24 Positionen, in denen sich
ein Wiirfel nach einer Drehung befinden kann, werden in Abbildung 5.1 veran-
schaulicht. Die ,identische Drehung”, bei der der Wiirfel unveréndert bleibt,
wurde in die Menge der Drehungen mit aufgenommen. Denn das vorliegende
Beispiel soll die mathematische Beschreibung des Algorithmus vorbereiten, in

der die Menge der Drehungen als Gruppe betrachtet wird. Dabei nimmt die
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Abbildung 5.1: Die 24 Drehungen eines Wiirfels

identische Drehung den Platz des neutralen Elementes der Gruppe ein.

Die in Abbildung 5.1 dargestellten Wiirfelaugen dienen nur der Veranschauli-
chung. Wenn im weiteren Text von Wiirfeln die Rede ist, so sind immer Wiir-
fel ohne Augen gemeint. Mit Drehungen sind im Folgenden immer Drehungen
des Wiirfels im dreidimensionalen Raum gemeint, bei denen Ecken wieder auf

Ecken abgebildet werden.

5.2 Fragestellung

In Abbildung 5.2 ist ein Wiirfel dargestellt, bei dem vier der acht Ecken mit
weifsen Kreisen markiert wurden. Um die Positionen der markierten Ecken
angeben zu konnen, wurde jede Eckposition mit einer Zahl markiert. Diese
Positionsangaben bleiben bei den Drehungen unverdndert, das heifst, vor wie
nach jeder Drehung wird die vordere, obere, linke Ecke immer als Ecke Num-

mer eins bezeichnet.

Werden verschiedene Drehungen auf den Wiirfel in Abbildung 5.2 angewen-

det, so stellt sich die Frage, bei welchen Drehungen die weiflen Ecken wieder
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an einer Position landen, an der sich bereits vor der Drehung eine weike Ecke
befunden hat.

Weiterhin stellt sich die Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, vier Ecken
eines Wiirfels weif zu markieren, wenn nur diejenigen Wiirfelfirbungen als
verschieden betrachtet werden, die durch keine Drehung aufeinander abgebil-

det werden konnen.

Zu einer gegeben Wiirfelfairbung kann die Menge aller Wiirfelfarbungen be-
rechnet werden, die durch Drehungen aufeinander abgebildet werden. Diese
Menge wird auch die Bahn dieser Wiirfelfarbung unter der Operation der Grup-
pe aller Wiirfeldrehungen genannt.

Wenn aus einer beliebigen Bahn eine Wiirfelfarbung ausgewéhlt wurde, die re-
priasentativ fiir die ganze Bahn stehen soll, so wird diese ausgewéhlte Farbung
auch kanonischer Repriasentant genannt. In Kapitel 5.3 wird eine Methode vor-
gestellt, mit der festgelegt werden kann, welche Farbung aus jeder Bahn als

kanonisch bezeichnet werden soll.

Wurden bei der Auswahl der kanonischen Repréisentanten gewisse Voraus-
setzungen erfiillt, so ist der beschriebene Algorithmus dazu geeignet, folgende

Fragestellungen zu beantworten:

1. Bei welchen Drehungen landet jede der weifs gefirbten Ecken des Wiirfels
in Abbildung 5.2 wieder auf einer Ecke, die bereits vor der Drehung weifs

gefirbt war? ( Berechnung des Stabilisators )

5 6

4 3

Abbildung 5.2: Wiirfel mit weiff markierten Ecken

2. Ist der Wiirfel in Abbildung 5.2 der kanonische Repridsentant seiner

Bahn? ( Kanonizitétstest )
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3. Welche Bahnen von Wiirfeltfarbungen gibt es, bei denen vier Ecken des
Wiirfels weifs gefarbt wurden? (Vollstdndige Konstruktion bis auf Iso-

morphie)

Im folgenden Beispiel soll vorgefiihrt werden, wie sich die Fragen 1 und 2 mit

Hilfe des beschriebenen Algorithmus beantworten lassen.

5.3 Kanonische Farbung und Totalordnung

Im Folgenden wird eine Totalordnung auf der Menge der Wiirfelfarbungen fest-
gelegt. Dies ermoglicht es, Wiirfelfairbungen anhand dieser Ordnungsrelation
miteinander zu vergleichen. Um die Beschreibungen nicht unnétig kompliziert
zu machen, wird die Sprechweise ,Férbung A ist grofer/kleiner/gleich Fér-
bung B“ verwendet, wenn zwei Férbungen anhand dieser Ordnungsrelation

miteinander verglichen werden.

Die in Abbildungen 5.2 und 5.3 angegebenen Zahlen weisen jeder Position,
an der sich eine Ecke des Wiirfels befindet, eine Zahl zu. Diese Positionsanga-
ben ermdglichen es, eine Wiirfelfirbung durch Angabe der markierten Wiir-
felecken zu charakterisieren. Um eine eindeutige Beschreibung jeder Wiirfel-
farbung zu ermdéglichen, wird eine einheitliche Beschreibung durch sogenannte

Féarbungstupel eingefiihrt.

Im vorliegenden Beispiel werden nur schwarze, weike und ungefirbte Ecken
verwendet. Die Farbe Schwarz wird mit dem Buchstaben s und die Farbe Weifs
mit dem Buchstaben w abgekiirzt. Im Farbungstupel sollen zuerst alle Ecken,
die mit weifser Farbe markiert wurden und erst anschliefsend die Ecken, die
mit schwarzer Farbe markiert wurden, aufgezdhlt werden. Um die Farbe dieser
Ecke zu verdeutlichen, soll jeweils die Position der Ecke, gefolgt vom Buchsta-
ben w, beziechungsweise s, geschrieben werden. Dabei sollen die Positionen aller

gleichfarbig markierten Ecken immer der Reihenfolge nach aufgezihlt werden.

In Abbildung 5.2 sind die Ecken an den Positionen 1, 3,6 und 8 weif gefiarbt,
daher entspricht die Farbung dem Tupel (1, w, 3, w, 6, w, 8, w).
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Abbildung 5.3: Wiirfel mit dem Farbungstupel (2, w,5,w, 7, w, 4, s)

Bei dem Wiirfel in Abbildung 5.3 hingegen sind die Ecken an den Positionen
2,5 und 7 weik und die Ecke an Position 4 schwarz gefirbt, daher entspricht
die Farbung dem Tupel (2,w,5,w,7,w,4, s).

Anhand dieses Farbungstupels kann nun eine Totalordnung auf der Menge
der Wiirfelfarbungen angegeben werden. Fiir alle untersuchten Wiirfelfarbun-
gen wird die Ordnung so festgelegt, dass sie der lexikographischen Ordnung

der jeweiligen Farbungstupel entspricht.

Aus jeder Bahn soll genau diejenige Farbung als kanonisch gelten, deren

Féarbungstupel kleiner ist als das aller anderen Farbungen derselben Bahn.

5.4 Stabilisatoren

Zu jedem beliebig markierten Wiirfel bildet die Menge aller Drehungen, bei
denen das Farbungstupel vor der Drehung dasselbe ist wie nach der Drehung,
eine Gruppe. Diese Gruppe wird der Stabilisator dieses markierten Wiirfels
genannt.

In diesem Beispiel wird unter anderem gezeigt, wie der Stabilisator der Wiir-

felfdarbung aus Abbildung 5.2 berechnet werden kann.

5.5 Homomorphismen

In diesem Beispiel werden zwei verschiedene Abbildungen verwendet. Die erste
Abbildung hat eine Definitionsmenge, die aus allen Wiirfeln besteht, bei denen

genau eine Ecke schwarz und zwischen null und sieben Ecken weift markiert
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Abbildung 5.5: Beispiel einer Abbildung unter dem Splitting-Homomorphismus

sind. Jede dieser Wiirfelfirbungen wird auf einen Wiirfel abgebildet, der an
denselben Ecken markiert wurde wie der Wiirfel im Urbild, dessen Markie-
rungen aber alle weif sind. Diese Abbildung wird im Folgenden auch Fusing-

Homomorphismus genannt und ist in Abbildung 5.4 dargestellt.

Die zweite Abbildung hat dieselbe Definitionsmenge wie die erste. Diese De-
finitionsmenge besteht aus allen Wiirfeln, bei denen genau eine Ecke schwarz
und zwischen null und sieben Ecken weifs markiert sind. Jeder Wiirfel aus die-
ser Menge wird durch die zweite Abbildung auf einen Wiirfel abgebildet, bei
dem genau diejenigen Ecken, die im Urbild weif gefarbt waren, auch wieder
weifs sind, dessen iibrige Ecken aber alle unmarkiert bleiben. Diese Abbildung
wird im Folgenden auch Splitting-Homomorphismus genannt und ist in Abbil-

dung 5.5 dargestellt.

5.6 Konstruktionspfade

Ein Konstruktionspfad ist eine Folge von Wiirfelfirbungen, die beim vdllig

unmarkierten Wiirfel beginnt und die folgenden Bedingungen erfiillt: Fiir je
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zwei aufeinander folgende Wiirfelfirbungen des Tupels, von denen die erste
eine schwarz markierte Ecke enthélt, muss gelten, dass die zweite gleich dem
Bild der ersten unter dem Fusing-Homomorphismus ist. Fiir je zwei aufeinan-
der folgende Wiirfelfirbungen des Tupels, von denen die erste keine schwarz
markierte Ecke enthélt, muss gelten, dass die erste gleich dem Bild der zweiten
unter dem Splitting-Homomorphismus ist. In Abbildung 5.6 ist ein Beispiel fiir

einen Konstruktionspfad zu sehen.

Unter Verwendung der Totalordnung auf der Menge der Wiirfelfirbungen
kann jetzt eine Totalordnung auf der Menge der Konstruktionspfade definiert
werden. Im Folgenden soll genau derjenige von zwei gegebenen Konstruktions-
pfaden als kleiner gelten, dessen Tupel lexikographisch kleiner ist als das des
anderen Pfades.

Konstruktionspfade werden im folgenden Text auch kurz als Pfade bezeichnet.

5.7 Vorbereitungen

Als Vorbereitung fiir den Algorithmus ist es erforderlich, den kleinsten Pfad
zu dem in Abbildung 5.2 gegebenen Wiirfel zu finden. Dieser kleinste Pfad ist
in Abbildung 5.6 dargestellt und wird im Folgenden mit p bezeichnet. Dieser
kleinste Pfad kann unter Verwendung des in Kapitel 7.6.6 beschriebenen Algo-
rithmus leicht gefunden werden, daher soll an dieser Stelle nicht weiter darauf

eingegangen werden.

Als weiterer Vorbereitungsschritt muss fiir den Pfad p gepriift werden, ob
jede Komponente, aufser der letzten, eine kanonische Wiirfelfirbung ist. Ist
einer der Wiirfel des Pfades nicht kanonisch, so sind auch die darauf folgen-
den Wiirfel des Pfades p nicht kanonisch. Dies kann in &hnlicher Weise wie
die Beweisfithrung von Lemma 6 auf Seite 68 nachgewiesen werden, auf den

Nachweis soll jedoch an dieser Stelle verzichtet werden.

Wenn sich in diesem Vorbereitungsschritt herausstellt, dass eine der Kom-

ponenten des Pfades p nicht kanonisch ist, so muss der in diesem Beispiel
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Abbildung 5.6: Der kleinste Pfad zum Wiirfel in Abbildung 5.2

betrachtete Algorithmus nicht mehr durchgefiihrt werden, da das Ergebnis be-
reits fest steht. Die Uberpriifung, ob jede, aufer der letzten, Komponente des
Pfades p kanonisch ist, kann durch einen rekursiven Aufruf des hier beschrie-
benen Algorithmus erfolgen. Daher soll auch auf diesen Schritt nicht weiter
eingegangen werden. Die Uberpriifung der letzten Komponente des Pfades p

wird im Folgenden ausfiihrlich vorgefiihrt.

In Zusammenhang mit der Uberpriifung, ob die Komponenten des Pfades p
kanonisch sind, konnen die zugehorigen Stabilisatoren aller dieser Komponen-
ten berechnet werden. Die Stabilisatoren aller, aufser der letzten, Wiirfelfar-
bung des Pfades p werden im weiteren Verlauf des Algorithmus noch benétigt
und sind in Abbildung 5.7 dargestellt. Die Berechnung des Stabilisators der

letzten Komponente des Pfades p wird im Folgenden ausfiihrlich vorgefiihrt.

5.8 FErweiterung des Stabilisators

Der Splitting-Homomorphismus besitzt eine sehr interessante Eigenschaft, wie
sich anhand der Stabilisatoren zweier Wiirfel im Bild und im Urbild des Ho-
momorphismus zeigen laft. Der Wiirfel im Urbild und der Wiirfel im Bild des
Splitting-Homomorphismus unterscheiden sich nur in der Farbung einer einzi-
gen Ecke. Diese Ecke ist im Urbild schwarz und im Bild ungefarbt.

Jede Drehung, die im Stabilisator des Urbildes liegt, muss auch im Stabilisator
des Bildes liegen. Denn jede Drehung, die das Urbild auf sich selbst abbildet,
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Abbildung 5.7: Wiirfel des Pfades p und deren Stabilisatoren

muss immer auch alle weilen Ecken aufeinander abbilden.

Der Fusing-Homomorphismus verhilt sich genauso in Bezug auf die Stabi-
lisatoren in Bild und Urbild. Eine Wiirfelfarbung im Definitionsbereich und
die entsprechende Wiirfelfdrbung im Bild des Fusing-Homomorphismus un-
terscheiden sich auch wieder nur in einer einzigen Ecke. Die Ecke, die beim
Wiirfel im Urbild schwarz gefarbt ist, ist bei der Wiirfelfarbung im Bild weif.
Jede Drehung, die die schwarz und die weifs gefirbten Ecken des Wiirfels im
Urbild auf sich selbst abbildet, muss auch die weifs gefarbten Ecken des Wiirfels
im Bild aufeinander abbilden. Daher muss jede Drehung aus dem Stabilisator
einer gegebenen Wiirfelfairbung auch im Stabilisator der entsprechenden Wiir-

felfairbung im Bild enthalten sein.

Diese Erkenntnis kann dazu benutzt werden, eine Untergruppe des Stabi-
lisators der Wiirfelfarbung aus Abbildung 5.2 zu bestimmen. Die Abbildung
zwischen dem vorletzten Wiirfel des Pfades p und dem letzten Wiirfel des
Pfades ist ein Fusing-Homomorphismus. Daher muss jede Drehung aus dem
Stabilisator der vorletzten Wiirfelfarbung des Pfades p auch im gesuchten Sta-
bilisator der letzten Wiirfelfirbung enthalten sein.

Die drei Drehungen um die, in Abbildung 5.8 skizzierte Achse, werden aus
dem Stabilisator der vorletzten Wiirfelfarbung in den Stabilisator der letzten

Wiirfelfarbung des Pfades p iibernommen.



46 Kapitel 5. Der Kanonisierungsalgorithmus am Beispiel eines Wiirfels

Abbildung 5.8: Eine Untergruppe des Stabilisators

5.9 Menge der Pfade

In Abbildung 5.9 sind alle Pfade dargestellt, die vom Wiirfel ohne gefirb-
te Ecken zu dem zu untersuchenden Wiirfel aus Abbildung 5.2 fiihren. Diese
Pfade sollen im weiteren Verlauf des Algorithmus in Tiefensuche durchlaufen
werden.

Nur ein Bruchteil dieser Pfade wird jedoch dazu beitragen, neue Stabilisatoren
des Wiirfels in Abbildung 5.2 zu finden. Um zu iiberpriifen, ob der Wiirfel
in Abbildung 5.2 kanonisch ist, wird auch nur eine kleine Teilmenge der dar-
gestellten Pfade bendtigt. Um zu vermeiden, dass alle diese Pfade trotzdem
betrachtet werden miissen, werden Kriterien benotigt, die es ermoglichen, Pfa-

de von der Untersuchung auszuschliefen, die das Ergebnis nicht beeinflussen.

5.10 Schnittmengen von Stabilisatoren

Beginnend mit dem Pfad, der nur aus einem ungefarbten Wiirfel besteht, sol-
len die Pfade in Tiefensuche durchlaufen werden, indem der bestehende Pfad
schrittweise um weitere Wiirfelfarbungen verlédngert wird. Zu jeder Wiirfelfér-
bung, die an einen bestehenden Pfad angehingt werden soll, wird weiterhin
eine besondere Untergruppe des Stabilisators dieses Wiirfels berechnet. Diese
Untergruppe ermoglicht es, Pfadmengen von der Untersuchung auszuschliefsen
und so die zu untersuchende Menge von Pfaden zu verkleinern.

Die gesuchte Gruppe ist eine Untergruppe des Stabilisators der letzten Wiir-
felfarbung des betrachteten Pfades. Diese besteht genau aus der Menge aller

Drehungen, die zusétzlich auch im aktuell bekannten Stabilisator des Wiirfels
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in Abbildung 5.2 enthalten sind.

Diese Menge ist identisch mit dem Stabilisator des betrachteten Wiirfels in
der Gruppe aller Drehungen des bisher bekannten Stabilisators des Wiirfels in
Abbildung 5.2. Daher kann zur Berechnung dieser Untergruppe ein rekursiver
Aufruf des hier in diesem Beispiel vorgestellten Algorithmus verwendet wer-
den. Im Folgenden soll zu Gunsten der Ubersicht nicht mehr weiter auf die

Berechnung dieser Untergruppen eingegangen werden.

5.11 Fusionierende Drehung

Um das Abschneiden von Pfaden zu erméglichen und den gesuchten Stabili-
sator zu berechnen, muss zu jeder Wiirfelfarbung, die an einen bestehenden
Pfad angehéingt werden soll, eine sogenannte fusionierende Drehung bestimmt
werden. Als fusionierende Drehungen werden diejenigen Drehungen bezeichnet,
die eine gegebene Wiirfelfairbung auf den kanonischen Reprisentanten dieser
Bahn abbilden.

Bei der Bestimmung einer fusionierenden Drehung kénnen zwei Fille un-
terschieden werden. Enthilt die Wiirfelfirbung, um die ein gegebener Pfad
verliangert werden soll, keine schwarze Ecke, so braucht die fusionierende Dre-
hung nicht explizit berechnet werden. Denn die fusionierende Drehung der
letzten Wiirfelfarbung des noch nicht verldngerten Pfades ist bereits eine der
gesuchten fusionierenden Drehungen zu der Wiirfelfairbung, die an den Pfad
angehéngt werden soll. Dies ergibt sich als direkte Folge aus den Eigenschaften

des Fusing-Homomorphismus.

Andernfalls soll anhand eines Beispiels erlautert werden, wie eine fusionie-

rende Drehung gefunden werden kann:

Der in Abbildung 5.10 gegebene Pfad soll um den in Abbildung 5.11 dar-
gestellten Wiirfel verlangert werden. Die fusionierende Abbildung bildet die
untersuchte Wiirfelfirbung immer auf eine Wiirfelfarbung ab, die dieselbe An-

zahl von schwarz und weifs gefirbten Ecken besitzt. Denn jede Drehung eines
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Abbildung 5.11: Wiirfel zur Verldngerung des Pfades aus Abbildung 5.10

Wiirfels, dessen Ecken farblich markiert wurden, ldsst die Anzahl der schwarz
und weils markierten Ecken unverdndert.

Zu jeder Wiirfelfirbung des untersuchten Pfades existiert genau eine Wiirfel-
farbung des Pfades p, die dieselbe Anzahl von schwarz und weifs gefarbten
Ecken besitzt. Es kann davon ausgegangen werden, dass jede Wiirfelfarbung
des noch nicht verldngerten Pfades in der Bahn einer Wiirfelfarbung des Pfades
p liegt. Die Pfade, bei denen dies nicht der Fall ist, werden gesondert betrachtet
und die Bestimmung der fusionierenden Abbildung ist in diesen Féllen nicht
notwendig.

Da in Kapitel 5.7 vorausgesetzt wurde, dass jede, auler der letzten, Wiirfel-
farbung des Pfades p kanonisch sein muss, kann davon ausgegangen werden,
dass eine Drehung, die die untersuchte Wiirfelfarbung auf eine Wiirfelfdrbung

des Pfades p abbildet, eine der gesuchten fusionierenden Abbildungen ist.

Unter Anwendung der fusionierenden Drehung der letzten Wiirfelfarbung
des noch nicht verlingerten Pfades kann diese letzte Wiirfelfarbung auf den
entsprechend markierten Wiirfel des Pfades p abgebildet werden. Diese fu-
sionierende Drehung kann als bekannt vorausgesetzt werden und ist im Falle
des Pfades aus Abbildung 5.10 eine Drehung um 180 Grad um die in Ab-
bildung 5.12 dargestellte Achse. In Kapitel 5.7 wurde der Stabilisator dieser
Wiirfelfarbung des Pfades p bereits bestimmt. Der Stabilisator dieses Wiirfels
aus dem Pfad p ist in Abbildung 5.14 skizziert.
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Abbildung 5.13: Wende fusionierende Drehung aus Abbildung 5.12 an

Anschliefsend soll die fusionierende Drehung aus Abbildung 5.12 auf den
Wiirfel in Abbildung 5.11 angewendet werden, wie dies in Abbildung 5.13
dargestellt ist.

Abbildung 5.14: Stabilisator des Bahnreprasentanten

Jede der Drehung des Stabilisators aus Abbildung 5.14 soll anschliefsend auf
den in Abbildung 5.13 auf der rechten Seite dargestellten Wiirfel angewendet
werden. Dies fiihrt zu der Menge von Wiirfelfirbungen, die Bahn genannt
wird. Die Bahn unter der Operation des Stabilisators aus Abbildung 5.14 ist
in Abbildung 5.15 dargestellt.

Aus dieser Menge von Wiirfelfarbungen wird diejenige, deren Farbungstupel
am kleinsten ist, ausgewahlt. Diese Wiirfelfarbung ist bereits die gesuchte kano-

nische Wiirfelfarbung zur Wiirfelfairbung aus Abbildung 5.11. Jede Drehung,
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Abbildung 5.15: Bahn unter der Operation des Stabilisators aus Abbildung 5.14

die den urspriinglichen Wiirfel aus Abbildung 5.11 auf diesen ausgewihlten
Wiirfel abbildet, ist eine der gesuchten fusionierenden Drehungen. Eine dieser

fusionierenden Drehungen ist in Abbildung 5.16 skizziert.

Abbildung 5.16: Wiirfel mit fusionierender Drehung

Wird, wie in Abbildung 5.16, die fusionierende Drehung eines Wiirfels auf

diesen Wiirfel selbst angewandt und ist die Wiirfelfairbung, die sich daraus er-
gibt, kleiner als die Wiirfelfarbung des entsprechenden Wiirfels des Pfades p,
so ist der Wiirfel am Ende des Pfades p nicht kanonisch.
Dies kann auf dhnliche Weise wie in Lemma 6 bewiesen werden. An dieser
Stelle soll jedoch darauf verzichtet werden. Ist das Farbungstupel des Wiirfels,
der sich aus der Anwendung der fusionierenden Drehung eines Wiirfels auf
diesen Wiirfel selbst ergibt, grofser als das Farbungstupel des entsprechenden
Wiirfels des Pfades p, so braucht keiner der Pfade, die diesen Wiirfel enthal-
ten, untersucht werden. Denn diese Pfade sind weder fiir die Uberpriifung der
Kanonizitiat noch fiir die Berechnung des Stabilisators des Wiirfels in Abbil-
dung 5.2 von Bedeutung.
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5.12 Tiefensuche

Die in Abbildung 5.9 dargestellen Pfade werden jetzt in Tiefensuche durchlau-
fen. Beginnend mit dem Pfad p, der nicht weiter zur Berechnung des Stabilisa-
tors und der Uberpriifung der Kanonizitéit beitrigt, wird der nichstmdgliche
Pfad untersucht. Dies ist der Pfad, der als rechte Wiirfelfolge in Abbildung 5.17
dargestellt ist. Die linke Wiirfelfolge in dieser Abbildung stellt den Pfad p dar.

Bei dem in Abbildung 5.17 dargestellten Pfad bildet die fusionierende Dre-
hung des vorletzten Wiirfels des rechten Pfades diesen auf den vorletzten Wiir-
fel des linken Pfades ab. Da der Fusing-Homomorphismus den jeweils vorletz-
ten Wiirfel beider Pfade auf den gemeinsamen letzten Wiirfel abbildet, liegt

die fusionierende Drehung im gesuchten Stabilisator des letzten Wiirfels des
Pfades p.

Der bisher bekannte Stabilisator des letzten Wiirfels des Pfades kann daher
so erweitert werden, dass dieser zusétzlich alle Drehungen enthilt, die sich als
Kombinationen aus Drehungen des bisherigen Stabilisators und der fusionie-
renden Drehung des vorletzten Wiirfels des Pfades ergeben. Wie diese Gruppe
am geschicktesten berechnet werden kann, soll an dieser Stelle jedoch nicht er-
klart werden. Die Beschreibung einer geeigneten Methode ist in Kapitel 7.6.4

zu finden.

Der neue, um die fusionierende Drehung erweiterte Stabilisator des unter-
suchten Wiirfels, ist anhand der beiden Wiirfel in 5.18 dargestellt. Die Dre-
hungen um die vier in 5.18 auf der linken Seite dargestellten Achsen sind
Drehungen um 120 Grad, wihrend die Drehungen um die auf der rechten Seite
dargestellten Achsen Drehungen um 180 Grad sind. Der neue Stabilisator be-
steht aus insgesamt 12 Drehungen und ist damit nach wie vor kleiner als der

Stabilisator des unmarkierten Wiirfels, der aus 24 Drehungen besteht.
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Abbildung 5.17: Pfad mit Darstellung der fusionierenden Drehungen
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Abbildung 5.18: Neuer erweiterter Stabilisator
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Abbildung 5.19: Abschneiden von Pfaden
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5.13 Abschneiden von Asten

Der néchste Pfad, der bei der Tiefensuche betrachtet wird, enthélt den in
Abbildung 5.19 auf der rechten Seite unten dargestellten Wiirfel. Die fusionie-
rende Drehung ist in Form eines kleinen Wiirfels angedeutet. Bei dieser fusio-
nierenden Drehung ist bemerkenswert, dass diese sowohl im neuen, erweiterten
Stabilisator des letzten Wiirfels des Pfades p enthalten ist als auch in dem in
Abbildung 5.20 dargestellten Stabilisator des vorangehenden Wiirfels des Pfa-
des. Das heifst, die zum vorangehenden Wiirfel berechnete Schnittmenge von
Stabilisatoren, die in Kapitel 5.10 beschrieben wurde, enthélt die fusionierende

Drehung des darauf folgenden Wiirfels des Pfades.

6

4 3

Abbildung 5.20: Wiirfel mit Stabilisator

In solchen Fillen kann die weitere Untersuchung aller Pfade, die den in
Abbildung 5.19 auf der rechten Seite unten dargestellten Wiirfel enthalten,
abgebrochen werden. Keiner dieser Pfade kann zur Erweiterung des Stabilisa-
tors oder zur Uberpriifung der Kanonizitiit beitragen. Denn jeder Pfad, der
durch diesen Wiirfel verlauft, besteht ausschlieflich aus Wiirfelfarbungen, de-

ren kanonische Bahnreprasentanten bereits untersucht wurden.

Dies gilt ganz dhnlich fiir den nichstmoglichen Pfad, der nicht durch diesen
Wiirfel verlduft. Denn dieser Pfad enthélt den in 5.21 unten rechts dargestell-
ten Wiirfel. Fiir diesen Wiirfel gilt genauso, dass die fusionierende Drehung in
der Schnittmenge des Stabilisators des vorangehenden Wiirfels und des letzten
Wiirfels im Pfad p enthalten ist. Daher wird auch hier die Untersuchung aller

Pfade, die durch diesen Wiirfel verlaufen, abgebrochen.

Auf der rechten Seite in Abbildung 5.22 sind alle méglichen Wiirfelfarbun-

gen dargestellt, die an der zweiten Position eines Pfades stehen kénnen. Zu
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Abbildung 5.21: Abschneiden von zwei Asten
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Abbildung 5.22: Abschneiden von drei Asten
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drei der vier Wiirfel wurde eine fusionierende Drehung skizziert, die sowohl im
Stabilisator des vorangehenden unmarkierten Wiirfels als auch im Stabilisator
der letzten Wiirfelfarbung des Pfades p enthalten ist. Daher kann, wie bereits
zuvor erldutert wurde, jeder Pfad, der durch einen dieser drei Wiirfel verlauft,

auf einen bereits untersuchten Pfad abgebildet werden.

5.14 Ergebnisse

Durch die Abschneidetechnik des hier vorgestellten Algorithmus konnten
viele der in Abbildung 5.9 dargestellten Pfade bereits friihzeitig abgeschnit-
ten werden. Dies ist in Abbildung 5.23 anschaulich dargestellt. Wéhrend der
Tiefensuche wurde kein Wiirfel gefunden, dessen Farbungstupel kleiner ist als
das des entsprechend gefarbten Wiirfels im Pfad p. Daraus kann gefolgert wer-
den, dass der urspriingliche in Abbildung 5.2 dargestellte Wiirfel kanonisch ist.
Nachdem der Algorithmus vollsténdig durchlaufen wurde, ist die zuletzt be-
rechnete Untergruppe des Stabilisators der letzten Wiirfelfairbung des Pfades
p maximal. Diese wurde durch sukzessives Erweitern aus dem Stabilisator der
vorletzten Wiirfelfairbung berechnet. Daher ist diese Gruppe identisch mit dem
Stabilisator der urspriinglich untersuchten Wiirfelfarbung, der letzten Kompo-

nente des Pfades p.
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Abbildung 5.23: Anteil der im Algorithmus betrachteten Wiirfelfirbungen



Kapitel 6

Mathematische Grundlagen der
Algorithmen

Beim Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz miissen bei jedem Splitting- und
Fusingschritt alle Bahnreprésentanten aus dem vorangehenden Schritt im Spei-
cher gehalten werden. Denn in den Fusingschritten des Algorithmus werden
zur Konstruktion eines neuen Bahnreprasentanten die Bahnreprisentanten aus
dem vorangehenden Schritt verwendet. Um einschrinken zu kénnen, welche
vorangehenden Bahnreprisentanten zur Konstruktion eines gesuchten Bahn-
reprisentanten bendtigt werden, miisste die fusionierende Abbildung berechnet
werden. Diese fusionierende Abbildung kann jedoch nur aus der Gesamtmenge

aller Bahnreprasentanten des vorangehenden Schrittes bestimmt werden.

Zwar ware es prinzipiell auch mit dem urspriinglichen Algorithmus von
Schmalz moglich, die fusionierende Abbildung rekursiv zu bestimmen, dies
ist aber aus Effizienzgriinden nicht sinnvoll. Denn jeder in einem Fusingschritt
durchgefiihrte rekursive Aufruf wiirde bis zu einer Anzahl von (A, : Aj)
rekursiven Aufrufen nétig machen, wobei (A;4; : A;) den Gruppenindex der
beiden an diesem Fusingschritt beteiligten Leitergruppen bezeichnet. Aufgrund
der Rekursivitét fiihrt jeder einzelne dieser Aufrufe im néchsten Fusingschritt
wiederum zu einer entsprechenden Anzahl rekursiver Aufrufe. Dies fiihrt schon
ab einer geringen Anzahl von Fusingschritten zu einem vollig inakzeptablen Re-

chenaufwand.
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Die wichtigste Erkenntnis der vorliegenden Arbeit ist, dass es mit Hilfe der
in Kapitel 6.5 vorgestellten starken Untergruppenleitern moglich ist, zu be-
stimmen, welche Nebenklassen aus den vorangehenden Schritten zur Berech-
nung der fusionierenden Abbildung benétigt werden. Dies wird anhand der
in Kapitel 6.2 definierten Konstruktionspfade dargestellt und nachgewiesen.
In Kapitel 6.4 werden Blocke bestehend aus Pfaden beschrieben, die fiir die
Beweisfithrung und die Beschreibungen der Algorithmen unverzichtbar sind.
Weiterhin wird in satz 6.5.2 eine Bedingung gestellt, die hinreichend und not-
wendig fiir alle starken Leitern ist und die es ermdoglicht, zu vielen Gruppen

eine geeignete starke Untergruppenleiter zu erstellen.

Da es unter Anwendung der starken Untergruppenleitern méglich ist, vor-
herzusagen, welche Nebenklassen zur Berechnung der fusionierenden Abbil-
dung bendtigt werden, kann die Ordnungstreue Erzeugung zur Berechnung
dieser Nebenklassen eingesetzt werden. Auch dies war beim urspriinglichen Lei-
terspiel nach Schmalz nicht der Fall. Die Frage, ob und wie sich das Leiterspiel
mit einer Konstruktion in Tiefensuche und der Ordnungstreuen Erzeugung
verbinden liefte, wurde bereits 1998 von McKay [McK98| aufgeworfen. Mit der
vorliegenden Arbeit konnte diese Frage beantwortet und die Ordnungstreue

Erzeugung mit dem Leiterspiel-Algorithmus verbunden werden.

6.1 Grundbegriffe

Es sei G eine Gruppe und {Ag,...,A,} eine Menge von Untergruppen von
G. Die Folge (Ay,...,A,) sei eine Untergruppenleiter von G nach A, (sie-
he Definition 11) und B eine weitere Untergruppe von G. Zu jeder Gruppe
A, € {A4,...,A,} wird die Menge der Rechtsnebenklassen von Aj in der
Gruppe G mit )i bezeichnet. Rechtsnebenklassen werden im Folgenden auch

kurz als Nebenklassen bezeichnet.

6.1.1 Erweiterungsfunktion

Zu allen 1 < k < n wird im Folgenden eine Abbildung T, von der Menge

Q. auf die Potenzmenge P(€2;11) von ;1 definiert, die Erweiterungsfunktion
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genannt wird. Mit Hilfe dieser Funktion Yy : € — P(Qxs1) kann aus der

Menge ), die Menge €2;,1 konstruiert werden.

Splittingschritt

Ist fiir ein & < n die Gruppe Ag.1 Untergruppe von Ay, so wird der Konstruk-
tionsschritt, der aus den Elementen von () die Elemente von ), erzeugt,
Abwirts- oder Splittingschritt genannt. Zu jedem Splittingschritt existiert ein
G-Homomorphismus ¢ : Qg1 — Qf, der jede Nebenklasse Ay 19 € Q1 auf
die Nebenklasse ¢(Ar119) = Arg abbildet. Die Erweiterungsfunktion Y, sei fiir
Splittingschritte so definiert, dass jede Nebenklasse A;g auf ihre Urbildmenge

unter dem G-Homomorphismus ¢ abgebildet wird.

Fusingschritt

Ist hingegen Ay < Ajy1, so wird der Konstruktionsschritt, der aus der Menge
Q. die Menge €211 erzeugt, Fusingschritt genannt. Zu jedem Fusingschritt exis-
tiert ein G-Homomorphismus ¢ : Q. — €., der jede Nebenklasse Apg € €
auf die Nebenklasse ¢(Arg) = Axi19 abbildet. Die Erweiterungsfunktion T
sei fiir Fusingschritte so definiert, dass jede Nebenklasse Agg € €y, auf diejeni-
ge einelementige Teilmenge von (2, abgebildet wird, die nur die Nebenklasse

©(Arg) = Agi19 enthilt.

Zusammenfassend léasst sich die Erweiterungsfunktion Y wie folgt beschrei-

ben:

{Ak—i-lh | heGANALh = Akg}, falls A > Ak—i—la

VE <n: Ti(Arg) =
{Ak—i-lg}; falls Ak S Ak—i—l-

6.1.2 Ordnungsrelationen

Der im Folgenden vorgestellte Kanonizititstest kann so implementiert werden,
dass dieser in Tiefensuche ablduft und nur einzelne kanonische Reprisentanten
im Speicher gehalten werden miissen. Dies wird durch die Anwendung der in
Kapitel 3.3 beschriebenen Ordnungstreuen Erzeugung nach Read [Rea78]| er-

moglicht. Um die Ordnungstreue Erzeugung anwenden zu kénnen, muss fiir alle
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1 <k < n auf jeder der Mengen 2, eine Ordnungsrelation Rj, definiert wer-
den. Jede dieser Relationen sei eine totale Ordnungsrelation. Sind die Gruppen
aus {Ai,..., A,} paarweise verschieden, so sind die Mengen {2y, ..., €, } dis-
junkt. Daher kann aus den an der Relation beteiligten Elementen erschlossen
werden, welche der Relationen aus { Ry, ..., R, } gemeint ist. Zur Vereinfachung
der Schreibweise wird daher im Folgenden davon ausgegangen, dass die Grup-
penin {A;, ..., A,} paarweise verschieden sind und es wird nicht mehr explizit
angegeben, welche der Relationen gemeint ist. Statt der Angabe (wq,wy) € Ry
wird die Schreibweise w; < wy verwendet. Die Schreibweise w; < wy wird im

weiteren Text angewendet um auszudriicken, dass w; < wo und wy # wo ist.

Die Ordnungen auf den Mengen von Nebenklassen miissen den Anforde-
rungen geniigen, die bei der Ordnungstreuen Erzeugung nach Read an die
Ordnungen auf den Objektmengen gestellt werden. Zur Formulierung dieser
Anforderungen wird eine Menge von Funktionen { fi, ..., f,_1} verwendet, wo-
bei fiir alle £ < n mit f; eine Abbildung f; : Qry1 — Qi bezeichnet wird. Fiir
alle k < n sei die Funktion f; so definiert, dass diese jedes Objekt wy1 € Q11
auf das kleinste Objekt wy, € € abbildet, dessen Bild Ty (ws), als Menge be-
trachtet, das Objekt wy.; enthélt. Dann soll fiir alle £ € {1,...,n — 1} und
w,w’ € Qyq gelten:

w=<w = fi(w) X fu(w)

Den Anforderung an die Ordnungsrelationen auf den Mengen $2q,...,€),
kann leicht entsprochen werden, indem die Ordnung auf den Nebenklassen-
mengen so definiert wird, dass diese genau den Anforderungen geniigt. Die
Ordnungsrelation auf der Menge (21 wird rekursiv definiert, das heifst es
wird davon ausgegangen, dass auf den Mengen §2; bis €, bereits Ordnungen
definiert wurden, die den geforderten Anforderungen geniigen. Weiterhin sei
auf der Menge ;41 bereits eine beliebige totale Ordnungsrelation R, gege-
ben.

Ist der Schritt von € nach Q. ein Fusingschritt, so ist das Bild der Erwei-
terungsfunktion T immer eine einelementige Menge. Fiir jede Nebenklasse

Ajy19 aus der Menge €41 gilt, dass die einelementigen Menge { Ay, 19} das
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Bild der Nebenklasse Axg unter der Abbildung Yy ist. Die gesamte Urbild-
menge der einelementigen Menge {A;, 19} unter der Abbildung Y} ist gleich
der Menge {Arg' | Axs19 = Arr19} = {Arag|a € Agi1}. Wird aus dieser
Menge die kleinste Nebenklasse ausgewahlt, so entspricht diese Nebenklasse
genau dem Bild f(Ax19). Da bei Fusionsschritten die Bildmenge der Erwei-
terungsfunktion T, ausschlieflich aus einelementigen Mengen besteht, muss
die Abbildung f; injektiv sein. Daher kann die Ordnung so definiert werden,

dass zu gegebenen Elementen wy,ws € Q1 gilt:

(wi,ws) € Rp1 <= (fu(wr), fr(wa)) € Ry

Ist der Schritt von €2 nach €., ein Splittingschritt, so bezeichne ¢ den diesem
Splittingschritt zugeordneten G-Homomorphismus. Fiir alle Elemente g, ¢ € G
gilt, dass Arg = p(Ari19) und Apg’ = ©(Agi19’) ist. Bei der Definition der
Ordnungsrelation sollen zwei Fille unterschieden werden:

Wenn Apg # Agg’ ist, so muss auch fp(Ari19) # fe(Arr19’) sein und es soll

wieder gelten:

(Ak19, Ar19') € Rir <= (fiu(Ak419), fr(Ars19)) € Ry,

Andernfalls ist fi(Axi19) = fe(Arr19") und es soll gelten:

(Ak119, Aki1d') € Rep1 == (Ap19, Aknd) € By

Es lésst sich leicht nachpriifen, dass eine auf diese Weise definierte Ordnungs-

relation den von Read geforderten Bedingungen geniigt.

6.1.3 Kanonizitiatspradikat

Operiert eine Gruppe B auf einer Menge 2 und ist x : & — {0, 1} eine Ab-
bildung, die genau einem Element aus jeder Bahn der Gruppe B auf () den
Wert 1 zuweist, so wird y ein Kanonizitdtspradikat genannt. Im weiteren Text
wird, immer wenn von kanonischen Bahnrepréisentanten die Rede ist, davon
ausgegangen, dass ein Kanonizitatspradikat zugrunde gelegt wurde, das dem
nach der jeweiligen Ordnung kleinsten Objekt in jeder Bahn das Pradikat ka-
nonisch zuschreibt. Diese Festlegung der kanonischen Repréasentanten gentigt

der Bedingung, die Read als Voraussetzung fiir die Ordnungstreue Erzeugung
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an die Kanonizitatspriadikate stellt: Es soll gelten, dass fiir alle 1 < k < n und
jedes kanonische Element w € ;1 ein kanonisches Element w’ € . existiert,
mit w € Tj(w'). Dabei bezeichnet Yj die bereits beschriebene Erweiterungs-

funktion.

Der Nachweis, dass die so festgelegten Kanonizititspriadikate der geforder-
ten Bedingung entsprechen, ist leicht zu erbringen. Fiir alle 1 < k < n bezeich-
ne f wieder die Abbildung, die jedes w € (2, auf die kleinste Nebenklasse
in €2, abbildet, deren Bild unter der Abbildung Y, als Menge betrachtet, die
Nebenklasse w enthélt. Ist w € €21 ein kanonischer Bahnreprisentant, so ist
auch fr(w) ein kanonischer Représentant. Denn angenommen fi(w) ist kein
kanonischer Reprisentant, so existiert ein b € B so dass gilt: fy(w)® < fr(w).
Es kénnen dabei zwei Fille unterschieden werden:

b = w ist, muss der Konstruktionsschritt von €, nach Q. ein

Im Falle, dass w
Fusingschritt sein. Der zugehorige G-Homomorphismus soll mit ¢ bezeichnet

werden und es gilt:

o(fe(@)?) = o(fr(w))’ =w = w

Daher ist Tp(fi(w)®) = Tr(fe(w)) = {w} und fi(w)® < fr(w) widerspricht der
Definition der Abbildung f;.

Andernfalls ist w® # w und aufgrund der Bedingungen, die im vorangehenden
Kapitel an die Ordnungen auf den Mengen €2, und €21 gestellt wurden, miiss-

te auch w’ < w gelten, was der Annahme, dass w kanonisch ist, widerspricht.

Grundsatzlich kann der Kanonizititstest so abgewandelt werden, dass dieser
auch fiir andere Kanonizitatspriadikate verwendbar wird. In jedem Fall muss
aber die Bedingung erfiillt sein, dass jeder kanonische Reprisentant aus ei-
nem vorangehenden kanonischen Représentanten erzeugt werden kann. Der
Algorithmus muss dann so abgewandelt werden, dass auch diejenigen Blécke
untersucht werden, die ausschliefslich Pfade enthalten, die gréfser als der kleins-
te bisher bekannte Pfad sind.
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6.2 Konstruktionspfade

Um die theoretische Grundlage des Kanonizitatstests leichter verstindlich zu
machen, wird im Folgenden der Begriff Konstruktionspfad eingefiihrt. Im Al-
gorithmus selbst werden die Konstruktionspfade nicht verwendet.

Das Tupel (Ay,...,A,) bezeichne nach wie vor eine Leiter von der Gruppe
A; = G zur Gruppe A,. Fiir alle 1 < i < n bezeiche €); wieder die Menge der
Rechtsnebenklassen A;\G. Die Mengen ,...,€, seien paarweise disjunkt
und die Vereinigungsmenge K der Mengen 2y bis €2, sei die Knotenmenge
eines gerichteten Graphen. In diesem Graphen soll genau dann eine gerichtete
Kante von einem beliebigen Knoten w € € zu einem Knoten w’ bestehen,
wenn w’ in der Menge YTy (w) liegt.

In der Graphentheorie wird eine Folge von Knoten v, ..., v;1; genau dann als
gerichteter Pfad der Lange [ bezeichnet, wenn zu je zwei aufeinander folgenden

Knoten v; und v,y eine gerichtete Kante von v; nach v, existiert.

Definition 15. Es sei 1 < | < n und (vy,...,v41) sei ein Tupel mit der
Figenschaft, dass fir alle 1 < j <141 die Komponente v; in der Menge €,
liegt. Wenn weiterhin gilt, dass fir alle 1 < j <1 die Komponente vj1 auch
in der Menge Y ;(v;) enthalten ist, so soll (vq,...,v41) Konstruktionspfad der

Lange | genannt werden.

Fiir die weiteren Uberlegungen sind nur diejenigen Pfade des zuvor beschrie-
benen Graphen von Bedeutung, die auch Konstruktionspfade sind. Konstrukti-
onspfade werden daher im weiteren Text auch kurz als Pfade bezeichnet, ohne
explizit zu erwidhnen, dass mit dem Begriff Pfad an dieser Stelle nur Kon-
struktionspfade gemeint sind. Im Folgenden wird die Menge aller Konstruk-

tionspfade, deren letzte Komponente in der Menge €2, liegt, mit Py bezeichnet.

Fiir jedes 1 < k < n kann auf der Menge P} eine totale Ordnungsrelati-
on definiert werden. Diese Ordnungsrelation basiert auf den Ordnungen, die
auf den Mengen €); bis €2, gegeben sind. Wie schon bei den Nebenklassen
wird fiir diese Relationen statt (p, p’) € R die Schreibweise p < p' und statt
p =< p Ap#p die Schreibweise p < p’ verwendet.

Zu je zwei verschiedenen Pfaden p = (wy,...,w,) und p' = (wy,...,w;) exis-
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tiert ein 1 <7 <k, so dass w; = w} fiir alle 7 < 7 und w,; # W} ist. Bezeichnet i
diesen Index, so dass fiir alle j < i und w; = w; und w; # w; ist , dann soll fiir
p und p’ gelten:

p=p = wsw

Da jede Totalordnung auch reflexiv ist, muss fiir alle Pfade p auch p < p gelten.

Lemma 3. FEs sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Dann ist fir alle g € G und alle 1 < k < n das Tupel
(Ayg, ..., Arg) ein Pfad.

Beweis. Zeige, dass fiir alle 1 < ¢ < k die Nebenklasse A;,1g in der Menge
Ti(A;g) enthalten ist. Wenn A; < A, ist, so besteht die Menge T;(A;g)
aus dem einzigen Element A;,1g. Ist umgekehrt A; > A, so ist die Menge
Ti(Aig) = {Ais1h| Aih = A;g} und diese Menge enthilt offensichtlich die
Nebenklasse A;.1g.

O

Lemma 4. FEs sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Fir alle 1 < k <n, alle Pfade p = (Ay1hq,..., Axhy) und alle
Elemente g € G ist (A1hq, ..., Aghg)? = (AR, ..., Akh]) = (Aihag, . .., Axhikg)
wieder ein Pfad.

Die Menge Py ist daher abgeschlossen unter der Operation der Gruppe G, die
durch Rechtsmultiplikation komponentenweise auf den Eintrigen der Pfadtupel

operiert.

Beweis. Zeige, dass zu allen Pfaden p = (Ajhy,..., Arhy) das Tupel
(A1hig, ..., Aghrg) wieder in Py liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
fiir alle j < k gilt, dass A;11hj119 in der Menge Y;(A;h;g) liegt.
Ist Aj < Ajiq, soist Y;(A;h;) = {A;11h;}. Da p ein Pfad ist muss die Neben-
klasse Aji1hjr1 in der Menge Y,(A;h;) liegen und es gilt daher A; 1 h; 1 =
Aji1h;. Daraus folgt direkt A; 1hj19 = Ajihjg € T;(Ajhig).
Ist A; > Ajiq, so liegt, da p ein Pfad ist, die Nebenklasse A; . h;;; in der
Menge Y;(A;h;) = {Ajh' | AR = A;h;}. Daher ist Ajhjq gleich Ajh;
und daher auch Y;(A;h;g) gleich Y;(A;h;119). Diese Menge Y;(A;hj119) =
{Aj b | Ajh) = Ajhji1g} enthélt die Nebenklasse A;41hj119.

O
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6.3 Ordnungstreue Abbildungen

Es sei G wieder eine Gruppe und (A, ..., A,) sei eine Untergruppenleiter von
Ay = G nach A,,. Zu allen 1 < k < n existiert eine Abbildung vy : Qp — P,
die jede Nebenklasse wy, € )y auf den kleinsten Pfad p = (wy, ..., ws) abbildet,
dessen k-te Komponente gleich wy, ist. Die Abbildung ¥y ist fiir alle 1 < k£ <
n wohldefiniert, denn nach Lemma 3 existiert zu jeder Nebenklasse Apg €
 mindestens ein Pfad p = (A9, ..., Arg), dessen k-te Komponente gleich
Agg ist. Die Abbildung 9, ist ordnungserhaltend, in dem Sinne, dass fiir alle
w,w € Q) mit w < W’ die Bildelemente den Urbildern entsprechend geordnet

sind.

Lemma 5. Fs set 1 < k < n und 9 : Qp — P, eine Abbildung, die jedes
w € Q. auf den kleinsten Pfad in Py abbildet, dessen letzte Komponente gleich
w ist. Dann gilt fir alle o, B € Q:

Beweis. Die Aussage wird gezeigt durch Induktion nach der Pfadlénge.
Induktionsanfang: k = 2

Fiir alle o, 5 € () existiert jeweils nur ein einziger Pfad in P, dessen zweite
Komponente gleich o beziehungsweise  ist. Denn nach Definition 11 ist die
erste Gruppe A; der Leiter (Aq,..., A,) gleich G, daher ist Q; = G\G eine
einelementige Menge. Bezeichnet w das einzige Element der Menge €2¢, so ist
Uo(ar) = (w, ) und Y2(8) = (w, 5). Aus der Definition der Pfadordnung folgt
a < B = vh(a) < 9a(B).

Induktionsschluss: k = k+1 Vk<n

Es seien o und S zwei Elemente aus der Menge €25, 1. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei o < . Sind « und S identisch, so folgt daraus trivialerweise
auch Y1 () < U41(8). Betrachte daher im Folgenden den Fall o # .
Aufgrund der Eigenschaften der in Kapitel 6.1.2 definierten Ordnungen auf
den Nebenklassenmengen (2, bis €2, existiert ein Element w; € €2, so dass «
in Y (wy) liegt und fiir alle wj, € Q) mit 5 € Ty (w},) gilt, dass wy, < wj, ist. Zu
diesem Element wy sei p = (w1, ...,ws, @) der eindeutig bestimmte Pfad, der
in den ersten k¥ Komponenten mit dem Pfad 4 (wy) iibereinstimmt und dessen

letzte Komponente gleich « ist.
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Es soll gezeigt werden, dass p kleiner ist als jeder beliebige andere Pfad p' =
(Wiy...,wi, B), dessen letzte Komponente gleich f ist. Im Falle, dass wy, = wy,
ist, folgt dies direkt aus der Definition der Ordnung der Pfade. Andernfalls
folgt mit der Induktionsvoraussetzung, dass Uy (wr) < Jp(wy) < (Wi, ..., wp)
ist. Daher existiert ein 1 < ¢ < k, so dass w; < w/ ist und fiir alle j < i gilt,
dass w; = W} ist. Daraus folgt sofort (wy,...,we, @) < (Wi, ..., wy, B).

O

Lemma 6. Fs sei G eine Gruppe und (Ay, ..., Ay,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es sei 1 < k < nund I = {iy,...,in} C{1,...,k} eine
Indexmenge mit iy < ... < iy,. FEs sei 6 = (d1,...,0x) ein beliebiger Pfad aus
Py und As bezeichne die Menge {(61,...,0;) € Py |Vi € I :0] =6;}.

Dann existiert ein Pfad p in der Menge Ag, der kleiner ist als jeder andere
Pfad p' = (W),...,wy,), dessen Komponente w; an Position i, gréfer ist als
i, -

Beweis. Die Aussage wird gezeigt durch Induktion nach ;.
Induktionsanfang: i, = 1

Da nach der Definition der Untergruppenleiter die Gruppe A; = G ist, sind
die Voraussetzungen des Satzes im Fall ; = 1 nie gegeben. Denn die Menge
2, besteht aus einer einzigen Nebenklasse, daher ist die erste Komponente bei
allen Pfaden aus der Menge P identisch.

Induktionsschluss: i, = i1 + 1

Es sei jetzt 1 < 43 < k und (wq,...,w;,) € P, der kleinste Pfad aus der
Menge P,

Aj einen Pfad p = (wq,...,wi;, 041, - -, 0k). Im Folgenden wird gezeigt, dass

., dessen letzte Komponente w;, gleich ¢;, ist. Dann enthélt die Menge
dieser Pfad p kleiner ist als jeder beliebige Pfad p = (w], ..., w;,) mit 6;, < wj, .
Der Pfad (w],...,w] ) bezeichne den Pfad, der durch Verkiirzen des Pfades p'
entsteht. Aus Lemma 5 folgt, dass (w1, ...,w;,) kleiner gleich (wj, ..., w] ) ist.
Daher existiert ein s < iy, so dass w; = wj fiir alle ¢t < s gilt und w; < W, ist.
Daraus folgt sofort (wy, ..., Wi, 041, -+, 0k) < (W ooy wh .o, w)).

» WMo

]
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6.4 Blocke aus Konstruktionspfaden

Operiert die Gruppe G auf einer Menge P, so operiert GG auch auf der Menge
aller Teilmengen von P, indem zu jeder Teilmenge A von P und jedem Grup-
penelement g € G festgelegt wird, dass A9 = {09]6 € A} ist.

Wenn fiir eine Teilmenge A von P und fiir alle ¢ € G gilt, dass entweder
A9 = A oder AYN A = ist, so wird A Block genannt.

Lemma 7. FEs sei G eine Gruppe und (Ay, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es sei 1 < k <nund I = {iy,...,in} C {1,...,k} eine
Indexmenge. Die Menge Ar = {(A191,...,Axgr) € Pp|Vi € 1 : g; € A} ist
ein Block, dessen Stabilisator Ga, gleich der Untergruppe A;, N...NA;, =
{heG|Yiel:he A} ist.

Beweis. Zeige zuerst, dass die Menge A; ein Block ist. Fiir alle h € G ist Al =
{(A1g1h, ..., Aggrh) € Py |Vie I : g, € A} = {(Aigih, ..., Argrh) € Py |Vi €
I:gh e Ah} = {(Aigr,..., Argr) € P |Vi € 1: A;g; = A;h}. Existiert zu
einem h € G ein Pfad p € A; N A", so folgt daraus, dass fiir alle i € I die
Nebenklasse A;h gleich A; ist. Daraus folgt sofort, dass A gleich A; ist.
Zeige jetzt, dass Ga, C A;, N...N A, ist:

Es bezeichne p den Pfad (Ay, ..., Ax) € A;. Angenommen es existiert ein i € [
und ein b € Ga, mit h ¢ A;. Dann miisste der Pfad p" = (A1h, ..., Aih) wegen
h € Ga, wieder in A liegen. Dies ist aber nicht der Fall, denn A;h # A;.
Zeige jetzt, dass Ga, 2 A; N...N A, ist: Es bezeichne p wieder den Pfad
(Aq,...,Ax) € A; und es bezeichne h ein Element aus der Schnittmenge A;, N
...NA; . Fiir alle i € I gilt A;h = A;, denn h liegt in A;. Der Pfad p" =
(Aih, ..., Agh) liegt daher auch in der Menge A;. Da A; ein Block ist, folgt
daraus sofort A = A;.

]

Lemma 8. FEs sei G eine Gruppe und (A,..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es sei 1 <k <n, I = {iy,...,i4;} C{1,...,k} eine Index-
menge und A; = {(A1g1, ..., Argr) € Pr|Vi € I : g; € A;} ein Block. Es sei
J=A{J1,---,Jm} C I eine weitere Indexmenge und Aj = {(A191, ..., Axgr) €
Py|Vj e J:g; € A} ein weiterer Block.

Dann ezistiert eine Abbildung o 5 : A9 — A9, die jeden Block A in
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der Bahn von A; auf den Block A% abbildet. Diese Abbildung @1y ist ein G-

Homomorphismus.

Beweis.
VgeG: wun(A]) =A% =ou.n(Ar)
O]

Lemma 9. FEs sei G eine Gruppe und (Ay, ..., Ay,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es sei 1 <k <n, I ={i1,...,4} C{l,...,k} eine Indez-
menge und A; = {(A1g1, ..., Argr) € Pr|Vi € I : g; € A;} ein Block. Es sei
J={J1,---,Jm} C I eine weitere Indexmenge und A; = {(A191, ..., Axgr) €
Py|Vj e J:g; € A} ein weiterer Block.

Ist der Stabilisator Ga, des Blocks Ay gleich dem Stabilisator G, des Blockes
Ay, so ist die Abbildung @1, y) A ¢ — A, die fir alle g € G den Block
A7 auf den Block AY abbildet, ein G-Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung i; : A;¢ — Ga,\G, die jeden Block A9 auf die
Nebenklasse G'a, g abbildet, ist nach dem Fundamentallemma 1 ein G-Isomor-
phismus. Auch die Abbildung i; : A;¢ — Ga,\G, die jeden Block A% auf
die Nebenklasse Ga,g abbildet, ist genauso ein G-Isomorphismus. Da nach
Voraussetzung Ga, = Ga, ist und i;" (i; (AY)) = AY ist, ist o) =" o i;.
Die Abbildung ;s ist daher als Verkniipfung zweier G-Isomorphismen selbst
ein G-Isomorphismus.

[]

Ist aus dem Zusammenhang erkennbar, welches die zugrunde liegende Pfad-
menge Py ist, so soll im weiteren Text fiir alle Indexmengen I der Block
{(A1g1, ..., Akgr) € Pp|Vi € I : g; € A;} mit A; bezeichnet werden. Die
in Lemma 8 beschrieben G-Homomorphismen werden im weiteren Text mit

der Schreibweise ¢(; s bezeichnet.

Zu allen 1 < k < n und Indexmengen I C {1,...,k} und Blocken A; soll
jetzt auf der Bahn AY = {AY|g € G} eine Totalordnung R definiert werden.
Es seien w und w’ zwei beliebige Blécke aus der Bahn A%. Die Ordnung sei
so definiert, dass genau dann (w,w’) € R ist, wenn der Block w einen Pfad p

enthélt, der kleiner oder gleich jedem anderen Pfad p’ aus dem Block W’ ist:

(w,w') €R = (pewVp ew: pxyp)
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Auch bei dieser Relation wird im weiteren Text die Schreibweise w < W’ statt
der Schreibweise (w,w’) € R angewendet. Gilt w < ' und ist w # W', so wird

dies durch die Schreibweise w < w" ausgedriickt.

6.5 Starke Untergruppenleiter

Es sei G wieder eine Gruppe und (A, ..., A,) eine Untergruppenleiter von G
nach A,. Fiir alle in dieser Arbeit beschriebenen Algorithmen, in denen eine
Untergruppenleiter verwendet wird, ist es von Vorteil, wenn der Gruppenindex
zwischen zwei in der Untergruppenleiter aufeinander folgenden Gruppen klein
ist. Insbesondere muss fiir alle diese Algorithmen gelten, dass der Gruppen-
index zweier aufeinander folgender Gruppen endlich sein muss.

Die in diesem Kapitel vorgestellten starken Untergruppenleitern bilden das
Riickgrat aller in dieser Arbeit beschriebenen Algorithmen zur Berechnung
und Priifung von kanonischen Bahnrepriasentanten. satz 6.5.2 ermdglicht die

Konstruktion dieser starken Untergruppenleitern.

Definition 16. Es sei G eine Gruppe und (Aq, ..., A,) eine Untergruppenlei-
ter von G nach A,. Erfillt das Tupel (Ay,...,A,) die folgende Bedingung, so
soll (Ay,..., A,) eine starke Untergruppenleiter genannt werden:

Fir alle 1 < k < n und zu allen Pfaden (A1g1, ..., Argr) mit g1,...,9x € G

existiere ein g € G, so dass gilt:

(Arg', Asg' .. Akd') = (Arga, - - -, Arar)

Lemma 10. Es sei G eine Gruppe und (A, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G = Aq nach A,,. Ist die Leiter (A, ..., Ay,) eine starke Untergruppenleiter
nach Definition 16, so gilt auch:

Beweis. Es seii < n, v ein beliebiges Element aus der Gruppe A4; und g = v

Nach Lemma 3 und der Definition der Erweiterungsfunktion Y; in Kapitel 6.1
ist das Tupel (Ag,..., A;g, Ais1) ein Pfad.

Da die Leiter (A, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter ist, existiert nach De-
finition 16 ein u € G, so dass gilt: (A1g, ..., Ajg, Ait1) = (A, ..., Aju, Ajqu).
Wegen A; 1 = A;p1u liegt das Element « in der Gruppe A; ;. Fiir alle j < 7 ist
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Ajg = Aju und daher auch ug™ € A;. Fiir beliebige j < i ist wegen g = v™*

die Forderung uv € A; erfiillt.
O

Satz 6.5.1. Starke Untergruppenleiter

Es sei G eine Gruppe und (Aq, ..., Ay,) eine Untergruppenleiter von G = Ay
nach A,. Die folgende Bedingung ist genau dann erfillt, wenn die Untergrup-
penleiter (Aq, ..., A,) nach Definition 16 stark ist:

V].SZ.<TLVU€A1‘3UJ€AZ'+1Z uveAlﬂ...ﬂAi

Beweis. Nach Lemma 10 muss nur noch gezeigt werden, dass jede Untergrup-
penleiter, die die geforderte Bedingung erfiillt, auch stark ist. Durch Induktion
nach der Pfadlange k soll gezeigt werden, dass die Bedingung aus Definition 16
fir alle 1 < k < n erfiillt ist:

Vp € Pk,p = (A1g1, RN 7Akgk) E|g' c G PP = (Alg/,Aggl, RN ,Akgl)

Induktionsanfang: k = 2

Da A; = G ist, ist die Bedingung fiir alle Pfade aus der Menge €2y immer
erfiillt. Denn fiir alle g, ¢ € G gilt: (A1g1, A292) = (A1g2, A29o).
Induktionsschritt: k = k+1 Vk<n

Zu jedem Pfad p = (A161,. .., Agsr19k+1) existiert nach Induktionsvorausset-
zung ein ¢’ € G, so dass p = (A1d/,. .., Axg’, Apr19k41) ist.

Ist Ay < Ajyq, so muss, da p ein Pfad ist, Axi19x11 in der Menge T1(Arg)
liegen. Diese Menge enthélt aber nur das einzige Element Aj,1¢’, daher lisst
sich p als (A1¢/, ..., Axq’, Ax11g’) schreiben.

Ist Ay > Ajy1, so muss, da p ein Pfad ist, Api19xy1 wieder in der Menge
Yi(Arg') = {Ag1h | Axh = Arg'} liegen. Daher muss Aggrr1 = Arg’ sein und
es existiert ein v € Ay, so dass vg' = g1 ist. Zu diesem v € Ay existiert ein

u € Agiq, so dass uv € Ay N ---N Ay ist und daher gilt:

(Algb oo ARG, Ak+1gkz+1) = (A19/> e ,Ak9/> Ak+1vgl)
(Arg', ..., Ard', Aryivg’) = (Auug’s ... Agung', A uog’)
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Beispiel 1. Es sei G die Symmetrische Gruppe auf der Menge {1,...,20}.
Fir alle Partitionen (M, ..., \y) der Menge {1,...,20} bezeichne S(x,, x,) =
G(x,..am) den Stabilisator in G, der jede Komponente des Tupels (A, ..., Ap)
stabilisiert. Es gilt also S\, ) = {g € Sp|V1I<ji<m: )\? = )\j}. Es sei:

Al - G
Agy, = S({1,...k},{k+1,....20}) V1<k<10

Agkrr = S,k (k1) {kt2,20p) V1 <k <10

Dann ist (Aq, ..., Ay) eine starke Untergruppenleiter von G nach Asg, da die
in satz 6.5.1 beschriebene Bedingung erfullt ist:
Fiir alle 1 < k < n bilden die beiden Zykel (1,2) und (1,...,k) ein Erzeu-

gendensystem der Gruppe S(,.. k}{k+1},...{n})- Gleiches gilt fiir die beiden Er-

zeuger (k+ 1,k +2),(k+1,...,n) und die Gruppe S1},... {k} {k+1,..n})- Jeder
der beiden Erzeuger (1,2),(1,...,k) ist disjunkt zu jedem der beiden Erzeu-
ger (k+1,k+2), (k+1,...,n). Da disjunkte Zykel kommutieren, gilt fir alle
91 € S{1,k} (1}, fn}) U0 G2 € S((1},. (k) k41, m})s FASS G192 = g2g1 ist.
Fiir alle geraden Zahlen © < 20 ist A;y 1 Untergruppe der Gruppe A;. Es sei
k=1, Ni =S¢ kpot1},.20) und No = Sy, k) {k+1,..200) - Die Menge
NiNy = {niny|ny € Ni,ng € Ny} enthdlt das neutrale Element und zu jedem
Element niny auch dessen Inverses ny 'ny ' = ny 'n;*. Daher ist Ny Ny mit der
Gruppenverkniipfung von G eine Gruppe, die identisch ist mit der Gruppe A;.
Die Gruppe U = S1y,... {k+1}.{k+2,....20}) 15t eine Untergruppe von N, daher gilt
ebenfalls fir alle ny € Ny und u € U, dass nyu = uny ist. Die Gruppe A;yq ist
mit der Gruppe N1U = {nju|n; € Ny,u € U} identisch.

Zu jedem v € A; emistieren daher Elemente ny € Ny, ng € Ny mit v = ning
und ein Element u = nl_l € Ny < Ajyq, so dass uv = nflnlng = ny in der
Gruppe Ny liegt. Fiir alle j <1 ist Ny eine Untergruppe von Aj;, daher ist uv
in der Gruppe A; enthalten.

Fiir ungerade Zahlen 1 < i < 20 st die Gruppe A; Untergruppe der Gruppe
A1 und jedes v € A; liegt daher auch in der Gruppe A; 1. Zu jedem v € A;

liegt auch das inverse Element u = v~}

in der Gruppe A1 und uwv = 1g st
in jeder der Gruppen Ai, ..., A; enthalten.
Und fiir i = 1 emxistiert, da Ay = G 1ist, trivialerweise auch fir alle v € A; ein

u € A1, so dass uv in A; liegt.
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Lemma 11. Es sei G eine Gruppe und (Aq, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G = Ay nach A,. Die Leiter (Ay,...,Ay) ist genau dann eine starke
Untergruppenleiter, wenn fir alle 1 < k < n gilt, dass die Gruppe G transitiv
auf der Pfadmenge P, operiert.

Beweis. ,<* Essei 1 <k <nund (A1¢1,...,Argx) ein beliebiger Pfad. Nach
Lemma 3 ist auch (Ay,..., Ax) ein Pfad. Operiert die Gruppe G transitiv auf
der Menge Py, so existiert ein h € G, so dass (A, ..., A" = (Aig1, ..., Argr)
ist. Daraus folgt aber sofort (Aig1, ..., Argr) = (A1h, ..., Axh).

»,=" Es seien zu einem 1 < k < n die Pfade p und p’ aus der Menge P, gegeben.
Nach Definition 16 existieren zu den Pfaden p und p/ Elemente g,¢" € G, so
dass p = (Aig,...,Agg) ist und p/ = (A1¢,..., Axg’) ist. Nach Lemma 4
operiert GG auf der Menge P, durch komponentenweise Operation.

Setze h = g~ '¢’ dann gilt:
P = (Ag, .. Arg)" = (Augh, ... Aygh) = (A, ... Arg') = o/
]

Lemma 12. Es sei G eine Gruppe und (Ay,...,A;) eine starke Untergrup-
penleiter von Ay = G nach A;. Es sei A1 eine weitere Gruppe mit A; < A;iq.
Dann ist die Untergruppenleiter (Ay, ..., A;, Ajy1) auch eine starke Untergrup-

penleiter.

Beweis. Mit satz 6.5.1 folgt, dass (Aq, ..., A;, Aix1) genau dann stark ist, wenn
fiir alle v € A; ein Element u € A, existiert, so dass uv € A; N ...N A; ist.
Fiir alle v € A; setze u = v™! € A1 dann gilt wv € Ay N ... N A,

O

Lemma 13. Es sei G eine Gruppe und (Ay,...,A;) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A;. Es sei A;y1 eine Untergruppe von A;. Es bezeichne
C die Gruppe A1 N ...NA; und es bezeichne D die Gruppe A;11 NC.

Die Leiter (Aq, ..., Aiyq) ist genau dann eine starke Untergruppenleiter, wenn
eine bijektive Abbildung v : D\A;jx1 — C\A;, mit v(Da) = Ca fir alle

a € A1, existiert.
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Beweis. Zeige zuerst die Wohldefiniertheit der Abbildung.

Die Gruppe D ist eine Untergruppe von C daher existiert ein A;-Homomor-
phismus 7' : D\ A; — C\ A;, mit 7/(Da) = Ca fiir alle a € A;. Die Abbildung
~v ist wohldefiniert, da - genau dem auf die Teilmenge D\ A;1; C D\ A; einge-
schrankten A;-Homomorphismus +" entspricht.

Zeige die Injektivitdt der Abbildung ~v. Fiir je zwei Elemente ay,ay € A;1q
mit y(Da;) = v(Day) muss Ca; = Cay gelten. Daraus folgt aja;' € C und

da ay,as € A;yq sind, muss auch alagl

€ D gelten. Daraus kann wiederum
Day = Dasy gefolgert werden.

Zeige, dass die Abbildung v surjektiv sein muss, wenn (Ay, ..., A;;1) eine star-
ke Untergruppenleiter ist. Es sei a € A; ein beliebiges Element und Ca die
zugehorige Nebenklasse aus der Menge C'\ A;. Es bezeichne v € A; das inverse
Element zu a. Wenn (Aq, ..., A;;1) eine starke Untergruppenleiter ist, existiert
nach satz 6.5.1 ein Element u € A;,q, so dass uv in der Gruppe C enthalten
ist. Aus uv € C folgt Cu = Cv~! und fiir die Nebenklasse Du aus der Menge
D\A; 1 gilt y(Du) = Cu = Cv~t = Ca.

Zeige, dass aus der Surjektivitdt der Abbildung v folgt, dass (Ay,..., Ait1)
eine starke Untergruppenleiter ist. Nach Voraussetzung ist (Ay, ..., A;) bereits
eine starke Untergruppenleiter. Unter Verwendung von satz 6.5.1 bleibt nur
noch zu zeigen, dass fiir alle v € A; ein Element u € A;;; mit uv € C exis-

1 ein Element

tiert. Aufgrund der Surjektivitéit existiert zur Nebenklasse Cv~
u € Aiy1, so dass y(Du) = Cu = Cv~! ist. Daraus folgt sofort Cuv = C' und
weiterhin, dass uv in der Gruppe C' enthalten sein muss.

]

Satz 6.5.2. Es sei G eine Gruppe und (Ay, ..., A;) eine starke Untergruppen-
leiter von Ay = G nach A; mit endlichem Gruppenindex (G : A1 N ... N A;).
FEs sei Aj11 eine Untergruppe von A; mit endlichem Gruppenindex (A; @ Aii1).
Die Gruppe Ay N ...N A; wird mit C' und die Gruppe A;1 N C wird mit D
bezeichnet.

Die Untergruppenleiter (A, ..., A;, Aip1) ist genauw dann eine starke Unter-

gruppenleiter, wenn gilt:

(A;: C) = (A1 : D)
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Beweis. Aus der Endlichkeit der Gruppenindizes (4; : C') und (A; : A;41) und
dem Satz von Lagrange 3.1.1 folgt:

(A Ait) = (C: Ay N C) —

(Ai: ) (Ai: Aia) = (A C) - (C: AN C) g

(A C) - (A Aip) = (Ai : A 01 C) —

(A2 C) - (A s Air) = (A - Aipr) - (A A NC) . <=
(Ai: C) = (A1 : Aia N C)

= Ist (Ay,..., A;, Ajyq) eine starke Untergruppenleiter, so folgt daraus die
Bijektivitat der Abbildung v in Lemma 13. Aus der Bijektivitat dieser Abbil-
dung folgt wiederum, dass (A;41 : D) = (A; : C) ist.
»,<“ Da D eine Untergruppe von C' ist, existiert ein G-Homomorphismus
v+ D\A; — C\A;, mit 7/(Da) = Ca fiir alle @ € A;. Die in Lemma 13
beschriebene Abbildung ~ entspricht dem auf die Menge D\ A, C D\ A; ein-
geschrankten G-Homomorphismus ~'.
Die Injektivitdt der Abbildung v kann wie folgt gezeigt werden. Fiir je zwei
Elemente a1, ay € A;yq mit y(Day) = y(Dag) muss Ca; = Cay gelten. Daraus
folgt alagl € C und da ay,as € A;1; sind, muss auch alagl € D gelten. Dar-
aus kann wiederum Da; = Day gefolgert werden.
Wenn (A; : Ajy1) = (C : D) ist, dann muss auch (4; : C') = (A;41 : D) gelten.
Aus (A4; : C) = (A1 D) und der Injektivitidt der Abbildung v folgt die
Bijektivitdt der Abbildung . Mit Lemma 13 folgt, dass (Ay,..., A;11) eine
starke Untergruppenleiter ist.

O

satz 6.5.2 und Lemma 12 ermdglichen es, zu beliebigen Gruppen mit end-
lichem Gruppenindex eine starke Untergruppenleiter zu konstruieren. Nach
Lemma 12 kann jede starke Untergruppenleiter um eine beliebige Gruppe A,
mit A; < A, verldngert werden und die so verlangerte Leiter ist wieder stark.
Soll eine starke Untergruppenleiter (Aj, ..., A;) um eine Gruppe A;;; < A;
verldngert werden, so kann die Menge aller maximalen Untergruppen von A;
berechnet werden. Jede Untergruppe aus dieser Menge, die die Bedingung aus
satz 6.5.2 erfiillt, kann dazu verwendet werden, die Leiter zu verlangern. Die
neue Leiter, die auf diese Weise konstruiert wurde, ist nach satz 6.5.2 wieder

eine starke Untergruppenleiter.
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Die Berechnung von maximalen Untergruppen ist in den meisten Féllen nicht
einfach. Der Aufwand relativiert sich aber, da dieselbe Leiter zur Lésung vieler

Probleme eingesetzt werden kann.

Soll aus den Untergruppen einer Permutationsgruppe G eine starke Unter-
gruppenleiter konstruiert werden, so kann der folgende Satz bei der Konstruk-

tion behilflich sein.

Satz 6.5.3. Es sei S, die Symmetrische Gruppe auf der Menge {1,...,n}, G
eine Untergruppe der S, und H eine Untergruppe von G. Fir alle Partitionen
(M, ..., Am) der Menge {1,...,n} bezeichne Sz, ., den Stabilisator in der
Gruppe S, der jede Komponente des Tupels (A1, ..., \n) stabilisiert. Es gilt
also Six,,..an) = {g €S, IVI<j<m: )\5 = )\j}.

Fiir alle 1 < i < 2k sei die Menge A; wie folgt definiert:

Al = G
Ao = {1921 91 € HN S(q1,.. k) fh1}{nd)s 92 € G OV Sy, gk} {ht1,m}) |
Ageyr = {91921 91 € HNO S, iy k13, ind) 92 € G OVS(1y, o ot 13, (k42,00 }

Dann ist jede der Mengen Ay, ..., As, eine Untergruppe von G und das Tupel
(Ay, ..., Agy) ist eine starke Untergruppenleiter von G nach Ay, = H.

Beweis. Fiir alle 1 < k < n bilden die beiden Zykel (1,2) und (1,..., k) ein E1-
zeugendensystem der Gruppe Sk}, {k+1},...{n})- Gleiches gilt fiir die beiden
Erzeuger (k+1,k+2), (k+1,...,n) und die Gruppe S}, {k}.{k+1,...n})- Jeder
der beiden Erzeuger (1,2), (1,..., k) ist disjunkt zu jedem der beiden Erzeuger
(k+1,k+2), (k+1,...,n). Da disjunkte Zykel kommutieren, gilt auch fiir
alle g1 € S((1,...x},{k+1},...(n}) UNd g2 € S((1},... (K}, {k+1,...n})> dASS G192 = gagy ist.
Daher enthilt fiir alle 1 < 5 < 2n die Menge A; nicht nur das neutrale Ele-
ment, sondern enthédlt auch zu jedem Element dessen Inverses und ist somit
eine Gruppe. Mit Hilfe der Bedingung aus satz 6.5.1 kann jetzt nachgewiesen
werden, dass die Untergruppenleiter (A, ..., Ay,) stark ist:

Fiir alle geraden Zahlen ¢ < 2n ist die Gruppe A;; Untergruppe der Gruppe
A; Esseik = % und es bezeichne N; die Gruppe HNS(q1,.. &} {k+1},...{n}) Und No

-----

Die Gruppe A, ist gleich {g1g2 | g1 € N1, 92 € NaNS(gi41yp }- Zu jedem v € A,
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existieren Elemente g; € N; und g» € Ny mit v = ¢19, und fiir das Element
u =g/t e N < A, gilt, dass uv = g;'g192 = ¢ in der Gruppe N, liegt.
Fiir alle 7 <4 ist N eine Untergruppe von A;. Daher ist uv = g, auch in der
Gruppe A; enthalten.

Fiir ungerade Zahlen 1 < ¢ < 2n ist die Gruppe A; Untergruppe der Gruppe
A1 und jedes v € A; liegt daher auch in der Gruppe A;1 1. Zu jedem v € A;

Lin der Gruppe A;;1 und uv = 1g ist in

liegt auch das inverse Element u = v~
jeder der Gruppen Ay, ..., A; enthalten.

Fiir die Gruppe A; gilt, dass zu jedem v € A} = G und jedem u € A, < G
trivialerweise auch das Element uv in A; liegt.

[]

Eine wichtige Eigenschaft der in satz 6.5.3 beschriebenen Leiter soll an die-
ser Stelle noch einmal hervorgehoben werden. Beim Leiterspiel-Algorithmus
werden schwierige Probleme gelost, indem diese in viele kleine Splitting und
Fusing Orbits Schritte zerlegt werden. Der Aufwand, der zur Losung dieser
Einzelschritte notwendig ist, hingt entscheidend davon ab, ob der Gruppen-
index zweier aufeinander folgender Gruppen der Untergruppenleiter klein ist.
Fiir die in satz 6.5.3 beschriebene Untergruppenleiter und je zwei aufeinander
folgende Gruppen A; und A, dieser Leiter gilt: Wenn A, < A, ist, so ist der
Index (A; : Ajy1) < n. Wenn A; < A;yq ist, so ist der Index (A;4q: A;) < %
Daher eignet sich die in satz 6.5.3 beschriebene Leiter hervorragend fiir den

Einsatz in einem Leiterspiel-Algorithmus.

satz 6.5.3 ermdglicht es zu jeder beliebigen Untergruppe G der Symme-
trischen Gruppe S,, und jeder Untergruppe H von G eine starke Untergrup-
penleiter von G nach H zu berechnen. Dies ermdoglicht es, zu allen Gruppen
G < S, und allen Untergruppen A, B < G mit dem im Folgenden vorge-
stellten Algorithmus die kanonischen Nebenklasse aller Doppelnebenklassen
A\G/B berechnen zu kénnen.
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Lemma 14. Es sei G eine Gruppe und (Aq, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es seien ein k < n und ein i < k mit A; < A;11 gegeben. Es
bezeichne E; die Gruppe A; N Ay, und E; 1 die Gruppe A; 1 N Ayg.

Ist die Leiter (Ay, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter, so ist die Abbildung
v: E\Ei1 — A\Ai1, die jede Rechtsnebenklasse Fi;g € E\E;11 auf die
Rechtsnebenklasse v(E;g) = Aig € A;\A;+1 abbildet, bijektiv.

Beweis. Zeige zuerst, dass fiir alle a € A; 1 ein e € F; 1 mit A;a = A;e exis-
tiert: Nach Lemma 3 ist (A;a,...,A,a) und auch (Ay,...,A,) ein Pfad. Da
Ajr1a = Aiyq in der Menge T;(A;a) liegt, muss auch (Aja, ..., Aa, Aixq, ..., Ag)
ein Pfad sein. Nach Definition 16 existiert zu diesem Pfad auch ein Element
e € G, so dass (Aa,...,Aja, Aiq, ..., Ap) = (Are, ..., Aje, Aipre,. .., Age)
ist. Da A;11 = A;i1e und Ap = Age ist, liegt e sowohl in der Gruppe Aj als
auch in A;,; und daher auch in F; ;.
Daraus folgt, dass die Abbildung v surjektiv ist, denn zu jeder Nebenklasse
Aja € A\ A1 existiert ein e € F;q mit v(Ee) = Ae = Aja.
Zeige jetzt, dass die Abbildung v injektiv ist: Fiir alle ey,es € F;y; mit
v(Eie;) = v(Ees) gilt auch A;e; = Ajes. Daher gilt auch eje;' € A; und we-
gen ey, eo € B4 liegt 61651 auch in Ay. Daraus folgt aber 61651 € A,NA;, = F;
und es muss auch F;e; = E;es gelten.

m

Satz 6.5.4. Es sei G eine Gruppe und (Aq, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es seien ein k < n und ein i < k mit A; < A;11 gegeben. Es
bezeichne E; die Gruppe A; N Ay und E; 1 die Gruppe A; 1 N Ayg.

Ist (Aq,...,A,) eine starke Untergruppenleiter, so sind die Gruppenindizes
(Aiv1  Ay) und (Eiyq : E;) gleich grof:

[ A1l _ [Bigal
|Ail |Eil

Beweis. Nach Lemma 14 existiert eine bijektive Abbildung zwischen der Menge
E\E;;1 und der Menge A;\ A, ;. Daraus folgt sofort die Behauptung,
O

Im weiteren Text wird immer davon ausgegangen, dass die verwendeten

Leitern starke Untergruppenleitern sind.
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6.6 Urbilder von G-Homomorphismen

Es sei G wieder eine Gruppe und (Aj,...,A,) eine starke Untergruppen-
leiter von G nach A,. Fiir den im Folgenden beschriebenen Kanonizitits-
test wird eine Methode benoétigt, die es erlaubt, bei gegebenen Indexmengen
I C{1,...,n} und J C I und gegebenem Block A" die Menge der Urbilder
von A}} unter dem in Lemma 8 beschriebenen G-Homomorphismus ¢, 5 zu
bestimmen. Genauer ausgedriickt soll es moglich sein, zu allen 1 < £ < n und

allen h € G folgende Mengen bestimmen zu kénnen:

e [Is soll die Menge der Urbilder des Blockes A}{’k} unter dem in Lemma 8
beschriebenen G-Homomorphismus ¢ x},ix}) bestimmt werden kénnen.
Dies ermoglicht es, die maximale Teilmenge I'y C 2, zu ermitteln, so
dass fiir jedes v € I'y ein Pfad in A?k} existiert, an dessen erster Position
die Nebenklasse v steht.

e Zu allen 1 < i < k mit A; > A;;1 soll die Menge der Urbilder des
Blockes A?Lk} unter dem in Lemma 8 beschriebenen G-Homomorphismus
O({ii+1,k},{i,k}) bestimmt werden konnen. Dies erméglicht es, die maximale
Teilmenge I';11 C ;11 zu ermitteln, so dass fiir jedes v € I';;; ein Pfad

in Af{‘i k) existiert, an dessen i 4+ 1-ter Position die Nebenklasse v steht.

e Zu allen 1 < ¢ < k mit A;_1 < A; soll die Menge der Urbilder des
Blockes A?i,k} unter dem in Lemma 8 beschriebenen G-Homomorphismus
O({i—1,i,k},{i,k}) bestimmt werden konnen. Dies ermdoglicht es, die maximale
Teilmenge I';_1 C €;_1 zu ermitteln, so dass fiir jedes v € I';_; ein Pfad

in A?Z. K} existiert, an dessen ¢ — 1-ter Position die Nebenklasse v steht.

Lemma 15. FEs sei G eine Gruppe und (Ay, ..., A,) eine Untergruppenleiter
von G nach A,. Es seien 1 < i < k < n so gewdhlt, dass A; > A1 ist. Es
bezeichne E; die Gruppe A; N Ay und E;q die Gruppe A;1q1 N Ag.

Dann ist |E 1 \E;| < |Aii1\Ail-

Beweis. Essei p: E;1\E; — A;j11\A; eine Abbildung mit ¢(E;,1€) = A1
fiir alle e € F;. Die Abbildung ¢ ist injektiv, denn fiir alle eq, e5 € E; folgt aus
@(Ei—i—lel) = gO(EZ-Heg), dass AZ‘+161 = Ai+1€2 ist.
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Dann ist 61651 € A, und da eq, ey € E; sind, gilt auch 61651 € F;. Daher
ist eje;t € A1 N E; = Ay N A; N Ay und da Ay < A; ist folgt eje;! €
A1 N A, = Eiyq. Es gilt daher E; 161 = E; 162 und daraus folgt sofort die
Behauptung.

]

Lemma 16. Es sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A,. Es sei k <n und I = {iy,...,in} C{1,...,k} eine
Indexmenge. Es sei J C I eine weitere Indexmenge und (g j) bezeichne den
in Lemma 8 beschriebenen G-Homomorphismus o1 .5y : AF — AS.

Fir alle g € G enthilt die Menge {A"|Vj € J : h € A;} genau diejeni-
gen Blicke aus der Menge AY, die im Urbild des Blockes A% unter dem G-
Homomorphismus ¢ 5y liegen.

Beweis. ,,C* Es sei ein g € G fest vorgegeben und A?l ein Block, fiir den

@(LJ)(A*(I’/) = AY ist. Da @) ein G-Homomorphismus ist, gilt A%l‘fl =

/ 1

o (A] )g = A% = Ay Daher liegt h = ¢'g~! im Stabilisator von
Ay und nach Lemma 7 liegt /2 in [, ; A; und es gilt A?l = A?lg_lg = Al

.2 Es sei g € G wieder fest vorgegeben und h € (),.;A;. Dann ist

o (AY) = pun(Anhs = A =AY,

je]
[l

Die in diesem Kapitel zu Beginn aufgefithrten Urbilder und Mengen von

Nebenklassen kénnen alle mit Hilfe von Lemma 16 berechnet werden.

Lemma 17. Es sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A,. Fs seien ein beliebiges Element g aus G und i,k <n
mit i+ 1 < k und A; < A1 gegeben.

Es bezeichne S die Menge der Urbilder des Blockes A?Hl’k} unter dem in Lem-
ma 8 beschriebenen Homomorphismus ¢ i1,k {i+1,k))- Weiterhin bezeichne T
die Menge der Urbilder des Blockes A?iﬂ} unter dem in Lemma 8 beschriebe-
nen Homomorphismus @ it1y.4i4+1)). Dann existiert eine bijektive Abbildung

(:S — T, die jeden Block A?;Hl’k} € S auf den Block A?;Hl} € T abbildet.

Beweis. Zu allen a € A;, existiert ein e € F;,q, so dass A;a = Ase ist. Nach
Lemma 3 ist sowohl das Tupel (A1, ..., Ax) als auch das Tupel (Aja, ..., Aza)
ein Pfad. Das Tupel (Aja, ..., Asa, Ajtq, ..., Ax) muss auch ein Pfad sein, da
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Ajpia = Ajyq in der Menge Y;(A;a) liegt. Nach Definition 16 existiert zu
diesem Pfad ein e € G, so dass (Aya, ..., Aja, Ajtq, ..., Ax) = (Aje, ..., Age)
ist. Da A;11 = A;ji1e und Ay = Age ist, liegt e sowohl in der Gruppe A; als
auch in A; 1 und daher auch in F; ;.

Zu jedem Block AY } € T existiert nach Lemma 16 ein a € A;y; mit

{i,i+1
Agmﬂ} = A?ﬁi+1}. Zu diesem a € A, existiert, wie zuvor gezeigt wurde, ein
e € By mit ea™" € A; N Ay = Gag,,.,,- Daher ist A?MH} = A?igiﬂ} =
-1 . . : o
A?iz‘ﬁ? = A?ZZ.H} = C(A?iiﬂ,k}) und die Abbildung ( ist surjektiv.

Zu allen s, s9 € S existieren nach Lemma 16 Elemente e, es € E; 1 mit s =

Agiﬂ,k} und sp = A?§§+17k}. Aus Q(AELLH) = C(A?ji+17k}) folgt Agzﬂ} =

A?‘ZH} und daraus folgt wiederum eje;' € E;. Daher muss auch Agzﬂ,k}

gleich Aifz 414} Sein und die Abbildung ( ist injektiv und damit bijektiv.

]

Lemma 18. FEs sei G eine Gruppe und (A, ..., Ay,) eine Untergruppenlei-
ter von G nach A,. Es sei k < n, I C {1,...,n} eine Indexmenge und
Ar = {(Aigr, ..., Akgr) € P |Vj € I : g; € A;} ein Block. Es sei J C I
eine weitere Indexmenge und Ay = {(A1g1, ..., Argr) € Pp|Vj € J:g; € Aj}
ein weiterer Block. Es sei @ ) AY — A9 eine Abbildung, die fir jedes
g € G den Block A} auf den Block AY abbildet.

Fiir alle Elemente g € G bilden die als Pfadmengen betrachteten Blocke im Ur-
bild eines Blockes A unter der Abbildung ¢y 1)) eine Partition der Menge
AY.

Beweis. Fiir alle h € G und Blocke A" gilt: A" = {(Aygih, ..., Argrh) €
Pk‘VZ e I : g; < AZ} = {(Alglh,,Akgkh) € Pk‘VZ e I : glh S Alh}
= {(A191, ..., Axgr) € Py |Vi € I : A;jg; = A;h}. Angenommen es existiert im
Block A?{’J} ein Pfad (Ayg1,..., Argr), der in zwei Blocken A?}} und A?}} im
Urbild von A“{JJ} enthalten ist. Dann muss fiir alle ¢« € I gelten: A;h = A;g; =
A;l . Daraus folgt aber sofort A’{II} = A?’I}.

]



Kapitel 7

Kanonizitatstests fur

Doppelnebenklassen

Die Fragestellung, ob zwei diskrete Strukturen ,gleichgestaltig” sind, wird in
der Mathematik Isomorphieproblem genannt. Gleichgestaltig bedeutet in die-
sem Zusammenhang, dass eine strukturerhaltende Abbildung, ein sogenannter
Homomorphismus zwischen den beiden Strukturen existiert. Diese Art von
Problem ist meist nicht leicht zu l6sen.

Ein prominenter Fall ist das Isomorphieproblem auf der Menge der Graphen,
von dem nicht bekannt ist, ob es zur Klasse der N P-vollstindigen Probleme
gehort. Ein weiteres Problem, das auch zu den Isomorphieproblemen gehort,
ist das Teilgraphenisomorphieproblem, bei dem entschieden werden muss, ob
ein gegebener Graph ein Teilgraph eines anderen Graphen ist. Von diesem Pro-
blem ist bekannt, dass es zur Klasse der N P-vollstindigen Probleme gehért
und daher sehr schwer zu 16sen ist. Sowohl das Graphenisomorphieproblem
als auch das Teilgraphenisomorphieproblem kénnen mit den in diesem Kapitel
vorgestellten Algorithmen geldst werden.

Unter Verwendung des Split Lemmas 3.5.1 kénnen viele dieser Isomorphie-
probleme auf eine Problemstellung aus dem Bereich der Doppelnebenklassen
zuriickgefiihrt werden. Dies ermdglicht es, denselben Lésungsansatz zur Lo-
sung unterschiedlichster Probleme anzuwenden. In den Kapiteln 7.1 und 7.2
wird beschrieben, wie das Graphen- und das Teilgraphenisomorphieproblem
mit Hilfe des Split Lemmas auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebildet

werden konnen.
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Der urspriingliche Algorithmus des Leiterspiels, wie er von Bernd Schmalz
[Sch90] entwickelt wurde, ist aukerordentlich effizient bei der Konstruktion von
Doppelnebenklassen. Die Effizienz dieses Ansatzes ist jedoch an die Voraus-
setzung gekniipft, dass der Zugriff auf die im Speicher liegenden Zwischener-
gebnisse sehr schnell erfolgen kann. Da die Anforderungen an die Grofe des
Speicherplatzes jedoch enorm sind, bildet dies bei umfangreicheren Berech-
nungen héiufig den limitierenden Faktor. Sobald im Arbeitsspeicher kein Platz
mehr vorhanden ist und auf die viel langsamere Festplatte zugegriffen werden

muss, stellt sich die Frage nach einer alternativen Strategie.

In diesem Kapitel werden drei Algorithmen beschrieben, die auf dem Lei-
terspiel aufbauen, aber mit sehr viel weniger Speicherplatz auskommen. Diese
Algorithmen kénnen genauso zur Konstruktion von Doppelnebenklassen ein-
gesetzt werden.

Das Anwendungsfeld dieser neuen Algorithmen ist jedoch wesentlich breiter,
da es mit jedem der drei Algorithmen moglich ist, auch fiir eine einzelne Ne-
benklasse zu priifen, ob diese kanonisch ist. In Kapitel 7.6.3 wird weiterhin
beschrieben, wie diese Kanonizititstests zur Berechnung des kanonischen Re-
prasentanten der Bahn dieser Nebenklasse verwendet werden konnen. Beides

ist mit der urspriinglichen Version des Leiterspiels so nicht moglich.

Der Breadthfirst Strong Ladders Leiterspiel (Breadthfirst StroLL) Algorith-
mus basiert genau wie der urspriingliche Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz
auf einer Breitensuche, bei der alle Zwischenergebnisse im Speicher gehalten
werden miissen. Der Speicherbedarf des Depthfirst StroLL ist trotzdem we-
sentlich geringer als der des urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus, da es die
starken Leitern ermdglichen, die Anzahl der zu berechnenden Nebenklassen
auf ein Minimum zu reduzieren. Im Gegensatz zum urspriinglichen Leiterspiel-
Algorithmus nach Schmalz kann mit diesem Algorithmus der kanonische Re-

prasentant zu einer einzelnen Nebenklasse bestimmt werden.

Mit dem Depthfirst Strong Ladders Leiterspiel (Depthfirst StroL.L)) Algo-
rithmus ist es moglich, fiir eine einzelne Nebenklasse in Tiefensuche zu be-

stimmen, ob diese kanonisch ist. Dieser Algorithmus hat einen sehr geringen
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Speicherbedarf und ist auch zur Lésung von sehr groften Isomorphieproblemen
geeignet, die sich aufgrund ihres Speicherbedarfs nicht mit dem Breadthfirst

StroLL berechnen lassen.

Der Leiterspiel Light Algorithmus ist ein kleiner schneller Algorithmus, mit
dem eine einzelne Nebenklasse daraufhin iiberpriift werden kann, ob diese ka-
nonisch ist. Wie auch der Depthfirst StroLL hat auch das Leiterspiel Light
nur einen sehr geringen Speicherbedarf. Das Leiterspiel Light zeichnet sich
insbesondere durch seine Effizienz bei der Losung von kleineren Isomorphie-

problemen aus.
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7.1 Teilgraphenisomorphieproblem und Doppel-

nebenklassen

Es seien zwei Graphen A und B auf endlich vielen Knoten gegeben und es soll
die Frage beantwortet werden, ob der Graph A einen Teilgraphen enthélt, der
isomorph zum Graphen B ist. Diese Problemstellung wird Teilgraphenisomor-
phieproblem genannt und kann auf ein Doppelnebenklassenproblem abgebildet
werden. Auf diese Weise kann das Teilgraphenisomorphieproblem mit Hilfe von
jedem der drei neuen Algorithmen, die im Rahmen dieser Arbeit entstanden
sind, gelost werden. Das Teilgraphenisomorphieproblem ist insbesondere des-
halb interessant, weil die Spezialfille Cliquensuche und Hamiltonkreisproblem
und daher auch das Teilgraphenisomorphieproblem selbst zur Klasse der NP-

vollstandigen Probleme gehoren.

1

1

8 2
4 2
7 3

6 4

5 3

(a) Graph A (b) Graph B

Abbildung 7.1: Zwei schlichte Graphen auf acht und auf vier Knoten

Es bezeichne (V1, F1) den Graphen A und k = |E;| die Anzahl der Kanten
des Graphen A. Es bezeichne (V5, Ey) den Graphen B und i = |Es| die Anzahl
der Kanten des Graphen B. Die beiden Graphen A und B kénnen zu einem
einzigen Graphen C vereinigt werden, der die beiden urspriinglichen Graphen
als disjunkte Teilgraphen enthilt, wie in Abbildung 7.2 dargestellt. Dieser Ver-
einigungsgraph C besteht aus m = |V;| + |V,| Knoten und i + k& Kanten.
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12 6

3 9

Abbildung 7.2: Vereinigungsgraph C auf 12 Knoten

Der Graph C ist isomorph zu einem Teilgraph des vollstindigen Graphen
auf m Knoten. Es bezeichne (V’, E’) einen der Teilgraphen im vollstdndigen
Graphen auf m Knoten, der isomorph zum Graphen C ist. Der Graph (V', E’)
kann in zwei disjunkte Teilgraphen zerlegt werden, so dass der eine Teil iso-
morph zum Graphen A und der andere isomorph zum Graphen B ist. Die
n = (7;) Kanten des vollstidndigen Graphen sollen jetzt so auf die Zahlen 1
bis n abgebildet werden, dass die Kanten aus E’ die Nummern 1 bis i + &
erhalten. Dabei sollen die Kanten der beiden disjunkten Teilgraphen so auf die
Nummern 1 bis ¢ 4+ k abgebildet werden, dass die Kanten des Teilgraphen von
(V') E'), der isomorph zum Graphen A ist, auf die Zahlen 1 bis k abgebildet
werden. Weiterhin soll gelten, dass die Kanten des Teilgraphen von (V’, E’),
der isomorph zum Graphen B ist, auf die Nummern k£ + 1 bis ¢ + k£ abgebildet

werden.

Die weiteren Schritte laufen analog zum Beispiel in Kapitel 3.5 und werden
daher nur sehr knapp erldutert. Die Gruppe S,, operiert durch Permutation
der Knotennummerierungen auf dem vollstindigen Graphen. Analog zu Kapi-
tel 3.5 operiert die Gruppe S,, auf der Menge der Kanten, indem jede Kante
(v1,v2) von jedem Element g € S, auf die Kante (v{,v]) abgebildet wird.
Daher existiert ein Gruppenmonomorphismus ¢ von S, auf eine Untergruppe
B der S, und ein Homomorphismus von Gruppenoperationen, so dass fiir alle

Elemente g € S,, und alle Kanten w des vollstéindigen Graphen w9 = w?(9) gilt.

Es bezeichne

e )\ die Partition {{1,...,i},{i+1,...,n}},
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A die Partition {{1,..., k},{k+1,...,n}},

G die Gruppe S,

A; den Stabilisator der Partition )\; in G,

A; den Stabilisator der Partition \; in G und

: : 1 2 ..n—k n—k+1 n—k+2 .. n
e g € 5, die Permutation (/,CJrl wro i 5 T )

Es bezeichne 2 die Menge aller Teilgraphen des gegebenen vollstindigen
Graphen, die aus m Knoten und ¢ Kanten bestehen. Weiterhin bezeichne w € €2
den Teilgraphen, bestehend aus den Kanten mit den Nummern 1 bis ¢. Die
Gruppe G operiert durch Permutation der Kanten transitiv auf der Menge )
und durch Rechtsmultiplikation transitiv auf der Menge A;\G. Nach Lemma 1
existiert zum Teilgraphen w ein G-Isomorphismus, der zu allen h € G den
Teilgraphen w”" € Q auf die Nebenklasse A;h abbildet.

Wenn die Menge {A;h|h € Ay} eine Nebenklasse enthélt, die in der Bahn
von A;g unter der Operation der Gruppe B liegt, so enthélt der Graph A einen
Teilgraphen, der isomorph ist zum Graphen B. Ob dies der Fall ist, kann mit
Hilfe des Algorithmus aus Kapitel 7.3 berechnet werden. Fine weitere Mog-
lichkeit dies zu berechnen besteht darin, den Algorithmus in Kapitel 7.6.3 mit
einem der beiden Algorithmen, die in den Kapiteln 7.4 und 7.5 beschrieben

werden, zu kombinieren.

Fiir die Berechnungen wird eine starke Untergruppenleiter von G nach A;

benotigt. Diese kann beispielsweise, wie in satz 6.5.3 beschrieben, gewahlt wer-
den. Unter Zuhilfenahme dieser starken Untergruppenleiter, kann mit jedem
der drei Algorithmen sukzessive zu jeder Untergruppe U dieser Leiter die Men-
ge {Uh|h € Ay NURh € UgP} berechnet werden. Da die letzte Untergruppe
dieser Leiter gleich A; ist, ist {A;h|h € A A Ash € A;gP} die entsprechende
Menge zur Untergruppe A;.
Da aber die Menge {A;h|h € Ay A A;h € A;gP} isomorph zu einer Menge
von Teilgraphen des Graphen A ist, von denen jeder isomorph zum Graphen
B ist, kann auf diese Weise tiberpriift werden, ob der Graph A den gesuchten
Teilgraphen enthalt.
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7.2 Wiirfelfairbungen und Rechtsnebenklassen

Die in diesem Kapitel beschrieben Algorithmen behandeln ausschlieflich Tso-
morphieprobleme in Verbindung mit Nebenklassen. Der Zusammenhang zwi-
schen den Wiirfelfarbungen aus Kapitel 5 und den Nebenklassen, die in den
Beschreibungen der Algorithmen in diesem Kapitel verwendet werden, wird

durch Lemma 1 und das Split Lemma 3.5.1 hergestellt.

Eine Farbung der Ecken eines Wiirfels, bei der jede Ecke entweder schwarz,
weill oder ungefarbt ist, kann wie folgt beschrieben werden: Die Wiirfelecken
werden mit den Zahlen 1 bis 8 gekennzeichnet. Anschlieffend kann die Farbung
als Abbildung ¢ : {1,...,8} — {schwarz,weiff,ungefarbt} von der Menge der
Ecken in die Menge der Farben dargestellt werden.

Die Symmetrische Gruppe Sg operiert auf der Menge {1,...,8}. Jede Per-
mutation kann als bijektive Abbildung f : {1,...,8} — {1,...,8} dargestellt
werden. Dann operiert die Sg auf der Menge aller Wiirfelfdrbungen durch Kom-

position g o f der beiden jeweiligen Abbildungen.

In Anlehnung an Lemma 1 wird die Sg in den weiteren Ausfithrungen mit
G bezeichnet. Nach Lemma 1 existiert zu jeder Bahn von G auf der Menge der
Wiirfelfarbungen und jedem Element w aus dieser Bahn ein G-Isomorphismus,
durch den jede Wiirfelfirbung aus dieser Bahn auf eine Rechtsnebenklasse ab-
gebildet werden kann. Dieser G-Isomorphismus ermdglicht es, jede Situation,
die im Beispiel aus Kapitel 5 anhand von Wiirfeln beschrieben wurde, auf eine

entsprechende Situation im Zusammenhang mit Nebenklassen abzubilden.

Jede Bahn von G in der Menge der Wiirfelfarbungen ist eine Teilmenge, die
aus allen Farbungen besteht, die dieselbe Anzahl schwarz und weifs gefiarbter
Ecken besitzen. Die Gruppe aller Drehungen des Wiirfels im Raum ist eine
Untergruppe der Sg die mit B bezeichnet wird. Im Beispiel aus Kapitel 5 ope-
riert diese Untergruppe B auf jeweils einer der Bahnen der Gruppe G in der
Menge der Wiirfelfarbungen.

Da B eine Untergruppe von G ist, ist der durch ein Bahnelement w festgeleg-
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te G-Isomorphismus nach Lemma 1 auch ein B-Isomorphismus. Daher ist der
Stabilisator jeder Wiirfelfarbung in der Gruppe B identisch mit dem Stabili-

sator der entsprechenden Nebenklasse im Bild.

Es bezeichne ; und §25 zwei Bahnen der Gruppe G in der Menge der Wiir-
felfarbungen und ¢ : €3y — )5 einen B-Homomorphismus. Zu jedem Element
w aus einer der Mengen ; und €, bezeichne ¢, : w¢ — G \G den in Lem-
ma 1 beschriebenen G-Isomorphismus zum Element w, so dass ¢, (w?) = Gg
fiir alle g € G gilt. Weiterhin bezeichne 7 : G,\G — Gy \G fiir alle w €
einen G-Homomorphismus, mit 7,(Gy,g) = Gy(w)g fiir alle g € G.

Dann kommutiert das Diagramm in Abbildung 7.3.

Q- G, \G

0, Py(w) Gw(w)\G

Abbildung 7.3: Kommutatives Diagramm

Auf diese Weise konnen alle anhand von Wiirfelfirbungen beschriebenen
Situationen und alle dazu verwendeten Homomorphismen von Gruppenope-
rationen aus Kapitel 5 auf entsprechende Situationen in Zusammenhang mit

Nebenklassen abgebildet werden.
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7.3 Breadthfirst StroLL Algorithmus

Es sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine starke Untergruppenleiter von G
nach A,. Fiir je zwei aufeinander folgende Gruppen der Untergruppenleiter sei
der Gruppenindex klein und insbesondere endlich. Es sei eine Untergruppe B

von G, ein Index k£ < n und eine Nebenklasse Axq gegeben.

Fiir alle Indizes 7 < n operiere die Gruppe B durch Rechtsmultiplikati-
on auf der Menge der Nebenklassen A;\G. Der im Folgenden beschriebene
Algorithmus ist dazu geeignet, zur Nebenklasse Axq den kanonischen Bahnre-
prisentanten in der Bahn Azq® = {Arqb|b € B} und dessen Stabilisator zu

berechnen.

In diesem Kapitel wird ein Kanonisierungsalgorithmus beschrieben, mit dem
zu einem gegebenen k < n und einer gegebenen Nebenklasse Aiq € Ai\G der
kanonische Reprisentant der Bahn Aj¢”® berechnet werden kann. Anhand der
Nebenklasse Apq soll gezeigt werden, wie der kanonische Reprisentant der
Bahn Aq® = {Agb|b € B} berechnet werden kann. Dabei wird davon aus-
gegangen, dass bereits eine Untergruppe H des Stabilisators der Nebenklasse

Agq in der Gruppe B bekannt ist.

Es bezeichne J C {1,...,n} eine beliebige Indexmenge und A bezeichne,
wie in Lemma 7 beschrieben, den entsprechenden Block zu dieser Indexmen-
ge. Das Fundamentallemma 1 ermoglicht es, einen GG-Isomorphismus von der
Menge {A%|g € G} in die Menge der Nebenklassen des Stabilisators Ga,
anzugeben, so dass fiir alle ¢ € G der Block A% auf die Nebenklasse Ga,g
abgebildet wird.

Aufgrund dieser Isomorphie wird im folgenden Text nicht immer genau zwi-
schen der Betrachtung der Blocke und der Betrachtung der entsprechenden
Nebenklassen unterschieden. Immer dann, wenn ohne weitere Hinweise von
Betrachtung der Blocke zur Betrachtung der entsprechenden Nebenklassen

iibergegangen wird, wird dieser G-Isomorphismus zugrunde gelegt.
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7.3.1 Uberblick

Fiir alle Indizes j < k bezeichne E; die Untergruppe A; N Aj. Die Unter-
gruppenleiter (Eq, ..., Ex_1, Ay) soll dazu verwendet werden, zu der gegeben
Nebenklasse Ajq den kanonischen Reprisentanten der Bahn A,q?® zu berech-
nen. Diese Leiter (£, ..., Ex_1, Ax) dient dazu, fiir alle j < k die Menge T} der

kanonischen Bahnreprisentanten von Bahnen der Gruppe ¢Hq™!

in der Menge
E;\Aj, zu konstruieren. Zu allen j < k kann ein geeigneter Homomorphismus
von Gruppenoperationen 7; bestimmt werden, der die Bahnreprisentanten aus
der Menge T} auf Nebenklassen aus der Menge A;\G abbildet.

Zu jeder dieser Nebenklassen aus der Menge A;\G soll dann der kanonische Re-
priasentant aus der Bahn dieser Nebenklasse unter der Operation der Gruppe
B berechnet werden. Die Menge aller dieser kanonischen Bahnreprisentanten
wird mit R; bezeichnet. Die Besonderheit an dieser Konstruktion ist, dass zur
Berechnung der Bahnreprésentanten aus der Menge I?; nur Bahnreprisentan-
ten aus der Menge R;_; benotigt werden, die im vorangehenden Schritt auf
dieselbe Weise berechnet wurden. Die im letzten Schritt berechnete Menge Ry

enthilt dann als einziges Element den gesuchten kanonischen Bahnreprasen-
tanten der Bahn Ajq¢%.

7.3.2 Bestimmung der zu untersuchenden Nebenklassen

Jeder Konstruktionspfad, dessen letzte Komponente die Nebenklasse Ajq ist,
beschreibt einen Weg, wie diese Nebenklasse aus den vorangehenden Neben-
klassen konstruiert werden kann. Der Block A‘ik} enthélt genau diejenigen Kon-
struktionspfade, deren letzte Komponente Aq ist. Fiir alle Indizes ¢« < k kann
der Block A%k} durch den G-Homomorphismus ¢ (; k1 {x}) S0 in kleinere Blocke
im Urbild des Blockes A?k} zerlegt werden, dass alle Pfade, deren i-te Kom-
ponenten iibereinstimmen, jeweils in demselben Block liegen. Mit Hilfe von
Lemma 16 kann die Menge der Urbilder von A‘fi} unter dem Homomorphis-

mus @i k},{i}) bestimmt werden.

Jeder Block im Urbild von Af{li} unter dem Homomorphismus ¢y 11 ¢i}) kann
durch den G-Homomorphismus ¢k} {i}) auf einen Block aus der Menge Ag}
abgebildet werden. Indem jeder dieser Blocke aus der Menge A{Gi} durch den
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im Fundamentallemma 1 beschriebenen G-Isomorphismus auf diejenige Neben-
klasse aus der Menge €2; abgebildet wird, die genau der i-ten Komponente aller
in diesem Block enthaltenen Pfade entspricht, kann fiir alle ¢ < k& bestimmt
werden, welche Nebenklassen aus der Menge €); Komponenten eines Konstruk-

tionspfades sind, dessen letzte Komponente A,q ist.

Die Menge aller Nebenklassen aus der Menge €2;, die in einem Konstruk-
tionspfad vorkommen, dessen letzte Komponente die Nebenklasse Agq ist, ist
daher genau die Menge {A;hq|h € Ag}. Fiir alle 1 < ¢ < k wird die Menge
{A;hq | h € A} im folgenden Text mit ©; bezeichnet.

7.3.3 Ein Isomorphismus von Gruppenoperationen

Fiir alle i < k existiert eine bijektive Abbildung 7; : E;\Ary — ©;, die je-
de Rechtsnebenklasse E;h auf die Nebenklasse 7;(E;h) = A;hq abbildet. Die
Abbildung 7; ist surjektiv, denn fiir jede Nebenklasse A;g € O, existiert nach
Definition der Menge ©; ein h € Ay mit A;hq = A;g. Daher ist E;h € E;\ Ay
eine Nebenklasse mit 7;(E;h) = A;hqg = A;g. Die Abbildung 7; ist auch injek-
tiv, denn fiir alle a1, as € Ay mit 7;(E;a1) = 7(E;az) ist A;a1q = Aj;azq und
daher aqu_lagl = alagl € A;. Weil a; und ay aus der Gruppe Ay sind, gilt
alagl € F; und daraus folgt sofort F;a; = E;as und es folgt die Injektivitat.

Die Gruppe Ay operiert durch Rechtsmultiplikation auf der Menge A;\ A und
die Gruppe ¢~ A.q operiert genauso durch Rechtsmultiplikation auf der Men-
ge {A;hq|h € Ax}. Die auf die Untergruppe Ay eingeschrinkte ¢-Konjugati-
on in der Gruppe G ist ein Gruppenisomorphismus o : A, — ¢ 'A,q mit
o(g) = ¢ 'gq. Das Abbildungspaar (o, 7;) ist fiir alle i < k ein Homomorphis-

mus von Gruppenoperationen:

Va € ApVg € Ay 1i(Eia?) = 1;(F;a9) = Ajagq
Ti(Eia>U(g) — Aiaq"(g) — Aiaqq‘lgq = A;agq

Da fiir alle ¢+ < k£ die Abbildung 7; eine Bijektion und o ein Gruppenisomor-

phismus ist, ist (o, 7;) sogar ein Isomorphismus von Gruppenoperationen.
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7.3.4 Eine weitere Untergruppenleiter

Fiir alle i« < k wird die Gruppe A; N Ap mit FE; bezeichnet. Da die Gruppe
Aj nach Definition gleich G ist, ist £y = A, NG = A, = Ej. Das Tupel
(E1, ..., Ey) ist daher eine Untergruppenleiter von Ay nach Ay. Es bezeichne

! Die Gruppe H ist nach Voraussetzung eine

weiterhin H die Gruppe qHgq™
Untergruppe des Stabilisators von A.q in B und daher eine Untergruppe von
G a,q = ¢t Arq. Die Gruppe H ist eine Untergruppe von A; und operiert daher

auf jeder der Mengen E;\ Ay bis Ei\ Ay.

Fiir alle + < k wird die nach einem beliebigen Kanonizitatspradikat aus-
gezeichnete Menge der kanonischen Bahnrepriisentanten der Bahnen von H
in der Menge E;\Aj mit T: bezeichnet. An dieser Stelle wird zugunsten der
Ubersicht darauf verzichtet, zu erldutern, wie die Mengen Ty, ..., i berech-
net werden konnen. Eine mogliche Technik zur Berechnung dieser kanonischen
Représentanten ist, die Untergruppenleiter (Fy,..., Fx) zusammen mit dem
urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz zur Berechnung der Dop-
pelnebenklassenrepriasentanten aller Doppelnebenklassen in E;\ Ay / H 7u ver-
wenden. Die folgenden Kapitel enthalten weitere Varianten des Leiterspiel-Al-
gorithmus, die es erlauben, die Repréisentanten Ti,..., T, auf anderem Wege

zu berechnen.

7.3.5 Inklusions-Homomorphismus

Die Gruppe H ist eine Untergruppe von B, daher induziert die Inklusionsab-
bildung ¢ : H — B mit «(h) = h zusammen mit der Inklusionsabbildung
ki : {Ajaqla € Ay} — A\G mit k;(A;9) = A;g einen Homomorphismus von
Gruppenoperationen (¢, k;).

Auch die Verkettung der beiden Homomorphismen von Gruppenoperationen
(k;0T;, Lo0) ist ein Homomorphismus von Gruppenoperationen. Bei diesem Ho-
momorphismus werden mehrere Bahnen der Gruppe H auf der Menge E\Ag
zu einer einzigen Bahn der Gruppe B auf der Menge A;\G vereinigt.

E7\Ak (Ti+> {A7CLC] | a € Ak} W’ A7\G
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Fiir alle 1 < i < k wird die Menge aller kanonischen Bahnreprasentanten
von Bahnen der Gruppe B, die ein Element aus der Menge ©O; enthalten, mit
T, ={6*|0 € ©;, AWV € B : 6" < 6"} bezeichnet. Die Menge T}, enthilt nur ein
einziges Element, dies ist der gesuchte kanonische Bahnreprisentant der Bahn

der Nebenklasse Apqg unter der Operation der Gruppe B.

7.3.6 Fusionierende Abbildung

Fiir alle 1 < ¢ < k wird neben der Menge 7; und der Menge aller Stabilisatoren
der Elemente aus 7T} eine fusionierende Abbildung n; : {6°|§ € ©;,b € B} —
B bendétigt. Diese fusionierende Abbildung ordnet jedem Element w aus der
Menge ;, das in der Bahn 6% eines Elementes 6 € ©; liegt, ein fusionierendes
Element b € B zu, so dass w® in der Menge T; liegt.

Die fusionierende Abbildung 7; kann, um Speicherplatz zu sparen, aus ei-
ner Menge von Abbildungen fi,..., f; berechnet werden. Die Abbildung f; :
)1 — B bildet das einzige Element der Menge €2; auf das neutrale Element
der Gruppe G ab. Fiir 1 < 5 < entspricht die Funktion f; einer auf die Menge
{we;|FteTj_y:we Y, 4(t)} eingeschriankten fusionierenden Abbildung.
Die Abbildungen fi, ..., f; kénnen schrittweise zusammen mit den kanonischen
Repréasentanten der Mengen T7,...,T; berechnet werden.

Sind fiir ein 1 < ¢ < k die Abbildungen f; bis f; bekannt und soll zu ei-
ner gegebene Nebenklasse A;g € {A;hb| A;h € ©;,b € B} das fusionierende
Element berechnet werden, so kann die fusionierende Abbildung n; wie folgt
rekursiv bestimmt werden: Zuerst wird das Element b; = n;_1(A;_1g) € B be-
rechnet. Dann ist A;_;gb; der kanonische Reprisentant der Bahn A4, ;¢” und
die Nebenklasse A;gb, liegt in der Definitionsmenge der Funktion f;. Anschlie-
kend wird das Element by = f;(A;gb;) € B bestimmt. Dann ist das Element
b1by ein fusionierendes Element zur Nebenklasse A;g. Auf diese Weise kann die

fusionierende Abbildung 7; bestimmt werden.

7.3.7 Splitting Orbits

Ist fiir ein ¢ < k die Gruppe A; eine Untergruppe der Gruppe A;,1, so wird
der Konstruktionsschritt, in dem aus der Menge T; die Menge T;, 1 berechnet

wird, Splittingschritt genannt. Es seien die Mengen T,,T;, die fusionierende
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Abbildung n; : {6°]§ € ©;,b € B} — B und zu jedem t € T; der Stabilisator
B; = {b € B |t® =t} gegeben. Es sei die Abbildung 7; : E;\ A, — ©; gegeben,
die jede Nebenklasse F;g € E;\ Ay, auf die Nebenklasse A;g € ©; abbildet. Es
seien weiterhin zwei Algorithmen gegeben, die zu einem gegebenen Element
w € Q; und einer gegebenen Gruppe U < B, deren Bahn wV kurz ist, Folgen-
des berechnen:

Der Algorithmus FindOrbitRep(w,U) berechnet ein v € U, so dass Vu' € U :
w® < W gilt.

Der Algorithmus ReduceStab(w, U) berechnet den Stabilisator von w in U.

Vorgehen beim Splitting Orbits

1. Setze ¥ gleich T;, der Menge der Bahnreprisentanten in E\ Ay, und
Tipa = 0.

2. Wihle ein beliebiges Element s aus der Menge > aus und bestimme das
fusionierende Element b = 7;(7;(s)). Dann liegt das Element t = 7;(s)? in
der Menge T;.

3. Bestimme die Menge 1T = {7* |y € T;(7s(s)) N ©;;1}. Die Menge II ent-
hélt dann alle Elemente v aus der Menge Y;(t), fiir die ein w € E; 11\ A

existiert, mit 7,1 (w)? = 7.

4. Wihle ein beliebiges Element 6 aus der Menge II. Nach Voraussetzung
ist das Kanonizitatspradikat so gewéhlt. dass der kanonische Représen-
tant der Bahn 6% in der Menge Y;(t) liegen muss. Daher kann mit Hilfe
des Algorithmus FindOrbitRep(d, B;) das fusionierende Element ¢ zur
Nebenklasse 0 berechnet werden. Speichere den Wert ¢ als Bildelement

von ¢ unter der Abbildung f;.

5. Ist 0¢ = 9, so ist ) ein kanonischer Bahnrepriasentant seiner Bahn. Ist §

noch nicht in der Menge 7}, enthalten, so fiige A zur Menge 7}, hinzu.

6. Der Stabilisator von 4 in B kann mit Hilfe des Algorithmus ReduceStab(d,B;)

berechnet werden.
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7. Entferne 6 aus der Menge II. Wenn die Menge II danach nicht leer ist,
fahre fort mit Schritt 4.

8. Entferne s aus der Menge . Wenn die Menge > danach nicht leer ist,
fahre fort mit Schritt 2.

Pseudocode zu Splitting Orbits

Mit dem folgenden Algorithmus kénnen die eingeschrinkte fusionierende Ab-
bildung fiy1 : {Aiz19| Aig € T} — B, die Menge der kanonischen Bahnrepré-
sentanten 7T;,; und zu allen Elementen ¢t € T;,; der Stabilisator B; bestimmt
werden:

1 Ti1 <0

2 foreach (s €T} )

3 b < mi(ri(s))

4 t < 1i(s)? WteT;
5 I+ {yeTi(t)|7" €O}

6 foreach (6 €1I)

7 ¢ < FindOrbitRep(d, B)

8 fir1(8) «¢

9 if (§¢==9) \\=WeB:6<6
10 if (6 ¢ Tit1)

11 Tiv1 «— Tiya U{0}

12 B;s < ReduceStab(d, By)

13 endif

14 endif

15 end

16 end
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7.3.8 Fusing Orbits

Ist fiir ein ¢ < k die Gruppe A;;; eine Untergruppe der Gruppe A;, so wird
der Konstruktionsschritt, in dem aus der Menge T; die Menge T;, ;1 berechnet
wird, Fusingschritt genannt. Es seien die Mengen T;, die fusionierende Abbil-
dung n; : {6°|6 € ©;,b € B} — B und zu jedem t € T; der Stabilisator
B; = {b € B|t’ =t} gegeben. Es sei die Abbildung 7; : E;\ A, — ©; gegeben,
die jede Nebenklasse F;g € E;\ A auf die Nebenklasse A;g € O, abbildet.
Es sei weiterhin ein Algorithmus EztendGroup(v,U) gegeben, der zu einem
gegebenen Element v € GG und einer gegebenen Gruppe U < B die kleinste
Untergruppe von GG berechnet, die sowohl die Untergruppe U als auch das Ele-

ment v enthalt.

Bestimmung der Bahnreprisentanten

1. Setze II gleich der Menge T; und T;,; = 0.

2. Wihle ein beliebiges Element A;g aus der Menge II aus und bestimme die
Menge ¥ = {A;eq” |e € Aiy1,b = ni(Aseg)}. Damit entspricht die Menge
¥ der Menge aller Bahnreprisentanten s € T; mit T;(s) C A;119%.

3. Bestimme das Element ¢t = miél s. Die Menge T;(t) besteht aus dem ka-
se
nonischen Bahnreprisentant der Bahn A;,,¢”. Fiige daher das Element

aus Y;(t) zur Menge T;, 1 hinzu.

4. Entferne alle Elemente, die in der Menge X enthalten sind, aus der Menge
I1. Wenn die Menge II danach nicht leer ist, fahre fort mit Schritt 2.

Bestimmung der Stabilisatoren und der Abbildung f;.;

Die Abbildung f;;1 bezeichnet die auf die Menge {w € Q;.1 |3t € T} : w €
T;(t)} eingeschrinkte fusionierende Abbildung 7;,1. Mit Hilfe der Abbildun-
gen f1,..., fir1 kann die auf der Menge €0, definierte fusionierende Abbildung
ni+1 auf effiziente Weise berechnet werden.

Zu jeder Untergruppe U von B und zu jedem Element b € B sei ein Al-
gorithmus FEztendGroup(b,U) gegeben, der die kleinste Untergruppe von B
bestimmt, die sowohl das Element b als auch die Gruppe U enthélt.
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1. Setze II gleich der Menge aller Bahnreprasentanten 7.

2. Wihle ein Element A;,1g aus der Menge II aus und setze U gleich dem
Stabilisator von A;g in B. Dann ist U eine Untergruppe des Stabilisators

von A;,19 in B.

3. Setze X gleich der Menge {A;eg |e € A;11}. Damit entspricht die Menge
¥ der Menge aller Nebenklassen w € ©; mit T;(w) = {Ai119}-

4. Wihle eine Nebenklasse s aus der Menge ¥ und berechne das fusionie-

rende Element 7;(s), das mit b bezeichnet wird.

5. Das Element s® ist in der Menge T} enthalten und Y;(s?) = {4;;1¢°} C
{we Qi1 |3t €T :w e Ti(t)}. Setze daher f;1(A;1g°) = b1

6. Wenn A;,1¢° = A; 119 ist, so ersetze U durch das Ergebnis des Algorith-
mus EztendGroup(b,U).

7. Entferne s aus der Menge Y. Wenn die Menge > danach nicht leer ist,
fahre fort mit Schritt 4.

8. Entferne A;;1g aus der Menge II. Der Stabilisator von A;; 19 in B ist
gleich der Gruppe U. Wenn die Menge II danach nicht leer ist, fahre fort
mit Schritt 2.

7.3.9 Varianten des Algorithmus

Das folgende Kapitel enthilt die Beschreibung eines Algorithmus, mit dem zu
einer gegebenen Nebenklasse Apq iiberpriift werden kann, ob diese kanonisch
ist. Im Gegensatz zu dem in diesem Kapitel beschriebenen Algorithmus wird
zur Berechnung der Mengen T, bis T}, nicht der urspriingliche Algorithmus von
Schmalz verwendet. Stattdessen wird eine Strategie angewendet, die sich durch
zwei wesentliche Eigenschaften auszeichnet.

Erstens basiert der im Folgenden vorgestellte Algorithmus auf der Annahme,
dass in den Bahnen der Gruppe B auf den Mengen €2 bis €2, die jeweils kleins-
te Nebenklasse jeder Bahn die kanonische ist. Aufgrund dieser Annahme muss
nur ein kleiner Teil der kanonischen Reprisentanten aus den Mengen 77 bis T},

untersucht werden, um festzustellen, ob eine Nebenklasse A, ¢ kanonisch ist. Zu
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Beginn des Algorithmus wird der kleinste Pfad zur Nebenklasse Arg berechnet.
Die Berechnung dieses Pfades kann ohne grofsen Aufwand durchgefiihrt wer-
den. Dann brauchen anschlieffend nur die kanonischen Reprisentanten aus den
Mengen T} bis T} berechnet werden, die kleiner oder gleich der entsprechenden
Komponente dieses Pfades sind. Genauer gesagt, kann die Untersuchung so-
fort abgebrochen werden, sobald in einer der Mengen 77 bis T}, ein kanonischer
Reprasentant gefunden wurde, der kleiner als die entsprechende Komponente
des genannten Pfades ist. Denn in diesem Fall steht das Ergebnis, dass die
Nebenklasse Apq nicht kanonisch ist, sofort fest. Dies ermoglicht es, die Unter-
suchung wesentlich zu beschleunigen.

Zweitens kann, unter Verwendung einer starken Untergruppenleiter, die Menge
der Reprasentanten aus den Mengen T} bis T}, zusammen mit deren Stabilisa-
toren und der fusionierenden Abbildung rekursiv berechnet werden. Das heifst
die fusionierende Abbildung und die Mengen T bis T und Ty bis T}, brau-
chen nicht mehr im Speicher gehalten werden. Dabei muss natiirlich in Kauf
genommen werden, dass sich der Rechenaufwand entsprechend vergrofert, da
ja, im Gegensatz dazu, beim Algorithmus nach Schmalz nur ein Speicherzu-
griff notwendig ist. Andererseits ermoglicht es dieser Ansatz, den Leiterspiel-
Algorithmus auch fiir grofere Probleme anwenden zu kénnen, die ansonsten
aufgrund des iberméfkigen Speicherbedarfs mit dem Algorithmus von Schmalz
nicht berechnet werden konnten.

Weitere Varianten des Leiterspiel-Algorithmus, bei denen die Eigenschaften
der beschrieben Algorithmen kombiniert und den Bediirfnissen anpasst wer-
den, sind moglich. Ein Beispiel dafiir sind die in Kapitel 7.6.3 beschriebenen
Algorithmen, mit denen zu einer gegebenen Nebenklasse der Stabilisator dieser
Nebenklasse und deren kanonischer Bahnrepriasentant berechnet werden kon-

nen.
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7.4 Depthfirst StroLL Algorithmus

Es sei G eine Gruppe, (A;, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter, bestehend
aus Untergruppen von G. Fiir je zwei aufeinander folgende Gruppen der Unter-
gruppenleiter sei der Gruppenindex klein und inshesondere endlich. Es sei eine
Untergruppe B von G, ein Index & < n und eine Nebenklasse Axq gegeben, fiir
die iiberpriift werden soll, ob sie kanonisch in ihrer Bahn ist. Der im Folgenden
beschriebene Algorithmus ist dazu geeignet, zu iiberpriifen, ob die Nebenklasse
Apq kanonisch in der Bahn Aq” = {Arqgb|b € B} ist und berechnet im Falle,

dass die Nebenklasse kanonisch ist, den zugehorigen Stabilisator.

Es bezeichne J C {1,...,n} eine beliebige Indexmenge und A bezeichne,
wie in Lemma 7 beschrieben, den entsprechenden Block zu dieser Indexmen-
ge. Das Fundamentallemma 1 ermdoglicht es, einen G-Isomorphismus von der
Menge {A%|g € G} in die Menge der Nebenklassen des Stabilisators Ga,
anzugeben, so dass fiir alle ¢ € G der Block A% auf die Nebenklasse Ga,g
abgebildet wird. Aufgrund dieser Isomorphie wird im folgenden Text nicht
immer genau zwischen der Betrachtung der Blocke und der Betrachtung der
entsprechenden Nebenklassen unterschieden. Immer dann, wenn ohne weitere
Hinweise von Betrachtung der Blocke zur Betrachtung der entsprechenden Ne-

benklassen iibergegangen wird, wird dieser G-Isomorphismus zugrunde gelegt.

7.4.1 TUberblick

Um mit dem Depthfirst StroLL Algorithmus tiberpriifen zu kdnnen, ob die
Nebenklasse Arq kanonisch ist, wird eine weitere Leiter bendtigt. Fiir alle
1 < 4 < k bezeichne E; die Schnittmenge A; N Ay, die auch wieder eine
Gruppe ist. Dann ist (Ey, ..., Ey) auch wieder eine Untergruppenleiter und
fir alle 1 < ¢ < k existiert zwischen den Leitern ein G-Homomorphismus
¢ E\G — A\G, mit p(E;g) = A;g fiir alle g € G.

Diese Homomorphismen zwischen den Nebenklassenmengen der beiden Lei-
tern werden beim Depthfirst StroLL genutzt, um die bendtigten Zwischener-
gebnisse in den Splitting- und Fusingschritten zu berechnen.

In Abbildung 7.4 sind die entsprechenden G-Homomorphismen zwischen
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A \G

Eia\G

Aip\G

) /
E\G

Ei\G

Abbildung 7.4: Homomorphismen zwischen den Leitern

den Nebenklassenmengen der beiden Leitern skizziert. Der Schritt von A;\G
nach A;1\G ist ein Fusingschritt und der Schritt von A;1\G nach A; 5\G ist
ein Splittingschritt.

Im Depthfirts StroLL Algorithmus wird die Tatsache ausgenutzt, dass der
Stabilisator und ein fusionierendes Elementes zu einer Nebenklasse E;g wesent-
lich effizienter berechnet werden kénnen, wenn der entsprechende Stabilisator

und ein fusionierendes Element zur Nebenklasse A;g bereits bekannt sind.

Wurde auf diese Weise der Stabilisator und ein fusionierendes Element zur
Nebenklasse Ejq bestimmt, so konnen diese unveridndert fiir die Nebenklasse
Agq iibernommen werden. Denn es gilt E, = A, N Ay = Ag, daher sind die
Nebenklassen Fpq und Agq identisch.

Um auf diese Weise mit dem Depthfirst StroL.Li einen vollstindigen Kano-
nizitdtstest durchfiihren zu kénnen oder den Stabilisator zu einer Nebenklasse

Agq berechnen zu kénnen, miissen eine Reihe von Voraussetzungen erfiillt sein:
e die Untergruppen der Leiter (Ey, ..., ) miissen bekannt sein,

e der kleinste Pfad p = (Aip, ..., Axp) im Block Ac{lk} muss bekannt sein,
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e fiir alle 7 < k muss der Stabilisator Ba,, = BNp~'A;p, der im Folgenden

auch mit C; bezeichnet wird, bekannt sein.

Im Gegensatz zu den Stabilisatoren C1, ..., Cy_; kann der Stabilisator C} der
Nebenklasse Axq unter der Operation der Gruppe B natiirlich nicht als bekannt
vorausgesetzt werden, da dieser ja berechnet werden soll. Daher muss, falls der
letzte Leiterschritt ein Fusingschritt ist, fiir diesen letzten Leiterschritt eine

andere Strategie wie bei den iibrigen Fusingschritten verwendet werden.

7.4.2 Vorbereitungen
Berechnung der Leiter (F,..., Ey)

Fiir alle 1 <17 < k bezeichne F; diejenige Gruppe, die genau aus den Elemen-
ten der Schnittmenge der beiden Gruppen A; N A besteht. Dann ist die Folge
von Untergruppen (Ei, ..., Ey) auch eine Untergruppenleiter. Da die Leiter
(E1, ..., Ey) auker vom Index k unabhingig von anderen Eingabeparametern
ist und nur von der verwendeten Leiter (A1, ..., A,) abhéngt, geniigt es, diese

fiir jedes £ < n nur ein einziges Mal zu berechnen und abzuspeichern.

Operiert die Gruppe Ay durch Rechtsmultiplikation auf der Menge A;\G, so
ist der Stabilisator der Nebenklasse A; gleich der Schnittmenge A; N Aj. Die-
ser Stabilisator kann zum Beispiel durch einen Aufruf des Depthfirst StroLL
Algorithmus berechnet werden. Die Gruppen Ey, ..., E;_; kdnnen unter Ver-
wendung der entsprechenden Leitern (4; NA;,..., A;_1 N A;, A;) mit Indizes
J kleiner als k berechnet werden, so dass keine Probleme mit zirkuldren Vor-

aussetzungen entstehen.

Die Gruppen E, ..., E; werden unter anderem dazu benotigt, um zu jedem
Block A?i,k} dessen Urbild unter den in Lemma 8 beschriebenen G-Homomor-
phismen o (i iv1,x).{i,ky) W ©(i—1,4k),4i,ky) berechnen zu konnen.

Nach Lemma 7 ist E; = A; N A, gleich dem Stabilisator des Blockes Ag; 1y
in der Gruppe G. Da die Gruppe G transitiv auf der Menge der Pfade und
damit auch transitiv auf der Menge der Blocke operiert, folgt mit satz 3.1.3,
dass die Menge {Af, ;| e € Ej} gleich der Menge der Urbilder des Blockes

Ay ry unter dem G-Homomorphismus ¢ i41.4},1ik)) ist. Aufgrund der Tran-
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sitivitat und satz 3.1.2 gilt genauso, dass die Menge {A?Ziﬂ,k} le € g7 Eig}

= {AY. e € E;} gleich der Menge der Urbilder des Blockes AY. ,, unter
{i,i+1,k} {i,k}

dem G-Homomorphismus (i i+1,6) 4,k ist. Fir jedes g € G enthalt die als

Menge betrachtete Bahn A?i;ﬁf} genau die Urbilder des Blockes A%i,k} unter

dem G-Homomorphismus ¢ i1k} {ik})-

Ermittle kleinsten Pfad im Block A%k}

Um zu iiberpriifen, ob die Nebenklasse Apg kanonisch ist, wird zuerst der
kleinste Pfad p im Block Af{lk} ermittelt und ein Gruppenelement p bestimmt,
fiir das p = (A1p, ..., Agp) gilt. Nach Lemma 5 ist A,q genau dann kanonisch,
wenn in keinem der Blécke der Bahn A?f} ein Pfad enthalten ist, der kleiner

ist als p.

Mit Hilfe des Unterprogrammes FindSmallestPath, das in Kapitel 7.6.6 be-

schrieben wird, kann der Pfad p ohne grofen Aufwand berechnet werden.

Stabilisatoren C,...,C,_

In den Splitting- und Fusingschritten des Depthfirst StroL.LL. Algorithmus wer-
den die Stabilisatoren C1, ..., Cy_1 der Nebenklassen A;p bis Ay_1p unter der
Operation der Gruppe B als bekannt vorausgesetzt. Unter der Voraussetzung,
dass die Nebenklassen A;p bis A;_1p kanonisch sind, kénnen diese Stabilisa-
toren durch einen Aufruf des Unterprogramms NextStep berechnet werden.
Dieses Unterprogramm wird im folgenden Text, beginnend auf Kapitel 7.4.5

genauer beschrieben.

Sollte hingegen eine der Nebenklassen A;p bis A;_1p nicht kanonisch sein,
so ist auch die Nebenklasse App = Apq nicht kanonisch und der Algorithmus
kann mit diesem Ergebnis sofort abgebrochen werden.

Denn angenommen eine Nebenklasse A;p ist nicht kanonisch, so existiert ein
b € B fiir das gilt, dass A;pb kleiner ist als A;p. Nach Lemma 6 enthilt in
diesem Fall der Block AI{’f’k} einen Pfad, der kleiner ist als der Pfad p. Daraus

folgt, dass auch der Block A?Z} einen Pfad enthélt, der kleiner ist als der Pfad
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p und dies wiederum widerspriche der Annahme, dass die Nebenklasse A;q

kanonisch ist.

Splitting Orbits als letzter Schritt

Im Falle, dass die Nebenklasse A;_1p kanonisch und Ay eine Untergruppe von
Ajg_1 ist, kann eine einfache Methode angewendet werden, um zu {iberpriifen,
ob Ayq kanonisch ist. Aus der Definition der Erweiterungsfunktion Y;_; geht
hervor, dass A;_;p die einzige Nebenklasse ist, aus der die Nebenklasse A.q
erzeugt werden kann. Aufgrund der Definition der Ordnung auf der Menge der
Nebenklassen ist die Nebenklasse Ayq kleiner als jede andere Nebenklasse der
Bahn A.q”, die nicht aus der Nebenklasse A;_p erzeugt wurde. Daher ist die
Nebenklasse A,q genau dann kanonisch, wenn sie die kleinste Nebenklasse in

der Bahn A;q? ist, die aus der Nebenklasse Aj_;p erzeugt wurde.

Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 liegen alle Nebenklassen der Bahn
Arq®P, die gleichzeitig im Urbild der Nebenklasse Aj_ip liegen, in derselben
Bahn unter der Operation des Stabilisators der Nebenklasse Aj,_ip. Dieser
Stabilisator C_; kann mit dem Unterprogramm NeztStep, das auf Seite 127
beschrieben wird, berechnet werden. Ob die Nebenklasse Aq kanonisch in ih-

Ck—1

rer Bahn Agq ist, kann wiederum mit dem Unterprogramm FindOrbitRep,

das in Kapitel 7.6.5 beschrieben wird, {iberpriift werden.

Auch der Stabilisator der Nebenklasse Arq kann, falls A, < Aj_; ist, leicht
berechnet werden. Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 ist der Stabilisator von
Arq eine Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse A;_1p und kann mit
Hilfe des Unterprogrammes ReduceStab berechnet werden, das in Kapitel 7.6.2

beschrieben wird.

Fusing Orbits als letzter Schritt

Ist Ax_1 Untergruppe von Ay, so ist der Konstruktionsschritt, in dem aus den
Bahnen von B in der Menge €2;,_; die Bahnen von B in der Menge €); kon-
struiert werden, ein Fusingschritt. Dieser Fusingschritt unterscheidet sich von

den vorangehenden Fusingschritten des Depthfirst StroLLL, da bei diesem Kon-
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struktionsschritt nicht mehr vorausgesetzt werden kann, dass der Stabilisator
der Nebenklasse Agp bereits bekannt ist. Daher muss der Fusingschritt von
Q1 nach Q; gesondert betrachtet werden. Auf den Seiten 121 und 122 in
Kapitel 7.4.4 wird dieser Fusingschritt im Detail erlautert.

Die Uberpriifung, ob die Nebenklasse Ag kanonisch in ihrer Bahn unter
der Operation der Gruppe B ist, wird bereits vollstindig in den anderen Split-
ting- und Fusingschritten, die in Kapitel 7.4.5 und 7.4.5 beschrieben werden,
durchgefiihrt. Daher braucht in diesem letzten Fusingschritt lediglich der Sta-

bilisator der Nebenklasse Ajq berechnet werden.

Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 ist der Stabilisator Cj_; der Neben-
klasse Ap_1p eine Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse Aq = Agp.
Diese Untergruppe des Stabilisators wird, immer wenn ein neues, bisher un-
bekanntes Element des Stabilisators gefunden wurde, erweitert, bis der volle
Stabilisator bekannt ist. Die Effizienz des Depthfirst StroLL Algorithmus kann
zusitzlich erhoht werden, indem zu Beginn eine moglichst grofse, bereits be-
kannte Untergruppe H des Stabilisators von Agq iibergeben wird. Je grofer
diese Untergruppe ist, um so weniger Blocke miissen untersucht werden, um
festzustellen, ob Arqg kanonisch ist und um so effizienter arbeitet der Algorith-

mus.

7.4.3 Splitting Orbits

Es sei G eine Gruppe und (Aj,...,A,) eine starke Untergruppenleiter von
G nach A,. Es sei B eine Untergruppe von G und Agq eine Nebenklasse,
die daraufhin untersucht werden soll, ob sie die kanonische Nebenklasse in
ihrer Bahn ist und deren Stabilisator berechnet werden soll. Es bezeichne
p = (Aip,..., Agp) den kleinsten Pfad des Blockes A%k}, das heifit p ist der
kleinste Pfad, dessen letzte Komponente die Nebenklasse A,q = Agp ist. Wei-
terhin sei ein @ < k mit A;1; < A; und eine Gruppe H < BN g 'A,q gegeben.
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Benennungen

Einige Blocken und G-Homomorphismen in diesem Kapitel sollen durch ei-
ne einfachere Schreibweise bezeichnet werden: Die Gruppe A; N A1 = A4
ist nach Lemma 7 sowohl der Stabilisator des Blockes Ay, ;. 1y als auch der
Stabilisator des Blockes Ay;yq;. Daher ist der in Lemma 8 beschriebene G-
Homomorphismus ¢ i+1},4i+1}) nach Lemma 9 ein G-Isomorphismus. Nach
Lemma 18 ist daher der Block Ay ;41 identisch mit dem Block Ay qy. Der in
Lemma 8 beschriebene G-Homomorphismus ¢(y; i41},1i3) wird daher im weite-
ren Text mit ¢ (;41),(s}) bezeichnet.

Ahnliches gilt fiir die beiden Blécke Agiiv1ey und Ay gy, die auch beide
denselben Stabilisator A; N A;.1 N A = A1 N Ag haben. Die beiden Blécke
Agiit1ky und Ay gy sind daher identisch und der in Lemma 8 beschriebe-
ne G-Homomorphismus ¢ i1,k},4i,ky) Wird im weiteren Text mit ¢ (1.5} ik}

bezeichnet.

Eingrenzung des Suchraumes

Die Menge der im Depthfirst StroLL Algorithmus zu untersuchenden Block-
mengen kann unter Verwendung der Ordnungstreuen Erzeugung drastisch re-
duziert werden. Voraussetzung dafiir sind die Bedingungen, die in Kapitel 6.1
an die Ordnungen auf den zu untersuchenden Mengen von Nebenklassen und
Blocken gestellt wurden. Eine weitere Voraussetzung dafiir ist die Bedingung,
die in Kapitel 6.1 an die Kanonizitatspriadikate gestellt wurde, die wiederum

eng mit den Ordnungen auf den Nebenklassenmengen verkniipft ist.

Angenommen die Nebenklasse Agq ist nicht die kanonische Nebenklasse in
ihrer Bahn, dann existiert nach Lemma 5 ein Pfad (Ayr,..., Agr) < p, des-
sen letzte Komponente Agr in der Bahn Ayqg® liegt. In diesem Fall miisste die
i + 1-te Komponente des Pfades (Ajr, ..., Axr) kleiner oder gleich der i + 1-
ten Komponente des Pfades p sein. Denn wire A;11p < A;117, so wiirde aus
Lemma 6 folgen, dass der kleinste Pfad im Block A]Ei+1,k} kleiner ist als der
Pfad (Ajr, ..., Agr). Da aber p der kleinste Pfad im Block A” , ist und der

{k}
Block A?Hl »y eine Teilmenge von Afk} ist, die den Pfad p enthélt, muss p auch
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der kleinste Pfad im Block Al{’i LA} sein und dies widerspricht der Annahme
(Arr, ..., Agr) < p.

Angenommen (Ajr, ..., Agr) ist kleiner als (Ap, ..., Axp) dann existiert
ein 1 < j <k, so dass fiir alle h < j gilt, dass Apr = App ist und Ajr < A;p
ist. Nach der Definition der Erweiterungsfunktion T; und der Definition der
Pfade ist A; dann notwendigerweise eine Untergruppe von A;_; und der Kon-
struktionsschritt, in dem der Block AEM} aus dem Block Agj—l,k} konstruiert
wurde, ist ein Splittingschritt.

Da nach Voraussetzung A,r € A,p? ist, existiert ein b € B mit A,r = Aypb.
Der Block Agb k) liegt im Urbild von A{k} unter dem in Lemma 8 beschriebe—
nen G-Homomorphismus ¢y} r})- Gleichzeitig liegt der Block A{ k} in der
Bahn des Blockes AY; 11, der den Pfad (Air, ..., Ayr) enthalt. Der Block A’{”b K
wird daher in einem Splittingschritt aus dem Block A 1 &y erzeugt.

Die Bahnen aller Blécke, die die genannten Bedlngungen erfiillen und in de-
ren Bahnen sich moglicherweise ein Block befindet, der einen Pfad kleiner p
enthélt, werden in den Splittingschritten des Depthfirst StroLLL. Algorithmus
untersucht. Wird dabei ein Pfad kleiner als der Pfad p gefunden, so kann der
Kanonizititstest mit dem Ergebnis, dass Apg nicht kanonisch ist, abgebrochen

werden.

Je nachdem, ob der Index j grofer, kleiner oder gleich @ + 1 ist, lassen sich
drei Félle unterscheiden:
Ist 5 <741, so kann davon ausgegangen werden, dass der Block A’{j7k} in ei-
nem der vorangehenden Splittingschritte gefunden wird und dabei festgestellt
wird, dass die Nebenklasse Arg nicht kanonisch ist.
Ist 7 > ¢+ 1, so folgt daraus sofort, dass A, 1r = A;,1p ist. Da nach Vor-
aussetzung Apr € AppP ist, existiert ein b € B mit Air = Apb. Der Block
A{z+1 k}
©(fi+1,k} (k) und gleichzeitig in der Bahn des Blockes A@H,k}? der den Pfad
(Ayr, ..., Agr) enthélt.
Angenommen es gilt j =i+ 1, so ist A;r = A;p und A; 17 < A;11p. In diesem

liegt daher im Urbild des Blockes A’{’k} unter dem Homomorphismus

Fall soll der Block AEHLI«} in dem Splittingschritt, in dem das erste Mal ein
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Block aus der Bahn Agfk} in kleinere Blocke zerlegt wird, gefunden werden.
Da nach Voraussetzung A,r € A,p? ist, existiert ein b € B mit A,r = Aypb.
Der Block Ag’;k} liegt daher im Urbild des Blockes Az{]k} unter dem Homo-
morphismus ©((i+1,k},{x}) und gleichzeitig in der Bahn des Blockes AEHM}, der

den Pfad (Ayr,..., Agr) enthélt.

Die Mengen A; und A;,,

Zusammenfassend ist daher jeder Pfad (Air,..., Agr) < p, zu dem ein b € B
existiert mit Apr = Appb, entweder in dem Block A}{’i} enthalten oder er kann
in einem der vorangehenden Splittingschritte gefunden werden. Wenn der Pfad
(Ayr, ..., Agr) im Block A’Ei} liegt, so gilt weiterhin, dass der Block A’{”Lk}, der
den Pfad (Ajr, ..., Agr) enthélt, in der Bahn des Blockes Ag’;l} liegt, der ein
Urbild von A?k} unter der Abbildung ¢k ¢k} ist. Daher brauchen in dem
hier vorgestellten Splittingschritt nur diejenigen Blocke betrachtet werden, die

in der Menge A; = {A?Lk} | Akg = Agp ATV € B : Aigbl = A;p} enthalten
sind.

Die Urbilder aller dieser Blocke der Menge A; unter dem G-Homomorphis-
mus ©((i+1,k}.{i,k}) werden daraufhin untersucht, ob in deren Bahn ein Block
enthalten ist, dessen kleinster Pfad kleiner ist als p. Ob in der Bahn ein ent-
sprechender Block enthalten ist, kann nicht so leicht herausgefunden werden.
Ist allerdings die 7 + 1-te Komponente aller Pfade eines Blockes kleiner als die
Nebenklasse A;,1p, so kann daraus geschlossen werden, dass die Nebenklasse
Arq nicht kanonisch ist und der Kanonizitétstest wird abgebrochen.
Andernfalls muss der Pfad (Ajr, ..., Agxr) < p sowohl im Block A%H} als auch
im Block AEHLk} liegen. Daher ist der Block Aziﬂ,k} in der Bahn eines Blockes
aus der Menge A; | = {A?Hl’k} | Apg = Agp A € B Aigtl = Ajpp} ent-
halten. Diese Menge A;,; kann in einem Splittingschritt aus der Menge A;

konstruiert werden.

Abgeschlossenheit der Mengen A; und A;,;

Die Menge A; = {A7; 1| Avg = Agp A3V € B : Ajgb' = Ajp} ist fiir alle Indi-
zes 1 < j < k abgeschlossen unter der Operation der Gruppe H < BNp~tAxp.
Die Operation der Gruppe H auf der Menge A; ist daher eine Gruppenopera-
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tion. Dies kann wie folgt gezeigt werden:

Es sei A?M} ein Block aus der Menge A; und b € B ein Element fiir das
Ajgb = Ajp gilt. Weiterhin sei h ein beliebiges Element aus der Gruppe H.
Dann liegt auch der Block A?ﬁk} in der Menge A;, denn fiir das Element
V = h'b € B gilt Ajght! = A;gb = A;p und da H eine Untergruppe des
Stabilisators der Nebenklasse Agp ist, muss auch A,gh = Apph = Agp gelten.

Bahnen und Reprisentantensysteme in A; und A,

Angenommen es existiert ein Pfad (Ayr,..., Ayr) < p mit Agr € App®, so
wurde bereits gezeigt, dass dieser Pfad entweder in einem der vorangehen-
den Splittingschritten gefunden werden kann oder ein b € B existiert, so dass
N{"z”k} € Ay und (Air, ..., Ayr) € A, 4, ist.

Jedes minimale Reprisentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der
Menge A; enthélt dann genau einen Représentanten aus der Bahn Agfk}. Um
einen Pfad (A;r,..., Agr) zu finden, durch den sich die Nebenklasse Aiq als
nicht kanonisch entlarven lasst, geniigt es daher statt der Menge A; ein mi-
nimales Représentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der Menge A;
zu konstruieren. Im weiteren Text stehen die Bezeichnungen 71, ..., Ty ent-
sprechend ihrer Indizes jeweils fiir ein minimales Reprisentantensystem der

Bahnen von H auf einer der Mengen A; bis Aj_;.

Auf Seite 113 wird beschrieben, wie in den Splittingschritten aus einem
minimalen Reprisentantensystem 7; ein minimales Représentantensystem 7;
konstruiert wird. Die Représentanten aus der Menge 7;,; kénnen so gewihlt
werden, dass jeder Représentant ¢ € T;,; im Urbild eines Reprisentanten
t" € T; unter dem Homomorphismus O(fi+1,k} 4,k liegt. Dies kann wie folgt
gezeigt werden:

Es sei A?HM} ein beliebiger Block aus der Menge A;,;. Dann existiert ein
b e B, sodass A; 1 19gb = A;11p ist. Da A;,; eine Untergruppe von A; ist, muss
auch A;gb = A;p gelten und der Block A?i’k} liegt daher in der Menge A;. Es
sei h € H ein Element, so dass A*’fzk} im Reprasentantensystem T; enthalten
ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit der Menge A;,; unter der Operation der

Gruppe H ist auch der Block A?’fﬂ K in der Menge A, enthalten. Gleichzeitig
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liegt der Block A?Zrl,k:} in der Bahn des Blockes A?Hl,k} unter der Operation
der Gruppe H und der Block @({i—i—l,k},{@k})(A?Z_Lk}) = Afgfk} liegt in der Menge
T;.

In jeder Bahn der Gruppe H auf der Menge A;;; existiert daher ein Block,
der im Urbild eines Blockes aus der Menge T; liegt. Wenn die Menge T}, so
gewihlt wird, dass diese nur aus Blocken besteht, deren Bildblécke unter der
Abbildung ¢ i+1,5},4i,k) in der Menge T; liegen, so kann die Menge T;,, aus

der Menge T; konstruiert werden.

Ergebnisse des Splitting Orbits Schrittes

Es sei ein minimales Repréisentantensystem 7; aller Bahnen der Gruppe H auf
der Menge A; gegeben, das bedeutet, die Menge T; enthilt genau einen Block
aus jeder Bahn. Zu jedem Block A?im € T; sei auch ein fusionierendes Ele-
ment b € B gegeben, fiir das A;gb = A;p gilt. Es sei weiterhin der Stabilisator
C; = BNp~tA;p der Nebenklasse A;p in der Gruppe B gegeben und zu jedem
Block A*‘Ei’k} € T, sei auch der Stabilisator D; = H N g~ 'A,g dieses Blockes in
der Gruppe H gegeben.

Aus diesen Angaben werden im Splitting Orbits Schritt folgende Dinge berech-

net:

e Ein minimales Repréasentantensystem 7;,, aller Bahnen der Gruppe H

auf der Menge A;,4.

e Zu jedem Block A?i,k} € T; wird iiberpriift, ob die Bahn A?fk} einen
Block enthilt, dessen kleinster Pfad kleiner ist als p.

e Zu jedem Block A%H w € Tin wird der zugehorige Stabilisator dieses
Blockes unter der Operation der Gruppe H berechnet.

e 7u jedem Block A*f{’iﬂ’k} € T;,1 wird ein fusionierendes Element b € B

berechnet, fiir das A;;19b = A;1p ist.

Stabilisatoren der Elemente aus 7},

In den Splittingschritten des Depthfirst StroLL Algorithmus miissen zu allen

Blécken aus dem Reprasentantensystem 7;,; deren Stabilisatoren unter der
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Operation der Gruppe H bestimmt werden. Auf Seite 110 wurde bereits fest-
gestellt, dass das Représentantensystem 7;.; so gewdhlt werden kann, dass
fiir jeden Block ¢ aus der Menge T;41 der Block ¢(fi+1,6),(5,61) () in der Menge
T; enthalten ist. Ist der Block @({i+1,k},{i,k})(t) in der Menge T; enthalten, so
kann dessen zugehériger Stabilisator D; = H N g~ *A;g N g 1 Ag als bekannt

vorausgesetzt werden.

Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 ist der Stabilisator jedes Blockes t €
Ti41 eine Untergruppe des Stabilisators des Blockes ¢(it1,k)i,6)) (). Der Sta-
bilisator D, des Blockes gp({i+17k},{i7k})(t) operiert auf der Menge seiner Urbilder
unter dem G-Homomorphismus ¢g;41,x},ik})- Ist der Gruppenindex (A; : A;4q)
klein, so ist nach Lemma 15 auch der Gruppenindex (E; : E;;1) klein und da-
her ist auch die Menge der Urbilder des Blockes ¢(fit1,5},45,61)(t) € T unter
dem G-Homomorphismus ¢ (it+1,k},{i,k}) klein. Daher ist die Bahn des Blockes

Al
1+1,
Blockes A?Z_ LA} kann mit Hilfe eines einfachen und effizienten Algorithmus be-

unter der Operation des Stabilisators D; kurz und der Stabilisator des

rechnet werden. Ein Beispiel fiir so einen Algorithmus ist der in Kapitel 7.6.2

beschriebene erweiterte Bahnenalgorithmus.

Fusionierende Elemente

Um die nédchsten Fusing- und Splittingschritte des Kanonizitdtstests zu er-
moglichen, muss zu jedem Block A?’Hl k) aus der Menge T;,; ein fusionie-

rendes Element berechnet werden. Genauer gesagt soll zum Block A‘({’i Ty =

P((i+1h{i+11 (A1 4y) €in b € B berechnet werden, so dass A?i’il} = A
gilt. Da jeder Block aus der Menge T;,; auch in der Menge A, liegen muss,

ist sichergestellt, dass dieses Element b’ immer existiert.

Es seien der Block A?H‘Lk} € T;;1 und dessen Bildblock A‘[{}i yy unter dem

G-Homomorphismus ¢ i+1.4},4i,k}) gegeben und ein fusionierendes Element b,

fiir das @({i,k},{i})(A%i,k})b = A?i} ist. Der Block A?fﬂ’k} liegt daher im Urbild

des Blockes AI{”M} unter dem G-Homomorphismus @14} 4i,k})- Bezeichnet
C; = BNp tA;p den Stabilisator des Blockes A’{'i} in B, dann existiert auch

ein Element ¢ € C;, so dass A‘E?frl} = AI{’Hl} ist.
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Dieses Element ¢ kann unter Verwendung des FindOrbitRep Algorithmus,

der in Kapitel 7.6.5 beschrieben wird, berechnet werden. Das Element b’ =

bc € B ist dann das gesuchte fusionierende Element zum Block A?i Lk da
/ be .
90({i+17k},{i+1})(A?Hl,k})b - A!{]i—&-l} = Az{ji—%l} 1st.

Auswahl der Reprisentanten

Die Menge T}, die in diesem Splittingschritt konstruiert werden soll, ist ein
minimales Repréasentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der Menge
A; 1. Die Menge T;,; soll so gewédhlt werden, dass jeder Block aus der Menge

T;+1 im Urbild eines Repréasentanten der Menge T; unter dem G-Homomor-

phismus ©(it1,5) 45,k liegt.

Die Menge T;.; kann konstruiert werden, indem zu jedem Block s € T} mit
Stabilisator D; folgende Schritte durchgefiihrt werden:

e berechne die Menge der Blocke im Urbild von s unter der Abbildung
S0({14'17k}”{i7k})7

e priife, welche der Urbilder in der Menge A;,; enthalten sind und entferne

alle anderen Blocke,

e bestimme in der verbleibenden Menge zu jeder Bahn unter der Operati-
on des Stabilisators D; genau einen Repridsentanten und fiige diesen zur

Menge T;1 hinzu.

Die Grundlage fiir dieses Vorgehen ist das Homomorphieprinzip 3.2.1. Zeige
zuerst, dass auf diese Weise zu jedem Block A‘fi 1 € A;11 mindestens ein
Représentant aus der Bahn dieses Blockes unter der Operation der Gruppe H
in der Menge T;,, enthalten ist:

Da der Block A‘({’Hl,k} in der Menge A;,; enthalten ist, existiert ein b € B, so
dass A;119b = A;1p ist. Daher liegt auch der Block A%Lk} in der Menge A,
denn es gilt A;gb = A;p. Wenn A‘{’i’k} in der Menge A; enthalten ist, so existiert
ein h € H, so dass A{{]Zk} der Reprisentant der Bahn A?fk} in der Menge T;

ist. Da @(fi+1,6) 45,4} €in G-Homomorphismus ist, liegt der Block A??—i—l,k} im
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Urbild von A?Zk}. Aus der Bahn dieses Blockes A??H’k} unter der Operation

der Gruppe D; wurde ein Repréisentant ausgewihlt, der zu der Menge 7},

hinzugefiigt wurde. Da D; eine Untergruppe der Gruppe H ist, liegt dieser

g
{i+1,k}

Reprasentant auch in der Bahn des urspriinglichen Blockes A
Zeige jetzt noch, dass in der Menge 7T, aus jeder Bahn der Gruppe H auf
der Menge A;,; nur ein einziger Repréisentant enthalten ist:
Angenommen es existiert ein h € H und zwei Blocke A?Hl,k} und A??ﬂ,k}’ die
beide in der Menge T;,; enthalten sind. Dann muss gp({i+1,k},{i7k})(A‘({’?H,k}) =
¢({i+1,k},{i7k})(A!{’i+1 k}) sein. Denn nach Voraussetzung liegen die Bilder beider
Blocke in der Menge T; und da A*’f?k} und A“Ei gy 0 derselben Bahn liegen und
T; ein minimales Repréisentantensystem ist, miissen die Blocke identisch sein.
Wenn aber A?th} = A?i ) 1St, 50 muss das Element h im Stabilisator D; dieses
Blockes liegen. Dann liegen die beiden Blocke A‘{’?H’k} und A‘{]iﬂ’k} im Urbild
desselben Blockes Aj‘{’i k) und in derselben Bahn unter der Operation der Grup-
pe D;. Aus dieser Bahn wurde aber nur ein einziger Reprasentant zur Menge

T;+1 hinzugefiigt, daher sind die beiden Blocke identisch.

Mit Hilfe des FindOrbitRep Algorithmus, der in Kapitel 7.6.5 beschrieben

g9
{i+1,k}

der entsprechende Reprisentant der Bahn A

ein Element d € D; berechnet werden, so
gD;
{i+1,k}

wird, kann zu jedem Block A

dass A%

{i+1,k} ist.

Implementierung des Splittingschrittes

Angenommen es existiert ein Pfad (A7, ..., Agr) mit Apr € ApgP, so dass
(Agr, ..., Agr) < (A1p, ..., Agp). Es soll vorausgesetzt werden, dass A;r = A;p
ist, denn andernfalls wére der Pfad bereits in einem der vorangehenden Split-
tingschritte gefunden worden. Dann existiert, wie in Kapitel 7.4.3 bereits er-
lautert wurde, ein Block A*‘f;’k} € T; und ein b € B, so dass A;g'b = A;p
und Ay = Apg'b ist. Dariiber hinaus enthilt der Block Af' den Pfad
(Ayr, ... Agr).

Wenn A; . 1r = A;;1p ist, so existiert im Urbild dieses Blockes A?; K unter

der Abbildung ¢(fi+1,4},4i,6)) €in Block A?Hl n € Tin und ein ¢ € C;, dem
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Stabilisator des Blockes A’{’i}, so dass A;y19bc = A, 1p und Apgbc = Agr ist.
In diesem Fall enthélt der Block Ag’il py den Pfad (Air,... Ayr). In den fol-
genden Splitting- und Fusingschritten wiirde der Block A?Hl’k} € 1,11 weiter
untersucht werden bis der Pfad (Ayr,..., Agxr) dann in einem spéteren Split-

tingschritt gefunden werden wiirde.

Andernfalls ist A; 17 < A;;1p und es existiert im Urbild von A?;k} unter
der Abbildung (g1, ik} €in Block A?Hl,k} und ein ¢ € C;, dem Stabilisator
des Blockes A]{)i}, so dass der Pfad (Ajr, ... ,Ay:) im Block A??iuf}
ist. Daher miissen alle Urbilder des Blockes A*‘Eif’k} daraufhin untersucht wer-

enthalten

den, ob sie einen Pfad kleiner p enthalten.

Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 enthalten die Urbilder von A%;k} und
A?;é’k} Blocke aus denselben Bahnen. Daher kann der Pfad (Ayr, ..., Agr) ge-
funden werden, indem die Blocke im Urbild des Blockes A?;,k} unter der Ab-
bildung ¢(fi+1,k},{i,k}) berechnet werden und die Bahn jedes dieser Blocke dar-
aufhin untersucht wird, ob darin einen Pfad kleiner als p enthalten ist. Jeder
Block im Urbild von A‘E;{’k} dessen Pfade an Position ¢ + 1 eine Nebenklasse

kleiner als A;,p tragen, enthélt nach Lemma 6 einen Pfad kleiner als p.

g
{i+1,k}

im Urbild von Aé{];,/@} die Nebenklasse A;,1gb bestimmt, die an Position 7 + 1

aller Pfade des Blockes A??—s—l,k}

das gilt, dass A;;1gbc die kleinste Nebenklasse aus der Bahn der Nebenklas-

Bei der Implementierung des Splittingschrittes wird zu jedem Block A

steht. Es bezeichne ¢ € C; ein Element fiir

se A;;1gb unter der Operation von C; ist. Dieses Element ¢ kann mit dem
in Kapitel 7.6.5 beschriebenen Algorithmus gefunden werden, unter der Vor-
aussetzung, dass der vom diesem Algorithmus berechnete Reprisentant der
kleinste Reprasentant seiner Bahn ist.

Aufgrund der Bedingung, die in Kapitel 6.1.2 an die Ordnung auf der Menge

der Nebenklassen A;.1\G gestellt wurde, muss gelten, dass der Block A%

(i+1,k}
unter allen Blécken aus der Bahn A?il K die Pfade mit der kleinstmoglichen
Nebenklasse an Position 7 + 1 enthilt. Nach Lemma 6 muss der Block A??frl’k}
auch den kleinsten Pfad unter allen Pfaden aus Blocken der Bahn Af{’fil’k}

enthalten.
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Wenn A, 1gbc < A;i1p ist, so enthilt der Block A% nach Lemma 6

{i+1,k}
einen Pfad kleiner als p und es folgt daraus, dass die Nebenklasse Ap nicht
kanonisch ist.

Wenn A;,1gbc = A;1p ist, enthélt nach Lemma 6 keiner der Blocke aus der
Bahn A?iu@} einen Pfad kleiner als p.
Andernfalls, wenn die Nebenklasse A;,1gbc = A, 1p ist, so kann der Pfad

(Ayr, ..., Agr) in einem der folgenden Splittingschritte gefunden werden.

7.4.4 Fusing Orbits

Es sei G eine Gruppe und (A4, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter von G
nach A,. Es sei B eine Untergruppe von GG und A.q eine Nebenklasse, die dar-
aufhin untersucht werden soll, ob sie die kanonische Nebenklasse in ihrer Bahn
ist. Es bezeichne p = (Ajp,..., Axp) den kleinsten Pfad im Block Ac{lk}, das
heifst p ist der kleinste Pfad, dessen letzte Komponente die Nebenklasse Axq
ist. Weiterhin sei ein 7 < k mit A; < A,;; und eine Gruppe H < BN q 'A.q
gegeben.

Benennungen

nach der Regel aus Kapitel 7.4.4 Die Gruppe A; N A;.1 = A; ist nach Lem-
ma 7 sowohl der Stabilisator des Blockes Ay;; 41y als auch der Stabilisator des
Blockes Ag;y. Daher ist der in Lemma 8 beschriebene G-Homomorphismus
©(fi,i+1},{i}) nach Lemma 9 ein G-Isomorphismus. Nach Lemma 18 ist daher
der Block Ay; j41y identisch mit dem Block Ag;. Der in Lemma 8 beschriebene
G-Homomorphismus ¢y i11},i+1}) Wird daher im weiteren Text mit oy 1i1})
bezeichnet.

Ahnliches gilt fiir die beiden Blécke Agiit1,ey und Ag gy, die auch beide densel-
ben Stabilisator A;NA;1NA, = A;NA; haben. Die beiden Blocke Ag; ;11 und
Ay; ry sind daher identisch und der in Lemma 8 beschriebene G-Homomorphis-

mMUS O({i,i+1,k},{i+1,k}) Wird daher im weiteren Text mit o x),fi+1,k)) bezeichnet.
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Eingrenzung des Suchraumes

Die Menge der im Depthfirst StroLL Algorithmus zu untersuchenden Block-
mengen kann unter Verwendung der Ordnungstreuen Erzeugung drastisch re-
duziert werden. Voraussetzung dafiir sind die Bedingungen, die in Kapitel 6.1
an die Ordnungen auf den zu untersuchenden Mengen von Nebenklassen und
Blocken gestellt wurden. Eine weitere Voraussetzung dafiir ist die Bedingung,
die in Kapitel 6.1 an die Kanonizitatspradikate gestellt wurde, die wiederum

eng mit den Ordnungen auf den Nebenklassenmengen verkniipft ist.

Angenommen die Nebenklasse Agq ist nicht die kanonische Nebenklasse in
ihrer Bahn, dann existiert nach Lemma 5 ein Pfad (A7, ..., Axr) < p, dessen
letzte Komponente A,r in der Bahn A,¢” liegt. In diesem Fall miisste die i-te
Komponente des Pfades (Ajr, ..., Agr) kleiner oder gleich der i-ten Kompo-
nente des Pfades p sein. Denn ware A;p < A;r, so wiirde aus Lemma 6 folgen,
dass der kleinste Pfad im Block A}{’i’k} kleiner ist als der Pfad (Ayr, ..., Agr).

Da aber p der kleinste Pfad im Block A’{’k} ist und der Block A?i »y eine Teil-
menge von A’Ek} ist, die den Pfad p enthélt, muss p auch der kleinste Pfad im

Block Az{’“{} sein und dies widerspricht der Annahme (Ayr, ..., Agr) < p.

Angenommen (Ajr, ..., Agr) ist kleiner als (Ap, ..., Axp) dann existiert
ein 1 < j <k, so dass fiir alle h < j gilt, dass Apr = App ist und A;r < A;p
ist. Nach der Definition der Erweiterungsfunktion Y; und der Definition der
Pfade ist A; dann notwendigerweise eine Untergruppe von A;_; und der Kon-
struktionsschritt, in dem der Block A%k} aus dem Block A%;Lk} konstruiert

wurde, ist ein Splittingschritt.

Da nach Voraussetzung A,r € A;p? ist, existiert ein b € B mit A,r = Aypb.
Der Block A?j’z} liegt im Urbild von A?k} unter dem in Lemma 8 beschriebe-
nen G-Homomorphismus ¢k (x))- Gleichzeitig liegt der Block A?j’;:} in der
Bahn des Blockes AEM}, der den Pfad (A;r, ..., Agr) enthélt. Der Block AT{”j’_kl}
wird daher in einem Splittingschritt aus dem Block Ag’:llyk} erzeugt.

Die Bahnen aller Blocke, die die genannten Bedingungen erfiillen und in de-
ren Bahnen sich méglicherweise ein Block befindet, der einen Pfad kleiner p

enthilt, werden in den Splittingschritten des Depthfirst StroLL Algorithmus
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untersucht. Wird dabei ein Pfad kleiner als der Pfad p gefunden, so kann der
Kanonizitdtstest mit dem Ergebnis, dass Apg nicht kanonisch ist, abgebrochen

werden.

Je nachdem, ob der Index j grofer oder kleiner ¢ + 1 ist, lassen sich zwei
Fille unterscheiden:
Ist j <7+ 1, so kann davon ausgegangen werden, dass der Block Agj’k} in ei-
nem der vorangehenden Splittingschritte gefunden wird und dabei festgestellt
wird, dass die Nebenklasse Ag nicht kanonisch ist.
Ist j > i+ 1, so folgt daraus sofort, dass A;r = A;p ist. Da nach Voraussetzung
Apr € AppP ist, existiert ein b € B mit Air = Agpb. Der Block Ag’;} liegt
daher im Urbild des Blockes A}{’k} unter dem Homomorphismus ¢ 1}, {x}) und

gleichzeitig in der Bahn des Blockes Azi7k}, der den Pfad (A;r, ..., Axr) enthélt.

Die Mengen A; und A;;;

Zusammenfassend ist daher jeder Pfad (Ayr,..., Axr) < p, zu dem ein b € B
existiert mit Apr = Appb, entweder in dem Block A?i} enthalten oder er kann
in einem der vorangehenden Splittingschritte gefunden werden. Wenn der Pfad
(Ayr, ..., Agr) im Block A’EZ.} liegt, so gilt weiterhin, dass der Block A’{”Lk}, der
den Pfad (Ajr, ..., Agr) enthélt, in der Bahn des Blockes Af{“f% liegt, der ein
Urbild von A?k} unter der Abbildung ¢k ¢k} ist. Daher brauchen in dem
hier vorgestellten Fusingschritt nur diejenigen Blocke betrachtet werden, die
in der Menge A; = {A?i,k} | Akg = Apgp A\ € B : A;jgb = A;p} enthalten sind.
Aus den Blocken dieser Menge A; werden in einem Fusingschritt die Blocke der

Menge A; 11 = {A“{’Hl’k} | Agg = Agp AV € B : A9t = A;11p} konstruiert.

Abgeschlossenheit der Mengen A; und A,

Die Menge A; = {Af{’j,k} | Apg = Akp ATV € B : Ajgl/ = A;p} ist fiir alle Indi-
zes 1 < j < k abgeschlossen unter der Operation der Gruppe H < BNp~tA.p.
Die Operation der Gruppe H auf der Menge A; ist daher eine Gruppenopera-
tion. Dies kann wie folgt gezeigt werden:

Es sei A?j K ein Block aus der Menge A; und b € B ein Element fiir das
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Ajgb = Ajp gilt. Weiterhin sei h ein beliebiges Element aus der Gruppe H.
Dann liegt auch der Block Ai’?k} in der Menge A;, denn fiir das Element
V = h7'b € B gilt Ajght’ = Ajgb = Ajp und da H eine Untergruppe des

Stabilisators der Nebenklasse Agp ist, muss auch Argh = Apph = Agp gelten.

Bahnen und Reprisentantensysteme in A; und A;

Angenommen es existiert ein Pfad (Ayr,..., Ayr) < p mit Agr € App?, so
wurde bereits gezeigt, dass dieser Pfad entweder in einem der vorangehen-
den Splittingschritten gefunden werden kann oder ein b € B existiert, so dass
A?Z?-‘rl,k} € Ajyq und (Ayr, ..., Agr) € AEHM} ist.

Jedes minimale Reprisentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der
Menge A;;; enthélt dann genau einen Représentanten aus der Bahn Agfil’k}.
Um einen Pfad (A7, ..., Agr) zu finden, durch den sich die Nebenklasse Ayq
als nicht kanonisch entlarven lisst, geniigt es daher statt der Menge A;;; ein
minimales Repréasentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der Menge
A;;1 zu konstruieren. Im weiteren Text stehen die Bezeichnungen 77, ..., T, 4
entsprechend ihrer Indizes fiir minimale Représentantensysteme der Bahnen

von H auf den Mengen A bis A;_;.

Aus einem gegebenen minimalen Représentantensystem 7; aller Bahnen der
Gruppe H auf der Menge A; soll ein Reprisentantensystem T;,; aller Bahnen
der Gruppe H auf der Menge A;,; konstruiert werden. Die Konstruktion der
Menge T;;1 soll erfolgen, indem zu jedem t € T; der Block ¢y fit1.61)(t)
berechnet wird und ein Reprisentant aus der Bahn dieses Blockes zur Menge
T;+1 hinzugefiigt wird. Zeige, dass zu jedem Block A?Hl’k} € A, 1 ein Ele-
ment h € H und ein Block Af{’;k} im Urbild von A%H,k} existieren, so dass
AL € Ty ist:

Da A?i-&-l,k}

B, so dass Ai+1gb = Ai+1p ist. Dann ist (Alpbil, ce 7Az'pb71, Ai+1g, c. ,Akg)

ein Pfad aus dem Block A?Hl’k}.

tiert nach Definition 16 ein ¢’ € G, so dass der Pfad (A,¢/, ..., Arg’) gleich

(Aipb=', ... Aipb™', Ayiag, ..., Arg) ist. Der Block Af;vk} liegt im Urbild des

Blockes A“{7i+1 ) unter der Abbildung ¢ r},i+1,k)) und es gilt weiterhin, dass

in der Menge A, ; enthalten ist, existiert ein b aus der Gruppe

Da (Ai,..., Ag) eine starke Leiter ist, exis-
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A;g' € AppP und A,g = A,g ist. Daher ist A?; k) auch in der Menge A; ent-

halten und es existiert ein h € H, so dass A?;hk} in der Menge T; enthalten ist.

Ergebnisse des Fusing Orbits Schrittes

Es sei ein minimales Repriasentantensystem 7; aller Bahnen von H in der
Menge A; gegeben, das bedeutet fiir jeden Block A“{Ji7k} € A, existiert genau
ein t € T}, das in der Bahn Af};’fk} enthalten ist. Wenn ¢ 4+ 1 < k ist, so sei der
Stabilisator C;,; = BNp~tA;11p der Nebenklasse A, 1p in der Gruppe B gege-
ben. Zu jedem Block A?i’k} € T; sei weiterhin der Stabilisator D; = HNg 'A;g
dieses Blockes in der Gruppe H und ein b € B mit A;gb = A;p gegeben.

Aus diesen Angaben werden im Fusing Orbits Schritt folgende Dinge berech-

net:

e Ein minimales Reprasentantensystem 7;,, aller Bahnen der Gruppe H

auf der Menge A;,; konstruiert.

e Zu jedem Block A%iﬂ K € T;+1 wird der zugehorige Stabilisator dieses
Blockes unter der Operation der Gruppe H berechnet.

e 7u jedem Block Aé«’ziﬂ,k} € T;.1 wird ein fusionierendes Element b € B

berechnet, fiir das A;;19b = A;1p ist.

o Ist i+ 1 =k, so wird der volle Stabilisator C}, = BN ¢ *A,q von Aq in
der Gruppe B berechnet. Dieser Stabilisator ist identisch mit dem Sta-
bilisator des Blockes A?k} in B.
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Berechnung des Stabilisators von A.q

Wenn A, 1 < A, ist, erfolgt die Berechnung des Stabilisators der Nebenklas-
se Arqg im letzten Fusingschritt. Es seien das Reprisentantensystem 7T}, die
Gruppe H und der Stabilisator Cy_; gegeben. Es sei weiterhin ein Algorith-
mus EztendGroup(b,U) gegeben, der zu jeder Untergruppe U von B und zu
jedem Element b € B die kleinste Untergruppe von B bestimmt, die sowohl
das Element b als auch die Gruppe U enthélt. Der Algorithmus EztendGroup
wird in Kapitel 7.6.4 beschrieben.

Nach dem Homomorphieprinzip 3.2.1 ist Cj_; eine Untergruppe von CY,
dem Stabilisator von Agq in B. Daher kann C}, zur Initialisierung gleich C%_4
gesetzt werden. Wenn die Gruppe Cy_; eine Untergruppe der Gruppe H ist,
kann C} auch gleich H gesetzt werden. Andernfalls muss die Gruppe Cj, die
mit dem Stabilisator C',_; initialisiert wurde, erweitert werden bis H eine Un-

tergruppe von C}, ist.

Es soll zuerst die Vorgehensweise beschrieben werden, wie der Stabilisator
berechnet werden kann, wenn C} > H ist. Jedem Reprisentanten A?k_l} €
T} ist nach Voraussetzung ein fusionierendes Element b € B zugeordnet, fiir
das Ay_19® = Aj_p ist. Dann ist A}EZ} = gp({k_l},{k})(A?Z_l}) = A?k}, daher
liegt b im Stabilisator von Al{’k} und damit auch im Stabilisator von Agq.

Die Gruppe CY% soll unter Zuhilfenahme des Algorithmus EztendGroup erwei-
tert werden, bis diese die fusionierenden Elemente aller Représentanten der
Menge Tj_; enthilt. Die so erweiterte Gruppe C} ist dann gleich dem Stabili-
sator von Apq in B.

Denn angenommen, es existiert ein Element ¢ im Stabilisator von Axq in B,
das nicht in der so erweiterten Gruppe C} enthalten ist. Dann ist AI{)zq} in
der Menge A;_; enthalten und es existiert ein h € H, so dass A?Z’il} in T},
liegt. Diesem Représentanten Nfzh_l} € Tj,_; wurde ein fusionierendes Element
b € B zugeordnet, fiir das Ax_1pchb = Ap_1p gilt. Daher liegt chb in der
Gruppe Cj_1 und da Cj_; < H < C} gilt, liegt chb auch in C. Da auch die
Elemente b und h in der Gruppe C), liegen, muss auch ¢ = chb b='h~! in der

Gruppe CY% liegen und es folgt die Behauptung.
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Wenn Cj,_; nicht Untergruppe von H ist, dann wird Cy nicht mit H, sondern
mit Cj_; initialisiert und anschliefend mit dem Algorithmus ExtendGroup er-
weitert, bis Cy > H gilt. Fiir jeden Block A!{]k—l} aus der Menge Ay_; wird
mit Hilfe des FindOrbitRep Algorithmus aus Kapitel 7.6.5 ein Element h € H
bestimmt, so dass A%Z_l} in Tj,_; liegt. Wenn A?Z_l} gleich Al{’k_l} ist, so wird
die Gruppe C} um das Element h erweitert. Nachdem alle Blécke aus der Men-
ge Ap_1 gepriift und C} gegebenfalls erweitert wurde, ist H eine Untergruppe
von Cj. Anschliefend kann C}, wie zuvor beschrieben, erweitert werden, bis

C), den vollen Stabilisator von Ayqg in B fasst.

Berechnung des Reprisentantensystems 7},

Fiir alle i < k£ mit A; < A;,; ist die Berechnung der Représentanten und
Stabilisatoren aller Blocke aus der Menge T;.1 der entscheidende Schritt die-
ses Fusingschrittes. Auf Seite 119 wurde bereits gezeigt, dass die Menge aller
Bildelemente von Blécken aus der Menge T; unter der Abbildung ¢ ry,fi+1,4})
ein Reprisentantensystem aller Bahnen der Gruppe H auf der Menge A;y 4
ist. Allerdings ist dieses Reprisentantensystem nicht minimal, das heifit es
sind darin mitunter mehrere Reprisentanten aus derselben Bahn enthalten.
Um die Effizienz des Algorithmus zu gewéhrleisten soll aus dieser Menge ein
minimales Reprasentantensystem 7;,; konstruiert werden. Weiterhin muss zu
jedem Reprisentanten ¢ € T;,, auch der Stabilisator dieses Blockes unter der

Operation der Gruppe H berechnet werden.

Fiir die Auswahl der Blécke, die im minimalen Reprisentantensystem 7,
enthalten sein sollen, sind mehrere unterschiedliche Strategien denkbar. Da die
Auswahl der Repriasentanten eng mit der Berechnung der zugehdrigen Stabi-
lisatoren verkniipft ist, wird festgelegt, dass die Menge T;,; genau denjenigen

Block jeder Bahn enthalten soll, der den kleinsten Pfad enthélt.

g
{i+1,k

schen Reprasentanten dieses Blockes zusammen mit dessen zugehorigen Stabi-

Um zu einem gegebenen Block A y € A; 1 den entsprechenden kanoni-
lisator zu berechnen, kann der in Kapitel 7.3 beschriebene Breadthfirst StroLLL
Algorithmus eingesetzt werden. Eine andere Moglichkeit besteht darin, eine
Variante des Depthfirst StroLL oder Leiterspiel Light Algorithmus zur Be-
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rechnung der Stabilisatoren einzusetzen. Dieses Vorgehen wird in Kapitel 7.6.3
beschrieben. Die Eigenschaften des Algorithmus, der zur Berechnung dieses
Bahnrepréasentanten eingesetzten wird, wirken sich dabei pragend auf das Ver-
halten des Depthfirst StroLLL. Algorithmus aus.

Fusionierende Elemente

Es sei A?Z.,k} ein Block aus der Menge 7; und h € H ein Element, so dass
Ptikn i1k (A )" in Tipy liegt. Es sei weiterhin ein Element b € B gegeben
fiir das A;gb = A;p ist. Zu diesem Block Af{’?ﬂ’k} = go({i,k}’{HLk})(A‘{Ji’k_})h soll
ein Element b’ € B berechnet werden mit der Eigenschaft, dass A; .19t = A; 1 1p
ist.

Weil A; < A;yq ist, gilt auch A;119b = A;.1p und da H eine Untergrup-
pe von B ist, liegt auch das Element ¥ = h~'b in der Gruppe B. Daher ist
Aiy1ght = Aj1gb = A;;1p und das Element b besitzt die geforderte Eigen-

schaft.

Auswahlregel

In den Fusingschritten werden meist mehrere Bahnen von Blécken aus der
Menge T; 7u einer einzigen Bahn eines Blockes der Menge T}, vereinigt. In
Kapitel 6.1.1 wurde die Erweiterungsfunktion T; beschrieben, die jedem Ele-
ment der Menge (); eine einelementige Teilmenge der Menge (2;,; zuweist.
Wird zu einem gegebenen Block ¢ € T;,; die Menge aller Blocke der Menge
T; betrachtet, deren Bildmengen unter der Erweiterungsfunktion Y; aus einem
Element aus der Bahn ¢ besteht, so kann t aus jedem dieser Blocke konstru-
iert werden. Um zu vermeiden, dass der Block ¢ mehrfach konstruiert wird,
soll genau ein Block aus der Menge T; ausgewéhlt werden, aus dem der Block

t dann tatsachlich konstruiert wird.

Beim Depthfirst StroLL Algorithmus sollen die Mengen 77,. .., 7T} in Tiefen-
suche konstruiert werden. Um den Speicherbedarf gering zu halten soll dabei
vermieden werden, dass die bereits konstruierten Repréisentanten der Menge

T; im Speicher gehalten werden miissen. Daher soll ein Auswahlkriterium ver-
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wendet werden, das es ermoglicht, fiir ein einzelnes Element aus der Menge T;
festzustellen, ob aus diesem Element der entsprechende Reprisentant aus der

Menge T;., konstruiert werden soll oder nicht.

Zu jedem Block t € T, 1 wird die Schnittmenge aus der Menge der Urbilder
von t und der Menge A; berechnet. Der kleinste Block aus dieser Schnittmenge
ist der Block, der den kleinsten Pfad unter allen Blocken dieser Schnittmenge
enthélt. Es bezeichne ' € T; den Bahnrepriasentanten dieses kleinsten Blockes.

Aus diesem Block t' € T; soll der Block t € T; 1 konstruiert werden.

Berechnung der Schnittmenge

Im Folgenden soll beschrieben werden, wie festgestellt werden kann, ob aus ei-
nem Repréisentanten Af{’i »y € Ti der entsprechende Bahnrepréisentant A“{J?H K €
T;+1 des Bildblockes c,o({i,k}{”l,k})(A*f{’i k}) konstruiert werden soll. Nach der auf

Seite 123 beschriebenen Auswahlregel ist der erste Schritt zur Bestimmung des

ausgewihlten Repréisentanten, die Menge der Urbilder des Blockes A‘{’?H,k} zu
finden, die gleichzeitig in der Menge A; liegen.
h
A?Hl,k}

Abbildung 7.5: Bahnen von H (rechte Seite) in der Menge S N A;

Es bezeichne A‘({’i K} einen Block aus dem Reprisentantensystem 7; und es

sei ein h € H gegeben, so dass Af{’?ﬂ,k} = gp({i,k}7{i+1,k})(A‘Ei’k})h in der Menge

T;11 liegt. Es bezeichne & die Menge der Urbilder des Blockes A??—i—l,k} unter
dem G-Homomorphismus ¢k {i+1,k})- Es sei ein b € B gegeben mit der Ei-

genschaft, dass A;gb = A;p ist. Dann kann die Menge SNA; wie folgt bestimmt
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werden:

Lemma 19. Es sei G eine Gruppe und (A, ..., A,) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A,. Fs seien i,k < n mit 1 <1 < k und A; < A;j1q
gegeben. Die Gruppe B, die Elemente g,b, h und die Mengen \; und S seien
wie im voranstehenden Text gegeben. Dann ist die Menge S N A; gleich der

Menge {8 & S’ (,0({1-’]6}7{2-})(8) € A]EZB}}

Beweis. ,,C* Nach Lemma 16 ist die Menge {A‘{liz} la € A N A1} identisch
mit der Menge S. Es sei ein a € Ay N A; 41, so dass A?i};} einen Block aus der
Schnittmenge S N A; bezeichnet. Dann existiert nach Definition der Menge A;
ein ' € B mit A;agh = A;pb'.
Nach Lemma 7 ist der Stabilisator des Blockes Ay, gleich A;. Daher existiert
nach Lemma 1 ein G-Isomorphismus der jeden Block A‘[{’;} auf die Nebenklas-
se A;g abbildet. Aus A;agh = A;pb’ folgt daher AC{Lf}h = Af{’% und es gilt
Pty ip (AFL) = AP = AT
»2“ Es sei Ac{tfﬁ} ein Block aus der Menge {s € S|@ir1ip)(s) € A?ﬁ}. Da
go({iyk},{i})(A‘{lf’Z}) € Az{’g ist, existiert ein b’ € B, so dass gp({i,k}{i})(A‘fiﬁ,) =
Ai.} ist. Nach Lemma 1 existiert ein G-Isomorphismus der jeden Block A?;}
auf die Nebenklasse A;¢" abbildet. Aus Ac{f’}h = AY, folgt daher A;aght’ = A;p
und daher liegt A({li};} € S auch in der Menge A;.

O

Kleinstes Element der Schnittmenge

Es bezeichne A‘{]i’k} einen Block aus dem Représentantensystem 7; und es sei
ein h € H gegeben, so dass A‘({’Zl,k} = go({i,k}{iﬂjk})(A?i’k})h in der Menge T},
liegt. Es bezeichne S die Menge der Urbilder des Blockes Af{’?H’k} unter dem
G-Homomorphismus @ik} fi+1,k) und 7 die Menge der Urbilder des Blockes
A??H} unter dem G-Homomorphismus ¢ gi+1))- Nach Lemma 17 existiert
eine bijektive Abbildung ( : § — 7T, die mit dem auf die Menge S einge-
schrankten G-Homomorphismus ¢ xy,:}) iibereinstimmt.

Der néchste Schritt zur Bestimmung des ausgewéhlten Repriasentanten ist, den
kleinsten Block aus der Menge SNA; zu bestimmen. Das folgende Lemma zeigt,
dass die Abbildung ¢ eine ordnungserhaltende Abbildung ist. Daher liegt der
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kleinste Block aus der Menge & N A; im Urbild des kleinsten Blockes aus der
Bahn {A‘[{’?}C |c € h"'bC;11b~'h} unter der Abbildung (. Dieser kleinste Block

aus der Menge {A??}c |c € h='bC;,1b71h} kann leicht bestimmt werden.

Lemma 20. Die Menge S und die Abbildung ( seien wie im voranstehenden
Text gegeben. Dann ist die Abbildung ¢ ordnungserhaltend beziiglich der auf

den Blockmengen definierten Totalordnung:
Vs1,82 € S 81 = S92 <= ((51) < ((s2)

Beweis. Nach Lemma 16 existieren zu allen Blocken si,s5 € S Elemente
ap,as € Ajpp N Ay mit 81 = A‘{Lll*‘,’;]f und sy = A?f%f Zeige zuerst, dass aus
s1 = s folgt, das auch ((s1) < ((s2) ist.

Ist s; = s9, so ist dies trivial, andernfalls miissen sich die Pfade der beiden
Blocke s; und s in der i-ten Komponente voneinander unterscheiden. Ange-
nommen A;a;gh wire grofer als A;asgh, so wiirde mit Lemma 6 folgen, dass
A% ainen Pfad enthilt, der kleiner ist als alle Pfade des Blockes A%9"

{i,k} {ik}*
Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme, dass A?;%}}L < A?f?g ist. Aus
Ajargh < A;azgh folgt mit Lemma 6 wiederum, dass A?;fh’ < A‘Effh ist.

Da die Ordnungen auf den Blockmengen A{GM} und Ag} Totalordnungen sind
und die Abbildung ( injektiv ist, folgt die Behauptung.

]

Bestimmung des ausgewidhlten Reprisentanten

Der kleinste Block 9, der im Urbild des Blockes Af{]irl,k} € T, unter dem Ho-
momorphismus ¢k} 1i+1,6)) und gleichzeitig in der Menge A; liegt, sei jetzt
als bekannt vorausgesetzt. Um festzustellen, ob der urspriinglich betrachtete
Block A%{]ak} € T; der nach dem Kriterium auf Seite 123 ausgewihlte Repra-
sentant ist, muss iiberpriift werden, ob A?M} € T; in derselben Bahn unter der
Gruppe H liegt wie der Block 6.

Wenn sich dabei herausstellt, dass A%Z.,k} der ausgewéhlte Reprisentant ist,
dann soll der Block A?ZFM} aus diesem Block A‘({’ijk} konstruiert werden und
anschliefsend daraufhin untersucht werden, ob dieser einen Pfad enthélt, der
kleiner ist als der Pfad p. Der Block Af{’Lk} € T; ist genau dann der ausgewéhlte
Block, wenn A?Zk} und ¢ in derselben Bahn unter der Gruppe H liegen. Die

beiden Blocke A?Zk} und ¢ liegen beide im Urbild des Blockes A??+l7k}. Nach
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dem Homomorphieprinzip 3.2.1 liegen A‘f?k} und ¢ genau dann in derselben

Bahn unter der Gruppe H, wenn die beiden Blocke auch in derselben Bahn
unter dem Stabilisator D;,; des Blockes A??+l,k}
Berechnung dieses Stabilisators D;,; wurde bereits auf Seite 122 beschrieben.

in der Gruppe H liegen. Die

Ist der Gruppenindex (A;y; : A;) klein, so sind die Bahnen von A?Zk} und
unter der Operation der Gruppe D;.; kurz. In diesem Fall ist es eine leichte
Aufgabe, einen kanonischen Représentanten zu beiden Bahnen zu berechnen.
Wenn die beiden kanonischen Reprasentantne identisch sind, so liegen A{{]Zk}
und ¢ in derselben Bahn. In Kapitel 7.6.2 wird ein geeigneter Algorithmus
beschrieben, um bei kleinem Gruppenindex (A;41 : A;) den kanonischen Re-

prasentanten zu finden.

7.4.5 Pseudocode

Unterprogramm NextStep

Die Methode NextStep ist eine Hilfsfunktion, die es ermdglicht, den Pseudoco-
de iibersichtlicher darzustellen. In dieser Methode werden entsprechende Un-
terprogramme aufgerufen, mit denen vor allem festgestellt werden kann, ob
ein gewisser Block einen Pfad enthélt, der kleiner ist als der Pfad p. Welcher
Block dabei untersucht wird, hdngt von den Eingabeparametern ab. Wenn ein
entsprechender Pfad gefunden wurde, der kleiner ist als p, so wird false zu-

riickgegeben, andernfalls ist der Riickgabewert true.

Die Eingabeparameter der Methode NexztStep sind erstens zwei Indizes ¢
und k, zweitens ein Element g € G und ein Element b € B und drittens eine
Gruppe, die mit dem Buchstaben und H bezeichnet wird. Die Eingabepara-
meter miissen so gewahlt sein, dass fiir die Nebenklasse A; ;g und den Pfad
p=(Aip,..., Axp) gilt, dass A;_1gb = A;_1p ist.

Die Gruppe H bezeichnet eine Untergruppe des Stabilisators des Blockes A?k}.
Weiterhin werden die Gruppen Cf,...,Cy_1, die bereits bekannten Stabilisa-
toren der Nebenklassen Aip, ..., Ax_1p, und eine weitere Menge von Gruppen
Dy, ..., Dy iibergeben. Die Gruppe D;_; ist dabei identisch mit dem Stabili-
sator des Blockes A?i—l,k} unter der Operation der Gruppe H. Diese Gruppen
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werden als Referenz iibergeben, so dass Anderungen an diesen Gruppen auch
nach dem Aufruf der Methode NeztStep erhalten bleiben.

e Wenn ¢ < k ist und A;_; < A; ist, so wird in der Methode NeztStep
der Block A%Zk} daraufhin untersucht, ob dieser einen Pfad enthilt, der

kleiner ist als der Pfad p.

e Wenn ¢ < k ist und umgekehrt A; < A; ; ist, so wird in der Methode
NextStep der Block A??_l K} darauthin untersucht, ob dieser einen Pfad
enthilt, der kleiner ist als der Pfad p.

e Wenn ¢ = k ist und A,_; < A ist, so kann die Gruppe C}, die eine
Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse A,g unter der Operation
der Gruppe B enthilt, erweitert werden. Dieser Schritt wurde bereits auf
Seite 105 beschrieben.

e Wenn i = kist und A,_; > Ay ist, so kann der Stabilisator von Ayg unter
der Operation der Gruppe B berechnet werden. Dieser Schritt wurde
bereits auf Seite 105 beschrieben.
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Pseudocode NextStep

Outside Declared: Group G

(Ag,..., Ap) \\ strong Ladder from G to A,
(Aip, ..., Axp) \\ smallest Path in AY;,
Group B
Group H \\ H < By,

Input: Index i \\ i<k
Index k \WWE<n
geG \\ examine Path Block A?iq,k}
be B \\ A;—1gb=A;,_1p

Referenced : C=(Cq,...,Cp) WVj<k:Cj=DBa,
D= (Dy,...,Dy) \ Di_y = Ha,_,,

Output: Bool

1 Bool r + true

2 if (2==1)

3 C, «+ B

4 D,y « H

5 Cp, <« H

6 endif

7 if (i<k)

8 if (A1 <A4;)

9 r <« FuseOrbits(i, k,g,b,C, D)

10 else

11 r <« SplitOrbits(i, k,g,b,C, D)

12 endif

13 else

14 if (A1 <A)

15 Cy < EaxtendGroup(b, Cy)

16 else

17 r <« SplitOrbits(i, k,g,b,C, D)

18 endif

19 endif

20 return r
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Unterprogramm CheckCanonical

Um die Implementierung des Algorithmus zu erleichtern, werden die wichtigs-
ten Unterprogramme des Algorithmus auch in Pseudocode dargestellt. Auf
Seite 131 steht der Pseudocode des Unterprogramms CheckCanonical.

In diesem Unterprogramm wird die Berechnung der Nebenklassenstabilisato-
ren C1,...,Cy_1 durchgefiihrt und im Anschluss daran das Unterprogramm
NextStep aufgerufen, das den eigentlichen Depthfirst StroL.LI. Algorithmus star-
tet.

Der Riickgabewert des Unterprogramms CheckCanonical ist true oder false,
je nachdem, ob die Nebenklasse Arq kanonisch ist oder nicht. Im Falle, dass
Arq kanonisch ist, wird der Stabilisator der Nebenklasse A.q in die referen-
zierte Variable C} geschrieben. Das Referenzieren einer Variable ermdoglicht es,
dass der Wert dieser Variable von dem entsprechenden Unterprogramm verén-

dert und auf diese Weise als Riickgabewert verwendet werden kann.
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Pseudocode CheckCanonical

Outside Declared: Group G

(Ag,..., Ap)
Input: Index k
ged
Group B
Referenced : Group H
C=(Cqy...,C)
Output: Bool
1 Bool r «+ true
2 Grouparray D = (Dy,..., Dy)
3 C, « B
4 GroupElement p, ¢
5 (A1p, ..., Agp) < FindSmallestPath(k, g)
6 for (i from 2 to k)
7 if (A4;1>4;)
8 ¢ < FindOrbitRep(A;p,Ci_1)
9 if ( Ajpe=< A;p)
10 return false
11 endif
12 C; < ReduceStab(A;p,Ci_1)
13 else
14 H «+ C;_
15 r < NextStep(2,i,p,1g,C, D)
16 if ( false ==1)
17 return false
18 endif
19 endif
20 end
21

return true

\\ strong Ladder from G to A,
Whk<n

\W\H=1¢g
Wi <k:C=1g

\\VjSkIDj%lg

N
\\ smallest Path in Al

\\ ¢ < argmin A;px
zeCi_1

\\ Ci + BAz‘P

\\ Ci + BAiP
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Pseudocode SplitOrbits

Outside Declared:

Group G
A:(Ala"'aAn)
E=(E;,...,Ey)

\\ strong Ladder from G to A,

\\ smallest Path in A’{Dk}

\\ H < Ba,p

Wi<k

\WEk<n

\\ examine Path Block AY
\\ Ai—1gb=A;_1p
WVji<k:Cj=Ba,

\W\ Di—1=Ha, 4

\\ choose any h € E;}/
\\ d <+ argmin A;hx
z€D; 1

\\ ¢ < argmin A,hbx
xeCi_q

\\ Akpbc < Akp

\\ Di < HAih

(Aip, ..., Akp)
Group B
Group H
Input: Index ¢
Index &
geG
beB
Referenced : C=(Cq,...,C)
D= (Dy,...,Dy)
Output: Bool
1 Bool r < true
2 GroupElement ¢, d, h
3 foreach ( E;h € {E;egle € E;_1})
4 h «n
5 d + FindOrbitRep(A;h, D;_1)
6 if ( Ajhd == A;h)
7 ¢ < FindOrbitRep(A;hb,C;_1)
8 if ( A;hbc < A;p)
9 return false
10 else
11 if ( Ajhbe == A;p)
12 D; < ReduceStab(A;h,D;_1)
13 r < NextStep(i + 1, k, h,be,C, D)
14 if ( false ==1r)
15 return false
16 endif
17 endif
18 endif
19 endif
20 end

[\V]
—_

return irue

{i—1,k}
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Pseudocode FuseOrbits

Outside Declared: Group G

(Ag,..., Ap) \\ strong Ladder from G to A,
(A1p, ..., Axp) \\ smallest Path in A?k}
Group B
Group H \\ H < By,
Input: Index i \\ i<k
Index k \WEk<n
geG \\ examine Path Block Aé{?i—l,k}
beB \\ Ai—1gb=A4,_1p
Referenced : C=(Ct,....,C) \WVji<k:Cj=DBa,
D= (Dy,...,Dy) \ Di_y = Ha,
Output: Bool
1 Bool r < true
2 GroupElement ¢, d, h
3 D;,h «+ Canonizer(A;,g,H,D;_1,D;) \\ D; < Ha,gn
\\ h < argmin A;gz
d <+ FindOrbitRep(A;_1gh, D;) \\ d+ a:gegin Ai_1ghx
¢ « FindOrbitRep(A;_1gh, h~1bC;b=1h) \\ ¢+ arwg:Igiin A;_1gbxb~'h
z€C;

if ( Ai_lghC == Ai_lghd )
r < NextStep(i + 1,k,gh,h='b,C, D)
endif

© 00 N O Ot

return r
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7.5 Leiterspiel Light Algorithmus

Nicht immer zahlt sich der Aufwand zur Durchfiihrung der in Kapitel 7.3 und
7.4 beschriebenen Algorithmus aus. Der in diesem Kapitel beschriebene Lei-
terspiel Light Algorithmus ist fiir kleinere Isomorphieprobleme gedacht, bei
denen sich der Bahnrepriasentant leicht berechnen lisst und bei denen sich
die aufwindigen Berechnungen, die beim Einsatz des Breadthfirst StroL.L. und
des Depthfirst StroLLL. Algorithmus anfallen, nicht auszahlen. Ziel dieses Al-
gorithmus ist es, das sprichwortliche ,,mit Kanonen auf Spatzen schiefen“ zu

vermeiden.

Es sei G eine Gruppe und (A1, ..., A,) eine starke Untergruppenleiter von
G nach A,. Fiir je zwei aufeinander folgende Gruppen der Untergruppenlei-
ter sei der Gruppenindex klein und insbesondere endlich. Fiir alle ¢ < k wird
die Gruppe A; N A, mit E; bezeichnet. Es sei B eine Untergruppe von G,
k < n und Apq eine Nebenklasse, zu der iiberpriift werden soll, ob diese der
kanonische Reprisentant in der Bahn A,q® = {Ayqb|b € B} ist. Wenn Agq
kanonischer Bahnreprésentant ist, soll weiterhin der Stabilisator C}, von A.q

in B berechnet werden.

Es bezeichne J C {1,...,n} eine beliebige Indexmenge und A bezeichne,
wie in Lemma 7 beschrieben, den entsprechenden Block zu dieser Indexmen-
ge. Das Fundamentallemma 1 ermoglicht es, einen G-Isomorphismus von der
Menge {A%|g € G} in die Menge der Nebenklassen des Stabilisators Ga,
anzugeben, so dass fiir alle ¢ € G der Block AY auf die Nebenklasse Ga,g
abgebildet wird. Aufgrund dieser Isomorphie wird im folgenden Text nicht
immer genau zwischen der Betrachtung der Blécke und der Betrachtung der
entsprechenden Nebenklassen unterschieden. Immer dann, wenn ohne weitere
Hinweise von Betrachtung der Blocke zur Betrachtung der entsprechenden Ne-

benklassen iibergegangen wird, wird dieser G-Isomorphismus zugrunde gelegt.

7.5.1 Uberblick

Sind die Bahnen dieses Stabilisators C}, auf den Nebenklassenmengen E;\ Ay
bis Ey_1\Ax kurz, so lohnt sich der Aufwand zur Berechnung der Bahnre-
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priasentanten nicht immer. Indem im Gegensatz zum Depthfirst StroLL Al-
gorithmus aus Kapitel 7.4 alle Bahnelemente der relevanten Bahnen von Cj
auf den Mengen F\ Ay bis Ey_1\Ax durchlaufen werden, kann der zusétzliche
Aufwand zur Berechnung der entsprechenden Bahnreprisentanten vermieden

werden.

Fiir alle 1 < i < k bezeichne ; : E;\ Ay, — A;\G einen Homomorphismus
von Gruppenoperationen, der jede Nebenklasse F;a € E;\ Ay auf die Neben-
klasse 1;(E;a) = A;aq abbildet. Fiir alle 1 < ¢ < k bezeichne ©; die Menge
{Yi(Eia) | Eia € E;\Ag}. Fir alle 1 < i < k bezeichne n; : ©; — B eine
fusionierende Abbildung. Diese fusionierende Abbildung hat die Eigenschaft,
dass fiir alle A;g € O, gilt, dass A;¢"(49 der kanonische Reprisentant aus
der Bahn A;g? ist. Die Auswahl der kanonischen Repriisentanten erfolgt auf
Grundlage des in Kapitel 6.1.3 definierten Kanonizititspridikats und der in
Kapitel 6.1.2 vorausgesetzten Ordnung auf der Menge der Nebenklassen.

Um mit dem Leiterspiel Light Algorithmus einen vollstindigen Kanonizi-
tétstest durchfithren zu kénnen oder den Stabilisator zu einer Nebenklasse Agq

berechnen zu konnen, miissen eine Reihe von Voraussetzungen erfiillt sein:
e die Untergruppen der Leiter (Ey,. .., Fx) miissen bekannt sein,
e der kleinste Pfad p = (Ayp, ..., Axp) im Block A?k} muss bekannt sein,

e fiir alle 7 < k muss der Stabilisator Ba,, = BNp~'A;p, der im Folgenden

auch mit C; bezeichnet wird, bekannt sein.

Der Algorithmus kann in die folgenden Bestandteile zerlegt werden, wobei

der Ablauf des Algorithmus nicht an die angegebene Reihenfolge gebunden ist.

1. Berechne fiir alle 1 < 7 < k eine Auswahl von Nebenklassen aus der
Menge FE;\Aj. Um zu priifen, ob Apq der kanonische Représentant der
Bahn Apq¢® ist, miissen nur diejenigen Nebenklassen E;a € E;\ A, und
V;(Fsa) € ©; untersucht werden, fiir die folgende Bedingung erfiillt ist:
Der kanonische Bahnreprisentant der Bahn von ;(F;a) ist minimal in

der Menge aller Bahnrepriasentanten von Nebenklassen aus der Menge
O,.
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2. Berechne fiir alle 1 < < k und zu jeder Nebenklasse F;a € E;\ Ay aus
der in Punkt 1 genannten Auswahl von Nebenklassen die Nebenklasse
1/]2'(Eia) = Aiaq.

3. Berechne zu allen 1 < ¢ < k und zu jeder Nebenklasse A;g aus der Menge
der in Punkt 2 berechneten Nebenklassen ein b € B, so dass A;gb der

kanonische Reprisentant der Bahn A;¢? ist.

4. Priife, zu jedem dieser in Punkt 3 berechneten kanonischen Reprisen-
tanten A;gb, ob A;gb kleiner als A;p ist. Wenn A;gb < A;p ist, so ist die
Nebenklasse A;p nicht kanonisch.

5. Wenn keiner der in Punkt 4 untersuchten kanonischen Reprisentanten
A;gb kleiner ist als die entsprechende Nebenklasse A;p, so folgt daraus,
dass die Nebenklasse Apq kanonisch in ihrer Bahn ist. In diesem Fall
kann der Stabilisator ('} der Nebenklasse A,q berechnet werden. Die-
ser Stabilisator kann berechnet werden, indem die Gruppe Cj_; unter
Verwendung von einigen, der in Punkt 3 berechneten Gruppenelementen

erweitert wird.

7.5.2 Vorbereitung
Berechnung der Leiter (F,..., Ey)

Fiir alle 1 <17 < k bezeichne F; diejenige Gruppe, die genau aus den Elemen-
ten der Schnittmenge der beiden Gruppen A; N Ay besteht. Dann ist die Folge
von Untergruppen (Ei,..., Ey) auch eine Untergruppenleiter. Da die Leiter
(E1, ..., Ey) auker vom Index k unabhéngig von anderen Eingabeparametern
ist und nur von der verwendeten Leiter (A1, ..., A,) abhingt, geniigt es, diese

fiir jedes kK < n nur ein einziges Mal zu berechnen und abzuspeichern.

Operiert die Gruppe Aj durch Rechtsmultiplikation auf der Menge A;\G,
so ist der Stabilisator der Nebenklasse A; gleich der Schnittmenge A; N Aj.
Dieser Stabilisator kann zum Beispiel durch einen Aufruf des Leiterspiel Light
Algorithmus berechnet werden. Die Gruppen E1, ..., E;_; konnen unter Ver-

wendung der entsprechenden Leitern (A; N A, ..., A;_1 N A;, A;) mit Indizes
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J kleiner als k berechnet werden, so dass keine Probleme mit zirkuldren Vor-

aussetzungen entstehen.

Ermittle kleinsten Pfad im Block Af{’k}

Um zu iiberpriifen, ob die Nebenklasse Apg kanonisch ist, wird zuerst der
kleinste Pfad p im Block A‘%k} ermittelt und ein Gruppenelement p bestimmt,
fiir das p = (A1p, ..., Agp) gilt. Nach Lemma 5 ist A,q genau dann kanonisch,
wenn in keinem der Blécke der Bahn A?E} ein Pfad enthalten ist, der kleiner

ist als p.

Mit Hilfe des Unterprogrammes FindSmallestPath, das in Kapitel 7.6.6 be-

schrieben wird, kann der Pfad p ohne grofsen Aufwand berechnet werden.

Stabilisatoren C4,...,Ch_;

In den Splitting- und Fusingschritten des Leiterspiel Light Algorithmus werden
die Stabilisatoren C4, ..., Cj_; der Nebenklassen A;p bis A;_1p unter der Ope-
ration der Gruppe B als bekannt vorausgesetzt. Unter der Voraussetzung, dass
die Nebenklassen Ap bis Aj,_1p kanonisch sind, kénnen diese Stabilisatoren
zum Beispiel durch einen Aufruf des Leiterspiel Light Algorithmus berechnet

werden.

Sollte hingegen eine der Nebenklassen A;p bis Aj_1p nicht kanonisch sein,
so ist auch die Nebenklasse Aip = Apq nicht kanonisch und der Algorithmus
kann mit diesem Ergebnis sofort abgebrochen werden.

Denn angenommen eine Nebenklasse A;p ist nicht kanonisch, so existiert ein
b € B fiir das gilt, dass A;pb kleiner ist als A;p. Nach Lemma 6 enthilt in
diesem Fall der Block A’Ef’k} einen Pfad, der kleiner ist als der Pfad p. Daraus
folgt, dass auch der Block A}{’Z} einen Pfad enthélt, der kleiner ist als der Pfad
p. Nach Lemma 5 folgt daraus Agpb < Agp und die Nebenklasse Aq ist in

diesem Fall nicht kanonisch.
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Eingrenzung des Suchraumes

Die auf Seite 135 in Punkt 1 angesprochene Einschrédnkung der zu untersu-
chenden Nebenklassen soll an dieser Stelle erldutert werden. Nach Lemma 5
ist Arq genau dann kanonisch, wenn in keinem der Blécke der Bahn Af‘{’f} ein
Pfad enthalten ist, der kleiner ist als p.

Im Folgenden soll unter der Annahme, dass Aq nicht der kanonische Bahn-
repriasentant ist, gezeigt werden, wie einer dieser Pfade, der kleiner ist als p,
gefunden werden kann. Es bezeichne b € B ein Element, das so gew#hlt ist, dass
Arqb der kanonische Reprisentant der Bahn A,q® ist. Der kleinste Pfad aus
der Menge P, dessen letzte Komponente gleich Aygb ist, soll mit (Ayr, ..., Agr)

bezeichnet werden.

Wenn Ayr 5 Agq ist und gleichzeitig Agr # Agq ist, so folgt nach Lemma 5,
dass (Air, ..., Agr) < (Aip, ..., Agp) sein muss. Daher existiert ein 1 <i < k,
so dass A; 17 < A;;qp ist und fiir alle h < ¢ gilt, dass Apr = App ist. Nach
der Definition der Erweiterungsfunktion Y; und der Definition der Pfade ist
A;y1 dann notwendigerweise eine Untergruppe von A; und der Konstruktions-
schritt, in dem die Nebenklasse A; 7 konstruiert wird, ist ein Splittingschritt.
Im Folgenden sei ¢ so gewdhlt, dass A;, 17 < A;.1p ist und fiir alle h < i gilt,
dass A,r = App ist.

Nach Voraussetzung ist A,r = A,qb, daraus folgt, dass das Element rb~'q~*

1ist daher in der Men-

in der Gruppe A; liegt. Die Nebenklasse E; 70~ 1q~
ge E; 11\ Ay enthalten und ;1 (E; b7 1q!) = Ajp1rb! liegt in ©,,,. Die-
se Nebenklasse E; 17b~t¢g~! liegt im Urbild der Nebenklasse E;rb—'q~! un-
ter dem Ag-Homomorphismus ¢ : E; 1\ Ax —> E;\Ag, der jede Nebenklasse
Eii1a € E; 1\ Ay auf die Nebenklasse E;a abbildet. Daher kann die Nebenklas-
se B 1rb~tq7! in einem Splittingschritt aus der Nebenklasse E;rb~1¢~! kon-
struiert werden. Da nach Voraussetzung A;r = A;p ist, muss ¢;(E;rb~'q™!) =

A;rb™! = A;pb~! gelten und die Nebenklasse A;7b~! liegt in der Bahn A;p®.

Daher kann die Nebenklasse A; ;7 gefunden werden, indem in allen Split-
tingschritten die Menge aller Nebenklassen berechnet wird, die im Urbild ei-
ner Nebenklasse E;a € E;\ Ay liegen, fiir die ¢;(F;a) € ApP gilt. Wenn fiir
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eines dieser Urbilder E;, a gilt, dass eine Nebenklasse A;,1aqb’ aus der Bahn
Vip1(Eiy1a)® kleiner als die Nebenklasse A, p ist, so ist nach Lemma 6 auch
der Block A‘ngl’k} < A?iﬂ,k}‘ Dann folgt daraus sofort A%Z,} < A‘ik} und Agq
ist nicht kanonisch. Der kleinste Pfad im Block A%Z} wére in diesem Fall kleiner
als der Pfad p.

Auf diese Weise wiirde auch die Nebenklasse A;r aus der Bahn v¢;(E;rb=tq1)%

gefunden werden.

Die Mengen A; und A;,,

Es seien ein Pfad (Ayr,..., Ayr) < p und ein b € B gegeben, so dass Agr =
Agpb ist. Wie zuvor auf Seite 138 beschrieben wurde, existiert in diesem Fall
ein 1 <14 < k, so dass A;117 < A;41p und fiir alle j <1 A;r = A;p ist.

Dann muss notwendigerweise gelten, dass A;;; < A; ist. Weiterhin muss gel-
ten, dass der Block A%yk}, der den Pfad (A;r,..., Agr) enthilt, in der Bahn
des Blockes AE?% liegt. Dieser Block A?Z;l} ist wiederum ein Urbild von A{Ek}
unter der Abbildung ¢ xy,k}). Daraus folgt, dass Agglpﬂ = Ay ist und
rb~'p~* liegt im Stabilisator Ay des Blockes Agyy. Dann liegt E;rd~'p~! in
der Menge F;\ Ay und ¢;(E;rb~'p~!) liegt in der Menge ©;. Daher miissen im
Splittingschritt von A; nach A;,, nur diejenigen Blécke untersucht werden, die
in der Menge A; = {Af{]“c} | Arg = Arp A Ajg € A;pP} enthalten sind.

Die Urbilder aller dieser Blocke der Menge A; unter dem G-Homomorphis-
mus Qgi+1,k}.{i,k}) werden daraufhin untersucht, ob in deren Bahn ein Block
enthalten ist, dessen kleinster Pfad kleiner ist als p. Der Block A’{"i’flk} liegt im
Urbild von A1 € A; unter der Abbildung ¢(is14}giky)- Da Aipar < Agyip
ist, gilt auch A, < A?Hl,k} und der Block, der den Pfad (Ayr, ..., Agr)
enthilt, wird im Splittingschritt von E; nach F;; gefunden.

Fir alle 1 < j < ¢ gilt, dass die Menge A1 = {A?j+17k}|Akg = App A
Aji1g € Aj1pP} aus der Menge A; = {AY | Arg = Awp A Ajg € A;pP}
konstruiert werden kann.

Wenn A; > Aj.y ist, so liegt jeder Block Af{’jﬂ’k} € Ajy; im Urbild ei-
nes Blockes A‘[{}j7k} unter dem G-Homomorphismus o q;41,4},45,k})- Dieser Block

Ag{]j,k} ist in der Menge A; enthalten, denn Af{’j+17k} liegt in der Menge Ajq,
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daher muss auch Apg = Agp gelten. Weiterhin folgt aus A; > A;;; und
Aji19 € Aj11pP, dass auch Ajg in der Bahn A;p” liegen muss.

Gilt umgekehrt, dass A; < Ajyq ist, so existiert zu jedem Block AY, | 1, € Ay
ein b’ € B, so dass A;;1gb = A;1p ist. Daher existiert nach Definition 16 ein
g € G, so dass (A1g,..., Axg’) = (Aigb, ..., Ajgb, Aj1p, ..., Axp) ist. Der
Block A?;k} liegt in der Menge A; und im Urbild des Blockes A?jJrLk} unter

dem G-Homomorphismus ¢ (g}, {j+1,k})-

7.5.3 Splitting Orbits

Es sei A;r1 Untergruppe von A; und E;a eine Nebenklasse aus der Menge
E\ Ay, fiir die ¢;(E;a) in der Bahn A;p? liegt. Es sei ein fusionierendes Ele-
ment b € B zur Nebenklasse 1;(F;a) = A;aq gegeben, so dass die Nebenklasse
Asagb = A;p ist. Weiterhin sei der Stabilisator C; der Nebenklasse A;p in B
gegeben, dessen Berechnung bereits in Kapitel 7.5.2 auf Seite 137 beschrieben
wurde.

Es bezeichne ¢; : A;11\G — A;\G den G-Homomorphismus von A;,1\G nach
A;\G, der jede Nebenklasse A;11h € A;11\G auf die Nebenklasse A;h € A;\G
abbildet. Weiterhin bezeichne ¢; : E; 1\ A — E;\ Ay den Ap-Homomorphis-
mus, der jede Nebenklasse E;1h € E; 1\ Ay auf die Nebenklasse E;h € E;\ Ay
abbildet.

Mit Hilfe der Abbildung ¢; werden die Urbilder von E;a unter der Abbil-
dung ¢; berechnet. Zu jedem dieser Urbilder F;,ia’ wird die Nebenklasse
Aij1d'q = i1 (Fiyqa’) berechnet.

Die Nebenklasse A;.1a’qb liegt im Urbild von A;agb unter der Abbildung
;. Die Ordnung auf der Menge der Nebenklassen wurde in Kapitel 6.1.2 so
definiert, dass die kleinste Nebenklasse der Bahn von A; ;a’q im Urbild der
kleinsten Nebenklasse der Bahn von A;aq unter der Abbildung ¢; liegen muss.
Daher kann mit Hilfe des in Kapitel 7.6.5 beschriebenen Algorithmus die kleins-
te Nebenklasse A;,1a’'qbc aus der Bahn der Nebenklasse A; 1a’qb unter der
Operation der Gruppe C; berechnet werden. Die so berechnete Nebenklasse
Ai1d'qbe ist gleichzeitig der kanonische Repriasentant der Bahn der Neben-

klasse A;,1a’q unter der Operation der Gruppe B.
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Wenn der so berechnete kanonische Reprisentant A; 1a’qbc kleiner ist als

die Nebenklasse A;1p, so ist auch der Block A¥de = A

(410} (i+10) kleiner als der

Block A?i+l,k}' Dann muss, da o’ in der Gruppe Ay, liegt, der Block A?Zﬂbe iden-
tisch mit dem Block A?Z‘i sein und es gilt A?Zﬁ =< A%k}. Daraus folgt wiederum

Argbc < Arq und da be in der Gruppe B liegt, kann A,q nicht der kanonische

Reprasentant sein.

Wenn der so berechnete kanonische Reprasentant A;,a'qbc groker als die
Nebenklasse A;,1p ist, so liegen die beiden Bahnrepriasentanten A;,qa’gbc und
A, 1p nicht in derselben Bahn. Daher ist auch Af{l;il’k} nicht in der Menge A;,4

enthalten und kann von der weiteren Untersuchung ausgeschlossen werden.

Wenn der so berechnete kanonische Repréisentant A;,ia’gbc identisch zur
Nebenklasse A;,1p ist, so liegt der Block A?;(-Ii-l,k} in der Menge A;,; und muss

in den folgenden Fusing- und Splittingschritten weiter untersucht werden.

7.5.4 Fusing Orbits

In den Fusingschritten von A; nach A;,; des Leiterspiel Light Algorithmus be-
steht die einzige Aufgabe darin, aus der Menge A; die Menge A;;1 zu berechnen.
In Kapitel 7.5.2 auf Seite 139 wurde bereits gezeigt, dass jeder Block der Men-
ge Ajyp ein Urbild aus der Menge A; unter der Abbildung ¢ x},i+1,x)) besitzt.

Es sei A; Untergruppe von A;,; und A?zk} ein Block aus der Menge A;. Da
A?Zk} € A ist, liegt die Nebenklasse A;aq in der Bahn A;p®. Es bezeichne
b ein fusionierendes Element zur Nebenklasse A;aq aus der Gruppe B, so dass
die Nebenklasse A;agb = A;p ist. Es sei der Stabilisator C;; der Nebenklasse
Aiy1p in B gegeben, dessen Berechnung bereits in Kapitel 7.5.2 auf Seite 137

beschrieben wurde.

Im Fundamentallemma 1 wurde ein G-Isomorphismus beschriebenen, der
fiir alle ¢ € G den Block A‘Eiﬁk} auf die Nebenklassen F,;g abbildet. Durch
diesen G-Isomorphismus wird der Block A‘{lzk} auf die Nebenklasse E;aq abge-

bildet. Daraus kann durch Rechtsmultiplikation mit ¢! die Nebenklasse E;a
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berechnet werden. Da A%? 1

oy = A?k} ist, liegt agq™
liegt die Nebenklasse F;a in der Menge E;\ Ay.

Es bezeichne ¢; : A,\G — A;11\G den G-Homomorphismus von A;\G
nach A;;1\G, der jede Nebenklasse A;h € A;\G auf die Nebenklasse A;;1h €
A;11\G abbildet. Weiterhin bezeichne ¢; : E;\ Ay — E; 11\ A den Ax-Homo-
morphismus, der jede Nebenklasse E;h € E;\ Ay auf die Nebenklasse F;,1h €
E; 1\ Ay abbildet.

in der Gruppe A,. Daher

aq

Das Bild von A?Zk} unter der Abbildung ¢ k},i+1,6)) ist der Block A{z‘+1,k}'
Nach Voraussetzung gilt A;aqb = A;p. Da A; eine Untergruppe von A;,; ist,
muss auch A; jaqb = A;1p sein. Zusammen folgt daraus, dass Af{lfﬂ K € Aiq
ist.

q
i1k}

genau einer der Blocke aus der Menge A; ausgewéhlt werden, um daraus den

Um zu vermeiden, dass der Block A({L mehrfach konstruiert wird, soll
Block A‘{lfﬂ ») 2u konstruieren. Zur Bestimmung dieses ausgewéhlten Blockes
soll wie folgt vorgegangen werden:

Wie in Abbildung 7.6 dargestellt und in Lemma 14 bewiesen wurde, ord-

, Ui
Ajarg

7 Aiaﬂ] : ia2 Qi
/Ai,a:sq : N
Ajiag x&ﬂm EM// Eina

Ajasq

Ajagq

Ajarq

Abbildung 7.6: Bijektion zwischen den Urbildmengen von A;. aq und E; qa

net die Abbildung v; jedem Urbild von A;,iaq unter der Abbildung ¢; genau
ein Urbild von E; ia unter der Abbildung ¢; zu. Zuerst soll die Menge aller
Nebenklassen berechnet werden, die sowohl im Urbild von A, ;aq unter der
Abbildung ¢; als auch in der Bahn A;p? liegen. Aus dieser Menge soll die
kleinste Nebenklasse ausgewéhlt werden. Wenn ;(E;a) identisch mit der auf

diese Weise berechneten kleinsten Nebenklasse ist, soll aus dem Block A‘{l;’k}
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der Block A%

(i+10) berechnet werden.

Da A;;iaq in der Bahn der Nebenklasse A;,1p liegt, kann die kleinste Ne-
benklasse aus dem Urbild von A;;jaq, die gleichzeitig in der Bahn von A;p
liegt, mit Hilfe des Stabilisators bC;,b~! und des in Kapitel 7.6.5 beschriebe-

nen Algorithmus berechnet werden.

Wenn die Nebenklasse F;a nicht der ausgewédhlten Nebenklasse entspricht,
so muss die Nebenklasse F;a nicht weiter untersucht werden. Andernfalls wird
aus der Nebenklasse F;a die Nebenklasse E;,1a berechnet und die Suche nach

dem kleinsten Pfad wird mit dem Block AYf,, ;, fortgesetzt.

7.5.5 Berechnung des Stabilisators von Axq

Unter der Voraussetzung, dass Aq der kanonische Reprisentant der Bahn
ArqP ist, soll mit dem Leiterspiel Light Algorithmus auch der Stabilisator C,
der Nebenklasse A,q unter der Operation der Gruppe B berechnet werden.

Wenn Ay eine Untergruppe von A, _; ist, so ist der Stabilisator C nach
dem Homomorphieprinzip 3.2.1 eine Untergruppe des Stabilisators C_1, des-
sen Berechnung in Kapitel 7.5.2 auf Seite 137 beschrieben wurde. Daher kann
C} in diesem Fall mit dem Unterprogramm ReduceStab aus Kapitel 7.6.2 be-

rechnet werden.

Ist Aj_1 hingegen eine Untergruppe von Ay, so ist nach dem Homomor-
phieprinzip 3.2.1 der Stabilisator C',_; eine Untergruppe des Stabilisators von
Arg. Im Fundamentallemma 1 wurde ein G-Isomorphismus beschriebenen, der

fiir alle ¢ € G den Block Af{’kfl’k} auf die Nebenklassen A;_;¢g abbildet. Durch
diesen G-Isomorphismus wird jeder Block A‘{lg_uc} € A,_; auf die Neben-
klasse Aj_jaq abgebildet. Zu jedem Block A({lz_m} aus der Menge Aj,_; wird
wahrend des Leiterspiel Light Algorithmus ein fusionierendes Element b € B
berechnet, so dass Aix_1aqb = Aj_1p ist. Aus dem Homomorphieprinzip folgt,
dass jedes dieser fusionierenden Elemente im Stabilisator Cj liegen muss. Denn
sowohl AC{LZ_M} als auch Az{)k—l,k} liegen im Urbild des Blockes A?k} unter dem

G-Homomorphismus ¢ x—1x},¢k})- Der Stabilisator von Agq ist aufgrund der
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beschriebenen Isomorphie zwischen den Blocken und den Nebenklassen iden-
tisch mit dem Stabilisator der Blockes A%k}. Unter Verwendung des Satzes von
Lagrange 3.1.1 und des Homomorphieprinzips kann gezeigt werden, dass die
kleinste Gruppe, die sowohl den Stabilisator (' als auch alle fusionierenden
Elemente von Blécken aus der Menge A, _; enthilt, der volle Stabilisator von

Aq sein muss.

Diese kleinste Gruppe, die sowohl den Stabilisator C als auch alle fusionie-
renden Elemente von Blocken aus der Menge Ap_; enthilt, kann mit Hilfe des

Unterprogramms FrtendGroup aus Kapitel 7.6.4 berechnet werden.



7.6. Unterprogramme des Kanonizitétstests 145

7.6 Unterprogramme des Kanonizititstests

7.6.1 Identititen und inverse Homomorphismen

Um das Leiterspiel Light, den Breadthfirst StroLLL und den Depthfirst StroLLLL
Algorithmus durchfiihren zu konnen, muss ein Algorithmus bereitgestellt wer-
den, mit dem iiberpriift werden kann, ob zwei Nebenklassen identisch sind.
Fiir manche Gruppen kann sehr leicht festgestellt werden, ob zwei Neben-
klassen identisch sind. Im Allgemeinen ist dies jedoch fiir zwei Nebenklassen
einer Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe nicht entscheidbar. Betrach-
tet man die Menge der Nebenklassen der trivialen Untergruppe einer endlich
erzeugten Gruppe, so wird dieses Entscheidungsproblem ,, Wortproblem® ge-
nannt.

Beim Leiterspiel Light, dem Breadthfirst StroL.L. und dem Depthfirst StroLLL
Algorithmus wird jedoch vorausgesetzt, dass der Gruppenindex zweier aufein-
ander folgender Gruppen der Leiter immer endlich sein muss. Ist U eine Un-
tergruppe einer Gruppe V und ist der Gruppenindex (V : U) endlich, so kann
mit dem Todd-Coxeter-Algorithmus die Menge der Nebenklassen von U in V/
berechnet werden [TC36, COHW73]. Die Tabellen, die bei der Durchfithrung
des Todd-Coxeter-Algorithmus erstellt werden, ermdglichen es, fiir die entspre-
chenden Nebenklassen zu entscheiden, ob diese identisch sind oder nicht. Es
bezeichne U, V, G drei Gruppen mit U < V < G und endlichem Gruppenindex
(G : U). Weiterhin bezeichne ¢ : U\G — V\G einen G-Homomorphismus,
der fiir alle ¢ € GG die Nebenklasse Ug auf die Nebenklasse V' g abbildet. Fiir
alle g € G kann der Todd-Coxeter-Algorithmus auch dazu verwendet werden,
die Urbilder der Nebenklasse V g unter dem G-Homomorphismus ¢ zu berech-

nen.

Es seien eine starke Untergruppenleiter (Aj,..., A4,), ein & < n und ein
Element g € G gegeben. Es soll iiberpriift werden, ob das Element ¢ in der
Gruppe A; enthalten ist.

Fiir alle j < k bezeichne E; die Gruppe A;NA;. Weiterhin sei fiiralle 1 < j <k
mit A;_; > Aj; ein minimales Reprisentantensystem 7; C G aller Neben-
klassen E;\E;_; gegeben. Dieses minimale Représentantensystem 7; kann zu

einem minimalen Représentantensystem S; aller Nebenklassen A;\A;_; er-
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weitert werden. Fiir alle 1 < j < k mit A;_; > A, sei eine Abbildung
¢j: Aj_1 — S; gegeben, mit der Eigenschaft, dass fiir alle h € A;_; das Ele-
ment h¢;(h) in der Gruppe A; liegt. Dann kann mit folgendem Algorithmus

herausgefunden werden, ob das Element ¢ in der Nebenklasse Ay enthalten ist:

Pseudocode Membership Test

Input: (Ay,...,Ap) \\Subgroup Ladder
Index k Wk <n
g€ G \\check if g € Ay

Output: Bool

1 GroupElement s « 1¢

2 foreach ( j € {2,...,k}) \\go through in increasing order

3 if (A, <A;_q)

4 s + 8i(9)

5 if (seT;)

6 g < gs

7 else

8 return false

9 endif

10 endif

11 end

12 return true

Der Todd-Coxeter-Algorithmus muss nicht bei jeder Identititspriifung und
bei jeder Berechnung der Urbilder einer Nebenklasse erneut durchgefiihrt wer-
den. Es geniigt vielmehr, wenn der Algorithmus nur einmal fiir die entspre-
chenden Gruppen ausgefiihrt wird und die Ergebnisse gespeichert werden. Die
Gruppen, fiir die der Todd-Coxeter-Algorithmus durchgefithrt werden muss,
lassen sich allein anhand der gegebenen Untergruppenleiter bestimmen. Da-
her geniigt es, zu einer gegebenen Leiter den Todd-Coxeter-Algorithmus fiir
jedes benotigte Gruppenpaar nur ein einziges Mal auszufiihren. Aus diesen Er-
gebnissen konnen fiir alle Indizes j < k die entsprechenden Abbildungen ¢;

berechnet werden. Danach konnen beliebig viele Problemstellungen zu dieser
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gegebenen Leiter bearbeitet werden, ohne dass der Algorithmus erneut ausge-

fithrt werden miisste.

Fiir viele spezielle Gruppen existieren effizientere Methoden, um zu iiber-
priifen, ob zwei Nebenklassen identisch sind oder um zu einer gegebenen Ne-
benklasse die Menge der Urbilder dieser Nebenklassen unter einem der ge-
nannten G-Homomorphismen zu berechnen. Auf diese Methoden einzugehen,
wiirde aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher soll an dieser Stelle
nur noch auf den Membership Test von C. Sims [Sim71] verwiesen werden, der
fiir viele Permutationsgruppen geeignet ist. Dieser Membership Test wurde
durch M. Jerrum [Jer86] und G. Cooperman, L. Finkelstein und P. W. Pur-
dom [CFP89] weiterentwickelt.

7.6.2 ReduceStab

Es seien eine Gruppe G, eine Untergruppe U von G und ein Element g € G
gegeben. Weiterhin sei eine Untergruppe C' von G gegeben, die durch Rechts-
multiplikation auf der Menge der Nebenklassen U\G operiert. Mit dem Unter-
programm ReduceStab soll der Stabilisator D der Nebenklasse Ug unter der
Operation der Gruppe C berechnet werden.

Im Allgemeinen sind derartige Problemstellungen nicht leicht zu 16sen. Wenn
eine entsprechende Untergruppenleiter bekannt ist, so kann der Breadthfirst
StroLL oder der in Kapitel 7.6.3 beschriebene Algorithmus zusammen mit dem
Depthfirst StroLL oder dem Leiterspiel Light Algorithmus zur Losung dieser

Problemstellung verwendet werden.

Wenn aber bereits bekannt ist, dass der Gruppenindex (C' : D) des gesuch-
ten Stabilisators D in der Gruppe C klein ist, dann kann diese Problemstellung
auch mit Hilfe des erweiterten Bahnenalgorithmus geltst werden. Diese Situa-
tion taucht beim Leiterspiel-Algorithmus héufig auf und soll im Folgenden
beschrieben werden.

Es sei (Ai,...,A,) eine starke Untergruppenleiter von G nach A, mit der

Eigenschaft, dass der Gruppenindex zwischen je zwei aufeinanderfolgenden
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Gruppen der Leiter klein und insbesondere endlich ist. Es sei ein Element
g € G und ein Index 1 < 7 < n gegeben, fir den A; < A;_; gilt. Weiterhin sei
eine Untergruppe B < G gegeben, die fiir alle 1 < j < n durch Rechtsmultipli-
kation auf der Menge A;\G operiert. Die Untergruppe C' < G sei gleich dem
Stabilisator der Nebenklasse A; ;¢ unter der Operation der Gruppe B. Nach
dem Homomorphieprinzip 3.2 ist der Stabilisator D der Nebenklasse A;g eine
Untergruppe von C.

Ublicherweise hiingt die Laufzeit des erweiterten Bahnenalgorithmus von
der Anzahl der Erzeuger der Gruppe C' und von der Grofe des Gruppenin-
dex (C' : D) ab. Die Abbildung ¢ : A;\G — A,_1\G, die fiir alle h € G
die Nebenklasse A;h auf die Nebenklasse A;_1h abbildet, ist ein G-Homomor-
phismus. Aus dem Homomorphieprinzip folgt, dass der Gruppenindex (C' : D)
maximal so grofs sein kann, wie der Gruppenindex (A; 1 : A;). Daher sollte
bei der Auswahl der Untergruppenleiter, die fiir den Leiterspiel-Algorithmus
verwendet wird, darauf geachtet werden, dass die Gruppenindizes zwischen je

zwei aufeinander folgenden Gruppen der Leiter immer klein sind.

Das Untergruppenlemma nach Schreier kann dazu verwendet werden, den
Bahnenalgorithmus so zu erweitern, dass dieser auch die Erzeuger des gesuch-

ten Stabilisators berechnet.

Lemma 21. (Schreier)
Es sei G eine Gruppe, S ein Erzeugendensystem von G und U eine Un-
tergruppe von G. Es sei T C G ein minimales Reprisentantensystem aller

Rechtsnebenklassen von U in G, das bedeutet:
Vge GAlteT :Ug=Ut

Weiterhin sei eine Abbildung ¢ : G — T gegeben, mit der Eigenschaft, dass
fir alle g € G und t = ¢(g) gilt, dass Ug = Ut ist.

Dann ist die Menge {tsr|t € T,s € S,r = ¢(ts)~'} ein Erzeugendensystem
der Gruppe U.

Beweis. (in Anlehnung an den Beweis in [Hal59, HRA48])
Es sei u ein beliebiges Element aus der Untergruppe U. Es sei 2o = ¢(1¢)

und v = z5'uzy € U. Da S ein Erzeugendensystem ist, lift sich v als die
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Verkniipfung endlich vieler Elemente v = sy ... s, mit s1,...,s, € S schreiben.
Fir alle i < nsei b; = s;...s; und z; = ¢(b;). Da v in U liegt, gilt auch
z, = ¢(v) = ¢(1g). Dann ist fiir alle i < n das Element z;,.7 = ¢(biy1) =
P(bisiv1) = ¢(xi8i41). Es gilt:

U = xovxal = X081 ... Sna:;I

u = 051 (2] wy)so (25 20) s 1 (@, 20 1) S0yt

U= (3:0313:1_1)(:51323:2_1) . (xn_lsnxgl)

Fiir alle i < n gilt aber, dass z;_15;7; ' = x;_18;¢(x;_15;) " ist.
]

Operiert die Gruppe G auf einer Menge (), so kann mit dem einfachen Bah-
nenalgorithmus die Bahn eines Elementes ¢ unter der Operation einer Gruppe
C berechnet werden. Dem Bahnenalgorithmus wird eine Menge S von Erzeu-
gern der Gruppe C' und das Element ¢ iibergeben. Ist die Bahn von ¢ endlich,
so berechnet der Bahnenalgorithmus daraus die Menge A, die Bahn des Ele-

mentes §.

Beim erweiterten Bahnenalgorithmus wird zuséitzlich ein Abbildung ¢ be-
rechnet. Die Abbildung ¢ wird so konstruiert, dass nach Durchfiihrung des
Algorithmus fiir alle w € A gilt, dass 6?“) = w ist. Die Menge E enthilt
am Ende ein Menge von Erzeugern, so dass fiir den gesuchten Stabilisator
Cs = (E) gilt.

Um den Bahnenalgorithmus zur Bestimmung des Stabilisators verwenden zu
konnen, wird ein Algorithmus bendétigt, mit dessen Hilfe festgestellt werden
kann, ob zwei Nebenklassen Ag; und Ags, identisch sind. In Kapitel 7.6.1 wur-

den mehrere Algorithmen beschrieben, die dazu geeignet sind.

Die Anzahl der Erzeuger in der Menge F kann mitunter sehr grofs werden,
was insbesondere dann ein Nachteil sein kann, wenn diese Erzeuger wieder als
Eingabe fiir einen weiteren Durchlauf des Bahnenalgorithmus verwendet wer-
den sollen. Denn die Laufzeit des Bahnenalgorithmus wéchst linear mit der
Anzahl der Erzeuger. Daher sollte der erweiterte Bahnenalgorithmus mit an-

deren Algorithmen kombiniert werden, die in der Lage sind, die Anzahl der
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Erzeuger zu reduzieren.

Die Suche nach Methoden, mit denen die Anzahl der Erzeuger reduziert
werden kann, bildet einen eigenen Forschungsbereich. Denn im Allgemeinen
ist schon allein das Wortproblem fiir endlich repréisentierte Gruppen nicht ent-
scheidbar. Daher ist die auch Frage, ob zwei Gruppenelemente s;, s, . .. s;, und
851 8jy « - Sj ML Sy, Sy, Sin, Sty Sy, - - -5 8, € S dasselbe Gruppenelement
bezeichnen, im Allgemeinen nicht entscheidbar. Zu einer Menge von Erzeugern
kann jedoch in manchen Fallen mit Hilfe des Knuth-Bendix Vervollstindi-

gungsverfahrens eine kleinere Erzeugermenge gefunden werden [KB70, Sim94].

Erweiterter Bahnenalgorithmus

Input: Set S \\ C=(5)
SetElement ¢

Referenced : Set A \\ A= {d}
A —C W\ 606) = 1o
Set \ (B) < Gy

1 foreach (6 € A)

2 foreach (g€ S)

3 w < ¢9

4 if (wgA)

5 A+~ AUw

6 p(w) + ¢(d)g

7 else

8 E « EU{6(3)gd(w)"}

9 endif

10 end

11 end

12 exit

Im Folgenden soll noch auf einen Spezialfall eingegangen werden, fiir den
ein besonders effizienter Algorithmus existiert. Es sei A eine kleine endliche
Menge und C' eine Permutationsgruppe auf der Menge A. Wenn zum gesuch-

ten Stabilisator der Nebenklasse Ag ein Element 6 € A existiert, so dass Cjs
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identisch mit dem gesuchten Stabilisator ist, kann ein sogenannter ,Schreier-
Vektor* zur Berechnung des Stabilisators verwendet werden.

Der Schreier-Sims Algorithmus [Sim71| kann zur Berechnung eines Schreier-
Vektors zur Gruppe C eingesetzt werden, einer Datenstruktur zur Speiche-
rung einer Permutationsgruppe. In [CF94] beschreiben G. Cooperman und
L. Finkelstein zwei verschiedene Algorithmen, um einen Basiswechsel durchzu-
fiihren. Insbesondere der Basiswechsel vom Typ ,,Las Vegas“ ist sehr effizient
und eignet sich hervorragend zur Berechnung dieser Stabilisatoren. Indem das
Element § € A durch einen Basiswechsel an die erste Position der Basis des
Schreier-Vektors permutiert wird, kann der Stabilisator von ¢ anschliefsend mii-

helos abgelesen werden.

7.6.3 Canonizer

Es sei eine Gruppe G gegeben und es sei (A, ..., A,) eine starke Untergrup-
penleiter von G nach A,. Zu je zwei aufeinanderfolgenden Gruppen der Leiter
soll der Gruppenindex klein und insbesondere endlich sein. Fiir alle 1 <7 < n
wird die Menge der Nebenklassen von A; in G mit §2; bezeichnet. Auf jeder
dieser Mengen §2; sei eine Totalordnung gegeben, die die in Kapitel 6.1 gefor-
derte Bedingung an die Ordnungen der Nebenklassen erfiillt. Es sei eine weitere
Untergruppe B von G gegebene, die durch Rechtsmultiplikation auf jeder der
Mengen €2y, ..., €, operiert.

Es seien ein 1 < k < n und ein Element ¢ € G gegeben. Im Unterprogramm
Canonizer soll zur Nebenklasse Arq sowohl deren kanonischer Bahnreprisen-
tant als auch der Stabilisator dieses kanonischen Bahnreprisentanten unter
der Operation der Gruppe B bestimmt werden. Optional kann der Methode
Canonizer eine Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse Ayg iibergeben

werden, die es ermoglicht, die Berechnungen zu beschleunigen.

Der in Kapitel 7.3 beschriebene Breadthfirst StroLL kann ohne jede An-
derung zur Berechnung dieses kanonischen Bahnrepridsentanten und dessen
Stabilisators eingesetzt werden. Auch das Leiterspiel Light und der Depthfirst
StroLL konnen so abgewandelt werden, dass zu einer gegebenen Nebenklas-

se Agq der zugehorige kanonische Bahnreprisentant und dessen Stabilisator
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berechnet werden. Ist die gegebene Nebenklasse A.q kanonisch, so kann der
zugehorige Stabilisator bereits mit Hilfe von jedem der drei Algorithmen aus
Kapitel 7 berechnet werden, ohne dass dazu Anderungen an den Algorithmen
notwendig wéren. Sobald aber zur Nebenklasse Apq ein Element b € B ge-
funden wurde, fiir das Apqb < Agq gilt, werden beim Depthfirst StroLL und
beim Leiterspiel Light alle weiteren Berechnungen abgebrochen und es wird

das Ergebnis ,,Axq nicht kanonisch® zuriickgegeben.

Anhand des Depthfirst StroLLL Algorithmus aus Kapitel 7.4 soll beschrie-
ben werden, welche Anpassungen notwendig sind, um den Depthfirst StroL.LL
oder das Leiterspiel Light zur Berechnung des kanonischen Reprisentanten
und dessen Stabilisator einzusetzen. Die erste Anderung am Depthfirst StroLL
Algorithmus ist, dass zusétzlich zu der Information, dass die untersuchte Ne-
benklasse Ajq nicht kanonisch ist, ein beliebiges Element b € B zuriickgegeben
wird, fiir das Arqb < Agq ist. Weiterhin soll die zu diesem Zeitpunkt bekannte
Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse Agq zuriickgegeben werden.

Nach satz 3.1.2 existiert ein Homomorphismus von Gruppenoperationen,
der jede Nebenklasse auf ihren Stabilisator abbildet. Daher ist der Stabilisator
der Nebenklasse Ajqb gleich dem b-konjugierten Stabilisator der Nebenklasse
Arg. Wenn der so abgewandelte Depthfirst StroLL Algorithmus abbricht, weil
eine kleinere Nebenklasse Ayqb gefunden wurde, so kann aus einer Untergruppe
O des Stabilisators der Nebenklasse A,q die Untergruppe b~'Cib berechnet
werden, die wiederum eine Untergruppe des Stabilisators der Nebenklasse Axqb
ist.

Anschliefsend kann der Depthfirst StroLL Algorithmus erneut aufgerufen wer-
den, nur diesmal unter Eingabe der Nebenklasse Aigb und des Stabilisators
b=1C.b. Das Ergebnis dieses Aufrufs ist dann entweder eine noch kleinere Ne-
benklasse Apgb’ zusammen mit einer eventuell vergroferten Untergruppe des
Stabilisators der Nebenklasse Aygb oder die Nebenklasse Agb ist bereits kano-
nisch. Wenn eine kleinere Nebenklasse gefunden wurde, so wird die beschriebe-
ne Vorgehensweise solange wiederholt, bis der kanonische Reprasentant gefun-
den wurde. In diesem Fall wird der Depthfirst StroLL Algorithmus den vollen

Stabilisator dieser kanonischen Nebenklasse bereitstellen.
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Da eine Totalordnung auf der Menge der Nebenklassen €2, gegeben ist und
die Menge €2 endlich ist, fiihrt diese Vorgehensweise zu einem Algorithmus,
der zu jeder Nebenklasse A,g den kanonischen Bahnrepriasentanten und dessen
Stabilisator berechnet. Denn bei jedem der Aufruf des Depthfirst StroLLL. Algo-
rithmus wird entweder eine Nebenklasse gefunden, die kleiner als die kleinste
bisher bekannte Nebenklasse der Bahn Aq? ist, oder der Algorithmus endet
damit, dass der kanonische Reprasentant gefunden wird. Die Effizienz des ur-

spriinglichen Depthfirst StroL.LL. Algorithmus bleibt dabei weitgehend erhalten.

7.6.4 ExtendGroup

In diesem Kapitel werden verschiedene Methoden beschrieben, wie eine Unter-
gruppe U einer Gruppe B um einen Erzeuger b erweitert werden kann. Genauer
gesagt soll die kleinste Untergruppe V von B berechnet werden, die sowohl U
als auch den Erzeuger b enthélt.

Die Losung dieses Problems hingt stark davon ab, welche Datenstruktur zur
Speicherung der Gruppe verwendet werden soll. Im einfachsten Fall ist bereits
die Gruppe U in Form eines Erzeugendensystems gegeben und es soll lediglich
ein Erzeugendensystem der Gruppe V' bestimmt werden. In diesem Fall sind
keine weiteren Berechnungen notwendig, sondern es geniigt, das Element b zur
Menge der Erzeuger von U hinzuzufiigen. Denn diese Menge ist bereits ein

Erzeugendensystem der gesuchten Gruppe V.

Ein Nachteil dieser Methode ist, dass das Erzeugendensystem auf diese Wei-
se sehr grof werden kann. Beim Breadthfirst StroLL, beim Depthfirst StroLL
und beim Leiterspiel Light Algorithmus wurde vorausgesetzt, dass der Index
je zweier aufeinander folgender Gruppen der Leiter klein und insbesondere
immer endlich sein muss. Daher kann auch bei den Erweiterungsproblemen,
die im Zusammenhang mit den beschriebenen Algorithmen auftauchen, davon
ausgegangen werden, dass der Gruppenindex (V' : U) endlich ist. J. A. Todd
und H. S. M. Coxeter fanden eine sehr allgemeine Methode, die es erlaubt, die
Nebenklassen von U in V' zu berechnen [TC36|. Abhéngig von den Eigenschaf-

ten der untersuchten Gruppe existiert eine ganze Reihe weiterer Verfahren,
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deren Beschreibung jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde. Daher
soll an dieser Stelle nur noch auf den Spezialfall eingegangen werden, wenn die
Gruppe B in Form einer sogenannten ,,Short-Schreier-Vector Datenstruktur

vorliegt.

Ist die Gruppe B eine Permutationsgruppe und soll die Gruppe V in Form
eines Short-Schreier-Vektors gespeichert werden, so kann der Algorithmus von
G. Cooperman, L. Finkelstein und P. W. Purdom [CFP89| zur Berechnung
eines starken Erzeugendensystems verwendet werden. Ein weiterer Vorteil, der
dafiir spricht, die Gruppen, wenn moglich, in Form eines Short-Schreier-Vek-
tors zu speichern, ist es, dass auf diese Weise auch die Anzahl der Erzeuger
leicht unter Kontrolle gehalten werden kénnen. Mit Hilfe des von G. Cooper-
man, L. Finkelstein und P. W. Purdom beschriebenen Algorithmus zur Be-
rechnung eines starken Erzeugendensystems kann die Anzahl der Erzeuger auf
21 logs(|V]) beschrinkt werden.

7.6.5 FindOrbitRep

Im Unterprogramm FindOrbitRep soll zu einer Nebenklasse Ag und gegebener
Gruppe B der kleinste Reprisentant der Bahn Ag” gefunden werden. Ist die
Bahn Ag? sehr lang, so ist diese Aufgabe schwer zu 16sen und es miissen Kano-
nisierungsalgorithmen wie der in Kapitel 7.6.3 beschriebene eingesetzt werden.
Ist die Bahn Ag” hingegen kurz, so kann wie in Kapitel 7.6.2 der Bahnenal-
gorithmus zur Losung eingesetzt werden. Der Bahnenalgorithmus konstruiert
dann alle Nebenklassen, die in der Bahn Ag? liegen.

Unter diesen Nebenklassen kann dann unter Verwendung eines Kanonizitats-
pradikates der kanonische Bahnrepriasentant identifiziert werden. Ist auf der
Menge der Nebenklassen Ag” eine Totalordnung gegeben, so kann zum Bei-
spiel die kleinste Nebenklasse dieser Bahn als die kanonische ausgezeichnet

werden.
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7.6.6 FindSmallestPath

Es sei G eine Gruppe und (Ay,..., A,) eine starke Untergruppenleiter von G
nach A,. Die Gruppenindizes zwischen je zwei aufeinander folgenden Gruppen
der Untergruppenleiter seien klein und insbesondere auch endlich. Es sei ein
k < n und eine Nebenklasse A;q mit ¢ € G gegeben. In der Vorbereitungspha-
se des Depthfirst StroLL und Leiterspiel Light Algorithmus, die in Kapitel 7
beschrieben werden, soll der kleinste Pfad (Aip, ..., Axp) € Py berechnet wer-
den, dessen letzte Komponente Agp gleich der gegebenen Nebenklasse A;q ist.
Die dabei zugrunde gelegte Ordnung ist die in Kapitel 6.2 beschriebene Ord-
nung auf der Menge F;.

Jeder Pfad aus der Menge P, dessen letzte Komponente gleich A,q ist, liegt

im Block A%k}. Da A; = G ist und die erste Komponente aller Pfade aus der
Menge P, daher gleich G ist, ist der Block A%Lk} identisch mit dem Block

A%k}. Dieser Block kann in kleinere Blocke zerlegt werden, so dass alle Pfade,

deren zweite Komponenten identisch sind, jeweils in demselben Block liegen.

Nach Lemma 16 ist die Urbildmenge des Blockes A?Lk} unter der Abbil-
dung @1,2,4},41.6)) gleich {A({“f,zﬁ} la € Ay N A} Da A; = @ ist, muss auch
A1NA;, = A; gelten. Die Ordnung auf der Menge der Blocke wurde so definiert,
dass der kleinste Block der Menge {Af], ;; |a € Ai} genau derjenige ist, der
den kleinsten Pfad enthélt. Nach Lemma 18 bilden die Blécke im Urbild von
A?Lk} unter dem G-Homomorphismus ¢(f1,2.x},{1,4}) eine Partition der Menge
der Pfade dieses Blockes. Daher ist der Pfad (A;p, ..., Axp) im kleinsten Block

unter allen Urbildern von A%Lk} unter der Abbildung ¢(1,2%},{1,5}) enthalten.

Der kleinste Block aus der Menge {Af],;,[a € Ay} ist nach Lemma 6
derjenige Block, dessen Pfade die kleinste zweite Komponente besitzen. Die
Menge {Asaq|a € Ai} enthélt alle Nebenklassen, die als zweiten Komponen-
ten in einem Pfad eines Blockes aus der Menge {Af5,, [a € A} vorkommen.
Wenn der Gruppenindex (A; : A) klein ist, kann die Menge {AY] ;, [a € Ax}
einfach durchlaufen werden, um den kleinsten darin enthaltenen Block zu fin-
den. Da der Pfad (A;p, ..., Axp) in diesem Block enthalten sein muss, kann auf

diese Weise auch die zweite Komponente des Pfades (A;p, ..., Axp) bestimmt



156 Kapitel 7. Kanonizititstests fiir Doppelnebenklassen

werden.

Im Folgenden wird ein iteratives Verfahren beschrieben, mit dem die iibri-
gen Komponenten des Pfades (Ap, ..., Axp) in aufsteigender Reihenfolge be-
stimmt werden kdnnen. Bei der Bestimmung der jeweils néchsten Komponente
werden zwei Fille unterschieden, je nachdem ob die darauffolgende Untergrup-
pe der Leiter eine Untergruppe der vorherigen ist oder nicht. Bei der Bestim-
mung der ¢ + 1-ten Komponente wird vorausgesetzt, dass im vorangehenden
Iterationsschritt ein Element g € G bestimmt wurde, so dass (Aip,..., Axp)
im Block Af{i’k} liegt. Bezeichnet A‘{li”zyk} den Block, der im ersten Schritt als
kleinster Block im Urbild bestimmt wurde, so setze fiir den folgenden Iterati-

onsschritt g = agq.

Fall 1: A; > A4
Es sei ein Element g € G gegeben, so dass (Aip, ..., Agp) im Block A“fi7k}
liegt. Unter Verwendung von Lemma 16 kann die Urbildmenge des Blockes
A‘{’i’k} unter dem G-Homomorphismus ¢ it1k),4ik)) berechnet werden. Dies
ist die Menge {A‘{’igﬁl’k} |la € A; N Ag}. Die Gruppe E; = A; N Ay, braucht da-
bei fiir jede Untergruppenleiter nur ein einziges Mal bestimmt und gespeichert
werden und kann danach aus dem Speicher abgerufen werden. Die Berechnung
der Gruppe FE; kann mit Hilfe des Breadthfirst StroLLL Algorithmus oder, wie
in Kapitel 7.6.3 beschrieben, mit dem Breadthfirst StroLLl. oder dem Leiter-

spiel Light Algorithmus erfolgen.

Die Ordnung auf der Menge der Blocke wurde so definiert, dass der gesuchte
kleinste Pfad im kleinsten Block der Urbildmenge {AY/, , ;\[a € E;} enthal-
ten ist. Der kleinste Block der Menge {A,, 1, |a € Ej} ist nach Lemma 6
derjenige Block, dessen Pfade die kleinste ¢ + 1-te Komponente besitzen. Ist
der Gruppenindex (A; : A;;1) klein, so ist auch die Menge {A;,1ag9|a € E;}
klein und die Nebenklassen aus dieser Menge konnen leicht durchlaufen wer-
den. Dabei kann die kleinste Nebenklasse A;jag aus dieser Menge ermittelt

werden. Die i + 1-te Komponente des Pfades (Ap, ..., Axp) muss dann gleich

ag
{i+1,k}"

Im folgenden Iterationsschritt wird vorausgesetzt, dass ein Element h € G be-

A;i1ag sein und der gesuchte Pfad liegt im Block A
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aq
{i+1,k}

Block, der den Pfad (A;p, ..., Axp) enthélt, so setze fiir den folgenden Iterati-

stimmt wurde, fiir das (Aip, ..., Agp) € A}{Li-i-l,k} gilt. Bezeichnet A den

onsschritt h = aq.

Fall 2: A; < A;4
Ist A; < A;iq und ist die i-te Komponente des Pfades (A;p,..., Axp) bereits
bekannt, so kann die darauf folgende Pfadkomponente leicht bestimmt wer-
den. Es bezeichne g € G wieder ein Element, fiir das (A;p, ..., Agp) € A?i’k}
gilt. Aufgrund der Definition der Erweiterungsfunktion Y, in Kapitel 6.1 muss
die 7 + 1-te Komponente des Pfades gleich A;;1¢g sein. Denn das Bild der i-
ten Komponente A;g unter der Erweiterungsfunktion T; ist die einelementige
Menge {A;;19}. Da die Definition eines Pfades vorschreibt, dass die i + 1-te
Komponente in dieser einelementigen Menge enthalten sein muss, kann die
1 + 1-te Komponente sofort festgelegt werden. Fiir den darauf folgenden Itera-
tionsschritt wird wieder ein Element h € G benétigt, fiir das (Aip, ..., Axp) €

A]{IZ. +1 &ilt. Fiir das Element g ist diese Voraussetzung bereits erfiillt.

Auf diese Weise kann der gesuchte Pfad innerhalb von k—2 Schritten gefun-
den werden. Sind die zuvor angesprochenen Gruppenindizes der Leitergruppen
klein, so kann jeder der einzelnen Schritte mit geringem Aufwand durchgefiihrt

werden.
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Kapitel 8
Analyse des Laufzeitverhaltens

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften der drei in dieser Arbeit neu vor-
gestellten Leiterspiel-Algorithmen anhand von konkreten Rechenbeispielen un-
tersucht.

In Kapitel 8.2 wird jeder der drei Algorithmen auf ein konkretes Kanonisie-
rungsproblems angesetzt. Darauthin werden die Algorithmen in Bezug auf ihre
Laufzeit, ihren Bedarf an Hauptspeicher und die Anzahl der berechneten Ne-
benklassen zur Losung des Kanonisierungsproblems verglichen.

In Kapitel 8.3 wird der Leiterspiel Light Algorithmus mit dem urspriinglichen
Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz verglichen. Beide Algorithmen werden
unabhéngig voneinander zur Konstruktion aller schlichten Graphen auf bis zu
9 Knoten eingesetzt. Dabei werden die Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit

und ihren Bedarf an Hauptspeicher miteinander verglichen.

An dieser Stelle soll auf die Veroffentlichung von M. De Santo, P. Foggia,
C. Sansone und M. Vento hingewiesen werden, in der die Leistungsfihigkeit
verschiedener Graphenkanonisierer [SFSV03| miteinander verglichen werden.
Die in dieser Arbeit beschriebenen Algorithmen unterscheiden sich in vieler-
lei Hinsicht von den dort verwendeten Algorithmen. Weiterhin haben die in
dieser Arbeit beschriebenen Algorithmen noch nicht den jahrelangen Opti-
mierungsprozess, wie zum Beispiel der aus dem Graphenkanonisierer nauty
hervorgegangene Graphenkanonisierer traces von B. D. McKay, durchlaufen
[MP14]. Ein Vergleich verschiedener Kanonisierungsalgorithmen, der auch die

Algorithmen dieser Arbeit miteinbezieht, wére fiir die Zukunft wiinschenswert.
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8.1 Kurzbeschreibung der Algorithmen

8.1.1 Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz

Der urspriingliche Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz wurde in Kapitel 4
vorgestellt. Dieser Algorithmus zeichnet sich insbesondere dadurch aus, dass
mit diesem Algorithmus auch schwierigste Isomorphieprobleme geldst werden
kénnen.

Mit dem Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz kann zu gegebenen Gruppen
G, Aund B, mit A < G und B < G, die Menge aller Doppelnebenklassen
A\G/B = {AgB|g € G} bestimmt werden. Genauer gesagt wird zu jeder
Doppelnebenklasse AgB eine Rechtsnebenklasse Agb mit b € B bestimmt, die
die entsprechende Doppelnebenklasse reprasentiert. Der Reprasentant einer
Doppelnebenklasse AgB kann jedoch nicht einzeln bestimmt werden, sondern

nur zusammen mit allen anderen Reprasentanten von Doppelnebenklassen aus

der Menge A\G/B.

8.1.2 Leiterspiel Light

Der Leiterspiel Light Algorithmus wurde in Kapitel 7.5 beschrieben. Es seien
G, A und B drei Gruppen mit A < G und B < G und g ein Element aus
der Gruppe G. Dieser Algorithmus ermdoglicht es, zu jeder Doppelnebenklasse
AgB ein Element b € B und eine Rechtsnebenklasse Agb zu bestimmen, die
diese Doppelnebenklasse repréisentiert.

Um diesen Algorithmus einsetzen zu kdnnen, miissen mehrere Voraussetzun-
gen erfiillt sein. Es wird eine Untergruppenleiter (Aq,..., A,) von G nach A
benétigt, die nach den in Kapitel 6.5 beschriebenen Kriterien eine starke Un-
tergruppenleiter ist. Weiterhin wird fiir alle ¢ < n eine Totalordnung auf der
Menge A;\G der Rechtsnebenklassen der Gruppe A; benétigt, die den in Ka-
pitel 6.1.2 genannten Kriterien geniigt.

In vielen Féllen ist der Leiterspiel Light Algorithmus ein schneller, einfach
zu implementierender Algorithmus, der zur Losung von kleineren Nebenklas-
senisomorphieproblemen verwendet werden kann. Dieser Algorithmus eignet
sich in Kombination mit dem im Anschluss beschriebenen Depthfirst StroLL

Algorithmus auch zur Losung von grofen Nebenklassenisomorphieproblemen.
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8.1.3 Depthfirst StroLL

Der Depthfirst StroLL Algorithmus wurde in Kapitel 7.4.2 bis 7.4.5 beschrie-
ben. Genau wie der Leiterspiel Light Algorithmus ermdglicht es dieser Algo-
rithmus, zu jeder Doppelnebenklasse AgB ein Element b € B und eine Rechts-
nebenklasse Agb zu bestimmen, die diese Doppelnebenklasse reprisentiert.

Der Depthfirst StroLL ben6tigt dieselben Voraussetzungen wie das Leiterspiel
Light, eignet sich im Gegensatz zu diesem jedoch auch zur Losung von grofen
Nebenklassenisomorphieproblemen. Dieser Algorithmus ermdoglicht es, grofe
Isomorphieprobleme in mehrere kleinere zu zerlegen, die dann anschliefend
rekursiv gelost werden konnen. In der Praxis hat sich herausgestellt, dass das
Leiterspiel Light wesentlich effizienter ist bei der Losung von kleineren Isomor-
phieproblemen. Daher empfiehlt es sich, kleinere Isomorphieprobleme, die beim
Depthfirst StroLL in den Rekursionsschritten auftauchen, immer mit Hilfe des

Leiterspiel Light Algorithmus zu 16sen.

8.1.4 Breadthfirst StroLL

Der Breadthfirst StroLL Algorithmus wurde in Kapitel 7.3 beschrieben. Dieser
Algorithmus ermdglicht es, genau wie der Depthfirst StroLL und das Leiterspiel
Light, zu einer einzelnen gegebenen Doppelnebenklasse eine repréasentierende
Rechtsnebenklasse zu berechnen.

Die Voraussetzungen fiir diesen Algorithmus sind identisch zu denen des Depth-
first StroLLL und des Leiterspiel Light Algorithmus. Im Gegensatz zu diesen
Algorithmen benoétigt der Breadthfirst StroLL. Algorithmus jedoch deutlich
mehr Arbeitsspeicher. Unter den drei Algorithmen Leiterspiel Light, Depth-
first StroLL und Breadthfirst StroLL ist dieser Algorithmus dem urspriingli-

chen Algorithmus von Schmalz am dhnlichsten.

8.2 Vergleich der Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die drei neuen Algorithmen dieser Arbeit miteinan-
der verglichen. Anhand eines Beispiels wird gezeigt, wie unterschiedlich die drei
Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit, ihren Bedarf an Arbeitsspeicher und

die Anzahl der durchlaufenen Nebenklassen sind. Dieser Vergleich dient jedoch
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ausdriicklich nicht dazu, die Algorithmen hinsichtlich ihrer Leistungsfihigkeit
zu vergleichen. Die Leistungsfihigkeit des neuen Ansatzes wird in Kapitel 8.3
unter Beweis gestellt.

Der Depthfirst StroLLLL arbeitet rekursiv, grofse Problemstellungen werden in
kleinere Probleme zerlegt, die anschliefsend wieder mit einem Kanonisierungs-
algorithmus gelost werden miissen. Wird der Depthfirst StroLL auch wieder
zur Losung dieser kleineren Probleme eingesetzt, so muss insgesamt eine sehr
grofse Zahl sehr kleiner Kanonizitdtsprobleme mit diesem Algorithmus geldst
werden. Da jedoch kleine Isomorphieprobleme mit dem Depthfirst StroLL nur
sehr langsam gelost werden konnen, fiihrt dies zu einem insgesamt langsamen
Algorithmus.

In diesem Kapitel sollen jedoch die Unterschiede der drei Algorithmen im Vor-
dergrund stehen, daher wurde darauf verzichtet, die verschiedenen Algorith-
men miteinander zu kombinieren. In der Praxis hingegen sollten beim Depth-
first StroLL die kleinen Isomorphieprobleme aus den Rekursionsschritten im-
mer mit einem anderen Algorithmus wie zum Beispiel dem Leiterspiel Light

gel6st werden.

8.2.1 Der Beispielgraph

Abbildung 8.1: Graph aus 10 Knoten und 25 Kanten

Um die drei Algorithmen vergleichen zu konnen, wird jedem der drei die Auf-
gabe gestellt, den Graphen aus Abbildung 8.1 zu kanonisieren. Nach dem Split
Lemma aus Kapitel 3.5 kann der Graph aus Abbildung 8.1 auf eine Rechts-

nebenklasse abgebildet werden. Dieser Schritt wurde bereits in dem Beispiel
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auf Seite 24 beschrieben. Dort wurde auch beschrieben, wie die Gruppen G, A
und B zur Doppelnebenklassenmenge A\G/B, der Bildmenge der Split Lem-
ma Abbildung, bestimmt werden.

Wurde der Graph unter der Abbildung des Split Lemmas auf eine Nebenklasse
Ag abgebildet, so kann mit jedem der drei Algorithmen iiberpriift werden, ob
Ag die kanonische Nebenklasse in ihrer Bahn Ag? = {Agb|b € B} ist. Bei
jedem der drei Testfille wird dasselbe Kanonizitatspradikat zugrunde gelegt,
das in Kapitel 8.2.2 erlautert wird.

In einem weiteren Schritt wird dann das Urbild der kanonischen Nebenklasse
unter der Abbildung des G-Isomorphismus des Split Lemmas berechnet. Das
Kanonizitatspradikat auf der Menge der Graphen kann so gewéhlt werden,
dass das Urbild jeder kanonischen Nebenklasse auch der kanonische Reprasen-
tant der Bahn des betreffenden Graphen ist. Auf diese Weise kann mit jedem
der drei Algorithmen die Kanonizitit des Graphen in Abbildung 8.1 {iberpriift

werden.

8.2.2 Voraussetzungen

Der vollstiandige Graph auf 10 Knoten besitzt genau 45 Kanten. Um den Gra-
phen aus Abbildung 8.1 auf eine Doppelnebenklasse abzubilden, wird die Grup-
pe G gleich der Symmetrischen Gruppe Sy5 gewéhlt, entsprechend dem Beispiel
auf Seite 24.
Bei allen drei Algorithmen wurde folgende starke Untergruppenleiter zugrunde
gelegt:

Ay =G

Aog = S({1,...k},{k+1,....45)) VI<k<45

Aoy = S, k) {1} g2, a5 VI <k <45

Auf der Menge der Gruppenelemente von G ist durch die lexikographische
Ordnung eine Totalordnung gegeben. Entsprechend dieser Ordnung kann fiir
alle Untergruppe U von G eine Totalordnung auf der Menge U\G festgelegt
werden: Zu je zwei gegebenen Elementen g1,92 € G soll Ugy < Ugs gelten,
genau dann, wenn das kleinste Element ¢} aus der Menge {ug, |u € U} kleiner
ist als das kleinste Element der Menge {ugs |u € U}. Das Kanonizititspri-
dikat wurde so gewéhlt, dass fiir alle Elemente ¢ € G und Untergruppen U
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und B von G genau die nach dieser Ordnung kleinste Nebenklasse in der Bahn
Ug® = {Ugb|b € B} als kanonisch gelten soll.

Samtliche Berechnungen wurden auf einem einzelnen Prozessor des Linux-
Clusters der Universitdt Bayreuth durchgefiihrt. Die verwendete CPU ist ein
Intel Xeon Prozessor vom Typ E5520, ausgestattet mit 24 Gigabyte 1066 MHz
DDR3 RAM Modulen.

8.2.3 Ergebnisse

Kanonizitaetstest eines Graphen aus 10 Knoten und 25 Kanten
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Abbildung 8.2: Anzahl aller durchlaufenen Nebenklassen

In Abbildung 8.2 ist fiir jeden der drei Algorithmen die Anzahl der durch-
laufenen Rechtsnebenklassen dargestellt. Es bezeichne (Ay, ..., Agy) die star-
ke Untergruppenleiter, die bei den Berechnungen der Algorithmen verwendet
wird. Zu jeder der durchlaufenen Rechtsnebenklassen existiert ein g € G und
eine Gruppe F, so dass die Rechtsnebenklasse als F g geschrieben werden kann.
Zu dieser Gruppe FE existieren wiederum zwei Indizes i,k € {1,...,50} mit
i < k,sodass = A;N A, ist. Fiir jeden der Algorithmen wurden die wahrend
des Kanonizitdtstests durchlaufenen Nebenklassen gezéhlt und entsprechend

dem kleineren der beiden Indizes aufgeschliisselt. Die Anzahl der durchlaufe-
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Bahnlaengen der Nebenklassen des Pfades (A p,...,A5qp)
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Abbildung 8.3: Bahnldngen aller Nebenklassen A;p unter der Gruppe B

nen Nebenklassen wurde dann entsprechend diesem Index auf der x-Achse in
Abbildung 8.2 dargestellt. Auf diese Weise entstehen drei sehr unterschiedliche
Nebenklassen Verteilungen, die wiederum Aufschluss iiber die Arbeitsweise des
jeweiligen Algorithmus geben.

Beim Leiterspiel Light Algorithmus wird zuerst ein Pfad p = (Aip, ..., Asop)
berechnet, der kleinste Pfad zu der gegebenen Nebenklasse Asqp, fiir die {iber-
priift werden soll, ob diese kanonisch ist. Fiir jeden Index i < 50 entspricht
die Anzahl der durchlaufenen Nebenklassen, bis auf eine geringe, program-
miertechnisch bedingte Abweichung, genau der Gréfse der Schnittmenge der
beiden Mengen {A;pa|a € Aso} und {A;pb|b € B}. Die Méchtigkeit der Men-
ge {A;pb|b € B} ist daher entscheidend fiir die Anzahl der zu durchlaufenden
Nebenklassen. Diese kann wie folgt berechnet werden:

Cplbe 1) = P

Der Nenner im Bruch auf der rechten Seite ist identisch mit der Grofse des Sta-
bilisators der Nebenklasse A;p in B. Daher iibt die Grofe dieses Stabilisators
einen entscheidenden Einfluss auf die Anzahl der zu durchlaufenden Neben-
klassen aus. In Abbildung 8.3 ist fiir alle Indizes ¢ von 1 bis 50 die Méchtigkeit
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Kanonizitaetstest eines Graphen aus 25 Kanten auf 10 Knoten
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Abbildung 8.4: Bedarf an Arbeitsspeicher der drei neuen Algorithmen
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Abbildung 8.5: Bedarf an Rechenzeit der drei neuen Algorithmen
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der Menge {A;pb|b € B} dargestellt. Die Korrelation zwischen der Abbil-
dung 8.3 und der Nebenklassenverteilung des Leiterspiel Light Algorithmus in
Abbildung 8.2 ist leicht zu erkennen.

Die rekursive Losungsstrategie des Depthfirst StroLL fiihrt dazu, dass sehr
viele Nebenklassen mit kleinem Leiterindex durchlaufen werden. Im Vergleich
zu den beiden anderen Algorithmen werden die Nebenklassen mit grofsem Lei-
terindex etwas seltener durchlaufen. In der Verteilung der Nebenklassen des
Depthfirst StroLLL. in Abbildung 8.2 ist auch ein geringer Einfluss der Bahn-
langen aus Abbildung 8.3 erkennbar. Dieser ist jedoch viel kleiner als beim
Leiterspiel Light Algorithmus.

Die Séagezdhne, die in der Nebenklassenverteilung des Breadthfirst StroLL in
Abbildung 8.2 zu sehen sind, konnen auf die unterschiedlichen Grofken der
Gruppen der Leiter zuriickgefiihrt werden. Da sich bei der gegebenen Leiter
die Splitting- und Fusingschritte abwechseln, entsteht dieses Ségezahnmuster,

das auch in den Darstellungen der beiden anderen Algorithmen zu erkennen ist.

8.3 Vergleich der Leistungsfihigkeit

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften des Leiterspiel-Algorithmus von
Schmalz mit dem Leiterspiel Light Algorithmus verglichen. Die beiden Algo-
rithmen werden hinsichtlich ihres Bedarfs an Rechenzeit und ihres Bedarfs an
Arbeitsspeicher untersucht.

Bezeichnet G eine Gruppe und A und B zwei Untergruppen von G, so kann der
Algorithmus von Schmalz zur Konstruktion aller kanonischen Reprisentanten
von Doppelnebenklassen A\G/B eingesetzt werden. Es ist mit diesem Algo-
rithmus jedoch nicht méglich, den kanonischen Reprasentanten einer einzelnen
Doppelnebenklasse zu bestimmen, ohne die {ibrigen kanonischen Représentan-
ten zu berechnen.

Der Leiterspiel Light Algorithmus hingegen ist ausschlieflich dazu in der La-
ge, zu einer einzelnen Doppelnebenklasse den kanonischen Reprasentanten zu
bestimmen. Dieser Algorithmus kann jedoch in Kombination mit der Ord-
nungstreuen Erzeugung zur Berechnung der kanonischen Repridsentanten aller

Doppelnebenklassen A\G/B eingesetzt werden.
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Fiir den Vergleich wurde daher ein Rechenbeispiel gewéhlt, bei dem mit dem
Algorithmus von Schmalz alle kanonischen Reprasentanten von Doppelneben-
klassen A\G/B berechnet werden und das Leiterspiel Light in Kombination
mit der Ordnungstreuen Erzeugung zur Konstruktion derselben kanonischen
Reprisentanten eingesetzt wird.

Nach dem Split Lemma aus Kapitel 3.5 kann die Aufgabe, alle schlichten Gra-
phen auf n Knoten bis auf Isomorphie zu konstruieren, auf ein Doppelne-
benklassenproblem abgebildet werden. In dem Beispiel zum Split Lemma auf
Seite 24 wurde bereits beschrieben, wie ein Graph auf eine Nebenklasse ab-
gebildet werden kann. Dort wurde auch beschrieben, wie die Gruppen G, A
und B zur Doppelnebenklassenmenge A\G/B, der Bildmenge der Split Lem-
ma Abbildung, bestimmt werden. Jede Doppelnebenklasse entspricht einem
Graphenisomorphietypen, daher muss zur Konstruktion aller schlichten Gra-
phen auf n Knoten aufser der Berechnung der Doppelnebenklassen nahezu kein
zusdtzlicher Aufwand betrieben werden. Daher eignet sich dieses Beispiel be-
sonders gut fiir einen Vergleich der unterschiedlichen Algorithmen.

An dieser Stelle soll betont werden, dass die im Beispiel konstruierten Gra-
phenmengen ldngst bekannt sind und dieses Problem nur aufgrund seiner An-

schaulichkeit ausgewéhlt wurde.

8.3.1 Voraussetzungen

Zum Vergleich der beiden Algorithmen wurden alle schlichten Graphen auf
4,5,6,7,8 und 9 Knoten generiert. Der vollstandige Graph auf n Knoten be-
sitzt genau m = n - (n — 1)/2 Kanten. Zur Konstruktion aller Graphen auf n
Knoten wurde, entsprechend dem Beispiel auf Seite 24, die Gruppe G gleich
der Symmetrischen Gruppe S,, gewahlt.

Fiir die Konstruktion der Graphen auf n Knoten wurde folgende starke Unter-

gruppenleiter verwendet:
A1 — G
Aoy, = S, kb fk+1,m}) VI<E<m
A1 = S, kp k1) k42,.my) V1 <k <m

Den Berechnungen wurde dasselbe Kanonizitatspriadikat zugrunde gelegt, das

bereits in Kapitel 8.2.2 beschrieben wurde. Sdmtliche Berechnungen wurden
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auf einem einzelnen Prozessor des Linux-Clusters der Universitdt Bayreuth
durchgefiihrt. Die verwendete CPU ist ein Intel Xeon Prozessor vom Typ
E5520, ausgestattet mit 24 Gigabyte 1066 MHz DDR3 RAM Modulen.

8.3.2 Ergebnisse

Erzeugung aller schlichten Graphen auf n Knoten
10000 . .

Leilterspiel Schmalz ——
Leiterspiel Light -~ |
1000 F A

100 £ ]

10 ]

Sekunden

001 F ]

0.001 : : : :
4 5 6 7

Anzahl der Knoten

o]
O

Abbildung 8.6: Vergleich der Laufzeit

Wie in Abbildung 8.6 zu sehen ist, benétigen der Algorithmus von Schmalz
und das Leiterspiel Light nahezu dieselbe Rechenzeit zur Berechnung aller
schlichten Graphen auf bis zu neun Knoten. In Abbildung 8.7 ist die Lauf-
zeit jedes der beiden Algorithmen geteilt durch die Anzahl der konstruierten
Graphen dargestellt. Dies ermdglicht es, die Unterschiede in der Laufzeit der
beiden Algorithmen noch etwas genauer darzustellen.

Der Vergleich des Leiterspiels von Schmalz mit dem Leiterspiel Light zeigt
insbesondere, dass das Leiterspiel von Schmalz einen um mehrere Gréfenord-
nungen grofseren Bedarf an Arbeitsspeicher hat. Die Graphen auf 10 Knoten
konnten mit dem Leiterspiel von Schmalz nicht mehr berechnet werden, da
schon bei der Konstruktion aller einfachen Graphen auf 9 Knoten 34 Gigabyte
Speicher bendétigt werden. Wie unterschiedlich der Speicherbedarf der beiden
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Erzeugung aller schlichten Graphen auf n Knoten
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Abbildung 8.8: Bedarf an Arbeitsspeicher



8.3. Vergleich der Leistungsfihigkeit 171

Algorithmen ist, kann sehr deutlich anhand der Abbildung 8.8 gezeigt werden.
Dabei ist insbesondere zu beachten, dass die y-Achse der Graphik in Abbil-
dung 8.8 eine logarithmische Skalierung besitzt.

Der Leiterspiel Light Algorithmus konstruiert die gesuchten Graphen in Tie-
fensuche unter Verwendung der Ordnungstreuen Erzeugung. Daher miissen im-
mer nur sehr wenige kanonische Nebenklassen und Stabilisatoren gleichzeitig
im Speicher gehalten werden. Beim Leiterspiel von Schmalz hingegen werden
alle kanonischen Nebenklassen zusammen mit ihren Stabilisatoren gleichzeitig
im Speicher gehalten. Aufgrund der hohen Anzahl von Nebenklassen, die zur
Konstruktion der Graphen benétigt werden, ergibt sich dieser enorme Speicher-
bedarf. Wird beim Algorithmus von Schmalz der Speicherbedarf durch die An-
zahl der konstruierten Nebenklassen geteilt, so ergibt sich das Verhéaltnis, das
in Abbildung 8.9 dargestellt ist.

Erzeugung aller schlichten Graphen auf n Knoten
300 . .

Léiterspiel Schmalz —+—

250 r
200 r

150 r

Kilobyte

100

50 |

Anzahl der Knoten

Abbildung 8.9: Durchschnittlicher Speicherbedarf pro Nebenklasse

8.3.3 Ergebnis des Vergleichs

Die Einsatzmdglichkeiten des urspriinglichen Leiterspiel-Algorithmus werden

vor allem durch die Groke des zur Verfiigung stehenden Hauptspeichers be-
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#Knoten | CPU-Zeit | #Nebenklassen | #Graphen | Hauptspeicher
4 0.00 s 24 11 7.184 MByte
5 0.01s 107 34 7.488 MByte
6 0.18 s 727 156 12.96 MByte
7 3.51s 7607 1044 64.33 MByte
8 123.51 s 137465 12346 1.032 GByte
9 6698.10 s 4422499 274668 34.18 GByte

Abbildung 8.10: Leiterspiel nach Schmalz, Ergebnisse tabellarisch

#Knoten | CPU-Zeit | #Nebenklassen ‘ #Graphen | Hauptspeicher

4 0.00 s 296 11 7.120 MByte
) 0.03 s 2878 34 7.488 MByte
6 0.31s 29750 156 8.240 MByte
7 4.46 s 365344 1044 9.296 MByte
8 107.18 s 7500593 12346 11.296 MByte
9 6002.34 s 289138111 274668 14.560 MByte

Abbildung 8.11: Leiterspiel Light, Ergebnisse tabellarisch

schrinkt. Zu jeder Doppelnebenklasse AgB wird eine Nebenklasse Agb mit
b € B bestimmt, die als kanonischer Repréisentant dieser Doppelnebenklasse
fungiert. Und zu jeder dieser kanonischen Nebenklassen Agb muss das Bild
dieser Nebenklasse unter der fusionierenden Abbildung und der Stabilisator
Bag, = BNb g ' Agb dieser Nebenklasse unter der Operation der Gruppe B
gespeichert werden. Daher wichst beim urspriinglichen Leiterspiel-Algorith-
mus mit jeder konstruierten Doppelnebenklasse der Bedarf an Hauptspeicher.
Werden die Doppelnebenklassen hingegen mit dem Leiterspiel Light Algorith-
mus in ordnungstreuer Erzeugung konstruiert, so wird dazu nur eine sehr ge-
ringe Menge an Hauptpeicher benotigt. Bei der Konstruktion von schlichten
Graphen bis 9 Knoten ist der Leiterspiel Light Algorithmus genauso so schnell

wie der urspriingliche Leiterspiel-Algorithmus von Schmalz.
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Ausblick

Homomorphismen von Gruppenoperationen werden nicht nur zur Lésung von
Isomorphieproblemen verwendet. Viele Beweise gruppentheoretischer Aussa-
gen und viele Algorithmen der Gruppentheorie beruhen auf Homomorphismen
von Gruppenoperationen. Untergruppenleitern konnen als Beschreibung einer
Kette von Homomorphismen von Gruppenoperationen auf Nebenklassenmen-
gen betrachtet werden. Die starken Untergruppenleitern, die in dieser Arbeit
zum ersten Mal beschrieben wurden, sind ein neues Werkzeug in der Gruppen-
theorie, das sowohl fiir Beweise in der Gruppentheorie als auch zur Beschrei-

bung von Algorithmen verwendet werden kann.

Der Unterschied zwischen den bisher verwendeten und den starken Unter-
gruppenleitern besteht in der Transitivitdt der Gruppenoperation auf der Men-
ge der Pfade. Dieses Konzept kann ohne Weiteres auch auf andere Gruppen-
operationen als die Rechtsmultiplikation und auch auf andere Objektmengen
als Nebenklassen angewendet werden. Diese Verallgemeinerung erméglicht wei-
tere Abwandlungen des Leiterspiel-Algorithmus. Insgesamt sind die in dieser
Arbeit beschriebenen Algorithmen als Prototypen zu betrachten, um die Trag-
fahigkeit dieser neuen Konzepte zu zeigen. Indem die beschriebenen Algorith-
men miteinander kombiniert wurden, die Ordnungstreue Erzeugung auch auf
den Breadthfirst StroLLL Algorithmus angewendet wurde und das Konzept der
starken Leitern ausgeweitet wurde, sind inzwischen weitere Algorithmen hin-

zugekommen, die alle auf dem Konzept der starken Leitern beruhen.
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Weiterer Forschungsbedarf besteht daher darin, Varianten der Algorithmen
zu implementieren und hinsichtlich ihrer Effizienz zu untersuchen. Neben der
Effizienz sollte insbesondere auch die Parallelisierung dieser Algorithmen un-
tersucht werden. In Kapitel 7.4.5 wurde zu allen wesentlichen Teilen des Al-
gorithmus auch der Pseudocode angegeben. Dies ist als Hilfestellung an die
Leser gedacht und soll diese dazu motivieren, die beschrieben Algorithmen
zu implementieren und anzuwenden. Anhand der Kiirze des Pseudocodes soll
auch verdeutlicht werden, dass eine Implementierung der Algorithmen trotz

der Schwierigkeit der Thematik eine durchaus iiberschaubare Aufgabe bleibt.

Invarianten konnen als spezielle Homomorphismen von Gruppenoperatio-
nen betrachtet werden. Bei vielen der erfolgreichsten Algorithmen zur Losung
von Isomorphieproblemen werden auf geschickte Weise Invarianten berechnet,
mit Hilfe derer sich die Effizienz der Algorithmen mitunter drastisch verbes-
sern lasst. Dieser Aspekt wurde bei den Algorithmen dieser Arbeit weitge-
hend aufer Acht gelassen, um den Fokus auf das Wesentliche zu beschrianken.
Auch hier besteht weiterer Forschungsbedarf, um herauszufinden, welche In-
varianten sich zur Unterscheidung von Doppelnebenklassen eignen. In diesem
Zusammenhang soll auch insbesondere auf die Mdglichkeit hingewiesen wer-
den, dynamische Leitern zur Losung von Isomorphieproblemen einzusetzen.
Mit dynamischen Leitern sind Leitern gemeint, bei denen die Eigenschaften
der betrachteten Doppelnebenklasse einen Einfluss darauf haben, welcher Ho-
momorphismus von Gruppenoperationen im darauffolgend Leiterschritt ange-

wendet werden soll.
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