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Nahtlos gehen wir vom Jahr der Gei-

steswissenschaften in das Jahr der

Mathematik. Beide Disziplinen ha -

ben eine große Tradition. Sie beglei -

ten die Kultur der menschlichen 

Gesellschaften von Anfang an. Geis   -

teswissenschaften beschäftigen sich

mit der Entwicklung von Wertvor-

stellungen, Normen und Handlun-

gen der Menschen. Sie diskutieren

die Äußerungen von Kulturen und

die kulturelle Entwicklung. Mathe-

matik beschäftigt sich mit Zahlen,

mit der Darstellung von funktiona-

len Beziehungen durch Ziffern und

geometrische Darstellungen. Beides

sind Wissenschaften, die die hohe

Kreativität der Menschheit abbilden.

Das Jahr der Mathematik verweist

uns auf die grundlegende Bedeutung

dieser Disziplin in vielen unseren

Lebensbereichen. Mathematik ist die

Basis vieler Wissenschaften. Ma-

thematik ist heute in vielen Anwen-

dungsbereichen gefordert. Mathe-

matik wird auch auf dem heutigen

Arbeitsmarkt stark nachgefragt.

Da mutet es seltsam an, dass sich

noch relativ wenig Studenten für das

Fach Mathematik begeistern. Liegt

das an der Art des Mathematikunter-

richts in den Schulen, wo man oft

viel zu theoretisch an mathematische

Grundprobleme herangeht? Oder

liegt es daran, dass es besonders

„schick“ ist, wenn man mit seiner

mathematischen Nichtkompetenz

kokettiert? Selbst unsere Vertreter

der Politik und der Kultur unterlie-

gen manchmal dieser fatalen Ein-

stellung.

Die Begeisterung für die Mathema-

tik und die spannende Erarbeitung

mathematischer Fragestellungen an

konkreten praktischen Beispielen –

auch aus dem täglichen Umfeld des

Einzelnen – sollte, ja muss, heute

insbesondere in den Schulen geför-

dert werden. Die Universität Bay-

reuth trägt hier über viele neue 

Lernumgebungen, besonders über

dynamische Arbeitsblätter oder die

Mathematiksoftware GEONExT

zum Lehren und Lernen von Ma-

thematik bei. Der Lehrstuhl für Ma-

 thematik und ihre Didaktik der Uni-

versität Bayreuth leitet auch den Be-

reich Mathematik in den bundeswei-

ten BLK-Modellvorhaben „SINUS“

und „SINUS-TRANSFER“. Über

Lehrerfortbildung, aber auch durch

direkten Kontakt in die Schulklasse

hinein, wird hier „spannende Ma-

thematik“ vermittelt.

Bereits vor fünf Jahren hat die Uni-

versität Bayreuth ein Zentrum zur

Förderung des mathematisch-natur-

wissenschaftlichen Unterrichts (Z-

MNU) eingerichtet, das hervorra-

gende Arbeit leistet. Wir sind sicher,

dass in den nächsten Jahren Erfol-

ge erreicht werden. Es ist dringend

notwendig, dass wir jungen Nach-

wuchs für den Arbeitsmarkt im Be-

reich der Mathematik aber auch in

den ingenieur- und naturwissen-

schaftlichen Fächern ausbilden, die

ja ebenfalls die Mathematik als Ver-

mittlungsbasis haben.
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Lars Grüne

Seit 2000 veranstaltet das Bundes-

ministerium für Bildung und For-

schung zusammen mit der Initiative

Wissenschaft im Dialog die Wissen-

schaftsjahre. Ziel ist es, den Aus-

tausch zwischen Wissenschaft und

Öffentlichkeit zu fördern, und dabei

vor allem das Interesse der Öffent-

lichkeit an wissenschaftlichen The-

men zu stärken. Nach dem gerade

beendeten Jahr der Geisteswissen-

schaften ist 2008 nun das „Jahr der

Mathematik“. Unterstützt werden die

Veranstalter dieses Jahr insbesonde-

re von der Deutschen Mathematiker-

Vereinigung und der Deutschen Te-

lekom Stiftung sowie vielen weiteren

Organisationen. Eröffnet wird das

Jahr der Mathematik mit einer gro-

ßen Auftaktveranstaltung am 23. Ja-

nuar in Berlin. Diese gibt den Start-

schuss für vielfältige Veranstaltun-

gen in ganz Deutschland, die sich

alle um das Thema „Mathematik“

und seine verschiedensten Aspekte

drehen. Informationen über alle Ver-

anstaltungen zum Jahr der Mathe-

matik werden zeitgleich mit dieser

Veran staltung (leider erst nach Re-

daktionsschluss dieser Spektrum-

Ausgabe) auf der Webseite

www.jahr-der-mathematik.de im 

Internet veröffentlicht. Ein paar

Highlights unter den vielen Veran-

staltungen können wir Ihnen hier

trotzdem schon vorstellen:

Aber nicht nur bei diesen Veranstal-

tungen in ganz Deutschland können

Sie sich über die Faszination der

Mathematik informieren – auch vor

Ort an der Universität Bayreuth.

Eine hervorragende Möglichkeit

dazu ist der Tag der Mathematik,

der am 12.7.2008 – eine Woche nach

dem Bayreuther Bürgerfest – nun

bereits zum dritten Mal statt findet.

Dort können Sie sich in Vorträgen

über die verschiedenen Seiten der

Mathematik informieren und in La-

bors selbst mit mathematischer Soft-

ware experimentieren. Schülerinnen

und Schüler der Klassen 5-13 haben

zudem wieder die Möglichkeit, Ihre

Fähigkeiten in einem großen Ma-

thematikwettbewerb zu testen.

Weitere Infos finden Sie im Inter-

net unter www.tdm.uni-bayreuth.de.

Das Jahr  

Zahlen, bitte! 
Die wunderba re Welt von null
bis unendlich

1. Februar bis 18. Mai 2008,
Paderborn

Das Heinz Nixdorf MuseumsForum (HNF)

zeigt die große Sonderaus stellung „Zahlen,

bitte! Die wunder bare Welt von null bis

unendlich“. Auf 700 Quadratmetern erleben

die Besucher eine spannende und unter -

halt same Reise durch die Welt der Zahlen

mit Einblicken in das Glücksspiel, der

Frage, ob Tiere rechnen können, und Erklä-

rungen, wie in früheren Zeiten und bei an -

deren Völkern gerechnet wurde. Für Schul-

klassen aller Alters stufen und alle, die sich

für Zahlen interessie ren: www.hnf.de

MS Wissenschaft 2008 –
das Matheschiff

Ende April bis Ende August,
deutschlandweit

Im Jahr der Mathematik ist das Ausstel -

lungs schiff von Wissenschaft im Dialog wie-

der auf den deut schen Flüssen unterwegs.

Von Ende April bis Ende August besucht 

es über 30 Städte und lädt ein zum Auspro-

 bieren, Mitmachen und Mitforschen. Auf

über 600 qm erfährt man hier, warum die

U-Bahn eben nicht fünf Minuten früher

fahren kann oder was Riesenwellen oder

ein frischer Erdbeerjoghurt mit Mathematik

zu tun haben. Alle Stationen finden Sie ab

Februar auf: www.ms-wissenschaft.de

Wissenschaftssommer 2008

28. Juni bis 4. Juli 2008, Leipzig

Beim Wissenschaftssommer 2008 der

Initiative Wis sen schaft im Dia log, vom 28.

Juni bis 4. Juli 2008 in Leipzig dreht sich

dieses Jahr ebenfalls alles um Mathe matik: 

vom Puppentheater für Kinder über ein

Filmfest und den Jahrmarkt der Wis sen -

 schaf ten bis zur Kopfrechenweltmeister -

schaft 2008:

www.wissenschaftssommer2008.de

TITELTHEMA
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 der Mathematik

Noch mehr derartige Sudoku-Rätsel können Sie unter

www.wm.uni-bayreuth.de/index.php?id=sudoku herunterladen.

Die rätselhafte Seite der Mathematik
Sascha Kurz

Das japanische Logikrätsel Sudoku

(kurz für Sūji wa dokushin ni ka-

giru, wörtlich „Eine Zahl bleibt

immer allein“) erfreut sich mittler-

weile großer Beliebheit. Ziel ist es,

ein 9 x 9-Quadrat mit den Zahlen

von 1 bis 9 so auszufüllen, dass jede

Ziffer in einer Zeile, in einer Spal-

te und in einem Block (durch dicke

Linien abgegrenztes 3 x 3-Unter-

quadrat) nur einmal vorkommt.

Bei nebenstehender Variante sind

keinerlei Zahlen vorgegeben, dafür

sind zwischen manchen Feldern

Klei ner- bzw. Größerzeichen gra-

phisch symbolisiert. Frei nach der

Eselsbrücke „Das Krokodil schnappt

immer nach dem größeren Brok-

ken“ liefert uns dies Informationen

darüber, wo die größeren und wo

die kleineren Ziffern stehen.

1

Diese

Sudoku-Variante ist übrigens auch

unter dem Namen „Comparison Su-

doku“

2

bekannt. Nun wünschen wir

viel Spaß beim Rätseln!              �

Eine weitere Möglichkeit wollen wir

Ihnen mit dieser Ausgabe des Spek-

trum bieten. In diesem Heft haben

wir die Darstellung unseres Mathe-

matischen Instituts, der einzelnen

Lehrstühle und ihrer Forschungs-

projekte (die Sie im Internet auf 

unseren Webseiten www.math.uni-

bayreuth.de sowieso viel aktueller

finden) bewusst knapp gehalten.

Statt dessen haben wir den Versuch

gewagt, ganz im Stile eines Wissen-

schaftsmagazins Beiträge über aktu-

elle und historische Themen eben-

so wie Unterhaltsames und Phi -

losophisches aus der Welt der Ma-

thematik für Sie zusammenzustellen

und – wir wir hoffen – so aufzube-

reiten, dass Sie auch ohne vorherge-

hendes Mathematik-Studium einen

Einblick in die vielen verschiedenen

Aspekte der Mathematik bekom-

men. Viel Spaß beim Lesen!       �

1) Als Mathematikstudent hätte Ihnen so ein Rätsel im Sommersemester 2006 als Übungsaufgabe zur Vorlesung „Ganzzahlige Optimierung“ begegnen können. Hier ging 
es darum, das Rätsel mit Hilfe sogenannter ganzzahliger linearer Programme mathematisch zu modellieren und mittels mathematischer Standardsoftware zu lösen.

2) http://de.wikipedia.org/wiki/Sudoku[                  ]

Dr. Sascha Kurz

Prof. Dr.
Lars Grüne
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NUMERISCHE MATHEMATIK

Motivation, Mathematik zu treiben,

kann die Schönheit einer mathema-

tischen Idee sein. Motivation, Ma-

thematik zu treiben, kann aber auch

die �ützlichkeit einer mathemati-

schen Methode sein. Idealerweise

gelingt Motivation über beides.

Stellt man zusätzlich noch den hi-

storischen Bezug her, so zeigt sich,

dass Mathematik ein sich folgerich-

tig entwickelndes Beziehungsge-

flecht von Ideen und Methoden ist,

das schön und nützlich ist.

Dies soll für das aktuelle For-

schungs gebiet der mengenwertigen

�umerik näher ausgeführt werden,

und zwar so, dass die Grundprinzi-

pien auch für den Nichtspezialisten

verständlich werden. Wir beschrän-

ken uns dabei auf die Darstellung

und Approximation von Mengen

mittels so genannter Finiter Ele-

mente, die Erweiterung der Vektor-

rechnung auf das Rechnen mit

Mengen und die diskrete Approxi-

mation dynamischer Systeme, ins-

besondere in der Klimafolgenfor-

schung.

Von Eudoxos bis zur

Methode der Finiten

Elemente

EUDOXOS VON KNIDOS (ca. 400 bis

350 v. Chr.), griechischer Mathe-

matiker und Philosoph, war Begrün -

der der so genannten Exhaustions-

methode, mit der man Kurven-

längen, Flächen und Rauminhalte

berechnen konnte durch Ausschöp-

fung mittels elementarer Mengen

bekannten Inhalts. ARCHIMEDES VON

SYRACUS (285 bis 212 v. Chr.), grie-

chischer Mathematiker und Physi-

ker, wandte diese Methode syste-

matisch auf konkrete Probleme an.

Bemerkenswert ist hierbei, dass die

Resultate ohne Kenntnis der Diffe-

rential- und Integralrechnung im

heutigen Sinne gewonnen wurden.

Als elementares Beispiel betrachten

wir die Berechnung der Fläche F
zwischen der x-Achse und der Pa-

rabel y = x2
über dem Intervall

[0,1], vergleiche Abb. 1.

Als untere und obere Approximati-

on der Parabel wählen wir Treppen-

kurven, wie sie derzeit bereits in der

Schule bei der Einführung des Rie-

mann-Integrals Verwendung finden.

Zerlegen wir das Intervall [0,1] in

N Teilintervalle gleicher Länge, so

liefern die Flächen unter den Trep-

penkurven nach elementaren Um-

formungen die Einschließung

Von Eudoxos bis zur  
Exhaustion, Finite Elemente    

Abb. 1: 
Parabelabschnitt

Nach dem Archimedischen Axiom,

das auch schon auf Eudoxos zu-

rückgeht, gibt es zu beliebigem 

ε
> 0 eine natürliche Zahl m mit 

1

m < 

ε
. Wendet man es auf die Ein-

schließung an, so erhält man als Flä-

che unter dem Parabelabschnitt 

In moderner Terminologie würde

man die Teilintervalle des Aus-

gangsintervalls [0,1] (eindimensio-

nale) Finite Elemente nennen und

die zur Approximation verwendeten

Treppenkurven auch (zusammen-

gesetzte, stückweise konstante) Fi-

nite Element-Funktionen. Das

sind Funktionen, deren Definitions-

bereich aus finiten Elementen zu-

sammengesetzt ist und die auf

jedem einzelnen Element durch

endlich viele Daten beschrieben

werden. Im Falle der Treppenkur-

ven sind die zugehörigen finiten

Elemente die eindimensionalen Teil -

intervalle auf der x-Achse. Die

Treppenkurve ist vollständig fest-

gelegt durch ihren Wert in einem

Endpunkt jedes Teilintervalls.

Archimedes hat bei seinen Flä-

chenberechnungen noch viel kom-

pliziertere innere und äußere „Aus-

schöpfungen“ verwendet. Auch in

Abb. 1 würde eine Approximation

des Parabelbogens durch stückwei-

se lineare Finite Element-Funktio-

nen eine viel bessere äußere Aus-

schöpfung liefern. Heutzutage wird

diese stückweise lineare Approxi-

mation als Basis hocheffizienter Ex-

trapolationsmethoden für die nu-

merische Integration verwendet in

Verbindung mit adaptiven Finite

Dr. Robert Baier
und Prof. Dr. 
Frank Lempio
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 Klimafolgenforschung
  und mengenwertige Numerik

Robert Baier und Frank Lempio

Element-Gittergenerierungstechni-

ken.

Höherdimensionale Finite Elemen-

te illustrieren wir durch das folgen-

de Anwendungsbeispiel, den Ent-

wurf eines Zeltdaches. Der Grund -

riss der Zeltdachkonstruktion ist

dargestellt in Abb. 2. 

Zunächst ist eine Ausgangszerle-

gung des Grundrisses in zweidi-

mensionale finite Elemente, eine so

genannte Triangulation, zu berech-

nen, vergl. Abb. 3. Es handelt sich

hierbei um ein adaptives Gitter, das

an die Krümmung des Randes (rot

in Abb. 2 und 3) angepasst ist.

Das Zeltdach wird eingespannt in

vorgegebener Höhe an den vier ab-

geschrägten Ecken des zu über-

spannenden Bereichs und an drei in-

neren Masten verschiedener Höhe.

Dies sind so genannte Randbedin-

gungen erster Art für diesen Teil des

Randes. Im übrigen Teil des Randes

wird die Neigung des Daches vor-

geschrieben.

Das Zeltdach selbst wird mittels

stückweise linearer Finite Element-

Funktionen über der blauen Trian-

gulation des Grundrisses approxi-

miert, dies ist ein gekrümmtes

Gitternetz, das aus lauter ebenen

Dreiecken besteht, vergl. Abb. 4.

Aus all diesen stückweise linearen

Finite Element-Funktionen, die die

Randbedingungen erfüllen, wird im

Sinne der modernen Finite Element-

Methode, verstanden als Variati-

onsmethode, diejenige ausgewählt,

die zusätzlich ein problemspezifi-

sches Funktional, wie z.B. ein Wir-

kungsintegral, ein Energiefunktio-

nal oder ein Steifigkeitsmaß, mini -

miert bzw. maximiert.

Abb. 4 gibt eine bereits optimierte

Konfiguration wieder, die die Lö-

sung eines inhomogenen Dirichlet-

Problems mit den vorgegebenen

Randbedingungen approximiert.

Wir wollen hier nicht weiter auf die

mathematisch präzise Formulierung

dieser Randwertaufgabe für eine

partielle Differentialgleichung zwei-

ter Ordnung eingehen. Eine nume-

rische Lösung, die früher den Ein-

satz großer Rechenanlagen erfordert

hätte, kann von unseren Mathema-

tikstudenten schon im Rahmen des

Grundstudiums in den Numerik-

übungen  mit dem PC gewonnen

werden.

Die Visualisierung auf dem Com-

puter erfordert eine dreidimensio-

nale Darstellung. Die Einfärbung

kann zur Unterstützung dieser Dar-

stellung oder für die Darstellung

von Zusatzinformationen herange-

zogen werden. Die Farbstufen in

Abb. 4 sind z.B. ein Maß für die

Höhe des Zeltdachs.

Die Grundidee der Finite Element-

Methode findet sich für den eindi-

mensionalen Fall etwas versteckt

bereits in den Werken von LEON-

HARD EULER (1707-1783). Er ent-

wickelte aufbauend auf Vorarbeiten

von PIERRE DE FERMAT (1601-1665),

JAKOB BERNOULLI (1655-1705) und

JOHANN BERNOULLI (1667-1748) die

Abb. 2: Grundriss der Zeltdachkonstruktion

Abb. 3: Triangulation
des Grundrisses
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Variationsrechnung und veröffent-

lichte 1744 das grundlegende Werk

„Methodus Inveniendi Lineas Cur-

vas Maximi Minimive Proprietate

Gaudentes sive Solutio Problematis

Isoperimetrici Latissimo Sensu Ac-

cepti (Methode zum Auffinden ebe-

ner Kurven, die gewisse Maximum-

oder Minimumeigenschaften auf-

weisen ...)“. Darin behandelt er das

so genannte einfachste Problem

der Variationsrechnung in konti-

nuierlicher und diskreter Form.

Euler benutzte in seiner Darstellung

natürlich noch nicht den Begriff der

Finite Element-Funktion, aber kon-

zeptionell besteht seine Idee darin,

das Ausgangsproblem durch eine

Folge von Optimierungsproblemen

auf Finite Element-Räumen zu ap-

proximieren, und dies ist gerade das

Wesen der modernen Finite Ele-

ment-Methode, verstanden als Va-

riationsmethode. Euler verfügte

auch noch nicht über Computer und

Algorithmen, mit denen er die dis-

kreten Ersatzprobleme hätte direkt

lösen können. So verfolgte er den

analytischen Zugang weiter und lei-

tete durch Variation der diskreten

Probleme die berühmte Eulersche

Differentialgleichung her. Diese

analytische Methode war zunächst

so erfolgreich, dass der ursprüngli-

che Ansatz der Finite Element-Me-

thode wieder vergessen wurde.

In Arbeiten von SCHELLBACH (1851)

und COURANT (1943) wird die Fi-

nite Element-Methode konzeptio-

nell verwendet. Auch HILBERTs 

Beweis des Dirichlet-Prinzips, wo-

 nach (in geeigneten Funktionenräu-

men) die Lösung der Dirichletschen

Randwertaufgabe das Dirichlet-In-

tegral minimiert (und umgekehrt),

ist in dem hier betrachteten Zusam-

menhang von großer Bedeutung.

Wirklich neuentdeckt und unter Ein-

satz von Computern angewendet

wurde die Finite Element-Methode

erst nach dem zweiten Weltkrieg,

zunächst von Ingenieuren, dann

weiterentwickelt in Zusammenar-

beit mit Mathematikern. Heute ist

die Finite Element-Methode aus

weiten Bereichen naturwissen-

schaftlich-technischer Anwendun-

gen, wie z.B. der Baustatik, der Ela-

stizitätstheorie, der Hydrodynamik

und der Aerodynamik, nicht mehr

wegzudenken.

Wichtig für die folgenden Ab-

schnitte ist, dass Mengen durch ihre

Finite Element-Triangulationen und

Abbildungen auf diesen Mengen

durch zusammengesetzte Finite Ele-

ment-Funktionen approximiert und

diese Approximationen auch im

Computer verarbeitet werden kön-

nen, da sie durch endlich viele

Daten beschrieben werden.

Mengenarithmetik und

mengenwertige �umerik

Für die mengenwertige Numerik,

ein Teilgebiet der Mathematik, das

sich mit dem Entwurf und der Ana-

lyse mengenwertiger Verfahren be-

schäftigt, benötigt man zunächst

eine geeignete Arithmetik (Additi-

on, Subtraktion, skalare Multiplika-

tion von Mengen).

Die folgende Erweiterung der Vek-

torrechnung zum Rechnen mit Men-

gen berührt einerseits die Geome-

trie, andererseits führt sie mitten

hinein in ein aktuelles Forschungs-

gebiet der Angewandten Mathema-

tik. Hier soll nur das Prinzip ver-

deutlicht werden, nach dem Mengen

in einem algebraischen Sinne, nicht

zu verwechseln mit der BOOLEschen

Mengenalgebra, voneinander sub-

trahiert werden können. Ausgangs-

punkt ist hierbei die Addition nach

HERMANN MINKOWSKI (1864-1909)

zweier nichtleerer Teilmengen eines

n-dimensionalen Vektorraums zu-

sammen mit der Multiplikation mit

reellen Skalaren, vergl. Abb. 5:

Von Eudoxos bis zur Klimafolgenforschung

Abb. 4: Zeltdach

Abb. 5: Mengenoperationen

Für das Einheitsquadrat A in der

Ebene und die Kreisscheibe B mit

Radius ½ veranschaulichen wir die

Minkowski-Summe in Abb. 6. Sie

kann als Vereinigung über alle Ver-

schiebungen der Menge B (violett

berandet) um ein beliebiges Element

von A (blau berandet) interpretiert

werden. In der Abbildung sind ex-

emplarisch einige solcher verscho-

benen Mengen (grau berandet) ein-

gezeichnet, dabei sind jeweils nur
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die Ränder der Mengen gezeichnet

worden. Die Minkowski-Summe ist

dann die rot berandete Menge.

Die Addition einer Menge zu einer

einpunktigen Menge ergibt also ein-

fach die verschobene Menge. Sind

beide Mengen sogar einpunktig, er-

hält man die übliche Vektoraddition.

Die „naive“ oder „punktweise“ Dif-

ferenz von A und B, nämlich 

hat keine besonders brauchbaren Ei-

genschaften, ist doch z.B. für das

Einheitsquadrat A
+

(–1) 
• A = 2 

• A
und nicht, wie es wünschenswert

wäre, der Nullvektor.

Will man also die Minkowski-Ad-

dition durch eine Subtraktion er-

gänzen, so dass die bekannten Re-

chenregeln für reelle Vektoren

erhalten bleiben, so braucht man

neue Ideen.

Wir schildern für den interessierten

Leser die so genannte gerichtete

Differenz am Beispiel zweier ebe-

ner, abgeschlossener, beschränkter

und konvexer Mengen etwas detail-

lierter, bevor wir zu den Grundideen

der Mengenarithmetik zurückkeh-

ren. Eine Menge heißt dabei kon-

vex, wenn die Verbindungslinie

zweier beliebiger Punkte der Menge

selbst ganz in der Menge liegt.

Wiederum sei der Minuend A das

Einheitsquadrat, der Subtrahend B
die Kreisscheibe mit Radius ½,

vergl. Abb. 7. Dort sind für den ver-

tikalen äußeren Normalenvektor l1
(rot) bzw. eine weitere Normale l2

(grün) die entsprechenden Paare

paralleler Stützgeraden an A und B
und die zugehörigen Stützpunkt-

mengen Al1
, Bl1

(rot) bzw. Al2
, Bl2

(grün) eingezeichnet. Da Bl1
ein-

punktig ist, lässt sich die Differenz

Al1
– Bl1

„im üblichen Sinne“ als

Verschiebung von Al1 bilden und lie-

fert die mit der Normale l1 markier-

te Teilstrecke des blauen Strecken-

zugs in Abb. 8. Die Stützpunktmen-

gen Al2 und Bl2 sind sogar beide ein-

punktig, und die Differenz Al2 – Bl2
kann als gewöhnliche Vektordiffe-

renz berechnet werden. Sie liefert

den mit der Normale l2 markierten

Punkt des blauen Streckenzugs in

Abb. 8.

Führt man diese Konstruktion für

alle Normalen durch, so erhält man

als Differenz A – B den durch diese

Normalen markierten Streckenzug

(blau) in Abb. 8. Dies ist die so ge-

nannte gerichtete Differenz von A
und B. Dabei wurde eine Menge mit

lauter äußeren �ormalen hellblau

hervorgehoben, die als konvexer

Anteil der gerichteten Menge auf-

gefasst werden kann.

Die Grundidee dieser Konstruktion

besteht also darin, die Differenz kon-

vexer Mengen auf die Differenz von

Stützpunktmengen zurückzuführen

und damit auf (konvexe) Mengen

niedrigerer Dimension. Nach end-

lich vielen Reduktionsschritten (im

Beispiel war nur ein Schritt erfor-

derlich) landet man bei bekannten

Differenzen (Translationen oder ge-

wöhnlichen Differenzen).

Man kann zeigen, dass die Menge

aller nichtleeren, abgeschlossenen,

beschränkten und konvexen Teil-

mengen eines n-dimensionalen reel-

len Vektorraumes durch rekursive

Anwendung dieses Reduktions -

prinzips erweitert wird zum reellen

Vektorraum der so genannten ge-

richteten Mengen. Diese gerichte-

ten Mengen können auch algorith-

misch visualisiert werden, für

Einzelheiten vergleiche man Baier

und Farkhi (2001). Sie erweitern

daher den bereits Mitte des 20. Jahr-

hunderts entwickelten algebraischen

Einbettungszugang von HANS RÅD-

STRÖM und LARS HÖRMANDER.

Der hier angedeutete Erweiterungs-

prozess der Mengen zu gerichteten

Mengen, mit denen man ähnlich wie

mit gewöhnlichen Vektoren rechnen

kann, ist zusammen mit der klassi-

schen BOOLEschen Mengenalgebra

grundlegend für die mengenwertige

Numerik.

Wir können hier nicht auf weitere

mathematische Einzelheiten einge-

hen, sondern visualisieren die oben

beschriebene gerichtete Differenz

von Mengen für einige instruktive

Beispiele. In den Abb. 9 und 10

sieht man, wie sich die Differenz än-

dert, wenn man beim Subtrahenden

den Radius der Kreisscheibe auf

bzw. 2 erhöht. Dabei ist für die

erste Differenz der konvexe Anteil

zum Nullpunkt zusammenge-

schrumpft. In der zweiten Differenz

ist eine Menge mit lauter inneren

Abb. 6: Minkowski-Summe A+B

Abb. 7: Stützpunkt -
mengen von A und B

Abb. 8: gerichtete Differenz  A – B
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Von Eudoxos bis zur Klimafolgenforschung

�ormalen rosa eingefärbt, die in-

teressanterweise als „konkaver“ An-

teil interpretiert werden kann.

Diese Mengenarithmetik wird u.a.

eingesetzt in Computeranimationen

zum Bewegen von Objekten und

beim dynamischen Umformen einer

Figur in eine andere, dem so ge-

nannten Morphing.

Ein weiterer Anknüpfungspunkt fin-

det sich in der mengenwertigen In-

terpolation. Dabei wird eine kom-

plizierte mengenwertige Funktion

(d.h. die Funktionswerte sind nicht

Vektoren, sondern Mengen) durch

eine viel einfacher zu beschreiben-

de ersetzt, die in wenigen Daten-

vorgaben mit der ursprünglichen

Funktion übereinstimmt. Im Falle

einer Funktion einer Veränderlichen

ergibt sich bei ein, zwei oder drei

Mengenvorgaben die konstante, li-

neare bzw. quadratische Interpolati-

on. Um den Fehler an Zwischen-

stellen klein zu halten, wendet man

das Verfahren stückweise auf Teil -

intervalle an.

Durch mengenwertige Integration

der stückweise Interpolierenden ge-

winnt man Quadraturverfahren, z.B.

die mengenwertige Treppensumme

oder Trapezregel. Auch die Berech-

nung der Fläche unter der Parabel in

Abb. 1 lässt sich so interpretieren.

Solch ein mengenwertiges Integral

wurde vom Mathematiker ROBERT

J. AUMANN (1965) eingeführt, der

2005 den Nobelpreis für Wirt-

schafts wissenschaften erhalten hat.

Durch dieses Aumann-Integral

kann man auch die Menge der End-

punkte aller zulässigen Lösungen

eines linearen Steuerungsproblems,

die so genannte erreichbare Menge,

beschreiben. Diese Menge ist für li-

neare Steuerungsprobleme immer

konvex, was ihre numerische Ap-

proximation erheblich erleichtert.

Für ein spezielles Steuerungspro-

blem, eine angeregte Schwingung,

werden in Abb. 13 die erreichbaren

Mengen für variable Endzeiten 

approximiert. Es dient

hier als Modellproblem, das auch

mit dem PONTRYAGINschen Maxi -

mumprinzip aus der Kontrolltheorie

behandelt werden könnte. Im Fol-

genden sollen die erreichbaren Men-

gen durch mengenwertige Integra-

tion berechnet werden. In Abb. 11

ist das zugehörige Aumann-Integral

für die Endzeit 2π als Menge ge-

wöhnlicher Integrale notiert.

Die Funktionen u (•
) müssen dabei

integrierbar sein und zu jedem Zeit-

punkt die Beschränkung

erfüllen, ihre Werte

sind also Auswahlen aus dem Steu-

erbereich U = [

– 

1,1].

Ein naiver Weg, das Aumann-Inte-

gral zu approximieren, wäre es, die

Steuerungsfunktion u (
•
) in Abb. 11

stückweise konstant anzusetzen und

an jedem Gitterpunkt nur zufällig

aus den Randpunkten des Steuerbe-

reichs U auszuwählen, vgl. Abb. 12.

Die zugehörigen Lösungen des zu-

grunde liegenden Kontrollproblems

zu verschiedenen Auswahlen star-

ten zum Zeitpunkt t = 0 alle im Ur-

sprung und sind zur besseren Un-

terscheidbarkeit in verschiedenen

Farben gezeichnet worden.

Um Approximationen zu erhalten,

die zur Endzeit                 nahe 

an der tatsächlichen erreichbaren

Menge liegen, muss man aber sehr

viele Schwingungen bestimmen,

selbst 20000 ergeben noch kein we-

sentlich genaueres Bild.

Aufgrund dieser Schwierigkeiten

bieten sich mengenwertige Qua-

draturverfahren für lineare Kon-

trollprobleme an. In Abb. 13 und

Abb. 14 sieht man Ergebnisse der

Treppensumme für 50 Teilinterval-

le bzw. der Trapezregel für 30 Teil-

 intervalle. Dabei ist zu beachten,

dass bei der Trapezregel eine grö-

bere Schrittweite verwendet wurde

und daher der Gesamtrechenauf-

wand niedriger ist. Um Zwischen-

werte besser zu approximieren,

wurde in Abb.14 die stückweise

quadratische Interpolation verwen-

det, in Abb. 13 dagegen nur die

stückweise lineare Interpolation.

Während bei der stückweise linea-

ren Interpolation nur positive Ge-

wichte an den Teilintervallenden

auftreten, kommen bei der quadra-

Abb. 9: 

Abb. 10:

Abb. 11:
Aumann-
Integral

Abb. 12: 
Simulation von
200 zufälligen
Schwingungen
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tischen Interpolation auch negative

Gewichte bei der Berechnung der

interpolierenden mengenwertigen

Funktion an Zwischenstellen vor

(vergl. Abb. 15). Die Mengensub-

traktion kann hier also nicht ver-

mieden werden.

In Abb. 16 ist – mehr aus ästheti-

schen Gründen – die x-y-Projektion

der erreichbaren Mengen, berechnet

mit der Trapezregel, dargestellt.

Mengenwertige �umerik in

der Klimafolgenforschung

Die mengenwertige Numerik kann

auch eingesetzt werden für die Ap-

proximation der Menge aller zuläs-

sigen Lösungen dynamischer Sy-

steme mit Unsicherheiten, z.B. in

der Klimafolgenforschung. Dyna-

mische Systeme modellieren Pro-

zesse, die sich zeitlich verändern.

Für das folgende dreidimensionale

nichtlineare, zustandsbeschränkte

System zur Modellierung der glo-

balen Erwärmung aus Petschel-Held

et al. (1999) führen wir dies etwas

näher aus:

Darin ist t die Zeitvariable und E(t)
der vom Menschen verursachte

(über ein Jahr gemittelte) Kohlen-

stoffeintrag in die Erdatmosphäre,

der die Rolle einer Steuerungsfunk-

tion für das System übernimmt. Zu-

standsvariablen sind der zeitlich ku-

mulierte Kohlenstoffeintrag F(t), der

atmosphärische Kohlenstoffgehalt

C(t) und die globale Jahresdurch-

schnittstemperatur T(t). Die Zu-

standsbeschränkungen werden durch

das so genannte tolerierbare Fen-

ster W aus Abb. 18 beschrieben.

Die zeitabhängigen Schranken für

die Steuerungen werden gemäß

Abb. 19 gewählt. Zur Interpretation

des Modells und zur konkreten

Wahl der Maßeinheiten, Anfangs-

bedingungen und Modellparameter

vergleiche man Petschel-Held et al.

(1999).

Ziel ist es nun, alle zulässigen

Steuerungen und zugehörigen Zu-

standstrajektorien zu berechnen, die

die Systemgleichungen lösen und

sämtliche Zustands- und Steuerbe-

schränkungen erfüllen. Dieses Ziel

wird mit dem folgenden mengen-

wertigen Euler-Verfahren für zu-

standsbeschränkte dynamische Sy-

steme erreicht, vgl. Abb. 20. Die nu-

merischen Resultate können dann

als Entscheidungshilfe dafür dienen,

welche Emissionsprofile E(t) tole-

rierbar sind.

Hierbei ist Y0 die Startmenge der

Rekursion, h die Zeitschrittweite

und N die Anzahl der Teilintervalle,

in die das Zeitintervall       

zerlegt wird. V(tj ,η) ist die (dreidi-

mensionale) so genannte Ge-

schwindigkeitsmenge. Sie ergibt

Abb. 13: Treppensumme mit 50 Teilintervallen Abb. 14: Trapezregel mit 30 Teilintervallen
Abb. 15: lineare und quadratische Interpolation

Abb. 16: 
x-y-Projektion

der erreichbaren
Mengen

Abb. 17: Klimawandelmodell

Abb. 18:
Tolerierbares

Fenster

Abb. 19: 
Schranken 

für E(•)
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sich durch Einsetzen aller Steue-

rungswerte in die rechte Seite der

Systemgleichung aus Abb. 17, die

im Zeitpunkt tj und im Zustand η
(mit den Koordinaten F, C, T) die

Steuerbeschränkungen erfüllen.

Dies ist der wesentliche Unterschied

zu gewöhnlichen Differentialglei-

chungen, wo die Menge V(t ,η) stets

einpunktig ist. Die Durchführung

des Algorithmus erfordert also die

Übergabe von Mengen V(t ,η) an

den Rechner. Dazu sind diese Men-

gen durch Finite Element-Gitter im

Sinne des ersten Abschnittes zu ap-

proximieren, die Zustandsbeschrän-

kungen sind in jedem Gitterpunkt

einzuhalten. Gegenüber den im

zweiten Abschnitt eingeführten

Mengenoperationen muss zusätzlich

die Vereinigung auch nichtkonvexer

Mengen implementiert werden.

Dies ist für Finite Element-Appro-

ximationen möglich. In mathema-

tischer Fachterminologie erzeugt

damit das mengenwertige Euler-

Verfahren eine Folge von Vereini-

gungen simplizialer Komplexe, die

die Menge aller zulässigen Trajek-

torien diskret approximiert.

Zur numerischen Analyse und

Durchführung dieses Verfahrens

vergleiche man die Dissertation von

Chahma (2003). Stabilitätsbeweise

und Konvergenzordnungsabschät-

zungen finden sich für eine etwas

allgemeinere Problemklasse in

Baier et al. (2007). 

Das mengenwertige Euler-Verfah-

ren vermittelt Einsichten in die zeit-

liche Entwicklung der zulässigen

Zustände des Klimawandelmodells

auch auf langen Zeitintervallen.

Wegen der Komplexität der men-

genwertigen Numerik ist der erfor-

derliche Rechenaufwand groß, aber

für die Zustandsraumdimension 3

mit den an der Universität Bayreuth

zur Verfügung stehenden Rechnern

im parallelen Verbund noch reali-

sierbar. Abb. 21 zeigt die mit dem

mengenwertigen Euler-Verfahren

berech nete erreichbare Menge nach

200 Jahren. Dies ist also eine Ap-

proxi mation aller Endzustände zu-

lässiger Zustandstrajektorien.

Durch interaktive Rotation dieser

Menge erhält man einen guten Ein-

druck von ihrer dreidimensionalen

Struktur. Durch Vergleich ihrer Pro-

jektionen auf die drei Koordinaten-

ebenen des Zustandsraumes mit

dem tolerierbaren Fenster in Abb.

18 erkennt man, dass sich die Zu-

stands restriktionen wesentlich aus-

wirken. Unvorsichtig oder verant-

wortungslos gewählte Emissions-

profile E(·) führen zu unzulässigen,

nicht überlebensfähigen Zustands -

trajektorien.                               �

Von Eudoxos bis zur Klimafolgenforschung

Abb. 20:
Mengen -
wertiges
Euler-
Verfahren

Abb. 21:
Erreichbare
Menge nach
200 Jahren
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Mathematik 
und das Universum

Gerhard Rein

Beginnen möchte ich diese Be-

trachtungen zur Beziehung zwi-

schen Mathematik und Physik je-

doch mit einer einfachen Frage:

Wie groß ist die Winkelsumme

im Dreieck?

An dieser Stelle sollte sich Ihr Schul-

wissen mit der Antwort 180º zu Wort

melden. Zur Erinnerung: Mit den

Bezeichnungen aus Abb. 1 gilt:

α + β + γ = 180º

Handelt es sich dabei um eine Aus-

sage aus der Mathematik oder aus

der Physik?

Für die erste Ansicht spricht, dass

man diese Aussage mathematisch

beweisen kann, etwa so: 

... und der 
Beweis dazu

Wir denken uns durch das Eck C die

zur Seite AB parallele Gerade ge-

zogen und die Seiten AC und BC je-

weils über C hinaus verlängert, vgl.

Abb. 2. Die Verlängerung von AC

schneidet die beiden parallelen Ge-

raden jeweils unter dem gleichen

Winkel, so dass wir den Winkel α

wie in Abb. 2 eingezeichnet noch-

mals am Eck C finden. Mit dem

gleichen Argument finden wir den

Winkel β am Eck C, und weil zwei

Winkel gleich groß sind, wenn sie

einander an zwei sich schneidenden

Geraden – in unserem Fall die Par-

allele und BC – gegenüberliegen,

finden wir die Winkel α, β, γ

schließlich so am Eck C angeordnet,

dass sich als Summe ein gerader

Winkel, also 180º, ergibt.

In obigem Beweis haben wir die Be-

hauptung aus anderen Aussagen wie

z.B. den Eigenschaften paralleler

Geraden gefolgert, die im Rahmen

der euklidischen Geometrie gelten.

Dort sind für die elementaren Ob-

jek te wie Punkte, Geraden und Win-

kel einige einfache Regeln, die so-

ge nannten Axiome, als gültig ver-

abredet. Eine Aussage wie obiges

α + β + γ = 180º gilt als wahr im

Rahmen der euklidischen Geome-

trie, wenn sie sich durch eine Kette

von logischen Schlüssen aus den

Axiomen herleiten lässt; obiger Be-

weis ist offenbar nur ein Glied in so

einer Kette, da ich mich mit den

Axiomen der euklidischen Geome-

trie hier nicht weiter befassen will.

Der Zusatz „im Rahmen der eukli-

dischen Geometrie“ ist dabei essen-

tiell, denn es gibt in der Mathema-

tik auch andere, logisch ebenso

konsistente Geometrien, in denen

z.B. α + β + γ = 180º nicht gilt. Als

Beispiel betrachten wir die geome-

tri schen Verhältnisse auf einer Sphä-

re, also einer Kugeloberfläche. Dazu

überlegen wir zunächst, welche

Kurven oder Linien auf der Sphäre

die Rolle der Geraden in der eukli-

di schen Geometrie spielen. Da letz-

te re genau die Kurven sind, die zwi-

schen je zwei vorgegebenen Punk-

ten die kürzeste Verbindung reali-

sieren, definieren wir als Verallge-

meinerung der euklidischen Gera-

den die sogenannten Geodäten als

die Kurven auf der Sphäre, die zu je

zwei vorgegebenen Punkten wie-

derum die kürzeste Verbindung lie-

fern. Solche Geodäten können wir

in jedem Raum betrachten, in dem

wir verabredet haben, wie wir Län-

gen von Kurven messen wollen. Im

Fall der Sphäre liefert dies die als

Großkreise bezeichneten Schnitt-

kurven der Sphäre mit Ebenen

durch deren Mittelpunkt. 

Der vorliegende Aufsatz ist die leicht überarbeitete Fassung eines Vor-
trags, den ich beim Tag der Mathematik im Juli 2007 an der Univer-
sität Bayreuth gehalten habe. Einer meiner Doktoranden kommen-
tierte vor dem Vortrag dessen Titel mit der Frage, ob ich es nicht etwas
kleiner hätte. Tatsächlich ist das Ziel meines Aufsatzes bescheidener,
als der Titel vermuten lässt: Ich möchte anhand einiger Beispiele die
Beziehung zwischen Mathematik und Physik beleuchten. Bei diesen
Beispielen handelt es sich nur um kleine Teile des Universums, die in
meiner eigenen wissenschaftlichen Arbeit eine Rolle spielen, wie z.B.
Galaxien oder schwarze Löcher.

Abb. 2

Abb. 1

Prof. Dr.
Gerhard Rein
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Der Äquator und die Längenkreise

auf einem Globus sind also Geodä-

ten, und wir können auf der  Sphä-

re ein Dreieck aus Geodäten kon-

struieren, indem wir wie in Abb. 3

am Nordpol starten, längs eines

Längenkreises zum Äquator laufen,

dem Äquator ein Stück nach Osten

folgen und dann auf einem anderen

Längenkreis zum Nordpol zurück-

laufen. In diesem Dreieck ist die

Summe der Innenwinkel größer als

180º, denn β = γ = 90º unabhängig

davon, wie weit wir nach Osten ge-

laufen sind, d.h., wie groß α ist. 

Dies erklärt sich natürlich dadurch,

dass die Sphäre kein ebenes, eukli-

disches Flächenstück ist, sondern

sich in dem umgebenden dreidi-

mensionalen euklidischen Raum

krümmt, von dem sie andererseits

die metrische Struktur, also die Art

und Weise wie Längen und Winkel

gemessen werden, vererbt be-

kommt. 

Im 19.Jahrhundert aber hat C.F.

Gauß (1777–1855) eine neue Sicht-

weise auf geometrische Räume er-

dacht, welche die geometrischen

Verhältnisse in einem solchen Raum

völlig intrinsisch beschreibt, d.h. aus

ihm selbst heraus und ohne Bezug-

nahme auf einen eventuell umge-

benden euklidischen Raum. Um

diese intrinsische Sichtweise besser

zu verstehen, stellen wir uns vor, auf

obiger Sphäre leben zweidimensio-

nale, intelligente Wesen, nennen wir

sie 2Dlinge, deren Wahrnehmungs-

und Vorstellungsvermögen auf die

zwei Raumdimensionen ihrer Sphä-

renwelt beschränkt sind. Solange

sich die 2Dlinge nur auf einem ge-

nügend kleinen Stück ihrer Welt

herumbewegen, stellen sie keine

oder kaum messbare Abweichungen

der Geometrie von der ebenen, eu-

klidischen fest. Aber sobald die

2Dlinge größere Stücke ihrer Welt

wie z.B. obiges Geodätendreieck

ausmessen, werden sie feststellen,

dass die Geometrie ihrer Welt si-

gnifikant von der euklidischen ab-

weicht. Wenn wir nun den 2Dlingen

erklären, dies liege daran, dass sich

ihre zweidimensionale Welt wie

eine Sphäre in einem umgebenden

dreidimensionalen euklidischen

Raum krümmt, so nützt ihnen das

angesichts der Tatsache, dass sie mit

ihrem Wahrnehmungs- und Vorstel-

lungsvermögen in zwei Dimensio-

nen gefangen sind, wenig. Viel nütz-

licher ist ihnen die von Gauß

gefundene Geometriebeschreibung,

mit der sie ein mathematisches Mo-

dell ihrer Welt aufstellen können, in

dem nur Größen und Konzepte ver-

wendet werden, die ihrer zweidi-

mensionalen Wahrnehmung und

den ihnen möglichen, zweidimen-

sionalen Messungen zugänglich

sind. Ein solches mathematisches

Modell können die 2Dlinge als

Basis für ihre Physik benutzen. Um-

fassend und für Räume beliebiger

Dimension hat B. Riemann (1826–

1866), ein Schüler von Gauß, die in-

trinsische Sichtweise der Geometrie

entwickelt.

Wir sehen also: Die mathematische

Antwort auf die Frage nach der

Winkelsumme im Dreieck hängt

davon ab, welche Geometrie, wel-

che Axiome wir zugrundelegen. So-

fern ein Axiomensystem wider-

spruchsfrei ist, gibt es im Rahmen

der Mathematik keine Möglichkeit,

seinen Wahrheitsgehalt zu untersu-

chen. „Wahr“ heißt in der Mathe-

matik immer nur, „logisch korrekt

aus den gegebenen Voraussetzun-

gen, also aus den Axiomen, gefol-

gert“.

Aber eine geometrische Aussage

wie obiges α + β + γ = 180º lässt

sich mit gleichem Recht als Aussa-

ge der Physik über den uns umge-

benden, realen, dreidimensionalen

Raum auffassen, denn man kann

ihren Wahrheitsgehalt ja durch Nach-

messen bei konkreten, in der phy-

sikalischen Realität vorhandenen

Dreiecken überprüfen.

In den Jahren 1818–1825 hatte

Gauß den Auftrag, das Königreich

Hannover zu vermessen. In diesem

Zusammenhang bestimmte er mit

von ihm selbst entworfenen Mess-

instrumenten die Winkelsumme des

Dreiecks, das von den Spitzen der

drei Berge Brocken, Inselsberg und

Hoher Hagen gebildet wird. Unter

Wissenschaftshistorikern ist um-

stritten, ob er mit dieser Messung

nur die Genauigkeit seiner Messin-

strumente an diesem recht großen

Dreieck überprüfen wollte – die Sei-

tenlängen betragen immerhin 160

km, 84 km, 68 km –, oder ob er klä-

ren wollte, wie die Geometrie des

physikalischen Raums beschaffen

ist. Die mathematischen Konzepte

zur Beschreibung eines dreidimen-

sionalen, nicht euklidischen, ge-

krümmten Raumes, in dem das Re-

sultat nicht 180º wäre, beruhen

jedenfalls auf seinen Einsichten,

auch wenn unklar ist, ob sie ihm

zum Zeitpunkt dieser Messungen

schon zur Verfügung standen. Be-

achten Sie, dass die entsprechenden

Winkel dadurch gemessen wurden,

dass von jeweils einer der drei Berg-

spitzen aus die beiden anderen op-

tisch anvisiert wurden. Die Seiten-

linien waren physikalisch also durch

Lichtstrahlen realisiert, so dass ins-

besondere die Krümmung der Erd-

oberfläche das Messergebnis nicht

beeinflusste.

Gauß fand im Rahmen der ihm zur

Verfügung stehenden Messgenauig-

keit das Ergebnis 180º, und natürlich

ging man in der Physik seit Jahr-

hunderten davon aus, dass für den

physikalischen Raum die Gesetze

der dreidimensionalen euklidischen

Abb. 3:
α + β + γ > 180º

Mathematik und das Universum
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Geometrie gelten. Aber als physika-

lische Aussage ist α + β + γ = 180º

nur so lange wahr, wie sie im Rah-

men der jeweils aktuell möglichen

Messgenauigkeit nicht falsifiziert

ist.

Was obige geometrische Betrach-

tungen mit dem Universum zu tun

haben, in dem wir 3Dlinge leben,

wird im nächsten Teil meines Auf-

satzes klarer werden, den ich wie-

der an einer konkreten Frage auf-

hängen will:

Gibt es schwarze Löcher?

Diese Frage hat wieder einen ma-

thematischen und einen physikali-

schen Aspekt: Besitzt das hier zu-

ständige mathematische Modell, die

allgemeine Relativitätstheorie, Lö-

sungen mit den Eigenschaften, die

zu dem Begriff des schwarzen Lochs

geführt haben? Und gibt es Beo b -

achtungsdaten von realen, astro no-

mischen Objekten, die zu diesen 

mathematisch vorhergesagten Ei-

gen schaften passen?

Um diese Fragen zu diskutieren, ist

zunächst eine wenn auch sehr ver-

kürzte Einführung in die Grundla-

gen der allgemeinen Relativitäts-

theorie nötig. Diese Theorie, die A.

Einstein (1879–1955) im Jahr 1915

veröffentlichte, hat das Ziel, Raum,

Zeit, Materie, Gravitation und deren

Zusammenspiel zu beschreiben. 

Dabei werden Raum und Zeit zu

einem vierdimensionalen geometri-

schen Raum, der Raumzeit, zusam-

mengefasst. Die vier Dimensionen

ergeben sich einfach als Summe von

drei räumlichen und einer zeitlichen

Dimension. Um ein bestimmtes Er-

eignis, z.B. die Explosion einer Syl-

vesterfeuerwerksrakete, in Raum

und Zeit zu lokalisieren, braucht

man vier Koordinatenangaben. Die

Vierdimensionalität ist im Vergleich

zur vor-relativistischen Physik nicht

neu, neu ist aber, dass in der allge-

meinen Relativitätstheorie die klare

Trennung zwischen Raumkoordina-

ten und Zeitangaben nicht aufrecht-

erhalten werden kann. Ein einzelner

Beobachter kann einem Ereignis in

seinem Bezugssystem zwar noch

drei Orts- und eine Zeitkoordinate

zuordnen, aber wenn man diese

Daten in das Bezugssystem eines

anderen Beobachters umrechnet,

werden bei der Berechnung der

neuen Orts- oder Zeitkoordinaten je-

weils die alten Orts- und Zeitkoor-

dinaten vermischt. Die Trennung in

Raum und Zeit ist damit nicht mehr

absolut, sondern abhängig vom je-

weiligen Beobachter bzw. seinem

Bezugssystem.

Die geometrischen Verhältnisse in

der vierdimensionalen Raumzeit

werden nun durch die Verteilung der

Materie in der Raumzeit bestimmt,

und dies wird durch die Einstein-

schen Feldgleichungen, ein sehr

kompliziertes System sogenannter

partieller Differentialgleichungen,

mathematisch erfasst. Insbesondere

ist die Raumzeit im allgemeinen 

gekrümmt, und dank Gauß und Rie-

mann verfügen wir über die Hilfs-

mittel, um diese Krümmung mathe-

matisch zu verstehen, ohne dass wir

3Dlinge versuchen müssen, uns

diese Gekrümmtheit in einem noch

höher dimensionalen Raum vorzu-

stellen. 

Umgekehrt bestimmt die geometri-

sche Struktur der Raumzeit wie

oben besprochen die Geodäten.

Diese werden im Rahmen der all-

gemeinen Relativitätstheorie physi-

kalisch als Bahnen von Objekten

wie Satelliten im Schwerefeld der

Erde, Planeten im Sonnensystem,

einzelnen Sternen in einer Galaxie

oder auch von Lichtstrahlen inter-

pretiert. Gravitation ist in dieser Be-

schreibung keine auf diese Objekte

wirkende Kraft mehr, sondern sie ist

in der geometrischen Struktur, in der

Krümmung der Raumzeit, kodiert.

In unserem Sonnensystem ist die

Gravitation verglichen etwa mit der

Umgebung eines schwarzen Lochs

relativ schwach, typische Geschwin -

digkeiten sind verglichen mit der

Lichtgeschwindigkeit relativ nied-

rig, und es ist verglichen mit dem

Universum relativ klein. Unter die-

sen Umständen sagt die allgemeine

Relativitätstheorie nur sehr gerin-

ge Abweichungen von der vor-re-

lativistischen, newtonschen Physik

voraus. Dennoch konnten einige

dieser Abweichungen bereits kurz

nach Veröffentlichung der Theorie

mit Beobachtungsdaten verglichen

und die Theorie so empirisch bestä-

tigt werden. Erstaunlicher ist viel-

leicht, dass diese Abweichungen

sogar in der Umgebung unserer

Erde so groß sind, dass mindestens

eine, mittlerweite allgemein ge-

bräuchliche Errungenschaft unseres

High-Tech-Zeitalters nicht korrekt

funktionieren würde, würde man

die Korrekturen der allgemeinen

Relativistätstheorie nicht berück-

sichtigen; auf diesen Punkt komme

ich am Schluss meines Aufsatzes

zurück.

Zunächst aber zurück zu der Frage

nach der Existenz schwarzer Lö-

cher. Im Jahr 1939 erschien eine Ar-

beit von J.R. Oppenheimer und H.

Snyder, in der eine Lösung des ma-

thematischen Modells „allgemeine

Relativitätstheorie“ analysiert wur -

de, deren Verhalten ich in Abb. 4 zu

skizzieren versuche.

Abb. 4: Die Geometrie eines Gravitationskollapses
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In dieser Abbildung ist die Zeitko-

ordinate vertikal und zwei Raumdi-

mensionen sind horizontal aufgetra-

gen; eine Raumdimension wird

unterdrückt. Zu einem bestimmten

Anfangszeitpunkt ist eine kugelför-

mige Materieverteilung vorgegeben,

die in der Skizze als Kreisscheibe er-

scheint. Diese Materiekugel zieht

sich unter dem Einfluss der Gravi-

tation zusammen. In dem benutzten

Materiemodell baut die Materie kei -

ne diesem Kollaps entgegengerich-

teten Kräfte auf, so dass sie in eine

immer kleinere Kugel zusammen-

gepresst wird. Sobald dieser Kollaps

weit genug fortgeschritten ist, ent-

steht vom Zentrum der Materie her

eine Fläche, die solange anwächst,

bis die gesamte Materie innerhalb

dieser Fläche liegt. Diese Fläche, der

sogenannte Ereignishorizont, hat fol-

gende geometrische Eigenschaft:

Die Raumzeit ist an dieser Flä che so

stark nach innen gekrüm mt, dass alle

den Bahnen von materiellen Teil-

chen oder Lichtstrahlen entspre-

chenden Geodäten diese Fläche nur

von außen nach innen passieren kön-

nen, aber nicht in umgekehrter Rich-

tung. In der Skizze ist dies durch die

Orientierung einiger sogenannter

Lichtkegel verdeutlicht.

Ein Lichtkegel besteht aus den in

einem Punkt der Raumzeit angetra-

genen Richtungen, in die sich Licht-

strahlen von diesem Punkt aus bewe -

gen können. Ist die Raumzeit nicht

gekrümmt, d.h. gravitationsfrei, so

sind die Lichtkegel symmetrisch zur

Zeitachse nach oben orien tiert, wie

der ganz rechts einge zeichnete; der

Öffnungswinkel dieser Kegel ist

durch die gewählten Zeit- und Län-

geneinheiten bestimmt, z.B. eine Se-

kunde als Zeiteinheit und eine Licht-

sekunde (etwa 300.000 km) als

Längeneinheit. Unter dem Einfluss

der Krümmung der Raumzeit kippen

diese Lichtkegel aber umso mehr

nach innen, je näher wir dem Ereig-

nishorizont kommen. Dort sind sie

dann so stark nach innen geneigt,

dass es für einen Lichtstrahl keine

Richtung mehr gibt, die aus dem Er-

eignishorizont herausführt. Da sich

materielle Objekte in der allgemei-

nen Relativitätstheorie stets lang sa-

mer als Licht bewegen, was sich geo-

metrisch so ausdrückt, dass die ent -

sprechende Bewegungsrichtung stets

innerhalb des jeweiligen Lichtkegels

liegt, können weder materielle Ob-

jekte noch Licht aus dem vom Er-

eignishorizont umschlossenen Be-

reich heraus.

Innerhalb des Ereignishorizonts kol-

labiert die Materieverteilung weiter,

bis sie sich auf einen Punkt zusam-

mengezogen hat. Dabei wächst die

Krümmung der Raumzeit in diesem

Mittelpunkt über alle Grenzen an

und wird unendlich groß. Die Geo-

metrie der Raumzeit selbst bricht

dort zusammen; man spricht von

einer Raumzeit-Singularität.

Lösungen der Einsteinschen Feld-

gleichungen mit einer Singularität,

umgeben von einem Ereignisho -

rizont, wie sie als Endprodukt in 

obigem Gravitationkollaps entste-

hen, wurden bereits 1916 von K.

Schwarz schild hergeleitet, aber die

Singularität und der Ereignishori-

zont wurden als unphysikalisch ab-

gelehnt, u.a. mit dem Argument,

dass die Schwarzschildsche Lösung

nicht zeitabhängig ist und es darin

also keinen Prozess gibt, in dem Sin-

gularität und Ereignishorizont aus

einer regulären Ausgangskonfigura-

tion entstehen. Dieses Gegenargu-

ment fällt bei der Oppenheimer-Sny-

der-Lösung weg. Andere Argumente

wie etwa der berechtigte Einwand,

dass sich die Materie in dem von

Oppenheimer und Snyder verwen-

deten Modell nicht wie realistische

Materie gegen das Zusammenge-

drücktwerden wehrt, können die

Entstehung der Singularität und des

Ereignishorizonts ebenfalls nicht ab-

wenden, denn wenn man von einer

realistischer modellierten Materie-

sorte nur eine hinreichende Masse

zusammenbringt, erhält man im we-

sentlichen wieder einen Gravitati-

onskollaps wie in Abb. 4.

Nachdem die Versuche gescheitert

waren, diese exotischen, mathema-

tischen Lösungen der Gleichungen

der allgemeinen Relativitätstheorie

als unphysikalisch wegzudiskutie-

ren, taufte der amerikanische Astro-

physiker J.A. Wheeler sie 1967 auf

den Namen „Black Hole“. Die Exi-

stenz von schwarzen Löchern als

Lösungen der Gleichungen der all-

gemeinen Relativitätstheorie ist eine

mathematische Tatsache.

Bevor wir im realen Universum

nach astrophysikalischen Objekten

suchen, die diesen mathematischen

Objekten entsprechen, möchte ich

kurz auf eine sehr wichtige mathe-

matische Frage im Zusammenhang

mit schwarzen Löchern eingehen.

Bei der Oppenheimer-Snyder-Lö -

sung ist die Singularität hinter dem

Ereignishorizont verborgen, sie kann

von außen nicht beobachtet werden

und den außerhalb des Ereignishori-

zonts liegenden Teil der Raumzeit in

keiner Weise beeinflussen. Könnten

aus der Singularität z.B. Lichtstrah-

len zu einem Beobachter gelangen,

so wäre es nicht einmal prinzipiell

möglich, aus der Kenntnis des An-

fangszustands der Raumzeit vorher-

zusagen, was dieser Beobachter

sehen würde; das physikalische Ge-

schehen wäre nicht mehr kausal de-

terminiert. Erst die Tatsache, dass die

Singularität, bei der die geometri-

sche Struktur der Raumzeit zusam-

menbricht, durch den Ereignishori-

zont vom Rest der Raumzeit isoliert

ist, ermöglicht es, in diesem Rest

weiterhin konsistent Physik zu trei-

ben. Bislang konnte man aber nicht

zeigen, dass jede Singularität, die in

einem Gravitationskollaps entsteht,

hinter einem Ereignishorizont ver-

borgen sein muss. Da dies für eine

physikalisch konsistente Theorie

wünschenswert ist, hat in den 1960er

Jahren der Physiker und Mathema-

tiker R. Penrose die Hypothese vom

kosmischen Zensor eingeführt, wel-

che besagt: Jede in einem Gravita-

tionskollaps entstehende Singulari-

tät ist hinter einem Ereignishorizont

verborgen. Die bislang offene ma-

thematische Frage ist nun, ob die

Gültigkeit dieser Hypothese aus den

Gleichungen der allgemeinen Rela-

tivitätstheorie folgt.
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Diese Frage ist noch aus einem wei-

teren Grund interessant. Die Tatsa-

che, dass an der Raumzeit-Singu-

larität die Krümmung sehr groß

wird – mathematisch gesehen sogar

unendlich groß – bedeutet physika-

lisch, dass dort für sehr nahe be-

nachbarte Punkte, also auf sehr klei-

nen Längenskalen, extrem hohe

Kräfte wirken. Bei physikalischen

Vorgängen auf sehr kleinen Län-

genskalen müssen aber Quantenef-

fekte berücksichtigt werden, die

Physik in der Nähe der Singularität

wäre also durch Quan tengravitati-

onseffekte entschei dend mit be-

stimmt. Diese könnten auch das An-

wachsen der Krümmung über alle

Grenzen, welches ja als Zusam-

menbruch der allgemeinen Relati-

vitätstheorie an der Singularität zu

interpretieren ist, verhindern. Ein

zentrales Ziel der theoretischen Phy-

sik ist, eine Quantengravitations-

theorie zu entwickeln, in der allge-

meine Relativitätstheorie und Quan-

tenmechanik vereint werden. Von

daher wäre es eigentlich schade,

wenn der kosmische Zensor verhin-

dert, dass wir gerade die Stellen im

Universum beobachten können, an

denen sich diese neue Theorie am

intensivsten manifestieren sollte,

nämlich die Raumzeit-Singularitä-

ten bzw. das Innere von schwarzen

Löchern. 

Die Tatsache, dass das mathemati-

sche Modell „allgemeine Relativi-

tätstheorie“ schwarze Löcher als

Lösungen besitzt, bedeutet noch

nicht, dass es diese auch in der Rea-

lität geben muss. Falls es solche Ob-

jekte im Universum tatsächlich gibt,

sind sie nur indirekt nachzuweisen,

denn sie senden ja weder Licht noch

sonstige Strahlung aus. Sie können

sich im wesentlichen nur dadurch

bemerkbar machen, dass in ihrer

Um gebung sehr starke Gravitati-

onsfelder wirken, die Raumzeit also

stark gekrümmt ist. Ich möchte auf

zwei astronomische Beobachtungen

eingehen, die mit der Existenz

schwarzen Löcher erklärt werden

können.

Die linke Hälfte von Abb. 5 zeigt

einen sogenannten Quasar.

Quasare sind extrem lichtstarke Ob-

jekte, die typischerweise die 10

12

–

10

15

-fache Leuchtkraft unserer

Sonne im Bereich des sichtbaren

Lichts besitzen, sie senden ver-

gleichbare Energiemengen in ande-

ren Frequenzbereichen aus, sie be-

sitzen typischerweise eine Masse

von 10

6

–10

9

Sonnenmassen, und sie

sind alle sehr weit von der Erde ent-

fernt, typischerweise 2–13 Milliar-

den Lichtjahre. Andererseits kann

man aus den Beobachtungsdaten

schließen, dass Quasare relativ

kompakte Objekte sind; ein typi-

scher Quasar passt bequem in unser

Sonnensystem. Wie kann eine so ge-

waltige Masse auf so kleinem Raum

zusammengeballt sein und so riesi-

ge Energiemengen freisetzen? In der

rechten Hälfte von Abb. 5 ist der

zentrale, extrem lichtstarke Bereich

des Quasars ausgeblendet, und man

sieht, dass der Quasar nicht isoliert

im Universum sitzt, sondern mitten

in einer Galaxie. Die bislang schlüs-

sigste Erklärung für Quasare ist,

dass es sich dabei um sehr massive

schwarze Löcher handelt, die im

Zentrum weit entfernter Galaxien

sitzen. In so einer Galaxie gibt es

neben Sternen auch große Mengen

an Gas und Staub, die nun in das

schwarze Loch hineingesaugt wer-

den. Dabei werden diese Gas- und

Staubwolken stark beschleunigt, sie

umkreisen das schwarzen Loch in

einer wirbelförmigen Akkretions-

scheibe und werden dabei teilwei-

se ionisiert und sehr stark aufge-

heizt. Diese heißen, isonisierten

Staub- und Gaswolken senden die

beobachtete Strahlung aus, be vor sie

durch den Ereignishorizont stürzen

und nicht mehr beobachtet werden

können. Entsprechenden Modell-

rechnungen zufolge wandelt dieser

Prozess bis zu 20% der in das

schwarze Loch stürzenden Materie

in abgestrahlte Energie um; die

Kernfusion in unserer Sonne bringt

es im Vergleich dazu nur auf einen

Anteil von etwa einem Prozent.

Abb. 6 zeigt Galaxien, die sich in

wesentlich geringeren Entfernungen

befinden. Diese Galaxien weisen in

ihrem Zentrum eine sehr hohe Ster-

nendichte auf. Die Astrophysiker

sind mittlerweile in der Lage, die

Bahnkurven dieser Sterne sehr

Abb. 5: Ein Quasar
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genau zu beobachten. Aus diesen

sehr stark gekrümmten Bahnkurven

mit relativ hohen Bahngeschwin-

digkeiten lässt sich schließen, dass

im zentralen Bereich dieser Gala-

xien zusätzlich zu den beobachteten

Sternen noch eine Masse der Grö-

ßenordnung 10

6

–10

9

Sonnenmassen

vorhanden sein muss, konzentriert

in einem relativ kleinen räum-

 lichen Gebiet. Die  gegenwärtig bes -

te Erklärung ist wiederum, dass im

Zentrum dieser Galaxien jeweils ein

sehr massives schwarzes Loch sitzt,

das die Sterne in seiner Umgebung

auf die beobachteten, stark ge-

krümmten Bahnen zwingt.

Die beiden obigen Beobachtungen

lassen sich bestens als zwei zu ver-

schiedenen Zeiten gemachte Mo-

mentaufnahmen ein und derselben

Geschichte verstehen. Da Quasare

stets sehr weit von uns entfernt sind,

sehen wir sie und die Galaxien, in

denen sie sitzen, so, wie sie vor 2–

13 Milliarden Jahren aussahen. Wir

se hen also junge Galaxien, in denen

die schwarzen Löcher gerade erst

an  gefangen haben, die in ihrer Um-

gebung reichlich vorhandenen

Staub- und Gaswolken aufzufressen

und zum Teil in Licht und andere

Strahlung umzuwandeln. Im Lauf

der Zeit aber fressen sie ihre nähe-

re Umgebung leer, gleichzeitig wird

durch die emittierte Stahlung leich-

teres Ma terial aus ihrer Umgebung

weggeblasen, und schließlich bleibt

ein schwarzen Loch übrig, in das

kaum noch Material hineinfällt,

welches deshalb auch kaum noch

strahlt, und das sich nur noch in den

Bahneigenschaften der Sterne sei-

ner Umgebung bemerkbar macht.

Und tatsächlich stammen die Bilder

aus Abb. 6 ja aus unserer näheren

Umge bung und damit auf kosmolo-

gischer Zeitskala aus unserer Ge-

genwart. 

Da sich nach heutigem Verständnis

nicht selten schwarze Löcher im

Zentrum von Galaxien befinden,

vermutlich auch im Zentrum unse-

rer Milchstraße, stellt sich folgen-

de weitere Frage: 

Sind Galaxien stabil?

Stellen wir uns vor, wir könnten für

die in Abb. 7 gezeigte Spiralgalaxie

die Zeit wie in einem Zeitraffer um

einige Milliarden Jahre vorspulen.

Wird diese Galaxie dann noch ge-

nauso oder zumindest so ähnlich

aussehen? Oder wird sie vielleicht

gar nicht mehr vorhanden sein, etwa

weil ihr Gravitationsfeld zu schwach

ist und sich ihre 10

10

–10

12

Sterne

gleichmäßig im Weltall verteilt ha -

ben? Oder bewirkt die Gravitation

im Gegenteil, dass sich die Galaxie

immer weiter zusammenzieht, viel-

leicht gar zu einem schwarzen Loch

kollabiert? Die Tatsache, dass wir

im Universum eine riesige Zahl von

Galaxien in ganz unterschiedlichen

Entfernungen und damit aus ganz

unterschiedlichen Entwicklungs-

phasen des Universums beobachten,

legt die Vermutung nahe, dass sol-

che Sternenwolken eine gewisse

Stabilität besitzen.

Um den Begriff der Stabilität physi-

kalisch wie mathematisch besser zu

verstehen, betrachten wir zunächst

ein einfaches Beispiel, nämlich ein

physikalisches Pendel, vgl. Abb. 8.

Abb. 6: Schwarze
Löcher im Zentrum
von Galaxien?

Abb. 7: Eine Spiralgalaxie
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An einem um eine feste Achse dreh-

baren Stab fester Länge hängt ein

Gewicht, das von der Erdanziehung

senkrecht nach unten gezogen wird.

Die Masse des Stabes soll vergli-

chen mit der Masse des Gewichts

sehr klein sein, so dass wir sie ver-

nachlässigen können. Ebenso sollen

alle Reibungseffekte vernachlässigt

werden.

Wir fragen zunächst nach den sta-

tionären Zuständen dieses Pendels,

also nach den Zuständen, in denen

sich das Pendel nicht bewegt. Ein

solcher stationärer Zustand ist of-

fenbar der, dass das Pendel senk-

recht nach unten hängt, im folgen-

den Z

1

genannt. Es gibt aber noch

einen zweiten, Z

2

, nämlich dass das

Pendel genau senkrecht über der

Achse balanciert ist. Dass wir ein

Pendel ohne Probleme in den Zu-

stand Z

1

bringen können, aber wohl

nie ein Pendel antreffen, das sich im

Zustand Z

2

befindet, liegt daran,

dass Z

1

stabil, Z

2

aber instabil ist.

Kleine Störungen, wie sie in der

physikalischen Realität stets vor-

handen sind, etwa ein Luftzug oder

eine leichte Vibration des Tisches,

auf dem das Pendel aufgebaut ist,

werden das Pendel nur minimal aus

dem Zustand Z

1

auslenken, während

das Pendel nach jeder noch so klei-

nen Störung den Zustand Z

2

verlässt

und in einen qualitativ ganz anderen

Bewegungszustand übergeht.

Für ein Pendel ist das unmittelbar

und ohne Mathematik einsichtig, für

eine Galaxie weniger. Wir können

auch keine Experimente mit Gala-

xien machen, um dadurch ihre Me-

chanismen zu verstehen. Aber wir

können mathematische Modelle

aufstellen, welche die zeitliche Ent-

wicklung einer Galaxie beschreiben.

Ein solches, in der Astrophysik häu-

fig benutztes Modell, welches keine

relativistischen Effekte berücksich-

tigt, wollen wir hier mit NGM
(nicht relativistisches oder newton-

sches Galaxienmodell) abkürzen; es

handelt sich dabei wieder um ein

nichtlineares System partieller Dif-

ferentialgleichungen, das in der Ma-

thematik Vlasov-Poisson-System

heißt. Das entsprechende Modell im

Rahmen der allgemeinen Relativi-

tätstheorie kürzen wir mit RGM (re-

lativistisches Galaxienmodell, ei-

gentlich Vlasov-Einstein-System

genannt) ab. Beide Modelle besit-

zen zeitunabhängige Lösungen, also

stationäre Zustände. Aber wie wir

am Beispiel des Pendels gelernt

haben, kommen nur stabile statio-

näre Zustände als Beschreibungen

realer Galaxien in Frage. 

Um die Stabilitätsfrage in den ma-

thematischen Griff zu bekommen,

kehren wir nochmals zum Beispiel

des Pendels zurück. Unter den ge-

troffenen Vereinfachungen wie z.B.

Reibungsfreiheit bleibt die Energie

des Pendels längs der Lösungen der

Pendelgleichung konstant. Die Ener-

 gie ist dabei eine Funktion des ak-

tuellen Auslenkungswinkels x des

Pendels und der aktuellen Winkel-

geschwindigkeit, d.h. der Änderung

des Auslenkungswinkels pro Zeit-

einheit, die wir mit y bezeichnen

wollen. Trägt man die Energie als

Funktion von x und y über der (x,y)-

Ebene auf, so erhält man eine über

dieser Ebene liegende Fläche, die

man sich wie ein Gebirge mit Ber-

gen und Tälern vostellen sollte. In-

teressant sind nun die Niveaulinien

der Energie, also die Linien in der

(x,y)-Ebene, längs deren die Ener-

gie konstant ist. In unserem an-

schaulichen Bild sind dies die Hö-

henlinien des Energiegebirges, vgl.

Abb. 9.

Da die Energie längs der Bewegun-

gen des Pendels konstant bleibt,

geben uns diese Energieniveaulini-

en ein vollständiges Bild aller mög-

Abb. 7: Ein
einfaches Pendel

Abb. 9: Die Energie-
niveaulinien eines

Pendels
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lichen solchen Bewegungen. Der

Punkt x=0, y=0 entspricht dem sta-

tionären Zustand Z

1

. Wenn wir das

Pendel einmal ganz um die Achse

drehen, erhalten wir natürlich wie-

der den alten Zustand, was die Pe-

riodizität des Bildes in x-Richtung

erklärt. Der Punkt x=π, y=0 (oder

x=-π, y=0) entspricht dem stationä-

ren Zustand Z

2

.

Lenkt man das Pendel durch eine

kleine Störung aus dem Zustand Z

1

aus, so landet man auf einer der ge-

schlossenen Niveaulinien, die die-

sen Zustand umkreisen, das Pendel

führt also eine Schwingung mit klei-

ner Amplitude und kleiner Winkel-

geschwindigkeit aus; der Zustand ist

stabil. Demgegenüber führt jede

noch so kleine Störung des Zustands

Z

2

dazu, dass sich das Pendel sehr

weit von diesem Zustand entfernt

und nun entweder mit sehr großer

Amplitude hin und her schwingt

oder überschlägt und um die Achse

rotiert. Stellt man sich das zu den

Höhenlinien gehörige Energiege-

birge vor, so sieht man, dass Z

1

der

tiefste Punkt in einem Tal ist, ein

Energieminimum, während Z

2

einen

Sattel darstellt. Bei einem (physi-

kalischen oder mathematischen, dy-

namischen) System mit Energieer-

haltung sind Energieminima in der

Regel stabil, Sattelpunkte instabil.

Auch für die oben erwähnten Ga-

laxienmodelle NGM und RGM ist

die Energie eine Erhaltungsgröße.

Allerdings reicht hier die Kenntnis

der Energie keineswegs aus, um

mögliche zeitliche Entwicklungen

einer Galaxie im wesentlichen zu er-

fassen, denn zwischen dem mathe-

matischen Modell eines Pendels und

den mathematischen Modellen

NGM oder RGM einer Galaxie gibt

es einen prinzipiellen Unterschied.

Der aktuelle Zustand eines Pendels

ist durch zwei Zahlen, nämlich die

Werte von x und y, vollständig be-

schrieben. Kennt man diese Werte

zu einem bestimmten Zeitpunkt, so

kann man das gesamte zukünftige

Verhalten des Pendels daraus vor-

hersagen; man sagt, das Pendel ist

ein zweidimensionales dynamisches

System. Demgegenüber stellen die

Galaxienmodelle in einem präzisen

Sinn unendlichdimensionale dyna-

mische Systeme dar. 

Trotzdem ist es in den letzten Jah-

ren gelungen, mathematische Stabi-

litätsaussagen für stationäre Zustän -

de zumindest des nichtrelativisti-

schen Modells NGM zu beweisen,

die Ideen dabei sind mit den obigen

Überlegungen für das Pendel ver-

wandt. Man findet auch dann noch

stabile stationäre Zustände, wenn

man als nichtrelativistische Appro-

ximation für ein schwarzes Loch im

Zentrum der Galaxie eine Punkt-

masse vorgibt, die die Sterne der

Galaxie zum Zentrum hinzieht. Im

Fall des relativistischen Modells

RGM ist die mathematische Analy-

se noch nicht so weit fortgeschrit-

ten, aber man kann die Stabilitäts-

frage zumindest durch numerische

Simulation des Modells am Com-

puter untersuchen. 

Eine Klarstellung: In einer numeri-

schen Simulation simuliert man

nicht etwa eine Galaxie oder sonst

irgendein reales System, sondern

man berechnet näherungsweise die

Lösungen des mathematischen Mo-

dells für das physikalische System.

Computer ersetzen keine Mathema-

tik(er), sondern sie brauchen deren

Input.

In der numerischen Simulation von

RGM findet man neben stabilen sta-

tionären Zuständen  auch instabile,

bei denen eine kleine Störung zu

einem Gravitationskollaps führt.

Alle bisherigen numerischen Rech-

nungen weisen dabei darauf hin,

dass im Rahmen des relativistischen

Modells RGM die Hypothese vom

kosmischen Zensor gilt und jede in

einem Gravitationskollaps entste-

hende Singularität hinter einem Er-

eignishorizont verborgen ist. Erst in

jüngster Zeit konnte dies für eine

Klasse von Anfangskonfigurationen

auch mathematisch bewiesen wer-

den.

Es gibt in diesem Umfeld noch sehr

viele spannende, offene mathemati-

sche Fragen, die ich mit meiner Ar-

beitsgruppe an der Universität Bay-

reuth und mit Kollegen aus dem In-

und Ausland weiter untersuche.

Von Einsteins Gedanken -

experimenten zu GPS

Auf viele interessante Phänomene,

die in die Thematik dieses Aufsat-

zes gepasst hätten wie z.B. der Ur-

knall, dunkle Materie oder dunkle

Energie, konnte hier nicht einge-

gangen werden.

Ich möchte aber zum Schluss noch

etwas erzählen, das zu Abb. 10

passt. 

Sie zeigt Einstein in seinem Büro im

Patentamt in Bern, wo er in den Jah-

ren 1902–1909 als Patentprüfer ar-

beitete. Nach der Veröffentlichung

seiner speziellen Relativitätstheorie

im Jahre 1905 begann er, darüber

nachzudenken, wie eine mit den

Prinzipien dieser Theorie verträgli-

che Beschreibung der Gravitation

aussehen müsste. Er erkannte bald,

dass hierzu eine viel weiterreichen-

de Revision der Begriffe von Raum

und Zeit nötig sein würde, als sie

jene Theorie bereits enthielt. Eines

Tages im Jahr 1907, er hatte wäh-

rend der vergangenen Tage intensiv

mit seinem Problem gekämpft, saß

er an seinem Büroschreibtisch, als

ihm plötzlich der Gedanke kam:

Wenn man in einem Aufzug, bei

dem das Seil gerissen ist, frei nach

unten fällt, spürt man sein eigenes

Gewicht nicht. Anders und genau-

er gesagt: Wenn man in einem ge-

schlossenen Kasten sitzt, der z.B. im

Gravitationsfeld der Erde frei fällt,

liefern physikalische Experimente

in diesem Kasten genau die gleichen

Resultate, wie wenn der Kasten weit

weg von allen Planeten und Sternen

in der Schwerelosigkeit des Weltalls

schwebt; bitte beachten Sie: Solche

Gedankenexperimente sind nicht

zum Nachmachen, sondern zum

Nach-Denken gedacht.

Mathematik und das Universum
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Obiges Gedankenexperiment führ-

te Einstein zur Formulierung seines

sogenannten Äquivalenzprinzips,

und obwohl es noch Jahre dauerte,

bis er daraus und aus anderen grund-

legenden Prinzipien die allgemeine

Relativitätstheorie entwickelte, lei-

tete er innerhalb weniger Tage eine

revolutionär klingende Folgerung

ab: In einem Gravitationsfeld laufen

Uhren (und alle anderen physikali-

schen Prozesse, also die Zeit selbst)

langsamer als ohne Gravitation, und

je stärker das Gravitationsfeld ist,

desto mehr ist der Lauf einer Uhr

verlangsamt. Eine Uhr auf der Erd-

oberfläche läuft langsamer als eine

identisch konstruierte Uhr, die sich

in großer Höhe befindet, wo das

Schwerefeld der Erde schwächer ist.

In Zeiten von Exzellenzclustern und

(möglichst anwendungsorientierter)

Großforschung ist es beeindruckend

zu sehen, wie hier aus gründlichem

Nachdenken über ein einfaches Phä-

nomen, nämlich die Verhältnisse in

einem frei fallenden Aufzug, eine

Revolution unseres physikalischen

Weltbildes wird. Und diese ist

durchaus anwendungsrelevant:

In den Satelliten, die als wesentli-

che Komponenten des unter dem

Kürzel GPS bekannten Navigati-

onssystems in großer Höhe die Erde

umkreisen, befinden sich u.a. sehr

genau gehende Uhren. Würde man

bei der notwendigen Synchronisati-

on dieser Uhren mit Uhren auf der

Erdoberfläche den genannten rela-

tivistischen Effekt (und andere re-

lativistische Effekte, u.a. bedingt

durch die Relativbewegungen der

Uhren untereinander) nicht berück-

sichtigen, so würden sich die resul-

tierenden Ungenauigkeiten des Sy-

stems innerhalb relativ kurzer Zeit-

räume so aufaddieren, dass die Po-

sitionsangaben der GPS-Geräte

ungenau bis unbrauchbar würden.

Die allgemeine Relativitätstheorie

zeigt sich aber noch an anderer und

sehr grundlegender Stelle bei GPS.

Die Zahl der Satelliten ist so ge-

wählt, dass möglichst von jedem

Punkt der Erdoberfläche aus gese-

hen immer mindestens vier Satelli-

ten über dem Horizont stehen, also

ihr Signal im Prinzip empfangbar

ist. Warum gerade vier? Weil GPS

tatsächlich nicht unsere Position in

einem dreidimensionalen, vor-rela-

tivistischen Raum bestimmt, son-

dern in der vierdimensionalen

Raumzeit. Und um die entspre-

chenden vier Raumzeit-Koordina-

ten bestimmen zu können, braucht

man eben vier Gleichungen, also Si-

gnale von vier Satelliten.

Wir sind auch im Bereich unseres

Alltags in der vierdimensionalen

Raumzeit angekommen und finden

uns dort, dank Mathematik und Phy-

sik, zurecht. �

Abb. 10: Albert Einstein

Bildnachweise: Die Abbildungen 5 und 6 stammen von der Homepage des Hubble Space Telescope http://hubblesite.org/newscenter/
Abbildung 7 stammt von der Homepage der ESO http://www.eso.org/public/.[                                                 ]
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Der Zufall:

Ausgangspunkt 

Die (zu Unrecht natürlich!) als tro -

cken geltende Statistik schmackhaft

machen – kann das überhaupt ge-

lingen? Packen wir den Stier bei den

Hörnern, und fangen wir mit un-

zweifelhaft Schmackhaftem an:

Den ken wir an Schokolade oder ge-

nauer an eine große Tüte mit Scho-

kolinsen in verschiedenen Farben.

Wir ziehen zufällig 10 Schokolinsen

– natürlich ohne Zurücklegen – he -

raus. Darunter befinden sich 2 gelbe.

Dann kann man den Anteil der gel-

ben Schokolinsen in naiver Weise

hochrechnen. Man erwartet nämlich,

dass 2/10 = 20 % der Schokolinsen

in der Tüte gelb sind. Die Genauig-

keit dieser Schätzung lässt sich in

einem solchen Fall schnell überprü-

fen, indem wir noch einige weitere

Stichproben ziehen. Allerdings zeigt

diese Überprüfung auch, dass un-

sere Schätzungen stark schwanken

können: Bei einer anderen Stich-

probe von 14 Schokolinsen werden

vielleicht 4 gelbe entdeckt. Oder bei

einer Stichprobe von 20 nur eine

gelbe. Hier „stört“ uns offenbar der

Zufall beim Ziehen der Schokolin-

sen doch erheblich. Zum Glück fällt

es nach Erfahrung des Autors beim

Schokolinsenproblem leicht, genü-

gend viele Helfer zu rekrutieren, die

bei der empirischen Überprüfung

zulangen und jeweils eine Stichpro-

be auszählen, so dass man am Ende

eine Totalerhebung durchgeführt

hat. (Da wir immer ohne Zurückle-

gen ziehen, müssen die gezogenen

Schokolinsen natürlich anschließend

gegessen werden, sonst sinkt die

Mithilfebereitschaft deutlich.) Trotz-

dem kann es bei kleineren Zuhörer-

zahlen oder großen Tüten leicht zu

Bauchschmerzen kommen. Dann

schon lieber etwas nachdenken (und

vielleicht ein paar Kopfschmerzen

riskieren). Das ist sowieso besser,

denn manchmal hat man es ja gar

nicht mit leckeren Schokolinsen zu

tun, sondern mit anderen Dingen.

Ein Beispiel ist das sogenannte Po-

litbarometer im ZDF. Dort werden

keine Schokolinsen als Stichprobe

gezogen, sondern Bundesbürger und

diese werden auch nicht auf eine

Farbe untersucht, sondern nach ihrer

Meinung zu einem aktuellen Thema

befragt. Beispielsweise: Sind Sie für

eine Überarbeitung der Hartz IV-Ge-

setze? Die Antwort kann dann ‘Ja’

oder ‘Nein’ lauten, und die entspre-

Nehmen Sie regelmäßig Rauschgift? Auf eine solche Frage wird man
kaum ein ernstes ‘Ja’ erwarten dürfen. Trotzdem ist die Forschung na-
türlich an entsprechenden Daten interessiert. Statistiker haben des-
halb einen kleinen Trick ersonnen, der Befragten ganz unbefangene
und ehrliche Antworten erlaubt. Die Hauptidee besteht überraschen-
derweise darin, noch zusätzlich Zufall ins Spiel zu bringen. Der Zu-
fall wird geradezu zum Helfer des Statistikers, während er sonst ja
meist als sein Gegenspieler auftaucht, der Messergebnisse mit Feh-
lern behaftet oder Prognosen ‘unsicher’ macht. Das wollen wir mit ei-
nigen Beispielen erläutern, und nebenbei etwas Appetit auf mehr Sta-
tistik machen.

Der Zufall: Gegenspieler  

Darstellung 1: 
Modell zum Ziehen
einer Zufallsstich -
probe

Prof. Dr. 
Walter Olbricht
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Walter Olbricht

chenden Prozentzahlen werden im

Wesentlichen wie oben auf die Be-

völkerung übertragen. Hier ist na-

türlich eine Totalerhebung ganz und

gar undurchführbar. (Allein schon

wegen der großen Zahl und nicht,

weil Bundesbürger ungenießbar

sind. Aber auch hier stellen sich die

Fragen: Wie genau ist ein solcher

hochgerechneter Prozentsatz? Wie

stark kann er zufallsbedingt schwan-

ken? Wie viele Bundesbürger soll-

te man befragen, um einigermaßen

verlässliche Resultate zu bekom-

men?) 

Damit sind wir schon mitten in der

Thematik. Am besten bildet man

nun aus mathematischer Sicht ein

einfaches Modell, das die wesent-

lichen Charakteristika der Problem-

stellung abbildet und ansonsten auf

vielfältige Situationen anwendbar

ist. Ein solches Modell ist in Dar-

stellung 1 dargestellt.

Man stellt sich dabei vor, dass in

einer großen Schachtel Zettel der

Typen und (also mit den

Aufschriften ‘Ja’ und ‘Nein’) ent-

halten sind, wobei der Anteil der

Zettel des Typs gerade p be-

trägt. Der Anteil der Zettel des Typs

beträgt dann 1 − p. Aus die-

ser Schachtel (Grundgesamtheit)

wird n-mal mit Zurücklegen gezo-

gen. Zeigt sich in dieser Stichpro-

be vom Umfang n etwa k-mal das

Resultat (und dementspre-

chend (n − k)-mal das Resultat

), so ist die relative Häufig-

keit k/n offenbar eine naheliegende

Schätzung für den Anteil p der Zet-

tel des Typs oder auch für die

Wahrscheinlichkeit (‘Wk’), einen

solchen Zettel zu ziehen.

Mathematischer

Hintergrund

Das in Darstellung 1 angegebene

Modell lässt sich nun präzise unter-

suchen. Das wollen wir in diesem

Abschnitt tun. Aber keine Angst, es

bleibt alles ganz elementar. Wer da-

rauf trotzdem keine Lust hat, kann

jedoch problemlos direkt zum näch-

sten Abschnitt (Eine konkrete An-

wendung) springen, wenn er bereit

ist, dem Autor einige Aussagen ohne

Belege und weitere Erläuterungen

abzunehmen. 

Schreibt man X für die Anzahl der

in der Stichprobe, so ist dies

eine vom Zufall abhängige Größe.

Allerdings hat man diese Zufallsab-

hängigkeit mathematisch gut im

Griff. Man kann sich nämlich leicht

überlegen, mit welcher Wahrschein -

lichkeit X irgendeinen Wert k (der ja

zwischen 0 und n liegen muss) an-

nehmen wird. Es ist mit der Abkür-

zung ‘Wk’ für Wahrscheinlichkeit: 

Das ist eine sogenannte Binomial-

verteilung mit den Parametern n und

p. Für n = 4 und p = 0.4 ist sie zum

Beispiel in Darstellung 2 angege-

ben:

Wenn wir also viermal (mit Zu-

rücklegen) aus einer Schachtel

ziehen, in der vier Zettel des Typs

und sechs Zettel des Typs 

enthalten sind, so werden wir mit

Wahrscheinlichkeit 15.36% dreimal

und einmal erhalten.

Beruhigenderweise sind aber die

Werte 1 und 2 viel wahrscheinlicher.

Das ist deswegen beruhigend, weil

wir ja auf lange Sicht 40% 

Zettel erwarten würden, also eigent-

lich 0.4 • 4 = 1.6. In der Tat stellt man

fest, dass die mit den Parametern n
und p binomialverteilte Größe X um

den Wert np schwankt. Man kann (in

einem bestimmten unten noch ge-

nauer betrachteten Sinne) so gar die

Größe der ‘Schwan kung’ be rechnen

und erhält dafür         . 

Wenn wir also X/ n als Schätzung

für p benutzen, so schwankt diese

Größe zufalls bedingt zwar um den

richtigen Wert p, aber leider mit

einer ‘Schwan kung’ des Ausmaßes

.                       .

Ja

Ja

Ja

Ja

Ja

Ja

Ja

Nein

Nein

Nein

Nein

NeinJa

 und Helfer in der Statistik

Darstellung 2: Binomialverteilung mit n = 4 und p = 0.4
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Der Zufall: Gegenspieler und Helfer in der Statistik

Ein leicht nachvollziehbares Zah-

lenbeispiel liefert für n = 100 und p
= 0.1 etwa die ‘Schwankung’

.

Dies bedeutet: Etwa 70% der Stich-

proben liefern Werte um 0.1 ± 0.03.

Die ‘Schwankung’ kann man nämlich

so interpretieren, dass für geeignete

Werte von n und p ungefähr 70% der

Werte von X/n nicht weiter als ein-

mal den Betrag der ‘Schwankung’

vom Zielwert p entfernt liegen.

Allerdings müssen wir uns noch mit

zwei Einwänden befassen, bevor wir

das Modell tatsächlich sinnvoll nut-

zen können. Erstens ist es ein Pro-

blem, dass wir ja gerade p nicht ken-

nen und daher die ‘Schwankung’

eigentlich gar nicht berechnen kön-

nen. Diesem Einwand kann man be-

gegnen, indem man einfach mit dem

ungünstigsten Fall rechnet. Man

sieht leicht, dass die ‘Schwankung’

für den Fall p = 0.5 am größten ist.

Zweitens zieht man in der Realität

in der Regel ohne Zurücklegen. Man

sieht aber wiederum leicht, dass

unser Modell dafür eine gute Annä-

herung ist, wenn man nur einen klei-

nen Teil der Grundgesamtheit als

Stichprobe zieht. Dann macht es of-

fenbar ja fast keinen Unterschied, ob

mit oder ohne Zurücklegen gezogen

wird. Es ist auch möglich, aber

meist überflüssig, hierfür einen ex-

akten Korrekturfaktor einzubauen.

Eine konkrete Anwendung

Betrachten wir noch ein realitäts-

nahes Beispiel: Es werden 2500 

zufällig ausgewählte Bundesbür-

ger befragt und es ergibt sich 

1000-mal die Antwort . 

Der geschätzte Prozentsatz für 

ist dann 1000/2500 = 40% und

die ‘Schwankung’ ist höchstens

. Der

geschätzte Anteil ist also 40% ± 1%.

Der Zufall stört kaum noch. Das ist

der Grund, warum in vielen Umfra-

gen (z. B. auch beim ZDF Politba-

rometer) Stichprobengrößen von

1000 - 2500 gewählt werden. Über-

raschenderweise hängt die Genau-

igkeit (‘Schwankung’) gar nicht von

der Größe der Grundgesamtheit

(also der Schachtel) ab, sondern nur

von der Größe der Stichprobe. Aber

auch das ist nur auf den ersten Blick

überraschend: Beim Ziehen mit Zu-

rücklegen spielt ja die Schachtel-

größe keine Rolle. Auch intuitiv ist

das nichts Neues: Bei einer Blutpro -

be würde man auch nicht erwarten,

dass der Arzt die abgenommene

Blutmenge nach dem Körperge-

wicht des Patienten bemisst.

Falls der Leser Appetit nicht nur auf

Schokolinsen und Alkohol hat:

Mehr zu diesem Thema findet man

in dem sehr schönen Buch von

Freedman et al. (2007).

Indiskrete Fragen und der

Schutz der Befragten

Im Rahmen unserer mathematischen

Analyse haben sich die Zufalls-

schwankungen als durchaus be-

herrschbar erwiesen. Ein viel

schwie rigeres Problem aber könnten

systematische Verzerrungen sein,

wie sie etwa bei indiskreten Fragen

zu erwarten sind. Auf Fragen wie 

a) Haben Sie schon einmal Crystal

genommen?

b) Haben Sie schon einmal einen

Ladendiebstahl begangen?

c) Hatten Sie im letzten Monat

mehr als drei Sexualpartner?

wird man mit einer Verzerrung

durch unehrliche Antworten (durch

Verschweigen oder Wichtigtuerei)

rechnen müssen. Das ist nicht nur

ein Problem von Vertrauenswürdig-

keit. Denn abgesehen davon, dass

auch die Zusicherung von Vertrau-

lichkeit nicht jedem Wissenschaft-

ler (nicht einmal jedem Statistiker!)

abgenommen wird, kann man abso-

lute Vertraulichkeit eigentlich gar

nicht mehr garantieren: Daten wer-

den in der Regel auf Computern ab-

gespeichert. Es ist nur zu bekannt,

dass hierauf Software verschieden-

ster Sorte Zugriff nehmen könnte.

Aber auch die Rechtslage könnte

sich ändern und eine Herausgabe der

Daten verlangen. Englische Univer-

sitäten weisen zum Beispiel Gut-

achter schon standardmäßig darauf-

hin, dass die Universität „unter ge-

wissen Umständen“ gezwungen sein

könnte, Gutachten den begutachte-

ten Bewerbern zugänglich zu ma-

chen. Jeder Leser kann sich vorstel-

len, wie gefährlich in totalitären

oder fundamentalistischen Staaten

Daten (z. B. über politische Betäti-

gung oder Abtreibungen) für den

Befragten sein oder sogar erst wer-

den können. Der ’Befragtenschutz’

wird von daher (leider) immer mehr

auch zum Problem der Statistiker

und fast zum Teil seiner Sorgfalts-

pflicht. Was kann man tun? Es gilt

wieder, die Situation ganz präzise zu

analysieren. Dann stellt man fest,

dass man für die hier verfolgten sta-

tistischen Zwecke eben nur wissen

muss, welcher Anteil einer Popula-

tion eine bestimmte Eigenschaft A

besitzt, aber nicht wer. Dies bietet

die Möglichkeit, eine individuelle

Zuordung einer Antwort gänzlich

unmöglich zu machen – und zwar

nicht nur durch eine Art Urne (die

manipuliert sein könnte), sondern

für den einzelnen Befragten nach-

vollziehbar. Es gibt dazu sogar ver-

schiedene Möglichkeiten, von denen

im Folgenden zwei vorgestellt wer-

den sollen. Dabei wollen wir vor ein

paar einfachen Formeln nicht zu-

rückschrecken, um den Leser als

Versuchssubjekt dafür zu nutzen, in-

wieweit Befragten diese Verfahren

einsichtig gemacht werden können.

Statistiker können es halt einfach

nicht lassen...

Frage und Gegenfrage

Eine erste Methode geht auf Warner

(1965) zurück. Sie lässt sich kurz so

beschreiben:

Die Zahl θ zwischen 0 und 1 sei be-

kannt. Der Befragte wählt selbst

durch einen unparteiischen Zufalls-

mechanismus, auf welche Frage er

antwortet, und zwar

mit Wahrscheinlichkeit θ auf die Fra -

ge (F1): Haben Sie Eigenschaft A?

Ja

Ja
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mit Wahrscheinlichkeit (1 − θ ) auf

die Frage (F2): Haben Sie Eigen-

schaft A nicht?

Ein konkretes Beispiel mit 

θ = 4/6 = 2/3 könnte so aussehen:

Werfen Sie einen Würfel.

Falls 1, 2, 3 oder 4 erscheint, ant-

worten Sie auf (F1).

Falls 5 oder 6 erscheint, antworten

Sie auf (F2).

Nun weiß nur der einzelne Befrag-

te, was sein oder bedeu -

tet, und es ist auch unmöglich, dies

im nachhinein festzustellen. Aber

man kann immer noch den Anteil p
der -Antworten auf (F1) in der

Grundgesamtheit schätzen, denn mit

der Abkürzung “Wk” für “Wahr-

scheinlichkeit” hat man:

.

Somit ist:

.

Wenn von n Befragten X mit 

antworten, kann man wieder die

Wahrscheinlichkeit durch die relati-

ve Häufigkeit schätzen und erhält:

.

Beispiel: θ = 2/3, n = 600 Befragte,

250-mal .

Der geschätzte Prozentsatz mit Ei-

genschaft A ist dann: 

.

Einige Spezialfälle sollen noch ge-

sondert kommentiert werden:

• Ist θ = 1, so wird stets die Frage

(F1) beantwortet. Folgerichtig 

liefert unsere Schätzung dann 

p = (X / n).

• Ist θ = 0, so wird stets die Frage

(F2) beantwortet. Folgerichtig 

liefert unsere Schätzung dann 

p = 1 − (X / n).

• Ist θ = 1/2, so ist unabhängig von

p die Wahrscheinlichkeit für

gleich 1/2. Folgerichtig ist unsere

Schätzung für p dann nicht definiert.

Unverbindliche Frage

Eine zweite Methode wurde von

Horvitz et al. (1967) vorgeschlagen. 

Sie lässt sich kurz so beschreiben:

Die Zahl θ zwischen 0 und 1 sei be-

kannt. Der Befragte wählt selbst

durch einen unparteiischen Zufalls-

mechanismus, auf welche Frage er

antwortet, und zwar

mit Wahrscheinlichkeit θ auf die

Frage (F): Haben Sie Eigenschaft A?

mitWahrscheinlichkeit (1 − θ) auf

eine unverbindliche Frage (U):

Haben Sie Eigenschaft B (für deren

Zutreffen die Wahrscheinlichkeit

bekannt ist)?

Ein konkretes Beispiel mit θ = 1/2

könnte so aussehen:

Werfen Sie eine Münze.

Falls ‘Kopf’ erscheint, antworten

Sie auf (F).

Falls ‘Zahl’ erscheint, werfen Sie

die Münze erneut und antworten Sie

auf die Frage, ob beim zweiten Wurf

‘Kopf’ kam. (Die unverbindliche

Frage (U) ist also, ob beim zweiten

Wurf ‘Kopf’ kam.)

Wieder weiß nur der einzelne Be-

fragte, was sein letztliches oder

bedeutet.

Aber auch hier kann man wieder

den Anteil p der -Antworten

auf (F) in der Grundgesamtheit

schätzen, denn falls q die Wahr-

scheinlichkeit für ein auf Frage

(U) bezeichnet, so hat man:

.

Somit ist

.

Wenn von n Befragten X mit

antworten, kann man wieder die

Wahrscheinlichkeit durch die relati-

ve Häufigkeit schätzen und erhält

diesmal:

.

Beispiel: θ = 1/2, q = 1/2, n = 600

Befragte, 250-mal .

Der geschätzte Prozentsatz mit Ei-

genschaft A ist dann: 

Auch diesmal gibt es wieder einige

Spezialfälle:

• Ist θ = 1, so wird stets die Frage

(F) beantwortet. Folgerichtig 

liefert unsere Schätzung dann 

p = (X / n).

• Ist θ = 0, so ist unabhängig von p
die Wahrscheinlichkeit für

gleich q. Folgerichtig ist unsere

Schätzung für p dann nicht defi-

niert.

• Ist θ = 1/2, so ergibt sich

p = 2(X / n) − q.

Vergleich der Methoden

Alle Methoden liefern im Mittel die

richtige Antwort. Für die ‘Schwan-

kungen’ kann man ausrechnen: 

direkte Frage (θ = 1):

.

Frage und Gegenfrage (Warner):

.

Ja

Ja

Ja

Ja

Ja

Nein

Ja

Nein

Ja

Ja

Ja

Ja

Ja

.



26 spektrum  1/08

STOCHASTIK UND STATISTIK

Der Zufall: Gegenspieler und Helfer in der Statistik

unverbindliche Frage (Horvitz et al.):

Man erkennt schon an diesen For-

meln, dass die Schwankung bei den

zufallsverrauschten Fragestellungen

nach Warner und nach Horvitz et al.

größer ist als bei der direkten Fra-

gestellung. Das ist auch zu erwar-

ten, da ja bewusst zusätzliche Unsi-

cherheit hineingetragen wird.

Allerdings hofft man, dass der Ge-

winn durch ehrlichere Antworten

diesen Nachteil mehr als ausgleicht.

Eine allgemeine Aussage über die

Ansätze von Warner und Horvitz et

al. ist schwierig. Die folgende Gra-

phik zeigt die Schwankungen für 

n = 100, p = 0.3, q = 0.5 in Abhän-

gigkeit von θ aus [0.6, 0.8]:

Fazit

Mit Hilfe recht einfacher mathe-

matischer Modelle kann man den

Zufall bei Stichprobenziehungen

recht leicht in den Griff bekommen.

Stichprobengrößen von 1000 - 3000

werden für die meisten Genauig-

keitsansprüche bereits ausreichen.

Der Zufall ist also gar kein so ge-

fährlicher Gegenspieler für den Sta-

tistiker, wie manchmal vermutet

wird. Wesentlich schwieriger ist das

Problem unehrlicher Antworten bei

indiskreten Fragen. Hier wandelt

sich der Zufall interessanterweise

vom Gegenspieler zum Helfer des

Statistikers. Allerdings soll auch

nicht verschwiegen werden, dass

sich der Einsatz randomisierter Me-

thoden wie der von Warner und

Horvitz et al. nach den bisherigen

Erfahrungen nur bei großen Stich-

proben lohnt und zudem nur, wenn

wirklich wichtige Fragen gestellt

und zugleich die Mechanismen 

genau erklärt werden. Sonst könn-

ten Befragte zu der Ansicht gelan-

gen, ihre Antworten seien ganz

egal, da ja ohnehin randomisiert

würde. Das wäre natürlich nicht im

Sinne der Erfinder. Es kann aller-

dings sein, dass die heute so fremd-

artig anmutenden randomisierten

Befragungen schon bald aus Grün-

den des Befragtenschutzes als na-

türlich empfunden werden und

damit auch von Seiten der Befrag-

ten besser gehandhabt werden.

(Ähnlich wie heute niemand mehr

über Passwörter und PIN-Nummern

lächelt.) Als einen Schritt in diese

Richtung habe ich versucht, die

Verfahren nicht nur zu beschreiben,

sondern mit den wesentlichen For-

meln nachvollziehbar darzulegen.

Ist das gelungen? Antworten von

Lesern wären sehr willkommen.

Unrandomisiert und trotzdem ganz

ehrlich...                                       �

Darstellung 3:
Vergleich der
„Schwankungen“
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Lassen Sie mich mit einer kleinen

Anekdote beginnen. Alle Rechner

unserer Arbeitsgruppe sind durch

ein kleines Netzwerk verbunden, so-

dass alle relevanten Daten wie Pass-

wörter oder die eigenen Dateien nur

auf einem einzigen Rechner (dem

„Server“) liegen, alle anderen (die

„Clients“) holen sie über das Netz.

Kurz vor Weihnachten hat nun der

Server langsam, aber sicher seinen

Dienst quittiert und musste dringend

durch einen neuen Rechner ersetzt

werden. Unser Systemadministrator

konnte alle Daten von dem alten auf

den neuen Rechner retten, und die-

ser lief einwandfrei. Zuletzt muss-

ten nun alle Clients an den neuen

Server angebunden werden. Und

jetzt ging auf einmal nichts mehr.

Mein alter Rechner kannte mein

Passwort nicht mehr, fand meine

Daten nicht. Wir standen vor einem

Rätsel. 

Die Lösung war einfach: Mein

Rechner benutzte ein altes, inzwi-

schen nicht mehr sicheres Ver-

schlüsselungssystem („DES“), wäh-

rend der neue Server natürlich ein

neues, zurzeit sicheres verwendet

(„Blowfish“). Wenn ich mein Pass-

wort also eingab, verschlüsselte

mein Rechner dieses via DES und

verglich das Ergebnis mit meinem

via Blowfish verschlüsselten Pass-

wort, das vom Server über das Netz

kam. Das konnte nicht gutgehen...

Nach Umstellung meines alten

Rech ners auf Blowfish lief alles wie

am Schnürchen.

Was ist Kryptographie?

Das Wort Kryptographie leitet sich

aus dem Griechischen von kryptós
(=verborgen) und gráphein
(=schreiben) her, ist also die Lehre

von den Geheimschriften. Bereits

Cäsar verwendete wohl eine heute

nach ihm benannte Chiffre, um ver-

trauliche Botschaften mit seinen Le-

gaten auszutauschen: Jeder Buch-

stabe des Alphabets wird um eine

feste Anzahl Stellen verschoben. So

wird aus APFEL bei der Verschie-

bung um 2 Stellen CRHGN. Die

meisten heutigen Verfahren ver-

wenden zahlentheoretische Metho-

den („Public-Key“), immer mehr ins

Blickfeld rücken jedoch auch alge-

braisch-geometrische Systeme ba-

sierend auf elliptischen Kurven

(„ECC = Elliptic Curve Cryptogra-

phy“). 

Ziel ist stets eine möglichst sichere

Verschlüsselung von Texten oder

anderen Daten – auf einem immer

breiter werdenden Anwendungsge-

biet. Kryptographische Verfahren

wurden von privater Seite sicher

schon immer in (Liebes?)-briefen

oder geheimen Tagebüchern ver-

wendet. So schickte zum Beispiel

Marie-Antoinette (1755-1793) ver-

schlüsselte Botschaften an den

schwedischen Staatsmann Hans

Axel von Fersen – unter anderem

um ihre Flucht aus dem revolutio-

nären Frankreich zu planen. Von

staatlicher Seite wurden Kryptosy-

steme natürlich vor allem für Mili-

tär und Geheimdienste entwickelt.

Heute haben sie Einzug in den All-

tag gehalten: Man denke an siche-

re Datenübertragung über das Inter-

net, die Verschlüsselung der eigenen

PIN-Nummer auf der EC-Karte

oder persönlicher Daten auf dem

Chip der Krankenversicherungskar-

te.

Die Ansprüche an die verwendeten

Kryptosysteme haben sich damit

grundlegend geändert. Konnten

Marie-Antoinette und von Fersen

sich noch zuvor heimlich auf einen

gemeinsamen Schlüssel einigen, so

kennen sich Käufer und Verkäufer

eines Internetgeschäftes heute im

allgemeinen nicht einmal. 

Nehmen wir im folgenden an, Sie

möchten ein Buch oder eine CD bei

einer Versandfirma X online bestel-

len und mit Kreditkarte bezahlen.

Wie können Sie Ihre Kreditkarten-

nummer so über das Internet schik-

ken, dass ein potenzieller Mitleser

mit den Daten nichts anfangen kann,

die Firma X aber schon? 

Symmetrische Verfahren

Man unterscheidet generell zwei

Typen kryptographischer Systeme:

symmetrische wie DES, Blowfish

oder die berühmte Enigma aus dem

zweiten Weltkrieg, und asymmetri-

sche, sogenannte Public-Key-Ver -

fah ren wie RSA oder ECC. Beide

Typen sind aus dem heutigen Da-

tenverkehr nicht mehr wegzuden-

ken. 

Der Vorteil von symmetrischen Ver-

fahren: Sie sind schnell. Auch große

Datenmengen können in kurzer Zeit

ver- und entschlüsselt werden. Vor-

aussetzung ist allerdings, dass sich

Sender und Empfänger vor der Da-

tenübertragung auf einen gemeinsa-

men Schlüssel einigen (z.B. die An-

fangsrotorstellung bei der Enigma,

oder die Anzahl der Stellen, um die
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die Buchstaben bei Cäsar verscho-

ben werden). Dieser wird sowohl

zum Ver- als auch zum Entschlüs-

seln verwendet (Abb. 1).

Auch die eingangs genannten Sy-

steme DES und Blowfish sind sym-

metrische Verfahren. DES ist die

Abkürzung für „Data Encryption

Standard“, das System wurde 1975

von der Firma IBM in Zusammen-

arbeit mit der mit der US-amerika-

nischen National Security Agency

(NSA) entwickelt, um ein standar-

disiertes Verschlüsselungssystem

für das im Entstehen begriffene In-

ternet zu schaffen – wobei es natür-

lich jede Menge Spekulationen über

die Rolle der NSA an der Entwick-

lung des DES gibt. DES hat eine

feste Schlüssellänge von 56 Bit, und

genau hier liegt heutzutage seine

Schwachstelle. Eine Möglichkeit,

den DES zu knacken, hat man bis-

her nicht gefunden, aber moderne

Großrechner sind in der Lage, alle

möglichen 256 Schlüssel in prak-

tikabler Zeit durchzuprobieren

(Brute-Force-Attacke, vgl. letzter

Abschnitt). Erstmals gelang dies

1997 vom Projekt „DESCHALL“

durch Vernetzung von mehreren

tausend PCs. Seit dieser Zeit gilt

der DES nicht mehr als sicher, und

es werden neue Verfahren mit län-

geren Schlüsseln als 56 Bit entwik-

kelt – wie eben Blowfish oder AES

(= „Ad vanced Encryption Stan-

dard“).

Asymmetrische Verfahren

(Public-Key)

Eignet sich ein symmetrisches Ver-

fahren für Ihre Online-Bestellung?

Sie müssten sich zunächst mit der

Versandfirma auf einen gemeinsa-

men geheimen Schlüssel einigen.

Diesen über das Internet zu ver-

schicken scheint wenig ratsam –

jeder, der den Schlüssel abhört, kann

Ihre im Anschluss gesendete Kre-

ditkartennummer genauso lesen wie

Firma X. Müssen Sie also zu der

Firma hinfahren, um den Schlüssel

auszutauschen? Da Sie Ihr bestell-

tes Buch dann gleich mitnehmen

könnten scheint dies wenig sinn-

voll...

Ein symmetrisches Verfahren bietet

sich dennoch aufgrund der Schnel-

ligkeit an. Für den zuvor erfolgen-

den Schlüsselaustausch muss offen-

bar eine andere Methode gefunden

werden. Diese Lücke schliessen Pu-

blic-Key-Verfahren mit sogenann-

ten Schlüsselaustauch-Protokollen.

Public-Key (= „öffentlicher Schlüs-

sel“), bedeutet, dass Firma X auf

Anfrage einen ersten öffentlichen

Schlüssel sendet, der zum Ver-

schlüsseln einer an sie gerichteten

Nachricht ausreicht. Zum Ent-

schlüsseln benötigt die Firma einen

zweiten geheimen Schlüssel. Liest

also jemand den öffentlichen

Schlüssel mit, so kann er damit noch

lange nicht die von uns damit ver-

schlüsselten anschließend gesende-

ten Daten entziffern (Abb. 2).

Benutzt werden sogenannte Ein-

weg- oder Falltürfunktionen, das

sind Funktionen, die in einer Rich-

tung relativ einfach zu berechnen

sind, deren Umkehrfunktionen aber

nur mit Hilfe eines zusätzlichen Pa-

rameters berechenbar sind (nämlich

des geheimen Schlüssels des Emp-

fängers). 

Der Nachteil von Public-Key-Ver -

fahren: Sie sind rechenaufwendig

und daher langsam. Sie werden da -

her meist nur zum Schlüsselaus-

tausch für ein symmetrisches Ver-

fahren verwendet, zur digitalen

Sig natur oder zur Übertragung klei-

ner Datenmengen wie PIN-Num-

mern oder Passwörter. Der Vorteil:

Nur Firma X kann die verschlüssel-

ten Informationen wieder entschlüs-

seln. Sie sparen sich also die Fahrt.

RSA

Das vielleicht bekannteste Public-

Key-Verfahren ist der RSA, benannt

nach seinen Erfindern Ronald L. Ri-

vest, Adi Shamir und Leonard Ad-

leman (1977). Er basiert auf einem

einfachen Prinzip:  

Abbildung 1:
Symmetrische
Verschlüsselung

Abbildung 2:
Asymmetrische
Verschlüsselung



GROSSE ZAHLEN ZU MULTIPLIZIEREN
IST FÜR EINEN COMPUTER EINFACH,
SIE (IN PRIMZAHLEN) ZU FAKTORI-
SIEREN IST SEHR SCHWER.

Ein Beispiel: 

Sind die Primzahlen 67 und 83 ge-

geben, so kann jeder Taschenrech-

ner innerhalb von Millisekunden

das Ergebnis 67 
•

83 = 5561 be-

rechnen. Ist umgekehrt ein Produkt

122539 = p 
• 
q gegeben, so gibt es

bisher kein praktikables Verfahren,

um p und q zu bestimmen („prakti-

kabel“ heißt ausreichend schnell). 

Etwas Mathematik: 

Wir schreiben  a ≡ b  mod  n, falls

a der Rest beim Teilen von b durch

n ist. Also z.B. 3 ≡ 10  mod  7 oder

2 ≡ 20 mod 6. Nehmen wir nun also

wieder an, Sie wollen Ihre Kredit-

kartennummer N der Firma X über-

mitteln und benutzen RSA. Dann

gehen Sie und X (bzw. Ihre jewei-

ligen Computer) nach dem in Abb.

2 beschriebenen Schema wie folgt

vor:

1) X wählt zwei große (verschiede-

ne) Primzahlen p und q, berech-

net n = p 
•
q und wählt die Zahl e,

so dass es ein d gibt mit 1 ≡ d 
•
e

mod  (p-1) 
•
(q-1). Dabei braucht

e nicht groß zu sein. 

2) X veröffentlicht n und e, hält p, q

und d geheim.

3) Sie berechnen Ch(N) ≡ N

e

mod

n und verschicken die verschlüs-

selte Kreditkartennummer Ch(N).

4) X entschlüsselt durch N ≡ Ch(N)

d

mod  n und erhält so die ur-

sprüng liche Zahl N zurück.

Dahinter steckt der Satz von Euler,

d.h. Ch(N)

d

≡ (N

e

)

d

≡ N

d • e

≡ N  mod

n (denn φ (p 
•
q) = (p-1) (q-1)). 

Fazit: Die Firma X berechnet N mit

d zurück. Diese Zahl kann nur aus-

rechnen, wer p und q kennt. Die Si-

cherheit des Verfahrens beruht also

darauf, dass es bisher keine schnel-

le Möglichkeit gibt, n in Primfakto-

ren zu zerlegen. Andererseits hat der

Algorithmus „Teilen mit Rest“ eine

sehr schnelle Laufzeit, genauso wie

die Multiplikation bzw. das Poten-

zieren von Zahlen. Trotzdem ist

RSA im Vergleich zu symmetri-

schen Verfahren wie DES sehr lang-

sam und wird daher nicht zum ei-

gentlichen Datenaustausch verwen -

det.  

Elliptische Kurven

Elliptische Kurven sind spezielle al-

gebraische Kurven, das sind Null-

stellenmengen von Polynomen in

einem n-dimensionalen Raum, z.B.

in R

n

bzw. dem projektiven Raum

P

n

(R). 

1

Ist die Kurve Nullstellenmenge

eines Polynoms dritten Grades, so

spricht man von einer elliptischen

Kurve (vgl. Abb. 3). Charakteristi-

scherweise besteht das reelle Bild

einer elliptischen Kurve aus zwei

Komponenten: dem „Ei“ und dem

unbeschränkten Teil der Kurve. In

der Kryptographie verwendet man

elliptische Kurven, da es auf ihnen

eine Gruppenstruktur gibt, d.h. man

kann zwei Punkte einer elliptischen

Kurve addieren und erhält einen

neuen Punkt der Kurve. 

2

Sei also E eine elliptische Kurve

und P, Q zwei Punkte auf E. Dann

trifft die Verbindungsgerade PQ  die

Kurve E in genau einem weiteren

Punkt S (nach dem Satz von Be-

zout). Spiegelung an der x-Achse

liefert den Punkt R, den wir als

Summe R = P + Q definieren.

Auf ähnliche Weise verdoppelt man

einen gegebenen Punkt P auf E: Die

Tangente an E im Punkt P trifft die

Kurve E in genau einem weiteren

Punkt S. Spiegelung an der x-Achse

liefert R = 2P.
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2) Wir nehmen stets an, dass die Kurve in Weierstraß-Normalform vorliegt, d.h. ins -
besondere, dass es nur genau einen unendlich fernen Punkt O gibt. Wir definieren 
O als neutrales Element der Gruppe.[                               ]

Abbildung 3:
Reelle Kurven

1) In der Kryptographie werden elliptische Kurven über endlichen Körpern Fp

betrachtet bzw. deren projektive Abschlüsse in Pn(Fp).) [                               ]

Abbildung 4: 
Das Gruppengesetz

auf elliptischen
Kurven I

Abbildung 5: 
Das Gruppengesetz

auf elliptischen
Kurvem II
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Elliptische-Kurven-

Kryptosysteme (ECC)

Elliptische Kurven in der Krypto-

graphie zu verwenden ist relativ

neu, es gibt verschiedene Einsatz-

möglichkeiten. Wir wollen hier ihre

Rolle beim Schlüsselaustausch vor-

stellen. Das zugrundeliegende Pro-

tokoll stammt von Whitfield Diffie

und Martin Hellman 

3
. Der Schlüs-

selaustausch soll es Sender und

Empfänger ermöglichen, sich öf-

fentlich (also völlig unverschlüsselt

über das Internet) auf einen ge-

meinsamen geheimen Schlüssel zu

einigen, der dann als Anfangswert

für ein symmetrisches Verfahren

dient. Die Grundidee ist

ES IST LEICHT, PUNKTE AUF EINER
ELLIPTISCHEN KURVE ZU ADDIEREN,
ABER SEHR SCHWER, AUS NP DIE
VIELFACHHEIT N ZURÜCKZUBERECH-
NEN („DISKRETES-LOGARITHMUS-
PROBLEM“).

Nehmen wir wieder in unserem Bei-

spiel an, Sie wollen etwas bei der

Firma X bestellen. Wir gehen fol-

gendermaßen vor: 

1) Sie und X einigen sich auf eine

elliptische Kurve E und einen

Startpunkt P auf E, dies ist der öf-

fentliche Schlüssel.

2) Sie wählen eine geheime Zahl a,

X eine geheime Zahl b.

3) Sie senden K

a

= aP, X sendet

K

b

=bP.

4) Sie berechnen K=aK

b

und X be-

rechnet K=bK

a

.

Beide erhalten denselben Punkt 

K = aK

b

= abP = baP = bK

a

. Das

Verfahren ist sicher, da es keinen Al-

gorithmus gibt, der aus aP oder bP

die Werte a bzw. b oder den Schlüs-

sel K = abP berechnet. Der Vorteil

des ECC gegenüber RSA ist die ge-

ringe Schlüssellänge: ECC kommt

heute mit 160 Bit aus, während man

bei gleicher Sicherheit 1024 Bit für

andere asymmetrische Verfahren be-

nötigt. Daher eignet sich ECC

immer dann, wenn Platz gespart

werden muss, wie z.B. auf Smart-

cards (EC-Karten, Handykarten,

etc.).

Attacken

Unter einer „Attacke“ versteht man

den Versuch, ein Verschlüsselungs-

system ohne Kenntnis des entspre-

chenden Schlüssels zu knacken, die

Kryptanalyse beschäftigt sich mit

solchen Verfahren. Die einfachste

Attacke ist ein systematisches Pro-

bieren aller möglichen Schlüssel, die

sogennante Brute-Force-Attacke
(= „Attacke mittels roher Gewalt“).

Ihre Effektivität hängt von der vor-

handenen Rechenkapazität und der

Anzahl der möglichen Schlüssel ab.

Bei der Cäsarchiffre zum Beispiel

gibt es nur 26 Schlüssel, hier kommt

man relativ schnell zum Ziel.

Ein weiteres klassisches Verfahren

ist die Häufigkeitsanalyse. Hier wird

in einem abgefangenen (möglichst

längeren) verschlüsselten Text die

Häufigkeit gezählt, mit der jeder

Buchstabe (oder jedes Zeichen) vor-

kommt und dies mit der entspre-

chenden Statistik irgendeines in

Klartext abgefassten Schriftstücks

verglichen (vgl. Abb. 6).

Auch dieses Verfahren knackt die

Cäsarchiffre: In der deutschen Spra-

che ist das „E“ mit Abstand der häu-

figste Buchstabe. In unserem Bei-

spiel würde man die Identifikation

E → C finden, und könnte daraus

bereits den Schlüssel k = 2 (die Ver-

schiebung um 2 Stellen) ablesen.

Natürlich lässt sich das Knacken

mittels Häufigkeitsanalyse leicht

verhindern. Am einfachsten führt

man ein „Alphabet“ mit mehr als 26

Zeichen ein, wobei dem „E“ gleich

mehrere verschiedene Zeichen zu-

geordnet werden.

Für eine sinnvolle Attacke des RSA

benötigt man gute Faktorisierungs-

algorithmen. Schon länger bekannt

ist hier das Zahlkörpersieb oder Pol-

lards (p-1)-Methode. Andere Ver-

fah ren wie Lenstras Algorithmus

benutzen wiederum elliptische Kur-

ven (vgl. den Artikel von Lenstra

oder das Buch von Silverman und

Tate für eine gute Einführung). Bei

Elliptische-Kurven-Kryptosys temen

ist Vor sicht bei der Wahl der Kurven

angebracht, nicht jede elliptische

Kurve ist geeignet. Unter anderem

bei sogenannten supersingulären el-

liptischen Kurven gibt es eine Hin-

tertür – hier kann man mittels Weil-

Paarung die Gruppe der Kurve in

die multiplikative Gruppe eines end-

lichen Körpers sehr kleiner Ordnung

abbilden; in dieser lässt sich nun er-

heblich leichter rechnen (vgl. Me-

nezes et al.). �

3) Entsprechende Protokolle zur Datenübertragung wie mittels RSA gehen auf Taher ElGamal zurück. Diffie-
Hellman und ElGamal wurden in den 70er bzw. 80er Jahren für beliebige endliche Gruppen entwickelt; 
ursprünglich wurde die multiplikative Gruppe eines endlichen Körpers verwendet.[                                         ]

Abbildung 6: 
Häufigkeitsana -
lyse eines
deutschen Textes

Literatur

H.W. Lenstra: Factoring integers with
elliptic curves, Annals of Mathematics

126, 649-673 (1987)

N. Koblitz: Algebraic Aspects of
Cryptography, Springer 1998.

A.J. Menezes, T. Okamoto, S. A.

Vanstone: Reducing Elliptic Curve Log-
arithms to Logarithms in a Finite Field,

IEEE Transactions on Information

Theory 39, 1639-1646 (1993). 

K. Schmeh: Kryptografie und Public-
Key-Infrastrukturen im Internet,
dpunkt.verlag GmbH Heidelberg 2001.

J. Silverman, J. Tate: Rational points
on elliptic curves, Springer 1992.

Kryptographie – Das Hüten von Geheimnissen



311/08 spektrum

ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

Andererseits entwickeln und verän-

dern sich sowohl Gesellschaft wie

auch Mathematik heute mit enormer

Schnelligkeit, so dass jedwede Dis-

kussion und Frage nach der Zukunft

der Wissenschaft nicht von der ana-

logen Frage nach der Entwicklung

der Menschheit absehen kann:

Moral und Ethik in der Wissen-

schaft sind zutiefst beeinflusst von

der Tendenz der heutigen Gesell-

schaft, den Wettbewerb jenseits alle

vertretbare Grenzen zu treiben. Es

stellt sich die Frage, ob dieser inter -

nationale und interplanetare Wett-

kampf trotz allen wissenschaftlichen

Fortschritts uns nicht letztendlich in

ein „modernes Mittelalter“ treibt

(welches im Übrigen von einem er-

staunlichen technischen Fortschritt

bei relativem Stillstand der wissen-

schaftlichen Entwicklung geprägt

war). Auf provozierende oder bes-

ser alarmierende Fragen der Art:

„werden die Wissenschaftler die
neuen Mönche des neuen Mittelal-
ters oder die neuen Proletarier der
modernen Globalisierung sein?“
möchte ich hier jedoch nicht einge-

hen, wie interessant sie auch sein

mögen. 

Ein Kollege aus England (Miles

Reid) zitiert zu Beginn einer seiner

Veröffentlichungen zu Recht aus

„The taming of the shrew“ von Wil-

liam Shakespeare: „No profit grows

when there is no pleasure taken“.

Dieses Vergnügen entsteht natürlich

aus der Genugtuung, eine neue Er-

kenntnis gewonnen zu haben, etwas

zu verstehen, aber es ist auch un-

trennbar verbunden mit der Fähig-

keit zu spielen, mit unserem Gefühl

für die Schönheit und das Künstle-

rische.

Die Hauptmotivation für diesen Ar-

tikel ist die folgende: die Mathema-

tik ist Hauptbestandteil der Kultur

der gesamten Menschheit, ja wie

schon Galileo treffend in den „Dia-

loghi“ bemerkt: „Das Buch der Na -
tur ist in der Sprache der Mathe-
matik geschrieben“.

Heutzutage ist die Mathematik ein

enormes Werk, ein kollektives in-

tellektuelles Unternehmen, im Ge-

gensatz zu individuellem Streben

nach Erkenntnis. Das Bauwerk Ma-

thematik, in keinster Weise weniger

komplex als die ganze heutige Ge-

sellschaft, benötigt die vielfältigsten

Kompetenzen und intellektuellen

Ressourcen, die von künstlerischen

Feinheiten bis hin zu reiner kreati-

ver Genialität reichen, wie auch

wichtige organisatorische Struktu-

ren, die tiefes und innovatives Ge-

dankengut erfordern.

Aber wie ist es möglich, all diese

Energien aufzubringen, wenn man

nicht einen angemessenen Lohn

dafür bekommt, etwas, was z.B. die

Freude am Spiel oder die Genugtu-

ung, sich an Kunst erfreuen zu kön-

nen, geben kann?

Bei dieser Gelegenheit möchte ich

auf die Ausstellung „Matetrentino“

verweisen, die von einigen Dozen-

ten des Mathematischen Instituts der

Universität Trento organisiert wur -

de, welche vielfache Verbindungen

zwischen Mathematik, Spiel und

Kunst wunderschön illustriert.

Mathematik:
Wissenschaft,

Spiel oder
Kunst?

Fabrizio Catanese

übersetzt und überarbeitet von Ingrid Bauer

Dieser Artikel nimmt die Herausforde-
rung an, die Stellung der Mathematik
in der heutigen Gesellschaft zu disku-
tieren. Dieses Thema liegt mir beson-
ders am Herzen und damit stehe ich
nicht allein da, denn zum Beispiel hat
das mathematische Forschungszentrum
Ennio De Giorgi der Scuola Normale
Superiore di Pisa als ihr Motto ge-
wählt: „Why should anybody but
mathematicians care about the stan-
ding of mathematics in the world?“ 

Figur 1: 
Die „verknoteten“

Säulen des Doms
von Trento

Prof. Dr.
Fabrizio

Catanese
und Prof. Dr. 
Ingrid Bauer
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Oben genannte Ausstellung führt

uns, ausgehend von den verknoteten

Säulen der Kathedrale von Trento,

die vielfältigen Verbindungen der

Mathematik mit der bildenden

Kunst vor Augen, wie zum Beispiel:

- die Geometrie der Ornamente in

der altgriechischen und islami-

schen Kunst, sowie in der Renais-

sance (Kunst ist Mathematik, wenn

Sie davon noch nicht überzeugt

sind, denken Sie an die Musik und

die mathematische Sprache, in der

sie geschrieben ist);

- Persönlichkeiten wie Piero della

Francesca (Autor einer Abhand-

lung über Platonische Körper) und

Giovan Battista Alberti (Autor

einer Abhandlung über Prospek-

tivitäten, die eine zentrale Rolle in

der nachfolgenden Entwicklung

der nichteuklidischen Geometrie

gespielt hat), welche als Wissen-

schaftler und als Künstler bekannt

sind;

- die spektakuläre Wiedergeburt der

Mathematik als Schöpferin einer

neuen Kunstrichtung (vgl. die gra-

phischen Darstellungen von Escher

der Paradoxa der abstrakten Ma-

thematik, sowie seine wunderbaren

Bilder, welche aus den regulären

Parkettierungen der hyperboli-

schen Ebene entstanden sind);

(Mathematik ist Kunst);

- die direkte Kommerzialisierung des

„Produkts Mathematik“ wie zum

Beispiel die faszinierende Schön-

heit von Fraktalen sowohl von

Julia-Fatou Typ, als auch vom Typ

Mandelbrot (vgl. z. B. das Buch

„The beauty of fractals“ von H. O.

Peitgen);

- die ureigene Schönheit der Flä-

chen höherer Ordnung, die in den

letzten Jahrhunderten entdeckt

wurden.

Einer der größten Defekte, die wir

Mathematiker haben, ist unser ent-

schuldigender Ton, den wir anschla -

gen, wenn wir versuchen zu erklä-

ren, dass die Mathematik sowohl

schön wie auch sehr nützlich ist.

Wir fühlen uns gezwungen, einem

Publikum, welches fast schon mit

einem gewissen Stolz erklärt, dass

es schon in der Schule völlig unfä-

hig war, die einfachsten Rechnun-

gen durchzuführen, zu erklären, was

Mathematik ist. Dennoch gelingt

dieses nahezu unmögliche Unter-

fangen einigen Mathematikern, wie

zum Beispiel R. Courant in seinem

gemeinsam mit Robbins verfasstem

Buch „Was ist Mathematik?“.

Keiner lehnt Fußball ab, weil er kein

begnadeter Fußballspieler ist oder

weil er beim ersten Spiel eine Nie-

derlage einstecken musste. Es ist

wohl wahr, dass sich eine große An-

zahl Menschen fragen mag, was

diese „22 merkwürdigen Gestalten,
die hinter einem Ball her rennen“
eigentlich tun, aber eine sicherlich

gleich große Anzahl Menschen ist

der Meinung, dass Fußball zu spie-

len eine Kunst ist, und verbringt

(auch wenn selbst nicht oder nicht

mehr aktiv in diesem Sport) Stun-

den um Stunden in heißen Diskus-

sionen über Fußball. Dennoch, ver-

suchen Sie mal einen Fußballfan zu

bitten, er solle Ihnen erklären, was

Fußball eigentlich ist. Nach dem er-

sten müden Lächeln über die Tat-

sache, dass es so etwas doch gar

nicht gibt, dass jemand nicht weiß,

was Fußball ist, wird er (falls er

nicht Mathematiker oder Philosoph

ist) sehr schnell in Schwierigkeiten

kommen, und das einzig Sinnvolle,

was er tun kann, ist, Sie zu einem

Fußballspiel (ins Stadion oder vor

dem Fernseher) mitzunehmen und

Ihnen zu zeigen, was passiert.

Da die Mathematik im Fernsehen

praktisch nicht präsent ist, versu-

chen wir Ihnen hier sozusagen

„live“ ein elementares Beispiel für

die Mathematik zu geben. Wir wer-

den dazu ein Spiel diskutieren. 

Da der Wunsch nach Erfolg schon

in früher Kindheit die Hauptan-

triebsfeder ist, ist ein Spiel das idea-

le Mittel, um bei Kindern die Fä-

higkeit zu logischer Deduktion zu

fördern. Ein Spiel, bei dem man lo-

gisch denken muss, ist die beste

Übung für unser Gehirn, das (ge-

nauso wie unsere Muskeln) regel-

mäßiges Training braucht.

Mathematik: Wissenschaft, Spiel oder Kunst?

Figur 2: 
Ein Mosaik der
Alhambra in 
Granada

Figur 4: 
John Hubbard
zeigt, wie Escher
das Bild aus einer
regulären Parket-
tierung der hyper-
bolischen Ebene
mit Dreiecken mit
Innenwinkeln 
π/4, π/3, π/3
entwickelt hat
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Das konkrete Beispiel, das ich Ihnen

illustrieren werde, ist ein Spiel (in

Deutschland wohl ziemlich bekannt

unter den Kindern), das meine zwei

kleinen Töchter Isabella und Daria

(damals 5 und 7 Jahre) im Sommer

2006 begeistert hat.

Es geht so: ich gebe einer zweiten

Person 8 Spielkarten und bitte sie,

sich eine Karte von diesen zu mer-

ken (natürlich ohne sie mir zu ver-

raten). Nun zeige ich dreimal die

Karten in zwei Gruppen von 4 Kar-

ten und frage jedesmal, in welcher

Gruppe die gemerkte Karte ist. Am

Ende gebe ich vor, magische Fä-

higkeiten zu haben (was die Kinder

ungleich besser beherrschen als ich)

und bin in der Lage, die von mei-

nem Spielpartner gewählte Karte zu

zeigen.

Wenn man einen Augenblick dar-

über nachdenkt, so ist das gar nicht

so überraschend: es gibt 8 Karten,

nach der ersten Antwort bleiben 4

und wenn ich die anderen 4 Karten

einfach weglegen könnte, wäre es

sehr einfach: bei der zweiten Ant-

wort meines Partners, könnte ich

wieder die Hälfte der Karten, näm-

lich 2, weglegen und nach der drit-

ten und letzten Antwort würde

schließlich nur noch eine Karte

übrig bleiben, natürlich die von mei-

nem Spielpartner heimlich gemerk-

te Karte.

Also, von einem theoretischen Ge-

sichtspunkt ist klar, dass dieses Spiel

funktioniert, weil ich drei Fragen

habe und  8 = 2 x 2 x 2 Karten. Hätte

ich mehr als 8 Karten, würde ich die

ausgewählte Karte nicht nach drei

Fragen erraten können, denn wenn

ich die Anzahl der Karten dreimal

durch 2 teile, bleiben mehr als eine

Möglichkeit. 

Der interessantere Aspekt hier ist je-

doch der algorithmische (jedenfalls

für neugierige Menschen), denn na-

türlich werden die durch die jewei-

ligen Fragen aussortierten Karten

nicht einfach weggelegt, sonst wäre

der Überraschungseffekt am Ende

nicht da. Und das Ziel ist ja, sein

Gegenüber zu erstaunen. Das geht

so: die Karten sind geordnet und die

Frage ist: ist die gewählte Karte

unter den ersten 4. Ist die Antwort

negativ, so vertauscht man die ersten

4 Karten mit den letzten 4 Karten

(wobei aber die relative Reihenfol-

ge der jeweils 4 Karten nicht ver-

ändert wird). Dann werden die Kar-

ten nacheinander aufgedeckt, eine

wird links abgelegt, die nächste

rechts und so weiter, so dass man

wieder 2 Häufchen Karten hat und

eine neue Reihenfolge der Karten.

Die Frage ist wieder, in welchem

Häufchen die ausgesuchte Karte ist. 

Nachdem die Frage dreimal gestellt

und beantwortet ist, ist die gewähl-

te Karte automatisch die dritte Karte

der ersten 4 Karten.

Auch wenn ich mich ablenken lasse

und ich nicht nur dreimal, sondern

mehrmals mein Gegenüber frage, in

welcher Hälfte sich seine Karte be-

findet, macht das nichts. Einmal an

der richtigen Stelle bleibt die Karte

an dieser Stelle, egal wie oft ich die

Frage stelle. 

Bleibt zu klären: warum funktioniert

das? Oder wenn Sie noch etwas

neugieriger sind: funktioniert ein

ähnliches Spiel mit 16, 32 oder 64

Karten? Wie sehen die Regeln dann

aus?

Sehen Sie, wenn Sie diese Neugier-

de besitzen, wenn es Ihnen Spaß

macht, darüber nachzudenken, even-

 tuell auszuprobieren, was passiert

und nicht lockerlassen, bis Sie eine

Antwort finden, dann erfüllen Sie

die Grundvoraussetzungen, ein er-

folgreicher Mathematiker zu werden

(egal, wie erfolgreich oder wenig er-

folgreich Ihre Schullaufbahn in der

Mathematik war oder ist).

Das Interessante an diesem Problem

ist, dass die Methode, die zur Lö-

sung führt, geometrisch ist, während

die mathematische Formel, die die

allgemeine Lösung für 2

n

Karten

gibt, eine algebraische ist, welche

auf den Binärzahlen beruht. In der

Tat ist die allgemeine Lösung durch

die Binärzahlen 0, 01, 010, 0101,

01010, usw. gegeben.

Zunächst müssen wir jedoch ver-

stehen, was passiert, wenn wir die 8

Karten nach jeder Antwort neu ver-

teilen. Wir nehmen mal an, dass wir

die erste Frage schon gestellt haben

Figur 3: 
Fische in der 

hyperbolischen
Ebene, nach Escher.



und sich somit die gewählte Karte

unter den ersten vieren befindet.

Nun verteilen wir die 8 Karten auf

2 Häufchen, dabei verändern wir die

Reihenfolge der Karten von

1, 2, 3, 4; 5, 6, 7, 8 

zu

8, 6, 4, 2;  7, 5, 3, 1 .

Somit befinden sich die „guten“

Karten in der zweiten Hälfte der

Vierergruppen (4,2 und 3,1). Be-

nutzt man die zweite Antwort des

Spielpartners, so verbleiben nur

noch zwei gute Karten, nämlich die

zwei letzten des ersten Haufens.

Verteilen wir nun wieder wie vorher

die 8 Karten auf zwei Häufchen, so

sind die zwei „guten“ Karten jeweils

am dritten Platz der 2 Vierergruppen

und die dritte Antwort meines Part-

ners (und das nachfolgende eventu-

elle Vertauschen der Vierergruppen)

bringt die richtige Karte an die drit-

te Stelle des ersten Häufchens.

Nehmen wir zum Beispiel an, dass

sich unser Spielpartner die Karte 3

aussucht. Dann erhalten wir nach

den Operationen nach der ersten

Frage die Reihenfolge 

7, 5, 3, 1; 8, 6, 4, 2.

Das zeigt also, ist die ausgewählte

Karte einmal an der richtigen Stel-

le, so bleibt sie auch dort, egal wie

oft wir die Frage/Antwort Prozedur

wiederholen.

Wenden wir uns nun dem allgemei-

nen Fall von 2

n

Karten zu, so den-

ken wir uns ein Intervall der Länge

eins in 2

n

gleich lange Intervalle un-

terteilt.

Nach der ersten Antwort des Spiel-

partners und der dadurch resultie-

renden Vertauschung der zwei Häuf-

chen bestehend aus jeweils 2

n–1

Karten, erreichen wir, dass sich die

ausgewählte Karte in der ersten

Hälfte des Intervalls befindet. Nach

dem Neuausteilen der Karten teilt

sich diese Intervallhälfte auf die

zwei zweiten Intervallhälften der je-

weiligen Intervallhälften auf. Nach

einer weiteren Antwort meines

Spiel partners und eventueller nach-

folgender Permutation der Inter-

vallhälften weiß ich, dass sich die

„gute“ Karte in der zweiten Hälfte

der ers ten Intervallhälfte befindet.

Nun sieht man leicht, wie es wei-

tergehen muss, d.h. nach der dritten

Antwort befindet sich die ausge-

wählte Karte in der ersten Hälfte der

zweiten Hälfte der ersten Hälfte des

Intervalls. 

Um Verwirrung zu vermeiden,

möchten wir jetzt die Intervall-

punkte als reelle Zahlen in Binär-

darstellung auffassen. D.h., wir

sehen die Punkte in der ersten In-

tervallhälfte als die Punkte, in deren

Binärdarstellung die erste Stelle hin-

ter dem Komma eine 0 ist, während

die Punkte in der zweiten Intervall-

hälfte da eine 1 haben. Die Punkte

der zweiten Hälfte der ersten Inter-

vallhälfte sind dadurch charakteri-

siert, dass die ersten zwei Ziffern

der Binärdarstellung (nach dem

Kom ma) 01 sind; die Punkte der er-

sten Hälfte der zweiten Hälfte der

ersten Hälfte haben als erste drei

Ziffern nach dem Komma (in der

Bi närdarstellung) 010, und so wei-

ter. Somit kontrahiert der geome-

trische Prozess die Intervalle immer

weiter und konvergiert gegen ein

ausgeartetes Intervall, nämlich den

Punkt 0,01010101... Nehmen wir

nun an, dass wir 2

n

Karten haben:

dann stoppen wir beim n-ten Schritt,

wenn wir das Intervall der Punkte

erreicht haben, deren erste n Ziffern

nach dem Komma immer abwech-

seln 0 und 1 sind, d.h. 0,01010101... 

Da wir nun die Position der Karte

durch eine natürliche Zahl angeben

wollen, multiplizieren wir obige

Zahl mit 2

n

, und wir erhalten die

Zahlen (in Binärdarstellung) 0, 01,

010, 0101. In Dezimaldarstellung

ergibt (wenn wir noch berücksichti-

gen, dass 0 hier die Zahl an erster

Stelle, also 1 bezeichnet) das für  n

=1,2,3,4,5.., dass sich die zu erra-

tende Karte an der Stelle 1,2,3,6,11..

befindet.

Das faszinierendste hierbei ist je-

doch, dass die Methode, um dieses

einfache Spiel zu verstehen eng mit

einer von Georg Cantor (Begründer

der Mengentheorie gegen Ende des

neunzehnten Jahrhunderts) benutz-

ten Methode verwandt ist, um itera-

tiv, aus mehrfachen Unterteilungen

(nicht nur zwei) äußerst kompli-

zierte Mengen, sogenannte  frakta-

le Objekte zu konstruieren, die nicht

Dimension 0 haben wie Punkte oder

Dimension 1 wie Kurven, sondern

eine Dimension, die durch eine Zahl

dazwischen (z.B. 2/3) gegeben ist.

Bekanntlich erhält man die Cantor-

sche Menge, indem man ein Inter-

vall in drei gleiche Teile teilt und die

zwei äußeren (abgeschlossenen)

Teilintervalle auswählt und das Ver-

fahren an den erhaltenen Intervallen

iteriert. Wie oben hat man auch eine

arithmetische Charakterisierung der

Cantormenge, nämlich als Menge

derjenigen reellen Zahlen im Inter-

vall [0,1], in deren Ternärdarstellung

nur die Ziffern 0 und 2 vorkommen. 

Das Interesse an fraktalen Objekten

liegt in der Tatsache begründet, dass

die Natur durch iterative Prozesse

funktioniert, man denke zum Bei-

spiel an fallende Wassertropfen, die

die wunderbaren Stalaktiten und

Stalagmiten in der Teufelshöhle in

Pottenstein geschaffen haben. Die

Schwierigkeit, die Natur zu verste-

hen, liegt in der Tat darin, dass un-

sere Theorien sich im allgemeinen

auf endliche Approximationen von

unendlichen Prozessen stützen.
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Figur 5: 
Nicht nur Peitgen
und Richter sind
der Meinung,
dass Fraktale von
unglaublicher
Schönheit sind



In der Tat führt die Theorie der dy-

namische Prozesse häufig zu ma-

thematischen „Spielen“ und Puzz -

les, die zu knacken auch für die

brillantesten Köpfe unserer Zeit eine

echte Herausforderung darstellt. Die

Spieltheorie, deren Grundlagen sich

zum Beispiel im klassischen Buch

von Mackinsey finden, ist nur ein

kleiner Zweig der Mathematik, der

sich jedoch gerade im letzten Jahr-

hundert rasant entwickelt hat – auch

zu militärischen Zwecken oder zur

Optimierung der Ressourcen.

Inzwischen gibt es eine dermaßen

große Anzahl von Fachrichtungen in

der Mathematik, dass der ehemali-

ge Präsident der Europäischen Ma-

thematikervereinigung, Sir John

Kingman, vom „Ozean der Mathe-

matik“ spricht. Noch prägnanter

drückt es der inzwischen verstorbe-

ne Armand Borel in seinem Aufsatz

„On the Place of Mathematics in

Culture“ aus, in dem er die heutige

Mathematik als Eisberg bezeichnet,

von dem selbst die Mathematiker

nur einen sehr kleinen Teil sehen

können.

Ein Gedanke jedoch taucht heute

immer häufiger auf. In der Vergan-

genheit brachten die Werkstätten der

großen Meister die neuen Künstler

hervor (und somit malten Künstler

wie Taddeo Gaddi weiter, wie es sie

Giotto gelehrt hatte) und auch heute

gibt es keine andere Möglichkeit ein

Kunsthandwerk zu lernen als einem

Meister der Kunst bei seiner Arbeit

zuzusehen. 

Die großen Schulen der Mathema-

tik des letzten Jahrhunderts waren

unglaublich erfolgreich und schier

unüberwindliche Schwierigkeiten

wurden von Virtuosen der mathe-

matischen Kunst gemeistert.

Um jedoch die für die Zukunft wich-

 tigen Probleme zu individuieren,

muss eine ausführliche Diskussion

darüber, was wir in der Mathematik

für wichtig erachten, stattfinden.

So schreibt Sir Michael Atiyah in

seinem Aufsatz „Mathematics: art

and science“:

„We all know what we like in music,
painting or poetry, but it is much

harder to explain why we like it. The
same is true in mathematics, which
is, in part, an art form. We can iden-
tify a long list of desirable qualities:
beauty, elegance, importance, ori-
ginality, usefulness, depth, breadth,
brevity, simplicity, clarity. However
a single work can hardly embody
them all; in fact some are mutually
incompatible........
Since mathematics is partly art and
partly science (corresponding
roughly to the traditional pure/ap-
plied distinction)........
In fact, I glory  the diversity of ma-
thematics....this is what makes it
live....
A great cathedral has both structu-
ral impressiveness and delicate de-
tail. A great mathematical theory
should similarly be beautiful on
both large and small scales. „
Klar ist: die Mathematik braucht

große Architekten, die die Kon-

struktion von enormen Gebäuden

konzipieren, aber für die Realisie-

rung von solchen Projekten braucht

man eine Menge an Wissenschaft-

lern, die die Fülle an Forschungs-

arbeit bewältigen, welche nötig ist,

um das Gebäude mit Leben zu fül-

len.

Wie jedoch die Architekten vergan-

gener Zeiten ihre Mäzene benötig-

ten, so brauchen heute die führen-

den Forscher die Unterstützung

ihrer politischen Gesprächspartner.

Diesen gegenüber kann sich die Ma-

thematik und die Wissenschaft zu

Recht rühmen, in entscheidender

Weise zur Steigerung des Lebens-

standards beigetragen zu haben.

Dabei handelt es sich nicht nur um

die direkte Anwendung der Mathe-

matik (man denke an die Entwick-

lung der Informatik, geboren wie

Minerva aus den Köpfen von Turing

und von Neumann, man denke an

die CDs, die Abhängigkeit unserer

Sicherheit von Ver- und Entschlüs-

selungssystemen...), sondern man

kann auch mit René Thom behaup-

ten, dass sich der Fortschritt ver-

schiedener wissenschaftlicher Dis-

zi plinen an deren „Grad an Mathe-

matisierung“ messen lässt.
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Weitere Fraktale
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Dies jedoch reicht nicht aus, wenn

man nicht wie Borel die Notwen-

digkeit der Freiheit der wissen-

schaftlichen Gemeinschaft, ihre

Prioritäten (selbstverständlich nach

ausführlicher Diskussion) selbst zu

setzen, geltend macht.

Man kommt diesbezüglich nicht

umhin, an die folgenden Entwick-

lungen zu erinnern:

1) Die Theorie der Kegelschnitte,

entwickelt von Apollonius in der

hellenistischen Periode, ist eine

der großen geometrischen Theo-

rien der Antike, aber die erste

sehr wichtige Anwendung dieser

Theorie fand erst um 1600 statt,

als Kepler, einer der Experten der

Geometrie, die Planetenmessun-

gen von Tycho Brache studierte

und ihm auffiel, dass die Bahnen

der Planeten keine Kreise waren,

wie die Aristotelische Physik be-

hauptete. Aufgrund seiner Kennt-

nis der Geometrie machte er die

äußerst wichtige Entdeckung,

dass die Planetenbahnen in der

Tat Ellipsen sind. Somit entstan-

den aus der Theorie der Kegel-

schnitte mehr als 1400 Jahre spä-

ter die drei Keplerschen Gesetze,

nämlich:

a) die Planeten bewegen sich in

Ellipsen und die Sonne ist einer

der beiden Brennpunkte;

b) in gleichen Zeiten überstreicht

der Fahrstrahl gleiche Flächen;

c) die Quadrate der Umlaufzeiten

zweier Planeten verhalten sich

wie Kuben der großen Halb -

achsen.

2) Ebenso führte die Theorie der

„intrinsischen“ Krümmung einer

Fläche (welche von Gauß selbst

als sein „theorema egregium“ be-

zeichnet wurde), weiterentwik-

kelt dann von Riemann, Levi Ci-

vita und vielen anderen, viele

Dekaden später zu Einsteins all-

gemeiner Relativitätstheorie.

Min kowski hatte den tiefen Zu-

sammenhang zwischen der neu

entwickelten Geometrie und dem

Verhältnis von Raum und Zeit

hervorgehoben, und Einstein,

nachdem er Hermann Weyls Vor-

lesungen in Zürich besucht hatte,

bemerkte, dass die Beschreibung

der makroskopischen physikali-

schen Welt schon in der Sprache

der Geometrie niedergeschrieben

war. 

3) Die Zahlentheorie, schon von

Gauß als Königin der Mathema-

tik bezeichnet, war bis zu Hil-

berts und Hardys Epoche, d.h. für

über 150 Jahre, eine Disziplin

ohne irgendwelche Anwendun-

gen. Eine Gebiet von betörender

Schönheit; hat man (laut Kron-

ecker, vgl. Hilbert 1922/23) ein-

mal von ihrem himmlischen Nek-

tar gekostet, wird man nie wieder

andere Nahrung zu sich nehmen.

Noch vor den erstaunlichen Re-

sultaten von Serre, Frey und

Wiles, die zur Lösung der ca. 350

Jahre offenen Fermatschen Ver-

mutung führten, stellte sich her-

aus, dass die vermeintliche An-

wendungslosigkeit der Zahlen-

theorie eine unglaubliche Fehl-

einschätzung war: heutzutage

sind Entdeckungen der Zahlen-

theorie zum Beispiel von größ-

tem Interesse für die Geheim-

dienste aller größeren Nationen.

4) Dasselbe gilt für die abstrakte

Logik: vom Paradoxon vom Lüg-

ner (Wenn jemand sagt: „Ich sage

in diesem Moment eine Lüge“,

lügt er oder sagt er die Wahrheit?)

ist man bei der Diskussion der

syntaktischen Systeme und beim

Lambda Kalkül angekommen,

welche heutzutage eine zentrale

Rolle in der theoretischen Infor-

matik spielen. 

Ich beschränke mich hier auf diese

ausgewählten Beispiele: Tatsache

ist, dass das Gebäude, welches im

Eisberg der Mathematik verborgen

ist, äußerst komplex ist, und sich,

wie Atiyah bemerkt, viele verschie-

dene gleich wichtige Aktivitäten

darin abspielen.

Wie zum Beispiel die Welt des

Films, so hat auch die Mathematik

ihre eigene prägnante und präzise

Sprache.  Die Klarheit spielt eine

zentrale Rolle, und die Schönheit

und Eleganz der Aussagen sind das

Lackmuspapier ihrer Gültigkeit.

Auch in der modernen Kunst spielt

die Untersuchung von Form und

Sprache eine wichtige Rolle. 

In der Mathematik jedoch ist diese

Sprache ein Hilfsmittel, um indivi-

duelle Erkenntnis zum Wissen

„aller“, zu kollektivem Wissen zu

machen. Wenn wir die Metapher des

„Eisbergs“ umdrehen, so können

wir uns die Mathematik als riesigen

Turm vorstellen, der immer weiter

wächst, und wir möchten natürlich

vermeiden, dass er zu einem Baby-

lonischen Turm wird. Zunächst gibt

es das Problem, dass wir heute mit

Publikationen und wissenschaftli-

chen Entdeckungen überschwemmt

werden (ein ähnliches Phänomen

wie die „akustische Verunreini-

gung“ in Großstädten), was in der

Mathematik ansatzweise durch

einen ausgeklügelten Begutach-

tungsprozess aufgefangen wird.

D.h. jede Arbeit, die in einer ma-

thematischen Zeitschrift erscheinen

soll, wird vorher von einem Vertre-

ter des Fachgebiets auf Richtigkeit

und Relevanz geprüft. 

Natürlich beschränkt sich diese Pro-

blematik nicht auf die Mathematik,

man vergleiche hierzu W. Benjamin,

„Das Kunstwerk im Zeitalter seiner

technischen Reproduzierbarkeit“,

und in der Mathematik ist es si-

cherlich möglich, eine Collage aus

schon bekannten Fragmenten als

wissenschaftlichen Artikel zu ver-

öffentlichen.

Ein weiteres Problem, welches in

der objektiven Zunahme der Dinge

liegt, die ein Mathematiker wissen

muss, um auf dem aktuellen For-

schungsstand zu sein, wird durch

die kontinuierliche Neuausarbeitung

und Vereinfachung bekannter Theo-

rien aufgefangen.

Hierbei spielen die Universitäten

eine Schlüsselrolle, da dort Wissen

geschaffen und vermittelt wird. Der
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Unterschied zwischen einer Spezi-

alvorlesung und einem Forschungs-

seminar besteht meiner Meinung

nach einzig darin, dass in ersterer

sehr viel mehr Zeit da ist, die Inhalte

zu erklären. Es ist allerdings auch

wahr, dass in einer Vorlesung die

Chronologie der wissenschaftlichen

Entwicklungen genau umgedreht

wird: hat man einen Spezialfall ver-

standen, so ist es meist leicht, den

Sachverhalt zu verallgemeinern, die

Studenten hingegen erfahren zu-

nächst das Ergebnis in möglichst

großer Allgemeinheit und eventuell

wird danach das Resultat in Spezi-

alfällen diskutiert. In der Tat fragt

man sich dabei, ob hier beim  Do-

zenten nicht im Vordergrund steht,

die Studenten zu erstaunen, statt

ihnen den Weg zur Erkenntnis auf-

zuzeigen. 

In der Mathematik (und hier schlie-

ße ich mich Hilbert an) sind die

Dinge einfach, und es ist meist un-

sere Unkenntnis oder Dummheit,

die sie kompliziert erscheinen las-

sen.

Es passiert häufig, dass wir beim

Versuch anderen etwas zu erklären

– und dabei nach größtmöglicher

Einfachheit streben – Verbindungen

zwischen scheinbar völlig verschie-

denen Fachgebiete entdecken. Dies

führt immer wieder zu kritischem

Überdenken, was und wie in der

Mathematik gelehrt werden soll.

Was muss jeder Student wissen?

Auf welche Theorien kann kein Ma-

thematiker verzichten? Die Antwort

auf diese Fragen ist sicherlich sub-

jektiv und es passiert immer wieder,

dass wichtige Theorien, wie zum

Beispiel die oben erwähnten Kegel-

schnitte zunächst zu Übungsaufga-

ben degradiert werden und schließ-

lich vergessen werden. Manchmal

jedoch werden Theorien vergessen,

um dann wiederentdeckt zu werden:

z.B. gab es in einem IBM For-

schungsinstitut einige Forschungs-

probleme, welche schon lange ge-

löst waren und den Weg über

Übungsaufgaben „für den interes-

sierten Studenten“ ins Vergessen ge-

nommen hatten.

Unzweifelhaft ist jedoch die Ent-

scheidung über die Richtung, wel-

che die Mathematik einschlagen

soll, unser größtes Problem. Hierbei

spielt natürlich die sogenannte Elite

eine zentrale Rolle, was auch immer

man darunter verstehen mag, die na-

tionalen Akademien, oder Institute

und Universitäten von historischem

Prestige (wie zum Beispiel Harvard

oder Princeton in den USA, die

Scuola Normale Superiore in Italien

oder die Ecole Normale in Frank-

reich....) oder die selbstdeklarierten

elitären Gruppen, wie zum Beispiel

das Seminaire Bourbaki in Frank-

reich.

Funktioniert die Mathematik besser

als Oligarchie oder als Demokratie? 

Ich erinnere mich, dass einer mei-

ner akademischen Lehrer, Aldo An-

dreotti, den Moment fürchtete, in

dem die Richtigkeit eines mathe-

matischen Satzes durch Handheben

entschieden werden würde.

Andererseits habe ich den Eindruck,

dass sich die mathematische Welt,

trotz ihres apparenten Respekts für

die durch wissenschaftlichen Wert

festgelegte Hierarchie, weniger feu-

dalistisch werden muss. Heutzutage

brauchen wir ausführliche und weit-

sichtige Diskussionen und gering ist

die Zahl der Geister, die eine aus-

reichend globale Vorstellung des

mathematischen Firmaments haben.

Jeder Demokratisierungsprozess ist

andererseits eng verknüpft mit dem

Thema der „wissenschaftlichen Mo-

ralität“. Damit meine ich nicht nur

die intellektuelle Ehrlichkeit bei der

Beurteilung der Wichtigkeit ver-

schiedener Forschungsgebiete, son-

dern auch, um es in der Sprache des

Sports zu sagen, das „fair play“ im

Konkurrenzkampf und die absolu-

te Unparteilichkeit in den Begut-

achtungsprozessen.

Diese Thematik stand kürzlich im

Zentrum der Aufmerksamkeit, da

sie von Grigori Perelmann als

Grund für seine Ablehnung der

Fields Medaille gegeben wurde, die

ihm für den Beweis der dreidimen-

sionalen  Poincaré Vermutung an-

geboten worden war.

Figur 7: 
Die Quintik 
mit 31 Knoten, 
entdeckt von 
Eugenio Togliatti 
um 1940
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Fußball begeistert, da er die künst-

lerische Virtuosität mit der unbe-

wussten (bewussten?) Gemein-

schaftlichkeit eines Stammeskriegs

vereint: und in der Tat gleicht der

Gewinner mehr dem schlauen

Odysseus als dem apollinischen

Achilles.

Auch die mathematische Gesell-

schaft ist in gewisser Weise home-

risch: die Helden fordern sich zum

Zweikampf heraus und das vor

einem aufmerksamen Publikum,

welches den Erfolg einer neuen

Theorie bestätigt oder verwirft. Ex-

emplarisch für diese Sichtweise ist

die Geschichte der Mathematik von

E.T. Bell und in gewisser Weise das

dem Leben und Werk des Mathe-

matikers John Nash Jr. gewidmete

Buch von Sylvia Nasar, „A beauti-

ful mind“. 

Kurz und gut, in der rationalsten

aller Wissenschaften trifft Rationa-

lität auf mindestens gleich starke Ir-

rationalität. Diese Irrationalität ist

durchaus verständlich, im Grunde

schafft die Mathematik mit ihren

verschlüsselten Herausforderungen,

ihren „Millennium Problems“ der

Clay Foundation, ja viel früher mit

ihren „Problem Solving“ Wettbe-

werben und Mathematikolympiaden

eine Atmosphäre sportlichen Wett-

kampfs, der den persönlichen Ein-

satz jenseits aller Grenzen stimu-

liert: und somit gewinnt die Aner-

kennung seiner Forschungsergeb-

nisse für den einzelnen Mathemati-

ker, der sich an immer schwierige-

ren Problemen – ähnlich dem

Bergsteiger, der alles riskiert, um

immer höhere Gipfel zu bezwingen

– versucht, eine immense Bedeu-

tung.

André Weil war der Meinung, dass

das einzig Wichtige der allgemeine

Fortschritt der Mathematik sei. Die

Anerkennung der einzelnen Beiträ-

ge sei weniger wichtig, höchstens

von historischer Bedeutung oder

besser ein Teil der Chronik der Dis-

ziplin.

Ein einleuchtendes Beispiel dafür ist

der Beweis des Uniformisierungs-

satzes für Riemannsche Flächen, um

welchen ein frenetischer über 30

Jahre andauernder Zweikampf zwi-

schen Klein und Poincaré tobte.

Letztendlich musste Klein, der Kö -

nig der Mathematik im ausgehenden

neunzehnten Jahrhundert, Poincaré

das Zepter überlassen, und konnte

den Wettstreit nur mit der Hilfe von

Hilbert weiterführen. Der Unifor-

misierungssatz, heute bekannt als

Satz von Koebe (und Poincaré),

letztendlich 1904 bewiesen, hat eine

konzeptionelle Klärung stimuliert,

deren Ausführung bis 1963 dauerte,

als Ahlfors einen relativ leicht nach-

vollziehbaren Beweis lieferte. Im

Rahmen dieser Entwicklung kamen

neue Gesichtspunkte ans Licht 

(entdeckt von Hamilton), welche

schließlich einen Beweis der Poin-

caréschen Vermutung in Dimension

größer als zwei ermöglicht haben.

Wie gesagt, für Weil unterscheidet

sich ein Kulturgut von einer agoni-

stischen sportlichen Aktivität durch

die Tatsache, dass das Ergebnis

wichtiger ist als der individuelle

Einsatz. Es ist sicher müßig zu be-

merken, dass diese Einstellung

durchaus auf massive Kritik stößt,

z.B. wurde er aufs heftigste kritisiert

von Serge Lang, einem der vehe-

mentesten Verfechter der Notwen-

digkeit, mathematische Ergebnisse

aufs sorgfältigste und in glasklarer

Weise ihren Entdeckern zuzuord-

nen. Lang kämpfte immer gegen

den „Konformismus des allgemei-

nen Mathematikers“, welchen auch

Perelman kritisiert.

In gewisser Weise hat jedoch Weil

recht: wenn wir Fußballfans sind, so

ist uns wichtiger, dass der Fußball

weiterlebt, als eine gerechte Ent-

scheidung, ob Pelé oder Maradona

der größte Fußballspieler aller Zei-

ten ist.

Doch auch mein Kollege Procesi hat

recht, wenn er sagt, dass die Welt

des Fußballs vernünftiger ist als die

Welt der Mathematik, denn niemand

hat jemals auch nur im Traum daran

gedacht, dass Diego Maradona in

vernünftiger Weise die napoletani-

sche Fußballvereinigung verwalten

könne.

Dennoch bleibt die Frage (und das

sowohl im Fußball wie auch in der

Mathematik), ob eine Expansions-

politik von einem Präsidenten be-

trieben werden kann, der noch nie

in seinem Leben Fußball gespielt

hat, oder besser von einem ehema-

ligen Spitzenspieler, der zuminde-

stens genau weiß was Fußball auf

hohem Niveau ist und zukünftige

Starfußballer früh erkennen kann.

Wer sind die heutigen Politiker, die

über die zukünftige wissenschaftli-

che Entwicklung entscheiden? Und

warum sollten sie sich für eine Wei-

terentwicklung und nicht für Re-

duktionen oder Kürzungen ent-

scheiden?

Dennoch beginnen einige meiner

Freunde und Kollegen auf positive

Entwicklungen zu hoffen. Sie erin-

nern sich daran, dass Sputnik, die

Rand Corporation und der Wettlauf

um die stellare und militärische Vor-

rangstellung eine entscheidende

Rolle für die rasante wissenschaft-

liche Entwicklung der 50iger, 60iger

und 70iger Jahre gespielt haben, und

sie sind der Meinung, dass die tech-

nologische Herausforderung von

aufstrebenden Ländern wie China

und Indien eine Kehrtwende der eu-

ropäischen und westlichen Politik

bezüglich Investitionen in die wis-

senschaftliche Weiterentwicklung

herbeiführen muss.

Heutzutage fehlen sogar in Frank-

reich Persönlichkeiten wie Borel,

Painlevé und Poincaré, herausra-

gende Mathematiker, die großen

Einfluss auf die allgemeine Lan-

despolitik hatten. Dennoch wollen

wir optimistisch sein.

Aber auf welcher Grundlage?

Schwierig zu sagen, einerseits könn-

te ich den „Optimismus des Wil-

lens“ von Gramsci zitieren, aber an-

dererseits muss ich an erste Stelle

das wachsende Bewusstsein der ma-

thematischen Gesellschaft über die

Wichtigkeit der Beziehungen zwi-

schen Politikern und denen, die an

der Schaffung und Verwendung von

Wissen beteiligt sind, setzen.



391/08 spektrum

ALGEBRAISCHE GEOMETRIE

In diesem Moment konzentriert sich

die Aufmerksamkeit auf das Pro-

blem der wissenschaftlichen Veröf-

fentlichungen, die heutzutage ganz

allein vom Mathematiker produziert

wird, aber ihm dennoch entzogen

wird, da er das Copyright abgeben

muss und aufgrund von mangelnden

Mitteln die jeweiligen Zeitschriften

nicht mehr in den Bibliotheken der

Universitäten vorhanden sind.

Eine politische Antwort wäre die

„low cost“ Publikation und das Fest-

halten des Autors am Copyright

(eine Problematik mit der sich in

Deutschland schon die Deutsche

Forschungs Gemeinschaft, die Max

Planck Gesellschaft und die Alex-

ander von Humboldt Stiftung aus-

einandergesetzt haben).

Gleichermaßen darf man die im-

mense Wichtigkeit der wissenschaf -

lichen Zusammenarbeit, die sich

wie ein Ölteppich verbreitet hat und

den Mathematiker heute zu einem

Weltbürger macht, nicht unterschät-

zen. 

Zum Abschluss möchte ich noch

herausstreichen, dass derartige Kol-

laborationen nicht nur ein „busi-

ness“ sind, welches durch Zusam-

menspiel verschiedener Erfahrun-

gen und Expertisen zu weitreichen-

den und tiefen Ergebnissen führt

(durch sogenannte „cross-fertiliza-

tion“), sondern aus der mathemati-

schen Diskussion (fast von sokrati-

schem Typ) intensive und lang -

dauernde (und nicht nur wissen-

schaftliche) Freundschaften entste-

hen. Hierbei denke ich im beson-

deren an das wissenschaftliche

Werk von David Hilbert und seine

lebenslange Freundschaft mit Her-

mann Minkowski und Adolf Hur-

witz. Diese Freundschaft, geboren

in Königsberg (als zwei der drei

Mathematiker noch keine zwanzig

Jahre alt waren) hat sie in intensiver

Forschungsarbeit an den wichtigsten

Entwicklungen der Mathematik für

ihr ganzes Leben vereint. Solange

alle drei Freunde am Leben waren,

war Hilberts Kreativität am größten,

und hat ihn zu einem globalen Op-

timisten werden lassen, eine Ein-

stellung, die man meiner Meinung

nach noch teilen muss. 

Und somit möchte ich mit einem

Zitat von David Hilbert enden, mit

dem er seine berühmte Königsber-

ger Rede beendete:

„Wir müssen wissen, 
wir werden wissen!“

Mit Sicherheit sind auch wir alle

diesem hehren Ziel verpflichtet.   �

Literatur

Michael Atiyah, Mathematics: art and science, Bulletin of the American

Mathematical Society, vol. 43, No.1 (2005), pp. 87-88.

Walter Benjamin, Das Kunstwerk im Zeitalter seiner technischen
Reproduzierbarkeit, Zeitschrift für Sozialforschung (1936).

Armand Borel, On the Place of Mathematics in Culture, in 'Duration and Change.

Fifty years at Oberwolfach, M.Artin, H. Kraft, R. Remmert, editors. Springer Verlag

(1994), pp. 139-158.

Jeremy Gray, On the history of the Riemann mapping theorem, Rendiconti del

Circolo Mat. di Palermo Serie II, Suppl. 34 (1994), pp. 47-94.

David Hilbert, Wissen und mathematisches Denken, Vorlesung Wintersemester

1922/23, ausgearbeitet von W. Ackermann, Mathematisches Institut Göttingen

(1988).

John Kingman, EMS President, Editorial: An Ocean of Mathematics,

European Mathematical Society Newsletter, (March 2003), p. 3.

Domenico Luminati, Italo Tamanini, MATEtrentino percorsi matematici a Trento e
dintorni, Springer Italia (2006).

J. McKinsey, Introduction to the Theory of Games, the RAND Series

1

McGraw Hill, New York, Toronto, London (1952).

Dan Pedoe, The gentle art of mathematics,

Dover (1973), reprint  of the 1959 Macmillan Edition.

Hans Otto Peitgen, Peter H. Richter, The beauty of fractals, Springer Verlag (1986).

1) Die RAND Corporation, „a non profit organization, chartered to further and promote scientific, educational, and charitable
purposes, all for the public welfare and security of the United States of America“, publizierte in dieser Serie verschiedene 
Bücher, unter anderem mit den Titeln „The operational code of the Politburo“, „Air war and emotional stress: psychological
studies of bombing and civilian defense“, „Soviet attitudes towards authority“, “A study of Bolshevik Strategy and Tactics“,...

[                  ]

Anmerkung:

Es gibt viele weitere Themen, die

ich behandeln hätte wollen, doch,

um es mit Kundera zu sagen, dieses

Mal wollte ich die „Leichtigkeit“

obenan stellen. Die folgende kurze

Literaturliste gibt Anregungen auch

in andere Richtungen.

Schließlich möchte ich Stefan En-

drass, John Hubbard, Oliver Labs,

Hans Otto Peitgen und Springer Ita-

lia für die Erlaubnis ihre Bilder zu

veröffentlichen danken.
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Einleitung

Die Vielfalt der Natur beruht ins-

besondere auf der Unzahl kombina-

torischer Möglichkeiten, aus etwa

hundert verschiedenen Atomen Mo-

leküle zu bilden. Diese werden in 

erster Linie durch ihre chemische
Formel beschrieben, Wasser zum

Beispiel durch H

2

O. 

Es gibt eine große Fülle solcher For-

meln, aber deren Vielzahl erklärt

noch längst nicht alles, denn den

meisten dieser Formeln entspricht

eine große Anzahl von verschiede-
nen Substanzen, die zwar dieselbe

Formel, aber verschiedene Eigen-

schaften haben (wie etwa verschie-

dene Siedepunkte, unterschiedliche

pharmazeutische Eigenschaften etc.).

Dieser Unterschied beruht sehr oft

auf verschiedenen Bindungen, d.h.

Wechselwirkungen zwischen den

Atomen, die das Molekül bilden.

Ein einfaches Beispiel ist das be-

kannte Benzol mit der Formel C

6

H

6

.

Tatsächlich gibt es 217 Moleküle

dieser Formel, wenn man all die

verschiedenen kombinatorischen

Möglichkeiten zählt, mit denen sich

sechs Kohlenstoffatome mit sechs

Wasserstoffatomen binden können,

wobei der Kohlenstoff als vierwer-

tig, der Wasserstoff als einwertig an-

genommen wird. Der berühmte

Sechsring, den Kekulé entdeckt hat,

ist also nur eine von sehr vielen
Möglichkeiten, eines von 217 Bin-
dungsisomeren. 

Weitere Unterschiede können in der

geometrischen Gestalt liegen, was

sich beispielsweise in unterschied-

lichem Drehverhalten polarisierten

Lichts äußern kann. Zum Beispiel

können sich zwei Moleküle durch

eine Spiegelung unterscheiden, so

wie die linke Hand sich von der

rechten Hand vor allem durch Spie-

gelbildlichkeit unterscheidet. Diese

geometrischen Unterschiede sollen

hier aber außer Betracht bleiben.

Neben diesem Sachverhalt selbst ist

auch die Geschichte seiner Entdek-

kung (vgl. von Lippmann 1909) von

großem Interesse. Und hier, bei dem

gerade beschriebenen Phänomen

der chemischen Isomerie, kommt

für uns folgendes hinzu:

- Einmal lässt sich der Beginn die-

ser Entwicklung gut verfolgen,

und er führt zudem erstaunlich

weit zurück, nämlich fast 200

Jahre. Hinzukommt, dass am An-

fang eine Vermutung steht, die

man bei dem, der sie formulierte

vielleicht nicht vermutet.

- Zum andern sind aus diesem Pro-

blem der Chemie zwei wichtige

mathematische Theorien entstan-

den, die sich als außerordentlich

fruchtbar erwiesen haben, sowohl

für die Theorie, als auch für ihre

Anwendungen. Es sind dies die

Graphentheorie (die allerdings

auch noch andere Quellen hat: das

Königsberger Brückenproblem

zum Beispiel, auch die Beschrei-

bung elektrischer Schaltkreise)

und die kombinatorische Abzäh-
lungstheorie.

- Des weiteren besitzt dieses Pro-

blem besondere Aktualität, weil

jetzt erst die technischen Mög -

lichkeiten zur Verfügung stehen,

diesem Phänomen mit Hilfe er-

schwing licher und effizienter

Com puter zu Leibe zu rücken, das

heißt, in weiten Bereichen die Ge-

samtheit der chemischen Formeln

und die diesen entsprechenden Iso-

mere sämtlich zu ermitteln und

Chemikern für die Forschung oder

auch Schülern und Studenten im

Unterricht vorzuführen!

Historisches

In einem am zwanzigsten Dezem-

ber 1796 in Bayreuth geschriebenen

Brief (siehe Bruhns 1872) teilt Alex-

ander von Humboldt dem Botaniker

und Mediziner K. L. Willdenow fol-

gendes mit:

„..., so habe ich doch den Sommer

viel zu Stande gebracht. Mein

großes physikalisches Werk über

den Muskelreiz und chemischen

Prozeß des Lebens ist fast voll-

endet. Es enthält an 4000 Versu-

che und auch viel über Pflanzen-

physiologie.“

Das hiermit angekündigte Buch er-

schien 1797 in Leipzig. Auf Seite 128

von Band I dieses Werks steht der fol-

gende Satz, der damals in seiner vol-

len Tragweite für die Wissenschaft

wohl kaum erkannt worden ist: 

„Drei Körper a, b und c können

aus gleichen Quantitäten Sauer-

stoff,Wasserstoff, Kohlenstoff,

Stickstoff und Metall zusammen-

gesetzt und in ihrer Natur doch

unendlich verschieden seyn.“

Diese Vermutung von Humboldts

über die Ursache der Vielfalt der

Natur (auf molekularer Ebene)

wurde ein Vierteljahrhundert spä-

ter – nach Entwicklung der entspre-

chenden analytischen Methoden –

durch J. von Liebig, J. L. Gay–Lus-

sac und F. Wöhler bestätigt. Hier ein

entsprechendes Zitat aus einer Fuß-

note von Gay–Lussac zu einer Ar-

beit von Wöhler: 

Alexander von Humboldt,
die Vielfalt der Natur,  

Prof. Dr.
Adalbert Kerber
und Prof. Dr.
Reinhard Laue
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Adalbert Kerber, Reinhard Laue

„... comme ces deux acides sont

très différents, il faudrait pour ex-

pliquer leur différence admettre

entre leurs éléments un mode de

combinaison différent. C’est un

objet qui appelle un nouveau ex-

amen.“

Es brauchte aber einige Zeit, bis

diese Tatsache als allgemeines Phä-

nomen anerkannt wurde. J. J. Ber-

zelius gab ihm (etwa 1830) den

Namen Isomerie. Chemiker ver-

suchten dann, die Ursache dieses

Phänomens mit Hilfe von Skizzen

von Molekülen herauszufinden.

Drei Versuche, das Molekül des Al-

kohols C

2

H

5

OH zu beschreiben,

mögen dies illustrieren: Die erste

der drei Skizzen stammt von Cou-

per:

Hier ist Loschmidts Vorstellung von

diesem Molekül:

Und schließlich sei noch Kekulés

Skizze angegeben:

Der Durchbruch zur Lösung diese

Problems gelang dann Alexander

Crum Brown, der eine Variante von

Loschmidts Methode benutzte,

indem er die Kreise, die die ver-

schiedenen Atome repräsentieren,

auseinanderzog, und diejenigen

durch Kanten verband, die er als ir-

gendwie verbunden annahm. Hier

sind seine Skizzen für Moleküle des

Alkohols C

3

H

7

OH:

und

Diese Methode zur Skizzierung von

Molekülen hat sich bis heute erhal-

ten, denn sie ist in der Lage, die

Vielfalt der Moleküle – und damit

auch die Vielfalt der Natur – durch

die große Anzahl kombinatorischer

Möglichkeiten zu erklären, den

durch die chemische Formel ange-

gebenen Satz von Atomen gemäß

den Valenzen dieser Atome auf ver-

schiedene Weisen zu verbinden. So

gibt es – wie bereits erwähnt – zum

Beispiel zur Formel C

6

H

6

des Ben-

zols 217 Möglichkeiten, sechs Koh-

lenstoffatome C (mit Valenz 4) mit

sechs Wasserstoffatomen H (der Va-

lenz 1) zu verbinden. Von diesen

217 Isomeren sind bisher etwa fünf-

zig verschiedene wirklich herge-

stellt worden. Einige der 217 Iso-

mere sind abgebildet:

Für die Formel C

8

O

2

H

16

gibt es be-

reits 13190 Bindungsisomere! Dies

ist natürlich eine unüberschaubare

Anzahl von Graphen, es gilt des-

halb, nur solche zu konstruieren, die

gewissen Zusatzbedingungen genü-

gen. So gibt es beispielsweise zur

Formel C

3

H

8

O drei Bindungsiso-

mere, aber nur in den beiden oben

aufgeführten handelt es sich um Al-

kohole, bei denen ja das Sauerstoff-

atom an ein Wasserstoffatom ge-

bunden sein muss. 
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Die entsprechenden mathemati-

schen Probleme der Bestimmung all

dieser sogenannten Bindungsisome-
re zu vorgegebener chemischer For-

mel führten im 19. Jahrhundert zur

Entwicklung zweier hilfreicher ma-

thematischer Theorien, der Gra-
phentheorie und der kombinatori-
schen Abzählungstheorie (vgl. etwa

Biggs et al. 1977). 

Graphen dienen unter anderem der

Skizzierung von Wechselwirkungen,

also zum Beispiel auch der Be-

schreibung von Mengen von Ato-

men, die teilweise wechselwirken,

etwa in einem Molekül. Die Gra-

phentheorie wird auf diese Weise

die beiden oben angegebenen Be-

schreibungen der Isomere des Al-

kohols C

3

H

7

OH durch die folgen-

den beiden Graphen ersetzen:

und

Der Name Graph für diese Art von

Inzidenzstruktur stammt übrigens

von J. J. Sylvester, nämlich aus des-

sen Arbeit „Chemistry and Algebra“

von 1877. Die kombinatorische Ab-
zählungstheorie befaßt sich danach

mit dem Problem, diese Graphen,

die zu dem angegebenen Molekül,

genauer: zu dessen Summenformel,

gehören, abzuzählen, wenn möglich

gar zu konstruieren, siehe Kerber

1991. 1937 hat G. Pólya diesem Pro-

blem die geeignete algebraische
Formulierung gegeben, wonach

Graphen als Bahnen symmetrischer

Gruppen betrachtet werden und mit

Hilfe entsprechender algebraischer

Mittel abgezählt und sogar konstru-

iert werden können. Doch erst jetzt,

mit der Entwicklung preiswerter und

sehr leistungsfähiger Computer (das

sind nämlich algebraische Maschi-
nen), ist die Möglichkeit vorhanden,

diese Theorie durch die Praxis einer

effizienten Konstruktion dieser Mo-

leküle zum Ziel hinzuführen.

Am Lehrstuhl II für Mathematik der

Universität Bayreuth wurden deshalb

DFG- und BMBF-Projekte zur Ent-

wicklung von Algorithmen zur Kon-

struktion molekularer Strukturfor-

meln und deren Implementierung

durchgeführt. In enger Zusammenar-

beit zwischen Mathematik, Informa-

tik und Chemie ist dabei das Pro-

grammsystem MOLGEN entstan-

den, das diese Vielfalt zu konstruie-

ren erlaubt, unter Beachtung von

durch die Realität vorgeschriebenen

Nebenbedingungen. Zu vorgegebe-

ner chemischer Formel erhält man,

soweit die aktuelle Computertechno-

logie dies zulässt, alle Bindungsiso-

mere, und jedes genau einmal. MOL-

GEN ergibt beispielsweise für die

Formel C

8

O

2

H

16

die oben erwähnten

13190 Bindungsisomere. Verlangt

man zusätzlich eine Substruktur der

Form CO
2

H, so ergeben sich 39 Bin-

dungsisomere, also ge nau 39 Bin-

dungsisomere dieser Formel gehören

zur Substanzklasse der Säuren.

Die mathematischen Methoden ent-

stammen der Algebra (gruppentheo -

retische Hilfsmittel werden intensiv

eingesetzt) und der Kombi natorik,

die Informatik ist für die Effizienz

und für die benutzten Datenstruktu-

ren zuständig.

Die wichtigsten Anwendungen die-

ses Programms und seiner Erweite-

rungen sind in der chemischen

Strukturaufklärung und in der kom-

binatorischen Chemie zu finden. So

erlaubt MOLGEN-MS die Analyse

von Massenspektren und deren Ab-

gleich mit dem generierten vollstän-

digen Katalog von Bindungsisome-

ren um herauszufinden, zu welcher

Struktur das gegebene Spek trum ge-

hört. MOLGEN-QSPR erlaubt die

Generierung molekularer Bibliothe-

ken und deren Untersuchung mit

Hilfe von ca. 700 molekularen De-

skriptoren. Ziel ist dabei die Vorbe-

reitung und Optimierung kombina-

torischer Experimente im Vorhinein

und der sparsamen Untersuchung im

Nachhinein, auf der Suche nach che-

mischen Substanzen mit erwünsch-

ten Eigenschaften.

Der nächste Schritt ist die Berech-

nung dreidimensionaler Realisie-

rungen und der Stereoisomere, die

zu Bindungsisomeren gehören. Zu

den 217 Bindungsisomeren des

Ben zols gibt es beispielsweise ca.

1000 Stereoisomere, d.h. wesentlich

verschiedene Platzierungen im

Raum. Hier gab es kürzlich wesent-

liche Fortschritte mit Hilfe der Kon-

struktion orientierter Matroide, sie -

he Gugisch 2005. Als Beispiele hier

je zwei  Stereoisomere von zwei

Bindungsisomeren von C

6

H

6

.:

Alexander von Humboldt, die Vielfalt der Natur, Mathematik und Informatik
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Neben diesen für die chemische

Forschung konzipierten Programm-

paketen (die weltweit zu den effi-

zientesten zwei Generatoren gehö-

ren), wurden in enger Zusammen-

arbeit mit der Didaktik der Chemie

Programme für den Chemieunter-

richt an Schulen MOLIS, und für

das Chemiestudium UNIMOLIS

entwickelt, die online zur Verfügung

gestellt werden.

Die Vielfalt der �atur

Will man sich mit Hilfe von MOL-

GEN einen Überblick über die

große Vielfalt möglicher chemischer

Moleküle verschaffen, dann wird

man vor den Generator ein Pro-

gramm setzen, das alle chemischen

Formeln ermittelt, also alle Folgen

von Valenzen, zu denen es einen zu-

sammenhängenden Multigraphen

mit vorgegebenen Valenzen gibt.

Beschränkt man sich beispielswei-

se auf Atome mit maximaler Valenz

4, so erhält man – selbst wenn man

nicht einmal verschiedene Atome

einer vorgegebenen Valenz zulässt –

die folgende Tabelle von Anzahlen

von zusammenhängenden Multi-

graphen mit gegebener Valenzen-

folge), die das rasante Ansteigen der

Vielfalt augenfällig demonstriert:

Bedenkt man jetzt, dass es Molekü-

le mit Hunderten von Atomen gibt,

so wird klar, dass die bisher gemes-

senen und katalogisierten Substan-

zen, deren Anzahl sich im zweistel-

ligen Millionenbereich bewegt, erst

die berühmte „Spitze des Eisbergs“

bilden.

Zusammenfassung

Das beschriebene Isomerieproblem

der Chemie hat sich aus mannigfa-

cher Sicht als sehr interessant her-

ausgestellt:

• Seine Existenz wurde von Alex-

ander von Humboldt behauptet,

als dieser in der Umgebung von

Bayreuth bei der Organisation des

Bergbaus tätig war, das liefert

schon einmal einen lokalen Bezug.

• Darüberhinaus ist die Lösung die-

ses Problems durch Entwicklung

mathematischer Modelle („mole-

cular modeling“) sehr wichtig für

die molekulare Strukturaufklärung

und für die moderne Kombinato-

rische Chemie.

• Die Lösung dieses Problems ist

auf der arithmetischen Ebene (Be-

rechnung der möglichen chemi-

schen Formeln) und auch auf to-

pologischem Niveau (Konstruktion

aller Bindungsisomere zu einer

Summenformel) erfolgreich im-

plementiert worden.

• Eine effiziente Lösung auf der

geometrischen Ebene (Katalogi-

sierung aller Stereoisomere zu vor-

gegebenem Bindungsisomer) ist

eine Herausforderung an zukünf-

tige Forschungen.

Projekte dieser Art erfordern eine

sehr enge Zusammenarbeit von Ma-

thematik und Informatik, wenn sie

zu effizienten Programmsystemen

führen sollen, die dem Stand der

Theorie und der Computerentwick-

lung entsprechen. Mathematik und

Informatik können dann gemeinsam

ihre Fähigkeiten als sanfte Techni-
ken und als preiswerteste Teile der

neuen Technologien unter Beweis

stellen. Die neuerdings fast überall

vorhandenen effizienten Rechner

sind einerseits eine Herausforderung

an die Mathematiker, die Theorie

bis zur Praxis hin voranzutreiben,

andererseits führt Praxisbezug oft

zur Entwicklung neuer Theorien,

das zeigt ganz anschaulich das ge-

rade beschriebene Beispiel der Ent-

stehung von Graphentheorie und

kombinatorischer Abzählungstheo-

rie. Darüberhinaus ist die sehr große

Komplexität solcher Probleme eine

Herausforderung an die Informatik,

den Entwurf effizienter Algorithmen

zu studieren. In einer Kooperation

von Forschern beider Gebiete be-

steht die Möglichkeit, die Theorie

für die Lösung praktischer Proble-

me so zu nutzen, dass ganz neue Be-

reiche zugänglich werden. Zugleich

ergeben sich aus den praktischen

Problemen Anregungen, in welcher

Richtung und auf welche Weise

neue Ergebnisse erzielt werden kön-

nen. Damit bestätigt sich das viel zi-

tierte Motto von Gustav Robert

Kichhoff: „Nichts ist praktischer
als eine gute Theorie“.                �
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Streichholzlegespiele, wie in Abbil-

dung 1 dargestellt, haben die meis -

ten schon einmal gesehen. Hier gilt

es jeweils genau ein Hölzchen so

umzulegen, dass die zwei Glei-

chungen richtig sind. Sie sind ein

netter Zeitvertreib, und junge Schü-

ler können mit ihnen spielerisch

Plus und Minus üben. Aber enthal-

ten Streichholzspiele auch „richti-

ge“ Mathematik?

Bauwerke mit 

vielen Streichhölzern

Legt man mehrere Streichhölzer

Kopf an Kopf, so entsteht ein soge-

nannter Graph. Die Stellen an denen

ein oder mehrere Köpfe zusam-

mentreffen nennen wir Knoten des

Graphens und die Streichhölzer, die

diese Knoten verbinden, nennen wir

Kanten des Graphens.

Legt man solche Streichholzgra-

phen, so stellt sich die Frage, wie

viele Streichhölzer es bei fester Kno-

tenanzahl maximal werden können.

In Abbildung 2 ist als Beispiel ein

Streichholzgraph aus 7 Knoten und

11 Streichhölzern gezeichnet. Es

soll zunächst zugelassen werden,

dass sich die Streichhölzer über-

kreuzen (zwei Kanten dürfen je-

doch höchstens einen gemeinsamen

Punkt besitzen, also z.B. nicht direkt

übereinander liegen).

Mit u (n) bezeichnen wir die maxi-

mal mögliche Kantenanzahl eines

Streichholzgraphen mit n Knoten.

Im Rahmen einer Diplomarbeit sind

folgende Zahlen bestimmt worden:

Am liebsten hätte man natürlich

eine Formel für u (n) (wie z.B.

u (n)=3n), denn dann könnte man

u (n) für alle vernünftigen n sofort

angeben. Leider ist so eine Formel

für den genauen Wert unbekannt.

Immerhin kennt man Formeln für

sogenannte untere und obere

Schranken: Man weiß, dass Zahlen

a und b existieren mit 

Paul Erdös vermutete, dass die un-

tere Schranke die richtige ist und

setzte ein Preisgeld für einen Be-

weis oder eine Widerlegung dieser

Vermutung aus. Leider ist Paul

Erdös 1996 verstorben; das Preis-

geld gibt es aber immer noch zu ge-

winnen.

Färbungszahl der Ebene

Ein weiteres ungelöstes mathemati-

sches Problem ist die sogenannte

Färbungszahl der Ebene. Hierbei ist

eine Färbung der Ebene mit mög-

lichst wenig verschiedenen Farben

gesucht, so dass je zwei Punkte mit

Abstand eins unterschiedlich gefärbt

sind. Etwas schwierig ist bei diesem

Problem, dass die Ebene aus un-

endlich vielen Punkten besteht. 

Um endliche Teilprobleme zu be-

kommen, können wir das Problem

betrachten, die Knoten von Streich-

holzgraphen mit möglichst wenig

Farben so zu färben, dass jedes

Streichholz zweifarbig ist. Der

Leser ist herzlich dazu eingeladen

nachzuprüfen, dass die Moser-Spin-

del aus Abbildung 2 nicht mit drei

Farben gefärbt werden kann. Die

Färbungszahl der Ebene beträgt also

mindestens vier.

Interessanterweise lässt sich auch

jeder andere Streichholzgraph mit

höchstens 6197 Knoten (weiter hat

man bisher noch nicht gerechnet)

mit sechs Farben so färben, dass

jedes Streichholz zweifarbig ist.

Falls es einen Streichholzgraphen

gibt, bei dem man sieben Farben be-

nötigt, so muss dieser schon ziem-

lich viele Knoten besitzen.

In Abbildung 3 ist eine Färbung der

Ebene mit sieben Farben angegeben

(die natürlich noch periodisch auf

die ganze Ebene fortgesetzt werden

muss), so dass für die Färbungszahl

der Ebene 

Mathematik zur Entspannung –   

Die häufig anzutreffende Übersetzung „Unterhaltungsmathematik“
von „Recreational Mathematics“ trifft den Kern der Sache nicht wirk-
lich. Gemeint sind mathematische Spiele und Puzzle, die meist keine
tieferen Kenntnisse der Mathematik voraussetzen. Obwohl der ver-
wendete Stil weniger formal und eher unterhaltend bzw. kurzweilig ist,
werden nichtsdestotrotz auch aktuelle Forschungsfragen aufgegriffen
bzw. neue Forschungsfragen motiviert.

Abbildung 1:
Welches
Hölzchen muss
man umlegen?

Abbildung 2: Die
Moser-Spindel.

Sascha Kurz

Dr. Sascha Kurz

.
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gilt. Dies ist auch der aktuelle Kennt-

 nisstand in dieser Frage. Für den

dreidimensionalen Raum ist unser

Wissen sogar noch beschränkter:

Regelmäßige

Streichholzgraphen

Ein regelmäßiger Graph, ein soge-

nannter k-regulärer Graph, ist ein

Graph, bei dem jeder Knoten End-

punkt von genau k Kanten ist. Das

Kantenmodell eines Würfels ist z.B.

ein drei-regulärer Graph. Heiko

Har borth warf die Frage nach der

kleinstmöglichen Knotenanzahl

n (k) eines k-regulären Streichholz-

graphen auf. Die bisher bekannten

Werte sind n (1)=2, n (2)=3, n (3)=6,

n (4)=9 und n (5)=18.

Mit Hilfe sogenannter iterierter

Minkowski-Summen von Dreie -

cken, siehe Abbildung 4, für ein

Beispiel einer Minkowski-Summe,

lassen sich Beispiele konstruieren,

die zu einer oberen Schranke von

führen. Es wird vermutet, dass diese

Konstruktion optimal ist.

Streichholzgraphen ohne

Überkreuzungen

Die Kanten des Streichholzgraphen

aus Abbildung 2 überkreuzen sich

zum Teil. Verbieten wir dies, so

spricht man von planaren Graphen

bzw. ihren Einbettungen in die

Ebene, und wir können die Fragen

aus den vorherigen Abschnitten er-

neut betrachten.

Die maximal mögliche Kantenan-

zahl eines Streichholzgraphen aus n

Knoten ohne Überkreuzungen be-

zeichnen wir mit U (n). Beginnt man

mit einem Dreieck und nimmt man

auf einem regulären Dreiecksgitter

spiralförmig weitere Einheitsdrei-

ecke hinzu, siehe Abbildung 5, so

erhält man die untere Schranke

Für n=7 erhält man bei dieser Kons-

truktion ein regelmäßiges Sechseck

inklusive seinem Mittelpunkt.

Nachzählen liefert

Kanten. Es wird vermutet, dass

diese untere Schranke nicht verbes-

sert werden kann.

Diese Spiralkonstruktion ist aber be-

wiesenermaßen die optimale Lö-

sung eines anderen Problems. Be-

trachten wir hierzu die Aufgabe, n

Einheitskreise so in die Ebene zu

legen, dass sie sich nicht überlappen

und die maximal mögliche Anzahl

an Berührungspunkten haben, siehe

Abbildung 6.

Färbungszahl von

planaren Graphen

Im Gegensatz zur Färbungszahl der

Ebene bzw. der Färbungszahl von

Streichholzgraphen ist die Fär-

bungszahl von planaren Graphen

(sogar ohne die Einschränkungen die

Streichholzgraphen mit sich brin-

gen) vollständig bestimmt worden.

Das Ergebnis ist der berühmte Vier-

farbensatz von Appel und Ha ken aus

dem Jahre 1976. Er besagt, dass man

jede Landkarte, bei der die einzelnen

Länder zusammenhängend sind, mit

Hilfe von höchstens vier Farben so

färben kann, dass keine zwei Länder

mit einer gemeinsamen Grenzlinie

in derselben Farbe gefärbt sind, oder

eben auch, dass man planare Gra-

phen mit höchstens vier Farben so

färben kann, dass alle Kanten zwei-

farbig sind.

Regelmäßige

Streichholzgraphen 

ohne Überkreuzungen

Nehmen wir bei dem Problem  „k-re-

guläre Streichholzgraphen mit der

 The Lighter Side of Mathematics*

Abbildung 3: 
Eine Färbung 

(Quelle: David 
Eppstein - The

Geometry 
Junkyard).

Abbildung 4: Beispiel einer Minkowski-Summe

Abbildung 5: 
Spiralkonstruktion

*) Ebenfalls der Titel des Tagungsbandes einer Recreational Mathematics Tagung, der auf 
die zwei Bedeutungen „leicht“ und „ein Streichholz anzünden“ (to light a match) anspielt.[                                  ]
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Mathematik zur Entspannung – The Lighter Side of Mathematics

kleinsten Anzahl N (k) an Knoten“

noch die Eigenschaft, dass sich kei ne

zwei Kanten im Inneren überkreuzen

dürfen, hinzu, so erhalten wir ein sehr

interessantes offenes Problem. 

Für k=1 und k=2 sind die kleinsten

Beispiele durch einen Punkt und ein

Dreieck gegeben, so dass N (1)=1

und N (2)=3 gilt. Die Bestimmung

des Beispiels zu N (3)= 8 ist ein net-

tes kurzweiliges Rätsel. Also packen

Sie die Streichhölzer aus. Falls Sie

kein Beispiel mit 8 Knoten bzw. 12

Kanten finden, so versuchen Sie es

doch einfach mit 10 Knoten bzw. 15

Kanten. Haben Sie das Beispiel je-

doch einmal entdeckt, so bietet sich

eine gute Möglichkeit, sich in Knei-

pen das eine oder andere Bier zu er-

wetten.

Da planare Graphen (also insbeson-

dere auch regelmäßige Streichholz-

graphen ohne Überkreuzungen) min-

 destens einen Knoten, der Endpunkt

von höchstens fünf Kanten ist, besit-

zen, ist N (k) keine endliche Zahl, so-

bald k größer als fünf ist. Ob es einen

fünf-regulären Streichholz graphen

ohne Überkreuzungen gibt, ist immer

noch ein offenes Problem, auch

wenn Beweise für die Nichtexistenz

solcher Graphen gegeben wurden

(die, wie sich im Nachhinein her-

ausstellte, alle Lücken hatten). 

Für k=4 ist das kleinste bisher be-

kannte Beispiel der in Abbildung 7

abgebildete sogenannte Harborth

Graph. Dieser Graph fungiert nun

doch schon seit einigen Jahren als

Logo der Abteilung für Diskrete

Mathematik an der Technischen

Universität Braunschweig

1
. Bisher

konnte jedoch noch niemand seine

Minimalität beweisen bzw. ein klei-

neres Beispiel angeben.

Wir wollen nun eine untere Schran-

ke für die Anzahl der Knoten eines

minimalen Beispiels herleiten und

machen das, was man in der Ma-

thematik häufig macht: wir formu-

lieren das Problem um und ignorie-

ren zunächst einmal einige unserer

Nebenbedingungen. In der Chemie

bezeichnet man chemische Verbin-

dungen der gleichen Summenfor-

mel, aber unterschiedlicher chemi-

scher Struktur und somit teilweise

auch unterschiedlichen biologischen

Eigenschaften, als Strukturisomere,

siehe Abbildung 8 für die zwei mög-

lichen Strukturisomere des Butans.

Die pharmazeutische Industrie ist

fortwährend auf der Suche nach

neuen Medikamenten und Wirk-

stoffen, welche die gewünschten Ei-

genschaften der bekannten Origina-

le, etwa von Aspirin, teilen bzw.

sogar übertreffen. Da man auch in

den industriellen Großlabors nur be-

grenzt viele Substanzen testen kann,

verwendet man Computer um vor-

herzusagen, welche Strukturen die

gewünschten Eigenschaften haben

kön  nen. Aus diesen und anderen

Grün den gibt es Computerprogram-

me, wie z.B. Molgen 

2
, welches an

der Universität Bayreuth entwickelt

wur de, mit denen man alle Struk-

turisomere zu einer gegebenen

Sum menformel im Computer er-

zeugen kann.

Doch was haben unsere regulären

kreuzungsfreien Streichholzgraphen

nun mit chemischen Verbindungen

zu tun? Wenn wir die Strukturiso-

mere eines Kohlenstoffmoleküls Cn

erzeugen, so erhalten wir Graphen,

die vier-regulär sind. Die Eigen-

schaften, dass der Graph planar und

die Kanten die Länge eins haben sol-

len, können wir zwar nicht direkt mit

Hilfe von Molgen erzwingen, aber

es gibt einen Trick, wie man die An-

zahl der erzeugten Kandidaten re-

duzieren kann. Von bestimmten klei-

nen Graphen kann man mit etwas

Mathematik herausfinden, dass sie

entweder nicht planar sind oder kein

Teil eines Streichholzgraphen sein

können, siehe Abbildung 9. 

Abbildung 6:
Einheitskreise
mit der maxi -
malen Anzahl
an Berührungs-
punkten.

Abbildung 7: Der Harborth Graph - ein 4-regulärer kreuzungsfreier Streichholzgraph aus 52 Knoten.
(Quelle: E. H.-A Gerbracht - Minimal Polynomials for the Coordinates of the Harborth Graph)

1) http://www.mathematik.tu-bs.de/dm/[                         ]

Abbildung 8: Strukturisomere des
Kohlenwasserstoffs C4H10 (Butan).

2) http://molgen.de, siehe dazu auch den Beitrag „Alexander von Humboldt, die Vielfalt der Natur, Mathematik und Informatik“ in diesem Heft[                                                                                         ]
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Da die Eigenschaften von chemi-

schen Verbindungen zum Teil auch

durch ihre Teilverbindungen be-

stimmt werden, kann Molgen, siehe

Abbildung 10 für einen Screenshot,

mit solchen verbotenen Teilgraphen

umgehen. Damit lässt sich zeigen,

dass jeder vier-reguläre kreuzungs-

freie Streichholzgraph aus mindes -

tens 19 Knoten bestehen muss

(diese untere Schranke lässt sich

„mit der Hand“ noch weiter verbes-

sern, was aber etwas fehleranfällig

ist, da viele Teilfälle unterschieden

werden müssen).

Ein übersehenes

klassisches Problem?

Bei der Betrachtung von Streich-

holzgraphen hat man damit zu

kämpfen, dass diese zum Teil be-

weglich sein können, und man somit

nicht mit festen Koordinaten rech-

nen kann.

Ein Ansatz, mit dem man manchmal

die Nichtexistenz von kreuzungs-

frei en Streichholzgraphen zeigen

kann, sind Flächeninhaltsbetrach-

tungen: Der rechte Graph aus Ab-

bildung 9 besitzt als äußere Fläche

ein Dreieck. Im Inneren müssten

aber drei gleich große Dreiecke ent-

halten sein, was natürlich nicht

möglich ist.

Wenn die äußere Fläche, nun etwas

allgemeiner, ein k-Eck ist, so kön-

nen alle inneren Flächen zusammen

höchstens so viel Fläche wie ein

gleichseitiges k-Eck der Seitenlän-

ge eins besitzen. Die größten gleich-

seitigen k-Ecke sind bekanntlich die

regelmäßigen k-Ecke. Man kann die

Frage aber auch in die andere Rich-

tung stellen: Welchen Flächeninhalt

hat ein gleichseitiges k-Eck mit Sei-

tenlänge eins mindestens?

Für gerade k kann man beliebig

nahe an den Flächeninhalt Null her-

ankommen, indem man eine von

zwei Seiten begrenzte Strecke be-

trachtet. Mit einer ähnlichen Kons -

truktion kann man für ungerades k

beliebig nahe an den Flächeninhalt

eines gleichseitigen Einheitsdrei-

ecks herankommen, aber ist dies be-

reits die minimal mögliche Fläche?

Für k=3,5,7 ist sie es bewiesener-

maßen, für größeres k bleibt dies

nur eine Vermutung.

Wie schwierig sind Streich-

holzprobleme?

Wir haben ein paar ungelöste Proble -

me mit Streichholzgraphen gese hen.

Eine aus der Informatik bekan n te

Möglichkeit, die algorithmische

Schwierigkeit von Problemen zu

mes sen, ist anzugeben, ob es einen

Lösungsalgorithmus geben kann, der

ein Problem in polynomialer Lauf-

zeit, gemessen in Abhängigkeit vom

Speicherverbrauch der Problemda-

ten, geben kann oder nicht. In unse-

rem Fall besteht das Problem darin

zu entscheiden, ob ein gegebener

Graph kreuzungsfrei als Streich  holz-

graph in die Ebene einbettbar ist oder

nicht. Dieses Problem ist NP-schwer,

d.h. es gibt vermutlich keinen poly-

nomialen Algorithmus für dieses

Problem. Falls jemand doch einen

findet, so ist er um eine Million Dol-

lar reicher, denn dann hätte er eines

der sieben Milleniumsprobleme der

Mathematik gelöst (ausgeschrieben

vom Clay Mathematics Institute

3
).

Streichholzprobleme sind doch nur

Rumprobiererei, was soll daran

schwierig sein? Sicherlich findet

man mit etwas Geduld einen drei-re-

gulären Streichholzgraphen aus acht

Knoten ohne Überschneidungen.

Die Entdeckung des Harborth Graph

ist bestimmt eine sehr beachtliche

Puzzleleistung, aber muss man dafür

etwas von Mathematik verstehen?

Auch wenn der Entdecker Mathe-

matikprofessor ist, braucht man ehr-

lich gesagt für das Finden der Lö-

sungen von Streichholzaufgaben

keine oder nur wenig Mathematik.

Der schwierige Teil ist zu zeigen,

dass es kein Beispiel mit weniger als

52 Knoten geben kann. Denn, nur

weil seit etlichen Jahren kein klei-

neres Beispiel gefunden wurde,

heißt das noch lange nicht, dass es

keines geben kann. 

Um anzudeuten, wie schwer sich die

Mathematik mit Streichholzgraphen

tut, soll erwähnt werden, dass es erst

2006 gelungen ist, die Koordinaten

des Harborth Graphen mit Hilfe von

Computeralgebra zu berechnen. Sie

sind Nullstellen von Polynomen

vom Grad 22 (weniger geht nicht!).

Streichholzprobleme können also

mitunter ziemlich schwierig sein,

wenn man die zugrunde liegende

Mathematik betrachtet. Kennt man

diese aber erst gar nicht oder igno-

riert sie einfach, so kann es eben

doch manchmal gelingen, so ein

Problem mit elementaren cleveren

Ideen zu lösen.                             �

Abbildung 9: 
Verbotene

Teilgraphen

3) http://www.claymath.org[                  ]

Abbildung 10:
Screenshot des 
Computerpro -

gramms Molgen
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Obwohl die Mathematik eine der äl-

testen Wissenschaften ist, ist sie

hochaktuell und hat gerade in den

letzten 20 Jahren eine spektakuläre

Entwicklung gemacht. Als Höhe-

punkte seien nur die Beweise der

Fermatschen Vermutung und der

Poincaré-Vermutung genannt – Pro-

bleme, die Generationen von Ma-

thematikerinnen und Mathemati-

kern zur Entwicklung völlig neuer

Theorien inspiriert haben. Mathe-

matik durchzieht aber auch wie

keine andere Wissenschaft andere

Wissensgebiete – in vielen Studien-

gängen findet man heutzutage ma-

thematischen Vorlesungen, und mit

John Nash und Robert Aumann

wurden in den letzten Jahren gleich

zwei Mathematiker mit dem Nobel-

preis für Wirtschaftswissenschaften

ausgezeichnet. Zudem prägt Ma-

thematik unser tägliches Leben:

Kaum jemand nimmt wahr, in wie

vielen Produkten unseres Alltags

Mathematik steckt. Die Mathema-

tik spielt damit eine Schlüsselrolle

für die technologische Entwicklung,

oder wie Werner von Siemens sagte:

„Ohne Mathematik tappt man doch

immer im Dunkeln“. 

Mathematik fasziniert – ob nun

durch die Schönheit und Eleganz

ihrer abstrakten Konzepte oder

durch die Lösungsperspektiven, die

sie für konkrete Probleme eröffnet.

Ihre grundlagen- und ihre anwen-

dungsorientierten Seiten befruchten

einander und spiegeln sich in den

mathematischen Forschungsrich-

tungen an der Universität Bayreuth

wider: Analysis, Algebra, Geome-

trie und Zahlentheorie bilden die

grundlegenden Säulen der Mathe-

matik. Stochastik, Numerische Ma-

thematik und Optimierung sind eher

anwendungsorientierte Fachrich-

tungen. Die Didaktik der Mathema-

tik schließlich verbindet die Fach-

wissenschaft mit der Schulpraxis. 

Neben der fachlichen Qualifikati-

on vermittelt das Mathematikstudi-

um Kompetenzen wie  Abstrakti-

ons vermögen, Durchhaltevermö-

 gen, Problemlösungskompetenz

sowie die Fähigkeit, komplexe Zu-

sammenhänge zu strukturieren.

Daher haben Absolventinnen und

Absolventen mathematischer Studi-

engänge seit jeher exzellente Be-

rufschancen, sei es bei Banken oder

Versicherungen, in Unternehmens-

beratungen oder im Management, in

der Großindustrie, aber bei auch bei

mittelständischen Softwareunter-

nehmen, natürlich in der wissen-

schaftlichen Forschung an einer

Universität oder einem Forschungs-

institut und nicht zuletzt als Lehre-

rin oder Lehrer an allen Schularten.

Mathematik an der   
Universität   

Die Mathematik gliedert sich in viele Teildisziplinen,
die sich mit ganz unterschiedlichen Fragestellungen
beschäftigen. Hier wollen wir Ihnen vorstellen, wel-
che dieser Gebiete an der Universität Bayreuth ver-
treten sind, und einige aktuelle Forschungsthemen
anhand von Beispielen darstellen.

Lehrstuhl für Mathematik III – Reelle Analysis, 

Prof. Dr. Christian Simader, 

www.math.uni-bayreuth.de/org/mathe3

Lehrstuhl für Mathematik VI – Partielle Differentialgleichungen

und Mathematische Physik,

Prof. Dr. Wolf von Wahl, Prof. Dr. Gerhard Rein, PD Dr. Ralf Kaiser,

www.math.uni-bayreuth.de/org/mathe6/organization.htmlA
n

a
ly

si
s

Prof. Dr. Christian Simader, Lehrstuhl für Mathematik III

Prof. Dr. Wolf von Wahl, Lehrstuhl für Mathematik VI

Prof. Dr. Gerhard Rein, Lehrstuhl für Mathematik VI
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DAS MATHEMATISCHE INSTITUT

Mathematiker in Industrie und Wirt-

schaft erhalten im Durchschnitt mit

die höchsten Einstiegsgehälter aller

Hochschulschulabsolventen.

Im Folgenden stellen wir Ihnen die

einzelnen Fachgebiete des Mathe-

matischen Instituts der Universität

Bayreuth kurz vor. Weitere Infor-

mationen können Sie unter den an-

gegebenen Links im WWW erhal-

ten.

Die Analysis erscheint als Differen-

tial- und Integralrechnung in Grund-

zügen bereits in der Schule. Wäh-

rend dieses Gebiet dort durch

Probleme wie Extremwertbestim-

mungen oder Flächenberechnungen

motiviert wird, kamen die wesent-

lichen Impulse zu seiner Entwick-

lung aus der Formulierung und Un-

tersuchung der Grundlagen der

Physik im 17. Jahrhundert durch

Isaac Newton. Newtons vielleicht

größte Leistung war die Erkenntnis,

dass sich die Gesetze der Mechanik

(und der Physik allgemein) in Form

sogenannter Differentialgleichungen

ausdrücken lassen, und dass durch

die mathematische Analyse dieser

Gleichungen das Verhalten des be-

treffenden physikalischen Systems,

z. B. die Bewegung der Planeten um

die Sonne, vorhergesagt werden

kann. Die Frage nach der Existenz

und den Eigenschaften der Lösun-

gen solcher Differentialgleichungen

ist auch bei der weiteren Entwick-

lung der Analysis eine wesentliche

Triebfeder. An der Universität Bay-

reuth stehen dabei Gleichungen im

Vordergrund, die die Strömungen

von Flüssigkeiten, die zeitliche Ent-

wicklung von Galaxien oder die Ent-

stehung von schwarzen Löchern be-

schreiben. Differentialgleichungen

und viele andere Konzepte der Ana-

lysis treten bei der Untersuchung

von dynamischen Vorgängen weit

über die Physik hinaus auf, Beispie-

le sind die Bewegung von Bakterien,

chemische Reaktionsabläufe, das

Wachstum von Tumorzellen, Flug-

eigenschaften moderner Düsenflug-

zeuge, die Bewegungen von Robo-

tern oder auch die Bewertung

finanzmathematischer Optionen mit-

tels der Black-Scholes-Gleichung.

Die Komplexe Geometrie hat ihre

Ursprünge einerseits im Versuch,

kubische Gleichungen und Glei-

chungen höherer Ordnung zu lösen,

andererseits in dem auf Euler und

Gauß zurückgehenden Studium von

Funktionen einer komplexen Varia-

blen. Die Notwendigkeit, in den

komplexen Zahlen zu rechnen, er-

gibt sich aus dem fundamentalen

 
 Bayreuth

Lehrstuhl für Mathematik I – Komplexe Analysis, 

Prof. Dr. Thomas Peternell, PD Dr. Priska Jahnke, PD Dr. Ivo Radloff, 

http://btm8x5.mat.uni-bayreuth.de/mathe1/

Lehrstuhl für Mathematik VIII – Algebraische Geometrie, 

Prof. Dr. Fabrizio Catanese, Prof. Dr. Ingrid Bauer, Prof. Dr. Jörg

Winkelmann, PD Dr. Michael Lönne, 

http://btm8x5.mat.uni-bayreuth.de/G
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Einige Dozenten zeigen Ihnen Gegenstände, die ihnen persönlich wichtig sind oder 
mit ihrer mathematischen Arbeit zusammenhängen. Wenn Sie genauer wissen möchten, 
was es damit auf sich hat, so können Sie gerne bei den betreffenden nachfragen![                                ]

Prof. Dr. Thomas Peternell, Lehrstuhl für Mathematik I

PD Dr. Priska Jahnke, Lehrstuhl für Mathematik I

PD Dr. Ivo Radloff, Lehrstuhl für Mathematik I

Prof. Dr. Fabrizio Catanese, Lehrstuhl für Mathematik VIII
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Satz, dass Polynome immer kom-

plexe, jedoch im allgemeinen keine

reellen Nullstellen haben. In der

modernen Mathematik interessiert

man sich nun nicht nur für einzel-

ne Polynome, sondern für simulta-

ne Lösungen ganzer Scharen alge-

braischer Gleichungen. Man spricht

von der Lösungsmenge als einer Va-

rietät. Solche Varietäten bestehen

i.A. nun nicht nur aus einzelnen

Punkten, die man einfach so hin-

schreiben kann, sondern sie müssen

mit Methoden verschiedener ma-

thematischer Disziplinen untersucht

werden.

Hier kommen etwa die Differenti-

algeometrie ("wie krümmt sich die

Varietät im Raum?"), die Algebra

und die Topologie zum Tragen.

Wichtige Beispiele von Varietäten

sind die elliptischen Kurven, die in

der Kodierungstheorie, etwa bei

Kreditkarten, unentbehrlich sind.

Andere Anwendungen gibt es z.B.

in der Robotik. Bei konkreten Rech-

nungen ist heutzutage die Compu-

teralgebra nicht mehr wegzudenken.

Komplexe Geometrie spielt auch in

der theoretischen Physik, etwa der

Stringtheorie, ein wichtige Rolle.

Hier gibt es neben den vier üblichen

noch weitere sechs reelle, das heißt

drei komplexe, Dimensionen. Diese

bilden eine sog. Mannigfaltigkeit,

ein abstraktes Gebilde, das nicht

von vornherein durch Gleichungen

gegeben ist. Die globale Struktur

solcher Mannigfaltigeiten zu ver-

stehen sowie eine Klassifikation, ist

ein zentrales Anliegen der Komple-

xen Geometrie. Insbesondere alge-

braische Flächen und dreidimensio-

nale Varietäten werden in Bayreuth

intensiv studiert.

„I have never done anything 'useful'.
No discovery of mine has made, or
is likely to make, directly or indi-
rectly, for good or ill, the least dif-
ference to the amenity of the world.“
sagte der berühmte Zahlentheoreti-

ker Hardy zu Beginn des letzten

Jahrhunderts. Heute werden Zah-

lentheorie – und allgemeiner die Al-

gebra – alltäglich beim Electronic

Banking, bei Handys, CD's, DVD's

und generell bei sicherer Nachrich-

tenübertragung verwendet. Es hat

sich gezeigt, dass das Verständnis al-

gebraischer Strukturen eine Schlüs-

selrolle in der modernen Kommuni-

kationstechnik spielt.

Die Algebra ist heutzutage ein sehr

weitläufiges Forschungsgebiet, das

auch benachbarte Gebiete wie die

Geometrie durchdringt. Ein Teilge-

biet, das hier in Bayreuth in Koope-

ration von Algebra und Informatik

erfolgreich vorangetrieben werden

konnte, ist die generelle konstrukti-

ve Theorie diskreter Strukturen. Me-

thoden der Algebra und der Alge-

braischen Kombinatorik führen dort

zum Ziel, weil in Zusammenarbeit

mit der Informatik effiziente Me-

thoden, Datenstrukturen und Algo-

rithmen entwickelt werden konnten.

Konstruiert wurden insbesondere

Versuchspläne (designs), fehlerkor-

rigierende Codes und molekulare

Graphen für die automatische Auf-

klärung chemischer Strukturen. Die

Zahlentheorie beschäftigt sich, ver-

einfacht formuliert, mit der Struktur

der natürlichen Zahlen – insbeson-

dere der Verteilung der Primzahlen

darin – sowie mit Gleichungen in

die sen, den sogenannten diophanti-

schen Gleichungen. Die spektakulä-

re Entwicklung der Zahlentheorie

gerade in den letzten Jahrzehnten

zeigt sich z.B. bei der bereits er-

Prof. Dr. Jörg Winkelmann, LS Mathematik VIII

PD Dr. Michael Lönne, Lehrstuhl für Mathematik VIII

Prof. Dr. Adalbert Kerber, Lehrstuhl für Mathematik II

Prof. Dr. Ingrid Bauer, LS Mathematik VIII

Lehrstuhl für Mathematik II – 

Computeralgebra,

wird derzeit durch den bisherigen Lehr-

stuhlinhaber Prof. Dr. Adalbert Kerber

kommissarisch geführt und in Kürze neu

besetzt

Lehrstuhl für Mathematik IV – 

Zahlentheorie,

wird in Kürze neu besetzt

Professur für Angewandte Informatik

– Darstellung Diskreter Strukturen, 

Prof. Dr. Reinhard Laue, 

www.mathe2.uni-bayreuth.de/
people/laue.htmlA

lg
eb

ra
 u

n
d

 Z
ah

le
n

th
eo

ri
e

Mathematik an der Universität Bayreuth



511/08 spektrum

PORTRAIT

wähnten Lösung des 350 Jahre alten

Problems von Fermat, welches für

Generationen von Mathematikern

richtungsweisende Impulse lieferte,

und in der rasanten Entwicklung der

Kryptographie.

Methoden der Stochastik, insbe-

sondere Wahrscheinlichkeitstheo-

rie und Statistik, kommen immer

dann zum Einsatz, wenn Prozesse

untersucht werden, die zumindest

teilweise vom Zufall überlagert 

werden. Ohne derartige Methoden

würde unser Banken- und Versiche-

rungswesen mit den vielen innova-

tiven Anlagemöglichkeiten und un-

terschiedlichen Tarifmodellen nicht

funktionieren. Selbst moderne Such-

maschinen wie Google verwenden

Methoden aus dem Bereich der sta-

tistischen maschinellen Lernverfah-

ren. Aber natürlich kommen vom

Zufall überlagerte Prozesse – zum

Beispiel als Folge von Messunge-

nauigkeiten oder als Summe von

vielen kleinen Fehlertermen – auch

in den Naturwissenschaften und der

Medizin vor. So ist heutzutage eine

gesetzliche Zulassung eines neuen

Medikamentes in der EU ohne eine

vorherige Durchführung von stati-

stischen Prüfverfahren nicht mehr

möglich. Mathematische Modellbil-

dung und Verfahren der Angewand-

ten Statistik gehören heute zum

Standardwerkzeug aller empirischen

Wissenschaften.

Schließlich ermöglicht das Fachge-

biet �umerische Mathematik die

Computerberechnung von Lösun-

gen komplizierter Gleichungen, die

in fast allen Wissenschafts- und

Technikgebieten auftreten. Zum

Beispiel können Gasströmungen,

chemische Reaktionen und elektri-

sche Felder von Brennstoffzellen

durch äußerst komplizierte Glei-

chungssysteme beschrieben werden,

deren Lösung heute immer noch

nicht mit hinreichend großer Ge-

nauigkeit gelingt. Bei der Beschrei-

bung verfahrenstechnischer Prozes-

se oder der Simulation elektrischer

Schaltkreise ist es die ungeheuer

große Zahl von Gleichungen, die

neue mathematische Methoden ein-

fordert, damit sie mit dem Compu-

ter gelöst werden können. In der

Kontinuierlichen Optimierung

und Kontrolltheorie werden dann

Algorithmen zur optimalen Steue-

rung oder Regelung von Brenn-

stoffzellen, Robotern und anderen

komplexen Systemen aus den Inge-

nieur- und Wirtschaftswissenschaf-

ten entwickelt und analysiert. Wäh-

rend die Kontinuierliche Optimie-

rung vor allem auf Methoden aus

der Analysis und der Numerischen

Mathematik beruht, liegen die theo-

retischen Grundlagen der Diskreten

Optimierung vorwiegend in der

Graphentheorie, der Algebra und

Prof. Dr. Reinhard Laue, Professur f. Angew. Informatik

Prof. Dr. Andreas Christmann, LS f. Mathematik VII

Prof. Dr. Helmut Rieder, Lehrstuhl für Mathematik VII

Prof. Dr. Walter Olbricht, Lehrstuhl für Mathematik VII

Lehrstuhl für Mathematik VII –

Stochastik

Prof. Dr. Andreas Christmann,

Prof. Dr. Helmut Rieder, Prof. Dr.

Walter Olbricht, 

www.math.uni-bayreuth.de/
org/mathe7/S
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Prof. Dr. Frank Lempio, Lehrstuhl für Mathematik V

Prof. Dr. Lars Grüne, Lehrstuhl für Mathematik V
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der Zahlentheorie. Die Grenze zur

Informatik, insbesondere der Algo-

rithmentheorie, ist fließend. Dis-

krete Optimierung wird an der

Universität Bayreuth angewendet

im Bereich der Verkehrsplanung

und der Logistik, z.B. beim Einsatz

von Pannenfahrzeugen des ADACs

oder des Winterdienstes, oder der

Distribution von Waren innnerhalb

eines großen Netzes von Verkaufs-

filialen.

Das Fach Mathematik gehört in der

Schule zu den Kernfächern und gilt

als nicht leicht. Aus diesem Grund

besitzt die Ausbildung angehender

Mathematiklehrer an der Universi-

tät Bayreuth einen sehr hohen Stel-

lenwert. Die Verbindung zwischen

Fachwissenschaft und Schulpraxis

stellt dabei die Fachdidaktik Ma-

thematik her. Schwerpunkte dieses

Fachgebiets in Bayreuth sind neue

Konzepte für das Lehren und Ler-

nen und deren Umsetzung im Un-

terricht sowie Elementarmathema-

tik unter problemgeschichtlichen

Gesichtspunkten. Besondere Be-

deutung kommt der Entwicklung,

Erprobung und Evaluation von Ma-

thematisoftware zu. GEONExT und

dynamische Arbeitsblätter sind zu

einem Markenzeichen geworden.

Die Mathematik an der Universität

Bayreuth ist auch im bundesweiten

Vergleich mit anderen Hochschulen

sehr "drittmittelstark", das heißt ex-

terne Geldgeber fördern Bayreuther

Forschungsprojekte. Dies zeigt sich

in Internationalen Doktorandenkol-

legs, in von der Deutschen For-

schungsgemeinschaft geförderten

Forschergruppen und Forschungs-

schwerpunkten und in vielen ein-

zelnen Forschungsprojekten – auch

unter Beteiligung von Industrie und

Wirtschaft. Alle Bayreuther Mathe-

matiker pflegen dabei intensiv in-

ternationale Kontakte mit Fachkol-

legen weltweit.

Prof. Dr. Hans Josef Pesch, LS für Ingenieurmathematik

Prof. Dr. Kurt Chudej, Lehrstuhl für Ingenieurmathematik

Prof. Dr. Jörg Rambau, Lehrstuhl für Wirtschaftsmathematik

Prof. Dr. Klaus Schittkowski, Professur f. Angew. Informatik

Lehrstuhl für Mathematik V – Numerische 

Mathematik, Optimierung und Kontrolltheorie, 

Prof. Dr. Frank Lempio, Prof. Dr. Lars Grüne,

http://num.math.uni-bayreuth.de/

Lehrstuhl für Ingenieurmathematik – 

Optimale Steuerung und Wissenschaftliches Rechnen, 

Prof. Dr. Hans Josef Pesch, Prof. Dr. Kurt Chudej,

www.uni-bayreuth.de/departments/ingenieurmathematik/

Lehrstuhl für Wirtschaftsmathematik – 

Diskrete Optimierung, 

Prof. Dr. Jörg Rambau, 

www.wm.uni-bayreuth.de/

Professur für Angewandte Informatik – 

Kontinuierliche Optimierung, 

Prof. Dr. Klaus Schittkowski, 

www.math.uni-bayreuth.de/~kschittkowski/N
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Lehrstuhl für Mathematik

IX – Mathematik und ihre

Didaktik, 

Prof. Dr. Peter Baptist, 

PD Dr. Alfred Wassermann,

Akad. Direktor Dr. Wolfgang

Neidhardt,

http://did.mat.
uni-bayreuth.de

Zentrum zur Förderung

des mathematisch-

naturwissenschaft -

lichen Unterrichts, 

http://zmnu.de/D
id
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Interessentinnen und Interessenten

für ein Studium der Mathematik fin-

den an der Universität Bayreuth ein

reiches Angebot an mathematischen

Studiengängen, z.B. Mathematik

mit den Anwendungsfächern Phy-

sik, Informatik, Wirtschaftswissen-

schaften, Ingenieurwissenschaften,

Biologie oder Philosophy and Eco-

nomics, die integrierten Studien-

gänge Wirtschaftsmathematik und

Technomathematik, in denen Ma-

thematik und Informatik mit den

Anwendungsgebieten Wirtschafts-

wissenschaften oder Ingenieurwis-

senschaften verknüpft sind und

nicht zuletzt die Ausbildung zur Ma-

thematiklehrerin oder zum Mathe-

matiklehrer an Gymnasien, Real-

schulen oder beruflichen Schulen.

Informationen über unser Studien-

angebot finden Sie auf den folgen-

den Seiten in diesem Heft.           �

Prof. Dr. Peter Baptist, Didaktik der Mathematik

PD Dr. Alfred Wassermann, Didaktik der Mathematik

Forschergruppe der Deutschen Forschungsgemeinschaft „Classification of 

Algebraic Surfaces and Compact Complex Manifolds“, 

www.uni-bayreuth.de/forschungseinrichtungen/dfg-forschergr/790/index.html

Internationales Doktorandenkolleg im Elitenetzwerk Bayern „Identifikation, 

Optimierung und Steuerung für technische Anwendungen“, 

www2.am.uni-erlangen.de/elitenetzwerk-optimierung

Schwerpunktprogramm 1305 der Deutschen Forschungsgemeinschaft 

„Regelungstheorie digital vernetzter dynamischer Systeme“, 

http://spp-1305.atp.ruhr-uni-bochum.de/

EU Specific Targeted Research Program PLATO-n, „A PLAtform for Topology 

Optimisation incorporating Novel, Large-Scale, Free Material Optimisation and 

Mixed Integer Programming Methods”, 

www.plato-n.org/

Modellversuch „Steigerung der Effizienz des Mathematisch-

Naturwissenschaftlichen Unterrichts“, 

http://sinus-transfer.de

Diverse Industrieprojekte,

z.B. „Development of a Toolbox for Mixed-Integer Nonlinear Programming“ mit der Shell AG, 

www.math.uni-bayreuth.de/~kschittkowski/projects.htm 
oder „Assistentensystem für integrierte Größen- und Preisoptimierung“, mit NKD und

Förderung der Bayerischen Forschungsstiftung 

www.wm.uni-bayreuth.de/index.php?id=nkd_assistentensys

Beispiele für Drittmittelprojekte 
mit Beteiligung Bayreuther Mathematiker

Mathematisches Institut

Universität Bayreuth

Universitätsstr. 30

95440 Bayreuth

Sekretariat:

Frau Claudia Lachmann

Telefon 0921/55-3277

Internet: 

www.math.uni-bayreuth.de

Kontakt
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STUDIUM UND LEHRE

Der Aufbau der Module der Bache-

lor/Master-Studiengänge der Mathe-

matik in Bayreuth ist in unten ste-

hender Übersicht dargestellt.

Was bedeuten diese „Module“?

Die einjährigen Basismodule ver-

mitteln in Vor lesungen mit beglei-

tenden Übungen in Kleingruppen das

mathematische Grundwissen und die

für das weitere Studium benötigten

Grundfertigkeiten. Die Aufbaumo-
dule geben Ihnen ebenfalls in Vor-

lesungen mit Kleingruppenübungen

einen Überblick über die wichtigsten

Gebiete der Mathematik – damit er-

halten Sie früh einen Einblick in die

Vielfalt der Mathematik. Die Vertie-
fungsmodule verzahnen Bachelor-

und Master-Studium. In Vorlesun-

gen, Übungen und Seminaren lernen

Sie die von Ihnen ausgewählten Ge-

biete ge nauer kennen. Die ersten Ver-

tiefungsmodule im dritten Jahr des

Bachelor-Studiums führen zur drei-

monatigen Bachelor-Arbeit, in der

Sie zum ersten Mal selbstständig ein

mathematisches Thema bearbeiten.

In den Spezialisierungsmodulen er-

werben Sie Kenntnisse und Fähig-

keiten, die Sie bis an den Stand der

Forschung heranführen. In der zehn-

monatigen Master-Arbeit wenden

Sie diese auf ein aktuelles mathema-

tisches Problem an. Abgerundet wird

das Programm durch integrierte Pro-
grammier- und Computerkurse
sowie Praktika – wahlweise in In-

dustrie und Wirtschaft oder als Pro-

jektarbeiten an der Universität.

Und was für Inhalte stecken darin? 

Die Basismodule sind in allen Stu-

diengängen identisch und behandeln

die Analysis und die Lineare Algebra.

Wie es danach weiter geht, hängt von

Ihrem konkreten Studiengang ab:

Studiengang Mathematik

Der Bachelor/Master-Studiengang

Mathematik ist ein zweistufiger Ma-

thematik-Studiengang mit einem An-

wendungsfach Ihrer Wahl.

Die Aufbaumodule decken die Ma-

thematik in der Breite ab. Der um-

fassende Überblick über die Gebiete

und Methoden der Mathematik, den

Sie hierbei erhalten, liefert Ihnen das

Handwerkszeug für Ihr weiteres Stu-

dium. In den Vertiefungsmodulen
haben Sie freie Auswahl aus vielen

interessanten Gebieten der Mathe-

matik. Von der Untersuchung alge-

braischer Strukturen über die Geome -

trie und die mathematische Analysis

komplexer Phänomene bis hin zur

Statistik, Optimierung und der Um-

setzung numerischer Algorithmen am

Computer zur Lösung echter Praxis-

probleme können Sie nach Ihren In-

teressen auswählen, was Sie vertieft

studieren möchten. Das Anwen-
dungsfach im Umfang von etwa

20% der Studienleistung wird ab dem

ersten Semester begleitend studiert.

Neben den „Klassikern“ Physik und

Informatik gibt es in Bayreuth viele

weitere Möglichkeiten (momentan:

Biologie, Geoökologie, Philosophy

and Economics, Ingenieur- oder Wirt-

schaftswissenschaften).

Studiengang

Wirtschaftsmathematik

Der Bachelor/Master-Studiengang

Wirtschaftsmathematik ist ein Ma-

thematik-Studiengang mit integrier-

ter Ausbildung in Wirtschaftswis-

senschaften und Informatik.

Die Aufbaumodule sind fokussiert

auf mathematische Gebiete, die be-

sonders relevant sind für die An-

wendungen in der Betriebs- und

Volkswirtschaft, wie z. B. Stochastik,

Statistik, Optimierung und Numeri-

sche Mathematik. Bei den Vertie-
fungsmodulen haben Sie die freie

Wahl: möglich sind anwendungsori-

entierte Veranstaltungen wie z. B.

Diskrete Optimierung oder Statistik,

aber auch grundlagenorientierte

Schwerpunkte aus der Algebra, Ana-

lysis oder Geometrie, deren tiefere

Kenntnis zum Verständnis komple-

xer mathematischer Zusammenhän-

ge z. B. in Logistik oder Finanzma-

thematik unabdingbar ist. Die Gebie-

te in den Wirtschaftswissenschaften,

Die BA/MA-Studiengänge  
Wie die Beiträge in diesem Heft zeigen, ist die Ma-
thematik eine spannende und vielfältige Wissenschaft
mit den unterschiedlichsten Anwendungen in Natur-,
Ingenieur- und Wirtschaftswissenschaften. Diese Viel-
falt der Mathematik ist Ausgangspunkt der Konzepti-
on der Bachelor- und Master of Science-Studiengän-
ge Mathematik, Wirtschaftsmathematik und Tech no-
mathematik. Hier beantworten wir Ihnen die wichtig-
sten Fragen zu unserem Studienangebot, dem Aufbau
der Studiengänge und den beruflichen Perspektiven.

Bachelor of Science/Master of Science 
in Mathematik, Wirtschaftsmathematik,

Technomathematik 

„Dieses ganze
Dasein, das um uns
läuft, rennt, steht,
ist nicht nur für
seine Einsehbarkeit
von der Mathematik
abhängig, sondern
ist effektiv durch sie
entstanden, ruht in
seiner so und so be-
stimmten Existenz
auf ihr.“ 
(Robert Musil, 
Der Mathematische
Mensch, 1913)
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die etwa 20 % der Studienleistung

ausmachen, reichen von den Grund-

lagen der Volks- und Betriebswirt-

schaft bis hin zu Themen wie Supply

Chain Management, Finanz- oder In-

vestitionsmanagement. In der Infor-
matik, die ebenfalls einen Anteil von

ca. 20 % am Studium ausmacht, stu-

dieren Sie die Grundlagen, Algorith-

men und Datenstrukturen sowie Da-

tenbanken und vertiefen dann – bei

Interesse bereits im Bachelor – eines

oder mehrere dieser Gebiete.

Studiengang

Technomathematik

Der Bachelor/Master-Studiengang

Technomathematik ist ein Mathe-

matik-Studiengang mit integrierter

Ausbildung in Ingenieurwissenschaf -

ten und Informatik.

Die Aufbaumodule sind fokussiert

auf mathematische Methoden für an-

spruchsvolle technische Anwendun-

gen wie z. B. Numerische Mathema-

tik, Differentialgleichun gen und

Optimierung. Bei den Vertiefungs-
modulen haben Sie wieder die Wahl:

möglich sind Schwerpunkte mit di-

rektem technischen Bezug wie z. B.

Optimale Steuerung, mathematische

Kontrolltheorie oder Numerik von

Differentialgleichungen ebenso wie

grundlagenorientierte Veranstaltun-

gen, z. B. aus der Höheren Analysis.

In den Ingenieurwissenschaften, die

mit etwa 20 % zum Studium beitra-

gen, studieren Sie Technische Me-

chanik, Elektrotechnik, Regelungs-

technik sowie Strömungsmechanik

und vertiefen – bereits im Bachelor

– eines oder mehrere dieser Gebiete.

In der Informatik (ca. 10 % der Stu-

 dienleistung) studieren Sie die Grund-

 lagen sowie Algorithmen und Daten-

strukturen; weitere Vertiefungs gebiete

folgen nach eigener Wahl im Master. 

Was mache ich, wenn ich jetzt

noch nicht weiß, welchen dieser

Mathematik-Studiengänge ich

wählen soll?

Dann fangen Sie mit einem der Stu-

diengänge an und legen sich erst spä-

ter endgültig fest. Bis zum Ende des

ersten Studienjahres ist ein Wechsel

fast ohne zusätzlichen Aufwand

möglich. Ebenso können Sie nach

dem Bachelor-Abschluss in ein an-

deres Master-Programm wechseln. 

Übrigens: auch das Studium für das

Lehramt an Gymnasien in Mathe-

matik  mit Physik oder Informatik

wird an der Universität Bayreuth mit

den Abschlüssen „Bachelor of Edu-

cation“ / „Master of Education in Sci-

ence“ angeboten. Nach dem „Ba-

chelor of Education“ ist ein Wechsel

in einen Master-of-Science-Stu -

diengang möglich. Genauere Infor-

mationen unter www.zmnu.de

Kann ich auch eine Zeit im Aus-

land verbringen?

Selbstverständlich, z. B. im Rah-

men des EU-Austauschprogramms

ERAS MUS an Partneruniversitäten

in England, Frank reich oder Italien.

Und durch das Europäische Credit-

Punkte-System ECTS zählen Ihre

dortigen Studienleistungen direkt für

Ihren Bayreuther Bachelor- oder Ma-

ster-Abschluss.

Und wozu studiere ich überhaupt

Mathematik?

In jedem unserer Mathematik-Studi-

engänge lernen Sie neben den fach-

lichen Kenntnissen und Fertigkeiten

viele weitere Qualifikationen: ab-

straktes Denken, Problemlösungs -

kompetenz und Durchhaltevermögen

sowie nicht zuletzt das Präsentieren

komplexer Sachverhalte in Seminar-

und Kolloquiums vorträgen. Daher

arbeiten Mathematik-, Wirtschafts-

und Technomathematik-Absolven-

tinnen und -Absolventen der Uni-

versität Bayreuth in vielen verschie-

denen Branchen: in Banken und

Versicherungen ebenso wie in der

Software- und Hightech-Industrie

oder in der Unternehmensberatung –

in der Region, in ganz Deutschland

und weltweit. Mathematik-Absol-

ventinnen und -Absolventen haben

hervor ragende und weitgehend kon-

junkturunabhängige Berufsaussich-

ten. Außerdem ist das Mathemati-

sche Institut der Universität Bayreuth

an Internationalen Doktorandenkol-

legs, DFG-Forschergruppen, DFG-

Forschungsschwerpunkten und vie-

len weiteren Forschungsprojekten

beteiligt, in denen es für die besten

unserer Absolventinnen und Absol-

venten vielfältige Möglichkeiten

gibt, hier in Bayreuth in der mathe-

matischen Forschung tätig zu werden

und einen Doktortitel anzustreben. �

Das Wichtigste in Kürze

  des Mathematischen Instituts

an der Universität Bayreuth

• klare Organisation des Studiums

• international anerkannte und vergleichbare Abschlüsse Bachelor

of Science und Master of Science

• ausgeglichene Arbeitsbelastung durch studienbegleitende

Prüfungen

• breiter Einblick in die vielfältigen Teilgebiete der Mathematik

bereits im 2. Jahr

• Wahl- und Vertiefungsmöglichkeiten bereits im Bachelor-Studium

• Bachelor als erster berufsqualifizierender Abschluss nach drei

Jahren

• weitere Vertiefung und Spezialisierung im Master-Studium bis

zum Stand der aktuellen Forschung

• konjunkturunabhängig ausgezeichnete Berufschancen in vielen

interessanten Branchen

• Teilzeitstudium möglich

Wo kann ich weitere 
Informationen bekommen?
• im Internet unter www.math.uni-bayreuth.de/BaMa
• in der persönlichen Studienberatung, siehe

www.math.uni-bayreuth.de/lehre/beratung.html
• am Tag der Mathematik, der jährlich an der Universität 

Bayreuth stattfindet; siehe www.tdm.uni-bayreuth.de
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Nach sieben Wissenschaftsjahren,

deren Themenschwerpunkte in den

Natur- und Technikwissenschaften

lagen, rief das Bundesministerium

für Bildung und Forschung (BMBF)

2007 zum Jahr der Geisteswissen-

schaften aus. Ziel des Jahres der

Geisteswissenschaften war es, der

Öffentlichkeit die Vielfalt und Lei-

stungen der geisteswissenschaftli-

chen Fächerkulturen vor Augen zu

führen. Denn gleichgültig ob Stadt-

sanierung, archäologischer Wander-

weg, Fernsehen, Lehrerausbildung,

Museum, Pädagogik, Religionswis-

senschaft, Theater etc. – keines die-

ser Wissensfelder ist zu Beginn des

21. Jahrhunderts ohne eine (gei-

stes)wissenschaftliche Fundierung

denkbar. 

Die 96 Fächer, die man den Gei-

steswissenschaften zurechnet, wir-

ken auf unterschiedliche und viel-

fältige Weise in die öffentlichen

Diskurse hinein. Die aktuellen De-

batten über die sozialen Folgen des

Klimawandels, die Höhe von Ma-

nagergehältern oder die Integration

ausländischer Mitbürger – um nur

einige zu nennen – kurzum: Die Zu-

kunftsfragen unserer Gesellschaft

werden aus den Diskursen der Gei-

steswissenschaften gespeist und

wir ken auf diese zurück. Als ‚Le-

gitimationswissenschaften‘ wirken

die geisteswissenschaftlichen Fä-

cher maßgeblich mit an der Identi-

tätsstiftung unserer Kultur, als „Be-

obachtungswissenschaften“ analy-

sieren und bewerten sie die sich in

der Gesellschaft vollziehenden Pro-

zesse. 

Die Attraktivität der Fächer bei den

Studierenden ist ungebrochen, so ist

die bundesweite Zahl der Erstseme-

ster in den Geisteswissenschaften in

den letzten 10 Jahren um 25% ge-

stiegen. Mittlerweile ist jeder 4. Stu-

dierende an einer deutschen Uni-

versität in einem geisteswissen-

schaftlichen Fach eingeschrieben. 

Längst auch ist die Kompetenz der

Absolventen nicht nur in der öffent -

lichen Verwaltung oder in den Schu-

len gefragt: Lässt man das Lehramt

außer Betracht, so finden zwei Drit-

tel der Absolventen geisteswissen-

schaftlicher Studiengänge ihre erste

Stelle im Bereich der Wirtschaft.

Der Grund für die besser geworde-

nen Berufsaussichten ist vor allem

darin zu sehen, dass Flexibilität und

Kreativität bzw. ganzheitliches Den-

ken dieser Absolventengruppe in

einer komplexer werdenden Um-

welt immer mehr Beachtung finden. 

Bundesweit fanden im Jahr der Gei-

steswissenschaften fast 1100 akkre-

ditierte Veranstaltungen statt, die die

Öffentlichkeit auf Inhalte und Lei-

stungen der Geisteswissenschaften

aufmerksam machen. Dazu gehör-

te etwa das Festival „Die Macht in

Sprache“ in Berlin oder die Veran-

staltungsreihe „Mythos Rhein-Kul-

turraum, Grenzregion, Erinne-

rungsort“, der Wissenschaftssom-

mer in Essen oder der bundesweite

Wettbewerb für Hochschulen „Geist

begeistert“, zu dem über 170 Pro-

jekte eingereicht wurden. 

Am spektakulärsten waren die

Buchstabenillustrationen in Berlin,

mit denen die Veranstalter des Jah-

res der Geisteswissenschaften auf

dessen Motto: „Die Geisteswissen-

schaften: das ABC der Menschheit“

aufmerksam machten: Einzelne

Buchstaben des ABC wurden auf

prominente Fassaden öffentlicher

Gebäude projiziert bzw. mit weißer

Folie aufgeklebt. So schmückte ein

26m hohes D ( „wie Demokratie“)

ein Gebäude des Deutschen Bun-

destages und ein großes V („für Vor-

ausdenker“) das Portal der Hum-

boldt-Universität.

Das Jahr der   
eine Bayreuther  

Gerhard Wolf

Copyright: Redaktionsbüro Jahr der Geisteswissenschaften.

Professor Dr.
Gerhard Wolf,
Inhaber des
Lehrstuhls für 
Ältere Deutsche
Philologie
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Auch in Bayreuth engagierten sich

Kolleginnen und Kollegen im Rah-

men des Jahres der Geisteswissen-

schaften und führten ihre Fachge-

biete, Fragestellungen und Kompe-

tenzen einer breiteren Öffentlichkeit

vor. Insgesamt fanden 14 Veranstal-

tungen statt. 

Eröffnet wurde das Bayreuther Jahr

der Geisteswissenschaften mit einer

von den Professoren Thomas Bar-

gatzky (Ethnologie) und Gerhard

Wolf (Ältere Deutsche Philologie)

gemeinsam organisierten  Veran-

staltung, die in das Thema des Wis-

senschaftsjahres einführte. Den Er-

öffnungsvortrag hielt der Kieler

Soziologe und Direktor des Instituts

für Sozialwissenschaften Prof. Jo-

hannes Varwick zum Thema „Deut-

sche Sicherheitspolitik im Span-

nungsfeld zwischen Werten und

Inter essen“, in dem er ein zentrales

Thema des Jahres der Geisteswis-

senschaften, die Konkurrenz zwi-

schen ethischen und politischen Prä-

missen, zum Gegenstand machte.

Im Februar wurde vom Lehrstuhl

Amerikanistik (Prof. Klaus Be-

nesch) und Frau Juniorprofessorin

Martina Leeker eine internationale

Konferenz zu dem bedeutenden Me-

dientheoretiker McLuhan ausge-

richtet. Ziel der Konferenz war es,

im internationalen Rahmen McLu-

han zu Beginn des 21. Jahrhunderts

neu zu lesen und durch den Aus-

tausch unter den Medien- und Kul-

turwissenschaften eine Orientie-

rungsleistung zu digital gestützter

Kultur zu ermöglichen. 

Der interessierten Öffentlichkeit

wurde dazu ein umfangreiches Be-

gleitprogramm geboten, u. a. eine

interaktive Ausstellung zum Werk

McLuhans, Präsentationen von Me-

dienkünstlern, Screening von ma-

chinima-Filmen und Kommentie-

rung, Vorstellung von GPS-Kunst,

Max/MSP/Jitter und Bio-Kunst, da-

neben eine Installation von Peter

Bexte und Studierenden des Studi-

engangs „Europäische Medienkul-

tur“ der Fachhochschule und der

Universität Potsdam. Ein Konzert

mit elektro-akustischer Musik run-

dete das Ereignis ab. 

Die Medienwissenschaft unter Lei-

tung von Prof. Jürgen Müller betei-

ligte sich mit zwei sehr öffentlich-

keitswirksamen Veranstaltungen am

Jahr der Geisteswissenschaften. Die

zweite Bayreuther Mediennacht am

1. Februar bot einem breiten Publi-

kum Gelegenheit Kenntnis zu neh-

men von den zahlreichen audiovi-

suellen Produktionen (Kurz- und

Dokumentarfilme, Hörspiele), die

im Rahmen von Lehrveranstaltun-

gen und freien studentischen Pro-

jekten im „Medienlabor“ des Faches

entstanden waren. Die ausgewähl-

ten Sendungen von Campus TV ver-

deutlichten, dass sich dieses Me-

dienprojekt der Universität Bay-

reuth (welches regelmäßig auf dem

regionalen Fernsehsender TV Ober-

franken ausgestrahlt wird) inzwi-

schen als wichtige Informations-

plattform für die Hochschulregion

Oberfranken etabliert hat. 

Am 27. und 28. November fanden

im „Bayreuther Zentrum“ zwei

spektakuläre Aufführungen der

Multi-Media-Produktion „Motion

Meets Media“ statt, die ein multi-

mediales Kaleidoskop mit überra-

 Geisteswissenschaften –
  Bilanz

Reges Interesse herrschte im Gebäude am Geschwister-Scholl-Platz an den vielfältigen Angeboten der
zweiten Bayreuther Medien nacht, deren dritte Ausgabe jetzt im Februar erneut ein Publikumserfolg wurde
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schenden Ansichten des dynami-

schen Zusammenspiels zwischen

menschlichen Körpern, Maschinen

und Medien boten. Auf der Bühne

wurden Bewegungen audiovisuell

gebrochen, in Bildernetzwerke, vi-

suelle Kontrapunkte und (histori-

sche) Inszenierungen zerlegt und so

eine Re-Mediation unserer Körper-

lichkeit und Körpererfahrung er-

reicht. 

Beide Produktionen erwiesen sich

mit Blick auf die Originalität ihrer

Ideen sowie deren professionelle

Umsetzung als sehens- und hörens-

wert und wurden von den zahlreich

erschienenen Bürgerinnen und Bür-

gern der Stadt Bayreuth mit großem

Interesse und Beifall bedacht. Die

Vorführungen lenkten das Publikum

auch auf Verbindungsmöglichkeiten

zwischen praxisrelevanten und wis-

senschaftlichen Schwerpunkten so -

wie auf die spezifischen didakti-

schen Zielsetzungen der Bayreuther

Medienwissenschaft, welche in der

Anleitung zur Entwicklung origi-

neller und kreativer Lösungen und

zu deren kritischer Reflexion liegen. 

Prof. Anno Mungen (Musiktheater-

wissenschaft) konzipierte und mo-

derierte im Oktober in der Villa

Wahn fried das Gesprächskonzert

Die Diva als Mann als Hommage an

die auf den europäischen Bühnen

gefeierte Wilhelmine Schröder-Dev -

rient. Die Opernsängerin hatte sich

oft über ihre männlichen Kollegen

geärgert, weil sie überzeugt war, die

Rolle des Liebhabers besser spielen

zu können – die Frau als der besse-

re Mann! Im Tannhäuser kompo-

nierte Wagner für sie die wohl weib-

lichste aller Partien, die Rolle der

Diva, einer Göttin im eigentlichen

Sinne: Venus. Die Sopranistin mit

dem Hang für männliche Rollen war

hier die Verführerin schlechthin. 

In dieser Spannung von androgyner

Männlichkeit und der Verkörperung

des Objekts männlicher Begierde ist

das Rollenrepertoire, für das Schrö-

der-Devrient weltberühmt war, an-

zu siedeln. Gerade hierdurch avan-

cierte sie zu einer besonders faszi-

nierenden Künstlerin, die durch ihre

Ausstrahlung und ihr großes kreati-

ves Potential zu den ersten Sänger-

darstellerinnen modernen Zuschnitts

gehörte. Arien aus Opern von Spon-

tini, Wagner, Beethoven, Bellini und

Rossini – dargeboten von der So-

pranistin Nicola Müller, die von El-

nara Ismailova am Klavier begleitet

wurde – riefen Schröder-Devrients

sängerische Leistungen musikalisch

in Erinnerung: Italienischer Bel

canto traf hier auf einen französisch

geprägten Deklamationsstil und ließ

gerade in dieser Kombination neu

aufhorchen. 

Das zweite Gesprächskonzert

„Töch ter, Tanz und Teufel: Bühne

und Ballsaal im Salon“ fand am 22.

November im Schloss Thurnau statt

und spürte der Rezeption von Bal-

lettinszenierungen an der Pariser

Opéra zwischen 1820 und 1870 in

der gesellschaftlichen Musik- und

Tanzpraxis nach. In diesem Zeit-

raum wurde durch Arrangements

von Ballettmelodien für Ballsaal

und musikalischen Salon der öf-

fentliche Wirkungsradius des Thea-

ters erheblich erweitert, wobei die

Grenzen zwischen Theater und Ge-

sellschaft verschwammen: 

Im Theater dieser Zeit wurden Ge-

sellschaftstänze – an dramaturgisch

und dramatisch zentralen Dreh- und

Angelpunkten – in obligatorischen

Ballszenen inszeniert, während um-

gekehrt der Gesellschaftstanz im

Ballsaal – durch seinen Rückgriff

auf Bühnenwerke – theatralisiert

wurde. Theater und Gesellschaft

avancierten vor diesem Hintergrund

zu einer künstlerisch-kulturellen In-

teressengemeinschaft, die nicht zu-

letzt soziale Realitäten verarbeitet:

Im Zuge der Auflösung tradierter

Gesellschaftshierarchien entwickel-

te sich in den Ballsälen eine gera-

dezu diabolische „Dansomanie“,

deren Konfliktpotential in den Bal-

letten nachinszeniert wurde. Mit

allen künstlerischen Raffinessen

wurde davor gewarnt, dass gerade

für heranwachsende Töchter eine

allzu ausgeprägte Tanz-Leiden-

schaft zu einem ‚teuflischen‘ Kon-

trollverlust führen und in weiterer

Konsequenz nicht nur Familien,

sondern ein ganzes Gesellschafts-

system „im Galopp“ in den Abgrund

stürzen kann. Konzipiert und mo-

deriert wurde dieses Konzert von

Dr. Stephanie Schroedter, am Kla-

vier spielte der Ansbacher Konzert-

pianist Paul Sturm. Beide Konzer-

te wurden mit Mitteln des Bundes-

ministeriums für Bildung und For-

schung unterstützt.

Am 2.-3. November 2007 fand im

Konzerthaus Berlin ein Symposium

unter dem Titel Drama – Szene –
Stimme: Glucks Reformopern und
ihre Interpretationen statt, das von

Prof. Thomas Betzwieser (Musik-

wissenschaft) gemeinsam mit dem

Konzerthaus konzipiert und veran-

staltet wurde. Die Tagung suchte ge-

zielt die Schnittstelle von Wissen-

schaft und Praxis auf, nicht zuletzt

stand sie im Zusammenhang mit

Aufführungen der drei Wiener Re-

formopern Glucks (Orfeo ed Euri-
dice, Alceste und Paride ed Elena)

im Konzerthaus. 

Im Mittelpunkt des Symposiums

standen die Problemfelder Werkge-

stalt, Aufführung und Interpretation,

die für die sog. Reformopern Glucks

in besonderer Weise wirksam wer-

den. Die ungemein offene und le-

bendige Diskussion des abschlie-

ßenden Roundtables erwies einmal

mehr die enge Wechselbeziehung

von Wissenschaft und musikalischer

Praxis sowie den spezifischen

Trans fercharakter kunstwissen-

schaft licher Disziplinen. 

Prof. Ute Fendler (Romanische Li-

teraturwissenschaft) präsentierte im

November neueste afrikanische Fil -

me im Cineplex der Stadt Bayreuth:

Les saignantes von Jean-Pierre Bé-

kolo (Kamerun, 2006), „Making

off…“ von Nouri Bouzid (Tunesien,

2007)  und „Moolaadé“ von Ous-

mane Sembène (Senegal, 2005). 

Prof. Martina Drescher und Junior-

professorin Monika Sokol veran-

stalteten mit Kollegen der Univer-

sität Bamberg und Erlangen eine

gemeinsame Ringvorlesung zum

Thema „Pragmatik“, in der an den

drei fränkischen Universitäten aus-

Plakat zur Auffüh rung
der Multi-Media-
Produktion „Motion
meets media“ im
Bayreuther Zentrum

Das Jahr der Geisteswissenschaften – eine Bayreuther Bilanz
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gewählte Ansätze und Fragestellun-

gen der linguistischen Pragmatik

vorgestellt wurden.

Analog zu dem bundesweiten wurde

an der Universität Bayreuth ein uni-

versitätsinterner Wettbewerb unter

dem Motto „Geist schafft Wissen“

ausgelobt. Alle Studierenden waren

eingeladen, kreative Ideen zur Be-

deutung und Leistung der Geistes-

wissenschaften für den Dialog  zwi-

schen Wissenschaft und Gesell-

schaft zu entwickeln und medial

umzusetzen. 

Die Jury erkannte den 1. Preis (700 €)

einer Gemeinschaftsarbeit von Mir-

jam Horn (MA Literatur und Me-

dien) und Heiko Rauh (Magister So-

ziologie) mit dem Titel: „Ein

Sorgenkind mit hohen Ansprüchen

– Ein Beitrag zum Jahr der Geistes-

wissenschaften“ zu. Das Feature ba-

siert auf Interviews, in denen Gei-

steswissenschaftler ihre sehr unter-

schiedlichen Haltungen zu ihrer

Wissenschaft zum Ausdruck brin-

gen. Durch präzise gestellte Fragen,

kluge Auswahl der Gesprächspart-

ner wird die Ambivalenz der Gei-

steswissenschaften, die oft selber

hin und her gerissen sind zwischen

Widerstand gegen kulturelle Fehl-

entwicklungen und dem Versuch,

durch konstruktive Mitarbeit dem

Zeitgeist ihren Stempel aufzudrük-

ken, transparent. Damit war die 

Aufgabe des Wettbewerbs, den Re-

zipienten die Reflexion über die Be-

deutung, Stellung und Aufgaben der

Geisteswissenschaften nahezubrin-

gen, vorbildlich gelöst. 

Den 2. Preis (500 €) erhielt Sandra

Kappey (BA Theater und Medien)

für ihren Videoclip „The Making of

Arts“, der sich mit dem Profil des

Studiengangs „Theater und Me-

dien“ aus der Sicht von Lehrenden

und Studierenden befasst und zu-

gleich eine Dokumentation eines

Projekts im Bereich der audiovi-

sualen Medien enthält. Durch den

Wechsel zwischen theoretischer Re-

flexion und Dokumentation nimmt

der Zuschauer Anteil am mühsa-

men, aber auch vergnüglich-kreati-

ven Produktionsprozess eines Vi-

deoclips, der dann am Ende der

Dokumentation als abgeschlossenes

Projekt vorgeführt wird.

Die Preise stiftete der Dekan der

Rechts- und Wirtschaftswissen-

schaftlichen Fakultät, Prof. Karl-

Georg Loritz, sie wurden überreicht

auf der feierlichen Abschlussveran-

staltung des Bayreuther Jahres der

Geisteswissenschaften am 13. De-

zember. Den Festvortrag hielt der

Quästor des Europäischen Parla-

ments Dr. Ingo Friedrich, MdEP

zum Thema „Globalisierung: Ende
des europäischen Lebensmodells?“. 

Friedrich setzte sich in seinem von

vielen Beispielen aus seiner lang-

jährigen politischen Laufbahn ange-

reicherten Vortrag entschieden dafür

ein, dass die Bürger der Europäi-

schen Union die Globalisierung als

Herausforderung begreifen, das eu-

ropäische Lebensmodell an die ver-

änderten Gegebenheiten anzupassen,

es kontinuierlich weiter zu entwik-

keln und dafür offensiv zu werben.

Trotz des weltweiten Wettbewerbs,

der zunehmend nicht nur um Märk-

te, sondern um Ideen und Weltbilder

geführt wird, sah Friedrich die At-

traktivität des auf christlichen Wer-

ten, Humanismus, Toleranz und Auf-

klärung beruhenden Lebensmodells

als ungebrochen an und zeichnete

ein optimistisches Zukunftsbild.

Zieht man ein Resümee des Jahres

der Geisteswissenschaften, dann ist

es sicher gelungen, die Bedeutung

der Geisteswissenschaften für den

Alltag deutlicher zu machen. Dies

schlägt sich auch in der gestiegenen

Nachfrage nach geisteswissenschaft-

licher Expertise seitens politischer,

gesellschaftlicher und wirtschaftli-

cher Entscheidungsträger nieder.

Dank der Unterstützung durch die

Medien ist die Sensibilität für den

Beitrag der Geisteswissenschaften

gewachsen. 

Diese Entwicklung wird gefördert

von einer zunehmenden Reflexion

über die Ziele unserer Gesellschaft,

angesichts der demographischen

Entwicklung in Europa, der Globa-

lisierung und den Folgen des Kli-

mawandels bzw. der knapper wer-

denden Ressourcen. Nahezu alle

geisteswissenschaftlichen Fächer

nehmen teil an der Selbstaufklärung

der Gesellschaft, insbesondere bei

der Versicherung ihrer Vergangen-

heit und der Abgrenzung gegenüber

anderen Kulturen oder Religionen.

Umgekehrt ist aber auch im Jahr der

Geisteswissenschaften ihren Fach-

vertretern deutlich geworden, dass

eine solche Orientierungsleistung

zunehmend von der Gesellschaft

nachgefragt und eingefordert wird. 

Dieses war ein Grundtenor der öf-

fent lichen Diskussionen, die im ab-

ge laufenen Jahr stattgefunden ha -

ben. Den Geisteswissenschaften

wird es nicht mehr ohne weiteres

zugestanden, Aufklärung quasi ad
usum Delphini zu betreiben, son-

dern sie sollen dazu beitragen, un-

sere und fremde Gesellschaften bes-

ser zu begreifen und aktiv an der

Diskussion der Frage mitzuwirken,

welche künftigen Formen des Zu-

sammenlebens wir auf diesem Pla-

neten wollen und welche nicht. �

Preisverleihung von "Geist schafft Wissen" in Bayreuth: 
Es freuen sich (v.l.) die Preisträger Sandy Kappey, Miriam Horn und
Heiko Rauh sowie Universitätspräsident Professor Helmut Ruppert,

der damalige Dekan der Sprach- und Literaturwissenschaftlichen
Fakultät, Professor Gerhard Wolf sowie der Dekan der Rechts- und

Wirtschaftswissenschaftlichen Fakultät, Professor Karl-Georg
Loritz, der übrigens die Preise gestiftet hatte. (Foto Peter Kolb)




