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1. Einleitung

1.1. Üb erblick

Mikrowellenerwärmungsverfahren �nden in zahlreichen technologischen Bereichen Anwendung.
Die Mikrowellenerwärmung ermögli cht, je nach Material und seiner dielektrischen Eigenschaft,
eine volumetrische Erwärmung des Gutes o der eine selektive Erwärmung eines sp ezi�schen B e-
standteils des zu erwärmen den Gutes, da die elektromagnetische Strahlung eine material- und
wellen längensp ezi�sche Eindrin gtiefe in das Bauteil b esitzt. Damit weist die Mikrowellenerwär-
mung Vortei le gegenüb er konventionellen Erwärmungsverfahren auf, b ei denen die Wärme vor
allem durch Wärmeleitung im zu erwärmenden Gut verteilt wird. Eine e�ektive Auslegung eines
Mikrowellenerwärmunsprozesses muss allerdings weit mehr Randb ed ingungen b erücks ichtigen,
als di es b ei einem konventionellen Erwärmungsverfahren der Fall ist. Neb en den wärmetech-
nisch en Parametern und Sto�daten, die für eine verf ah renstechnisch e Auslegung und/o der rech-
nergestützte Simulation eines klassischen Aufheizvorgangs b enötigt werden, ist b ei der Mi kro-
wellen erwärmung zum einen di e Kenntnis der temp eraturabhängigen Permittivität des zu er-
wärmenden Materials eine entscheidende Voraussetzung, zum anderen sp ielen auch geometrische
Faktoren d es Bauteils b ei der Umwandlun g von elektromagnetischer Strahlung in Wärme eine
wichtige Rolle. Al s Fallb eispiel dient in dieser Arb eit die Erwärmung und S interung keramischer
Werksto�e durch Mikrowellen .

1.2. Ziel der Arb eit

Ziel dieser Arb eit i st es zum einen, das Absorptionsverhalten keramischer Materialien sowohl als
Funktion ihrer d ielektrischen Eigenschaften als auch der jeweiligen Ob jektgröÿe zu b eschreib en
und zu kategorisieren. Dazu sollen Metho den zur Berechnung und Klassi�zierung entwickelt wer-
den, die das p otenziel le Absorptionsverhalten eines Materials als Funktion der Bauteilgröÿe, Tem-
p eratur und Materialdichte zu Beginn einer verfahren stechnisch en Auslegung b ei einer Mikro-
wellen erwärmung mit der Frequenz 2.45 GHz abschätzen helfen.

Für die Detailauslegung von Ho chtemp eratur-Mikrowell en prozessen werd en verstärkt numerische
Berechnungsmetho den eingesetzt. Dazu ist ein e Kopplun g von elektromagn etischer un d ther-
mischer Berechnung erforderlich. Mikrowell en-Simulationsverfah ren ermöglichen die frequenz-
abhängige Berechnung der elektromagn etischen Fel dausbreitung im mikrowellenb eaufsch lagten
Raum, oft gekopp elt mit der Berechnung der lokal dissipierten Leistung. Die Kopplung von dis-
sipierter Leistung pro Volumenelement mit einer thermischen Berechnung wird genutzt, u m aus
der Mikrowellendissipation das transiente, lokale Erwärmungsverhalten üb er wärmetechni sche
Berechnungen abzuleiten. Die Vor- und Nachteile der verfügbaren nu meris chen Verfahren b e-
dingen, dass es nach wie vor schwierig ist, diese physikalische Kopplung mit einem numerischen
Verfahren durchzuführen, aufgrund der unterschiedlichen Zeitskalen der Prozesse. Üblicherweise
erfolgt die Kopplung zwischen den Berechnungsmo dulen f ür elektromagn etische und thermische
Berechnung durch eine zeitlich synchronisierte, sequenzielle Datenüb ergab e. Da dieses Vorge-
hen aufwändig und eine Vielzahl dieser Berechnu ngen für eine Prozessoptimierung erforderlich
sind, wird ein Verfahren gesucht, dass eine gröÿere Flexibilität b ei der verfahrenstechnischen
Charakterisierung des Mikrowellenprozesses ermöglicht.
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Einleitung

Weiteres Ziel der Arb eit ist es daher, eine Metho de zur Kopplung vom Mikrowellen- und Tem-
p eratursimulation zu entwickeln, die ohne zeitliche Synchronisation der Simulationsteilprozesse
auskommt. E s s ol l ei ne simulationsgestützte Methodik entworfen werden, mit der d ie Berechnun g
des Aufheizvorgangs am Beispiel keramischer Bauteile zu hohen Temp eraturen unter Berücksich-
tigung der Si nterschrumpf ung sowie aller relevanten Wärmetransp ortmechanismen wie Wärmelei-
tung, -konvektion und -strahlung möglich ist. Das Vorgehen soll sowohl eine frühe Rückmeldung
üb er die thermische E�zienz des Mikrowellenverf ah rens ergeb en, um eine Optimierung der Er-
wärmung im Rahmen der Prozessauslegung zu erzi el en, als auch eine multip hysikalische Berech-
nu ng des Aufheizverhaltens dielektrischer Materialien ermöglichen. Anhand von Fallb ei spielen
wird eine Bewertu ng verfahrenstechnischer Prozessvarianten durch Kombination mit alternativen
Heizquellen hinsichtlich der energetischen E �zi en z vorgenommen.

Ein zu entwickelnder metho discher Leitfaden soll schlieÿlich die verfahrenstechnische Auslegun g
von Ho chtemp eratur-Mikrowellenprozessen auf Basis der ob en b eschrieb enen Metho den erleich-
tern.
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2. Theoretische Grundlagen

Elektromagnetische Wellen b es teh en aus gekopp elten elektrischen und magnetischen Feldern. Sie
entsteh en durch Emission von Photonen (Lichtquanten) aus angeregten Elementarteilchen und
treten in der N atu r in einem weiten Frequenzb ereich auf. Zum el ektromagnetischen Wellensp ek-
trum (s. Abbildung 2.1) gehören sowohl Radio- und Funkwellen der leitungslosen Telekommu-
nikationssysteme, Radar- und Mikrowellen, sichtbares Licht, als auch Wärme-, UV-, Röntgen-
sowie Gammastrahlung.
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Abbildung 2.1: E lektromagnetisches Frequenzsp ektrum

Die Theorie der Elektro dynamik stellt di e Grundlagen elektromagnetischer Wellen dar. Sie erklärt
die Erzeugung elektromagnetischer Wellen durch die Interaktion elektrischer und magnetischer
Felder mit elektrischen Ladungen [1]. Die 1864 von Maxwell aufgestellten Gleichungen der
Elektro dynamik [2] verei nigen elektrische und magnetische Kräfte zu einer einheitlichen Theorie
und b egründen die Existenz elektromagnetischer Wellen, deren exp erimenteller Nachweis Hertz
1886 gelang [3]. Ein ige Jahre später wiesen Planck [4] sowie Einstein [5] die quantenmecha-
nisch e Natur elektromagnetischer Wellen nach. Einstein p ostulierte 1909 den Welle-Teilchen-
Dualismu s für Licht [6] und die Existenz von Lichtquanten, später Photonen genannt, mit diskre-
ten Energiezuständen. 1924 erweiterte de Broglie in seiner Dissertation [7] die Vorstellung vom
Welle-Teilchen-Dualismu s von Ph otonen auf klassische Teilchen wie z.B. El ektronen und leitete
den Zusammenhang zwischen Teilchen-Impu ls und der später nach ihm b enannten de-Broglie-
Wellenlänge der Materie her ( � = h

p ). In den 1940er Jahren wurde die klassische E lektro dyamik
durch Feynman [8], S chwinger sowie weitere Wissenschaftler [9] zur umfassenden Quanten-
elektro dynamik ausgebaut, die elektro dynamische Vorgänge auf mikroskopischer bzw. atomarer
Eb ene b eschreibt und die klassische Elektro dynamik als Grenzfall einschlieÿt.

Die von Maxwell [10] zusammengefassten Relationen zur Beschreibung der Grund lagen des
Elektromagnetismus teilen sich auf in folgende vier Gesetze, die auf den Arb eiten von Gauÿ ,
Faraday und Ampere gründen, von Heaviside in vektorielle Form gebracht wurden [11, S.
108-112] und nachfolgend für zeitharmonische Felder g (~x; t) = g0 (~x) cos [� !t + � (~x)] mittels
Phasor g (~x) = g0 (~x) ei� (~x) , es gilt g (~x; t) = Re

�
g (~x) e� i!t �

, in komplexer Form b eschrieb en
sind [12, S. 293-295]:
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Theoretische Grundlagen

1. Gauÿsches Gesetz für elektrische Felder: ~r � ~D = �

2. Gauÿsches Gesetz für magnetische Felder: ~r � ~B = 0
3. Faradaysches Gesetz: ~r � ~E = � i!� ~H
4. Amp ère-Maxwellsches Gesetz: ~r � ~H = ~J + i !" ~E mit ~J = ~J s + � ~E

Im Folgenden wird durchgängig das internationale Einh eitensystem SI (frz. Système inte rnatio-
nal d'unités ) [13] mit den Grundeinheiten Kil ogramm für Masse, Sekunde für Zeit und Coulomb
für Ladung angewendet. Eine ausführliche Einfü hrung in die Grundlagen der Maxwellschen Glei-
chungen und zu dielektrischen Funktionen wird im Anhang A vorgestellt.

2.1. Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen mit Materie

Tri�t eine Mikrowelle auf ein Medium, kommt es zur Wechselwirkung zwischen elektromagn eti -
scher Welle und Materie. Kennzeichende Gröÿen sind dab ei die Frequenz f der Welle und die
Permittivität " bzw. Permeab iltät � des Mediums. Die elektromagnetische Welle wir dab ei ge-
streut und absorbiert. Der Anteil gestreuter wie absorbierter Strahlung ist eine Funktion der
Frequenz der Strahlung, der Gröÿe und Form des Ob jekts sowie der Materialeigenschaften . Die
Absorption (o der auch Dissipation) der elektromagnetischen Welle führt zur Umwandlung von
elektromagnetischer Energie i n andere Energieformen wie z.B. Wärme. Die Höhe d er Dissipation
wird durch die elektrischen, d ielektri schen und magnetischen Eigenschaften des Mediums sowie
die Höhe der Feldstärken b estimmt und geht aus der En ergi eerh altung hervor, wie nachfolgend
gezeigt. Die Relevanz der aus der Optik b ekannten Streuung und Absorption elektromagnetischer
Wellen für d ie Mikrowellenerwärmung wird in den folgenden Abschn itten erläutert.

2.1.1. Elektromagnetischer Energieerhaltungssatz

Wenn eine elektromagnetische Welle auf ein b eliebig geformtes Ob jekt mit dem Volumen V und
der Ob er�äche S sowie den komplexen, Materialparametern �̂ , "̂ und �̂ gemäÿ Abbild ung 2.2
tri�t, wird sie an jedem Punkt inn erhalb des Ob jekts zeit- und frequenzabhängige reversible und
irreversibl e elektrische, dielektrische und magn etische Wechselwirkungen induzieren. Irreversib el
dissipierte elektromagnetische Energie Ediss wird dab ei in Wärme umgewandelt.

~k

~E (x; t )

~B (x; t )

~n

V; S

�̂; "̂; �̂

Ediss

Abbildung 2.2: Wechselwirkung von elektromagnetischer Welle un d Materie mit verlu stb ehafte-
ten Eigenschaften

Die quantitative Bestimmung der Energiebilanz wird mit Hilfe der komp lexen Maxwell-Gleichungen
in Anlehnung an [14, Kap. 1] für quellenfreie Felder mit harmonischer Zeitabhängigkeit vollzogen.
Nach der Eulerschen Formel gilt zwischen der trigonometrischen Formu lierung ein er harmoni-
schen Schwin gung und einer komplexen Exp onentialfunktion die Relation ei� = cos (� )+i sin ( � ) .
Für reelle und komplexe Feldgröÿen gilt der Zusammenhang 1 :
1 Der Vorfaktor

p
2 b erücksichtigt die e�ektive Höhe der Feldstärke. Soll d er Maximalwert b etrachtet werden,

fällt der Vorfaktor weg.
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2.1 Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen mit Materie

~E (t) =
p

2
��� ~E

��� cos (!t + � ) =
p

2Re
� ��� ~E

��� ei!t
�

: (2.1)

Ausgehend von den komplexen Gleichungen des Durch�utungs- und Induktionsgesetzes gilt für
jeden b eliebigen Punkt des Volumens nach Gleichung A.30 im komplexen Zahlenraum:

~r � ~E = � i! �̂ ~H ~r � ~H = (i ! "̂ + �̂ ) ~E : (2.2)

Die l inke Gleichung in Gleichung 2.2 wird mit dem komplex-konju gi erten Vektor ~H
?
skalar multi-

pliziert. Die rechte Gleichung wird nach Konjugieren mit dem komplexen Vektor ~E multip liziert:

~H
?

�
�

~r � ~E
�

= � i! �̂ ~H
?

� ~H ~E �
�

~r � ~H
?�

= ( �̂ � i! "̂ ) ~E � ~E
?

: (2.3)

Die Gleichung 2. 3 gil t, solange "̂ und �̂ skalare Gröÿen ist. Wird die rechte Gleichung von der
linken subtrahiert, entsteht aus Gleichung 2.3

~H
?

�
�

~r � ~E
�

� ~E �
�

~r � ~H
?�

= � i! �̂ ~H
?

� ~H � ( �̂ � i! "̂ ) ~E � ~E
?

: (2.4)

Die linke Seite in Gleichung 2.4 wird mit Hilfe der Pro duktregel fü r das Kreuzpro dukt 2 umge-
formt in ~r �

�
~E � ~H

?�
. Weiterhin gilt für das Pro dukt einer komplexen Zahl mi t seiner Konju-

gierten A � A? = jA j2 . Somit folgt aus Gleichung 2.4

~r �
�

~E � ~H
?�

= � i! �̂ jH j2 � ( �̂ � i! "̂ ) jE j2 (2.5)

Der komplexe Poyntingvektor [ 15] ist de�niert als ~S =
�

~E � ~H
?�
und dessen zeitliches Mittel

als
D

~S
E

= Re
�

~E � ~H
?�
3 [14, S. 20]. Somit ergibt sich aus Gleichu ng 2.5 folgende Darstellung:

~r � ~S + �̂ jE j2 + i !
�

�̂ jH j2 � "̂ jE j2
�

= 0 : (2.6)

In integraler Schreibweise wird aus Gleichung 2.6 u nter Anwen dung des Gauÿsch en Integralsat-
zes 4 die Gleichung fü r Energieerhaltung für di e komplexe elektromagnetische Energieänderung
im Ob jekt gebildet:

�

S
~S � ~n ds

| {z }
Term 1

+
�

V
�̂ jE j2 dV

| {z }
Term 2

+2i !
�

V

1
2

�
�̂ jH j2 � "̂ jE j2

�
dV

| {z }
Term 3

=0
: (2.7)

Physi kalisch b esagt Gleichung 2. 7, dass der durch d ie Ob er�äche eintretende Energiestrom der
Änderung der im Volumen eingeschlossenen Energiedichte ents pricht. Der Term 1 in Gleichung 2.7
b eschreibt den komplexen elektromagnetischen Leistun gs strom P f , der das b etrachtete Volumen
üb er die Integrationsgrenzen erreicht [14, S. 21]. Der zweite und dritte Term in Gleichung 2.7

2 Pro d uktregel: ~r �
�

~A � ~B
�

= � ~A �
�

~r � ~B
�

+ ~B �
�

~r � ~A
�

3 Die De�nition des komplexen Poynting-Vektors u nd sein es zeitlichen Mittelwerts weicht von der De�nition in
anderen Quellen wie z.B. [16] o der [17] ab, da h ier nach [14] der Realtei l der zeitharmonischen Feldgröÿen den
Vorfaktor

p
2 trägt und die e�ektive statt maxi male Peakhöhe ausweist.

4 Ist das Volumen V durch eine glatte Ob er�äche S umschlossen und durch den Flächennormalenvektor ~n orien-
tiert, gilt für die stet ig di�erenzierbare Funktion ~F :

�

V
div ~F d( n ) V =

�

S

~F � ~n d( n � 1) s :
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b eschreib en d ie komp lexe Energiedichteänderung im Ob jekt, die in eine reversible Energiedich-
teänderung (Sp eicherung) und ein e irreversible Energiedichteänderung (Dissipation) unterteilt
werden kann [17, S. 306 �.]. Der Term 2 (Realteil der Energiedichte im Volumen) b eschreibt
die Verlustleistungsdichte Pdiss , der Term 3 (Imaginärteil) d ie gesp eicherten elektrischen und
magnetischen Energiedichten we und wm (Blindleistung) [14, S. 22 �.][17, S. 309]. Der Energie-
erhaltungssatz kann somit vereinfacht in der Form

P f + Pdiss + 2i !
�

v
(wm � we) dV = 0 (2.8)

geschrieb en werd en. Sind die Materialeigenschaften " , � und � reell, d.h. das Medium ist homo-
gen, isotrop und dielektrisch bzw. magnetisch verlustfrei, dann b erechnen sich die zeitgemittelten,
reellen Werte d er b eschrieb enen komplexen Gröÿen üb er den Realteil der jeweiligen zeitharmo-
nischen Fun kti on üb er die De�nitionen a(t) =

p
2Re

�
aei!t �

und �ab= Re
�
~a �~b

?�
:

hP i diss = Re ( Pdiss) =
�

V
� jE j2 dV

hW i e = Re ( we) =
1
2

�

V
" jE j2 dV

hW i m = Re ( wm) =
1
2

�

V
� jH j2 dV

(2.9)

Für disp ersive Sto�systeme mit den komplexen Gröÿen "̂ (! ) = "0 ("0
r � i"00

r ) und �̂ (! ) = � 0 (� 0
r � i� 00

r )
nimmt Gleichung 2.7 folgende Form an:

�

S
~S � ~n ds +

�

V

�
� jE j2 + 2i !

�
1
2

�̂ (! ) jH j2 �
1
2

"̂ (! ) jE j2
��

dV = 0 (2.10)

Bei disp ersiven Medien umfasst hPidiss neb en dem elektrischen Leitungsverlust sowohl die di-
elektrische wie auch magnetisch Verlustleistung. D ie elektrische und magn etische B lindleistung
hWei und hWm i werden durch die erforderlich e kinetische Energie zur Oszillation freier Ladungen
sowie Feld- un d Polarisierun gs vorgängen im Wechselfeld b eschrieb en [14, S. 23]. Je nach Mate-
rialklasse und ihren jeweiligen Eigenschaften ergeb en sich gemäÿ Gleichung 2.10 unterschiedlich
ausgeprägte Blind- und Verlustleistungen. Tab elle 2.1 bietet eine Üb ersicht. Die in dieser Ar-
b eit b etrachteten keramischen Werksto�e verhalten sich wie dielektrische Materialien, d.h. die
Dissipation d er elektromagnetischen En ergie ist vor allem durch die komplexe Permittivität "̂
b estimmt.

Tab elle 2.1: Üb ersicht üb er die volumenb ezogene, zeitlich gemittel te Verlust- und Blindleistung
verschiedener Materialklassen.

Medium hPV i diss (W=m ³ ) hwi e (W=m ³ ) hwi m (W=m ³ )

Vakuum
( � = 0; " r ; � r = 1 )

0 1
2 !" 0 jE j2 1

2 !� 0 jH j2

paramagn. Metall
( " r � 1; � r � 1, � > 0)

� jE j2 1
2 !" 0 jE j2 1

2 !� 0 jH j2

dielektr. Material
( � � 0; � r � 1)

!" 0"00
r jE j2 1

2 !" 0"0
r jE j2 1

2 !� 0 jH j2
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2.1 Wechselwirkung elektromagnetischer Wellen mit Materie

Die quantitative Bestimmung der Dis sipation der elektromagnetischen Welle in Wärme gemäÿ
Gleichung 2. 10 stellt die Grundlage für die Berechnung der Mikrowellenerwärmung mittels nu-
merischer Metho den dar, die i n Unterabschnitt 3.2.2 vorgestellt werden.

Ausbreitun g in Materie und Eindringtiefe Eine elektromagnetische Well e, die in ein absor-
bierendes Material eindringt, wird in Abhängigkeit von der Permi ttivität des Mediums und der
Frequenz eine Abschwächun g sei ner Intensität während d er A usbreitung erfahren. Au sgeh end
von der Wellengleichung in Gleichung A.19 kann für eine planare elektromagnetische Welle, die
sich in Richtung d er z -Ko ordinate ausb reitet, die Orts-Zeitfun kti on der elektrischen Feldstärke
E (z; t) im Materi al nach [18, S. 78-79] wie folgt abgeleitet werden:

E (z; t) = E0 exp (i!t � 
̂z ) ; (2.11)

worin der komplexe Ausbreitungsfaktor 
̂ = i !
p

"̂" 0�̂� 0 ist. Der Realteil Re (
̂ ) = � stellt den
Dämpfungs-, der Imaginärteil Im ( 
̂ ) = � den Phasenfaktor der Welle im Medium dar. Die retar-
dierende Hüllkurve des p erio disch schwingenden E -Feldes wird im Medium durch die Funktion
E0 exp (� �z ) b eschrieb en. Die Eindringtiefe der Strahlung ins Mediu m b esch reibt den Abstand
zwischen Eintrittspunkt ins Medium u nd dem Punkt, an dem die Amplitude des elektrischen
Feldes auf e� 1 ’ 0:368 seiner b ei Eintritt in das Material b estehenden Amplitude E0 abgefallen
ist. Die Eindrin gti efe � p b erechnet sich für nach [18, S. 80] gemäÿ

� p =
1

2�
=

1
2!

s
2

� 0
r � 0"0

r "0
�

1
s r

1 +
�

" 00
r

" 0
r

� 2
� 1

(2.12)

und gilt für isotrop e, homogene Materialien. Die Eindringtiefe ins Medium wird entscheidend
durch "00

r b estimmt. Ist ein Materi al dielektrisch verlustfrei, ist die Eindringtiefe theoretisch un-
endlich groÿ. Bei dielektrisch verlustb ehafteten Materialien b eträgt d ie Eindri ngtiefe in Abhän-
gigkeit der Wellenlänge bzw. Betriebsfrequenz und dem Verlustfaktor z.B. zwischen wenigen
Millimetern bis zu mehreren hund ert Metern, wie anhand der in Tab elle 2.2 angegeb enen Ein-
dringtiefen für verschiedene keramische Materialien b ei 2.45 GHz dargestellt ist. Die Bezugsquel-
len für die Daten für die Permittivität �nden sich in Abschnitt 3.7. Die Wellenlänge im Medium
b erechnet zu [19]:

� Medium =
2c

f �

s r
1 +

�
" 00

r
" 0

r

� 2
+ 1

(2.13)

Bei metallischen Leitern und Halbleitern tritt b ei ho chfrequenten Wech selfeldern der sogenannte
Skin-E�ekt auf, b ei dem d ie elektromagn etische Welle nur eine kurze Distanz in den Leiter
eindringt. Die Felder und der induzierte Strom J klingen exp onentiell mit dem Abstand d zur
Ob er�äche ab: J = JS exp (� d=� ) [20]. Die Leitschi chtdicke � skin ist f ür metallische Leiter � skin =q

2�
!� abhängig von der Kreisfrequenz, absoluten Permeabilität � = � 0� r und dem sp ezi�schen

Widerstand � . Bei schlechten elektrischen Lei tern ist sie zusätzlich abhängig von der ab sol uten
Permittivität " = "0" r [21]:

� skin =
r

2�
!�

�

r q
1 + ( �!" )2 + �!" : (2.14)

Hohlleiter weisen deshalb so geringer Verluste auf, weil ein groÿer Teil der Innen�äche am Strom-
�uss b eteiligt ist.
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Tab elle 2.2: Eindringtiefe von Mikrowellenstrahlung ( f = 2.45 GHz) in ausgewählten dielektri-
schen Materialien b ei 25 ° C. Magnetische Verluste werden vernachlässigt ( �̂ r = 1 ).

Parameter SiO 2 ZrO 2 Al 2 O 3 Wasser SiC
"0

r 3.82 31.6 9.6 78.6 184
"00

r 3:23 � 10� 4 0.028 0.034 10.79 159
� p 117.8 m 3.9 m 1.8 m 16 mm 1.8 mm

2.1.2. Absorption und Streuung

Tri�t eine elektromagnetische Welle auf ein b eliebiges Ob jekt, so wird die Welle nicht nur ab-
sorbiert sondern auch gestreut. Die Summe aus Streuung und Absorption ergibt die Extinkti-
on. Eine p olarisierte, mono chromatische elektromagnetische Welle, d ie auf ein Ob jekt fällt (s.
Abbildung 2.3), wird sich in diesem ausbreiten als auch von diesem gestreut werden. A us der
Üb erlagerung der einfallenden ( ~Eein , ~Hein ) und der in das umgeb ende Medium gestreuten Welle
( ~Es , ~Hs ) stellt sich im umgeb enden Medi um des Ob jekts ein resultierendes Feld ~E2 , ~H2 gemäÿ
Sup erp osition ein. Es gilt

~E2 = ~Eein + ~Es ~H2 = ~Hein + ~Hs (2.15)

~k

~H1

~E1

einfallende
Welle

S ~E1; ~H1
"̂1; �̂ 1

~n

~Hs
~Es

gestreute Welle

Medium: ~E2; ~H2

Abbildung 2.3: D ie einfallende el ektromagnetische Welle erzeugt ein Feld im Partikel sowie ein
Streufeld im umgeb enden Medium.

In Regionen, in denen "̂ und �̂ stetig sind, erfüllt das elektromagnetische Feld an jedem Punkt
die Maxwell-Gleichungen. An der Grenz�äche zwischen Parti kel und Medium tritt allerdings ei-
ne Unstetigkeit auf, wenn s ich Permittivität "̂ bzw. Permeabilität �̂ von Medium und Partikel
unters cheiden. Um die Bedingung der En ergieerh al tung zu erfüllen, greift die Randb edingun g,
dass an den Phasengrenzen die tangentiellen Feldkomp onenten gleich sein müssen [16, S. 59]. Das
Kreuzpro dukt aus tangentialer Feldkomp onente in ner- und auÿerhalb des Ob jekts mit dem N or-
malenvektor ~n der Phasengrenz�äche ist somit identisch für jeden Punkt auf der P hasengrenze.

~E1 (x) � ~n = ~E2 (x) � ~n ()
�

~E1 (x) � ~E2 (x)
�

� ~n = 0

~H1 (x) � ~n = ~H2 (x) � ~n ()
�

~H1 (x) � ~H2 (x)
�

� ~n = 0
8 x auf S (2.16)

Wird das Flächenintegral für den Energie�uss üb er den Poyntingvektor üb er d ie gesamte Pha-
sengrenze innen (1) wie auÿen (2) gebildet, folgt mit Hilfe d es Spatpro dukts aus Gleichung 2.16
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�

S
~S1 � ~n ds =

�
~E1 � ~H1

�
� ~n ds = �

�
~E1 � ~n

�
� ~H1 ds = �

�
~E2 � ~n

�
� ~H1ds

�

S
~S2 � ~n ds =

�
~H2 � ~n

�
� ~E2ds =

�
~H1 � ~n

�
� ~E2ds = �

�
~E2 � ~n

�
� ~H1ds

�

S
~S1 � ~n ds =

�

S
~S2 � ~n ds

(2.17)

Der eintretende Energie�uss ist gleich dem austretendem En ergi estrom, d.h. dass die Phasen-
grenz�äche des Ob jekts ist energetisch quellen- und senkenfrei [16]. Für den Einzelpartikel gilt
folgende Energiebilanz mit den En ergi eanteilen für Extinktion (ext), Absorption (abs) und Streu-
ung (sca):

Wext = Wabs + Wsca (2.18)

Lumineszenz wird hierb ei nicht b erücksichtigt. Der Wirkungsquerschn itt C wird als Quotient
aus Leistu ng W und der Inten sität der ein fallenden Strahlung pro Fläche I ein ( in W=m ² ) de�niert
[16]. Mit Cext = Wext =I ein , Cabs = Wabs=I ein und Csca = Ws=I ein gilt in Folge der Energieerhaltung
aus Gleichu ng 2.18:

Cext = Cabs + Csca : (2.19)

Der Wirkungsquerschnitt C hat die SI-Einheit m 2 und b eschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
eine elektromagnetische Welle an einem Ob jekt gestreut o der absorbiert wird [22, S. 13]. Die
�angestrahlte� Querschnitts�äche ist dab ei proprotional zum jeweiligen Energie�uss. Hierb ei ist
nicht nur die Gröÿe des Ob jekts entscheidend, sondern auch die Wellenlänge � sowie Permittivität
" und Permeabilität � des Mediums. Wird der Wirkungsquerschnitt C durch die geometrische
Querschn itts�äche Aquer des angestrahlten Ob jekts dividiert, ergibt sich hieraus der jeweilige
E�zienzfaktor Q [22, S. 14]. Es gilt

Qext =
Cext

Aquer
Qabs =

Cabs

Aquer
Qsca =

Csca

Aquer
(2.20)

Für b eliebig geformte Ob jekte o der Partikel sind diese Faktoren abhängig von der räumlichen
Orienti eru ng und der Polarisation der elektromagnetischen Welle. Aus dem Energieerhaltungssatz
in Glei chung 2.18 folgt für b eliebige Polarisationszustände und Ob jektformen der E�zienzfaktor
der Absorption gemäÿ [22, S. 14]:

Qabs = Qext � Qsca : (2.21)

Der geometrisch sp ezielle Fall der Absorption und Streuung an einem kugelförmigen Ob jekt wird
im folgenden Abschnitt b eleuchtet.

Absorption und Streuung an sphärischen Objekten Die Absorption und Streuung einer eb e-
nen elektromagnetischen Welle an kugelförmigen Ob jekten geht auf die Arb eiten von Lorenz
[23] und Mie [24] zurück. Mie untersu chte die Farb erscheinungen kolloidaler Goldpartikel, um
diese mathematisch-physikalisch zu erklären und zu b eschreib en. Dazu b ediente er sich d er Ver-
einfachung, die Kolloide als Kugeln zu b etrachten, und entwickelte eine analytische Lösung für
dieses Prob lem. Die folgend en Ausführungen und Darstellungen gehen in weiten Teilen auf die
Zusammenfassung der Mie-Theorie in [16, Kap. 4] und [22, Abs. 9.2 bis 9.4] zurück.

Zur Üb ertragung der Streuung einer eb enen, p olarisierten elektromagnetischen Welle, wie im obi-
gen Abschnitt dargestellt, werden die Feldkomp onenten der Well en gleichun gen (s. Abschnitt A.2)
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ins Kugelko ordinatensystem mit r , � , � üb ertragen, um die Streuu ng an einer homogenen, i so-
trop en Ku gel zu b eschreib en. Für eine elektromagnetische Welle, deren E -Feld in x -Richtung
p olarisiert ist (s. A bbildung 2.4), lautet somit die zeitharmonische Form

~Eein = E0e� ik̂r cos� ~nx (2.22)

mit k̂ = ! =c0 als dem Betrag des Wellenvektors ~k und d em Einheitsvektor ~nx in x -Richtung. Für
diesen wiederum gilt in Kugelko ordinaten

~nx = sin � cos�~n r + cos � cos�~n � � sin �~n � (2.23)

0

~Eein

~Hein

y

z

x

R ~nr

~Es

~Hs�

�

Abbildung 2.4: S treuung an einem kugelförmigen Ob jekt mit Radius R im Kugelko ordinatensys-
tem (nach [16, S. 89]).

Die zugrunde liegende Idee der mathematischen Herleitung ist, das einfallende elektrische Feld
in eine unendliche Anzahl harmonisch er Vektoren ~M und ~N der Kugel�äch en funktion zu zerle-
gen. ~M steht tan gential zu jeder Kugelob er�äche, ~M und ~N sind orthogonal und erfül len zudem
die Wellengleichung. Zur Lösung der Wellengleichung in Kugelko ordin aten und der darin auf-
tretenden Di �erentialgleichungen werden unter anderem zugeordnete Legendrep olynome 5 sowie
Bessel- und Hankelfunktionen 6 angewendet, so dass schl ieÿlich das einfallende ~E - und ~H -Feld
als Kugelfunktion in der Form

5 Legendrep olynome sind partikuäre Lösungen der Legendreschen Di�erenti al gl eichung der Form [25, S. 446]

�
1 � x2 �

y00� 2xy 0 + n (n � 1) y = 0

mit den sp eziellen Lösungen in Form der Legendrep olynome Pn (x) für ganzzahl ige n � 0 im Intervall � 0:5 <
x < 1

Pn (x) =
1

2n n!
dn

dxn

� �
x2 � 1

� n
�

:

6 Besselfunktionen sind Lösungen der Besselschen Di�erent ialgleichung der Form

x ² y00+ xy 0 +
�
x2 � n2 �

y = 0 ,

wob ei die komplexe Zahl n die Ordnung der Besselfunktion angibt. Gebräuchliche Fälle treten für ganz-
o der halbzahlige Werte von n auf. Es existieren Besselfunktionen erster Gattung ( Jn ), z weiter Gat tung ( Yn )
und dritter Gattung ( H n ). Letzt ere werden auch Hankelfunktionen genannt und ergeb en sich aus Add ition
von H (1)

n (z) = Jn (z) + i Yn (z) [25, S . 441].
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~Eein = E0

1X

n=1

in
2n + 1

n (n + 1)

�
~M (1)

o1n � i ~N (1)
e1n

�

~Hein = �
k̂

!�
E0

1X

n=1

in
2n + 1

n (n + 1)

�
~M (1)

e1n � i ~N (1)
o1n

� (2.24)

b eschrieb en werden kann [16, S. 92-93]. Die Indizes e und o kennzeichnen gerad e (engl. even ) und
ungerade (engl. odd ) Wellenp erio den, der Index (1) steht für eine Besselfunktion 1. Gattung. Die
Variable n ist ganzzahlig. Mit der Ran db edingung, dass auf der Kugelob er�äche die Sup erp osition
der Tangentialkomp onenten der Felder null ergibt (s. Gleichung 2.16), gilt somit:

�
~Eein + ~Esca � ~E1

�
� ~nr = 0 ;

�
~Hein + ~Hsca � ~H1

�
� ~nr = 0 : (2.25)

Unter erneuter Anwendung der Besselfunktion ergibt sich für das gestreute Feld folgende Lösung
[16, S. 94]:

~Esca =
1X

n=1

En

�
ian ~N (3)

e1n + bn ~M (3)
o1n

�

~Hsca =
k

!�

1X

n=1

En

�
ibn ~N (3)

o1n + an ~M (3)
e1n

� (2.26)

Der Index (3) kennzeichnet eine Besselfun kti on dritter Gattung (Hankelfunktion). Die Üb erlage-
rung der gestreuten Wellen au ÿerh al b der Kugel nimmt b estimmte Partialschwingungen (Mo den)
an. Nach Mie [24] existieren elektrische und magnetische Partialschwingungen (Mo den) ab erster
Ordnung aufwärts. Die el ektri sche weist keine radiale elektrische Feldkomp onente, die magneti-
sche keine radiale magnetische Feldkomp onente auf . Erstere wird auch als transversal elektrische
Mo de, letztere als transversal magnetische Mo de b ezeich net [16, S. 97]. Die Streuko e�zienten an
und bn sind die Gewichtungsfaktoren dieser Mo den. Eigenfrequenzen der Kugel sind diejenigen
Frequenzen, b ei denen al lein an bzw. bn die Mo den dominieren. Für die Streuko e�zienten gi lt
[16, S. 100]

an =
� 2m2j n (mxM ) [xM � j n (xM )]0� � 1j n (xM ) [mxM � j n (mxM )]0

� 2m2j n (mxM )
h
xM h(1)

n (xM )
i 0

� � 1h(1)
n (xM ) [mxM � j n (mxM )]0

bn =
� 1j n (mxM ) [xM � j n (xM )]0� � 2j n (xM ) [mxM � j n (mxM )]0

� 1j n (mxM )
h
xM h(1)

n (xM )
i 0

� � 2h(1)
n (xM ) [mxM � j n (mxM )]0

(2.27)

Die Kennzeichnung 0 zeigt die Ableitung der entsprechenden Gröÿe nach der in Klammern ge-
fassten Variablen. Der relative Brechungsindex m = n̂1

n̂2
de�niert das Verhältnis der komplexen

Brechungsindizes von Ob jekt n̂1 und Umgebung n̂2 . Der dimensionslose Mie-Faktor xM b erechnet
sich gemäÿ

xM = 2� n̂2R
� (2.28)

aus dem Radius R der Kugel, dem komplexen Brechungsindex n̂2 des umgeb en den Medi ums
sowie der Wellenlänge � der elektromagnetischen Strahlung i m Umgebungsmedium. Die b eiden
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Gröÿen n̂ und � sind physikalisch gekopp elt, da nahezu jedes Materi al einen von der Wellenlänge
abhängigen Brechungsindex aufweist. Durch Anwenden der Riccati-Bessel-Funktion 7 in der Form

 n (z) = xj n (z) � n (z) = zh(1)
n (z) (2.29)

und unter der An nahme, dass die Permeabilität der K ugel und die des umgeb end en Mediums
gleich sind ( � 1 = � 2 ), werden somit folgende Streuko e�zienten gebildet [16, S . 101] [22, S. 123] :

an =
m n (mxM )  0

n (xM ) �  (xM )  0
n (mxM )

m n (mxM ) � 0
n (xM ) � � n (xM )  0

n (mxM )
(2.30)

bn =
 n (mxM )  0

n (xM ) � m (xM )  0
n (mxM )

 n (mxM ) � 0
n (xM ) � m� n (xM )  0

n (mxM )
(2.31)

Aus den Streuko e�zienten werden schlieÿlich d er Streu- und Extinktionsquerschnitt Csca und
Cext abgeleitet [ 16, S. 103] [24]. Die Wirkqu erschnitte Csca, Cext entsprechen dem Quotienten aus
Leistungsdichte W des jeweiligen elektromagnetischen Flusses und d er Intensität d er einfallenden
Strahlung I ein und werden wie folgt aus d en Streuko e�zienten gebildet:

Csca =
Wsca

I ein
=

2�
k2

1X

n=1

(2n + 1)
�

jan j2 + jbn j2
�

(2.32)

Cext =
Wext

I ein
=

2�
k2

1X

n=1

(2n + 1) Re ( an + bn ) (2.33)

Voraussetzung für Gleichung 2.32 und Gleichung 2.33 ist, dass die Umgebung nicht absorbiert
und dass eine Fernfeldb etrachtung zulässig ist. Aus den Wirkquerschni tten kann abschlieÿend
der zugehörige, dimensionslose E�zienzfaktor Q gemäÿ Gleichung 2.20 für eine Kugel b erechnet
werden [16, S. 104].

Qsca =
Csca

�R 2

Qext =
Cext

�R 2

(2.34)

Üb er den Energieerhaltungssatz in Gleichu ng 2.21 kann die dimensionslose Absorptionse�zienz
Qabs b estimmt werden, die das Maÿ der Wärmedissipation b eschreib t. Wird die Absorp tionsef-
�zienz Qabs üb er den Kugelradius R bzw. den Mie-Faktor xMie b ei einer konstanten Frequenz
f b erechnet, ergibt sich ein charakteristisches Absorptionssp ektrum (dito für Extinktion und
Streuung). Abbi ldung 2.5 zeigt b erechnete Sp ektren fü r vier verschiedene d ielektrische Mate-
rialien b ei der Mikrowellenfrequenz 2. 45 GHz ( � = 122 mm ). Alle vier Sp ektren weisen drei
charakteristische Bereiche auf:

Bei Mie-Faktoren xM < 0:1 bzw. jmj x � 1 verläuft die Absorption prop ortional zum Volumen
der Kugeln . Die Ab sorptionse�zienz Qabs kann für kleine Werte von xM gemäÿ Gleichung 2.35
b estimmt werden [16, S. 136]. Die Streuung von Licht an s eh r kleinen Partikeln geht auf den
Physi ker Baron Rayleigh zurück [27], weshalb dieser Bereich des Absorptionssp ektrums auch
Rayleigh-Bereich genannt wird. Die Absorption ist prop ortional zu ! , d ie Streuung ist hingegen
prop ortional zu ! 4 . Das b edeutet, dass die Rayleigh-Streuung stark wellenlängenabhängig ist. Sie
ist nicht nur auf runde Ein zelpartikel anwendbar, sondern gilt auch für Medien mit statistisch
7 Riccati-Bessel-Funktionen sind Variationen d er sphärischen Besselfunktionen j n (z) =

p �
2z Jn + 1

2
(z) und

yn (z) =
p �

2z Yn + 1
2

(z) und erfüllen folgende Di�erentialgleichung: x2y00+
�
x2 � n (n + 1)

�
y = 0 . [26, S. 445]
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Abbildung 2.5: A bsorption elektromagnetischer Strahlung diel ektris cher Kugeln in Luft ( n̂ = 1 )
nach der Mie-Theorie für die Mikrowellenfrequenz f = 2 :45 GHz: Siliziumcarbid
( n̂ = 14:6� i 5:44), Wasser ( n̂ = 9 :12� i 1:16), Aluminiumoxid n̂ = 3 :1� i 5:5� 10� 3

und Quarzglas (SiO 2 , n̂ = 1 :95 � i 8:3 � 10� 5 ); nach eigener Berechnung.

verteilten, geringen Partikel konzentrationen [22]. Mit ansteigendem Partikelradius nimmt die
Genauigkeit der Absorptionsb erechung nach Rayleigh in Gleichung 2.35 ab und geht in den Mie-
Bereich üb er:

Qabs; Rayleigh = 4xM Im
�

m2 � 1
m2 + 2

�  

1 �
4x3

M
3

Im
�

m2 � 1
m2 + 2

� 2
!

: (2.35)

Im Bereich 0:1 < x M < 10 bricht d ie Absorption bzw. Extinktion der elektromagnetischen Strah-
lung in deutliche Resonanzen au f, die auf Interferenzen der ei nfallenden mit den an d er Kugel
geb eugten Wellen zurückzuführen sind. Dieser Bereich wird Mie-Bereich genannt und ist dadurch
gekennzeichnet, dass der Ob jektdurchmesser im Bereich der Wellenlänge des Ob jekts liegt. Die
Absorption ist abhängig von der Frequenz der einfallenden Welle sowie des Brechun gsindex der
Kugel. Die Absorptions- o der auch die Streue�zienz kann Werte gröÿer eins annehmen.

Im Bereich xM > 10 ist der Durchmesser des Ob jekts gröÿer als die Wellenlänge der einfallen den
Welle. Der Ein�uss der Wellenlänge is t hier vernachlässigbar. Daher sind in diesem Bereich die
Gesetzmäÿigkeiten der klassisch en geometrischen Optik gültig. Für schwach absorbierende Ku-
geln ( 2�R � 1) wird Qabs gemäÿ Gl eichung 2.36 aus dem Realteil n und dem Imaginärteil � des
Brechungsindex sowie dem Absorptionsko e�zienten � = 4 � � =� b erechnet. Bei schwach ab sorbie-
renden Materi al ien ist der Absorptionsquersch nitt Cabs prop ortional zum Volumen der Kugel,
b ei stärker absorbierenden Materialien i st Cabs dagegen prop ortional zur Querschnitts�äch e der
Kugel [16, S. 169]:

Qabs; Optik =
Cabs

Aquer
=

4
3

R
�
n

�
n3 �

�
n2 � 1

� 3=2
�

(2.36)

Abbildung 2.6 zeigt die Gültigkeitsgrenzen für die Rayleigh-Theorie und geometrische Optik
anhand des Beispiels Quarzglas b ei 2.45 GHz. Die nach der Mie-Theorie b erechnete Absorp-
tionse�zienz ist nicht nur für den Bereich 0:1 < x < 10 gültig, sondern d eckt d en gesamten
Gröÿenb ereich der Kugel ab. Rayleigh-Th eori e und geometrische Optik b eschreib en die Grenz-
fälle für j eweils sehr kleine bzw. sehr groÿe Werte von x . Der ob ere Gren zwert der Absorption
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lässt sich nach [28] durch

lim
x !1

Qabs = 1 �
� � =2

0

�
jr1j2 + jr2j2

�
cos (� ) sin (� ) d� (2.37)

üb er die Fresnelschen Re�exionsko e�zienten r1 und r2 in A bhängigkeit des Einfallswinkels �
b eschreib en.
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Abbildung 2.6: A bsorptionse�zienz von Quarzglas-Kugeln ( n̂ = 1 :95 � i 8:3 � 10� 5 ) b ei f =
2:45 GHz b erechnet nach den Gesetzen von Rayleigh, Mie bzw. der geometrischen
Optik (eigene Berechnung).

Aufgrund der Relation von Ob jektgröÿe zur Wellenlänge ( � = 122 mm b ei 2.45 GHz) fallen viele
Mikrowellenerwärmungsvorgänge in den Bereich der Mie-Absorption. Mit der Absorptionse�-
zienz Qabs steht theoretisch eine quantitative Gröÿe zur Verfügung, um die Energiedi ssipation
eines einzelnen dielektrischen Ob jekts in Kugelform durch Mikrowellenstrahlung analytisch zu
b erechnen. N ach [29] bzw. [30] kann aus der Absorptionse�zienz Qabs die normierte Leistun gs-
aufnahme PV

PA
eines kugelförmigen Ob jekts in Abhängigkeit des Volumens V und der pro jizierten

Querschn itts�äche A wie folgt b erechnet werden.

PV

PA
= Qabs

V
A

=
4Qabs

3R
(2.38)

Allerdings gilt diese Annahme nur unter den b ereits zuvor b eschrieb enen Randb edingungen:
� Die Absorption nach Mie gilt für ein homogenes, isotrop es ku gel förmi ges Ob jekt.
� Die Absorption nach Mie b ezi eht sich auf Fernfeld b edingungen, d.h. es dürf en sich in der
näheren Umgebung keine weiteren Ob j ekte b e�nden.
� Die Mie-Theorie gilt für p olarisierte elektromagn etische Wellen.

In Kapi tel 3 und 4 wird untersucht, ob die quantitative Bestimmung der Absorption nach Mie, wie
in [29] bzw. [30] vorgestellt, numerische Metho den für die Berechnung der Mikrowellenerwärmung
von Ob jekten in geschlossenen Reson atoren substituieren kann.

Absorption und Streuung an nicht-sph ärischen Objekten Ausgehend von der analytischen
Lösung für Absorption und Streuung elektromagnetischer Wellen an homogenen Kugeln wurden
weitere analytische Lösungen entwickel t, unter anderem für konzentrisch e, mehrschichtige Kugeln
[31], inh omogene Kugeln [32], Sphäroide [33] o der un endlich l an ge (konzentrische) Zylin der [34,
35, 36].
Neb en den exakten an al yti schen Lösungen hab en numerische un d exp erimentel le N äh erungsme-
tho den zunehmend an Bedeutung gewonnen, um auch komplexere Absorptions- und Streuproble-
me zu lösen [37]. Zu den numerischen Metho den zäh len u.a. die Fi nite-Element-Metho de (FEM)
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und die Meth o de der Fi nite-Di�erenzen-Time-Domain (FDTD), die in U nterabschni tt 3.2.2 die-
ser Arb eit b eschrieb en werden. Werden nu meris ch b erechnete Ergebnisse für n icht-sph ärische
Partikeln verglichen mit den Ergebn issen der Mie-Theorie für volumen- bzw. ob er�ächen-äquivalente
Kugeln, zeigen sich d eutliche Abweichungen zwischen diesen [38]. Eine Reduzierung von Absorp-
tion und Streu uung an nicht-sphärischen Ob jekten auf ku gelf örmige Äqui valente ist unter Fern-
feldb edingungen nicht ausreichend, obwohl oft eine relativ gute erste Annäherung erreicht wird
[37]. Ähnliches gilt auch für mehrteilige Ob jekte und Aggregate [39]. Ob die analytisch b estimmte
Absorption an Kugeln im Fernfeld mit der Absorption elektromagnetischer Energie durch sphä-
rische Ob jekte in geschlossenen Resonatoren üb ereinstimmt, ist Gegenstand der Untersuchungen
in Kapitel 3.

2.1.3. Thermische Emission

Thermisch e Strahlung stellt einen Teil des elektromagnetischen Sp ektrums d ar und lässt sich
durch die Maxwell-Gleichungen b eschreib en. Wie jede elektromagnetische Welle stellt sie einen
Fluss von Photonen dar, der sich in R ichtung der ausbreitenden elektromagnetisch en Welle b e-
wegt. Während dieser Wanderung verändert ein Photon seine Energie nicht. Wird ein Photon
durch Zusammenstoÿ ab sorbiert, geht die Energie auf das getro�ene Elementarteilchen üb er,
wob ei die Energieänderung auf d iskrete Energieniveaus (Quanten) b eschränkt ist. Von dort geht
die üb ertragene En ergi e auf die innere Energie des Mediums üb er o der wird in Form von Photo-
nen als thermische Strahlung wieder emittiert [40]. Der Zusammenhang zwischen Frequenz der
elektromagnetischen Welle ! und seiner Energie E wird üb er das Planksche Wirkungsquantum
h = 2 � ~ = 6 :626: : : � 10� 34 J � s b eschrieb en

~! = hf = E (2.39)

Die sp ontane Emission von Photonen wird im Gleichgewicht üb er das Planksche Strahlungsgesetz
für die Strahlun g eines schwarzen Körp ers in Form d er Photonendichte npE

npE =
8� E2

c3
0h3

1
exp (E=kB T ) � 1

(2.40)

b eschrieb en. Hierin ist E die Energie für den quantisierten Energieüb ergang der Photonen, c0
die Lichtgeschwi ndigkeit im Vakuum, h das Planksche Wirkungsquantum, kB die Boltzmann-
Konstante sowie T die absolute Temp eratur. Gemäÿ der Plankschen Quantenthese geht die sp on-
tane Emission von Photonen gegen nul l, wenn einerseits die Photonenenergie E = 0 bzw. die
Frequenz f klein ist, o der wenn andererseits d ie Photonen en ergi e sehr groÿ wird, E ! 1 , bzw.
zu hohen Frequ en zen hin. Die Anregungsschwelle der Ph otonen liegt b ei hohen Frequenzen zu
ho ch, als dass sich diese au sreichend anregen lassen [40].

Die Wärmestrahlung ein es schwarzen Körp ers b esteht aus der Üb erlagerung ei ner Vielzahl elek-
tromagnetischer Wellen verschiedener Wellenlängen im Bereich zwischen infraroter u nd ultravio-
letter Strahlung ( 1000µ m > � > 0:1µ m), so dass sich ein quasi-kontinuierliches Intensitätssp ek-
trum mit einem Intensitätsmaximum b ei mittleren Frequenzen ergibt. Mit steigender Temp eratur
verschiebt sich d as Maximum des Strahlungssp ektrums zu höheren Frequenzen (Wiensch er Ver-
schieb ungssatz).

Da die von einer Fläche dA emittierte Wärmestrahlu ng _qr gemäÿ Gleichung 2.40 abhängig ist
von der Wellenlänge � , gilt mit E = h�c=� und c = c0=n

_qr (� ) =
2�c 2

0n2h
� 5

1

exp
�

h�c0
kB �T

�
� 1

(2.41)
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mit dem Brechu ngsindex n des Mediums, dem Plankschen Wirkungsquantu m h sowie der Licht-
geschwindigkeit in Vakuum c0 . Wird Gleichung 2.41 üb er den gesamten Wellenlängenb ereich mit
Hilfe der Integrationsgröÿe � = (hc0 )=�k B T integriert, ergibt sich hieraus das Stefan-Boltzmann-
Gesetz [41, 40]

_qr; ges =
2�k 4

B
h3c3

0
T4

� �

0

� 3

e� � 1
d� = � ?T4 (2.42)

Die Stefan-Boltzmann-Konstante hat den Wert � ? ’ 5:670: : : � 10� 8 Wm � 2K � 4 .

Wird ein dielektrisches Ob jekt durch Absorption von Mikrowellen-Strahlung, z.B. der Frequenz
2.45 GHz ( � = 122 mm ), erwärmt, kann di e aufgenommene Energie nicht in demselb en Wellen-
längenb ereich emittierte werden, da hier di e Photonenemiss ion gegen Null geht. Der Üb erschuss
von absorbierter gegenüb er emittierter Leistung b ei 2.45 GHz wird dagegen zu einem Üb erschuss
emittierter zu absorbierter Strahlu ng b ei höheren Frequenzen im Wellenlängenb ereich thermi-
scher Strahlung (siehe ob en) in Abhängigkeit der Ob jekttemp eratur führen. Ist die Strahlung
die einzige Form der Energieüb ertragung, erwärmt sich der Körp er, bis das thermo dynamische
Gleichgewicht erreicht ist [16].

Schwarze Strahler entsprechen einer idealen physikalischen Vorstellung. Reale Materialien verhal-
ten sich oft wie graue Strahler, d.h. Absorption und Emission sind um einen materialsp ezi�schen
Faktor reduziert. Diese Reduzierung in Absorption und Emissi on wird durch den Emissions-
grad � b eschrieb en, der ei ne Funktion d er Well en länge und der Abstrahlrichtung der emittierten
Strahlung ist. Der gerichtete Gesamtemissionsgrad � 0 b eschreibt die von einem Flächenelement
b ei einer Frequenz f entsp ech en d der durch Polar- und Azimuthwinkel b eschrieb enen Richtung
abgegeb enen Strahldichte in Bezug zum unter denselb en Bedingungen abgestrahl ten Sp ektrum
eines schwarzen Strahlers. Der hemisphärische Gesamt-Emissionsgrad � stellt den üb er alle Wel-
lenlängen u nd Raumwinkel gemittelten Emissiongrad als Funktion der Ob er�ächentemp eratur
T dar [40].

� (T ) =
1
�

�
� 0(�; T ) cos�d! (2.43)

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz lautet für ei nen grauen Strahler

_qr; ges = � (T ) �T 4 (2.44)

In der vorliegenden Arb eit wird die durch Wärmestrahlung emittierte Leistung der mikrowel-
lenerwärmten Ob jekte durch den hemisphärischen Gesamtemissionsgrad b eschrieb en und somit
von einer wellenlängenabhängigen Betrachtung der Strahlung z.B. anhand der Mie-Theorie [42]
entkopp elt.

2.2. Mikrowellenerzeugung und -applikatoren

Für die Erzeugung von Leistungen ab etwa 1 kW werden im Mikrowellenb ereich (ca. 0.3 bis
300 GHz) vorwiegend Vakuumröhren eingesetzt. Mikrowellenstrahlung für Erwärmungszwecke
wird zu üb er 98% durch Magnetrons erzeugt [43]. Das Magnetron wurde 1921 von Hull [44]
entwickelt. Die Gröÿe der Hohlraumresonatoren des Magnetrons b estimmt die Frequenz der
elektromagnetischen Strahlung [45]. Der Wirkungsgrad von Magn etron s liegt zwischen 70% und
90% [46, 47].

Weitere Mikrowellen -Quellen sind Wanderfeldröhren, Klystrons, Gyrotrons [43, 45] sowi e Solid-
State-Geräte mit Ho chleistungs-Transistoren und -Dio den auf Basis von GaAs , GaN, Si, SiC o der
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InP [48]. Soli d-State-Geräte (Halbleiterquellen) können nahezu mono chromatisch e elektromagne-
tische Wellen mit einem sehr engen Frequenzsp ektrum erzeugen [49]. Mo derne Halbleiterquellen
erreichen einige hundert Watt Leistu ng und etwa 45% Wirkungsgrad [50].

2.2.1. Mikrowellenfrequenzen

Mikrowellen decken im elektromagnetischen Wellensp ektrum den Bereich von 300 MHz bis 300
GHz ab und teilen si ch d as Frequenzsp ektrum u.a. mit den Funknetzen der Telekommunikati-
on. Nur wenige abgegrenzte Frequenzbänder, die sogennanten Industrial, Scienti�c and Medical
(ISM)-Bänder, sind fü r die industrielle, wissenschaftliche, medizinische un d häusliche Nutzung
freigegeb en, also auch für Mikrowellen- Erwärmungsprozesse. Abbildun g 2.7 zeigt einen Aus-
schn itt aus dem ISM-Sp ektrum mit b enachbarten Funkfrequenzbändern der europäischen Te-
lekommunikationssysteme im Mikrowellenb ereich.
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Abbildung 2.7: Geb räu chliche ISM-Frequenzen für die Mikrowellenerwärmung und b enachbarte
Frequenzen der Telekommunikation.

Tab elle 2.3 liefert eine Üb ersicht d er gebräuchlichsten ISM-Frequenzbänder im Mikrowellenb e-
reich. Hin zu kommen no ch ISM-Frequenzen im Radiowellen- sowie GHz-Bereich. Maÿgeb end s ind
die j eweiligen nationalen Bestimmungen; für Deutschland sieh e dazu [51]. Für die Mikrowelle-
nerwärmung werden vor allem die Frequenz 915 MHz und 2.45 GHz verwen det. Dazu kommen
no ch die Frequen zen 433 MHz sowie 5.8 und 24.1 GHz.

Tab elle 2.3: ISM-Frequenzbänder für industrielle, wissenschaftliche, medizinische und häusliche
Mikrowellennutzung [51]

ISM-Band Mittelfrequenz Anmerkung

433.05 - 434.79 MHz 433.92 MHz ohne Einschränkung

902 - 928 915 MHz uneingesch ränkt zugelassen in Nord- und
Südamerika sowie Groÿbritannien

2.4 - 2.5 GHz 2.45 GHz ohne Einschränkung

5.725 - 5.875 GH z 5.8 GHz ohne Einschränkung

24.0 - 24.25 GHz 24.125 GHz ohne Einschränkung

Die durch Magn etron s erzeu gte Mikrowellenstrahlung ist nur annähernd mono chromatisch. Ma-
gnetrons für 2. 45 GHz strahlen je nach Betri eb sfall in einem Sp ektrum bis zu � 35 MHz um
die Mittelfrequenz ab [52] [45, S. 78-79]. Dieses Rauschen wird durch unerwünschte Reson an zen
erzeugt, z.B. von an der Katho de gefan gen en Ionen, die Plasmaoszillationen verursachen [53].
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2.2.2. Mikrowellenresonatoren

Üblicherweise werden Mikrowellen erwärmungsprozesse in sogen annten Applikatoren durchge-
führt. Form, Gröÿe und Art dieser Appl ikatoren unters cheidet sich nach Anwendung bzw. Er-
wärmungprozess. Die am häu�gsten verwendeten Applikator-A rten sind [45]:

� Wanderfeld-Applikatoren . Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass die eingestrahlte elektro-
magnetische Welle am Ende des Applikators von einer Last absorbiert wird, so dass keine
stehende sondern eine fortlaufende Wellenform im Resonator existiert. Diese Form wird b ei-
spielsweise zur Erwärmung von Endlos-Gütern wie Folien , Bändern o der Fasern eingesetzt
[18]. An Ein- und Ausgang b e�nden sich oft an Stellen mi t geringen Wandströmen, um
austretende Streustrahlung zu minimieren. Weitere Maÿnahmen zur elektromagnetischen
Schi rmung sind in [18, S. 283-295] b eschrieb en.

� Nahfeld-Applikatoren. Sie b esitzen o�ene abstrahlende Enden, durch die die elektroma-
gnetische Strahlu ng in di e unmi ttel bare Umgebun g tritt. Diese Form wird z.B. in der
Krebstherapie (Hyp erthermie) [54] o der zum thermischen Zertrümmern von Gesteinen o der
kontaminiertem Beton verwendet [55].

� Resonante Applikatoren . Das sind geschlossene o der halb-geschlossene Apparate mit einer
elektrisch leitfähigen Hülle. Geschlossene Resonatoren b esitzen den Vorteil, das ein Aus-
treten der elektromagnetischen Strahlung und s omit ein p otenzieller Schaden für Mensch
und Equipment p er se vermieden wi rd. Halbgeschlossene Applikatoren werden für kontinu-
ierlich e bzw. semi-kontinuierliche Prozesse eingesetzt, b ei denen das Erwärmungsgut durch
den Applikator hindurch b ewegt wird [45]. Maÿnahmen zur elektromagn eti schen Schi r-
mung [18, S. 283-295] red uzieren die p otenzielle Leckstrahlung an Ein- und Ausgang auf
ein Minimum.

Weitere A pplikator-Arten werden in [56, Kap. 8] bzw. [43, Kap. 4. 2] b eschrieb en. Resonante, ge-
schl oss en e Applikatoren werden in sogenannte Single-Mo de (auch Monomo de-) und Multimo de-
Resonatoren unterteilt. Durch Üb erlagerung von einfallender und an der metallischen Appli-
katorwand re�ektierten Welle wird ein stehendes Wellenbild durch harmonische Oszillation im
Resonator erzeugt. Ist b ei einer gegeb enen Mikrowellenfrequenz nur eine Resonatorresonanz ! r
im leeren Applikator existent, so liegt ein Single- o der Monomo de-Applikator vor. Existiert eine
Vielzahl Raumresonanzen, liegt ein Multimo denreson ator vor. Die Existenz einer transversa-
len Mo de wird durch die dreidimen sionale Abmessung des Resonators b estimmt und kann für
rechteckige Resonatoren b ei gegeb ener Frequenz ! durch Lösen folgender Gleichung

! r;mnp =
c

p � r " r

r hm�
a

i 2
+

hn�
b

i 2
+

hp�
d

i 2
(
TM: m; n > 0; p � 0
TE: m; p > 0; n � 0

(2.45)

b erechnet werden [57, 43, S. 132], worin a, b und d die Abmessungen des Applikators und m , n
und p die Zahl der Halbwel len in x , y und z -Richtung sind ; c ist d ie Lichtgeschwindigkeit im Me-
dium. Für rechteckige Resonatoren mit metallischen Wänden werden die Mo den in transversal
elektrische TE mnp - sowie transversal magn eti sche TM mnp - Mo den unterteilt. TE -Mo den b esitzen
keine E -Feldkomp onente in z -Richtung ( Ez = 0 ) u nd TM-Mo den keine H -Feldkomp onente in
z -Richtung ( Hz = 0) , wob ei die z -Achse in Ausbreitungsrichtung der elektromagnetischen Welle
zeigt [45, S. 88]. In ähnlicher Weise werden die reson anten Frequenzen für zylindri sche Resona-
toren b erechnet [17, S. 428]. Die Resonanzfrequenz ! r für TE mnp - und TM mnp -Mo den b erechn et
sich wie folgt,
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worin xmn die Nullstellen der Besselfunktion erster Gattung Jm;n und x0
nm die Nullstellen der

Ableitung der Besselfun kti on J 0
m;n sind. Die Nu llstellen der Besselfunktionen könn en z.B. [58, S.

409-411] entnommen werden.

Die Phasendi�erenz zwischen elektrischem und magnetischem Feld b eträgt in idealen, verlust-
freien rechtwinkligen Resonatoren 90 ° [45, S . 86]. Schwächt sich das magnetische Feld ab, nimmt
die elektrische Feldstärke zu und umgekehrt. Wie b ei elektrischen Resonanzkreisen wechselt die
gesp eicherte Energie von elektrischen zu magnetischen Feldern. Die ein getragene Energie wird
volumetrisch im Resonator gesp eichert, es sei denn Verl uste durch Wände o der andere Lasten
treten auf [45]. Das Verhältnis von im Resonator gesp eicherter zu dissipierter Energie wird mit
der Güte Q (o der Q -Faktor) des Resonators zum Au sdruck geb racht [18, S. 61-63].

Q = 2 �
im Resonator gesp eicherte Energie
pro Zykl us dissipierte Energie

(2.47)

In einem leeren Resonator wird der Q -Faktor von den Verlusten in den Wänden u nd im Hohlleiter
sowie die Ein- und Auskopplung b estimmt. Be�ndet sich eine dielektrische Last im Resonator,
erhöht sich die dissipierte Leistu ng, und somit sin kt der Q -Faktor.

2.2.3. Hybride Heizsysteme

Bei hybrider Mikrowellenerwärmung wird im Allgemeinen eine weitere Heizmetho de mit Mikro-
wellen strah lung kombiniert. In der Literatur �nden sich zahlreiche Beispiele für hybride Mikro-
wellen heizsysteme, u. a. in [59, 60, 61, 62, 63]. Bei einer der frühesten Anwendungen hybrid er
Erwärmung [64] wird die Abwärme des Magnetrons als Warmluftstrom in den In nenraum eines
Mikrowellenofens geleitet. Neb en konventioneller Elektrowärme (resistive Heizung) werden auch
Infrarot [65] und /o der Heiÿluft [66], Indu ktion [67], Gasbrenner [68], Laser [69, 70, 71] und/o der
Plasmen [72] als sekundäre Wärmequellen verwendet. Unterschieden wird zwischen konsekutiver 8

und ad ditiver 9 Hybridb eheizung [68]. Folgende Vorteil e lassen sich durch die teilweise Substitu-
tion von Mikrowellenenergie durch sekundäre Wärmeträger erzielen:

� Durch die hybride Erwärmung können Materialien, die b ei niedrigen Temp eraturen geringe
dielektrisch e Verluste aufweisen , durch die sekundären Wärmequ el len bis zu ein em Tem-
p eraturniveau aufgeheizt werden, b ei dem die Mikrowellenerwärmung dann dominierend
wird.

� Durch Kombin ation der Erwärmungsarten stellt sich meist auch ei ne Komb ination der
räumlichen Wärmedissipation ein. Durch die Mikrowellenstrahlung wird gerade b ei Mate-
rialien mit geri ngen bis mittleren dielektrischen Verlu sten die Wärme im Prob envolumen
dissipiert, während b ei vielen d er ob en genannten sekund ären Wärmequellen die Dissipati-
on üb er die Prob enob er�äche erfolgt und von dort üb er Wärmeleitung ins Innere geführt,
so dass eine Vergleichmäÿigung des Temp eraturverteilung im Inneren der Prob e möglich
ist.

8 Konventionelle Vorerwärmung auf Üb ergab etemp eratu r, anschlieÿend Mikrowellenerwärmung
9 Gleichzeitige Anwendung von konventioneller und Mikrowellenerwärmung
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� Durch Kombination kann s owohl eine energetische als au ch ökonomische Op timierung er-
reicht werden, da die Bereitstellung ho chfrequenter, elektromagnetischer Strahlung mit
Transformationsverlusten verbunden ist. Die sp ezi�sche E�zienz der Mikrowellenerwärmung
liegt nach [18] im Bereich 50-70%

Neb en den ob en b eschrieb enen sekun dären Wärmequellen kön nen auch sogenannte Mikrowellen-
suszeptoren als intrinsische Wärmequelle genutzt werd en [73]. Suszeptoren stellen b ei der Mikro-
wellen erwärmung technische Hilfsmittel dar, die ein hohes d ielektrisches Erwärmungsp otenzial
aufweisen . Mit ihrer Hilfe wird elektromagnetisch e Energie in Wärmestrahlung umgewandelt,
die ihrerseits Materialien mit n iedrigeren di el ektri schen Verlusten solange indirekt erwärmt, bis
der dielektrische Verlustfaktor der zu erwärmenden Materialien soweit angestiegen ist, dass di ese
mit deutlich höherem Wirkungsgrad d irekt von der Mikrowellenstrahlu ng geheizt werden kön-
nen. Geeignete Suszeptoren weisen in der Regel eine hohe Permi ttivität und Emissivität auf, u m
möglichst e�zient elektromagnetische Energie in Wärme umzuwan deln und in Form von Wär-
mestrahlung abzugeb en. A ls keramischer Suszeptor wird vor allem Siliziumcarbid verwendet, das
sich je nach Herstellu ng, Form des Halbzeugs, Korngröÿe und Gefüge in der Mikrowellenabsorp-
tion unterscheidet [74, 75]. Desweiteren werden auch MoSi 2 [76], LaCrO 3 [77, 78, S. 58] o der
Mischungen verschiedener keramischer Materialien als Suszeptor verwendet [77]. Für Leb ens mi t-
telverpackungen werden dünne Metallschichten auf Kunststo�folien als Suszeptoren verwendet
[79, 80] .

Kennzeichnend für die Suszeptorheizung ist die Mikrowellen durchlässige räumliche Anordnung
der Suszeptoren um das zu erwärmende Gut, b eispielsweise in Form eines umgeb enden Pulver-
b etts [81], in �ächiger Ausbringung [82], als geschichteter Au fbau [74], als sogen annte �Picket-
Fence�-Anordnung, b ei der Suszeptorstäb e in Abständen von einer halb en Wellenlänge run d um
das Gut angeordnet si nd [73, 62] sowie als zylindrische Röhre [83] o der Ab deckung [84] um das
zu erwärmende Gut.

2.3. Anwendungsgebiete der Mikrowellenerwärmung

Der erste Mikrowellenofen wurde 1945 von Spencer [85] (Raytheon, USA) für die Erwärmung
von Leb ensmittel n entwickelt [86]. In den 1950er und 1960er Jahren erfolgten systematische
Unters uchnu ngen zur Wechselwirkung von Mikrowellen und dielektrischer Materie durch van
Hippel [87] sowie Voss und Tinga [88], wo durch der Gru ndstein für den Einzug der Mikro-
wellen erwärmung in zah lreiche tech nische Bereiche gelegt wurde (vgl. [89, 90]). Die nachfolgende
Üb ersicht stellt eine Üb ersicht üb er Anwendungsmöglichkeiten und Besonderheiten der techni-
schen Mikrowellenerwärmung vor, ohne Anspruch auf Vollständigkeit. Begleitend wird auf die
Mo dellierung und Simulation der vorgestellten Mikrowell en erwärmungsprozesse verwiesen.

2.3.1. Mikrowellenerwärmung von biologischen und organischen Materialien

Der Einsatz von Mi krowellenstrahlun g h at s ich in der Leb ensmitteltechnik b ereits in den 1950er
Jahren technologisch etablieren können [86, 91, 92, 93]. Hauptanwendungsgebiete der Mikrowel-
lentechnik sind vor allem die Tro cknung [94, 95] einschlieÿlich Vakuum- [96] und Gefriertro cknung
[97], das Auftauen [98], Erwärmen und Backen [99] sowie Pasteurisieren und Sterilisieren [100]
einer groÿen Bandb reite von Leb ensmitteln (z.B. Früchte, Gemüse, Getreidepro dukte, Fertigpro-
dukte etc.). N eb en dem Wärmetransp ort steht der Sto�transp ort du rch Di�usion und Verdamp-
fung im Vordergrund [101, 102]. Die Mo dellierung dieser multiphysikalischen und Multip hasen-
Systeme ist Gegenstand zahlreicher Publikationen, z.B. in [103, 104, 105, 106, 107].

Industrielle Anwendung �ndet die Mikrowellenerwärmung zudem b ei der (Vakuum-)Tro cknung
von Holz und Holzpro dukten [108, 109, 110]. Durch die Vol umenheizung durch Mikrowellen [108]
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kann das Holz wesentlich schneller tro cknen b ei etwa gleichem Energieeinsatz [110]. Gekopp el-
te elektro dynamische und th ermis che Simulationen zur Mikrowellentro cknu ng von Holz werden
genutzt, um die Erwärmung im oft anisotrop en Material zu kontrollieren und den Tro cknungs-
fortschritt im Hinblick auf die Pro duktqualität zu optimieren [111, 112, 113].

Mikrowellenerwärmung �ndet auch b ei p olymeren Werksto�en Anwend ung [114, 115], u.a. b eim
Härten von Harzen z.B. in Comp osite-Werksto�en [116, Kapitel 6], b eim Vulkanisieren von Elas-
tomeren [117, 118] sowie b ei der Polymeri sati on [115]. Durch IR- o der Mikrowellenstrahlung
können Polymere gezielt mo di�ziert werden, z.B. durch katalytisch-geförderte Bildu ng von Quer-
vernetzungen, Änderung der Ob er�äch en eigenschaften und -struktur o d er durch D egradation
[118, 115]. Die wesentlichen Vorteile des Mikrowelleneinsatzes b ei der Vulkanisierung bzw. der
Polymerisation sind der gute Wärmetransfer, eine hohe Energiee�zienz, kürzere Prozesszeiten
bzw. höherer Durchsatz b ei gleicher Qualität und geringere Werkzeugkosten; Nachteile sin d die
höheren Investitions- und Wartungskosten, der hohe techn ische Aufwand für eine gleichmäÿi-
ge Aushärtung [118]. Beim Härten von Comp osite-Werksto�en stellt der Schichtaufbau und die
damit verbundene Anisotropie der Werksto�eigenschaften eine b esondere Herausforderungen an
den Mikrowelleneinsatz und die S imulation dieser Prozesse [119, 120]. Ein weiteres erfolgreiches
Beispiel stellt die Dep olymerisierung von Polytetra�uorethyl en in einem mikrowellenb eheizten
Wirb elb ett dar [121].

Bei der Synthese organischer Verbindungen mit Hilfe von Mikrowellen wird seit der ersten Un-
tersuchung [122] die Existenz ei nes ni cht-thermischen Mikrowel lenein�usses aufgrund von direk-
ten Wech selwirkungen zwischen Mikrowellen und chemischen Verbindungen diskutiert [123, 124,
125, 126]. Kennzeichnend für die üb erwiegend im Lab ormaÿstab durchgeführten Mikrowellen-
Synth esen sind hohe Aufh eizraten , die sehr schnelle Reaktionsabläufe ermöglichen. Vi ele Autoren
zweifeln jedo ch die Existenz eines nicht-thermischen Mikrowellen-E�ekts an und führen den Mi-
krowellenein�uss letztlich auf thermo-kinetische E�ekte zurück [127, 128, 129, 130, 131, 132]. Eine
wichtige Vorraussetzung für die Vergleichbarkeit von konventionell- und mikrowellen-b eheizten
Verfahren ist grundsätzlich eine exakte und vergleichbare Temp eraturmessung [133] . Ursache
für tatsäch lich erhöhte Temp eraturen und Umsätze b ei der Mikrowellensynthese kann eine Sie-
depunktserhöhung des eingesetzten Lösungsmittel sein [134] bzw. eine selektive Üb erhitzung
dielektrisch er bzw. elektrisch-leitfähiger Materialien in einem vergleichsweise mikrowell entrans-
parenten Medium [135, 136]. Dab ei spielen die Umgebungsb edingungen eine entscheidende Rolle:
in �üssi gen Medien wird in [137, 138] eine geringe Temp eraturerhöhung gegenüb er dem umge-
b enden �üss igen Medium b eobachtet; in [139] hingegen wird eine deutliche Temp eraturerhöhung
durch elektrische Entladungen aufgrund von Feldüb erhöhungen an Ecken o der Kanten der Par-
tikeln b erichtet. Auch in gasförmigen Medien kann selektive Mikrowellenerwärmung b eobachtet
werden, z.B . b ei Kohlensto�-Kurzfasern in einer mikrowellenb eheizten Wirb elschicht [140, S.
64] o der b ei MoS 2 -Partikeln auf 
 -Al 2 O 3 -Träger in einem mikrowellenb eheizten Festb ettreak-
tor [141, 142]. Die thermo dynamische Voraussetzung für die selektive Erwärmung werden in
[143, 144, 145, 146] mittels Simulation untersucht.

Die Mi krowellenerwärmung �ndet auch Einsatz b ei medizinischen Anwendungen - sowohl für
die Diagnose als auch für die Th erap ie. Bei der Mi krowellenhyp erthermie wird eine lokale Er-
wärmung bzw. Üb erhitzung des Geweb es erzielt, b eispi el sweise zur Zerstörung von Tumorzellen
[147, 148] o der Behandl ung von Muskelverletzungen [149]. Fü r die Hyp erthermie wurden sp e-
zielle Mikrowellen-Applikatoren un d -antennen für die ambulante Behandlung mit Hilfe von Si-
mulationen entwickelt [150, 54]. Die Inaktivierung bzw. selektive Zerstörung von Zellstrukturen
verschiedener Mikro organismen mittels Mikrowellenstrahlung ist darüb er hinaus Gegenstand in
[151, 152, 153]. Di agnosti scher Art ist der Einsatz von Mi krowellen b ei der Radiometrie z.B. zur
nicht-invasiven Messung der Geweb etemp eratur [154] .

29



Theoretische Grundlagen

2.3.2. Mikrowellenerwärmung von anorganischen Werksto�en

Anorganisch e Werksto�e wie Keramiken, Metalle, Glas, Glaskeramik sowie Comp osit- und Gradienten-
Werksto�en aus den genannten Materialien werden eb enfalls erfolgreich du rch Mikrowellenstrah-
lung einer Wärmeb ehandlung unterzogen, wie z.B. Entbindern, Sintern, Temp ern, Schmelzen
und Beschichten [155, 156]. Glaswerksto�e werden mittels Mikrowellenb ehan dlung hergestellt,
erwärmt und geschmolzen [157, 158]. Die kontaktlose Erwärmung macht die Mikrowellennut-
zung auch interessant für gezielte phys ikalische Veränderungen anorgan ischer Werksto�e wie
z.B. Kristallisieren [159, 160], Zerkleinern und Aufs chlieÿen von Gesteinen/Erzen [161, 162, 163],
Aufb ereitung b elasteter Bö den durch Entfernen �üchtiger organischer Verbindungen [ 164, 165],
Aufb ereitung von Prozessabfällen wie Klärschlämmen [166], Aschen und Stäub en [167, 168] o der
die Verglasung nuklearer Abfälle [169]. Zusätzlich werden Mikrowellen für die Synthese anorga-
nisch er Materialien genutzt [170, 171].

Bei keramischen Materialien kommt die Mikrowellenerwärmung vor allem b eim Sintern zum
Einsatz, wob ei auch das Entbindern mit Mikrowellen durchgefüh rt werden kan n [172, 173, 174].
Mikrowellen-Sintern wird sowohl b ei oxidisch en wi e nicht-oxidischen Keramiken angewendet. Ers-
te Arb eiten zur Mikrowellenerwärmung oxidisch er Keramiken wurden in den 1960er und 1970er
Jahren durch gefü hrt [175, 176]; einen Üb erblick üb er die geschichtliche Entwicklung der Mikro-
wellen sinterung bieten [86, 177, 178, 179]. Insb esondere b eim Si ntern von z.B. ho ch-reinem Al 2 O 3
bzw. ZrO 2 traten zunächst Schwierigkeiten wie niedriges An kopplungsvermögen der Keramik b ei
niedrigen bis mittleren Temp eraturen, ungleichmäÿiges Erwärmungsverhalten, das zu H ots p ots
und Thermal Runaway führte, Rissbil dung aufgrund innerer Sp an nungen, Entstehung von Licht-
b ögen und Plasmen auf [177]. All diese E�ekte erschweren zudem die Skalierbarkeit. Von 1980er
Jahren bis heute wurde d ie Mikrowellensinterung stetig verb essert. Neb en erweiterten material-
wissenschaftlichen und verfahrenstechnischen Kenntnissen trugen vor allem folgend e techn ische
Maÿnahmen, gestützt durch Mo dellierung und Simulation, zur Optimierung b ei:

� Anwendung hybrider Heizkonzepte mittels Suszeptoren o der weiterer Energieträger (vgl.
Unterabs chnitt 2.2.3),

� verb esserte Einkopplung der Mikrowellenstrahlung durch Tuning-Maÿnahmen wie Imp e-
danzabstimmu ng durch Blenden o der Stifttuner [180], Resonator-Tu ning [181, 182] bzw.
Mo denanpassung [183],

� optimierte P latzi erung der Prob en im Resonator [184, 185] bzw. der Mikrowellenquellen
am R es on ator [45],

� Vergleichmäÿigung der elektromagnetischen Feldverteilung im zeitlich en Mittel durch Mo-
denrührer [186, 187] o der kontinuierliche Prob enb ewegung [188],

� stabilisierte Aufheizb edingungen durch verb esserte Mess- und Regeltechnik [189, 190],

� Anwendung alternativer Mikrowellen- o der Radiofrequenzen [191, 192, 193],

� Sinterung b ei erhöhtem Gasdruck [194],

� Anpassung der Prob enzusammensetzung [195], Zugab e von dielektrischen Sinteradditiven
[196] o der Vermeid ung von Verunreinigungen durch umgeb endes Inventar mit Hilfe von
�Caskets� [197],

� Bündelung des elektromagnetischen Feld es [198] b zw. geri chtete Abstrahlung durch z.B.
Schl itz- [199, 200], Stab- [201, 202] o der Horn-Antennen [203] zur Steuerung der lokalen
Mikrowellenausbreitung,

� innovatives Resonator-Design wie z.B. p olygone Resonatorformen [204, 205].

Viele der ob en genannten Optimierungsmaÿnahmen wurden durch Anwendung numerischer Si -
mulationen (vgl. Unterabschnitt 3.2.2) b egleitet. In der vorliegenden Arb eit werden mehrere der
ob en gen an nten Tech niken aufgeri�en und in die Simulation des Mikrowellenerwärmens von ZrO 2
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einb ezogen. Da das Mikrowellensintern von stabilisiertem Zirkoniumoxid in zahlreichen Publika-
tionen b ehandelt wird, u.a. in [206, 207, 60, 208, 209, 210] (vgl. auch Unterabs chnitt 3.1.2), eignet
es sich als Mo dell system für die Mo dellierung b esonders gut und wird auch in der vorliegenden
Arb eit herangezogen.

Neb en oxidischen Keramiken werd en auch nichtoxidische Keramiken erfolgreich mit Mikrowel len
gesintert, z.B. Siliziumkarbid [211], S iliziumnitrid [212, 213, 214], Al uminiumnitrid [215] o der Ti-
tanb orid [216]. Hin zu kommen Verbundwerksto�e aus Keramik/Keramik [217, 218, 219], Kerami-
k/Hartmetall [220, 221], Metall/Hartmetall [222] als auch Gradientenwerksto�e aus Metall/Ke-
ramik [223, 224, 225]. Partikuläre Metall-Systeme können eb enfalls mittels Mikrowellensinte-
rung verdichtet [76, 226] o der geschmolzen werden [227], trotz extrem geringer Eindringtiefe der
elektromagnetischen Strahlung b ei Metallen [228]. Untersuchungen zeigen, dass zusätzlich ma-
gnetische Wechselwirkungen im Material zum Erwärmen von Metallpulvern i m Mikrowellenfeld
b eitragen [225, 229].

Analog zur Mikrowellensynthese (siehe Unterabschnitt 2.3.1) wird auch b ei der Mikrowellensin-
terung kontrovers diskutiert, ob nicht-thermische Mikrowellen-E�ekte auftreten. Anlass zu die-
ser A nnahme gibt die Beobachtung erh öhter Verdichtung keramischer Materialien [59], gerin-
gerer Korngröÿen [230, 208] o der verstärkter Abbau o�ener Porosität [231] b eim Vergleich von
Mikrowellen- zu konventionell gesinterten Prob en. Daraus wurde u.a. auf eine erhöhte Di�us ion
aufgrund sp ezi�scher Wechselwirkungen von Mikrowellen mit kristalliner bzw. amorpher Mate-
rie geschlossen [232, 233], quanti�zierbar durch scheinbar erniedrigte Aktivierungsenergien der
Di�usionsko e�zienten , siehe z.B. [234]. Kritiker verweisen hingegen auf die extrem schwierige
Vergleichbarkeit der Heizmetho den, die eine genaue Einhaltung aller relevanter Prozessparame-
ter wie z. B. Temp eratur, Temp eraturgradienten und Heizraten erfordert [235, 236], und stellen
geringere Aktivierungsenergien der Di�usion mangels physikalischer Mo delle i n Frage [237, 236].
Unters uchun gen zur Mobilität von Kristalldefekten in ionischen Kristallen sollen durch p ondero-
motorische Kraft erfolgen [238, 239]. Der exp erimentelle Nachweis wird indirekt durch Messung
von Aus gl ei chsströmen während u nd nach einem Mikrowellenimpuls in einem defektb ehafteten,
ionisch -leitfähigen Kristall geführt, wob ei je nach Defektart der Strom mit 1=p

t bzw. exp onenti-
ell mit der Zeit abfällt [240, 241]. Mit Hilfe numerisch er Simulation wurde b erech net, dass die
p onderomotorische Kraft mindestens glei ch groÿ bzw. gröÿer i st als andere treib en de Kräfte wäh-
rend der Sinterung [242] un d somit theoretisch in der Lage ist, Defekte an die Korngrenzen zu
transp ortieren. Eine weitere exp erimentelle Untersuchung zeigt die A usbildung einer Vorzugsori-
entieru ng von Poren in ZrO 2 entlang des E-Feldes b ei lin ear p olarisierter Mikrowellenstrahlung
als mögliche Folge der p onderomotorisch en Kraft [243], so dass diese nach [244] eine mögliche Er-
klärung für erhöhten Massentransp ort b ei der Mikrowellen sinterung darstellt [244]. Ein weiterer
E�ekt wird in [245] b eschrieb en: gestützt durch Simulationen konnte gezeigt werden, dass elek-
trische Feldüb erhöhungen an den Rändern dünner leitfähiger Schichten aus Indiu m-dotiertem
Zinnoxid (ITO) das Wachstum von kristallinen TiO 2 -Sch ichten aus einem Sol b ei sehr niedrigen
Temp eraturen (150 ° C) b ewirken [245].

Unabhängig von möglichen Ein�üssen nicht-thermischer E�ekte liegt der Vorteil der Mikrowel-
lensinterung generell in hohen Aufheizraten, wo durch eine Verkürzung der Prozesszeit und somit
eine Energie- [ 246, S. 71-78] und Kosteneinsparung [247] möglich ist, trotz nur mo derater elek-
trischer E�zienz der Mikrowellenerzeugung von 50-70% (vgl. Unterabsch nitt 2.2.3).

Bei einer Mehrzahl der ob en b eschri eb en Anwendungsb eispiele stellt d ie Anwendung numerischer
Simu lationen ein wichtiges Instrument zur P lanung und Optimierung der Mikrowellenverfahren
dar, um eine energiee�ziente Beh an dlung zu erzielen. Die Anwendung erfolgt dab ei meist auf
Eb ene der Makroprozesse, d.h. auf Applikator- und Kontinu umseb ene. In zunehmenden Maÿe
rückt ab er auch di e Mo dellierung und Si mulation von Mikroprozessen auf Parti kel- und Moleku-
lareb ene in den Vordergrund.
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3. Mathematische und exp erimentelle

Metho den

3.1. Vorgehenswe is e und b etrachtete Materialien

Ziel dieser Arb ei t ist es, eine mo dellgestützte Metho de zur Auslegung und Optimierung von
Mikrowellenerwärmungsprozessen zu entwickeln. Wichtigstes Kriterium für die Erwärmung ist
die Energie, die das zu erwärmende Gut aus der ihn umgeb enden elektromagnetischen Welle
absorbiert. Dazu werden verschiedene Berechnungsmetho den untersucht.

3.1.1. Vergleich mathematischer Metho den zur Berechnung der
Energieabsorption

Zum einen wird eine analytische Berechnung der Absorption elektromagnetischer Strahlung nach
der Mi e- Theorie durch gefü hrt, zum an deren werden numerische Berechnungsverfahren herange-
zogen. Die von Mie & Lorenz verö�entlichte analytische Lösung für die Streuun g und Absorp-
tion elektromagnetischer Wellen wurde für kolloidale sphäroide Partikel entwickelt (vgl. auch
Unterab schnitt 2.1.2). Damit kann diese Lösung nur für kugelförmige Ob jekte herangezogen wer-
den. Es gibt zwar au ch analytische Lösungen f ür endlich lange zylindrische Prob en, die hier ab er
nicht im Fokus der Untersuchungen stehen und daher nicht einb ezogen werden. Die Mie-Lösung
gilt zudem nur für Einzelpartikel. Weitere Streuzentren für die elektromagnetische Strahlu ng in
der unmittelbaren Umgebung des Ob jekts (sprich im Nahfeld) werden nicht b erücksichtigt. Somit
stellt sie einen Fall dar, der b ei der Erwärmun g dielektrischer Materialien un gewöhnlich ist, da
diese meist in geschlossenen o der halb o�enen Resonatoren durchgeführt werden, wo die Wände
des Resonators für Re�exion und Interferenz der elektromagnetischen Strahlung verantwortlich
sind. Denno ch hat Rother gezeigt, dass die Mie-Lösung für die Beschreibung der s p ezi�schen
Mikrowellenabsorption diel ektris cher Materialien in Resonatoren angewendet werden kann [29].
In der vorliegenden Arb eit wird die Mie-Theorie genutzt, um das grun dsätzliche Absorptionsver-
halten dielektrischer Materialien in Abhängigkeit ih rer Permittivität zu untersuchen und einen
Vergleich zwischen der analytischen Lösung un d der numerischen Simulation vorzunehmen. Sie
wird nicht genutzt, um das Mikrowellenerwärmungsverhalten von Ob jekten zu b erechnen.

Als charakteristisch e Gröÿe für das Mikrowellenabsorptionsvermögen wird die von Rother [29]
eingeführte Leistungsaufnahme P V

PA
verwendet, die die volumenb ezogene Leistungsaufnahme PV

eines zu erwärmen den Ob jektes in Relation zur Flächenleistungsdichte PA im Mikrowellen-
b eaufschlagten Raum setzt. Dieser normierte Parameter soll auch die Verbindung zwischen ana-
lytischer Lösung und numerischer Simulation herstellen. Als Referenzmedium für den Vergleich
dient Wass er. Desweiteren werden die keramischen Werksto�e Siliziumkarbi d (SiC) und Zirko-
niumoxid (ZrO 2 ) verwendet, die im folgenden Abschnitt vorgestellt werden. Die Beschrei bung
der Berechnu ngsmetho den folgt anschlieÿend in Absch nitt 3.2, gefolgt von einer Beschreibung
der Mo dell bildung, den Anfangs- und R an db edingungen, der Kopplung von elektromagnetischer
und thermischer Simulation sowie abschlieÿend den Sto�eigenschaften.
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Abbildung 3.1: Permittivität von Wasser im Mikrowellenb ereich al s Funktion der Temp eratur
und Frequenz (b erech net nach [251]).

3.1.2. Materialien

Als Referenzmedium fü r den Vergleich zwischen numerischer und analytischer Berechnung der
Wärmeabsorption an kugelförmigen Ob jekten dient an erster Stelle Wasser (H 2 O) b ei Raum-
temp eratur. Auÿerdem werden die b ereits erwähnten kerami schen Materialien SiC, ZrO 2 sowie
vereinzelt Alumini umoxid (Al 2 O 3 ) b etrachtet. Nachfolgend werden die Materialien kurz vorge-
stellt. Alle relevanten Sto�daten �nden sich in Abschnitt 3.7.

Wasser Wasser (H 2 O) ist b ei Raumtemp eratur �üss ig, gefriert b ei 0 ° C und siedet b ei 100 ° C un-
ter Normaldruck. Damit eignet es sich nicht al s Beis pielsubstanz für die Auslegung von Ho chtem-
p eraturprozessen. Allerdings wechs el wirkt Wasser als p olares Molekül sehr gut mi t elektromagne-
tischer Strahlung und wird in vielen technischen Mikrowellen-Erwärmungsprozessen als Wärme-
träger/Wärmeüb erträger genutzt wie z.B. in der Leb ensmitteltech nik (vgl. auch Abschnitt 2.3).
Die dielektrischen Eigenschaften sind zudem sehr gut b eschrieb en, siehe z.B. [248, 249, 250, 251],
weshalb es hier als Referenzmedium d ient.

Die b eiden Wassersto�atome des Wassermoleküls sind durch kovalente Bindungen an das S au er-
sto�atom gebunden . Die Bindungsenergie b eträgt 41146 cm -1 = 492 kJ/mol [252] und der Winkel
zwischen den Bindungen 104.48 ° [253]. Durch die gröÿere Elektronegati vität des Sauersto�s ist
dieser partiell negativ ( � � ) und die b eiden Wassersto�atome partiell p ositiv ( � + ) geladen. Die
Ladungsdi�erenz innerhalb des Moleküls sorgt für ein p ermanentes Dip olmoment und elektro-
statische A nziehung der Partialladungen zwischen Wassermolekülen u nter Ausbildung von Was-
sersto�brückenbindun gen (Bindungsenergie 23 kJ/mol [254]). Die Wassersto�brückenbindungen
erzeugen dynamische n etzwerkartige, p olygone und p olyedrisch e Strukturen, weisen ko op erati-
ves Verhalten auf, ermöglichen den Transp ort von Ladungen ( H+ und OH� ) un d werd en durch
thermische Fluktuation aufgebro chen [255, 256]. Die Dynamik der Wassersto�brückenbindungen
b estimmt auch die Polarisation und Relaxation [257] un d somit das Mikrowel lenaufheizverhalten
von Wasser [258]. Die Polarisation verteilt sich auf gehinderte Rotationen und Schwingungen im
Netzwerk der Was sersto�brü ckenbindungen [259]. Die Permittivität " (! ) ist ei ne Funktion von
Temp eratur und Frequenz (s. Abbildung 3.1), die üb er eine Mehrfach-D ebye-Relation b eschrie-
b en werden kann [251]. Die erste Resonanzfrequenz liegt b ei 20 ° C b ei 16.2 GH z. Die häu�g für
die Erwärmung von Wasser verwendete Frequenz von 2.45 GHz entspricht also nicht der Reso-
nanzfrequenz von �ü ssigem Wasser b ei 20 ° C. Bei 29.6 kHz b esitzt Wasser einen isop ermittiven
Punkt, an dem die Permittivität un abhängig von der Temp eratur ist [260].
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Siliziumcarbid SiC ist eine Carbidkeramik mi t halbleitender Eigenschaft und tritt in verschie-
denen kristallographischen Polytyp en auf. Das Si-Atom ist dab ei immer tetraedrisch mit vier
Kohl en sto�atome verbunden [261]. Das kubische � -SiC (auch 3C-SiC) ist dem Diamant ähnlich,
das � -SiC (2H-SiC) zeigt eine hexagonale Struktur; zusätzlich existieren no ch a; � -Misch phasen
wie 4H-SiC (eine kubische zwischen zwei hexagonalen Schichten) und 6H-SiC (zwei kubische
zwischen zwei hexagonalen Schichten) sowie rhomb o edrische Strukturen (15R-SiC, 21R-SiC) so-
wie viele weitere Polytyp en. Die S iC-Polytyp en b esitzen auch unterschiedliche Bandlü cken, z.B.
3C-SiC b ei 2.39 eV und 2H-SiC b ei 3.33 eV [262]. SiC weist generell folgende Eigenschaften auf
[263]:
� reines � -SiC ist farblos, � -SiC ist gelb, technisches SiC ist je nach Verunreinigung/Dotie-
rung grün bis schwarz
� theoretische Dichte 3.214 g/cm ³

� niedriger thermischer Ausdehnungsko e�zient von 4:5 � 10� 6 K � 1 (20-1000 ° C)
� hohe Härte (9.5 Mohs)
� hohe Wärmel eitfähigkeit (SiC-Einkristall: 490W=m�K , technisch es SiC 110: : : 140W=m�K )
� chemisch b es tän dig und bis etwa 1600 ° C oxidationsstabil d urch eine passivierende SiO 2 -
Schi cht.

Die h albleitenden Eigenschaften variieren stark, sowohl abhängig von den kristallogra�schen
Merkmalen als auch abhängig von der Anzahl und Art intrinsischer u nd extrinsi scher Defekte.
Durch Aluminiumdotierung wird SiC z.B. zum p-Typ Halbleiter, durch S ticksto�dotierung zum
n-Typ.
SiC b esitzt eine hohe Permittivität (s. Abbildung 3.16), weshalb es sich d urch gute mikrowellen-
absorbierende Eigenschaften auszeichnet [264]. Es lässt sich an Luft drucklos bis zu 1400-1500
° C aufheizen, b ei Druckb eaufschlagung i n Schutzatmosphäre (zur Reduzierung von Plasmen-
bildung) sogar bis 2200 ° C [194]. Als Suszeptor wird es b ei der Mikrowel lenerwärmung (vgl.
Unterab schnitt 2.2.3), als Resonator z.B. in der Mikrosystemtechnik verwendet [265]. In groÿen
Mengen kommt SiC in anderen Bereichen der Technik zum Einsatz: SiC wird als Schleifmittel s o-
wie zur Verstärkung von Verschleiÿteilen verwendet. In der Metallurgie wird SiC als Reduktions-
mittel eingesetzt, um Oxide in der Ei senschmelze zu CO und silikatisch en Schlacken umzusetzen
[263].

Zirkoniumoxid ZrO 2 ist eine Oxidkeramik mit guter Beständigkeit gegen chemische, thermi-
sche und mechanische Ein�üsse. In der Natur kommt es als Baddeleyit (ZrO 2 ) o der als Zirkon
(ZrSiO 4 ) vor. S p ezi�sche Eigenschaften von ZrO 2 sind [266]:
� hohe Bruchfestigkeit, Riss zäh igkeit und Verschleiÿb eständigkeit (in Abhängigkeit der Sta-
bilisierung, s.u.)
� niedrige Wärmeleitfähigkeit
� hohe Sauersto�onenleitfähigkeit

Bei niedrigen Temp eraturen absorbiert ZrO 2 nu r wenig Mikrowellenenergie, d a der dielektrisch e
Verlustfaktor im Bereich "00

r = 10 � 2 liegt (s. Abschni tt 3.7.1). Üb er 1000 ° C steigt der dielektrische
Verlustfaktor auf "00

r > 10 und die Mikrowellenabsorption nimmt exp onentiell zu [73]. Z rO 2 wird
im A nlagen- und Maschinenbau, in Wärmedämmschichten, in der Sensorik und Medizintechnik,
im Feuerfestbau sowie b ei der Farbpigmentherstellung verwen det [266].
Bei Raumtemp eratur liegt ZrO 2 in monokliner Kristallform vor; ob erhalb von 1170 ° C wandelt
es sich in die tetragonale Form und ab 2370 ° C in die kubische Form mit kubisch �ächenzentrier-
tem Gitter um [266]. Bei der martensitischen Umwan dlung d er tetragonalen in die monokline
Phase entsteht eine Volumenänderung von etwa 4% infolge der Dichteänderung, die dazu fü hrt,
dass b eim Aufheizen o der Abkühlen Spannungen im S interkörp er auftreten und Risse in duziert

35



Mathematische und exp erimentelle Metho den

werden können [ 266]. Durch Zugab e anderer Metalloxide können die Ho chtemp eraturphasen des
ZrO 2 b ei niedrigen Temp eraturen stabilisiert werd en , wob ei zwischen teilstabilisierten (PSZ =
partially stabilized zirconia), tetragonalstabilisertem (TSZ) un d vol lstabilisiertem ZrO 2 (FSZ =
fully stabilized zirconia) unterschieden wird. Durch die Umwandlungsstabilisierung können die
mechanischen Eigenschaften von PSZ und TSZ mo di�ziert werden, z.B. durch Erhöhen der Zä-
higkeit [267]. Die Phasenumwand lung tetragonal zu monoklin und die sich einstellende Gefü-
gebildung können inzwischen recht genau mit Hilfe der Phasenfeld-Metho de simuliert werden
[268]. Die PSZ und TSZ sind allerd ings metastabil. Durch Niedertemp eraturdegradation kann
die stabilisierte Phase durch sp ontane Umwandlung in d ie monokline Form umgewand elt wer-
den [266]. B eim FSZ wird durch Zugab e von z.B. 8 mol% Yttrium(I I I)-oxid (8YSZ) die kubische
Ho chtemp eratur-Phase des ZrO 2 dauerhaft stabilisiert, so dass 8YS Z weder b ei Erwärmung no ch
Abkühlung einer P hasenumwandlung unterliegt [266].

In dieser A rb eit wird die durch Yttrium vollstabili sierte Form 8YSZ b etrachtet. N achfolgend wird
die Bezeichnung �ZrO 2 � synonym fü r die vollstabilisierte Form 8YSZ verwendet. In den folgenden
Berechnungen wird ein vorverdichteter ZrO 2 -Grünling mit einer theoretischen Dichte von 50%
auf 100% theoretisch e Dichte geb racht. In der Literatur �nden sich zahlreiche Untersuchungen
zur Mikrowellen-Sinterung von ZrO 2 , z.B. zu TSZ [269] o der FSZ [73, 270, 271, 272]. Die in diesen
Arb eiten gewonnen Erkenntnis se dienen als Basis für die im Folgenden b esch rieb enen Berechnun-
gen und Simulationen. Es gibt sehr umfangreiche Kenntn isse üb er die elektrischen Eigenschaften
von 8YSZ. Deshalb eignet sich diese Keramik gu t für die Simulation des Erwärmungsverh al ten s
im Mikrowellenfeld .

Aluminiumoxid hat die chemische Formel Al 2 O 3 und kommt in der Natur vor allem als Korund,
selten als S ap phir o der Rubin (Cr-dotiert), vor. Die Dichte b eträgt 3.94 g/cm 3 . Neb en dem
thermo dynamisch stabilen � -Al 2 O 3 mit trigonaler Kristallstru ktu r existieren no ch verschiedene
weitere metastabile p olymorphe Formen, darunter das 
 -Al 2 O 3 [273], das als Ausgangssto� für die
Keramik- und Aluminiumherstell ung verwendet wird . � -Al 2 O 3 wird als Schleifmittel, Katalysator,
Füllsto�, Pi gment, Absorb ens, in der Katalyse sowie in der Keramikh ers tel lung eingesetzt [274].
Seine wichtigsten Eigenschaften sind:

� gute elektrische Isolierwirkung, die mit stei gen der Temp eratu r abnimmt (technisches Al 2 O 3 :
10 � 1014 
cm b ei 25 ° C, 2 � 106 
cm b ei 1000 ° C) [275, S. 959]

� gute mechanische Festigkeit (bis 630 MPa)

� hohe Druckfestigkeit (2000 bis 4000 MPa)

� hohe Härte (9 bis 9.5 Mohs)

� Einsatztemp eratur bis 1500 ° C

� bio- und leb ensmittelkompatib el

Ähnlich wie b eim ZrO 2 steigt die Permittivität von Al 2 O 3 mit der Temp eratur [264]. Bei Raum-
temp eratur ist Al 2 O 3 ein sehr verlustarmes Material und wird daher als Substratmaterial für Mi-
krowellenstrukturen verwendet. Erst ab ca. 1000 ° C steigen die dielektrischen Verluste von Al 2 O 3
soweit an, dass eine Mi krowellenerwärmung ohne zusätzliche Heizmetho den möglich ist. Die Mi-
krowellenerwärmung von Al 2 O 3 wird zahlreich en P ublikationen b ehandelt, u.a. in [178, 177, 276,
277, 278], jed o ch sind nur relativ wenig Daten zur elektrischen Leitfähigkeit von Al 2 O 3 b ei ho-
hen Temp eraturen verfügbar [264]. Zudem variieren die elektrischen Eigenschaften extrem stark
je nach Dotierung u nd Zusammensetzung der Korngrenzenphase der Keramik [279, 280, 281],
sofern es sich nicht um einkristallines Al 2 O 3 handelt. Daher eign et sich Al 2 O 3 -Keramik zwar gut
für die S imulation der Mikrowellenabsorption b ei niedrigen Temp eraturen, jedo ch weniger gut
b ei hohen Temp eraturen.
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3.2. Mathematische Metho den

Dieser Abs chnitt erläutert die verwendeten Berechnungsmetho den. Zu Beginn wird eine analyti-
sche Metho de vorgestellt, die auf der Theorie von Mie zur Berechnung der Ab sorp tion und Streu-
ung elektromagnetischer Wellen an kugelförmigen Ob jekten basiert (vgl. Unterabschnitt 2.1.2)
und von Rother für die Auslegung von Mikrowellen-Erwärmungsprozessen verwendet wird. Al s
Zielgröÿe wird die im Ob jektvolumen absorbierte Leistung PV in Relation zu dem in den cha-
rakteristischen Quersch nitt eingesp eiste Leistun g PA herangezogen.

3.2.1. Analytische Berechnung der Mikrowellenabsorption

Die analytische Metho de nach Mie ermöglicht es, den Anteil und räumlich e Verteilung der Streu-
ung sowie die E�zienzko e�zienten der Streuung bzw. Abs orp tion einer planaren, mono chroma-
tischen elektromagnetischen Welle durch eine einzelne Kugel variabler Gröÿe im Raum (Fernfeld)
zu b erechnen. Die Grundlagen hierzu werden in Unterabschnitt 2.1.2 erläutert. Ausgangspunkt
für die hier vorgestellte Berechnu ng der Mie-Absorption ist ein Matlab -Skript von Marko-
wicz [282]. Dieser Matlab -Co de basiert seinerseits auf einem Fortran -Co de von Bohren und
Huffman , verö�entlicht im A nhang zu [16]. Für die vorliegende Arb eit wurde der ob en genannte
Matlab -Co de in die mathematische Programmiersprache R [283] ü b ersetzt und erweitert, um
die Berech nung nicht nur für ein en Radius, sondern für einen freiwäh lbaren Gröÿenb ereich b ei
einer festen Frequenz und Permitti vität durchzufüh ren. Der Co de �nd et sich im Anhang dieser
Arb eit (s. Abschn itt E.1).

Die Mie-Absorption wird für Wasser sowie die keramischen Materialien Al 2 O 3 , SiC und ZrO 2

(Sto�werte siehe Abs chnitt 3.7) b ei 2.45 GHz als Funktion d es Radius und der Temp eratur b e-
rechnet. Zusätzlich wird der Ein �u ss der Frequenz und Porosität an je einem Beispiel untersucht.
Abschlieÿend wird anhand einer 6 Ö 5 Matrix das Sp ektrum d es A bsorptionsverhaltens dielektri-
scher Materialien für die diel ektris chen Konstanten "0 = 1, 2, 5, 10, 20 und 100 sowie die dielek-
trischen Verlustwinkeln tan � = 10 -4 , 10 -3 , 10 -2 , 10 -1 und 10 0 untersu cht. Basierend auf der Arb eit
von Rother [29] wird die Absorptionse�zienz Qabs der Kugel in die normierte volumenb ezogene
Leistungsaufnahme PV =PA wie folgt umgerech net:

PV

PA
=

3Qabs

4 � r
: (3.1)

Somit ist sie mit der nachfolgend b eschrieb enen numerisch ermittelten Leistungsaufnahme der
unters uchten Ob jekte und Materialien vergleichbar.

3.2.2. Numerische Metho den

Es exi stieren verschiedene numerische Metho den zur Lösun g der Maxwellschen Di�erential-
gleichungssysteme. Zu ihnen zäh len u.a. die Finite-Di�erenzen-Metho de im Zeitb ereich (engl.
�nite-di�erence time-domain - F DTD), die F inite-Elementen-Metho de (FEM), die Metho d-of-
Moments (MoM) sowie die Transmission-Line-Matrix (TLM) Metho de [284]. Die FEM hat Vor-
züge b ei der Berechnung von ho chgütigen Strukturen, während di e FDTD-Metho de für di e Be-
rechnung von breitband igen Strukturen bzw. transiente Vorgänge Vorteile b esitzt. Die in der
vorliegenden Arb eit verwendete F DTD- un d FE-Meth o de werden in den folgenden Abschnitten
näher vorgestellt. Zentraler A nsatzpunkt der numerischen Metho den ist die Diskretisierung ei-
ner unb ekannten elektromagnetischen Gröÿe. Bei d er MoM ist das d er Ob er�ächen strom, b ei
der FEM das E -Feld und b ei der FDTD-Metho de E - und H -Feld [285]. Diskretisierung b edeu-
tet, dass das b etrachtete geometrische Ob jekt in zahlreiche kleine Elemente zerlegt wird, deren
Summe das Originalob jekt approximieren. Diese Zerlegung in Elemente wird auch als Meshing
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Tab elle 3.1: Stärken und Schwächen der numerischen FDTD- und FE-Metho de für die elektro-
magnetische Simulation von elektrischen und dielektrischen Materialien n ach [ 285]

Numerisch e Metho de FDTD FEM

Gleichungssystem di �erenziel l di�erenziell
Lösung im Zeit-/Frequenzb ereich? Z eitb ereich Frequenzb erei ch
Frequenzband-Berechnung geeignet weniger geeignet
Berechnung h o ch gütiger Strukturen weniger geeignet geeignet

elektr. ungeeignet ungeeignet
Berechnung Fernfeld (o�ene Abstrahlung)

dielektr. geeignet geeignet
elektr. geeign et geeignet

Berechnung (quasi -)ges chlossener Systeme
dielektr. geeignet geeignet

b ezeichnet. In eindimensionalen (1D) Strukturen b estehen d ie Netze aus lin earen Segmenten ,
in 2D-Strukturen aus Dreiecken und in 3D-Strukuten aus Tetraedern o der regelmäÿigen, recht-
winkligen Gitternetzen. In jedem dieser E lemente wird eine einfache Ansatzfunktion o der eine
Di�erenz für di e räumliche Verteilung der unb ekannten Gröÿe anstelle der lokalen Ableitungen
gebildet, so dass das Gleichungssystem für ein Element aus linearen bzw. nicht-linearen Gleichun-
gen b esteht. Dieses wird mit Hilfe des gewählten numerischen Verfahrens für alle Elemente gelöst.
Die Genau igkeit der Approximation ist abhängig von Diskretisieru ng. Je feiner das gebildete Netz
(Mesh), desto b esser ist die Genauigkeit der numerischen Metho de und desto gröÿer wird der
Rechenau fwand [285]. Tab elle 3.1 fasst d ie Eignung der b etrachteten numerisch en Verfahren für
elektrische und dielektrische Materialien zusammen.

Metho de der Finite-Di�erenzen im Zeitb ereich Entwickelt wurde d ie FDTD-Metho de in den
1960er Jahren unter an derem von Yee [286]. A nwendu ng fand sie ab den 1980er Jahren mit der
wachsenden Rechenleistung von Computern und neuen zivilen Anwendun gsgebi eten [285, 287].
Bei der FDTD-Metho de werden die Ableitungen des elektrischen und magnetischen Feldes durch
�nite Di �eren zen z.B. i n einem Rechteckgitter angenähert (altern ati v auch Zylinder- un d Kugel-
ko ordinaten). Durch diskrete Zeitschritte wird die Entwicklung der Feldausbreitung vom Start-
wert au s fortlaufend b erechnet [37, 285]. Di e FDTD-Metho de i st ein explizites Verfahren, d .h. es
werden zur Lösung des nächsten Zeitschrittes nur der vorangegangene sowie der aktuell e Zeit-
schritt herangezogen. Somit entfällt die Bildung einer Gleichungsmatrix, und der Sp eicherb edarf
ist l ed iglich p rop ortional zur Anzahl Gitterpunkte. Da die FDTD-Metho de die elektromagneti-
sche Wechselwirkun g eines Ob jekts im Nahfeld b ereich und auÿerdem im Zeitb ereich b erechnet,
ist ein e sp ezielle Nah- zu Fernfeld-Tran sformati on erforderlich, um b eispielsweise die S treu ung
im Fernfeld zu b erechnen [37] . Die FDTD-Metho de basiert auf ein er Taylorrei henentwicklung
der Funktion U (x; t ) vom Raumpunkt x i zum Punkt x i + � x während der Zeitpunkt tn kon-
stant bleibt. Unter Verwendun g zentraler Di�erenzen lauten die Funktionen U (x i + � x) und
U (x i � � x) [285]:

U (x i + � x) jtn = U (x0) + � x
@U
@x

jx i +
(� x)2

2
�

@2U
@x2

jx i +
(� x)3

6
�

@3U
@x3

jx i

+
(� x)4

24
�

@4U
@x4

jx= � 1

U (x i � � x) jtn = U (x0) � � x
@U
@x

jx i +
(� x)2

2
�

@2U
@x2

jx i �
(� x)3

6
�

@3U
@x3

jx i

+
(� x)4

24
�

@4U
@x4

jx= � 2

(3.2)
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wob ei � 1 im Intervall (x i ; x i + � x) und � 2 im Intervall (x i ; x i � � x) liegt. Werden die b eiden
Gleichungen in Gleichung 3.2 subtrahiert, ergibt sich daraus die Finite-Di�erenzen Approxima-
tion der ersten Ableitung von U [285]:

@U
@x

jx i ;t n =
�

U (x0 + � x) � U (x0 � � x)
2� x

�
�

(� x)2

6
�

@3U
@x3

+ O
h
(� x)4

i
: (3.3)

Werden die b eiden Gleichungen addiert, resultiert daraus die Approximation der zweiten Ablei-
tung von U [287]:

@2U
@x2

jx i ;t n =
�

U (x0 + � x) � 2U (x0) + U (x0 � � x)
(� x)2

�

tn

+ O
h
(� x)2

i
: (3.4)

Der Term O [(� x)n ] fasst die verbl ei b enden Terme höh ere Ordnung der Taylorreihe zusammen,
die für kleine Schritte gegen Null gehen. Analog werden die Di�erenzterme für die zeitliche Ab -
leitung von U gebildet. Mit Hilfe der Ap proximation der zweiten Ableitungen kann die Wellen-
gleichung aus Gleichung 3.4 wie folgt b eschrieb en werden (die O -Terme der Taylorreihe werden
vernachlässigt):

Un+1
i = ( c� t)2

�
Un

i +1 � 2Un
i + Un

i � 1

(� x)2

�
+ 2Un

i � Un � 1
i : (3.5)

Alle erforderlichen Gröÿen auf der rechten Seite von Gleichu ng 3.5 zur Lösung von U sind somit
aus den Zeitschritten n und n � 1 b ekannt. Das Verfahren ist somit explizit. Die Vortei le der
FDTD-Metho de sind die Einfachheit und Robustheit des Verfahrens, die gleichzeitige Berechnung
von ganzen Frequenzb ereichen in einem Durchgang, die Berücksichtigung von Materialinhomo-
genitäten sowie das gute Skal ierverhalten. Die Nachteile liegen dagegen im un�exiblen Meshing,
die Unsicherheit b ei der Position d er Materialgrenzen von etwa einer halb en Zellbreite sowie die
ungenügende Genauigkeit b ei p erfekten bzw. sehr gut elektrisch leitfähigen Materialien [285].
Die erforderliche Weite der Zeitsch ritte � t b ei d er Diskretisierun g für kubische Zellen ergib t sich
aus der Courant-Bedingung un d b eträgt nach [288, S. 17]:

� t =
� x
p

3c
: (3.6)

� x ist die mittlere Zellenlänge. Die Anzahl der notwendigen Zeitschritte T ergibt sich aus der
Anzahl der Zellen N zu T = 10 �

p
3N 1=3 . Beispiele für d ie Anwendung der F DTD-Metho de

für die Mo dellierung elektromagnetischer Erwärmu ngsvorgänge �nden sich unter anderem i n
[289, 290, 291, 292, 293, 294].

Verwendete Software

Zur Berechnung der Ausbreitun g der elektromagnetischen Felder und der dissipierten Leistung
wird die kommerzielle FDTD-Software Qui ckwave3D in Version 7.5C ( © 2010 QWED Sp z.o.o,
Polen) eingesetzt, deren Entwicklung in den 1980er Jahren für zweidimensionale Systeme b egann .
Die Software wurde 1997 kommerziell zugänglich gemacht. Die Software-E ntwicklung wurde von
zahlreichen wissenschaftlichen Verö�entlichungen der Au toren b egleitet, z.B. [295, 296, 297].
Quickwave3D ist sp eziell für numerische B erechnungen im Mikrowellenb ereich konzipiert [298].
Bei vergleichenden Untersu chungen verschiedener Simulationsprogramme für die elektromagne-
tische Mo dellierung wi rd die Eignun g von Quickwave3D für das anwendun gsnahe Auslegen von
Mikrowellenerwärmungsprozessen dank sp ezi�scher Erweiterungen und Funktionen hervorgeho-
b en [299, 300], unter anderem durch die Bestimmung der d issipierten Mikrowellenen ergie. Mit
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dem Erweiterungsmo dul BHM von Quickwave3D [301, 302] existi ert ein To ol zur Temp eraturb e-
rechnung in Quickwave3D, das jedo ch keine Wärmekonvektion un d -strahlung an die Umgebung
b erücksichtigt, weshalb es für diese Arb eit n icht eingesetzt wird. Neb en Quickwave3D bietet z.B.
auch die Software CST Microwave Studio ® eine Temp eraturb erechnung b ei Mikrowellener-
wärmungsprozessen an.

Finite Elemente-Meth o de Die Finite Elemente-Metho de (FE M) i n der heutigen Form wurde in
den 1950er Jahren entwickelt. Ihre Hauptanwendungsgebiete liegen vor allem in der Strukturme-
chanik und der Thermo dynamik. In den 1960er Jahren wurde die FEM auch für elektromagneti-
sche Berechnungen eingesetzt [285]. Ausgangspunkt stellen die partiellen Di�erentialgleichungen
der Maxwell-Gleichungen dar. Bei der FEM wird für jedes �nite Element die Lösung der partiellen
Di�erentialgleichung numerisch angenähert. Für diese Approximation werden Ansatzfunktionen
genutzt, deren Minimum mit der Lösung der partiellen Di�erentialgleichungen üb ereinstimmt.
Die Diskretisierung erfolgt durch das geometrische Zerlegen des Ob jekts in eine Vielzahl �niter
Elemente, die sich in Knotenp unkten tre�en. Das zu erstellende Gleichun gssystem wird auf d iese
Knotenpunkte b ezogen und b einhaltet physikalisch interpretierbare Parameter, wie z.B. Temp e-
ratur o der elektrische Spannung [303]. Die �niten Elemente b estehen im dreid imensionalen Fall
üblicherweise aus Tetraedern, ab er auch Penta- o der Hexaeder sind möglich [304].

Als Beis piel soll hier die aus d en Maxwell-Gleichungen abgeleitete Di�erentialgleichung zweiter
Ordnu ng für das E -Feld in der Form

~r �
�

~r � ~E
�

� k̂2 ~E = 0 (3.7)

mit der komplexen Wellenzahl k̂ = !
p

"̂ �̂ dienen. Gleichung 3.7 wird durch Volumenintegration
in die folgende schwache Formulierung 1 mit den Ansatzfunktionen � i üb erführt:

�

V

h
~r �

�
~r � ~E

�i
� i dV �

�

V
k̂2 ~E� i dV = 0 : (3.8)

Durch Anwenden eines Integraltheorems ergibt sich aus obiger Gleichung n ach [ 306, 307]:

�

V

�
~r � ~E

�
� ~r � i dV �

�

V
k2 ~E� i dV = i !�

�

s
~H � ~n� i ds : (3.9)

Damit ist ~E an der Ob er�äche des Volumens üb er ~H b estimmbar und umgekehrt. Die unb ekannte
und zu lösende Vektor-Fu nktion ~E wird b ei der FEM durch die genäherte Form ~E ? ersetzt, die
sich aus den üb erlagerten Ans atzfu nktionen ~E j zusammensetzt, die ihrerseits üb er die skalaren
Faktoren � j gewichtet werden [306, 307]. E s gilt

~E ’ ~E ? =
NX

j =1

~E j � j (3.10)

1 Die schwache Formulierung wird genu tzt, um höhere Abl eitungen durch Ansatzfunktionen zu vermeiden un d
partielle Di�erentialgleichung zu lösen. Beispielsweise wird die parti elle, eindimensi on ale DGL u00 = f in

 = (0 ; 1) mit u (0) = u (1) = 0 mit der � glatten� Funktion v mult ipliziert, so dass für alle v gilt: u00� v = f � v .
Beide Seiten werden nun int egriert :

�

 u00� v d
 =

�

 f � v d
 . Mi t (u0 � v)0 = u00� v + u0� v0 und v (0) = v (1) = 0

folgt schlieÿlich: �
�


 u0�v0d
 =
�


 f �v d
 , auch in der Form a (u; v) = F (v) geschrieb en. Zur Lösung muss 
 in
endlich viele Teilstücke N (�Element e�) zerlegt werden und der Funktionen rau m von v endlichdimensional sein .

Nach Ritz und Galerkin gilt dann: uh =
P N

i vj � j und a (uh ; � i ) = �
�




� P N
i vj � j

� 0
� v0d
 =

P N
i a (� j ; � i ) �

vj = F (� i ) . Der Term
P N

i a (� j ; � i ) bildet dann die sog. St ei�gkeitsmatrix. Die Basisfunktionen � j sollten
einfach zu b erechnende Funktionen wie z.B. Hutfunktionen sein.[304, 305]
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Gemäÿ des Verfahrens von Ritz [308] und Galerkin nähert sich die approximierte Lösung für
N ! 1 der exakten Lösung an. Als Ansatzfunktionen werden einfache Funktionen ni edriger
Ordnu ng gewählt [ 303]. Die unb ekannten Parameter � j werden durch das Minimum der Fehler-
quadrate o der der p otentiellen Energie ermittelt, d.h. die erste A bleitung is t gleich null. Mit Hilfe
der Diri chlet- (Vorgab e ei nes Funktionswertes) und Neumann-Randb edingungen (Vorgab e der
Ableitung eines Funktion swertes) an den Knotenpunkten wird die Anzahl der Unb ekannten re-
duziert und die Vektorgleichun g in Matrixform üb erführt, so d as s ein lineares algebraisches Glei-
chungssystem entsteht [304]. Da d ie Parameter physikalisch i nterpretierbare Gröÿen darstellen,
wird die Matrix z.B . b ei Temp eraturfeldern �Lei tfäh igkeitsmatrix� genannt, die das Verhältnis
des Wärmestroms zur Temp eraturdi�erenz b eschreibt [303]. In der Struktu rmechanik wird die
Matrix �Stei�gkeitsmatrix� genannt.
Die Vorteile der FEM liegen in der unkomp lizierten Behandlu ng komp lexer Geometrien aufgrund
des tetraedrischen Netzes, im einfachen Umgang mit disp ersiven Materialien, der Berechnung
ho chgütiger Strukturen sowie das �Multiphysik�-Potenzial, d.h. die Möglichkeit thermische sowie
strömungs- und/o der strukturmechanisch e Lösungen mit der elektromagnetischen Simulation zu
kopp eln. Schwachpunkte sind die ine�ziente Behandlung elektrisch gut leitfähiger Materialien,
die aufwändige Mesh-Generierung für komplexe, dreidimensionale Mo delle, die au fwändige Pro-
grammierung, der erhöhte S p eicherb edarf für die Matrizenrechnung sowie die Notwendigkeit e�-
zient konditionierter iterativer Solver, insb esondere wenn Elemente höherer Ordnung eingesetzt
werden [285]. Beispiele für die Anwendung d er FEM für elektromagnetische Erwärmungsvorgänge
�nden sich u.a. in [309, 310, 311].

Verwendete Software

In der vorl iegen den Arb eit wird die kommerzielle FEM-Software COMSOL Multiphysics ® ( ©
2008 COMSOL AB, Schweden) in der Versi on 3. 5a vor allem für die thermische Berechnung
eingesetzt. Die Ergebnisse in [312, Ab s. 5.5] zeigen, dass b ei Mikrowellensimulationen generell
eine gute Üb ereins timmung zwischen FDTD- und FE-Metho de im Vergleich zu analytischen
Lösungen erreicht werden kann. Die Wahl zugunsten der FDTD-Software Quickwave3D ® für
die Mikrowellensimulation �el aufgrund der b ereits am Lehrstuhl vorhanden en Erfahrung mit
der Software Quickwave3D ® .

3.2.3. Mo dellierung der di�erenziellen Wärmebilanz

Wichtigste physikal ische Gröÿe b ei der Wärmebilanzierung ist die skalare Temp eratur T . Sie hat
die SI-Einheit K, gebräuchlicher ist jedo ch die Einheit ° C ( 0 ° C = 273:15 K). Eine Wärmeb i-
lanz erfasst die drei Transp ortvorgänge Wärmeleitu ng, Konvektion und Strahlung. Diese werden
durch einen räumlichen (und /o der zeitlichen) Temp eraturgradienten b edingt. Im kartesischen
Ko ordinatemsystem ist der Temp eratu rgrad ient wie folgt de�niert:

~r T � ~nx
@T
@x

+ ~ny
@T
@y

+ ~nz
@T
@z

: (3.11)

Darin sind x; y; z die kartesischen Raumko ordinaten und ~nx;y;z die jeweiligen Ei nheitsvekto-
ren. Existiert ein Temp eraturgradient ~r T , ist die resultierende Wärmestromdichte _q in W=m2

prop ortional zu ihm, ~_q / ~r T . Die Wärme �ieÿt von Bereichen höherer Temp eratu r in Berei-
che mit niedriger Temp eratur. Nach dem Fourierschen Gesetz ist die Wärmeleitfähigkeit k die
Prop ortionalitätskonstante zwisch en ~_q und ~r T [313, S. 51]:

~_q = � k � ~r T : (3.12)

Die Höhe der Wärmeleitfähigkeit ist materialabhängig und kann zudem orts- und temp eraturab-
hängig sein , k (~x; T (t)) . Für anisotrop e Materialien ist k ein Tensor, für isotrop e Materialien ein

41



Mathematische und exp erimentelle Metho den

Skalar. Die Wärmeleitung in keramischen Materialien ist ein irreversibler, statistischer Prozess,
b ei dem die Energie ohne Materialtransp ort durch Phononen, den Quasiteilchen zur Beschreibung
von Gitterschwingungen, üb ertragen wird 2 . Die Wärmeleitfähigkeit ist abhängig von mittlerer
freier Weglänge l und Geschwindigkeit u der Phononen sowie der iso choren Wärmekapazität
cv , k = 1

3cvu � l . Di e freie Weglänge der Phon on en ist prop ortional zu 1=T und wird b eein�usst
durch Phononenstöÿen, Streuung an Kristallfehlern und unharmonischen Gitterwechselwirkun-
gen. Durch sogenannte Umklappprozesse wird ein Teil des Impuls der zusammenstoÿenden Pho-
nonen an das Kristallgitter üb ertragen, so dass die Phononenverteilung l okal i ns thermische
Gleichgewicht gebracht werden kann [314, S. 141-145].

Wird die in einem b eli eb igen Volumenelement V dissipierte thermische Energie @QV
@t zusammen

mit der darin gesp eicherten und üb er die Ob er�äche S geleiteten Wärmemenge bilanziert, ergibt
sich folgende integrale Bilanz:

�

S
kr T � ~ndS =

�

V

�
%cp

@T
@t

� @QV
@t

�
dV : (3.13)

Darin ist %die Massendichte des Materials in kg=m3 , cp seine isobare Wärmekapazität in J=kg�K und
QV die durch innere o der äuÿere Quellen (z.B. durch Mikrowellenstrahlung) ein getragene volu-
mensp ezi�sche thermische Energie o der Wärmemenge 3 in W=m3 . Ist das Volumenelement inkom-
pressib el und unb ewegt, d.h es gibt keine innere Konvektion, und kann eine Phasenumwandlung
ausgeschlossen werden, ergi bt sich au s Gleichung 3.13 d ie transiente Wärmeleitu ngsgleichun g in
der Form einer Di�erentialgleichung 2. Ordnung [313, S. 55]:

~r �
�

k ~r T
�

= %cp
@T
@t

�
@QV
@t

: (3.14)

An den Auÿen�ächen des Volumenelements wird Wärme zusätzlich durch Konvektion und Strah-
lung an die Umgebung üb ertragen. Bei der Konvektion wird innere Energie von einem strömenden
Fluid an die Ob er�äche herangetragen bzw. von dort entfernt. Die Höhe der üb ertragenen Wär-
memenge hängt von der Geometrie des umströmten Körp ers, sein er Ob er�äch enb escha�enheit,
der Strömungsgeschwindigkeit und d er Turbulenz der Strömung ab. Konvektion kann durch na-
türliche o der durch erzwungene Strömung auftreten. Kennzeichnend für die Konvektion ist die
Bildung einer �uiddynamischen Grenzschicht zwischen Fluid-Kernströmu ng und Ob jektob er�ä-
che. Durch Reibung wird das Geschwindigkeitspro�l in Ob er�ächennähe b estimmt. Bei laminarer
Strömun g bzw. kleiner Reynoldszahl ( Re = u�d

� ) ist die Fluid ges chwindi gkeit an der Wand gleich
nu ll und die Wärmeüb ertragung wird in dieser Schicht weitgehend durch Wärmeleitung b e-
stimmt. Mit steigender Reyn oldszahl nimmt die Grenzsch ichtdi cke ab und der Wärmeüb ergang
wird erhöht. Der üb ertragene Wärmestrom _Qkonv wird üb er die Ob er�äche A , die Temp eraturdif-
ferenz � T zwisch en Ob er�äche und Fl uidkernströmung sowie den Wärmeüb ergangsko e�zienten
� in W=m2K b erechnet:

_Qkonv = �A � � T : (3.15)

Die dimensionslose Nuÿelt-Zahl Nu wird zur Beschreibung des konvektiven Wärmeüb ergangs
zwischen einem Flu id und der Ob jektob er�äche genutzt. Aus Wärmeüb ergangsko e�zient � ,
Üb erströmlänge l und d er Wärmeleitfähigkeit des Fluids kFluid ergibt sich die Nu -Zahl wie folgt:

Nu =
� � l

kFluid
: (3.16)

2 Bei Metallen erfolgt der Wärmetransp ort im Wesentlichen üb er den Elektronentransp ort.
3 In der Wärmetechnik wird die zeit liche Änderung der thermischen Energie Q als Wärmestrom _Q b ezeichnet.
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Einschlägige Literatur wie z.B. [315] hält umfangreiche Berechnungsvorschriften für die Nu -Zahl
in Abhängigkeit von Ob jektgeometrie, Anströmsituation und Turbulenzverhalten b ereit. Die
Nu-Zahl für den hier b etrachteten Fall vertikaler Zylinder mit natürlicher Konvektion wird in
Unterab schnitt 3.4.1 b eschrieb en.

Die formal ähnlich de�nierte dimensionslose Biot-Zahl Bi ist dagegen der Quotient aus dem Pro-
dukt des Wärmeüb ergangsko e�zienten � und der charakteristischen Länge L eines Körp ers und
seiner Wärmeleitfähigkeit kObjekt . Sie b eschreibt das Verhältnis des äuÿeren Wärmeüb ergangs-
widerstands durch Konvektion zum inneren durch Wärmeleitung:

Bi =
� � L

kObjekt
: (3.17)

Für groÿe Bi -Zahlen b esteht b ei Mikrowellenprozessen eine erhöhtes Risiko für Hot-Sp ots, da
die Temp eraturgradienten im Ob jekt gröÿer sind als die im umgeb enden Medium und somit die
dissipierte Leistung nicht schnell genug abgeführt werden kann [316, 77, 317].

Bei der Wärmestrahlung wi rd Wärme in Form elektromagnetisch er Strahlung, b ei Temp era-
turen bis ca. 600 ° C vorwiegend im Infrarotb ereich , zwischen Ob er�ächen üb ertragen. Gemäÿ
Stefan-Boltzmann-Gesetz [41] (s. auch Unterabschnitt 2.1.3) ist der durch Strahlung üb ertragene
Wärmestrom _Qrad zwischen zwei Ob er�ächen de�niert üb er [ 313, S. 32]:

_Qrad = � (T ) F 1; 2A1� ? �
T4

2 � T4
1

�
; (3.18)

mit der Stefan-Boltzmann-Konstante � ? ’ 5:670� 10� 8 Wm � 2T � 4 , dem hemisphärischen Emis-
sionsgrad � und dem Formfaktor F 1; 2 , der die pro jizierten Flächenverhältnisse abbildet. Die
Ob er�äche einer mikrowellenb eh eizten Prob e wird Wärme an die Umgebung ab strahlen. Im
Fall ohne Prob en-Isolierung wird die Resonatorumgebung als b eliebig groÿe Wärmesenke für d ie
Wärmestrahlung der Prob e b etrachtet (vereinfachte Berechnung Ob er�äche-zu-Umgebung). Im
Fall der isolierten Prob e wechselwirkt die Innenwand der Isolierung mit der Prob enob er�äche
(Ob er�ächen-zu-Ob er�ächen Berechnung). Durch die Erweiterung der instationären Wärmelei-
tungsgleichung durch Konvektion u nd Strahlung ist in der Regel eine analytische Lösung der aus
der Wärmebilanz abgeleiteten partiellen Di�erentialgleichung nicht möglich, insb esondere durch
die vierte Potenz der Temp eratu r durch das Stefan-Boltzmann-Gesetz, weshalb numerische Ver-
fahren zur Lösung herangezogen werden [318, Kap. 1] .

Verwendete Software

Die nu meris che Berechnung der Wärmebilanz und der freien Konvektion um das mikrowellenb e-
heizte Ob jekt erfolgt durch die FEM-Metho de, die b ereits i n Abschnitt 3.2.2 b eschrieb en wurde.
Für die thermische und �uiddynamische Simulation wird die kommerzielle F EM-Software COM-
SOL Multiphysics ® mit dem Mo dul �General Heat Transfer� verwendet. Die Kopplung dieses
Mo duls ermögli cht den Ein�uss auf die Temp eraturverteilung im mikrowellenb eheizten Ob jekt
durch Wärmestrahlung und -leitun g sowie Wärmetran sp ort durch f rei e Konvektion in der umge-
b endenen Gasphase in die Simulation einzub eziehen (s.u.). Das Prinzip der Kopplu ng zwischen
Mikrowellen- un d thermischer Simulation wird nachfolgend in Abschnitt 3.6 b eschri eb en.

3.2.4. Mo dellierung der Fluidströmung

Im b etrachteten Fall ruft die Erwärmung des Prob enkörp ers die Ausbildung einer natürlichen
Konvektionsströmung an der Prob enob er�äche hervor. Um den Ein �uss der Konvektion in die
Wärmeb etrachtung einzub eziehen, soll die Luftb ewegung in die Simulation ei nb ezogen werden.
Die Strömung eines newtonschen Fluids wird durch die Navier-Stokes-Gleichung b eschreib en, die
die Impulserhaltung eines reibungsb ehafteten F luids b einhaltet [319, S. 10]:
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Darin ist ~v die Strömungsgeschwi ndigkeit in m=s, p der Druck in Pa, %die Dichte in kg=m3 und �
die dynamische Viskosität des Fluids in Pa � s, g die Erdb es chleunigung und ~FB eine Volumen-
kraftdichte in N=m3 z.B. infolge von Gravitation o der Zentrifugalkraft. Für ein inkompressibles,
isothermes Fluid vereinfacht sich die Gleichung durch die Divergenzfreiheit des Strömungsge-
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Zur Vervollständigung der Kontinuitätsgleichungen wird no ch die Masse- und Energieerhaltung
zur Impulserhaltung ergänzt. Daraus leitet sich ein Satz nichtlinearer partieller Di�erentialglei-
chungen ab, die mit Hilfe numerischer Näherun gsverfahren wie z.B. der Finite Elementen- (vgl.
Abschnitt 3.2.2), Finite Volumen- o der Fin iten Di�erenzen-Metho de (vgl. Abschnitt 3.2.2) gelöst
werden können .

Verwendete Software

Zum Einsatz kommt die FEM-Software COMSOL Multiphysics 3.5a. Z ur Berech nung der Strö-
mungsmechanik wird das Mo dul �Weakly Compressib le Navier Stokes� eingesetzt. Die Bedingung
für schwach kompressible Fluide liegt vor, wenn das Fluid sich nahe am Glei chgewicht b e�ndet
und seine Viskosität und Wärmeleitf äh igkeit klein sind. Damit können schwache Ableitungen der
Navier-Stokes Gleichungen zur Lösu ng verwendet werden [320] . Die Kopplu ng mit der Wärme-
b erechnung erfolgt dem multiphysikalischen Ansatz von COMSOL entsprechend software-intern.
Zur Lösung des Gleichungssystems wird der Solver UMFPACK [321, 322] verwendet.

3.3. Geometrische Mo dellbildung

Der Schritt der Mo dellbil dung scha�t ein in Form und Inhalt möglichst ähnliches Abbild des zu
b erechnenden Systems, das die fü r die Simulation wichtigen Merkmale enthält. Andere weniger
wichtige Merkmale werden dagegen oft vernach lässigt, um den Rechenaufwand zu b egrenzen.
Das geometrische Mo dell bildet sp eziell die Form des zu b erechnenden Gegenstands und seiner
Umgebung nach. Das Mo dell umfasst auch die S ys tem- und Bilanzgrenzen das zu b etrachtenden
Systems.

3.3.1. Geome trische s Mo dell für die analytische Mikrowellenb erechnung

Wie eingangs b eschrieb en gilt di e Mie-Lösung nur für einzelne, kugelförmige Ob jekte. A lle durch-
geführten analytischen Berechnungen fallen somit unter diese Einschränkung. Betrachtet werd en
homogene, isotrop e, kugelförmige Ob jekte im Durchmesserb ereich von 0.2 mm bi s 500 mm, die
im Strahlu ngsb ereich einer mono chromatischen planaren elektromagnetischen Welle liegen. Die
Streuung der elektromagnetischen Welle an der Kugelob er�äche wird nicht weiter b etrachtet, da
sie kein en Beitrag zur Erwärmung liefert. E b enso werden fremde Streuzentren i n Ob jektnähe
ausgeschlossen . Berücksichtigt wird also nur die von der Kugel ab sorbierte Leistung. Diese ist
abhängig vom Kugeldurchmesser sowie der Permittivität des Materi al s u nd der Frequenz der
elektromagnetischen Strahlung. Für die Berechnung wird das in Unterabsch nitt 3.2.1 b eschrie-
b ene Skript angewendet.

44



3.3 Geometrische Mo dellbildung

3.3.2. Geome trische s Mo dell für die numerische Mikrowellenb erechnung

Im Fol gen den wird zwischen den Ob jekten innerhalb des Resonators sowie dem geschlossenen
Resonator selb er untersch ieden. Der Resonator stel lt die innere Begrenzung des Mikrowellenofens
dar. Er b esteht in di es er Untersuchung aus einem p erfekten elektrischen Leiter, d.h. er erzeugt
keine Wandverluste, sond ern re�ektiert die eintre�ende Welle zu 100%. D ie im Resonator platzier-
ten Ob jekte b estehen aus d ielektri schen Materialien, die mit der elektromagnetischen Strahlung
wechselwirken und d urch diese erwärmt werden. Dazu gehört das eigentliche Erwärmungsgut
(die Prob e) sowie weitere Ob jekte, die als Isolierung o der Mikrowellen-Suszeptor dienen. Im ers-
ten Teil der Untersuchungen wird das Mikrowel len-Absorptionsverhalten verschiedener Ob jekt-
geometrien, -formen und Orientierung in geschloss en en Resonatoren mittels FDTD-Simulation
untersucht. Im zweiten Teil der Untersuchung wird eine Kopplung von elektromagnetischer und
thermisch er Simu lation vorgenommen, wob ei sich die Geometrie der Prob e auf zylindrische Ob-
jekte b eschränkt.

Geometrie der zu erwärmenden Objekt e Hiermit sind die eigentlichen mikrowellenb eheizten
Ob jekte (Prob en) gemeint. Das Erwärmungsgut wird jeweils zentral im jeweiligen Resonator
angeordnet. Untersucht werden, wie nachfolgend b eschrieb en, neb en kugelförmigen Ob jekten
vor allem zylind rische Prob en ab er auch würfelförmige Ob jekte.
Für den Vergleich der analytischen Berechnung und der numerischen Simulation der Mikrowel-
lenabsorption an Ku gel n im Fernfeld, wird die dissipi erte Leistung an kugelförmigen Ob jekten
mit D urchmessern zwi schen 3 und 100 mm mittels Quickwave3D ermittelt. Untersucht und ver-
glichen wird d ie Absorption von Wasser b ei Raumtemp eratur sowie für SiC b ei 20 ° C und 1000 ° C
(s. auch Abschnitt 3.7). Um die Bedingung eines unendli chen ausgedehnten Raumes (Fernf el d)
in der FDTD-Simulation zu erzeugen, wird das sogenannte Near-to-Far Field (NTF) El ement
von Quickwave3D verwendet. Dieses stellt einen Resonator mit sup er-absorbierenden Wänden
zur Verfügung [301], um das Verhalten einer endlos in den Raum hinein fortlaufenden Welle
nachzuah men .
Nach der Untersuchung der Mikrowel len-Absorption kugelförmiger Ob jekte im Fernfeld, wird
die Absorption in geschlossenen Räumen (Resonatoren) in Abgrenzu ng zum o�enen Fernfeld
b etrachtet. Ergänzend zur Untersuchu ng von einzelnen kugelförmigen Ob jekten werden auch
zylinder- und würfelförmige Ob jekte in einem Rechteckresonator untersucht. Dab ei wird die
Gröÿe des jeweili gen Ob jekts variiert. Anschlieÿend wird für zylinderische Ob jekte d er Ein�uss
der Orientierung im Raum entlang der kartesischen Ko ordin aten achsen als auch des As p ektver-
hältnisses von Durchmesser D zur Länge L hinsichtlich ihres Absorptionverhaltens untersucht.
Abbildung 3.2 stellt die Variationen in geometrischer Form, Ori entierung und Asp ektverhältnis
gra�sch zusammen.
Für die Untersuchungen zum Mikrowellenaufhei zverhalten wird ein zylindrisches Ob jekt mit
dem Asp ektverhältnis D : L = 1 b ei D = 48 mm als Referenzob jekt au sgewählt. Mit einem Mie-
Faktor von x ’ 1:24 liegt dieses im sogenannten Mie-Bereich, ist also den in Unterabschnitt 3.2.1
b eschrieb enen Resonanzen in der Absorp tion unterworf en. Eine Gröÿenänderung aufgrund einer
Sinterschrumpfung könnte somit Ein�uss auf die Mikrowell enabsorption nehmen. Dies wird an-
hand des B eispiels ZrO 2 , b ei dem sich das Volumen des zylindrischen Ob jekts während der
Wärmeb ehandlung halbiert und der Mie-Faktor von x20 ° C = 1 :24 auf x1400 ° C = 0 :98 sinkt,
unters ucht.

Mikrowellen-Resonatoren Als charakteristisch e Gröÿe zur Beschreibung des Absorptionsver-
haltens eines zu erwärmenden Ob jekts in Relation zur Strahlungsintensi tät wird d ie ob jektb ezo-
gene Wärmedissipation PV in W=m3 auf die in einen b estimmten Leistungsquerschnitt eingestrahl-
te Mikrowellenleistung PA in W=m2 b ezogen (s. Gleichung 3.1). Bei geschlossenen Resonatoren
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(a) Geometrischer Körp er (b) Asp ektverhältnis H : D (c) Orientierung im Raum

Abbildung 3.2: U ntersuchung des Ein�u sses von Ob jektgeometrie, Asp ektverhältnis sowie der
Orientierun g im Raum.

Tab elle 3.2: Variation der Resonatorgeometrie durch Vergröÿern der Querschnitts�äche.

Resonator B (mm) H (mm) L (mm) Aq (cm 2 ) A q;Rn
A q;R 1

V (l)

R1 140 110 200 15.4 1 3.08
R2 190 162 200 30.8 2 6.16
R3 280 220 200 61.6 4 12.32
R4 420 330 200 138.6 9 27.72

wird der senkrecht zum Hohlleiter u nd somit zur Einstrahlrichtung stehende Resonatorquer-
schn itt A eingesetzt. Untersucht werden quaderförmige Resonatoren, deren Querschnitt sich mit
dem Faktor N = 1 ; 2; 4; 9 vergröÿert, um zu untersuchen, ob die Resonatorquerschnitts�ä-
che linear mit der Mikrowellenabsorption skaliert. Die Länge L wird dab ei konstant gehalten.
Tab elle 3.2 stellt die b etrachteten Resonatoren vor. Zum Vergleich: der Ei n�uss p olygoner Re-
sonatorformen auf die Mikrowellenabs orp tion un d di e Homogenität der Feldverteilung wird in
[116, S. 70] b eschrieb en.

Das die Mikrowellen absorbierende Ob jekt wird jeweils in der Mitte des Reson ators platziert. Die
Mikrowellenstrahlung tritt üb er einen Rechteckhohlleiter WR340 mit den Maÿen 86 mm� 43 mm
in den Resonator ein. Abbildung 3.3 illustriert die verwendeten Resonatorvarianten. Resonator
1 ist ein Monomo den-Resonator, d.h. es tritt nur die TE 103 -Mo de auf. Resonator 1 stellt die
intern e Referenz dar. In ihm werden die ob en b eschrieb enen Untersuchu ngen zum Ein�uss der
Ob jektgröÿe, -form und -lage durchgeführt. Reson ator 1 dient auch als geometrisch es Mo dell
für den Einsatz d er Near-to-Far�eld (NTF) Bedingung durch sup erabsorbierende Wände. Diese
Bedingung wird für den Vergleich der nu meri schen und der analytischen Absorptionsb erechnung
herangezogen. Die Resonatoren R2 bis R4 weisen mit zunehmend er Gröÿe eine steigende Zahl
Raumresonanzen auf, d.h. die Zahl der ausbreitungsfähigen Mo den wächst. Bei einer Störung
können sämtliche TE- und TM-Mo den angeregt werden. Die in den leeren Resonatoren 1 bis
4 resonanten TE- und TM-Eigenmo den wurden mit Hilfe des in [45] verö�entlichten Matlab -
Co des für den Frequenzb ereich 2.4 bis 2.5 GHz ermittelt und sind im Anhang in Tab elle D. 1
aufgeführt. Im leeren Resonator R2 ist z.B. die TE 031 -Mo de dominant, wie ein es S11-Berechnung
mit Quickwave3D zeigt.

Mikrowellen-Suszeptoren als o�ene Resonatoren In der vorliegenden Arb eit sollen im Re-
sonator eingesetzte SiC-Scheib en zwei Funktionen erfüllen: (a) als klassische Suszeptoren zur
indirekten Erwärmung des Gutes, (b) als o�ene Resonatoren nach Fabry - Perot . In der Optik
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(a) Resonator 1 (b) Resonator 2 (c) Resonator 3 (d) Resonator 4

Abbildung 3.3: Verwendete Mi krowellenresonatoren mit zunehmendem Querschnitt b ei kon stan-
ter R eson atorl än ge.

���� ���������������	�
��

�����
 ����������������

�����
 ����������������

�� �������
������������ ��

�� ������������������

����������

�� ���������� ���������	�

��������

�
 ���
���


������ �
��������������

����������

Abbildung 3.4: A ufbau mit SiC-Scheib en als Mikrowellensuszeptoren und o�ener Resonator in-
nerhalb des geschlossenen Resonators R2.

b estehen Fabry-Perot Interferometer aus zwei parallelen teilre�ektierenden Spi egeln , deren Ab-
stand ein Vielfaches der halb en Wellenlänge � =2 b eträgt, um eine Reson anz zu erzeugen [323]. Der
Q -Faktor (Güte) dieser o�enen Resonatoren kann du rch Q = !L

� d
b eschrieb en werden, mit der

Länge L des Resonators, der Kreisfrequenz ! und dem prozentualen Lei stungsverlust pro Wel-
lendurchgang � d [324]. Eine Fabry-Perot Resonanz mit hohem Q -Faktor kann nur durch exakte
Ausrichtung der planparallelen Re�ektoren erzielt werden [323]. Wird mindestens ein planarer
durch einen konkaven Re�ektor ersetzt, wird das Feld auf ein kleineres Volumen gebündelt und
Beugungse�ekte minimiert. Konkave Re�ektoren (meist Kugelkalotten) werden oft b evorzugt
und �nden breite Anwendung [323].

In der vorliegenden Arb eit werden planparallele dissipative �Re�ektoren� aus SiC als Suszeptoren
eingesetzt. Planare Ob er�ächen sind im im hier verwendeten orthogonalen Mesh der FDTD-
Metho de exakt b eschreibbar. Für das S imulationsmo dell werden zwei SiC-Scheib en mit Radius
R = 50 mm (Dicke 3 mm) in einem Abstand von d = 72 mm innerhalb der thermischen Isolierung
untergeb racht. Die Auÿenmaÿe der isolierten Kammer bleib en erhalten, um die Vergleichbarkeit
zu erhalten. Das zu erwärmende Ob jekt, ein ZrO 2 -Zylinder, wird auf einer scheib enförmigen
Isolierung mittig zwischen den SiC-Sch ei b en ausgerichtet (s. Abbildung 3.4).

Der hier vorgestellt o�ene SiC-Resonator entspricht keinesfalls den klassischen Auslegungsregeln
eines Fab ry- Perot-Resonators. Die Anordnung �o�ener R es on ator im geschlossenem Resonator�
stellt ein e weitere Abwei chung vom klassischen Fab ry- Perot-Resonator dar. Die vorgestellte An-
ordnu ng dient als alternative Suszeptor-Anordnung für d ie Mikrowellenerwärmung. Die SiC-
Schei b en sollen die Mikrowellenstrahlung an das zu erwärmende Ob jekt gelangen lassen und als
hybri de Heizquell e üb er Wärmestrahlung das Ob jekt zusätzlich erwärmen und Temp eraturgradi-
enten minimieren. Die thermischen und elektromagnetischen Verl uste an den Resonator-Scheib en
werden dab ei b erücksichtigt.

47



Mathematische und exp erimentelle Metho den

Tab elle 3.3: Zusammenfassung der untersuchten Mo delle zur Evaluierung der Mikrowellenab-
sorption verschieden er Ob jekt- bzw. Reson atorgeometrien bzw. Fernfeld-Bedingung
(NTF).

Resonator Geometrie V (cm 3 ) Orientierung L : D Material T ( � C)

R1 Kugel 0.01 � 523 � � W, S 20 � C
Zylinder 0.05 � 785 x , y , z 1=4� 4 W 20 � C
Würfel 0.06 � 100 � � W 20 � C

R1/NTF Kugel 0.01 � 523 � � W, S 20, 1000 � C ?

R2 Zylinder 0.1 � 1045 y 1 W, S, Z 20 � C
R3 Zylinder 0.1 � 1045 y 1 W 20 � C
R4 Zylinder 0.1 � 785 y 1 W 20 � C
Materialien : W = H 2 O, S = SiC, Z = ZrO 2

? SiC

Thermische Isolierung Mit B lick auf die Kopplung von elektromagnetischer und thermischer
Simu lation wird d as zu erwärmende Ob jekt zum einen alleinstehend im geschlossenen Resonator,
zum anderen umgeb en von einer thermischen Isolierun g im Resonator platziert. Die zylindrische
Isolierung b esitzt eine Höhe von 100 mm un d eine Auÿendurchmesser von 120 mm. Im Inneren
b e�ndet sich eine Kammer, in der die Prob e auf dem Bo den p ositioniert is t. Die Innenkammer
weist eine Höhe von 60 mm sowie eine Innendurchmesser von 80 mm auf. Die thermische Iso-
lierung wird durch eine alumosilikatische Faserplatte (KVS 145, Rath GmbH) gebildet, die nur
geringe Wechselwirkung mit der elektromagnetischen Wel le aufweist, also weitgehend �mikrowel-
lentran sparent� ist, und zudem eine geringe Di chte und Wärmel eitfähigkeit au fweist.

Tab elle 3.3 stellt abschlieÿend eine Üb ersicht der verwendeten Kombinationen von Materi al ien
und Resonator- und Ob jektgeometrien für die Mikrowellensimulation zusammen.

3.3.3. Geome trische s Mo dell für die thermische Simulation

Gegenüb er dem Mikrowellenmo dell wird das thermisch e Mo dell insofern vereinfacht, dass das
Ob jekt vom Resonator freigestellt wird, d.h . dass der Mikrowellenresonator nicht in das Mo dell
einb ezogen wird. Hintergrun d ist die vereinfachende Annahme, dass der Resonator selb er nicht
erwärmt wird, also seine Temp eratur immer mit der Umgebungstemp eratur gleichgesetzt werden
kann. Der Resonator weist quasi sehr hohe Wärmeverlus te auf und kann kein e Wärme sp eichern.
In d ie Berechnung einb ezogen werden hingegen das zu erwärmende Ob jekt (die Prob e) sowie je
nach untersuchtem Fall zusätzlich die thermische Isolierung sowie die Mikrowell en -Suszeptoren
(s. Abbildung 3. 5). Da der Aufbau aus Erwärmungsgut und Ofeninventar rotations symmetrisch
ist, wird aus d en dreidimensionalen Mo d ellen jeweils ein zweidimensionales, achsen symmetrisches
Mo dell abgeleitet, um den Rech en aufwand zu minimieren.

Es werden zwei kerami sche Materialien b etrachtet: vollständig verdichtetes SiC und vollstabi-
lisiertes ZrO 2 mit einer Gründichte von 50%, das auf üb er 99% theoretische Dichte verdichtet
werden soll. Neb en verschiedenen Aufbauten werden auch versch iedene Aufheizraten u nd -arten
untersucht: (a) reines Mikrowellen-Heizen, (b) konsekutives Hybrid-Heizen und (c) additives
Hybrid-Heizen mit Suszeptor (s. auch Unterabschnitt 2.2.3). Insgesamt werden fünf Simulati-
onsszenarien de�niert: In Fal l A und B b esteht die zylindrische Prob e aus SiC, in den Fäl len C
bis E wird vollstabilisiertes ZrO 2 erwärmt. Im Fal l A und C b e�ndet sich auÿer der Prob e kein
weiteres Ob jekt im Resonator. Fal l B , D und E verwenden eine thermische Isolierung. Im Fal l E
werden zusätzlich die ob en b eschrieb enen Suszeptoren/Re�ektoren aus SiC unter- und ob erhalb
der Prob e eingesetzt. Eine thermisch e U nterlage separariert die ZrO 2 -Prob e von der unteren SiC-
Schei b e, um so den direkten Wärmeleitungstransp ort zur Prob e zu u nterbinden. Tab elle 3.4 fasst
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3.4 Anfangs- und Randb edingungen

(a) Mo dell für Fall A und C (b) Mo dell für Fall B und D (c) Mo dell für Fall E

Abbildung 3.5: 3D-Mo delle fü r die thermische Simulation. Gelb: zu erwärmendes Gut (A & B =
SiC, C-E = ZrO 2 ), grün: Isolierung, schwarz: Suszeptor.

Tab elle 3.4: Geometrische Mo delle für die kombinierte Simulation elektromagnetischer und ther-
mischer Felder im Resonator R2.

Ob jekt Grösse Simulations-Szenario

A B C D E
D (mm) 48 48 � 38.1

Prob e H (mm) 48 48 � 38.1
Material SiC ZrO 2

Da (mm) � 120 � 120 120
zylindr. Prob en- D i (mm) � 80 � 80 100
isolierung Ha (mm) � 100 � 100 112

H i (mm) � 60 � 60 72
D (mm) � � � � 48

Isolier-Unterl age
H (mm) � � � � 12
D (mm) � � � � 100

SiC-Suszeptor
H (mm) � � � � 3

Aufheizrate h (K/min) 5,20,40,60,100 5, 20 5
und -art Mi krowelle und Hybridheizung

die Mo delle für d ie b eschrieb enen Simulationsszenarien A bis E in einer Üb ersicht zusammen.

3.4. Anfangs- und Randb edingungen

Anfangsb edingungen geb en die Funktionswerte partieller Di�erentialgleichungen für den Start-
punkt der Berechnung (üblicherweise t = 0 ) vor, Randb edingungen de�nieren hingegen die Üb er-
gangsb edingungen bzw. Lösung d er Di�erentialgleichungen an den räumlichen Systemgrenzen des
Mo dells, den sogenannten Rändern . Auch an Rändern aneinander grenzender Mo dellgebiete wie
z.B. der Phasengrenze zwischen Feststo�ob er�äche und umgeb endem Fluid werden Randb edin-
gungen verwendet. Je nach verwendeter Software werden solche internen Grenzen oft mit vorein-
gestellten, mo dellsp ezi�sch gewählten Randb edingungen b elegt. Die Anzahl der zu de�nierend en
Anfangs- und Randb edingun gen korreliert mit der Anzahl zu b erechnender Variablen, um ein
lösbares Gleichungssystem zu erhalten. Nachfolgend werden die Anfangs- und Randb edingungen
für die Mikrowellen- und thermische S imulation vorgestellt.
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3.4.1. Anfangsb edingungen Mikrowellensimulation

Zu Beginn der Simulation sind die Felder im komp letten Mo dell gleich Null. Der Ausgangspunkt
der elektromagnetischen Wellenausbreitung ist der sogenannte �Port� am Beginn des Hohlleiters,
der eine elektromagnetische Welle in der TE 10 -Mo de ab strahlt. In Abhängigkeit von Meshgröÿe
und Wellenlänge der Mikrowellenstrahlung breitet sich die elektromagnetische Welle mit zu-
nehmender An zah l Zeitschritte im gesamten Mo dell aus. Di e Betriebsfrequenz b eträgt hier in
allen Mo dellen f = 2 :45 GHz. Die S tan dard-Mikrowellenl ei stung P0 b eträgt 200 W, die Am-
plitude der elektromagnetischen Wel le ist AMW = 20 . Die Anfangstemp eratur der Materialien
und somit ihre Permittivität orientiert sich an der Kopplung mit dem thermischen Mo dell. Es
werden Starttemp eraturen von 20 ° C und 800 ° C verwendet. Letztere steht für den Fall ei-
ner Hybridheizung, d. h. die elektromagnetische Strahlung wird durch eine zweite konventionelle
Wärmequelle unterstützt, die eine Grundtemp eratur von konstant 800 ° C gewährleistet. Der
weitere Erwärmungsvorgan g wi rd nachfolgend durch Mikrowellenhei zu ng erbracht. Dazu werden
die Ob jekttemp eraturen im Mo dell schrittwei se erhöht und entsprech end die Permittivität der
Materialien angepasst. Die Temp eraturschrittweite an der Prob e b eträgt zwischen 25 un d 200
° C und ist z.B . an die temp eratu rab hängige Volumenabnahme von ZrO 2 angepasst. Einzelh ei ten
sind in Abschnitt 3.6 b eschrieb en. Für jede Temp eraturstufe wird eine Mikrowellensimulation
unter konstanten Bedingungen durchgeführt, d.h für jeden Temp eraturschritt werden konstante
Temp eraturen und Volumina der Ob jekte angenommen. Der gesamte Erwärmungsprozess und
Sintervorgang wird schli eÿl ich durch eine Stufenfun ktion approximiert.

3.4.2. Randb edingungen Mikrowellensimulation

Bei elektromagnetischen Feld ern gelten an den Üb ergangs�ächen zwischen zwei Medi en mit
unters chiedlich en elektrischen, magnetischen o d er dielektrischen Eigenschaften unterschiedliche
Randb edingungen. Bei ein em idealen, elektrischen Leiter ist die elektrische Fel dkomp on ente E tan
tangential zur Ob er�äche sowie die magnetische Feldkomp onente Hnorm normal zu r Grenz�äche
jeweils nu ll [284, S. 32]:

E tan = 0 Hnorm = 0 : (3.21)

Das b edeutet, dass elektrische Feldli nien normal zur Ob er�äche des elektrischen Leiter termin iert
werden, währen d die magnetischen Feldlinien tangential zu i hr verlau fen.

Beim Üb ergang zwischen zwei dielektrischen Materialien 1 und 2 sind hingegen die tangentialen
Feldkomp onenten E tan und H tan sowie die normalen Flussdi chten Dnorm und Bnorm der b eiden
Medien 1 un d 2 an der Phasengrenze j eweils gleich groÿ, d.h. d ie tangentiellen Komp onenten des
elektromagnetischen Feldes kontinuierlich üb er die diskontinuierliche Materialgrenze sin d. Auf
der Phasengrenze gilt nach [284, S. 32]:

E tan ;1 = E tan ;2 H tan ;1 = H tan ;2 Dnorm ;1 = Dnorm ;2 Bnorm ;1 = Bnorm ;2 (3.22)

unter der Annahme, dass die Phasengrenze immer quellen- und senkenfrei ist. Die Herleitung
dieser Randb edin gu ngen ist in [16, S. 59-60] b eschrieb en.

Die Wände der nachfolgend b eschrieb enen metallischen Resonatoren stellen ideale elektrische
Leiter dar und sind dielektrisch verlus tfrei ( � ! 1 ). Die Gasatmosphäre in den Resonatoren
entsp richt Luft, d ie als verlustfrei b etrachtet wird ( "Luft = 1+0i ). Die von der Quelle eingestrahlte
Leistung wird somit nur von den eingestellten keramischen Materialien absorbiert. In realen
Systemen würde ein Teil der Leistung von den Wänden des Resonators bzw. der Hohllei ters trecke
absorbiert werden und stünde damit n icht für den Erwärmu ngsprozess zur Verfügung. Wie diese
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3.4 Anfangs- und Randb edingungen

Verluste in die F DTD-Simulationen eingebunden werden können, zeigt [325]. In der vorliegenden
Arb eit wird der Wandverlust vernachlässigt.

3.4.3. Anfangsb edingungen thermische Simulation

Die Anfangsb edin gu ng T (~x; t = 0) b ei der thermischen Simulation unterteilt sich in zwei Fäl-
le: (a) d ie direkte Mikrowellenerwärmung von einer Starttemp eratur von 20 ° C an und (b) die
konsekutive Hybriderwärmu ng von einer Starttemp eratur von 800 ° C aufwärts. Die Anfangstem-
p eratur gilt für das gesamte Of eninventar. Im Fall der Hybridheizung üb ernimmt theoretisch
eine - im Mo dell nicht enthaltene - alternative Heizmetho de d ie Vorheizung bis 800 ° C und er-
zielt ein e homogene Temp eraturverteilu ng im Resonator. Die Mikrowellen heizen anschlieÿend
das Ob jekt von 800 ° C auf die Zieltemp eratur von 1430 ° C au f. Der Wärmeeintrag durch die
Mikrowellenstrahlung wird durch die in Gleichung 3.1 b eschrieb ene volumenb ezogene di ssipier-
te Leistung PV =PA b erücksichtigt. Diese wird üb er di e elektromagnetische Simulation ermittelt
und wie nachfolgend b eschrieb en als Randb edingung an das thermische Mo dell üb ergeb en. Die
Strömungsgeschwindigkeit u (~x; t = 0) im Gasraum b eträgt zu Beginn der S imulation 0 m/s, der
Druck p (~x; t = 0) entspri cht dem Normal druck von 101325 Pa. Bei der ab schnittswei sen Berech-
nu ng wird das Ergebnis für T (~x; t = t i; n ) und u (~x; t = t i; n ) des Abschnitts i als Anfangsb edin-
gung T (~x; t0; i +1 = t i; n ) und u (~x; t0; i +1 = t i; n ) an den nächsten Abschnitt i + 1 üb ergeb en.

3.4.4. Randb edingungen thermische Simulation

Wie b ereits in Unterabschn itt 3.3.3 b eschrieb en wird in der thermischen Simulation der Reso-
nator n icht b erücksichtigt. D ie Mo dellgrenze wird auf die freigestellten, mikrowellen-erwärmten
Ob jekte gesetzt. Von diesen Rändern aus wird die Wärme an d ie Umgebung dissipiert. Im Fall
A/C b esteht das Mo dell nur aus der freigestellten Prob e (s. Abbildung 3.5a). Die gesamte Pro-
b enob er�äche ist der umgeb enden Gasatmosphäre (Luft) ausgesetzt. Die Wärmedissip ati on der
Prob e erfolgt ü b er freie Konvektion und üb er Wärmeabstrahlung. Gaskonvektion innerhalb der
p orösen Körp er wird vernachlässigt.

Wärmekonvektion Der Wärmeüb ergang durch freie Konvektion zwischen dem Prob enkör-
p er und dem umgeb enden Fluid kann üb er empirische Gleichungen mittels der dimensionslosen
Nusselt-Zahl Nu gemäÿ Gleichung 3.16 b eschrieb en werden. Der Wärmeüb ergang dab ei ist ab-
hängig von der geometrischen Form des Körp ers, den Sto�werten des Fluids sowie den Temp era-
turb edingungen an der Ob er�äche des Körp ers und des Fluids. Der Wärmeüb ergan g durch freie
Konvektion an einem vertikalen Zylinder wird nach [315, Abschnitt Fa] üb er die Nusselt-Zahl
wie folgt b estimmt:

Nu =
�

0:825 + 0:387 [Ra� f 1(Pr)] 1=6
� 2

+ 0 :435
h
D

(3.23)

Die dimensionslose Rayleigh-Zahl Ra ist das Pro dukt aus der dimensionslosen Grash of- Zahl Gr
und Prandtl-Zahl Pr . Die Grashof-Zahl Gr für einen vertikalen Zylinder ist [315]:

Gr =
g l3� � (Ts � T1 )

� 2 (3.24)

Die A nströmlänge l für Gr - u nd Nu -Zahl ist gleich der Höhe des Zylin ders H . Der thermische
Ausdehnungsko e�zient � der Luft gi lt für die Temp eratur T1 des Fluids auÿerhalb der Grenz-
schicht; der Ein�uss der P ran dtl-Zahl auf den Wärmeüb ergang �ieÿt üb er die Funktion f 1 in die
Berechnung ein [315]:

51



Mathematische und exp erimentelle Metho den

f 1 =

 

1 +
�

0:559
Pr

� 9=16
! � 16=9

(3.25)

Die temp eraturabhängigen Sto�werte Wärmeleitfähigkeit k , kinematische Viskosität � und Pr -
Zahl für Luft werden [315, Abschnit Dbb] entnommen. Die Bezugstemp eratur entspricht der
mittlere Temp eratur Tm = 1

2(Ts + T1 ) , gebildet au s der Ob er�ächentemp eratur des Zylinders
Ts und der Umgebungstemp eratur T1 des Fluids. Die Fluidtemp eratur b eträgt b ei d irekter
Mikrowellenheizung 20 ° C, b ei hybrider Heizung hingegen 800 ° C.
Für die Si mulationsfälle B , D und E wird der konvektive Wärmeüb ergang von der Prob en-
ob er�äche an das Flu id software-seitig durch COMSOL b erücksichtigt. In diesen Fällen liegt
die Mo dellgrenze auf den Auÿen�ächen der thermischen Isolierung. Hier wird nach der gleichen
Vorgehensweise der konvektive Wärmeüb ergang an die Umgebung b erücksichtigt. Eine Druck-
ausgleichs �äche verhindert zudem, dass sich aufgrund der Erwärmung das Gasvolumen innerhalb
des isolierten Raums verdichtet.

Wärmestrahlung Neb en der konvektiven Wärmeab gab e an die Umgebung wird Wärme auch
durch Strahlung dissipiert. Hierb ei wird eb enfalls eine Fallunterscheidung getro�en. Im Fall A
und C strahlt die Prob enob er�äche direkt an die (Resonator-)Umgebung ab. Diese verhält sich in
diesem Fal l wie ein unendli ch groÿe Senke für die Wärmestrahlung, d.h. sie wirft keine Strahlung
auf die Prob e zurück und erwärmt sich nicht selb er durch die Wärmestrahlung. Im Fall direk-
ter Mikrowellenheizung b eträgt die Umgebungstemp eratur 20 ° C, b ei Hybrid heizung 800 ° C.
In den Fällen B, D u nd E wechselwirkt die von der Prob enob er�äche abgestrahlte Wärme mit
der Innenseite der thermischen Isolierung, d.h. hier wird die gegenseitige Beein�ussung auf den
Wärmeaustausch üb er die Ob er�ächentemp eraturen, die Emissionsgrade und den Formfaktor
(s. Unterabschnitt 3.2.3) b erücksichtigt. Die Emissivität der gewäh lten Materialien ist weitge-
hend temp eraturunabhängig, � 6= f (T ) wie in Unterabsch nitt 3.7.1 erläutert, weshalb konstante
Emissionsgrade eingesetzt werden.

Mikrowellenabsorption Die Mikrowellenenergie, die von den jeweiligen Ob jekten absorbiert
wird, wird als volumensp ezi�sche bzw. �ächensp ezi�sche Wärmequelle de�niert. Nähere Erläu-
terungen �nden sich in Abschnitt 3.6. Jedem einzelnen Ob jekt werden ein o der mehrere, in Subvo-
lumen unterteilte, individuelle Absorptionsterme zu geordn et, um das ob jektsp ezi�sche Aufheizen
mit Mikrowellen zu b erechnen.

3.5. Vernetzung, Mo dellgröÿe und Rechenze it

Nach dem Erstellen der ob en b eschrieb enen geometrischen Mo delle und Setzen der Anfangs-
und Ran db edingungen wird das Mo dell vernetzt (engl. Meshing). Die nachfolgenden Abschnit-
te b eschreib en das Vorgehen und die jeweils verwendeten Mesh geometrien, die Meshgröÿe und
resultierende Mo dellgröÿe. Alle Berechnungen werden auf einem Multithreading-fähigen PC mit
2.83 GHz Quad-Core CPU und 8 GByte RAM-Sp eicher au sgef ührt. Quickwave3D ® nu tzt in der
vorliegenden Version nur einen CPU -Kern, COMSOL ® macht mittels Multith read ing von bis zu
vier Kernen Gebrauch.

3.5.1. Vernetzung b ei der Mikrowe lle nsim ulation

Wie b ei d er FD TD-Metho de üblich erstellt Quickwave3D ein orthogonales Netz des Rechen-
mo dells. Quickwave3D b eherrscht zusätzlich das konformale Meshing, um im kartesischen Ko-
ordinatensystem angewin kelte o der gekrümmte Ob er�ächen b esser an das Netz zu adaptieren
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3.5 Vernetzung, Mo dellgröÿe und Rechenzeit

Tab elle 3.5: Bestimmun g der max. Meshgröÿe in Anhängigkeit der Permittivität des Med iums.
Medium Permittivität "̂ r (20 � C) Brechnungindex n max. Mes h-Grösse
Luft 1 � i 0 1 12 mm
Isolierung 1:2 � i 3 � 10� 4 3.3 11 mm
ZrO 2 ( ’ = 0 :5) 11:1 � i 9 � 10� 3 3.3 3.7 mm
ZrO 2 ( ’ = 1 :0) 31:6 � i 3 � 10� 2 5.6 2.2 mm
SiC 184� i 147 14.5 0.84 mm
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Abbildung 3.6: Mo dellgröÿe: Steigende A nzahl Zellen durch Anpassung der Meshgröÿe sm an die
mit der Temp eratur und dem Grad der Verdichtung steigende Permittivität der
Materialien.

[298, 301]. Die Meshgröÿe im F DTD-Mo dell wird durch die Frequenz der Mikrowellen strah lung
und der Permittivität der Materialien b estimmt. Basierend auf dem Nyquist-Th eorem müssen
mindestens zwei Stellen innerhalb einer räumlichen Perio de (Wellenlänge) für ein e adäquate Be-
rechnung li egen [288, S. 30]. Als Daumenregel gilt fü r 1D-Strukturen, dass die Meshgröÿe sm ein
Zehntel der Wellenlänge im Medium � Medium , also des Quotienten aus der Freiluftwellenlänge � 0
und dem Brechungsindex n des Mediums b etragen sollte (s. Gleichung 3.26) [285, S. 58] [288, S.
30-31]; b ei 2D-Strukturen wird eine Meshzahl von 100 Zellen pro Quadrat-Wellenlänge und b ei
3D-Strukturen 1000 Zellen pro Kub ik-Wellenlänge gefordert [285].

sm; 1D =
� Medium

10
=

� 0

10n
=

� 0

10p � r " r
(3.26)

Exemplarisch wird die maximale Meshgröÿe sm; 1D für die verwendeten Materialien in Tab elle 3.5
aufgeführt. Dab ei ist allerdings zu b erücksichtigen, dass die Permittivität b ei steigender Tem-
p eratur in den hier b eschrieb enen Fällen an steigt. Die Meshgröÿe wird daher im Verlauf der
Erwärmung reduziert, um der steigenden Permi ttivität Rechnung zu tragen. Hinzu kommt b ei
ZrO 2 die Verdichtung des Werksto�s b ei höheren Temp eraturen, die eb enfalls einen Permittivi-
tätsanstieg b edingt und eb enfalls b ei der Meshgröÿe b erücksichtigt werden muss.

Abbildung 3.6 illus triert für d as Mo dell im Fall E die Zunahme der Zellzahl b edingt durch die
Reduzierung der Meshgröÿe für ZrO 2 mit steigender Temp eratu r bzw. Verdichtungsgrad. D er
Sp eicherb edarf des FDTD-Mo dells steigt von 60 MByte auf etwa 200 MByte RAM (Random
Access Memory). Nach Start der Simulationen wird eine transiente Initialisierungsphase von
50 000 bis 60 000 Iterationen durchlaufen. Anschlieÿend erfolgt d ie arithmetische Mittelung (�En-
veloping�) d er Feld- und Dissipationsdaten üb er mindestens 25 000 Iterationen zur Berechnung
des stationären Zustands. Di e Initiali sierungsphase b enötigt je nach Mo dellgröÿe ½ bis 2 Stunden,
die Envel op e-Phase je nach Mo dellgröÿe 4 bis 22 Stunden Rechenzeit 4 .

4 Quickwave3D w ird ohne Multithreading verwendet, d.h. die Berechnung läuft nur auf einem Kern.
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(a) FDTD-Mesh (b) FEM-Mesh

Abbildung 3.7: Vergleich der FDTD/FEM-Vernetzung von Mo dell D (ZrO 2 ) zu Begin n des Er-
wärmungsvorgangs: (a) Schnitt durch orthogonal vernetztes 3D-FDTD-Mo dell
des Resonators mit Hohl leiter und Prob enraum in Quickwave3D, (b) trigonal-
planar vernetztes 2D FEM-Halbmo dell d es Prob enraums in COMSOL.

3.5.2. Vernetzung b ei der thermischen Simulation

Das thermische Mo d el wird mit der Software COMSOL Multiphysics ® erstellt. Aufgrund der
Ausnutzung der Rotationssymmetrie ist das Mo dell auf eine halbseiti ge, zweidimensionale Abbil-
dung des zylindrischen ZrO 2 -Ob jekts reduziert. Die Mesh -Gröÿe wird adaptiv an den Radius des
Ob jekts angepasst. Die maximale Gröÿe der Elemente b eträgt in der Prob e immer ein 25tel d es
Ob jektradius R , d.h. sie variiert von etwa 1 mm bis 0.76 mm. Die maximale Meshgröÿe in der
thermisch en Isolierung b eträgt 2 mm, in den SiC-Suszeptoren 1 mm. Somit b esteht das Mo del l
b ei der Simulation von Fal l A und C aus 3148 �niten Elementen, b ei Fal l B und D aus 9845
Elementen und b ei Fal l E aus 13600 Elementen. Der Sp eicherb edarf liegt b ei etwa 180 MByte.
Die Rechenzeit b eträgt etwa 1 Minu te pro 100 K Erwärmung. Abbildung 3.7 zeigt einen Ver-
gleich des vernetzten Mo dells E für die elektromagnetische Simulation in Quickwave3D ® und
die thermische Simulation in COMSOL Multiphysics ® .

3.6. Kopplung von elektromagnetischer und thermischer
Simulation

Die multiphysikalische Analyse elektromagnetischer Wärmedissi pation zur Berechnun g von Tem-
p eratur-, D i�usions-, S pannungs- o d er Strömungspro�len ist eine wichtige Grundlage zur Aus-
legung von Mikrowellenprozessen. Die gekopplete elektromagnetische und thermische Berechung
für Mikrowellen erwärmungsprozesse mittels numerisch er Metho den geht b ereits auf Arb eiten in
den 1990er Jahren zurück [309, 326, 290, 291]. Eine Üb ersicht üb er die Anwendungsgebiete sol-
cher Berechnungen bietet [284].

Im Kern b esteht die Kopplung aus der Lösung der Maxwell-Gleichungen sowie der Wärmetransp ort-
Gleichung, wob ei der externe, zei tab hängige Quellterm _Qext (t) der transienten Wärmebilanz
durch die dissipierte Leistu ng PV (t) der elektromagneti schen Strahlung de�niert wird:

m � cp
@T
@t

+ _Qext (t) = _Qkonv + _Qcond + _Qrad : (3.27)

Durch den Temp eraturanstieg in fol ge der Mikrowellendissipation kann sich die Permittivität der
b estrahlten Materialien ändern, was wiederum Ein�uss auf d ie räumliche und zei tliche Ausbrei-
tung sowie die Absorption der elektromagnetischen Welle hat. Zur mathematischen Abbildung
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3.6 Kopplung von elektromagneti scher und thermischer Simulation

Berechnung der
elektromagnetischen Felder
(Maxwell Gleichungen)

Berechnung der
Temp eratur-Felder

(Wärmetransp ortgleichun g)

dissipierte Mikrowellenleistung
als Wärmequ elle

komplexe Permitti tät
als Funktion der Temp eratur

Abbildung 3.8: P rinzip der multiphysikalischen Kopplu ng von elektromagnetischer und thermi-
scher Simu lationen nach [284]

dieses Vorgangs wird die elektromagnetische und thermische Feldb erechnung übli cherweise gekop-
p elt, wie in Abbildung 3.8 schematisch dargestellt. Neb en der Berechnung von Temp eraturpro�-
len können in Erweiterung z.B. auch Sto�transp ort und -umwandlung [327, 328], Sintervorgänge
[329], mechanische Belastungen [330] o der Strömungspro�le [331, 332] simuliert werden.

Für die parallele Lös ung von el ektromagnetischer Energiedissipation und thermischen Wärme-
strömen innerhalb eines numerischen Näherungsverfahrens stellen sich zwei wes entliche Heraus-
forderungen [284]:

� die Zeits kala für thermische Prozesse liegt im Sekunden- bis Minutenb ereich, während die
b enötigte Zeit für das Erreichen stati on ärer elektromagnetischer Wechselw irku ngen b ei
GHz-Wellen hingegen i m Nanosekundenb ereich liegt.

� Die Berechnung der elektromagnetischen Felder b edarf der Lösung komplexer Vektor-
Di�erentialgleichungen, währen d die Wärmeb ilanzgleichu ng eine skalare Di�erentialglei-
chung d arstel lt.

Für die Kopplung elektromagnetischer und thermischer Simulation innerhalb ein es numerischen
Lösungsansatzes kann dah er ein Skalierungsfaktor für die Kontrolle der zeitabhängigen Re-
chenschritte eingesetzt werden, so wie in [292] mittels FDTD angewendet, o der alternativ die
Leapfrog-Metho de eingesetzt werden [333] . Als Alternative dazu werden oftmals zwei individu-
elle numerische Näherungsverfah ren zur Lös ung eingesetzt und die Ergebnisse s equ entiell von
der Mikrowellensimulation an d ie thermische Simu lation und umgekehrt wie in Abbil dung 3.9
schematisch dargestellt üb ergeb en (s. z.B. [309, 334, 335, 336, 302, 330]). Im ersten Schritt wird
für eine Ausgangstemp eratur T0 die orts au fgelöste Wärmedissipation PV (T0) als Funktion der
lokalen Permittivität " (T0) errechnet. Im nächsten Sch ritt wird dieses Ergebnis als Initialwert an
die thermische Simulation üb ergeb en. Unter Berücksichtigung der de�nierten Randb edingungen
und temp eraturabhängigen Sto�eigenschaften wird d ie Erwärmung der Ob jekte für ein de�niertes
Zeitinterval � t b erechnet, so dass ortsabhängig eine neue Temp eraturverteilung Ti = T (t0 + � t)
erzielt wird.

Durch Rückgab e der Temp eraturinformation Ti an di e Mikrowellensimulation wird die lokale
Permittivität " (Ti ) aktualisiert. Mit einer Wied erh olung der Mikrowellensimulation wird erneu t
die lokale Wärmeabsorption PV (Ti ) b estimmt. Dieses bidirektionale, sequentielle Vorgehen wird
solange fortgesetzt, bis d ie gewünschte Zieltemp eratur Tn o der eine vorgegeb ene Erwärmungszeit
tn erreicht ist [330]. Die Vorteile dieser geschlossenen, sequentiellen Kopplung von elektromagne-
tischer und thermischer Simulation sind:

� eine hohe Genauigkeit der gekopp elten Berechnung von elektromagnetisch en und thermi-
schen Vorgängen unter der Voraussetzung hinreichend kl einer Zeitschritte [302],
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Abbildung 3.9: B idirektionaler, sequentieller Ansatz zur Kopp lung von elektromagnetischer und
thermisch er Simulation für die Mikrowellenerwärmung.

� eine hohe lokale A u�ösung d er Mikrowellenerwärmung und damit die Möglichkeit E rwär-
mungsph änomen e wie Hotsp ots [336] o der Thermal Runaways [335, 329, 337],

� die Möglichkeit hybrid e Heizkonzep te zu simulieren [338].

Durch software-üb ergreifendes Datenmanagement ist prinzipiell auch ein extern kontrollierter
Ablauf der Simulationsschritte möglich. Allerdings ist ein solches Datenmanagement abhängig
von der jeweiligen S imulationssoftware und den vorhandenen Datenschnittstellen. Die N achteile
dieses Verfahrens sind:

� eine komplexe Datenüb ergab e mit Management verschiedener Datenformate,

� eine notwen dige Interp olation zwischen Datenpunkten aufgrund u nterschiedl ichen Mes-
hings b ei elektromagnetischer und thermischer Simulation [339],

� eine aufwändige Fehlersu che und Organisation der Berechnung, da sich die Simulation in
eine Vielzahl von Einzelschritten glied ert.

Auch die Einbind ung der Wärmestrahlung in die thermische Mikrowellensimulation, die auf-
grund der Nichtlinearität der entstehenden Di�erentialgleichung, höheren numerischen Aufwand
b edeutet, ist mit ob en b eschrieb ener Herangehensweise mögl ich und wird in einigen Publika-
tionen vorges tellt [340, 341, 65, 342, 338]. Desweiteren wurden b ereits Mikrowellenprozesse mit
multip len Ob jekten [341, 343, 338], Mehrphasen-Materialien [344] o der Materialien mit veränd er-
lich er Materialdichte [329, 345] simuliert. Weitgehend unb erücksichtigt blieb bislang d er Ein�uss
der Volumenänderung einer Sinterprob e während des Erwärmun gsp rozess es .

3.6.1. Metho de der se rie llen, unidirektionalen Kopplung

In der vorliegenden Arb eit wird ein alternativer Ansatz zur Kopplung von elektromagnetischer
und thermischer Simulation vorgestellt und erprobt. Im Vergleich zum ob en b eschrieb enen Vorge-
hen b ei externer Kopplu ng von elektromagnetischer und thermischer S imulation durch eine p eri-
o dische Datenüb ergab e zwischen den Berechnungsmo dulen i n zeitlich er Reihung, wird hier eine
�serielle� Vorgehensweise vorgestellt, b ei der im ersten Schritt die temp eraturabhängige Berech-
nu ng der Mikrowellenabs orp tion und im zweiten Schritt die zeitabhängige Temp eraturb erechnung
erfolgt. Dies es Verfahren wird nachf ol gen d unidi rektion al es , serielles Vorgehen genannt und ist
in Abbildung 3.10 schematisch abgebildet. Zunächst wird die gewünschte Temp eraturerhöhung
für das zu erwärmende Ob jekt festgel egt. Anschlieÿend wird das Aufheizpro�l in mehrere Tem-
p eraturintervalle unterteilt. Die Einteilung der Temp eraturintervalle richtet sich sowoh l nach
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Abbildung 3.10: Un idirektionale, serielle Kopplung der elektromagnetischen und thermischen Si-
mulation für die Mikrowellenerwärmung.

der Änd eru ng der Permittivität als auch des Volumens des Zi elob jekts z.B. in folge der Sinter-
schru mp fung, da d ie Gröÿenänderun g des Zielob jekts Ein �u ss auf die Mikrowellenabsorption hat
(siehe auch Abbil dung 4.9). Für jedes Temp eraturintervall wird schli eÿl ich die Wärmedissipati-
on PV durch Mikrowellenstrahlung ermittelt. Anschlieÿend wird d as Ergebnis als Funktion der
Temp eratur PV (T ) formuliert und an die thermische Simul ati on üb ergeb en.

Im Unterschied zum ob en b eschrieb enen sequentiellen Vorgehen wird das Ergebnis b eim seriel -
len Verfahren nicht als Anfangsb edingung an die thermische Simulation üb ergeb en, sond ern als
�ächen- bzw. volumenb ezogene Randb edingung. Randb edingungen hab en den Vorteil, dass sie
im Gegensatz zu Anfangsb edingungen als Funktion der Temp eratur b zw. Zeit de�niert sein kön-
nen. Mit der volumenb ezogenen De�nition der Wärmedissipation durch Mikrowellenstrahlung
PV (T ) steht eine geeignete Üb ertragungsgröÿe zur Verfügung, um den mikrowelleninduzierten
Wärmeeintrag von der elektromagnetischen in die thermische Simulation zu üb ertragen. Durch
Bezug von PV auf die in den Resonatorquerschnitt eingestrahlte Leistung PA wird die absorbier-
te Leistung normalisiert. Der Term PV

PA
stellt somit eine skalierbare, volumenb ezogene Gröÿe für

die E nergieüb ertragung durch Mikrowellen dar. Die Besch reibung der dissipierten Leistung als
Funktion des Ob jektvolumens i st ein wesentliches Merkmal der hier vorgestellten Vorgeh enswei-
se, weil einerseits eine Vergleichbarkeit mit der analytischen Lösu ng der Mie-Metho de gegeb en
ist, andererseits eine Berücksichtigung des Prob envolumens inhärent implementiert ist und ei-
ne Volumenänderung z.B. durch Sinterschrumpfung b ei der Mikrowellenerwärmung b etrachtet
werden kann. Desweiteren wird d er Gesamtwärmeeintrag PV;ges durch Mikrowellen auf Ziel- und
Neb enob jekte verteilt (siehe Abbildung 3.11), um die Erwärmung ein zel ner Ob jekte zu ermitteln.
Die Ob jekte könn en darüb er hinaus in Subvolumina unterteilt werden, um die lokale Au�ösung
der Simu lation der Mikrowellenerwärmung zu erhöhen und lokal-ausgeprägte Temp eraturvertei-
lungen wie z.B. Randzonenerwärmung o d er üb erhitzte Kernb ereiche (�hot sp ots�) ansatzweise
abzubilden. Je weiter die Aufteilung in Subvolumina erfolgt, desto genauer wird das Ergebnis
der thermischen S imulation ausfallen. Die maximale Au�ösung würde erreicht, wen n die kleinste
Informationseinheit genau ein Netzelement darstellt. Es gilt, dass jedes Subvolumen ist homogen,
isotrop und während der Mikrowellensimulation isotherm.

Die zu erzielende Aufheizramp e des Zielob jekts wird von vorneherein festgelegt und durch die
Kopp lung von elektromagnetischer und thermischer Simulation abgebildet. Das Erwärmun gs ver-
halten umgeb ender Ob jekte bzw. des umgeb enden Ofeninventars (Neb enob jekte) muss eb enfalls
als Funktion der Temp eratur si muliert werden. Um d ie Wärmeverteilung zwischen zu erwärme-
ndem Gut und Umgebun g zu b erechnen, wird z.B. basierend auf exp erimentellen Erkenntnissen

57



Mathematische und exp erimentelle Metho den

Wärmedissipation

PVges

Neb enob jekt
Isolierung

V3

mittlerer
Bereich
(@PV3 )m

ob erer
Bereich
(@PV3 )o

unterer
Bereich
(@PV3 )u

Neb enob jekt
Suszeptoren

V4

erster
Suszeptor
(@PV4 )1

zweiter
Suszeptor
(@PV4 )2

� � �

wei tere
Neb enob jekte

V5 ; � � �

Zielob jekt
(Prob e)

V1

innerer
Bereich
(@PV1 ) i

äuÿerer
Bereich
(@PV1 )a

ob erer
Bereich
(@PV1 )ounterer

Bereich
(@PV1 )u

wei tere
Zielob jekte

V2 ; : : :

innerer
Bereich
(@PV2 ) i

äuÿerer
Bereich
(@PV2 )a

ob erer
Bereich
(@PV2 )o

unterer
Bereich
(@PV2 )u

Abbildung 3.11: Schema der Dissipation der Mikrowellenenergie b ei der seriellen Kopplung
von Mi krowellen- u nd thermischer Simulation: Aufteilung der Mikrowellen-
Wärmedissipation nach Hauptob jekten (Prob en ) und Neb enob jekten (Is ol ie-
rung, Suszeptoren etc.) sowie in deren Subvolumina.
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o der Vorabb erechnungen ein Temp eraturpro�l für die umgeb enden Ob jekte vorgegeb en. Ist die
Permittivität eines o der mehrerer umgeb enden Ob jekte gröÿer als die des Zielob jekts bzw. än-
dert sich die Permittivität der umgeb enden Ob jekte mit steigender Temp eratur stärker als die
des Zielob jekts, werden die umgeb end en Ob jekte während der Erwärmung mehr Energieantei-
le absorbieren und somit das eigentliche Zielob jekt vor der Mikrowellenstrahlung abschirmen.
In Folge wird das Zielob jekt weniger Energie aufnehmen und weniger schnell erwärmen. Ro-
ther b ezeichnet dieses Verhalten als �Erwärmung unter Konkurrenz� [29]. Um diesem Verhalten
Rechnung zu tragen, werden Temp eratu rpro�le für alle Ob jekte de�niert.

Die Berechnung ein es lokal b egrenzten, extrem raschen Temp eraturanstiegs (�thermal runaway�)
ist durch die auf vergleichsweise groÿe Volumen b ezogenen Energiedissipation nicht gänzlich
au�ösbar. Für die Verteilung der Wärmemenge auf die Volumenelemente werden daher zwei
Varianten untersucht:

� Variante 1 : Eine temp eraturab hängige Verteilungsfunktion
P n

i � i (T ) = 1 de�niert den
Antei l � i der dissipierten Wärme � i � PV;ges, der b ei einer b estimmten Temp eratur auf das
i -te (Teil-)Volumen dVi entfäll t. Die Wärmestromverteilung � folgt weitgehend dem in der
Mikrowellensimulation vorgegeb enen Temp eraturpro�l, da die interne Kopplung nur eine
gedämpfte individuelle En ergi ed issipation erwarten lässt. 5

� Variante 2 : PV;i (T ) wird als individuelle Temp eraturfun kti on für jedes Volumenelement
dVi aufgestellt. Somit wird eine (b egrenzt) frei e Erwärmung der Ob jekte in Abhängigkeit
der eingestrahlten Mikrowellenleistung PMW erreicht, d a die Erwärmung der Ob jekte in
der thermischen Simulation d urch die sich tatsächlich einstellende Temp eratur gesteuert
wird. Absorbiert ein Ob jekt d urch thermischen Ein�uss mehr Energie als in der Mikrowel-
lensimu lation vorgesehen , wird die Gesamtmikrowellen leistung PMW entsp rechend erhöht.

Variante 1 wird b ei Simulationsmo dell A bis D für di e Verteilung der Wärme inn erh alb ei-
nes Ob jektes genutzt. Variante 2 wird zur Beschreibung der individuellen Erwärmung mehrerer
Ob jekte wie Prob e, Isolierung, Suszeptor etc. verwendet im Fal l B und D eingesetzt. Im Simu-
lationszenario E wird Variante 2 für alle Ob jekte und deren Subvolumina eingesetzt.

3.6.2. Berechnung mit und ohne Sinterschrumpfung

Die Kopplung von elektromagnetischer und thermischer Simulation wird an den b ereits b eschrie-
b enen Szen ari en A bis E erprobt. Im Fal l A und B ändert sich das Prob envolumen des SiC-
Zylinders nicht, im Fal l C bis E wird der ZrO 2 -Zylinder von 50% Gründichte auf üb er 99%
theoretische Dichte gesintert. Das Zielob jekt, di e keramisch e Prob e, ist jeweils mittig im Mikro-
wellen res on ator R2 platziert. Im Fal l A und C b e�ndet sich nu r die Prob e im Resonator, im Fal l
B , D und E ist die Prob e von einer thermischen Isolierung umgeb en, und im Fal l E wird die
Prob e no ch zusätzlich du rch scheib enförmige Suszeptoren aus SiC innerhalb der Isolierkammer
geheizt (vgl. Abschnitt 3.3). Die Anzahl der Ob jekte und deren Unterteilung in Subvolumen ist
in Tab ell e 3.6 zusammengefasst.

Die A ufteilung des Zielob jekts (Prob e aus SiC o der ZrO 2 ) erfolgt im Fal l A - D in d ie Zonen Innen
und Auÿen, da die Mikrowellen ab sorption je nach dielektrischer Eigenschaft der Keramik vor-
zugsweise im Volumen, sp rich im Inn ern , o der eher am äuÿeren Rand der Prob e statt�ndet. Im
Fal l A und B wird der Bereich Auÿen aufgrund der geringen E indringtiefe d er Mikrowellenstrah-
lung b ei SiC (<2 mm) auf die Mantel�äche des SiC-Zylinders b ezogen . Die Dicke des äuÿeren
Bereichs geht gegen Null. Die thermische Isolierung in Fal l B und D wird nicht unterteilt (s.
Abb. 3.12a). Im Fal l E wird die äuÿere Isolierung in drei Subvolumina unterteilt (ob en, Mitte,

5 Eine Abweichung der Temp eraturpro�l e kann entstehen, da in der Mikrowellensimulation i sot herme Bedingun -
gen in einem Volumenelement angenommen werden, in der thermischen Simulation sich durch die Randb edin -
gungen anisotherme Temp eraturpro�le einstellen.
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Tab elle 3.6: Aufteilung des Mo dells in Ziel- und Neb enob jekte sowie Anzahl der Su bvolumina
Fall Zielob jekt SV Neb enob jekt 1 Anz. (SV) Neb enob jekt 2 Anz. (SV) �
A SiC-Zylinder 2 � � 2
B SiC-Zylinder 2 Isolierung 1 � 3
C ZrO 2 -Zylinder 2 � � 2
A ZrO 2 -Zylinder 2 Isolierung 1 � 3
A ZrO 2 -Zylinder 4 Isolierung 2 � 2 Suszeptoren 2 � 1 10
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(b) Aufteilung des Mo dells in 4 Ob jektgrupp en
und 10 Subvolumen ( Fall E ).

Abbildung 3.12: A ufteilung der Mo dell ob jekte in geeignete Teilvolu men zur gekopp elten Berech-
nu ng d er Wärmedissi pation durch Mikrowellen für die serielle Kopplu ng von
EM- und thermischer Simulation.

unten). Hinzu kommt die isolierende Prob enau�age und die Suszeptoren ob er- und unterhalb der
Prob e (s. Abb. 3.12b). Die ZrO 2 -Prob e wird im Fal l E in vier Subvolumina unterteilt (innen,
auÿen, ob en, unten), um den Ein�uss der Suszeptoren b esser aufzulösen. Die Subvolumina wer-
den mit zunehmender Sintersch rumpfung kleiner, wob ei das Verhältnis der Volumen zueinand er
im Rahmen der Meshgenau igkeit konstant gehalten wird. Auf das Prob eninnenvolumen ( V1;i )
entfall en 38.5 Vol.%, auf die äuÿere Hülle ( V1;ii ) 47.1 Vol.% und au f Bo den - und Deckel ( V1;iii=iv )
jeweils 7.2 Vol.%. Eine Üb ersicht üb er die geometrischen Abmessungen der Einzelob jekte liefert
Tab elle 3.4.

Wie ob en b ereits b eschrieb en wird im ersten Schritt die Energieabsorption der Ob jekte durch
Mikrowellenstrahlung mittels FDTD-Simulation b erechnet. Als Füh rungsgröÿe dient die Temp e-
ratur d es Zielob jekts. Die Temp eraturschritte werden gemäÿ dem Verlauf der Permittivität mit
der Temp eratur sowie der Dichteänderung während der Sinterung gewählt. Im Fall des SiC ( Fal l
A und B ) werden äquidistante Temp eraturintervalle von 200 K verwendet, b ei ZrO 2 ( Fal l C bis
E ) werden die Schrittweiten von 100 K und 200 K auf 50 K bis 25 K im Schrumpfungsb ereich
der Keramik reduziert (s. Ab bildung 3.13). Im zweiten Schritt d er gekopp elten seriellen Simula-
tion wird das Ergebnis in Form der absorbierten Lei stung als Funktion der Temp eratur und des
Prob envolu men s an die thermo dynamische Simulation mittels FEM üb ergeb en.

3.6.3. PID-Regler für konstante Heizraten

Um eine Vergleichbarkeit der Au fheizvorgänge zu erzielen, wird die ob en b eschrieb ene serielle
Metho de um eine Temp eraturregelung im thermischen Mo dell erwei tert. Dadurch sollen kon-
stante Au fheizraten bis zur gewünschten Zieltemp eratur eingehalten werden. Um dieses Ziel zu
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Abbildung 3.13: Ei nteilung der Temp eraturintervalle für die Berech nung der Energieabsorption
der Ob jekte nach der seriellen, unidirektionalen Kopplung von elektromagneti-
scher und thermo dynamischer Simulation.

erreichen, wird ein Regelkreis mit einem Einzel-Input implementiert, u m die Erwärmung an
einem b estimmten Punkt zu kontrollieren. Als Regelgröÿe wird die Temp eratur i n der Ob jekt-
mitte gewählt 6 , d ie Stellgröÿe ist die eingesp eiste Mikrowellenleistung. Für gröÿere o der multi-
ple Ob jekte sowie b ei Einsatz mehrerer Mikrowellenquell en ist anstelle einer Single-Input eine
Multiple-Input-Multip le-Output (MIMO) Regelung vorteilhaft, u m die Energie- o der Temp era-
turlast ideal zu verteilen. Der erfolgreiche Einsatz von MIMO mit Hilfe der Mo del Predictive
Control (MPC) für die Mikrowellenerwärmung ist in [346] b eschrieb en . Die MPC b enutzt zur
Regelung ein zeit-diskretes dynamisches Mo d ell des zu regelnden Prozesses. Damit kann dieses
Verfahren b essere Voraussagen üb er das zukünftige Verhalten des Systems b ei Änd erungen der
Eingangsgröÿen tre�en. Bei MPC wird eine Regeländeru ng b ereits vor Ä nderung des Sollwerts
eingeleitet, b eim PID-Regler erst d anach. Die MPC kann im Vergleich zum PID-Regler b esser
mit Regelgrenzen umgehen, Änderungen der Systemparameter tolerieren und mehrere Eingangs-
und Ausgangsgröÿen b esitzen. [347]

In der vorliegenden Arb eit wird aufgrund zentrischen Ob jektaufstellung und der Verwen dung ei-
ner einzelnen Mikrowellenquelle ein Single-Input PID-Regelkreis realisiert. PID-Regler b esitzen
drei Korrektur-Therme zur Reduzierung von Regelabweichungen zwischen Führu ngs- (Sollwert)
und Regelgröÿe (Istwert). Diese b estehen aus je einem parallelen Prop ortional- (P), Integral- (I)
und Di�erentialglied (D). Die Laplace-transformierte Üb ertragungsfu nktion des idealen, paralle-
len PID-Reglers lautet [348]:

L
�

U
E

(t)
�

=
U
E

(s) = K P + K I
1
s

+ K D � s (3.28)

mit der Verstärkung K P des Prop ortional-, der Verstärkung K I des Integral- und dem D i�eren -
zierb eiwert K D des Di�erentialglieds. Gleichung 3.28 wird auch in der Form

U
E

(s) = K P

�
1 +

1
TN � s

+ TV � s
�

(3.29)

angewendet, mi t d er der integralen Zeitkonstante TN (Nachs tel lzeit) und der di�erentiellen Zeit-
konstante TV (Vorhaltzeit). Die Funktionalität der einzelnen Glieder des PID-Reglers lässt sich
wie folgt zusammenfassen [348]:

� Das Prop ortionalglied sorgt üb ergreifend für einen Regeleingri� prop ortional zur Regel-
abweichung. Je höher di e Regelabweichung, desto stärker ist die Wirkung d es Prop ortio-
nalglieds. Nähert sich der Istwert dem Sollwert an, geht d ie Korrektur gegen Null.

� Das Integralglied reduziert den stationären Fehler durch eine niederfrequente Komp ensa-
tion mittels Integration (stetiges Aufsummieren) der Regelabweichung. Besteht di e Rege-

6 Die Temp eratur in der Ob jekt mi tte steht b ei realen Ho chtemp eratur-Systemen nicht immer als Regelgröÿe zur
Verfügung, da oft geeignete Temp eratu rsensoren fehlen, um die Temp eratur dort zu erfass en.
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Abbildung 3.14: Bl o ckschaltbild des Regelkreises zur Temp eraturregel ung in der th ermis chen
Simu lation

labweichung üb er einen längeren Zeitraum, wird der Ein�uss des Integralglieds verstärkt
(�rückbli ckende� Korrektur).

� Das Di �erentialglied verb essert das Zeitverhalten durch eine ho chfrequente Komp ensation
mittels zeitlicher Ableitung der Regelgröÿe. Steigt die Geschwindigkeit der Regelabwei -
chung, wi rd die Wirkung des Di�erentialglied s erhöht (�vorausschauender� Eingri� ).

Die Wirkung der einzelnen Gli eder wird addiert. Für ein optimales Regelverhalten, müssen d ie
Ko e�zienten K P , K I und K D für jede Regelstrecke individuell angepasst werden. Abbildu ng 3.14
illustriert schematisch den Aufbau des PID-Regelkreises.

Im hi er b ehandelten System ist die Regelgröÿe y(t) des Regelkrei ses die Temp eratur T1(t) in der
Prob enmitte. Alternativ könnte auch die Ob er�ächentemp eratur gewählt werden, di e im realen
Exp eriment als Regelgröÿe leichter zur Verfügung stünde. Als Führungsgröÿe w(t) wird das vor-
gegeb ene Heizpro�l eingesetzt. Die Di�erenz aus w(t) und y(t) führt zur Regelabweiching e(t);
die ein en Eingri� d es Reglers erforderlich macht. Als Regelgröÿe u(t) greift der Regler auf die Mi-
krowellenleistung PMW (t) zurück, um die Temp eratur der Prob e T1(t) dem Sollwert TSoll(t) , der
durch das vorgegeb ene Heizpro�l de�niert wird, anzunähern, so d as s e(t) = [ T1(t) � TSoll(t)] ! 0.
Die abgegeb ene Leistung unterliegt dab ei der Bedingung PMW > 0. Mathematisch erfolgt d ie
Einbindung des PID-Reglers in das Mo dell in di�erentieller Schreibweise wie folgt

PMW (t) = K P � e(t) + K I �
t�

0

e(� )d� + K D
d
dt

e(t) (3.30)

Die Bestimmung der Reglerparameter K P , K I und K D orientiert sich an der heuristischen Metho-
de von Ziegler und Nichols [349], indem eine Sprungantwort der Regelstrecke ohne Reglerein-
gri� b erechnet u nd die Zeitkon stanten nach dem Wendetangentenverfahren ausgewertet werden.
Dab ei wird die R egels trecke als ein Üb ertragungsglied erster Ordnung mit Totzeit b etrachtet.
Der Regelstrecke wird zum Zeitpunkt t0 ein Sprung der Regelgröÿe u aufgeprägt. Aus der Sprun-
gantwort der Regelstrecke wird ans chlieÿend die statische Verstärkung K S, die Zeitkonstante Tg
sowie die Totzeit Tt abgeleitet [350]. Abbildung 3.15 veranschaulicht das Verfahren.

Die Reglerparameter werden gemäÿ den heuristischen Regeln von Ziegler und Nichols [349]
gemäÿ Gleichung 3.31 aus den ermittelten Kennwerten K s, Tg und Tt der Sprungantwort ermittelt
und b ei Bedarf manuell angepasst. Anhaltspunkte f ür die manuelle An passung der Reglerpara-
meter gi bt Tab elle 3. 7.
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t
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Wendet an gente

Abbildung 3.15: Besti mmung der Zeitkonstanten Tg und Totzeit Tt nach dem Wendetangenten-
verfahren.

Tab elle 3.7: Ein�uss der Reglerparameter auf das PID-Regelverhalten nach [348].
Parameter Anstiegs- Üb er- Einschwing- bleib ende Stabilität

zeit schwingen zeit Regelab-
weichung

K P ho ch n immt ab steigt an steigt leicht an nimmt ab nimmt ab
K I ho ch nimmt leicht ab steigt an steigt an nimmt ab nimmt ab
K D ho ch nimmt leicht ab nimmt ab nimmt ab kaum Ein�uss stei gt an

K P =
1:2Tg

K s � Tt

K D =
K P

TN
=

0:5K P

Tt
(3.31)

K I = K P � TV = 0 :5K P � Tt

Die b eschrieb ene Reglerauslegung basiert auf empi rischen Regel n, die je nach Systemverhalten
zum gewüns chten stabilen o der auch zu einem instabilen Regelverhalten führen kann. Der Sta-
bilitätsrand kann z.B. durch Erhöhren des P-Glieds bis zum Erreichen einer Dauerschwingung
erreicht werden. Aus der kritischen Regelverstärkung K R;krit und der Perio den dauer Tkrit kann
eine Regelparameterauslegung erfolgen. Die Stabilität eines Reglers kann auÿerdem mit dem
Nyquist-Kriterium untersucht werden [351]. Alternative Auslegungsregeln für die Regelparame-
ter bieten je nach Anwend ungsfall Vorteile wie höhere Stabilität, geringeres Üb erschwingen o der
kürzere Ausregelzeit und sind z.B. in [352, 353, 354, 355] b eschrieb en.

Durch E inhaltung einer konstanten A ufheizrate und Erreichen einer einheitlichen Zieltemp era-
tur b ei allen Simu lationen wird die Vergleichbarkeit der ob en vorgestellten Simulationsfälle hin-
sichtlich ihres thermischen Pro�ls und des Leistungsb ed arf s gewährleistet. Sie ist ein wichtiges
Charakteristikum b ei der hier vorgestellten Kopplung von elektromagnetischer und thermischer
Simu lation.

3.7. Materialeigenschaften

Nach der Vorstellung des metho dischen Vorgehens in d ieser Arb eit werden in den folgenden Ab-
schn itten d ie Materialeigenschaften der verwend eten Materialien, di e für die Simulation relevant
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sind, b eschrieb en. Dazu gehören Permittivität, thermophysikalische Eigenschaften wi e Wärme-
leitfähigkeit, Wärmeausdehnung, Wärmekapazität und Emissivität sowie mechanische Eigen-
schaften wie Elastizitätsmo dul, Biegefestigkeit und die Poros ität bzw. Materialdichte als Kenn-
zeichen für den Verdichtungsprozess während des Sinterns. Nachfolgend werd en alle Materialien
grundsätzlich als isotrop, linear und homogen b etrachtet. Die Sto�eigenschaften können daher
auf Fun ktionen der Temp eratur und der Dichte bzw. Porosität sowie der Frequenz reduziert
werden.

3.7.1. Temp eraturabhängige Sto�eigenschaften

Permittivität Die nachfolgenden dielektrischen Eigenschaften und ihre Temp eraturabhängig-
keit der in den Mo dellen eingesetzten Materialien b eziehen sich, soweit nicht anders angegeb en,
auf die Mikrowellenfrequenz f = 2.45 GH z.

SiC und ZrO 2 In einer Vergleichsstudie von Batt et al. [264] wurde die temp eraturabhängige
Permittivität der keramischen Werksto�e SiC, tetragonales ZrO 2 und � -Al 2 O 3 unters ucht. Die
Autoren hab en Prob en der genannten Materialien an verschiedenen Instituten vermessen las-
sen und an schlieÿend die E rgeb nisse verglichen. Dab ei zei chnen sich teils groÿe Abweichungen
zwischen den Messungen ab, insb es on dere b ei hohen dielektrischen Verlusten und Temp eratu-
ren üb er 1000 ° C. Dies zeigt die Schwierigkeit, exakte Messwerte zur Temp eraturabhängigkeit
der Permittivität zu erh alten. Da den Messungen kein Referenzwert gegenüb er steht, wird n ach-
folgend d er Mittelwert aus den Messreihen gebildet. Di e Messdaten wurden gra�sch aus den
Diagrammen mittels der S of tware JMicroVision in Version 1.2.7 [356] und g3data in Vers.
1.5.4 [357] extrahiert.

In d er genannten Studie von Batt et al. [264] wurde ein n-Typ SiC mi t hoher Permittivität
unters ucht. In Abb. 3.16a sind die Mittelwerte und die Standardabweichungen für "0

r und "00
r

aus den vier Messungen aufgetragen. Das verwendete SiC weist eine sehr hohe Permittivität auf.
Der Imaginärteil der Permittivität steigt bis 1500 ° C um etwa das Fün �ache an. Beim Vergleich
der Messungen fallen auch die hohen Abweichungen b ei "0

r und "00
r auf. Die Au toren stellen b ei

Materialien mit hohen dielektrischen Verlustwinkeln tan � generell gröÿere Fehler im Vergleich
zu solchen mit geringen Verlustwinkeln fest. Aufgru nd der Halbleitereigenschaft von SiC variiert
die Permittivität in Abhängigkeit von Rein heit, Dotierung, Korngröÿe und Herstellungsprozess.
In der Literatur variieren die Werte für SiC daher von Quelle zu Qu el le, z.B . "0

r ’ 20 und "00
r ’ 17

in [358], "0
r ’ 60 und "00

r ’ 35 in [279] o der "0
r = 90 und "00

r = 80 in [74]. Die Werte gelten jeweils
für Raumtemp eratur und 2.45 GHz. Eine Validierung der Daten in [264] mit anderen Quellen ist
schwierig, da nicht davon au sgegangen werden kann, d ass dieselb e SiC-Qualität b etrachtet wird.
Die Frequenzabhängigkeit der Permittivität von technischem, p olykristallinen � -SiC weist nach
[358] Debye-Verhalten auf. In [16] wird dagegen Lorentz-Verh al ten für � -SiC b eschri eb en (vgl. S.
143). In der vorliegenden Arb eit wird das Temp eraturverhalten von "0

r und "00
r in Abb . 3.16a mit

einem Potenzans atz d er Form a�xb+ c ge�ttet. E ine tab ellarische Üb ersi cht üb er die Permittivität
sowie der weiteren verwendeten Materialien ist in Anhang C zu �nden.

Abb. 3.16b zeigt die Permitti vität von tetragonal stabilisiertem ZrO 2 b ei 2.45 GHz von Raum-
temp eratur bis 1200 ° C, die aus derselb en Quelle [264] stammt wie für das ob en b eschrieb ene
SiC. Wiederum wird aus E inzelmessungen das arithmetische Mittel gebi ldet und der Verlauf
bis 1500 ° C extrap oliert. Der Verlauf zeigt einen exp onentiellen Anstieg sowohl des Real- wie
des Imaginärteils der Permittivität mit der Temp eratur. Der Imaginärteil vergröÿert sich von
Raumtemp eratur bis 1200 ° C üb er fünf Gröÿenordnungen hinweg, d.h. ZrO 2 wandel t sich mit
zunehmender Temp eratur von einem schwachen zu einem guten Mikrowellenabsorb er [74]. Eine
umfangreiche Untersuchung zur Permittivität von stabilisiertem ZrO 2 und verschiedener Ein-
�üsse wie der Yttria-Kon zentration, Korngröÿe, Porosität, Perkolation o der Temp eratur auf die
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(a) SiC (N-Typ)
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(b) ZrO 2 (3YSZ)

Abbildung 3.16: Temp eraturverlauf der Permittivität von SiC und tetragonal stabilisiertem ZrO 2

b ei 2.45 GHz nach [264] durch Bildu ng des arithmetischen Mi ttel s aus vier
unabhängigen Messkurven.
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Abbildung 3.17: Ei n�uss von Temp eratur- und Frequenz auf die Permittivität von Yttria-
stabilisiertem ZrO 2 . Diagramm erstellt mit Hilfe folgen der Quellen : (1) 8Y-ZrO 2

[359], (2) 8Y-ZrO 2 [279, S. 119], (3) 3Y-ZrO 2 [264] u nd (4) 8Y-ZrO 2 [360].

elektrische Leitfähigkeit bzw. Permittivität von mono- und p olykristallinen ZrO 2 -Morphologien
bis 107 Hz mittels Imp edanzsp ektroskopie wird in [359] b eschrieb en, wonach der Realteil der Per-
mittivität von tetragonal (3Y -ZrO 2 ) im Vergleich zu kubisch stabilisiertem 8Y-ZrO 2 b ei hohen
Frequenzen etwa 10% gröÿer ist. In Anb etracht von teils mehr als 10% Abweichungen zwischen
den Messungen an tetragonal stabilisiertem ZrO 2 in [264] wird der Unterschied in der Permittivi-
tät von tetragonal u nd kubisch-stabilisiertem ZrO 2 in der folgenden B etrachtung vernachlässigt
und die aus [264] ermittelte Permittivitäts-Temp eraturkurve von 3Y-ZrO 2 aufgrund der p as sen-
den Messfrequenz von 2.45 GHz u nd des weiten Temp eratu rb ereichs bis 1200 ° C stellvertretend
für 8Y-ZrO 2 verwendet. E ine gra�sche Einordnu ng der gewählten Werte in Frequenz u nd Tem-
p eratur liefert Abbildung 3.17 (blaue Linie, Rautensymb ol).

Zur mathematischen Beschreib ung des Disp ersionsverhaltens von ZrO 2 ist das Debye-Mo dell
nicht uneingeschränkt anwendbar; das Frequenzverhalten lässt sich nach [361] und [359, S. 306�.]
z.B. mit dem universellen Relaxationsgesetz nach Jonscher (vgl. S ei te 147) wiedergeb en. Die
mathematische Erfassung des Temp eraturein�usses auf die Permittivität von ZrO 2 ist weder
üb er Arrhenius- no ch Eyring-Ansatz möglich [359, S. 307]. In der vorliegenden Arb eit wird eine
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(a) � -Al 2 O 3
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(b) Alumosilikatfasern

Abbildung 3.18: Temp eraturabhängige Permittivität von Al 2 O 3 gemittelt aus vier unabhängigen
Messungen nach [264] und Alumosilikat-Fasermaterial KVS400 nach [365].

Exp onentialfunktion der Form a � bx+ c zum An�tten der temp eraturabhängigen Permittivität
verwendet.

Al 2 O 3 und Alumosilikat Einen qualitativ ähnlichen Temp eraturverlauf wie ZrO 2 weist auch
� -Al 2 O 3 (Reinheit 96%) in Abb. 3.18a auf. Sowohl Real- als auch Imaginärteil der Permittivität
steigen exp onentiell mit der Temp eratur an (s. Abbildung 3.18). Von Raumtemp eratur bis 1200
° C steigt der Imaginärteil um etwa das Zehnfache auf "00

r; Al 2O3
= 0 :5 an. Ein qualitativ ähnlicher

Verlauf ist in [279, S. 5] fü r 8.5 GHz dokumentiert, wob ei "00
r (8:5 GHz) etwas unter den Werten b ei

2.45 GHz liegt. Die dielektrische Konstante von Al 2 O 3 variiert nur wenig mit d er Frequenz und
die Disp ersion kann durch d as universelle Relaxationsgesetz nach Jonscher b eschrieb en werden
[362]. Die statische Konstante " s b eträgt für p olykristallines Al 2 O 3 etwa 11.5 [363]; "0

r verläuft
vom MHz- bis in den THz-Bereich relativ konstant b ei "0

r ’ 9:2 b ei Raumtemp eratur und bricht
erst im Infrarotb ereich b ei etwa 10 THz in drei eng b eieinander liegende R es on anzen auf [364].
Im Vergleich zu ZrO 2 ist Al 2 O 3 durch geringere dielektrische Verluste gekennzeichnet.

Als weiteres oxidisches Material wird im Mo dell eine Faserisolierung aus A lumosilikatfasern
eingesetzt. Temp eraturabhängige Messwerte für die Permittivität des Materials KVS400 (Rath
GmbH) stammen aus [365] und sind in Abb. 3.18b abgebildet. Die dielektrischen Verluste b ewe-
gen sich auf insgesamt niedrigem Niveau und zeigen einen leichten An stieg zu höheren Temp era-
turen hin. Vergleichbare Permittivitätswerte für Alumosilikatfaserisolierung �nden sich in [366,
S. 102].

Wasser Die frequenzabhängige Permittivität von Wasser ist vergleichsweise gut untersucht
[367, 248, 249] und bietet sich daher als Referenz an. In [251] wird die Permittivität von Wasser
mit einem Mehrfach-Debye-Mo dell auf B as is einer umfangreichen Datensammlung aus Litera-
turquellen ge�ttet und eine Interp olationsfunktion für den Frequenzb erei ch 0-25 THz sowie den
Temp eraturb ereich 0-100 ° C b ei Normaldruck ermittelt. Identi�ziert wurden drei Relaxationsfre-
quenzen im Mikrowellenb ereich (GHz) sowie zwei Resonanzfrequenzen im Fern-Infrarotb ereich
(THz). Basierend auf der in [251] erstellten Interp olationsfunktion wurde die Permittivität von
Wasser b ei d en drei ISM-Frequ enzen 915 MHz, 2. 45 GHz und 5.8 GHz exemplarisch b erechnet.
Der Verlauf als Funktion der Temp eratur von 0 bis 100 ° C ist in Abbildung 3.19 dargestellt.

Im Gegens atz zu den ob en vorgestellten keramischen Materialien sinkt die Permittivität von
Wasser mit steigender Temp eratur b ei 915 MHz und 2.45 GHz. Bei 5.8 GHz d urchläuft "0

r ein
Maximum b ei 20-25 ° C und fällt dann eb enfalls zu höheren Temp eraturen hin ab . Mit steigender
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Abbildung 3.19: Permittivität von Wasser b ei den ISM-Frequenzen 915 MHz, 2.45 und 5.8 GHz.
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Abbildung 3.20: Zu nahme der theoretischen Dichte als Funktion der Temp eratur während der
Sinterung von 8YSZ. Quellen: 1) [378] und 2) [379]. Rote Linie: gewählter Verlauf
für die Simulation.

Mikrowellenfrequenz steigt der Imaginärteil, während der Realteil der Permittivität mit zuneh-
mender Frequenz abnimmt. Bei Temp eraturen ob erh al b von 50 ° C nähern s ich die Kurvenverläufe
für die drei Frequenzen an.

Thermophysikalische Eigenschaften Temp eraturabhängige Werte für die Wärmeleitf äh igkeit
k und die Wärmekapazität cp der in den Simulationen verwend eten Materiali en SiC, ZrO 2 und
KVS400 �nden sich im Anhang. Die Werte für ZrO 2 stammen aus [368] und [369], die Werte für
SiC wurden aus [370] u nd [371] entnommen. Zwischenwerte werden interp oliert.

Für die Berechnung der Wärmeüb ertragung durch Strahlung wird auÿerdem d er hemisph ärische
Emissionsgrad � b enötigt. Gemäÿ [ 318, S. 747] und [372] liegt der Wert für SiC b ei � = 0 :8 bis
0.9 und unterliegt nur einem geringen Temp eraturein�uss, weshalb vereinfachend ein konstanter
Emissionsgrad � = 0 :85 angenommen wird . Für ZrO 2 sind divergierende Daten für den Temp e-
raturb ereich bis 1500 ° C verö�entlicht. Die Werte streuen uneinheitlich zwischen � = 0 :4 und
0.8 [373, 374, 375, 376]. Für die vorliegende Arb eit wird der Empfehlung in [377] folgend ein
üb er den Temp eraturb ereich konstanter, mittlerer hemisphärischer Emissionswert von � = 0 :6
angenommen.

Sinterschrumpfung und Wärmeausdehnung Ausgehend von einem vorverdichteten Grünzu-
stand mit 50% theoretischer Dichte wird im zu b erech nenden Fall die ZrO 2 -Prob e während der
Sinterung schrumpfen. Typische Sinterverläufe für die theoretische Dichte als Funktion der Tem-
p eratur �nden sich für ZrO 2 (8YSZ) z.B. in [378] un d [379] und sind in A bbildung 3.20 gra�sch
dargestellt. Für die Simulation wird der Verlauf aus [378] aufgrund der Heizrate gewäh lt.

Die Dichte % des vollständig verdichteten ZrO 2 (8YSZ) b eträgt b ei Normalb edin gu ngen 5.7
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(b) Biegefestigkeit

Abbildung 3.21: Vereinfachter Verlauf von E-Mo dul, Poi sson-Zahl un d Biegefestigkeit von ge-
pressten YSZ-Prob en als Funktion der Temp eratur nach [382] und [383].

g/cm ³ , die von SiC b eträgt 2.85 g/cm ³ . Die Faserisolierung KVS 400 b esitzt eine Dichte von
0.128 g/cm ³ . Der Wärmeausdehnungsko e�zient � WAK b eträgt fü r ZrO 2 11 Ö 10 -6 K -1 sowie für
SiC 4 Ö 10 -6 K -1 . Aufgrun d der vergleichsweise geringen Wärmeau sdehnung und der damit ver-
bundenen geringen Gröÿenänderung der SiC- und ZrO 2 -Ob jekte wird in den Simulationen die
thermische Volumenzunahme der Materi al ien vern achlässigt.

Mechanische Eigenschaften Um die Wärmespannung in den keramisch en Ob jekten abzuschät-
zen, kann der Thermoscho ckparameter Rs (in K) nach Hasselmann [380] verwendet werden.
Er b eschreibt das Verhältnis der Energie für Rissinitiierung und -ausbreitung und kann mit der
maximalen tolerierbaren Temp eratur � Tkrit im Bauteil gleichgesetzt werden. Keramiken können
Druckspan nungen gut aufnehmen, sind ab er emp�ndlich b ei Zugspannungen. Deshalb wird als
Maximalb elastung die Zugspannung an der Ob er�äche für einen Vollzylinder mit der Durch-
schn ittstemp eratur Ta und der Ob er�ächentemp eratur Ts an der Sti rn�äche nach [381, S. 819]
b erechnet und in Relation zum Thermoscho ckparameter Rs gesetzt:

Rs = � Tkrit = Ta � Ts = � krit �
1 � �

E � � WAK
: (3.32)

In Gleichung 3.32 geht der lineare thermische Ausdehnungsko e�zient � WAK eb enso ein wie die
kritische Biegefestigkeit � krit , der E lastizitätsmo dul E sowie die Poisson- o der Querkontraktions-
zahl � . Letztere sind Funktionen der Temp eratur T als auch der Porosität ’ . Für die Temp e-
raturabhängigkeit der genannten Gröÿen �nden sich für stabil isiertes ZrO 2 Messwerte in [382]
und [383], aus denen vereinfachte Temp eraturverl äu fe abgeleitet und in dieser Arb eit angewendet
werden (s. A bbildung 3.21). Der Ein�uss der Porosität auf die mechanischen Eigenschaften von
ZrO 2 wird im nachfolgenden Abschnitt 3.7.2 diskutiert.
Der Thermos cho ckparameter Rs b eschreibt die maximale Temp eraturd i�eren z, die ein Ob jekt
rissfrei aufnehmen kann. Für d ie Rissfreiheit des Ob jekts gilt somit die Forderung

� Tmax < R s (3.33)

Unb erücksichtigt bleibt in Gleichung 3.32 der Ein�uss der Wärmeleitfähigkeit des Materials.
Materialien mit ein er groÿen Wärmeleitfähigkeit sind weniger anfällig für Thermoscho ck. Ent-
sprechen de Erweiterungen des Thermoscho ckparameters werden z.B. in [384] b eschrieb en. In der
vorliegenden Arb eit wird für eine erste Einschätzung der thermischen Spannungen der verein-
fachte Parameter Rs gemäÿ Gleichung 3.32 angewendet.
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3.7.2. Porositätsabhängige Eigenschaften

Nachfolgend werden die Sto�werte b ehandelt, die neb en dem Ein�uss durch den Temp eraturan-
stieg auch dem Ein�uss du rch die Porositätsabnahme während der Sinteru ng unterliegen. Ausge-
nommen vom Porositätsein�uss ist die massenb ezogene Wärmekapazität cp der Materialien. An
ihrer statt verändert s ich die volumenb ezogene Wärmesp eicherun g infolge der Dichtezu nahme
der Prob e.

Wärmeleitfähigkeit Die Wärmeleitfähigkeit eines p orösen Mediums kann nach Maxwell [10]
üb er eine Mischungsregel au s den Anteilen der kontinuierlich en und disp ersen Phase wie folgt
b erechnet werden,

kmix

kp
=

[1 + 2 � � 2’ (� � 1)]
[1 + 2 � + ’ (� � 1)]

(3.34)

wob ei ’ dem Volumenanteil der E inschlüsse entspricht (hier Luft; ’ ist somit gleich zusetzen mit
der Porosität); kp entsp richt der Phononenleitfähigkeit der kontinuierlichen Phase und � dem
Verhältnis der Wärmeleitfähigkeit des kontinu ierlichen Mediums zu der des eingeschlossenen,
disp ersen Mediums: � = kkont

kdisp
. Für den Fall � ! 1 vereinfacht sich Gleichung 3.34 zu

kpor�os

kdicht
= 1 �

3
2

’ (3.35)

Für den zu b etrachtenden Fall ei ner Sinterung von p oröser ZrO 2 -Keramik kann diese Annahme
geltend gemacht werden, da die Wärmeleitfähigkeit der eingeschlossenen Luft z.B. b ei T =
1000° C etwa k = 0 :08W=m�K b eträgt un d s omit etwa 25mal kleiner ist als die von ZrO 2 ( k =
2W=m�K ) [368].

Mechanische Eigenschaften Der Ein�uss der Poros ität au f die mechanischen E igenschaften
keramischer Materialien ist Gegenstand zahlreicher Verö�entlichungen, u.a. [ 385, 386, 387, 388,
389, 390], in denen nicht-lineare, empirische und mechanische Mo delle b eschrieb en werden, die
den Ein�uss der Porosität abbilden sollen. In diesen Mo dellen werden vorwiegend die relativen,
mechanischen Kenngröÿen die Erel = E

E0
, Grel = G

G0
o der � rel = �

� 0
als Funktion der Porosität

’ b eschrieb en. Pabst et al. [391] vergleichen diese Ansätze und kommen zu dem Schluss, dass
sich der Ein�uss der Porosität auf den Elastizitätsmo dul E physikalisch sinnvoll durch folgenden
nicht-linearen Ansatz b eschreib en lässt,

Erel = (1 � ’ )(1 �
’

’ krit
) (3.36)

worin E0 der Elastizitätsmo dul des dichten Mediums als Funktion der Temp eratur und ’ krit
die kritische Porosität des Materials ist. Die kritische Porosität ist b estimmt durch den Verlust
der Integrität eines p orösen Körp ers und durch das Abfallen des E lastizitätsmo duls auf Null.
Aus exp erimentellen Daten hab en Pabst et al. [391] für verschiedene keramische Materialien,
darunter auch ZrO 2 , eine kritische Porosität ’ krit = 0 :684 ermittelt und die Gül tigkeit des
Ansatzes für Materialien mit einem intrinsisch en E-Mo dul [E ] = 2 und einer Poisson-Zahl im
Bereich � = 0 :2 : : : 0:33 nachgewiesen. Die Poiss on -Zahl � ist eb enfalls abhängig von der Porosität
’ . Hier wird eine lineare, sogenannte Dewey�Mackenzie-Rel ati on [392, 391] gemäÿ der Gleichung

� rel = 1 +
3(1 � � 2

0)(1 � 5� 0)
2� 0(7 � 5� 0)

� ’ (3.37)
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Abbildung 3.22: E in�uss der Porosität auf die mechanischen Ken nwerte von ZrO 2 .
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’

Abbildung 3.23: Ab hängigkeit der e�ektiven Permittivität von der Porosität

angewendet, mit � 0 als Poisson-Zahl der vollständig d ichten Keramik. Abbildung 3.22 illustriert
die nach Gleichung 3.36 und Gleichung 3.37 b erechneten Verläufe von Elastizitätsmo dul und
Poisson -Zahl als Funktion der Porosität.

Die Biegefestigkeit von p orösem ZrO 2 wird aus Li teratu rdaten abgeleitet. Adams et al. [383]
hab en die Biegefestigkeit von gepressten YSZ-Prob en mit Porosität im Bereich ’ = 0 :01: : : 0:08
mittels 4- Punkt-Biegeversuch b estimmt. Um den Ein�uss der Poros ität in die Berech nung der
Thermospannungen ein�ieÿen zu lassen, wurden f ür T < 800 ° C Biegefestigkeitswerte für p oröses
ZrO 2 und für T > 800 ° C Werte für dichtes ZrO 2 , wie in Abb. 3.21b dargestellt, ausgewählt. Mit
den gewonnenen mechanischen Kennwerten von ZrO 2 kann eine grundsätzliche Absch ätzu ng zu
den Thermoscho ckb edingungen b ei der Mikrowellenerwärmung getro�en werden.

3.7.3. E�ektive Permittivität

Die Porosität ’ hat eb enfalls Ein�uss auf die e�ektive Permittivität "e� eines Mediums. Ein p orö-
ser, keramischer Werksto� kann vereinfacht als zwei Komp onentensystem b esteh end aus Feststo�
als erste und umgeb ender Atmosph äre al s zweite Komp onente b etrachtet werden. Bei einer Po-
rosität ’ ! 1 nähert sich "e� der Permittivität "e des umgeb enden Mediums, mi t steigender
Verdichtung ’ ! 0 nähert sich "e� der des dichten Med iums " i an. Ursache für die Verdichtung
keramischer Pulver ist, dass die Pul verpartikel durch Sto�transp ortvorgänge an den Korngrenzen
Materialbrücken ausbilden, freie Ob er�äche abbauen und somit den Volumenanteil des kerami -
schen Mediums entsprechend erhöhen (s. Abbildung 3.23). Da die Gesamtmasse des Sinterob jekts
erhalten bleibt, muss folglich die Dichte zunehmen. Die sinkende Porosität b eein�usst auch d as
Eindringverhalten der elektromagnetischen Welle. Die e�ektive Medien-Theorie versucht das ma-
kroskopische Verh al ten von Comp osite-Werksto�en als Funktion der Zusammensetzung in Form
von Mischungsregeln zu b eschreib en.
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3.7 Materi al eigenschaften

Für die mathematische Beschreibung der Permittivität von disp ersen Medien werden volumenb e-
zogene Mischu ngsregeln eingesetzt, wob ei die kontinuierliche Phase das umgeb ende Medium, z.B.
Luft, und die disp erse Phase den homogen verteilten, kugelförmigen Feststo�, z.B. die Keramik-
partikel, darstellt. Gebräuchliche, nichtlineare Mischungsregeln sind die Maxwell-Garnett-Regel,
dargestellt in Gleichung 3.38 [393], die Bruggeman-Gleichung [394] (auch als Polder-van-Santen -
Gleichung b ezeichnet) in Gleichung 3.39 o der di e als Coherent-Potential-Approximation b ezeich-
nete Gleichu ng in Gleichung 3.40 [395, S. 475]:

"̂e� � "̂e

"̂e� + 2 "̂e
= �

"̂ i � "̂e

"̂ i + 2 "̂e
Maxwell-Garnett (3.38)

(1 � � )
"̂e � "̂e�

"̂e + "̂e�
+ �

"̂ i � "̂e�

"̂ i + "̂e�
= 0 Bruggeman (3.39)

"̂e� = "e + ’ ( "̂ i � "̂e)
3"̂e�

3"̂e� + (1 � ’ )( "̂ i � "̂e)
Coherent-Potential (3.40)

In den b eschrieb enen Gleichungen steht � für den Volumenanteil der disp ersen Phase am Ge-
samtvolumen. Für die Porosität gilt ’ = 1 � � . Die obigen Mischungsregeln gelten jeweils für
zweiph asi ge Systeme mit kugelförmigen, konstant groÿen Partikeln. Berechnungsansätze für El-
lipsoide und wei tere Geometrien sowie inhomogene Verteilungen werd en in [396, 397, 398] disku-
tiert. In [399] wird darüb erhinaus das Maÿschneidern dielektrischer Eigenschaften durch gezielt
eingestellte Porositätsstru ktu ren b ehandelt. In der vorliegenden Arb eit wird die verallgemeiner-
te Mischungsregel nach Sihvola [400] angewan dt, die die ob en aufgeführten Mischungsregeln
vereint und an realen Mo dellsystemen validiert wurde [401]:

"̂e� � "̂e

"̂e� + "̂e + � ( "̂e� � "̂e)
= �

"̂ i � "̂e

"̂ i + "̂e + � ( "̂e� � "̂e)
: (3.41)

I n Gleichung 3.41 wird der dimensi on slose Parameter � eingeführt. Durch entsprechende Wahl
von � können die ob en genannten Mischungsregeln aus der verallgemeinerten Mischungsregel
nach [400] abgeleitet bzw. angenähert werden. Für � = 1 ergibt sich aus Gleichung 3.41 die
Bruggeman-Gleichung (Gleichung 3.38). Für � = 0 nähert sich das Ergebnis dem der Maxwell-
Garnett Gleichung an (Gleichung 3.39) sowie für � = 2 dem der Coherent-Potential Theorie
(Gleichung 3. 40) [401]. Der Parameter � erlaubt, die Mischungsregel in ein em weiten Gebiet
an das tatsäch liche Materi al verhalten an zu passen. Zur Bestimmun g des nicht direkt messbaren
Parameters � sind exp erimentelle Daten zur Bestimmung notwendig, entweder durch Messung der
Permittivität " der p orösen und dichten Materialien o d er durch Mikrowellen-Aufheizversuche, wie
nachfolgend erläutert wird. Zur Berechnung der e�ekti ven Permittivität wird die Gleichu ng 3.41
nach "e� umgeformt, so dass sich folgende quadratische Gleichung ergibt:

"̂2
e� +

1
�

"̂e� (C1"̂e + C2"̂ i) +
1
�

�
C3"̂e"̂ i + C4"̂2

e
�

= 0 mit (3.42)

C1 = 1 � 2� + � (1 + � )
C2 = 1 � � (1 + � )
C3 = � 1 � � (1 � � )
C4 = � � 1 + � (1 � � )

Die Lösung der quadratischen Gleichung lautet:
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"̂e� 1;2 = �
C1"̂e + C2"̂ i

2�

�

s �
C1"̂e + C2"̂ i

2�

� 2
�

C3"̂e"̂ i + C4"̂2
e

�

: (3.43)

Da dielektrische Materialien in der Regel Permittivitäten " > 0 hab en, ist somit die Lösung 1 in
Gleichung 3. 43 gültig.

Vorstellung einer Metho de zur Bestimmung von � aus Mikrowellenaufheizversuchen Um
den Parameter � exp erimentell zu b estimmen, wird ein Näherungsverfahren gewählt, um � an
reale Daten zu �tten. Dies kann wie in [401] b eschrieb en üb er Permittivitätsmessun gen an Kom-
p ositmaterialien mit variabler Zusammensetzung erfolgen. In der vorliegenden Arb eit wird ein
Verfahren vorgeschlagen, das diese Anpassung d urch vergleichende Mikrowellen-Aufheizversuche
an p orösen und vollständi g dichten Materialien ermöglicht. Die b ei der Mikrowellenerwärmung ei-
ner Prob e absorbierte Leistung pro Volu men PV;abs steht in Relation zu der in ein em b estimmten
Zeitintervall � t erzielten Temp eraturerhöhung � T . Können Wärmeverluste durch Konvektion,
Wärmeleitung o der -strahlung vernachlässigt werden, was für geringe Temp eraturanstiege bis ca.
100 ° C eine hinreichende Abs chätzung ist, folgt daraus folgende Wärmebilanz:

PV;abs =
m
V

� cp
� T
� t

(W=m3) : (3.44)

Gemäÿ Tab elle 2.1 ist die absorbierte Mikrowellen-Leistun g PV;abs für dielektrische Materialien
prop ortional ist zu "00

r . Für eine vergleichende Untersuchung des Mikrowellenaufh eizverhalten an
p orösen und dichten Prob en eines Werksto�s müssen folgende Voraussetzungen erf üllt sein:
� Die dichte Prob e (Ob jekt 1) und d ie zu untersuchende p oröse Prob e (Ob jekt 2) b estehen
aus dem gleichen Werksto�.
� Die dichte und die p oröse Prob e weisen das gleiche Volumen V1 = V2 auf.
� Beide Prob en b e�nden sich am selb en Ort innerhalb des Mikrowellenfeldes/-ofens,
� Beide Prob en werden b ei gleicher Mikrowellenfrequenz f mit der gleichen Leistung PMW
b eaufschlagt, damit die elektrische Feldstärke E in b eiden Fällen gleich groÿ ist.
� Die Wärmekapazität der dichten und p orösen Prob e ist identisch.

In diesem Fall kann angenommen werden, d ass das Verhältn is " 00
2

" 00
1
(es gilt "1 = " i ) prop ortional

ist zum Verhältn is des Pro dukte aus Masse m und Heizrate � T
� t der b eiden Prob en 1 und 2.

"00
2

"00
1

=
m2

� � T
� t

�
2

m1
� � T

� t
�

1

(3.45)

Zur Üb erprüfung d er vorgeschl agenen Metho de wurde stabilisiertes ZrO 2 -Pulver (TZ-8YS, TO-
SOH) auf 52% Gründichte verdichtet und b ei 1000 ° C sowie 1500 ° C wärmeb ehandelt. Die Pro-
b enabmessung b ei Messung b eträgt j eweils D = 5 � 0:03 mm und H = 0 :7 � 0:04 mm. An-
schli eÿen d wurden die Prob en b ei Raumtemp eratu r gemäÿ dem ob en b eschrieb enen Verf ah ren
mit Mikrowellen b ei 2.45 GHz bis max. 100 ° C erwärmt und die jeweilige Au fheizrate � T

� t er-
mittelt. Die Temp eratu rerfassung erfolgte b erührun gsl os üb er ein Niedertemp eraturpyrometer
(Keller PH31AF1, � = 8 : : : 14� m ). Mit Hilfe des Newtonschen Näherungsverfahrens 7 [402] wird
� iterativ gelöst, bis die i n Gleichung 3.45 b eschrieb ene Bedingung erfüllt ist. Abbildung 3.24
verdeutli cht das Vorgehen.
7 Newtonverfahren erfolgt nach dem Schema x i +1 = x i � f ( x i )=f 0( x i ) , bis die Abweichung zwischen x i und x i +1

hinreichend klein ist.
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� 0
(Startwert)

Berechne: "e� ;i = f (� i ; ’ ) Prüfe: "00
e� � "00

1
m2( � T

� t )2
m1( � T

� t )1

!= 0

ok? � , "e�
� i  nein ja

Abbildung 3.24: Schema des Näherungsverfahren zur Lösung der e�ektiven Permittivität "e�
eines p orösen Materials üb er Mikrowellenaufheizversuche mittels der verallge-
meinerten Mischungsregel nach [400].

Tab elle 3.8: Berechnete u nd gemessene Permittivität von verschieden d ichten Z rO 2 (8YSZ) Pro-
b en b ei Rau mtemp eratur.

TSinter e�ektive Permittivität "e�
( � C)

Porosität ’ ( � T=� t )2
( � T=� t )1

�
berechnet gemessen (1 MH z)

20 0.48 0. 129 2.3 11:1 � i 0:009 12:0 � i 0:0045
1000 0.47 0.131 2.3 11:5 � i 0:010 13:0 � i 0:0054
1500 0.007 0.99 2.3 31:3 � i 0:028 31:6 � i 0:028

Die b erechnete Permittivität "e� für ZrO 2 wurde anhand von gemessenen Daten veri �ziert. Die
Vergleichsmessungen wurden mittels Imp edanzsp ektroskopie 8 in einer planparallelen Messzelle
im Frequenzb ereich 0.1 Hz bis 10 MHz b ei 500 mV durchgeführt. Da die Permitivität von ZrO 2

(8YSZ) b ei Raumtemp eratur im Frequenzb ereich von MHz bis THz n ah ezu unverändert bleibt
[279, 403] (s. Abbildung 3.17), wird hier vereinfachend der Mess wert b ei 1 MHz mit dem b ei 2.45
GHz gleichgesetzt, " (106Hz) ’ " (109Hz) . Die Ergebnisse der Untersuchung an d er auf 1000 ° C
und 1500 ° C erwärmten Prob e sind in Tab elle 3.8 zusammengefasst.

Der Vergleich des Au fheizverhaltens verschieden dichter Z rO 2 -Prob en nach der ob en b eschrieb e-
nen Metho de ergibt für � ’ 2:3. Die Üb ereinsti mmung der b erechn eten mit gemessenen Daten
ist für "0

r; e� zufriedenstellend. Bei "00
r; e� ist die Üb ereinstimmung zwischen b erechnetem und ge-

messenem Wert für die b eiden p orösen Prob en in Tab elle 3.8 mo derat und für die di cht gesinterte
Prob e gut. Unter der Voraussetzun g, dass der Parameter � unabhängig von d er Temp eratur ist,
wird der ermittelte Wert für � zur Berechnung der e�ektiven Permittivität des teilverdichteten
ZrO 2 in Gleichung 3.41 eingesetzt. Der resultierende Verlauf von Real - und Imaginärteil von "e�
während der Sinterung von Z rO 2 ist in Abbildung 3.25 dargestellt. Während des zu s imulierenden
Sintervorgangs nimmt die Porosität gemäÿ der in Abbildung 3.13 de�nierten Temp eratu rinter-
valle stufenweise von ’ = 0 :5 auf ’ = 0 ab.
Damit stehen alle wesentlichen Material- und Prozessparameter für die Simu lation des A ufheiz-
und Sintervorgangs mit Mikrowellen zur Verfügung. Das nächste Kapitel stellt die auf Basis der
hier b eschrieb enen Metho den erzielten Ergebnisse vor.

8 Durch gefü hrt mittels Alpha-Analyzer A/WinDETA 5. 5 (Novo control) am Lehrstuh l für Funktionsmaterialien
(Prof. Dr.-Ing. R. Mo os) der Uni Bayreuth mit freundlicher Unterstützung durch Herrn Dr.-Ing. Gunther
Hagen un d Herrn Dipl.-Ing. Sebastian Reis.
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Abbildung 3.25: Permittivität " von p orösem ZrO 2 (8YSZ) im Vergleich zu dichtem ZrO 2 als
Funktion der Temp eratur und Porosität ’ während der Sinterung. Die Permit-
tivität wurde b erechnet nach Gleichun g 3.41 mit � = 2 :3. Permittivität von
dichtem ZrO 2 gemäÿ Ab b. 3.16b.
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4. Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebniss e der durchgeführten Berechnungen u nd Simulation en
zur Absorption von Mikrowellens trah lung durch dielektrische Materialien vorgestellt. Einen ein -
leitenden Üb erbl ick ü b er die Vorgeh ensweise gibt der folgende Ab schnitt.

4.1. Üb erblick

Die nachfolgenden Abschn itte stellen die Ergebnisse zu r analytischen und numerischen Berech-
nu ng der stationären Mikrowell enabsortion eines einzelnen dielektrischen Ob jekts sowie die Er-
gebnisse d er dynamischen Mikrowel lenerwärmung zylinderförmiger, kerami scher Ob jekte in ei-
ner Multiob jektumgebung mit thermischer Is ol ierung und Mikrowellen-Suszeptoren vor. Die Be-
rechnungen b eziehen sich, soweit nicht anders vermerkt, auf die ISM-Frequenz 2.45 GHz. Der
erste Teil der Untersuchungen b edient sich der Mie-Theorie, um mit Hilfe ihres analytisch en
Lösungsansatzes Erkenntnisse zum Ein�uss der Permittivität, der Materialdichte, des Prob en-
durch messers, der Frequenz und der Temp eratur des Ob jekts auf dessen Mikrowellenabsorption
zu gewinnen. Im zweiten Teil der Untersuchungen werden numerische B erechnungen zur statio-
nären Mikrowellenabsorp tion durchgeführt und ein Vergleich zwischen der an alyti schen und der
nu meri schen Metho de vorgestellt. Als Vergleichsbasis dient die Relation aus volumensp ezi�scher
Mikrowellenabsorption u nd der in den Wirkquerschnitt eingestrahlten Leistung. Im nächsten
Schri tt wird der Ein�uss geschlossener Resonatoren auf die Mikrowellenabsorption dielektrischer
Prob en ermittelt. Dazu wird der Quersch nitt der Resonatoren s owie die Gröÿe, Form und räumli-
che Lage der dielektrischen Prob en variiert. Eine Fehlerb etrachtung b eschlieÿt diesen A bschnitt.
Im d ritten und abschlieÿenden Teil der Untersuchungen werden elektromagnetische und thermi-
sche Simulation gekopp elt, um das transiente Erwärmungsverhalten ausgewählter keramisch er
Materialien mathematisch abzubilden. Die Kopplung von elektromagnetisch er und thermisch er
Berechnung erfolgt nacheinander. Zunächst wird d ie material-, temp eratur-, volu men - und dich-
teabhängige Wärmedi ssipation durch Mikrowellen ermittelt. Im zweiten Schritt folgt die B e-
rechnung des zeitabhängigen Aufheizverhaltens auf Basis der dissipierten Mikrowellenleistung.
Ergänzend wird die Mikrowelle mit konventionell en Heizmetho den komb iniert, u m den Ein�uss
auf die energetische E�zienz zu untersuchen, und eine Abschätzung d er Wärmespannungen im
Bauteil getro�en, um rissgefährdende Bedingungen zu identi�zieren.

4.2. Analytische Berechnung der Mikrowellenabsorption

Die folgenden B erechnungen b eziehen sich auf die in Unterabschnitt 2.1.2 vorgestellte Mie-
Theorie zur analytischen Berechnung der Absorption elektromagnetischer Wellen an kugelför-
migen Ob jekten im Fernfeld, d.h. b ei freier, ungestörter Ausb reitung der Welle im Raum. Der
Vorteil einer analytischen Lösung der Maxwell-Gleichungen liegt in der gegenüb er numerischen
Metho den deutlich kürzeren Rechenzeit. Deshalb wird die Metho d e hier genutzt, um das Ab-
sorptionsverh al ten verschiedener dielektrischer Materialien zu untersuchen und zu kategorisie-
ren. Entscheidende Parameter für die Berechnung sind die Gröÿe d es Ob jekts, die Permittivität
des Materials und die Frequen z d er elektromagnetischen Strahlung. Da die Permittivität wie-
derum eine Funktion der Temp eratur und der Dichte eines Materials i st, werden nachfolgend
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Parameterstudien durchgefüh rt, um ei ne prinzipielle Klassi�zierung des Absorptionsverhaltens
in Abhängigkeit von Material und Bauteilgröÿe vornehmen zu können.

Zur Berechnung der Absorption nach Mie wird der Co de Bhmie verwendet, dessen Ursprun g in
[16] liegt und u. a. in Matlab [282] üb ertragen wurde. Die Autoren von Bhmie geb en an, ihren
Co de geprüft und die Ergebnisse mit anderen Berechnungsprogrammen verglichen zu hab en, z.B.
Wiscomb es Miev0 -Co de [404, 405], so dass sie ihren Co de als fehlerfrei und exakt eins chätzen [16,
S. 478]. Neuere Co de-Varianten wie i n [406] stellen lediglich punktuell e Verb esserungen z.B. b eim
Umgang mit den Besself unktionen dar. In der vorliegenden Arb eit wurde die Matlab -Version
von Bhmie in die Programmiersprache R [283] p ortiert und die Funktion des Co des anhand der
Matlab -Version erfolgreich validiert. Der Co de wurde erweitert (s. Abschnitt E.1), so dass in
einer P rogrammschleife die Absorptionse�zienz Qabs als Funktion des Prob envolumens V für
einen weiten Skalenb ereich b erechnet werden kann. Die Ein gab eparameter sind die komplexe
Brechungszahl n̂ , die Frequenz f , kleinster und gröÿter Kugelradius sowie d ie S chrittzahl für die
Winkel-Iteration (fester Wert 180). Je nach gewäh ltem Ob jektgröÿenb ereich liegt die Anzahl der
Datenpunkte einer Berechnung zwischen 2800 und 3600 Pu nkten.

4.2.1. Materialabhängige Absorption als Funktion von Durchmesser und
Temp e rat ur

Die Permittivität von Wasser wird als Referenz genutzt, u.a. für eine Mo dellvalidierung mit [29].
Wasser b esitzt eine mit steigender Temp eratur abnehmende Permittivität (s. Abschnitt 3.7.1).
Abbildung 4.1 stellt die Absorptionsb erechnun g für Wasser von 20 ° C bis 100 ° C in 20 K Schrit-
ten vor. Bei kleinen Volumen, im sogenannten Rayleigh-Bereich, verläuft die Absorption auf
niedrigem Niveau mit leichtem Anstieg zu höheren Volumen. Mit Erreichen des Mie-Bereichs
b ei etwa V < 10� 6 m3 bricht die Absorpti on in Resonanzen auf. Ob erhalb von 10� 3 m3 sind die
Resonanzen sichtbar gedämpft, b ei V > 10� 1 m3 verläuft d ie Kurve wieder glatt. Mi t steigen-
der Temp eratur u nd damit sinkender Permittivität verschieb en sich d ie Resonanzen zu gröÿeren
Volumen und die Amplitude der Resonanzen wird stärker.
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Abbildung 4.1: Temp eraturabhängige Mikrowellen ab sorption einer Ku gel aus Wasser im Fernfeld
b ei 2.45 GHz nach der Mie-Theorie.

Das Resonanzverh al ten b ei der Absorption elektromagnetischer Strahlung i st b ekannt und ent-
steht durch konstruktive Interferenzen der im Prob enkörp er fortschreitenden Mikrowelle, s. z.B.
[407, 408, 409]. Die Gröÿe der Prob e steht d ab ei im Zusammenhan g mit der Wellenlänge im
Medium, � Medium , d er Eindringtiefe u nd der resonanten Länge d er Prob e [19]. Di e Resonanzen
wurden für verschiedene Geometrien [410, 411] und als Ursache für Hot-Sp ots b eim Mikrowel-
lenheizen [412] untersucht. In A bbildung 4.2 ist die Medienwellenlänge gegen die Ein dringtiefe
für die untersuchten Materialien als Funktion der Temp eratur aufgetragen.
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Abbildung 4.2: Temp eraturabhängiges Verhältnis von Eindringtiefe zu Medienwellenlänge.

Die näch sten Berechnu ngen untersuchen das Absorptionsverhalten fü r keramische Materalien b ei
2.45 GHz. Abbildung 4.3 zeigt das Absorptionsverhalten von Al 2 O 3 b ei verschied enen Temp era-
turen. Die Absorption nimmt mit steigender Temp eratu r aufgrund des Anstiegs des d ielektrischen
Verlusts zu. Der Resonanzb ereich erstreckt sich etwa von 10 bi s 100 mm Ob jektradius.
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Abbildung 4.3: Temp eraturabhängige Mikrowellenabsorption einer Al 2 O 3 -Kugel im Fernfeld b ei
2.45 GHz nach der Mie-Theorie.

Das Absorptionsverhalten von SiC in Abbildun g 3.16 verläuft nahezu resonanzfrei. Eine schwa-
che Resonanz tritt b ei 0:5 : : : 5� 10� 7 m3 auf. Di e Kurven weisen ansonsten einen glatten Verlauf
auf. Die Höhe der Ab sorption bleibt nahezu auf gleichem Niveau, allerdin gs erfahren die Ab-
sorptionskurven mit zunehmender Temp eratur eine Verschiebung zu kleineren Volumen. Da die
Permittivität von Si C ist deutlich gröÿer als die von Al 2 O 3 , ist die Eindringtiefe deutlich geringer,
weshalb innerhalb der P rob e keine Interferenzen auftreten.
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Abbildung 4.4: Temp eraturabhängige Mikrowellenabsorption einer SiC-Kugel im Fernfeld b ei
2.45 GHz nach der Mie-Theorie.

Das A bsorptionsverhalten von ZrO 2 , d argestell t in Abbildung 4.5, zeigt b ei n iedrigen Temp era-
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turen ähnlich ausgeprägte Resonanzen wie Al 2 O 3 . Hier ist d ie Eindringtiefe no ch ho ch, so dass
es zu konstruktiven Interferenzen innerhalb der Prob e kommt. Von Raumtemp eratur bis 1400
° C nimmt die dielektrische Verlustzahl um etwa fünf Zehnerp otenzen zu (s. Abbildung 3.16),
so dass b ei hohen Temp eratu ren - äh nlich wie b ei SiC - die Eindringtiefe abnimmt. Der Ab-
sorptionsverlau f von ZrO 2 glättet sich ab etwa 800 ° C. Ab 1200 ° C nimmt die Absorption leicht
ab.
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Abbildung 4.5: Temp eraturabhängige Mikrowellenabsorption ei ner ZrO 2 -Kugel im Fernfeld b ei
2.45 GHz nach der Mie-Theorie.

Die vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass die Höhe der Absorption erwartungsgemäÿ mit dem
Imaginärteil der Permittivität korreliert. Das Verhältnis von Real- und Imaginärteil b estimmt
die Eindrin gti efe der Mikrowellenstrahlung in die P rob en und ist somit für das A uftreten von Re-
sonanzen entscheidend. Das Abs orp tionsverhalten keramischer Materialien ändert sich wesentlich
mit dem Grad des Anstiegs der Permittivität b ei Temp eraturanstieg.

4.2.2. Materialabhängige Absorption als Funktion der Frequenz

Bislang wurden die Berechnungen für die 2.45 GHz durchgeführt, da sie die gebräuchlichste Fre-
quenz b ei der Mikrowellenerwärmung ist. Nachfolgend soll der Ein�uss der Frequ en z auf das
Absorptionsverhalten von ZrO 2 untersucht werden. Dazu werd en frequenzsp ezi�sch Permitti-
vitätswerte eingesetzt (s. Abbildung 3.17). Abbildun g 4.6 stellt die A bsorptionsverläufe b ei 10
MHz, 2.45 GHz und 90 GHz zusammen . Bei Raumtemp eratur liegen die Werte für Real- und
Imaginärteil der Permittivität relativ nah b eieinander. Infolgedessen ergibt sich b ei all en drei Fre-
quenzen ein qualitativ ähnliches Absorp tionsverhalten, das allerdings mit zunehmender Frequenz
eine erhöhte Abs orp tion zei gt, d a du rch die kleinere Wellenlänge eine höhere Durchdringung der
Körp er durch die elektromagnetischen Wellen erreicht wi rd.
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(a) PV
PA
als Funktion von V
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(b) PV
PA
als Funktion von xMie

Abbildung 4.6: E in�uss der Frequenz der elektromagnetischen Strahlung auf Absorption von
ZrO 2 (20 ° C)

78



4.2 Analytische Berechnu ng der Mikrowell enabsorption

4.2.3. Ein�uss der Materialp orosität auf die Absorption

Neb en dem Ein�uss der Temp eratur spielt b ei der Sinteru ng auch die Porosität der Materialien
eine wichtige Rolle. Da sich das Material d urch die Sinterung verdichtet, verändert sich die Per-
mittivität des Materials. Im Sinne der e�ektiven Medientheorie kann das p oröse Medium als eine
Mischung aus di chtem Material und Gasphase (hier Luft) b etrachtet werden und die Permittivi-
tät des p orösen Materials üb er Mis chungsregeln b erechnet werden (s. auch Unterabschnitt 3.7.3).
Mit Hilfe der Gleichung 3.41 und dem in Abbildung 3.24 vorgestellten Verfahren kann die Per-
mittivität von ZrO 2 als Funktion der Temp eratur und Porosität b erechnet werden. Die zuneh-
mende Dichte b edeu tet ein e Zu nahme der Permittivität. Abbil dung 4.7 stellt den Ein�uss der
theoretischen Dichte auf die Absorption an einer ZrO 2 -Kugel b ei drei verschiedenen Temp eratu-
ren vor. Der Temp eraturb ereich wurde so ausgewählt, dass er mit dem Bereich der Verdichtung
von ZrO 2 zusammenfällt (vgl. Abbildung 3.20). Die vertikalen Linien kennzeichnen die exempla-
risch ausgewählten Kugelradien 8 mm und 24 mm. Bei Betrachtung der Absorptionskurven kann
festgestellt werden, dass die Kurven mit steigender Dichte, hier üb er d en Prozentsatz der theo-
retischen Dichte (T.D.) dargestellt, mit steigender Permittivität nach links verschob en werden.
Das lokale Maximum wird dab ei von R = 24 mm b ei 25% T.D. zu etwa 8 mm b ei 100% T.D.
verschob en. Bei 800 ° C verändert sich auch die Höhe der Maxima, während b ei 1000 ° C und 1200
° C der Unterschied vernach lässigbar ist.
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Abbildung 4.7: E in�uss der Porosität von ZrO 2 (8YSZ) auf d ie Energieabsorption b ei variablem
Radius

Für eine ZrO 2 -Kugel mit 8 mm Radius würde das b edeuten, dass die Absorption b ei isothermen
Bedingungen mit zunehmender Dichte steigt, b ei einer Kugel mit 24 mm Radius dagegen ab-
nimmt (s. Abbildung 4. 8). Bei steigenden Temp eraturen wiederum würd e eine Kugel mit 8 mm
Radius und konstanter Dichte mehr Leistung aufnehmen (ausgenommen 100% T.D.), eine mit
24 mm Radius weniger Leistung, wob ei die Unterschi ede im letzteren Fall geringer sind.
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Abbildung 4.8: A bhängigkeit der Energieabsorption für ein e ZrO 2 -Kugel mit 8 mm Radius (links)
und 24 mm Radius (rechts) b ei 800 ° C, 1000 ° C und 1200 ° C und variierender
Dichte (25%, 50%, 75% und 100% theoretische Dichte).
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Als nächstes Beispiel wird eine ZrO 2 -Kugel mit 24 mm Au sgangsradius b etrachtet. Unter d er
Annahme, dass die Kugel zu Beginn des Aufheizvorgangs 50% T.D. aufweist und im Verlauf der
Sinterung auf 100% verdichtet wird, b eträgt ihr Radius am Ende etwa 19 mm. Abbildung 4.9
zeigt die Absorpti on skurven im Bereich von 18-25 mm ( 0:9 < x M < 1:3) in Ab hängigkeit der
zunehmenden Temp eratur und Dichte. Im b eschrieb enen Volumenb ereich treten drei Resonanzen
auf, vor allem im unteren Temp eratu rb ereich. Ab 1000 ° C glättet sich die Absorption sku rve und
fällt b ei 1200 ° C leicht ab.
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Abbildung 4.9: Mi krowellenabsorption einer ZrO 2 -Kugel mit zunehmender Dichte (50% Grün-
dichte bi s 100% T .D.) und Temp eratur im Gröÿenb ereich 0:9 < x M < 1:3

Die Ergebnisse zeigen, dass d ie Absorption durch Dichteänderungen eb enfalls d eutlich b eein�usst
wird. So ist für ein Ob jekt mit b ekanntem Radiu s trotz steigendem dielektrischen Verlust eine
abnehmende Absorption möglich, wenn sich durch Gröÿen-, Dichte- und/o der Temp eraturände-
rung der Prob e die Absorptionskurve entsprechend verschiebt. Umgekehrt kan n b ei sin kendem
dielektrisch en Verlus t entsprechend eine erhöhte Abs orp tion auftreten. Bei der Absorption di-
elektrischer Materialien b estimmt als o der temp eraturabhän gi ge Verlauf von Gröÿe und D ichte
zusätzlich zur Permittivität die Energieabsorption kugelförmiger Ob jekte.

4.2.4. Prinzipielle Kategorisierung des Absorptionsverhaltens

Den Ab schluss der Untersu chungen zur analytischen Berechnung n ach Mie soll ein e Untersu-
chung des Absorptionsverhaltens b ei stark veränderlichen dielektrischen Eigenschaften b ei 2.45
GHz bil den. Dazu wird eine 6 � 5-Matrix aufgestellt, b ei der "0

r in sechs Stufen von 1 bis 100 u nd
tan ( � ) = " 00

r
" 0

r
in fünf Dekadenschritten von 10� 4 bis 1 variiert wird. Die b erechn eten Verläufe der

Absorptionse�zienz Qabs b ei 2.45 GHz als Funktion des Mie-Faktors xMie = 2�nr
� im Intervall

[0:005; 50] (Radien von 0:1 mm bis 1 m) sind in Abbildung 4. 10 dargestellt.
Zunächst ist ersichtlich, dass die Absorption mit zunehmendem tan ( � ) grundsätzlich ansteigt.
Bei "0

r = 1 sind die Ab sorptionskurven glatt. Die Absorption steigt für alle tan ( � ) mit dem
Prob envolu men an und erreicht ein Maximum, dessen Lage von tan ( � ) abhängig ist. Die Ab-
sorptionskurve eines elektrischen Leiters ( � = 106 S=m ) mit einem hohen tan ( � ) = 8 � 106 verläuft
im Vergleich zu den dielektrischen Materialien weitgehend unabhängig von der Ob jektgröÿe und
glatt b ei vergleichsweise geringer A bsorption. Durch die hohe elektrisch e Leitfähigkeit re�ektiert
das Metall die Mikrowelle, die nur in Höhe d er Leitschichtdicke � skin (s. Gleichung 2.14) in das
Material einzudringen vermag.

Mit zunehmendem "0
r nimmt vor allem die Resonanzneigung der Abs orp tion zu. Der Beginn des

resonanten Bereichs verschiebt sich von hohen xM -Werten in den Bereich zwischen 0:1 < x M < 1.
Die Resonanzen sind stärker ausgeprägt, je klein er der tan ( � ) -Wert ist. Im b etrachteten Bereich
werden die Resonanzen b ei hohen tan ( � ) -Werten, tan ( � ) ! 1, gedämpft.
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4.2 Analytische Berechnu ng der Mikrowell enabsorption

Um ein e leicht interpretierbare gröÿenunabhängige Kategorisierung des Mikrowellenabsorptions-
verhaltens keramischer Materialien in Abhängigkeit der Permittivität anhand von Kenn zah len
vorzunehmen, wird zum einen die integrale Ab sorp tionse�zienz �Qabs aller in Abbildu ng 4.10
dargestellten Absorptionskurven im untersuchten Bereich von xM gebildet. Als Kennzahl für die
Resonanzneigung b ei b estimmten Permittivitätswerten wird die Krümmu ng 	 der Abs orp tions-
kurven in Abbildung 4. 10 durch Di�erenzieren gemäÿ folgender Gleichung herangezogen [413]:

	 ( Qabs) =
d2Qabs

dx2
M�

1 �
�

dQabs
dxM

� 2
� 3=2

(4.1)

Abbildung 4.10: Mikrowellen-Absorption sverhalten in Ab hängigkeit von xMie b ei verschiedenen
dielektrisch en Konstanten und Verlustwinkeln.

Die Di�erenzierung der diskreten Kurvenverläufe erfolgt üb er die Di�erenzen � x i = ( x i +1 � x i )
und � yi , die Berechnung des K urvenintegrals mittels Trap ezmetho de. Die i ntegralen Kennwerte
�	 und �Qabs werden für alle Kurven von Qabs im Bereich xM 2

�
5 � 10� 3; 50

�
gebildet und stellen
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relative Kennzahlen für eine rein qualitative Bewertung dar:

�	 =
xM =50�

xM =0 :005

j	 j dxM (4.2)

�Qabs =
xM =50�

xM =0 :005

QabsdxM (4.3)

Der Verlauf der ermittelten integralen Kennwerte in Abhängigkeit von tan ( � ) ist in Ab bildung 4.11
dargestellt ist. Wie zu erwarten steigt die Ab sorp tion �Qabs mit zunehmendem tan ( � ) und er-
reicht abhängig von "0

r ein Maximum b ei 0:1 < tan ( � ) < 1. Danach si nkt di e Abs orp tion �Qabs zu
höheren tan ( � ) -Werten wied er ab. Die Resonanzneigung �	 ist im Bereich 10� 4 < tan ( � ) < 10� 3

b esonders deutlich ausgeprägt, insb esond ere für h oh e "0
r -Werte. Für seh r groÿe Werte von tan ( � )

geht die Resonanzneigung �	 auf Null zurück, weil die Eindringtiefe abnimmt.

(a) Absorptionsverhalten nach �Qabs (b) Resonanzneigung n ach �	

Abbildung 4.11: Quali tati ve Bewertung von Absorption und Resonanzneigung dielektrischer Ma-
terialien al s Funktion ihrer dielektrischen Eigenschaften ihres Resonanzverhal-
tens basierend auf der Mie-Metho de tan ( � ) .

Der Maximumsverlauf der Absorption i n Abbildung 4.11 zeigt, dass die Mikrowellenabsorption
nicht b eliebig mit steigender Permittivität erhöht werden kann. Es kann ab er in Abhängigkeit
von "0

r ein Optimalb ereich zwischen 0:01 < tan ( � ) < 10 b estimmt werden. Das Diagramm liefert
anwendungsrelevante Hinweise b ei einer ersten Bewertun g des zu erwartenden Absorptionsver-
halten eines Materials z.B. mit steigender Temp eratur, unabhängig von der Ob jektgröÿe und
den Applikatoreigenschaften. Der Kennwert �	 hilft zu erken nen, ob die Resonanzb edin gungen
b ei der Auslegung des Mikrowellenprozesses zu b eachten sind.

4.3. Numerische Berechnung der Mikrowellenabsorption

Nach der analytischen Berechnun g der Mikrowellenabsorption widmet sich dieser Abschnitt der
nu meri schen Berechnung der Absorption von Mikrowellenstrahlung mit dem Ziel eine Multiphy-
sikb erechnung des Mikrowellen-Aufheizprozesses zu erstellen. Im ersten Schritt wird ein Vergleich
zwischen der analytischen Lösung nach Mie und der mittels numerischem F DTD-Verfahren er-
mittelten Lösung gezogen.

82



4.3 Numerische Berechnu ng der Mikrowell en absorption

4.3.1. Vergleich von analytischer Berechnung und numerischer Simulation

Die vorausgegangenen Mie-Berechnungen gelten für die Bestrahlung eines Ei nzelob jekts mit Mi-
krowellen in unendlicher Umgebung (Fernfeld). Bei der numerischen Simulation mit Quickwa-
ve3D, di e für die Berechnung geschlossener A pplikatoren au sgelegt ist, muss diese Bedingung
durch einen sogen an nten N ear-To-Far�eld Wan dler erzeugt werden. Dieser unterdrückt Re�exio-
nen an den Wänden des Resonators vollständig durch sup er-absorbierende Wände.

Der Vergleich von analytischer und numerischer Berechnung wird hier mit Hilfe von Wasser
und Siliziumcarbid b ei 2.45 GHz durchgeführt. Die Ob jektform entspri cht immer einer Kugel.
Als Vergleichs gröÿe dient die sp ezi�sche Absorptionsrate, die si ch aus dem Quotienten der vo-
lumenb ezogenen Wärmedissipation PV und der in den Resonatorquerschn itt ein ges trah lten, �ä-
chenb ezogenen Mikrowellenleistung PA zusammensetzt. Wie b ei der Berechnung nach Mie wird
die sp ezi�sche Absorption PV

PA
b ei diskreten Ob jektradien bzw. -volumen b estimmt. Die Anzahl

der Datenpunkte einer gröÿenabhängigen Absorption sku rve ist b ei der Simulation (50 Daten-
punkte) aufgrund der wesentlich höheren Rechenzeit deutlich geri nger als b ei der an al yti schen
Metho de ( � 3000 Datenpunkte). Die Berechnung mit Wasser wird b ei Raumtemp eratur (s.
Abbildung 4.12), d ie Berechnung mit SiC b ei Raumtemp eratu r und 1000 ° C durchgeführt (s.
Abbildung 4.13). Beide Materialien zeigen insgesamt ein e gute Üb ereinstimmung in den Ergeb-
nissen. Etwas gröÿere Abweichungen treten vor all em b ei kleineren Volumen auf und führen zu
einer mittleren prozentualen Abweichung zwischen Mie- und FDTD-Berechnung zwischen 6%
und 18%. Die Fehler sind vor allem auf Diskretisierungsfeh ler zurückzuführen, wie weiter unten
erörtert wi rd.

Abbildung 4.12: Vergleich der Mikrowellenabsorption nach Mie- und FDTD-Metho de fü r Was ser.

Abbildung 4.13: Vergleich der Mikrowellenabsorption nach Mie- und FDTD-Metho de für SiC.
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4.3.2. Ein�uss der Geometrie von Resonator und Prob e

Nach Abgleich zwisch en analytisch er und numerischer Lösung werden im Folgend en gesch losse-
ne Applikatoren eingesetzt, deren Wände i deal elektrisch leitfähig sind, d.h. die Welle an der
Resonatorwand re�ektiert wird. Wie in Unterabs chnitt 3.3.2 b eschrieb en, wird in di es er Unter-
suchung der Resonatorquerschnitt strikt vergröÿert ohne die Länge des Resonators zu verändern.
In der Mitte des Resonators wird zunächst eine kugelförmige Prob e aus Wasser �freischweb end�
platziert. Die Mikrowellenfrequenz b eträgt 2.45 GH z. A bbildung 4.14 zeigt die sp ezi�sche A b-
sorptionsrate

�
PV
PA

�
der Prob e als Funktion des Prob envol umens bzw. des Radius in den vier

Resonatorgeometrien R1 bis R4. Zu m Vergleich wird die maximal mögliche Absorpti on srate�
PV
PA

�

max
für jeden Resonator b ei theoretisch 100% Absorption dargestellt (gestrich elte Linien).

Vergleichend wird der Verlauf d er Absorption nach Mie dargestellt.

Wie b ei d er Mie-Berechnung treten gröÿenabhängige Unterschiede der sp ezi�sche Absorpti on s-
rate

�
PV
PA

�
auf, wob ei die Lage der Absorptionsmaxima für all e Resonatoren annähernd b ei den

gleichen Kugelvolumina auftritt. Erwartungsgemäÿ treten die ob en b eschrieb enen konstruktiven
Interferenzen b ei Durchdringen der Welle durch den Körp er im geschlossenen R eson ator eb en-
falls auf. Allerdings ist nicht jedes Maximum in jedem Resonator gleich ausgeprägt. Es gibt
somit Unterschiede d urch die Resonatorform. Der Vergleich mit der Mie-Berechnung zeigt, dass
die Absorption im Resonator mindestens ähnlich ho ch, i n d er Regel jedo ch deutlich höher im
geschlossenen Resonator ausfällt, d a die Resonatoren durch ihre Gü te Wellenenergie sp eichern.
Die Resonatoren weisen Unterschiede b ei der E�zienz der Mikrowellenabsorption auf. R es on ator
R2 erzielt b ereits b ei relativ kleinen Prob envolu men eine Annäherung an die maximale Ab sorp-
tionsrate, während R1 und R4 erst b ei gröÿeren Volumen das maximale Ab sorptionsp otenzial
erreichen. R3 und R4 zeigen aufgrund ihrer höheren Güte eine b essere Absorption b ei groÿen
Ob jektvolumina im Vergleich zu den kleineren Resonatorvarianten.

Im untersuchten Fall schneiden die Resonatoren hinsichtlich der Mikrowellenabsorption unter-
schied lich ab. O�ensichtlich jedo ch skaliert die Absorption im Volumenb ereich < 10� 3 m ³ nicht
linear mit dem Resonatorquerschnitt. Die unterschiedliche Ausbreitung des elektrischen Feldes
in den Resonatoren b ei gleichem Prob endurch mess er wird in A bbildung 4.15 deutlich . Resona-
tor R1 mit Last zeigt eine TE 103 -Mo de, b ei den b eladenen Multimo den-Resonatoren R2 bis R4
üb erlagern sich verschiedene Mo den.

Abbildung 4.14: Mi krowellenabsorption an Wasser b ei Variation des Resonatorquerschnitts
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(a) Resonator R1, Aq = 15 :4 cm2 (b) R2, Aq = 30 :8 cm²

(c) R3, Aq = 61 :6 cm² (d) R4, Aq = 138 :6 cm²

Abbildung 4.15: A usbreitung des el ektris chen Feldes für d ie vier Resonatoren b ei einer Prob en-
gröÿe D = 180 mm .

Die nächsten Simulationen sind auf d ie Untersuchung des Ein�usses der Prob engeometrie auf das
Absorptionsverhalten ausgerichtet. Zunächst wird die Kugelform mit einem Würfel ( a = b = c)
und einem gleichseitigen Zylinder mit H = 2R im Resonator R1 verglichen. A ls dielektri-
sches Medium wird weiterhin Wasser eingesetzt. Die Mikrowellenfrequenz b eträgt 2.45 GHz.
Abbildung 4.16 zeigt, dass die Abweichungen zwischen Kugel und Würf el bzw. gleichseitigem
Zylinder relativ gering sind. Die mittlere Abweichung liegt b ei etwa 5% zur Kugelform, so dass
gleichsei tige nicht-sphärisch e Ob jekte mit einer vertretbaren Fehlertoleranz durch eine Kugel
angenähert werden können, da hier die res on anten Län gen vergleichbar sind.

Abbildung 4.16: Ei n�uss der geometrisch en Form Kugel, Zylinder, Würfel auf das Absorptions-
verhalten von Wasser.

Wird das A sp ektverh ältnis der Form verändert, wie im nachfolgenden Fall das Verhältnis von
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Höhe H zu Durchmesser D des Zylinders, treten deutliche Unterschi ede in der Mikrowellenab-
sorption - vor allem b ei kleinen Prob envolumen - auf. Bei Volumen gröÿer 10� 5 m ³ ( R & 10 mm)
nähern sich alle Absorptionsl inien der maximalen Absorpti on an und der quantitative Unter-
schied zwischen den Geometrien wird geringer. Im vorliegenden Fall absorbiert der abge�achte
Zylinder mit H = D=4 unterhalb von 10 mm am schlechtesten, d er Zylinder mit H = D=2 am
b esten. Die Unterschiede in den Resonanzen lassen sich üb er d ie Än derungen d er resonanten
Länge der Prob enkörp er erklären, die dazu führen, dass im Vergleich zu gleichseitigen Ob jek-
ten unterschiedliche Mo den angeregt werden und eine Abweichun g der Mikrowellenabsorption
b ewirken [408, 410].

Abbildung 4.17: Ei n�uss des Formfaktors D : H eines Zylinders (Wasser) auf das Mikrowellen-
absorptionsverh al ten.

Die Unterschiede in der Mo denan regu ng (Resonanz) in der Prob e b ei Änderung des Asp ekt-
verhältnis ses D : H des Zylinders wird exemplarisch in Abbildung 4. 18 verdeutlicht, in der das
Ergebnis der elektrischen Feldverteilu ng im Resonator und in der Prob e für den Durchmesser
D = 20 mm b ei veränderlicher Prob enlänge H dargesellt ist.

(a) E -Fel dverteilung

Abbildung 4.18: E -Feldverteilung für einen Zylinder mit variierendem Formfaktor D : H b ei
konstantem Durchmesser ( D = 20 mm ) in Resonator R1.

Die folgend e Berechnung soll zeigen, ob die Orientierung gleichseitiger Zylinder im Raum Ein �u ss
auf die Absorption hat [412]. Dafür wird ein Zylinder entlang der drei Ko ord inatenrichtungen

86



4.3 Numerische Berechnu ng der Mikrowell en absorption

ausgerichtet und die sp ezi�sche A bsorption ermittelt. Das Ergebnis ist in Abbildung 4.19 dar-
gestellt. Beim Wechsel der Ausrichtung von y - in x -Richtung ist die Änderung gering. Etwas
gröÿer f äl lt dieser b eim Wechsel von y - auf z -Achse au s, wenn die Prob enachse in Richtung des
Hohlleiters zeigt.

Abbildung 4.19: Ei n�uss der Orienti eru ng eines Zylinders (Wasser) entlang der Ko ordi natenach-
sen auf die Absorption.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die Höhe der absorbierten Leistung in geschlos-
senen Resonatoren höher ist al s unter den Freifeldb edingungen der Mie-Theorie aufgrun d der
hohen Güte der Resonatoren. Das Beispiel Wasser zeigt mit zunehmendem Prob envolumen bzw.
xMie > 1 eine Verstetigung d er Mikrowellenabsorption und Annäherung an die maximale Absorp-
tion (100% E�zienz, vgl. [29, S. 52]). Die dielektrischen Prob en wirken als erwartungsgemäÿ als
resonante Strukturen, die durch Interferenz d er eindringend en Well e Resonanzmo den in Abhän-
gigkeit des Asp ektverhältnisses und der Orientieru ng im Raum aufwei sen. Weitere Erläuterungen
und Auslegungsgrundlagen �n den sich in der angegeb enen Literatur. Für die zeitabhängige Simu-
lation der Mikrowellensinterung keramischer Bauteile ist eine Berücksichtigung der Gröÿen- und
auch Dichteänderung eine wichtige Voraussetzung für die Multiphysik-Simulation, deren Umset-
zung in Abschnitt 4.4 b eschrieb en wird.

4.3.3. Fehlerb etrachtung

Bei der numerischen Berechnung können verschiedene Fehlerursachen auftreten. Zum einen tritt
b ei kleinen Ob jekten eine starke Ob er�ächenkrümmung au f. Quickwave3D b erücksichtigt die-
se Krümmung b ei d er Vern etzu ng als Trepp enstufen-Mo dell, um den verbundenen Fehler der
FDTD-Metho de [288, S . 244 �.] durch erwei terte konformale Meshb ed ingungen zu umgehen
[414]. Das Approximieren durch abschnittsweise lineare Flächen gelingt umso b esser, je mehr
Stützstellen existieren, also b ei kleinen Zellgröÿen � z . Bei zu grob er Vernetzung gekrümmter
Ob er�ächen entstehen aufgrund von Kanten o der Ecken numerische Fehler, die das Ergebnis
b eein�ussen. Auch die numerische Disp ersion der FDTD-Metho de wird mit einem ausreichend
feinen Netz kontrolliert [287, S. 114].

Ein weiterer Fehler rührt aus der zei tlichen Mittelung der Ergebnisse b ei der FDTD-Metho de.
Um ein stationäres Ergebnis zu erhalten , werden nach einer Initialisierungsphase die Ergebnisse
mittels �Volume average� in Quickwave3D gemittelt. Aus Erfahrung hat sich ein e Mindestanzahl
Iterationen von mindestens 50 000 als sinnvoll erwiesen. Durch Kontrolle der Gesamtdissipation
wird geprüft, ob das Abweichung zwi schen jeweils 100 Iterationsschritten kleiner 1% ist, um
sich erzu stellen, dass das Ergebnisse stationär ist. In manchen Fäll en wurde dab ei nach 50 000
Iterationen no ch eine Veränderung des Mittelwertes festgestellt, sog. �späte Zeitinstabilitäten�
[285, S. 50], weshalb die Mittelung von Fall zu Fall um weitere 10 000 Iterationen verlängert
wurde. Es ist nicht sichergestellt, dass in jedem Fall eine �späte Zeitinstabilität� der Werte erkannt
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wurde. Die Berechnungen wu rden in der Regel ein zweites Mal durchgeführt und das Ergebnis
gemittelt wurde. Nach eigenen Schätzungen liegt der Fehler hier im Bereich von etwa 2%.

Eine weitere Abweichung im Ergebnis resultiert daraus, dass zwei Verfahren zur Bestimmung
der im Ob jekt dissip ierten Leistung angewend et wurden. Die erste Metho de b es teht darin, ü b er
die interne Berechnung in Quickwave3D (�Power, Energy and Q-Factor�) die im Gesamtmo dell
dissipierte Leistung zu ermitteln. Be�ndet sich nur ein einzelnes dielektrisch verlustb eh aftetes
Material im Mo dell, ist das Ergebnis mit der ob jektb ezogenen Wärmedissipation identisch. Bei
mehr als einem Material kann d ie Dichte f ür alle nicht in die Auswertung einb ezogenen Ma-
terialien auf Null gesetzt werden und so z.B. die in der Prob e dissipierte Leistung b estimmt
werden. Durch Wiederholu ng der Simulation mit wechselnd em �Einschalten� der weiteren Mate-
rialien könnte so die dissipierte Leistung in verschiedenen Ob jekten ermittelt werden. Da dieses
Vorgehen sehr zeitaufwändig ist, wird eine zweite Metho de angewendet, b ei der die dreidimen-
sionale Feldinformation der dissip ierten Leistung für d as jeweilige Gebiet gesp eichert u nd die
im jeweiligen Gebiet/Ob jekt dissipierte Leistung in einer Tab ellenkalkulation s ummi ert wird.
Da die räumlich e Materialzuord nung anhand der Ko ordinaten aufwändig und daher angenähert
bzw. verein facht wird, liegt die Abweichung zwischen b eiden Metho den im Bereich 1-16%, und
im Mittel b ei etwa 3%.

Der Vergleich zwischen numerischer und analytischer Berechnung der Wärmedis sipation weist
einen mittleren Fehler im Bereich von 6-18% auf, wob ei insb esondere der Gröÿenb ereich d < � =10

fehlerb ehaftet ist, was auf Diskretisierungsfehler aufgrund ungenügender Netzfeinheit b ei kleinen
Ob jekten zurückzuführen ist. Unter der Annahme, dass der Fehler der analytischen Berechnu ng
vergleichsweise klein ist, unterliegt die numerische Simulation gröÿeren Feh lern, und die Ge-
nauigkeit der numerischen Berechnungen in der vorliegenden Arb eit liegt somi t im genannten
Prozentb ereich . Zu m Vergl eich sei auf [ 288, S. 250] verwiesen. Gute Programmkenntnisse, sorg-
fältige Vernetzung sowie verlässliche Sto�werte lassen Fehler kleiner als 5% für di e numerische
Simu lation mögl ich erscheinen . Andere numerische Metho den weisen keine signi�kanten Vorteile
gegenüb er der FDTD-Metho de au f, wie [288, S. 253-255] und [312, Abs. 5.5] zeigen.

4.4. Transiente Simulation der Mikrowellenerwärmung

Im nächsten Schritt wird die numerische Simulation genutzt, um die Mikrowellen-Erwärmun g
keramischer Ob jekte in einem geschlossenen Resonator zu b erechnen. Der Resonator wird als
isotherm und idealer elektrischer Leiter b etrachtet, so dass er eine ideale Wärmesenke bzw.
einen idealen Re�ektor für die elektromagnetische Welle darstellt. Wandverluste in Hohlleiter
und Resonator [ 325] werd en vernachlässigt. Die Kopplung von elektromagnetischer, thermo dy-
namischer und �uiddynamischer Simulation erfolgt gemäÿ der in Abschnitt 3.6 b eschrieb enen
Metho de. Im Folgenden werden die in Abschn itt 3.3 b eschrieb enen fünf Szenarien b etrachtet:

� Fal l A : zyl indrischer Einzelkörp er aus SiC freischweb end im Mikrowel lenresonator R2

� Fal l B : zylindrischer SiC-Prob enkörp er u mgeb en von thermischer Isolierung im Mikrowel-
lenresonator R2

� Fal l C : zylindrische ZrO 2 -Prob e ( D = 48 mm, H = 48 mm) freischweb end i n Mikrowel -
lenresonator R2

� Fal l D : zyl indrische ZrO 2 -Prob e umgeb en von thermischer Isolierung im Mikrowellenreso-
nator R2

� Fal l E : zylindrische ZrO 2 -Prob e umgeb en von Isolierung und einem o�enen R eson ator aus
planaren SiC-Scheib en in Applikator R2

Im ersten Schritt wird für jeden der b eschrieb enen Fälle die temp eratur- un d volumenabhängi-
ge absorbierte Leistung Pabs durch Mikrowell en im Prob enkörp er wie auch in den umgeb enden
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Ob jekten wie Isolierung und Suszeptoren b erechnet. Im zweiten Schri tt wird diese Informati -
on an die thermo dynamische Simulation üb ergeb en und unter der Annahme l inearen Material-
verhaltens das tatsächliche Aufheizen der Prob e als Funktion von Ort und Zeit ermittelt. Die
Aufheizrate wird üb er einen PID -Regelkreis (s. Unterabschnitt 3.6.3) eingestellt. Somit ist ein e
Vergleichbarkeit der b etrachteten Fälle hinsichtlich notwendiger Heizenergie, auftretender Tem-
p eraturdi�erenzen und, daraus abgeleitet, entstandener Thermospannungen im Erwärmungsgut
gegeb en.

4.4.1. Simulation der material-, temp eratur- und volumenabhängigen
Mikrowellendissipation

Wie b ereits erläu tert wird zunächst die Mikrowellendissipation des Prob enzylin ders schrittweise
ermittelt. Dazu werden nacheinander Mikrowellensimulationen mit Quickwave3D durchgeführt,
in denen d ie Sto�eigenschaften sowie die Volumenabnahme d er Prob e entsprechend der Tem-
p eratur, die i n diskreten Schritten von Raum- bis zur Zieltemp eratur erhöht wird, angepasst
werden. Die eingestrahlte Mikrowellenleistung b eträgt in allen Simulationen 200 W, die Mikro-
wellen frequ enz 2.45 GHz.

SiC ( Fall A und B) Eine zylindrische Prob e aus dichtem SiC wird mittig im Resonator plat-
ziert. Im Fal l B kommt eine thermische Faseris ol ierung hinzu (KVS 400, Fa. Rath, s. auch
Abbildung 3.18). Aufgrun d seiner hohen Permittivität absorbiert SiC sowohl im Fal l A wie B
von Raumtemp eratur an die Mikrowellenstrahlung gut. Mit zun eh mender Temp eratur nimmt
dann die Absorption trotz steigender Permittivität ab. Die Is ol ierung, die sich um die SiC-Prob e
herum b e�ndet, nimmt deutli ch weniger Leistung auf , was an ihrer hohen Porosität und den
geringen dielektrischen Verlusten liegt. Im Fal l B liegt die Absorption des SiC im Vergleich zu
Fal l A etwa 16% nied riger, dafür wird ein Tei l der Mikrowellenenergie i n der Isolierung dissipiert.

Abbildung 4.20: Ergebn is SiC Quickwave

Die elektrische Feldverteilung im Resonator, dargestellt in Abbildu ng 4.21 ob en, bleibt b ei der
Erwärmung der Prob e nahezu unverändert. Die elektrische Feldverteilung ergibt aus der Üb erla-
gerung ausbreitungs- und nicht-ausbreitungsfähigen Mo den, sobald ein verlustb ehafteter Prob en-
körp er in den als ideal angenommen Resonator eingebracht wird . Die Resonanzfrequenz ändert
sich d an n gemäÿ ! L =

p
! 2

0 � � 2 [415, S. 10]. Auf gru nd der hohen Permittivität des SiC und
der damit verbun denen geringen Eindringtiefe aufgrund des Skin-E�ekts ist die Feld au sbreitung
innerhalb der Prob e vernachl äss igbar. Demzufolge wird nur eine Randzone des Prob en körp ers
von 1-2 mm Tiefe durch die Mikrowellen erwärmt, wie aus Abbil dung 4.21 (unten) ersichtlich. Ei-
ne achsensymmetrische Energieverteilung, die als Ann ahme für das zweidimensionale thermische
Mo dell getro�en wurd e (vgl. Unterabschnitt 3.3.3), tri�t nicht vollständig zu. An den im Bild
dargestellten ob eren und unteren Rand rechtwinklig zum Hohlleiter ist die Dissipation erhöht.
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(a) E -Feldverteilung b ei T = 20 ° C (b) E -Feldverteilung b ei T = 1400 ° C

(c) Wärmedissipation
Pdiss b ei T = 20 ° C

(d) Wärmedissipation
Pdiss b ei T = 1400 ° C

Abbildung 4.21: El ektri sche Feldverteilung im Resonator (a, b) und Wärmed issipation im Pro-
b enkörp er aus SiC (c, d) im Fal l A b ei 20 ° C und 1400 ° C.

ZrO 2 (Fall C, D und E) Die Volumenabnahme der teilverdichtete ZrO 2 -Prob e und die damit
verbun dene Verdichtung des Materials au fgru nd des Sintervorgangs wird in mehreren Temp eratur-
Sch ritten (s. Abbildung 3.13) u mgesetzt. Das Ergebni s ist in Abbildung 4.22 dargestellt. Alle
drei Simulationen zeigen zu Beginn des Aufheizvorgangs eine niedrige Mikrowel lenabsorption
des ZrO 2 -Zylinders an, di e ab 300-400 ° C aufgrund des Ansti egs der Permittivität des p orösen
ZrO 2 deutlich zunimmt. Das Maximum der Abs orp tion wird b ei etwa 1000 ° C erreicht. Im Fal l
C erreicht Pmax = 200 W, was einer E�zienz von 100% entspricht. Danach sinkt die Absorpti on
wieder. A nalog zu r S imulation mit SiC reduziert sich die Absorption der Prob e um 15-16%, wenn
die Prob e isoliert wird ( Fal l D ). Die Hybriderwärmung mit Suszeptorsch eib en aus SiC im Fal l
E reduziert di e Mikrowellenabsorption der ZrO 2 -Keramik no chmals. Die SiC-Scheib en tragen
eine �Grundlast� b ei der Absorption von konstant 80-100 W üb er dem Temp eraturb ereich und
b estätigen das Prinzip der Sus zep torh eizung b ei der Mikrowellenerwärmung. So wird die Mikro-
wellen en ergi e üb er den Suszeptor in Form von Wärmestrahlung an das Erwärmungsgut geleitet.
Die Summe aus PZrO 2 + PSusz im Fal l E ergibt in etwa PZrO 2 aus Fal l C .

Abbildung 4.22: Mikrowellenabsorption für Fal l C bis E .
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Die Verteilu ng der elektrischen Feldstärke und der Dissipation im keramischen ZrO 2 -Prob enkörp er
im S zen ario C ist i n Abbildung 4.23 veranschaulicht. Die Abbildung zeigt einen Schnitt durch die
Resonatormitte in der x; y -Eb ene, d.h. in der Draufsicht. Im Temp eraturb ereich 20 ° C bis 1400
° C ändert sich die elektrische Feldausbreitu ng in Prob e und R eson ator (s. Abbildung 4.23a-c) wie
auch die Wärmedissipation innerhalb der Prob e (s. Abbildung 4.23d-f ). Die Wärmedissipation
nimmt mit steigender Temp eratur zu . Gleichzeitig verlagert sich die Erwärmungszone von der
Prob enmitte nach auÿen, so dass ähnlich wie b ei SiC b ei hohen Temp eraturen vor allem der Pro-
b enrand d urch die Mikrowellen erwärmt wird. D ie Annahme, dass die Energieverteilung durch
ein rotationssymmetrisches Mo dell darstellbar ist, tri�t im Fall von ZrO 2 nur b ei b estimmten
Temp eraturen zu. Die Reduktion der th ermischen Si mulation auf ein 2D achsensymmetrisches
Mo dell mit nu r zwei Subvolumina stel lt somit im ungünstigen Fall eine räumliche Vergleich mä-
ÿigung der energetischen Last dar, die nicht der tatsäch lichen Situation entspricht. H ier würde
sich eine Erhöhung der Ob jektzahl anbieten.

(a) E -Feld verteilung b ei T = 20
° C

(b) E -Feld verteilung b ei T = 600
° C

(c) E -Feld verteilung b ei T =
1400 ° C

(d) Wärmedissipation
Pdiss b ei T = 20 ° C

(e) Wärmedissipation
Pdiss b ei T = 600 ° C

(f ) Wärmedissipation
Pdiss b ei T = 1400 ° C

Abbildung 4.23: Fall C: Vertei lung des E-Feld es im Resonator (a-c) u nd der Wärmedissipation
im ZrO 2 -Prob enkörp er (d-f ) als Funktion d er Temp eratur. Schnitteb ene durch
Resonatormitte in der x; y -Eb ene.

Die E -Feldverteilung und Dissipation in Resonator bzw. Keramik-Prob e im Fal l D und E b ei 600
° C ist in Abbildu ng 4.24 als Draufsicht (a, b) und Querschnitt (c, d) dargestellt. Die Keramik-
prob e ist nun von einer thermischen Isolieru ng umgeb en. Im Fal l E b e�nden sich no ch zusätzlich
die zwei Suszep torscheib en ob er- und unterhalb der Prob e. Gegenüb er Fal l C ändert sich di e
Feldausbreitun g. Die SiC-Scheib en, die als o�ene Resonatoren dienen, verändern die Ausbrei-
tung des elektrischen Feldes innerhalb des Resonators und der P rob e eb enfalls, allerdi ngs ist ihr
Ein�uss auf die Prob e geringer als der Ein�uss der Isolierung.
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(a) Fall D: E -Feld b ei T = 600 ° C (xz-
Eb ene)

(b) Fall E: E -Feld b ei T = 600 ° C (xz-
Eb ene)

(c) Fall D: E -Feld b ei T = 600 ° C (yz-
Eb ene)

(d) Fall E: E -Feld b ei T = 600 ° C (yz-
Eb ene)

Abbildung 4.24: Verteilung des E -Feldes in Resonator und ZrO 2 -Prob e fü r Fal l D und E b ei 600
° C im Quer- (a), (b) und Längsschnitt (c), (d).

4.4.2. Simulation des zeitabhängigen Aufheizverhaltens

Die absorb ierte Leistung, d ie aus den ob en b eschrieb enen Simulationen mit Quickwave3D gewon-
nen wurde, wird als skalierbare Gröÿe in die thermische Simulation üb ernommen. Dazu wird die
ob jektb ezogene Absorption P in W auf das jeweilige Volu men normiert, PV; Objekt in W/m ³ , und
in Bezug zu der in den Resonatorquerschnitt eingestrahlten Leistung PA in W/m ² gesetzt. Die

resultierende sp ezi�sche Absorpti on srate
�

PV
PA

�
wurde als Vergleichsgröÿe von [30, 29] eingeführt

und wird hier als Leitgröÿe für den Wärmeeintrag durch Mikrowellen genutzt. Die folgend en Si-
mulationen für das zeitabhängige Erwärmen der P rob e verlaufen von Raumtemp eratur bis 1430
° C ( � T � 1400 K) bzw. von 800 ° C bis 1430 ° C ( � T > 600 K) mit einer anschlieÿenden Halte-
zeit von 50 Minu ten. Die Aufheizkurven folgen vorgegeb enen Heizraten. Bis auf Fal l E werden
sowohl 5 K/min als auch 20 K/min Heizrate verwendet. Ein Regelkreis kontrolli ert die eingesetz-
te Mikrowellenleistung (vgl. Unterabschnitt 3.6.3). Als Regelgröÿe dient die Temp eratur in der
Mitte der Keramikprob e. Für di e Darstellung der Temp eraturverläufe wird die dimensi on slose
Temp eratur � verwendet, die sich aus der Start- und Umgebungstemp eratur T1 , der Zieltem-
p eratur TZiel sowie der mittleren Prob entemp eratur Tm (t) errechnet, d ie durch Integration üb er
das Prob evolumen ermittelt wird:

� =
Tm (t) � T1

TZiel � T1
mit Tm (t) =

�

V
T (t) dV : (4.4)

Die folgenden Diagramme zeigen die Ergebnisse der Temp eraturb erechnung für Fal l A bis E .
Abbildung 4.25 illustriert das Aufheizpro�l im Fal l A . Für diese wie auch alle nachfolgenden
Simu lationen gil t, d as s die jeweils vorgegeb ene Hei zrate mit Hilfe des PID-Reglers eingehalten
werden kann. Da SiC eine hohe Wärmeleitfähigkeit b esitzt, wird eine sehr gute Vergleichmä-
ÿigung der Temp eratur innerh al b der Prob e erzielt, so dass sich auch die in Abbildung 4.25
verwendete mittlere Prob entemp eratur eng an der Solltemp eratur orientiert. Die eingestrahlte
Mikrowellenleistung _QMW steigt während der Erwärmung auf max. 11 kW an. Nach Erreichen
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der Haltetemp eratur tritt eine gedämpfte Schwingung der Mikrowellenleistu ng auf, die durch den
PID-Regelkreis erzeugt wird und zeigt, dass die E instellung der Regelparameter mit zunehmender
Temp eratur und verändertem Systemverhalten nicht ideal is t.

Unters chiede werden b eim Vergleich der Heizraten und Starttemp eraturen deutlich. Bei 20 ° C
Umgebungstemp eratur ist eine Mikrowellenleistung von 11 kW notwen dig, b ei 800 ° C Umge-
bungstemp eratur hingegen 9 kW. Das b edeutet, durch Hybridheizen können in diesem Fall 2
kW bzw. 18% Mikrowellenleistu ng eingespart werden. Für eine energetisch e Gesamtb etrachtun g
muss ergänzend die Leistung für die konventionelle Heizung b erücksichtigt werden. Nach [416,
S. 299] kann der Wärmeverlust von elektrischen Öfen wie folgt abgeschätzt werden:

_QVerlust = 0 :5 � V 2=3T 5=3 (4.5)

Das Volumen V wird in m3 , die Temp eratur in � C angegeb en. Der Wärmeverlust hat die Einheit
W . Für eine Ofentemp eratur von 800 ° C ergib t sich für R2 mit 6.16 L Volumen ein H eizb e-
darf von 1.15 kW fü r die konventionelle Heizung. Somit bleibt ein Nettogewinn von 850 W b ei
Hybridheizung.

Abbildung 4.25: Fal l A : Aufh ei zpro�l e für SiC-Zylind er ( D = H = 48 mm ) ohne thermische
Isolierung.

Bei Fal l B muss aufgrund der thermischen Isolierung d eu tlich weniger Mikrowellenleistung zum
Heizen aufgebracht werden: b ei T1 = 20 � C b eträgt _QMW = 1335 W in der Haltephase, und b ei
800 ° C b eträgt sie 745 W. Die Hybridheizung reduziert die Mi krowellenleistun g um 590 W, die
den Heizb edarf für die konventionelle Heizu ng in diesem Fall nicht komp ensiert.
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Abbildung 4.26: Fal l B : Aufheizpro�le für SiC-Zylinder ( D = H = 48 mm ) mit thermischer
Isolierung.

Mit den nächsten Diagrammen erfolgt der Wechsel von SiC zu ZrO 2 . Der Temp eraturverlauf
des Auf heizvorgangs wird wieder mit Hilfe der dimensionslosen Temp eratur � ( t) dargestellt (s.
Abbildung 4.27). Die ZrO 2 -Prob e weist aufgrund ihrer (anfänglichen) Porosität und im Vergleich
mit s ei ner zu SiC geringeren Wärmelei tfäh igkeit höhere innere Temp eraturdi�erenzen auf. Des-
halb ist der Verlauf der mittl eren dimensionslosen Temp eratur � üb er die Zeit t nicht so linear
wie im Fall von SiC. Mit Beginn der Verdichtung b ei etwa 900 ° C tritt ein Knick im Verlauf von
� auf, der auf die zun ehmende Verdichtung und höhere Wärmeleitung im Inneren hindeutet. Die
Mikrowellenleistung b eträgt für die nicht-isolierte ZrO 2 -Prob e oh ne Hybrid heizung ( T1 = 20 ° C)
etwa 2700 W und mit Hybrid heizung ( T1 = 800 ° C) etwa 2215 W. Die Di�erenz b eträgt 485 W,
welche nicht durch den Heizb edarf für die konventionelle Heizu ng (1.15 kW) komp ensiert wird.

Abbildung 4.27: Fal l C : Zeitlicher Verlauf des Aufheizpro�ls und der Mikrowellen-Heizleistung
für die ZrO 2 -Prob e ohne Isolierung.

Wie zuvor b ei der SiC-Prob e wird eine thermische Isolierung im Fal l D um die ZrO 2 platziert.
Im Vergleich zu SiC kann die Leistungsaufnahme der ZrO 2 -Prob e durch die Isolierung deutlich
gesenkt werden (s. Abbildung 4.28). So b enötigt die Mikrowellenheizung ohn e Hybridheizung
( T1 = 20 ° C) etwa 1000 W, gegenüb er 2700 W fü r die nicht isolierte Prob e im Fal l C . Die
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Leistungsaufnahme mit Hybridheizung ( T1 = 800 ° C) b eträgt 640 W. Die Di�erenz von 360 W
komp ensiert nicht den Heizb edarf für das Hybridheizen (1150 W).

Abbildung 4.28: Fal l D : Zeitlicher Verlauf des Aufheizp ro�ls und der Mikrowellen-Heizleistung
für die ZrO 2 -Prob e mit Isolierung.

Ergänzend zur Isolierung wird im Fal l E innerhalb d er Isolierkammer ob er- un d unterhalb der
Prob e jeweils eine Scheib e aus SiC als Suszeptor und o�ener Resonator vorgesehen. Die thermi-
sche Last wird erhöht. Mit den SiC-Scheib en b e�ndet sich zudem ein guter Mikrowellenabsorb er
im Resonator. Abbildung 4. 29 präsenti ert den Temp eratur- und Leistungsverlauf für den Auf-
heizvorgang (im Fal l E wurde nur mit 5 K/min Heizrate gerechnet). Wie zuvor in Fal l C und
D gibt es einen kleinen Knick in der Aufheizkurve b ei 900 ° C aufgrund der zunehmenden Wär-
meleitfähigkeit innerhalb der Prob e. Die Leistun gs au fnahme b ei T1 = 20 ° C b eträgt 1150 W,
b ei T1 = 800 ° C b eträgt sie 740 W. Die Di�erenz von 310 W kann den Heizb edarf für die
konventionelle Zusatzheizung (1150 W) wiederum nicht ausgleichen .

Abbildung 4.29: Fal l E : Zeitl icher Verlauf des Aufh eizpro�ls und der Mikrowellen-Heizleistung
für die ZrO 2 -Prob e mit Isolierung und o�enem Resonator aus SiC-Suszeptoren.

In Abbildung 4.30 sind die Ergebnisse in Bezug auf di e au fgewendete Heizenergie EMW =
� t?

0 P dt
zusammengefasst, wob ei t? den gesamten Heizvorgang vom Startpunkt bis zur Zi el temp eratur,
einsch lieÿlich Haltezeit umfasst. Die Heizenergie sinkt zum einen mit steigender Heizrate, zum
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anderen zeigen sowohl Isolierung als auch Hybrid heizung eine reduzierende Wirkung auf den
Energieb edarf.

Abbildung 4.30: Vergleich der b enötigten Mikrowellenenergie

Für eine Evalu ierung der E�zienz der Mikrowellenerwärmung wird der zeitlich gemittelte Wir-
kungsgrad h� i der mikrowel len-b eheizten Prob e wi e folgt aus dem Quotienten aus absorbierter
und eingesetzter Mikrowellenenergie errechnet:

h� i =
1
t?

� t?

0 PProbe dt
1
t?

� t?

0 PMW dt
: (4.6)

Tab elle 4.1 stellt die resultierend en Wirkungsgrade zusammen. Bei den nicht-i sol ierten, nicht-
hybri db eheizten Prob en b eträgt der Wirkungsgrad b ei SiC 39-40%, b ei ZrO 2 58-59%. Die konse-
kutive Hybridheizung führt zu einer leichten E�zienzsteigerung sowohl b ei nicht-is ol iertem SiC
als auch b ei ZrO 2 . Nach Isolieren d er Prob en hat die konsekutive Hybridheizung nur geri ngen
steigernden, z.T. sogar retardierenden E�ekt auf den Wirkungsgrad. Der Vergleich von isolierten
und nicht-isolierten Prob en zeigt zudem einen deutlich en Rückgang des Wirkungsgrads b ei Iso-
lation auf, welcher i n Verbindung mit der reduzierten Mikrowellenabsorption in A bbildung 4.20
und Abbi ldung 4.22 zu sehen ist. Im Fal l E mit Isolierung, konsekutiver Hybri d- und Suszeptor-
heizung b eträgt der Wirkungsgrad der Prob enerwärmung nur ein Fünftel bis Viertel des Wir-
kungsgrads der nicht-isolierten Prob e.

Tab elle 4.1: E�zienz h� i der Mikrowellenb eheizung im zei tlichen Mittel b ezogen auf die SiC-
bzw. ZrO 2 -Prob e b ei d en b etrachteten Mo dellvariationen.
Werksto� SiC ZrO 2
Heizrate 5 K /min 20 K/min 5 K/min 20 K/min
Prob e nicht isoliert 39.8% 38.7% 57.9% 58.8%
+kons. Hybridheizung 40.6% 40.1% 66.7% 64.1%
Prob e mit Isolierung 30.4% 34.7% 42.9% 39.0%
+kons. Hybridheizung 33.7% 33.1% 42.1% 39.1%
+Suszeptorheizung � � 15.2% �
+kons. HH. + Suszeptor � � 13.8% �
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Bei der Prozessauslegung sind energiee�ziente Prozesse ein wichtiges Ziel. E in weiteres essen-
tielles Ziel der E rwärmung/Sinterung keramischer Bauteile ist deren Rissfreiheit. Da sch nelle
(Mikrowellen-)Aufheizprozesse zu thermisch ind uzierter Rissbildung aufgrun d von Wärmespan-
nu ngen führen können, vgl . [73], werden nachfolgend die Wärmespannu ngen im Bautei l gemäÿ
den Berechnungsgrundlagen au f Seite 68 als Funktion der Temp eratur untersucht, um die Be-
dingungen zur Vermeidung von Bauteilrissen zu evaluieren.

4.4.3. Berechnung der thermischen Spannungen b eim Mikrowellenerwärmen

Ein wichtiges K riterium für die Rissfreiheit sind Temp eraturgradienten im Bauteil b ei Erwär-
mung. A bbildung 4.31 stellt die zeitlich u nd räumlich durch Integration gemittelten Temp era-
turgradienten für die Fälle A bis E zusammen. Die isolierten Prob en weisen geringere Temp e-
raturgradienten im Vergleich mit den nicht-isolierten Prob en auf. Bei SiC s ind die Temp era-
turgradienten aufgrund der höheren Wärmeleitfähigkeit von SiC im Vergleich zu ZrO 2 deutlich
geringer. Erwartungsgemäÿ steigt b ei den SiC-Prob en mit zunehmender Heizrate der Temp era-
turgradient innerhalb der Prob e, während b eim isolierten ZrO 2 kein nennenswerter Unterschied
in den Temp eraturgradienten b ei 5 K/min und 20 K/min Heizrate festzustellen ist. Die Hybrid-
heizung führt b ei SiC zu höheren Temp eraturgradienten. Dagegen kön nen b ei ZrO 2 niedrigere
Temp eraturgradienten durch Hybridheizen erzielt werden.

Abbildung 4.31: Vergleich der auftretenden mittleren Temp eraturgradienten in d en SiC- und
ZrO 2 -Prob en.

Die Risswahrscheinlich keit soll mit Hilfe des Thermoscho ckparameters Rs abgeschätzt werden.
Die folgenden Berechnungen konzentrieren sich dab ei auf die Fälle C bis E , da die p oröse ZrO 2 -
Keramik, wie ob en gezeigt, die gröÿeren Temp eraturgradienten und damit ein erhöhtes Rissrisiko
aufweist. Im Abschnitt 3.7.2 wurden die mechanischen Eigenschaften von ZrO 2 und der Ei n�uss
der Porosität auf d iese b es chrieb en. Das Risiko für eine Rissin itiierung und -ausbreitung wird
hier üb er den Thermoscho ckparameter Rs [380] abgeschätzt (s. Gleichun g 3.32). Üb erschreitet
die Temp eraturdi�erenz � Tkrit innerhalb des Bauteils den Thermoscho ckparameter Rs , ist Ther-
moscho ck und somit eine Rissbildung wahrschei nlich. Es gilt somit:

Rs

(
> � Tkrit thermoscho ckb eständig

< � Tkrit Thermoscho ckrisiko gegeb en
(4.7)
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Die kritische Temp eraturdi�erenz � Tkrit wird für einen Vollzylinder aus der mittleren Tem-
p eratur Tm und der Ob er�ächentemp eratur Ts an der Stirnseite gebi ldet [381]. Die folgend en
Abbildungen zeigen den Verlauf von Rs und � Tkrit als f (t) während des Erwärmungsvorgangs.
Zu Beginn verläuft Rs b ei allen Simulationsfällen ob erhalb von � Tkrit , weil Elastizitätsmo dul und
Biegefestigkeit im unteren Temp eraturb ereich entsprechend groÿ sind. Mi t zunehmender Tem-
p eratur si nken b eide Materialkennwerte (s. Abb ildung 3.21), wäh rend di e Temp eraturgradienten
im Bauteil steigen.

Der Fal l C wird in Abbildung 4.32 dargestellt. Bei 5 K/min Heizrate und T1 = 20 ° C kreu-
zen sich die b eiden Kurven nach 160 Min. Die Temp eratu r der Prob e b eträgt � 600° C. Im
weiteren Erwärmungsverl au f unterschreitet Rs die kritische Temp eraturdi�erenz, so dass eine
Rissausbildung sehr wahrscheinlich wi rd. Ein ähnlicher Verlauf stellt sich b ei Hybridheizung
mit T1 = 800 ° C ein. Der Zeitpunkt d er Unterschreitung von � Tkrit erfolgt hier b ei 60 Min
( � 900° C). Im Vergleich zu 5 K/min Heizrate ist der Verlauf b ei 20 K/min ungünstiger, d enn Rs
unterschreitet no ch früher � Tkrit . Fal l C , di e Mikrowellen-Erwärmung von ZrO 2 ohne Maÿnah-
men zur Temp eraturhomogenisation, ist somit für das Mikrowellensintern von ZrO 2 ungeeignet.

(a) Au fh eizrate 5 K/min

(b) Aufheizrate 20 K/min

Abbildung 4.32: Vergleich des Temp eraturgradienten � Tkrit und des Thermoscho ckparameters
Rs für Fal l C: zylindrische ZrO 2 -Prob e ohne Isolierung b ei zwei Aufheizraten.

Positi ver fällt das Ergebnis im Fal l D aus (s. Abbildung 4. 33). Bei 5 K/min und T1 = 20 ° C
unters chreitet Rs den Verlauf von � Tkrit erst nach 210 Min ( � 950° C), b ei T1 = 800 ° C nach 80
Min ( � 1250° C). Der Abstand der b eiden Kurven nach der Unterschneidung ist zudem gering,
was auf b eide Heizraten gleichermaÿen zutri�t und das Ergebnis in Abbildung 4.31 b estätigt.
Durch Hybridheizun g kann der Ab stand der Kurven für Rs und � Tkrit no chmals verringert
werden, so dass di e Risswahrscheinlichkeit deutlich geringer wird. Die Isolierung sorgt für eine
Homogenisierung der Temp eraturverteilung und ermöglicht auch höhere Aufheizraten b ei gleicher
Risswah rscheinlichkeit.
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(a) Au fh eizrate 5 K/min

(b) Aufheizrate 20 K/min

Abbildung 4.33: Vergleich des Temp eraturgradienten � Tkrit und des Thermoscho ckparameters
Rs für Fal l D : zylindrische ZrO 2 -Prob e mit thermischer Isolieru ng b ei zwei Auf-
heizraten.

Bei Fal l E ist der Verlauf von Rs und � Tkrit ohne Hybridheizung etwas ungünstiger als im
Fal l D (vgl. Abbildung 4.34 und Abbildung 4. 33). Erst b ei Hybridheizung ( T1 = 800 ° C) bleibt
im Fal l E der Thermoscho ckparameter Rs während des gesamten Heizvorgangs, mit Ausnahme
von ein paar kurzzeitigen regelungsb ed ingten Üb erschwingern zwischen 120 und 140 min, knapp
ob erhalb der Rissschwelle � Tkrit .

Abbildung 4.34: Vergleich des Temp eraturgradienten � Tkrit und des Thermoscho ckparameters
Rs für Fal l E : zylindrische ZrO 2 -Prob e mit thermischer Isolierung und SiC-
Suszeptoren b ei einer Aufheizrate von 5 K/min.

Die vorgestellten Ergebnisse stellen eine Möglichkeit für eine Abschätzun g der Wärmespannu ngen
im Bauteil dar. Mit Hilfe der numerischen Simulation ist es möglich, die Spannungsb erechnung
in die mu ltiphysikalische Berechnung einzub eziehen, um zu einer detaillierten, ortsaufgelösten
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Spannungsverteilung im Bauteil zu kommen.

4.4.4. Temp eraturverteilung und Wärmeströme

Nach Betrachtung der globalen Kennwerte der Mikrowellenerwärmun g soll abschlieÿend ein Blick
auf die ortsaufgelöste Wärme- und Temp eraturverteilung geworfen werden. Die Wech selwirkun-
gen der Wärmeströme werden exemplarisch für Fal l D und E (Heizrate 5 K/min, T1 = 20 ° C)
veranschaulicht, um das Wi rken d es Mo dells zu verdeutlichen.

Abbildung 4.35 zeigt eine Serie der lokalen Temp eraturverteilung für Fal l D in 40 Minuten-
Sch ritten, wob ei der letzte Zeitschritt um 10 Minuten vorgezogen wurde ( t = 270 min ), um den
Temp eraturschwingungen des Reglers auszuweichen. Die Diagramme zeigen durch die Farbge-
bung die l okale Temp eratur, die Pfeile zeigen die Strömungsgeschwi ndigkeit in der umgeb enden
Luft an. Au s d er Bi lderserie wird zunächst der volumetrische Energieeintrag der Mikrowellen-
strahlung in die Prob e deutlich. Mit steigender Prob entemp eratur verlagert sich die Dissipati-
onszone von der Mitte gleichmäÿig auf die gesamte Prob e ( t = 240 Min : ). Mit Annäherung an
die Zieltemp eratur b ei t � 270 min erfolgt eine verstärkte Erwärmung der Prob enseite.

Abbildung 4.35: Temp eraturverteilung in ° C (gekennzeichnet d urch Farbskala) und Luftb ewe-
gung (gekennzeichnet durch Vektorpfeile) innerhalb des Isolier-Caskets fü r Fal l
D b ei T1 = 20 ° C und 5 K/min Au fheizrate in Zeitschritten von 40 Minuten.

Die Isolierung wird vor allem du rch die von der Prob e abgegeb ene Wärme geheizt. Zu Beginn
des Aufheizprozesses ( t = 40 : : : 120 Min: ) wird die Verlustwärme der Prob e vor allem durch freie
Konvektion und Wärmeleitung der umgeb enden Luft abtransp ortiert. Bei 240 mi n hat die Tem-
p eratur der Prob enob er�äche mehr als 1000 ° C erreicht. Die Wärmestrahlung n immt nun einen
üb erwiegendenden Anteil b ei der Wärmeabgab e der Prob e ein. Dab ei sch rumpft d ie Prob e durch
die Verdichtung des ZrO 2 und die Wärmeleitfähigkeit in der Prob e steigt (s. Abbildung 4.36).
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Abbildung 4.36: Ab hängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von der zunehmenden Dichte des ZrO 2

während der Sinterung.

Durch di e Volumenabnahme der Prob e während des Sinterns wird die wärmeüb ertragende Flä-
che nach auÿen kleiner. Dadu rch kann die ZrO 2 -Prob e den Wärmeverlust b egrenzen und die
innere Wärme b esser vergleichmäÿigen, wo durch die Abnahme von � Tkrit nach Erreichen eines
Maximums in Abbildung 4.33 und Abbildung 4.34 erklärbar wird. Zur Verdeutlichung der loka-
len dissipierten Mikrowellenleistung stellt Abbildung 4.37 in glei cher zeitlicher Rei hung wie ob en
den Verlauf der Absorption dar. Die Farb co di eru ng kennzeichnet die Intensität der di ssipierten,
volumensp ezi�sch en Mikrowel lenleistung PV , die Pfeile zeigen Inten sität und Richtung des Ge-
samtwärme�usses _Q an. Das D iagramm rechts unten verdeutlicht die Aufteilung der absorbierten
Leistung auf ZrO 2 -Prob e (rot) und Isolierung (gelb e Linie). Die h ellrote Fläch e kennzeichnet d en
in der Prob enmitte ab sorb ierten Anteil der Mikrowellenleistung.

Abbildung 4.37: Wärmedissip ation durch Mikrowellenstrahlung in W/m ³ und Gesamtwärme-
strom (Vektorpfeile) innerhalb des Isolier-Caskets für Fal l D b ei T1 = 20 ° C
und 5 K/min Aufheizrate in Zeitschritten von 40 Minuten.
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Etwas anders stellt sich die Temp eratur- und Wärmevertei lung im Fal l E dar. Im Unterschied
zu den vorangegangenen Fällen werd en d ie Mo dell-Ob jekte in weitere Su bvolumina unterteilt.
Die ZrO 2 -Prob e b esteht nun aus vier Subvolumen (ob en, Mitte, unten, auÿen) anstelle von zuvor
zwei (Mitte u nd Zylindermantel). Jedem Subvolumen wird ein sp ezi�scher temp eraturabhängiger

Absorptionsterm
�

PV
PA

�

i
zugewiesen. Neb en der ZrO 2 -Prob e b e�nden sich zwei SiC-Suszep toren

ob er- und unterhalb der Prob e, die eb enfall s ein en Teil der zur Verfügung stehenden Mikrowel-
lenleistung absorbieren. Die ZrO 2 -Prob e wird auf einen kleinen So ckel aus Isoliermaterial mittig
zwischen die Suszeptorscheib en platziert. Das Zusammenspiel von Suszeptoren und Prob e wird in
Abbildung 4.38 deutlich. Zu Beginn der Erwärmu ng werden vor all em die SiC-Suszeptoren durch
Mikrowellen erwärmt. Von dort wird ein Teil der Wärme ü b er Konvektion im Innenraum des Cas-
ket verteilt. Die Strahlung sp ielt in diesem Temp eraturb ereich (< 300 ° C) eine untergeordnete
Rolle. Nach 80 mi n hat sich eine relativ gleichmäÿige Temp eraturverteilung zwischen Suszepto-
ren und Prob e ei ngestellt. Die Prob entemp eratur liegt zwi schen 400-500 ° C, und die ZrO 2 -Prob e
absorbiert ihrerseits verstärkt Mikrowellenleistung (vgl. Abbildung 4.22), so dass zwischen 120
und 200 min ein Absorptionsmaximum b ei der ZrO 2 -Prob e vorliegt. Ab t = 240 min vergleich-
mäÿigt sich das Temp eraturfeld innerhalb des Caskets und die Wärmestrahlun g nimmt wieder
eine dominierende Rolle b ei m Wärmetransfer ein. Das Temp eraturdiagramm rechts unten ver-
deutlicht, d ass die ZrO 2 -Prob e ab d er 60. Minute wärmer ist als die U mgeb ung, und unterstreicht
den hybriden Charakter der Erwärmung.

Abbildung 4.38: Temp eraturverteilung in ° C (gekennzeichnet d urch Farbskala) und Luftb ewe-
gung (gekennzeichnet durch Vektorpfeile) innerhalb des Isolier-Caskets fü r Fal l
E b ei T1 = 20 ° C und 5 K/min Auf heizrate in Zeitschritten von 40 Minuten.

Die Verteilu ng der Wärmedissipation und d ie Wärmestromrichtun g für Fal l E wird in A bbildung 4.39
dargestellt. Zu allen Zeitpunkten absorbieren d ie Suszeptoren die meiste Mikrowellenen ergi e. Die
ZrO 2 -Prob e kopp elt ab 120 Minuten ( � 450° C) erkennbar an. Der Schwerpunkt der Absorption
liegt d ab ei zunächst in der Prob enmitte und verschiebt sich mit zunehmender Temp eratur nach
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auÿen, bis b ei Erreichen der Zieltemp eratur ( TZiel � 1420° C, t = 280 min ) fast ausschlieÿlich
der äuÿere Mantelb ereich der Prob e b eheizt wird. Im Vergleich zu Fal l D zeigt die Wärmeab-
sorption an den Grenz�ächen zwischen den Su bvolumina der Prob e diskontinuierliche Üb ergänge
b ei der Dis sipation, die sich allerdin gs nicht im Temp eraturbild widerspiegeln. Das Diagramm
rechts unten in Abbildung 4.39 zeigt, dass die S uszeptoren üb er den gesamten Aufhei zvorgang
nahezu konstant 50% der Mikrowellenenergie als eine Art �Grundlast� aufnehmen und wieder
abgeb en. Üb er Konvektion und Strahlung wird di e Wärme im Innenraum verteilt. Der Ein�uss
der Strahlung ist in diesem Fall nicht so gut sichtbar, da die Absorption der Suszeptoren die-
se in den Hintergrund treten lässt. Der Vergleich der Absorption von Suszeptor und Prob e in
Abbildung 4.38 und Abbildung 4.39 verd eutlicht den Ei n�uss der Wärmeleitfähi gkeit. D ie SiC-
Suszeptoren weisen eine nahezu homogene Temp eratur- un d Wärmeverteilung au s, die durch die
hohe Wärmeleitfähigkeit des SiC b edingt ist. Sie trägt zur Homogenisierun g der Temp eraturver-
teilung im Inneren des Isolier-Caskets b ei. Im Vergleich zur ZrO 2 -Prob e bilden sich dort deutlich
geringere Temp eraturgradienten aus, wie in Abbild ung 4.38 zu sehen.

Abbildung 4.39: Wärmedissip ation durch Mikrowellenstrahlung in W/m ³ und Gesamtwärme-
strom (Vektorpfeile) innerhalb des Isolier-Caskets für Fal l E b ei T1 = 20 ° C
und 5 K/min Aufheizrate in Zeitschritten von 40 Minuten.

Damit i st die Ergebnisdarstellung abgeschlossen. Im nächsten Kapitel werden die b eschrieb enen
Ergebnisse und weitere Zusammenhän ge diskutiert.
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5. Diskussion

Nachfolgend werden die analytisch wie numerisch ermittelten Ergebniss e zur Mikrowellenabsorp-
tion diskutiert und verglichen. Dab ei soll untersucht werden, welchen Ein�üssen di e Mikrowel-
lenabsorption im Fern feld und im geschlossenen Resonator unterliegt. Die daraus ab gel ei teten
Erkenntnisse �ieÿen in di e Simulation des A ufheizvorgangs keramischer Prob en ein. Die Bewer-
tung hinsi chtlich des energetischen Wirkungsgrads und der Wärmespannungen erfolgt auf Basis
dieser Berechnungen.

5.1. Kategorisierung des Mikrowellenabsorptionverhaltens von
Dielektrika

Für die Anwendung d er analytischen Lösung der Maxwell-Gleichungen nach Mie wurde der
Bhmie -Co de au s [16, 282] in die Sprache R p ortiert, mo di�ziert und zur Berechnung der Ab-
sorptionse�zienz Qabs im Fernfeld angewendet. Dazu wurden aus Literaturdaten temp eratur-
und teilweise auch frequenzabhängige komplexe Permittivitätswerte für ausgewählte Materialien
zusammengestellt und die Absorptionse�zien z Qabs für homogene, isotrop e kugelförmige Ob jekte
üb er einen weiten Volumen- bzw. Radi enb ereich b ei Bestrahlung mit Mikrowellen ermi ttel t.

Die in Abschnitt 4.2 vorgestellten Ergebnisse von Berech nungen mittels der Mie-Metho de kön nen
zunächs t hinsichtlich einer Kategorisierung des Ab sorp tionsverhaltens verschi edener Materiali-
en b ei einer konstant gehaltenen Wellenlänge der Mikrowell enstrahlung (2.45 GHz) analysiert
werden. Die in Abbildung 4.10 dargestellten Absorptionskurven zeigen zu nächst den wohlb e-
kannten Zusammenhang einer zunehmenden Mikrowellenabsorption mit zunehmendem tan ( � )
(jeweils Kurven e bis a) für Materialien mit stark unterschiedlichem Realteil der Permitti vität
für Prob enabmessungen, die um fünf Zehnerp otenzen variieren.

Eine qualitative Bewertun g des Absorptionsverhaltens ein es Materials unabhängig von der Bau-
teilgröÿe kann mi t Hil fe der in Gleichung 4.2 und Gleichung 4.3 eingeführten Kennwerte �	 und
�Qabs z.B. b ei steigender Temp eratur o der zunehmender Dichte vorgenommen werden. So ist z.B.
die Lage für die untersuchten Materialien Al 2 O 3 , ZrO 2 (dicht und mit Sinterschrumpfung) und
SiC im �Qabs, tan ( � ) - und �	 , tan ( � ) -Diagramm in Abbildung 5.1 dargestel lt.
Damit ist ersichtlich, dass b ei ZrO 2 das Auftreten von Resonan zen b ei n iedrigen Temp eraturen
ausgeprägt ist, und damit ein groÿer Ein�uss der Bauteilgröÿe gegeb en ist. Ab 600 ° C ist dage-
gen von einer weitgehend stabilen, gröÿenun abhängigen Absorption auszugehen. Das p otenzielle
Absorptionsverhalten von ZrO 2 ist b ei niedrigen Temp eraturen gering, steigt b ei 600 ° C b ereits
auf sehr hoh e Werte an und si nkt üb er 1000 ° C etwas ab. Die p oröse ZrO 2 -Sinterprob e absorbiert
die Wärme sogar b esser als die dichte ZrO 2 -Prob e. Beide Kurven tre�en sich dann b ei etwa 1200
° C. Bei Al 2 O 3 ist die p otenzielle Resonanzneigung im unteren bis mittleren Temp eraturb ereich
mo derat ho ch und fällt zu höheren Temp eraturen ab. Die Absorption liegt b ei niedrigen Temp e-
raturen b ereits in ei nem mo deraten Bereich und steigt mit zunehmender Temp eratur weiter an.
SiC dagegen b esitzt keine Resonanzneigung im untersuchten Bereich. Das Absorptionsverhalten
ist mo derat mit leicht fallender Tendenz zu hohen Temp eraturen.

Die Berechnungen mittels Mie-Metho de ermöglichen ferner die Formulierung einer auf 1 nor-
mierten Kennzahl n? , die nur materialsp ezi�sche Eigenschaften enthält und aus dem komplexen
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(a) �Qabs , tan ( � ) -Diagramm (b) �	 , tan ( � ) -Diagramm

Abbildung 5.1: K ategorisieru ng des Absorptions- und Resonanzverhaltens der Mo d ellmaterialien
b ei Mikrowellenerwärmun g b ei 2.45 GHz mittels der Kennzahl �Qabs und �	 als
Funktion von tan ( � ) .

Brechungsindex mit dem Realteil n und dem Imaginärteil � abgeleitet ist, wie in Gl ei chung 5.1
gezeigt:

n? =
n � �
n + �

: (5.1)

In Kombination dieser Kennzahl mit dem Mie-Faktor xM ist es nu n möglich, die Sensitivität der
Mikrowellenabsorption hinsichtlich einer Änderung der geometrischen Abmessungen des Prob en-
körp ers zu b eurteilen. Gewünscht sind A ussagen darüb er, ob di e Prob e Abmessungen aufweist,
die im Bereich von Absorptionsresonanzen liegen und daher selbst geringe Änderungen der Pro-
b enabmessungen eine starke Aus wirku ng auf die Höhe der Mikrowellenabsorption hab en o der
ob die Prob enabmessungen in einem Bereich liegen, der zwar nur eine mo derate ab er d af ür
von Geometrieänderungen unabhängige Absorption ermöglicht. Di e schematische Auftragung
der Kennzahl 1 � n? gegen xM ist in Abbil dung 5.2 gezeigt. Als umgeb endes Medium wird Luf t
angenommen, di e verlustfrei ist ( "̂ r = 1 , n̂ = 1 ). Der Werteb ereich von 1 � n? liegt zwischen 0
und 1, wob ei di e untere Grenze die Schnittstelle zu nicht-absorbierenden Materialien, die ob ere
Grenze die zu re�ektierenden Materiali en bildet. Ähnliche K ategorien sind für optische Anwen -
dungen aus der Literatur b ekannt [22, S. 131 �.]. Bei 2.45 GHz steigt die Absorption von kleinen
zu mittleren Radien an, bis im Gröÿenb ereich 3 bis 10 mm ( 0:1 < x Mie < 1) ein erstes Maximum
erreicht wird. Je nach Permittivität des Materials bricht der Verlauf von Qabs danach in starke
Resonanzen auf, wie z.B. b ei Wasser, Al 2 O 3 o der ZrO 2 , o der fällt stetig, mi t glattem Verlauf zu
hohen Radien ab wie b ei SiC. Dieser Resonanzb ereich wird auch Mie-Bereich genannt, und stellt
den Üb ergang zwischen Rayleigh-Bereich und geometrischer Optik dar.

Das Auftreten von starken Resonanzen ist mit steigenden "0
r -Werten zu erwarten. Ein A nstieg

von "0
r kann b ei keramischen Materialien mit ansteigender Temp eratur erfolgen, währen d "0

r b ei
Wasser b ei spielsweise mit steigend er Temp eratur abnimmt. Bereits im B erei ch 3 bis 10 mm Pro-
b enabmessung ( 0:1 < x Mie < 1) muss b ei "0

r � 5 mit dem Auftreten von Resonanzen gerechnet
werden. Bei gegeb enen "0

r -Wert tritt resonante Absorption verstärkt mit fallendem tan ( � ) auf.
Das Verschwinden der Resonanzen ist b ei Prob engröÿen zu erwarten, b ei denen die Wellenlänge
der verwendeten Strahlung klein gegenüb er d en geometrischen Abmessungen der Körp er ist, so
dass die Gesetzte für Absorption, Beugung und Re�exion gemäÿ geometrischer Optik gelten. Die
Einführung einer solchen Konstante erfolgt in Anlehnung an van d e Hulsts m; x -Diagramm für

106
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nicht-absorbierende Partikel im Bereich sichtbaren Lichts [22, S. 132-133]. Das Absorptionsver-
halten lässt sich in folgende Kategori en einteilen:
� xM � 1: Rayleigh- Bereich, Absorption sehr gering, Qabs / ! bzw. als Potenzgesetz Qabs /

r 1+ i mit i > 0
� 0:1 < x M < 10: Mie-Bereich, Absorption unterliegt R es on an zen, Qabs nach Mie-Theorie
� xM � 1: Bereich der geometrisch en Optik, b ei schwachen Absorb ern Qabs / r
� 1 � n? ! 1: metallische Materialien, Well e wird re�ektiert bzw. gestreut, Qabs ! 0
� 1 � n? ! 0: transparente Materialien/Vakuum, Qabs ! 0

Der Anwendungsb ereich der hier vorgestellten Diagramme zur Kategorisierung des p otenziellen
Absorptions- und Resonanzverhaltens liegt b ei Ob jekten un d Bauteilen, deren Asp ektverhältnis
� 1 b eträgt. Aufgrund der Erkenntnisse aus Unterabschnitt 4.3.2 sind n eb en kugelförmigen auch
gleichs ei tige zylind rische o d er quaderförmige Bauteile b eurteilbar. Weiterhin nimmt auch d er
Applikator Ein�uss auf die A bsorption, wie nachfolgend diskutiert wird.

Abbildung 5.2: E inteilung d es Absorptionsverhalten s b ei Mikrowellenerwärmu ng keramischer
Prob en b ei 2.45 GHz al s Funktion des Mie-Faktors xM .

5.2. Untersuchung der Mikrowellenabsorption in geschlos senen
Resonatoren

Bei 2.45 GHz in Luft umfasst der Mie-Bereich kugelförmige Ob jekte mit einem Durchmesser von
5 bis 500 mm. Für technisch e Mikrowellenanwend ungen ist das, nach eigener Erfahrung, ein ty-
pisch er Gröÿenb ereich für mit Mikrowell en geheizte Güter. Die Untersuchungen in A bschnitt 4.2
zeigen, dass sowoh l eine Temp eratur- als auch Gröÿen- bzw. Dichteänderung das Absorption s-
und Resonanzverhalten b eein�usst. Aus dieser Erkenntnis heraus wurde mit Hilfe numerischer Si-
mulation eine Üb ertragung dieser Ein�ussfaktoren au f geschlossene Resonatorsysteme vorgenom-
men, um eine Multiphysik-Si mulation der Sinterung eines keramischen Bauteils unter Einb ezie-
hu ng der Sinterschrumpfung zu entwickeln. Als Vergleichsgröÿe wurde die in [30, 29] eingeführte
sp ezi�sche Absorptionsrate PV

PA
ausgewählt, die d ie ob jektb ezogene, volumetrische Mikrowellen-

absorption PV zu der in einen Wirkungsquerschnitt eingesp eisten Mikrowellenleistung PA in
Relation setzt.
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Für die numerische Mikrowellens imulation stehen verschiedene numerische Metho den zu r Ver-
fügung, darunter die Finite-E lemente Metho de (FEM) und die Finite-Di�erenzen-Metho de im
Zeitb ereich (FDTD). Ein Vergleich der Metho den �ndet sich in Unterabsch nitt 3.2.2. Hier wur-
de d ie FDTD-Metho de für die Mikrowellenb erechnung gewählt. Die Stabilität wird durch die
Courant-Bed ingung sichergestellt. Dazu muss die Netzgröÿe sinnvoll gewählt sein (Nyquist-
Grenze: � z < � =2); dann können exp onentiell wachsende Instabilitäten weitgehend vermieden
werden [285, S. 69]. Denno ch sind Instabil itäten möglich, deren Ursache in linear anwachsen den
Mo den liegt, die durch kleine Störungen wie Rundungsfehler durch Anwenden des magischen
Zeitsch ritts nach Yee [417] o der ungünstige Randb edingungen hervorgerufen werden [ 285, S.
71]. Der Rechenaufwand ist b ei der FDTD b ei N 3 Zellen prop ortional zu N 4 . Der Rechenauf-
wand orientiert sich also an der Mo dellgröÿe und ist gut vorhersehbar. Auÿerdem erfordert die
FDTD weni ger Sp eich erplatz. Die simultane Frequenzbandb erechnung ist ein weiteres Merkmal
der FDTD und erlaubt, das Frequenzverhalten von Resonatoren in einem Simulationsschritt zu
unters uchen. Die Konvergenz im stationären Zustand i st abhängig vom Q -Faktor. Mit sinkendem
Q -Faktor, d.h. zunehmender elektromagnetischer Last, steigt die Rechenzeit. Einschränkungen
b estehen n ach wie vor b ei der Multiphysik-Funktionalität von kommerzieller F DTD-Software.
Zwar bieten Quickwave3D © o der CST MWS © inzwischen Mo dule zur thermischen Berechnung
an, allerdings ist es mit di es en z.B. nicht mögl ich die Wärmeüb ertragung durch Wärmestrah-
lung, die für Ho chtemp eraturp rozesse entscheidend ist, zu b erechnen. N achteilig ist b ei der FDTD
zudem die un�exible Vernetzung [285].

Den ersten Teil der numerischen Mikrowellen-Berechnungen bildet ein Vergleich zwi schen ana-
lytischer Berechnun g nach der Mie-Theorie und numerischen FDTD- Berechnun gen zur Prüfung
der Genauigkeit der b erechneten dissip ierten Leistu ng. Dazu wird die Energieabsorption von
Wasser- und SiC-Ku gel n mit Durchmessern im Bereich von 2 mm bis 100 mm b ei 2.45 GHz
simul iert. D er Vergleich zwischen Mie-Lösung und FDTD-Simu lation zeigt eine gute Üb erein-
stimmun g zwischen analytischer und numerischer Lösung üb er einen weiten Gröÿenb ereich der
kugelförmigen Ob jekte. Die mittlere prozentuale Abweichung b eträgt hier 6-18%. Eine äh nliche
o der teils b essere Üb ereinstimmung von analytischer und FDTD-Lösung wird auch in [418] und
[419] b erichtet.

Die folgende numerische Berechnun g zur gröÿenabhängigen Absorption von Einzelkörp ern in ge-
schlossen en Resonatoren zeigt, dass die Absorption nicht linear mit steigen der Querschni tts�äche
skaliert, wie der sp ezi�sche Absorptionsterm PV

PA
suggerieren könnte. Au fgrund ihrer Sp ei cher-

fähigkeit für elektromagnetische Energie bzw. ihrer jeweiligen Güte i st di e Ab sorption in den
untersuchten Resonatoren höher als unter Freifeld-Bedingungen. Durch Re�ektionen und Inter-
ferenzen innerhalb des Resonators verstärkt sich die Absorption des Ob j ekts. Das E rgeb nis der
nu meri schen B erechnungen an Einzelob jekten zeigt, dass die Absorption in geschlossenen Resona-
toren b ezüglich der P rob engröÿe ein em ähnlichen Resonanzverhalten unterliegt wie im Fernfeld.
Allerdings zeigen die Resonatoren unterschiedliche Absorptionsverläufe aufrund unterschiedlicher
Mo denanregung im Applikator (s. Abb ildung 4.14), b ei denen nicht immer jede Prob enresonanz,
die in der Mi e- Berechnun g auftritt, im geschlossenen Applikator hervortritt. Die Resonanzen
in den Prob ekörp ern entsteh en durch konstruktive Interferenzen der im Ob jekt eindringenden
elektromagnetischen Welle [407, 408]. Die Gröÿe der Prob e steht dab ei im Z usammen hang mit
der Wellenlänge � Medium im Med ium, der Eindringtiefe � p der Strahlung und der res on anten
Länge L der Prob en, s. z.B. [19]. Die Ergebnisse zeigen (s. Abbil dung 5.4), dass mi t zunehmen-
der Prob engröÿe sich die Absorpti on srate der maxi mal möglichen Absorption annähert. Im in
Abbildung 5.3 vorgestellten Fall kann die Prob e aus Wasser ab einem Radius von 25 mm nahezu
100% der angeb otenen Mikrowellenleistung in Wärme umwandeln. Bei einem Radi us kleiner 5
mm hingegen entfernt sich die Absorptionsku rve deutl ich von d er maximalen Absorption.

Aufgrund ihrer unterschiedlichen Geometrien treten Veränderungen b ei den Resonanzenb edin-
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5.3 Transiente Simulation von Mikrowellen-Erwärmu ngsprozessen

Abbildung 5.3: Vergleich zwischen der volumensp ezi�schen Absorption von Kugeln aus Wasser
im Fernfeld, b erechnet nach Mie, und im geschlossenen Resonator R2, simuliert
mit FDTD.

gungen in den Applikatoren auf. 1 Bei Resonator R1, der als Mon omo den-Resonator die geringste
Mo den-Variabilität aufweist, erfolgt scheinbar ein Üb ergang von einer TE 103 zu TE 102 -Mo de
b ei steigendem Prob enradius R . Gut erkennbar ist in Abbildung 5.4 (ob en) die Mo denan regu ng
innerhalb der P rob e, deren Ord nung mit steigendem Durchmesser zunimmt. Besonders stark
ausgeprägte Resonanzen der elektrischen Feldverteilung wie b ei R ’ 10 mm o der R ’ 24 mm
fallen mit Maxima der sp ezi�schen Absorptionsrate

�
PV
PA

�
in Abbildung 4.14 zusammen.

Im Vergleich zu R1 ändert sich das Resonanzverhalten des Resonators R4 no ch deutlicher mit
zunehmendem Prob enradius , wie in Abbild ung 5.4 (unten) gezeigt. Auch hier bilden sich Reso-
nanzen in der Prob e aus, die mit denen des Resonators wech selwirken. Mit zunehmender Prob en-
gröÿe bildet sich ei n anderes E -Feldmuster in nerhalb des Resonators R4 aus. Die Wechselwirkung
zwischen den Resonanzen der Prob e und des App likators ist somit mitentscheidend üb er die Ef-
�zienz der Mikrowell enabsorption und der Wärmegenerierung mittels Mikrowellenstrahlu ng. Die
umfassende Auslegung von Mikrowellenapplikator soll hier nicht Gegenstand der Untersuchungen
sein, da der Fokus der Arb eit auf der Prozessentwicklung b ei der Mikrowellenerwärmu ng liegt.
Deswegen wird für die Applikatorauslegung auf weiterfüh ren de Literatur verwiesen, z.B. [18, 45].

Es b esteht eine komplexe Wechselwirkung zwischen dem dielektrischen Ob jekt und dem Hohl-
raum-Resonator. N eb en der Än derung der Permittivität kann auch die Änderung der Prob en-
o der Resonatorgeometrie eine deutliche Veränderung der Resonanzsituation fü r das Ob jekt b e-
wirken [420]. Die Mo dellierung, Berechnung und Optimierung der Mikrowellenabsorption wie z.B.
b ei der Mikrowellensinterung kerami scher Werksto�e in geschlossenen Resonatoren ist daher auf
nu meri sche Verfahren angewiesen [421].

5.3. Transiente Simulation von Mikrowellen-Erwärmungsprozessen

Für die verfahren stechnisch e Auslegung von Mikrowellenerwärmungsprozessen ist, wie ob en dar-
gelegt, die nu meris che Simulation ein unverzichtbares Werkzeug. Die kombinierte Berechnung
transienter elektromagnetischer Feldausbreitung und Energiedissip ati on s owie Temp eraturfel-
dern erfordert eine Kopplung unterschiedlicher mathemati scher Solver (vgl. Ab schnitt 3.6). In
der vorliegend en Arb eit wird d ie FDTD-Metho de für di e elektromagnetische und die FEM für die
thermisch e Simulation genutzt. Die Kopplung zwischen b eiden Berechnungen erfolgt nach dem
in Abschnitt 3.6 entwickelten eigenen Ansatz einer �seriellen� Verschaltu ng von Mikrowellen- und

1 Die Reson an zfrequ enzen kön nen z.B. mit Hilfe der frequ enzabhängigen Re�ektion im jS11j -Diagramm b estimmt
werd en.
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(a) Resonator R1

(b) Resonator R4

Abbildung 5.4: Mo denausbreitung im Resonator R1 und R4: E -Feldverteilung in der Draufsicht
b ei steigendem Prob endurchmesser (Material Wasser). Skalierung des elektri-
schen Feldes erfolgt nach jeweiligem Maximalwert.

thermisch er S imulation, b ei dem zunächst die Mikrowellenabsorption eines o der mehrerer Ob jek-
te in einer festgelegten räumlichen A nordnung in meh reren Temp eratu rschritten b erechnet wird .
Anschlieÿend wi rd das Ergebnis in Form von Ob jekt- bzw. Teilvolumina-b ezogenen A bsorptions-
raten als Funktion der Temp eratur als Quellterm in die thermische Simulation ü b ertragen. In der
Literatur b eschrieb ene Verfahren üb ergeb en i hre Ergebnisse in fortlaufender zeitlicher Folge in
einer geschlossenen Feedback-Sch leife zwi schen elektromagnetischer und thermischer Simulation,
bis das gewüns chte Ergebnis erzielt wird (s. Üb ersicht in [284]). Zur Unterscheidung wird dieses
Verfahren als �sequen ziell� b ezeichnet.

Neb en den ob en b eschrieb enen E in�ussfaktoren auf die Mikrowellenabsorp tion hab en auch An-
zahl und räumliche Anordnung der Prob en einen Ein�uss auf das Ergebni s, wie b eispielsweise in
[343, 422, 338] diskutiert. Hinzu kommt das Ofeninventar b estehend aus Isolierung, Suszeptoren
etc. Die Mikrowellenerwärmung von Bauteilen ist zusammenfassend eine Funktion von:

� Resonatorgeometrie un d Hohlleiterp osition und -orientierung

� Ob jektgeometrie und -p osition

� Permittivität als Funktion von Temp eratur und D ichte

� Ofeninventar wie z.B. thermischer Isolierung, Suszeptor-Aufbauten etc.

Für die Berechnung des Aufheiz- und Schru mp fungsverhaltens keramischer Prob en wird das Pro-
b evolumen gemäÿ seiner Sinterkurve in der Mikrowellen- als auch in der thermischen Simulation
in Abhängigkeit der Temp eratur verkleinert und die Dichte bzw. Permittivität der Prob e ent-
sprech en d angepasst. Dieses Vorgehen erfordert von der thermischen Simulation eb enfall s eine
Aufteilung des Aufheizvorgangs i n entsprechende Temp eraturschritte (s. Abbildung 3.13), um die
Prob engröÿe zu verändern. Die Umsetzung eines kontinuierlich schrumpfenden Volumens wäh-
rend der S imulation ist auf Nachfrage b ei Comsol Multiphysics theoretisch möglich, erfordert
ab er einen hohen Aufwand z.B. durch Anwendung relativ neuer adaptiver Mesh-Metho den [423].
Um eine b essere Kontrolle üb er die Berechnung zu hab en , �el die Entscheidung zugunsten der
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schrittweisen Gröÿenanpassung. Die Vorteile des entwi ckelten �seriellen� Kopplun gs verfahrens
zwischen Mikrowellen- u nd thermischer Simulation lassen sich wie folgt zusammenfassen:

� Gute Kontrolle üb er die Ergebnisse b ei der Mikrowellenabsorption, so dass eine frühzeitige
Bewertun g des Erwärmungsverhaltens möglich ist, um eine Prozess- o der Ofen an passung
zu ermögli chen.

� Änderungen des Ob jektvolumens können durch schrittweises Anpassen der Ob jektgröÿe
b erücksichtigt werden.

� Keine Dateninterp olation zwischen d en verschiedenen Meshformen von FDTD und FEM
b ei der Üb ergab e notwendig, da die Wärmeinformation volumen- und nicht punktweise
üb ergeb en wird.

� Aufbauend au f einer Mikrowellensimulation können mehrere Temp eraturb erechnungen mit
verschiedenen Randb edingungen wie z.B. untersch iedlichen Heizraten, Ziel- o d er Umgebungs-
temp eraturen durchgeführt werden.

� Die thermische S imulation kann um weitere Physikmo dule erweitert werden, wie z.B. me-
chanis che Spannun gsb erech nung, Sto�transp ortprozesse o der die Konvektion in der Gas-
phase.

Die Nachteile d es �seriellen� Ansatzes zur Kopplung von Mikrowellen- und thermischer Simu lation
sind:

� Die ob jektb ezogene Au�ösun g der Energiedissipation liefert b ei einer geringen Anzahl von
Volumenelementen eine eingeschränkte Genauigkeit b ei der lokalen Wärmedissipation. Da-
durch sind lokale E�ekte wie Erwärmung au fgru nd des S ki n-E�ekts, Hot sp ots o der Ther-
mal Run away nu r im Trend erfassbar. Eine Verb esserung ist durch Unterteilung in weitere
Teilob j ekte möglich.

� Die serielle Kopplung ist nur für ortsunveränderliche Ob jekte geeignet. Tritt eine Ortsän-
derung eines Ob jektes o der eine Bewegung inn erhalb eines Ob jektes auf, ist die �serielle�,
nicht-synchrone Koppl ung nicht in der Lage, diese abzubilden.

Umgehen lassen sich die genannten Einschränkun gen teilweise du rch elementweise Üb ergab e der
Informationen, wie sie z.B. b ei ein er software-intern en Kopplung der elektromagnetischen un d
thermisch en Berechnungen in kommerzieller Simulationssoftware möglich ist. Die Herausforde-
rungen b estehen bislang in der Integration unterschiedlicher Solver und die damit verbunden en
Konvergenzanforderungen der mathematischen Verfahren.

Um eine Mu ltiphysik-Simulation der Mikrowellenerwärmung bzw. -sinterung keramischer Pro-
b en durchzuf ühren und dab ei verfah ren stechnisch e Auslegungsvarianten zu untersuch en, wird die
elektromagnetische Simulation mi ttels Quickwave 3D © in 3D und die th ermi sche (und �uid-
dynamische) Simu lation mittels Comsol Multiphysics © in 2D unter Nutzung der Rotations-
symmetrie d er Prob e verknüpft. Für diese Aufgab e wurden fü nf Simulationsszenarien mit dichten
SiC-Prob en ( Fal l A-B ) bzw. teilverdichteten ZrO 2 -Grünkörp ern ( Fal l C-E ) erstellt und b erech-
net (s. Abschnitt 4.4). Die temp eratur- als auch p orositätsabhängige, komplexe Permittivität
von ZrO 2 wird mit Hilfe des au f S. 72 entwickelten Verfahrens b estimmt. Für eine verfahrens-
techni sche Abschätzung der Mikrowell enerwärmung werden die keramischen Prob en jeweils ohne
und mit Isolierung sowie mit Hybridheizung erwärmt. Bei ZrO 2 kommt i m Fal l E zusätzlich
eine Suszeptorheizung aus SiC hinzu. Durch die Implementierung einer PID-Reglerstruktur im
thermisch en Mo dell wird eine konstante Heizrate b ei den Erwärmungsprozessen eingehalten, so
dass die Ergebnisse hinsichtlich Energieb edarf und mechani scher Spannungen vergleichbar sind.

Die numerisch b erechnete Mikrowellenabsorption von nicht-isolierter SiC- und ZrO 2 -Prob e ist
in Abbildung 5.5 d argestellt. Das Verhalten stimmt qualitativ gut mit dem ob en abgeschätzten
Verhalten mittels der Kennzahl �Qabs in (Abbildung 5.1) üb erein. Für SiC gilt 1 � n? > 0:45 und
xM = 1 :24 im ganzen Temp eraturb ereich, so der Arb eitspunkt in Abbild ung 5.2 relativ mittig
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liegt und eine gute Ab sorption erwarten lässt. ZrO 2 weist b ei niedrigen Temp eraturen geringe
dielektrisch e Verluste auf. Dem entsprech end niedrig ist d ie Absorptionsrate der Mikrowellen-
strahlung. Erst mit steigender Temp eratur erhöht sich die Absorption durch den temp eratur-
b edingten Anstieg d es dielektrischen Verlusts. Ab 800 ° C setzt die Sinterschrumpfu ng ein und
nimmt zusätzlich E in�uss auf die Permittivität. Der Abfall der Absorptionsrate ab etwa 1250 ° C
erklärt sich mit dem schnellen Anstieg der Permittivität als Folge der Verdichtung und der Ab-
nahme d er Eindringtiefe (s. A bbildung 3.25 und Abbi ldung 4.2) und deckt sich qualitativ mit der
Einschätzung mittels �Qabs in Abbildung 5.1. Die Kenngröÿe 1 � n? steigt von 1 � n? = 2 � 10� 3

b ei 20 ° C auf 1 � n? = 0 :4 b ei 1000 ° C und schlieÿlich auf 1 � n? = 0 :66 b ei 1250 ° C.

Abbildung 5.5: Vergleich der simul ierten Mi krowellenabsorption der SiC-Prob e (ohne Sinter-
schrumpf ung) und der ZrO 2 -Prob e (mit Sinterschrumpfung) als Funktion von
Temp eratur, Dichte und Volumen.

Die Veränderung der E -Feldausbreitun g in und um die ZrO 2 -Prob e al s Folge des Temp era-
turanstiegs wird aus der Bildserie in A bbildung 5.6 deutlich, die jeweils einen Ausschnitt des
Resonators in der Draufsicht mit Schnitt durch die Prob enmitte zeigt. Die Resonanz der Prob e
verändert sich zwischen 20 ° C un d 1000 ° C; ab 1200 ° C ist die Ei ndringtiefe so niedrig, dass die
Welle nicht mehr in d ie ZrO 2 -Prob e eindringen kann (vgl. Abbildung 4.2).

Abbildung 5.6: Veränderung der E -Feldausbreitun g in und um die zylindrische ZrO 2 -Prob e in
Abhängigkeit der Temp eraturerhöhung durch FDTD-Simu lation (der Kreis mar-
kiert di e Prob enp osition; es wird jeweils nur ein zentraler Ausschnitt des Reso-
nators ab geb ildet).

Werden weitere Ob jekte wie Isolierung und Suszeptoren in den Resonatorraum eingebracht, sinkt
die Absorption der keramischen Prob en in Abbildun g 4.20 und Abbildung 4.22 im Vergleich zur
nicht-isolierten Prob e. Die zusätzlich eingebrachten Ob jekte verändern das Resonanzverhalten
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des Resonators zusätzlich. Das wird auch im jS11j -Plot in A bbildung 5.7 für Fal l C bis E deut-
lich . Im Fal l D verschiebt sich das Re�exionssp ektrum um etwa 100 MHz zu niedrigeren Fre-
quenzen. Im Fal l E üb erlagern sich die Sp ektren von SiC-Suszeptoren und ZrO 2 -Prob e, so dass
ein breitbandiges Absorptionsverhalten entsteht, das ab Raumtemp eratur ein b esseres Absorp-
tionsverhalten im Vergleich zu Fal l C und D aufweist.

Abbildung 5.7: Veränderung des Resonanzverhaltens anhand eines |S11|-Plots für Fal l C bis E
mit ZrO 2 -Prob e.

Abschlieÿend soll anhand der Fäl le A und C diskutiert werden, ob di e Berechnung mittels Mie-
Metho de eine numerische Simulation substituieren kann. In b eiden Szenarien b e�nd et sich nur die
jeweili ge keramische Prob e im Resonator. Wie b ereits in Abbildung 5.3 gezeigt, i st die Absorption
im geschlossenen R es on ator deu tlich gröÿer als im Fernfeld. Deshalb wird untersucht, ob die
Absorption im Resonator durch die Mie-Absorption ersetzt werden kann, wenn das Mie-Ergebnis
quantitativ mit einem konstanten Verstärkungsfaktor � für den Aufheizvorgang b eaufschlagt
wird:

�
PV

PA

�

Resonator
= � �

�
PV

PA

�

Mie ; Fernfeld
: (5.2)

Gemäÿ Abbildu ng 5.8 ist im Fal l A für die SiC-Prob e tatsächlich eine gute Üb ereinstimmung für
den gesamten Temp eraturb ereich mit � = 14 :7 möglich. Die mittlere Abweichung is t kleiner 2%.
Im Fal l C lässt sich dagegen keine ausreichende Üb ereinstimmung feststellen. Ein Vergleich des
Resonanzverhaltens des Resonators im Fal l A in Abbildung 4.21 un d im Fal l C in Abbildung 4.23
verdeutli cht, dass im Fal l A keine Änderun g der Raumresonanzen mit zunehmender Temp eratur
erfolgt, während im Fal l C wechselnde Raumresonanzen während des Aufheizens auftreten. Eine
Berechnung d er Mikrowellenabsorption f ür geschl oss en e Resonatoren üb er die Mie-Theorie ist
nu r dann zulässig, wenn keine Mo denänderung im Resonator während der Erwärmung auftritt.

Die Ergebnisse der tran sienten Mikrowellenerwärmung für die Fäl le A bis E nach Ü b ergab e der
MW-Ergebnisse an die thermische Simulation wurde in Unterabschnitt 4.4.2 b eschrieb en. Das
Ergebnis für Fall A/C soll nachfolgend durch eine Gegenrechnung validiert werden, ind em der
Wärmeverlust durch Wärmestrahlung der nicht-isolierten Zylind ers b erechnet wird. Konvektion
und Wärmeleitung werden auf gru nd ihres geringen Beitrags zum Wärmeverlust vernach lässigt.
Es gilt somit:

_Qv = �A� (T4
s � T4

1 ) : (5.3)

Die Stefan-Boltzmann-Konstante b eträgt � ’ 5:67� 10� 8 W
m ² K 4 , die Ob er�äche des SiC-Zylind ers

b eträgt 108.6 cm 2 , die Ob er�äche des verdichteten ZrO 2 -Zylinders 68.4 cm ² . Der Emissionsgrad
von SiC b eträgt � = 0 :85, von ZrO 2 � = 0 :6 (vgl. Abschnitt 3.7.1). Die Umgebungstemp eraturen
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(a) Fall A (SiC) (b) Fall C (ZrO 2 )

Abbildung 5.8: Vergleich der mittels Mie-Th eori e b erechneten Ab sorptionsrate üb er einen Ver-
stärkungsfaktor � an die üb er F DTD b erechneten Absorptionsrate.

des i sothermen Ofens b etragen T1 = 20 ° C und T1 = 800 ° C. Die durchschnittlichen Ob er-
�ächentemp eraturen sind zusammen mit den jeweiligen Wirkungsgraden der Mikrowellenerwär-
mung in Tab elle 4.1 angegeb en. Die Validierung zei gt, dass die Wärmeverluste ü b er Strahlung
recht genau zu den Leistungsaufnahmen der Simulationen passen. Die Di�erenz kann durch die
fehlenden Beiträge von Konvektion und Wärmeleitung erklärt werden.

Tab elle 5.1: Vergleich und Validierung der Mikrowellenleistu ng b ei der Haltetemp eratur

Simu lation Validierung

T1 = 20 � C 800 � C 20 � C 800 � C
Fall A 11. 1 kW 9.0 kW 10.0 kW 8.2 kW

Ts = 1388 � C 1396 � C
� = 39% 41%

Fall C 2.7 kW 2.2 kW 2.5 kW 2.0 kW
Ts = 1310 � C 1348 � C
� = 58% 66%

Der Vergleich zwischen der Heizleistung der mikrowellen-b eheizten, hybrid-b eh eizten und allein
konventionell geheizten Prozesse (hier b erechnet nach Gleichun g 4.5) ist in Abbil dung 5.9 abge-
bildet und auf den stationären Zustand b ei Erreichen der Zieltemp eratur b ezogen.

Abbildung 5.9: A uswertung der stationären Heizleistung b ei 1430 ° C.

Folgende Erkenntnisse lassen sich aus der energetischen Auswertung der Si mulationen in Ab bildung 4.30
ableiten:
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1. Die konsekutive Hybridheizung mit Üb ergab etemp eratur b ei 800 ° C reduziert d ie notwen-
dige Mikrowellen-Heizenergie deutlich. Je nach Fall b eträgt die Ein sparung einige hundert
Watt (-40 bis -70%). Dem gegenüb er steht ein nach [416] abgesch ätzter Energieaufwand
für die konventionelle Heizung in Höhe von etwa 1.1 kW. Aus energetischer Sicht ist die
Hybridheizung nur im Fal l A günstiger als die reine Mikrowellenerwärmung. In den anderen
Fällen kann der Energiegewinn b ei der Hybri dheizung den zusätzlichen Heizb edarf n icht
komp ensieren

2. Das Isolieren der Prob e mittels Isoliercasket kann d en Energieaufwand erh eblich senken.
Dies wird b ei SiC mit seinem hohen Emissionsgrad von � = 0 :85 b esonders deutlich. H ier
b eträgt die Ersparnis 80-90%. Bei ZrO 2 ( � = 0 :6) liegt die Energieeinsparung b ei 50-70%.
Der prob enb ezogene Wirkungsgrad sinkt allerdings leicht, weil ein Teil der Mikrowel len-
leistung in der Isolierung dissipiert wird.

3. Die Addition von Isolierung und Hybridheizung bringt keinen Wirkungsgrad-Vortei l gegen-
üb er der isolierten Prob e, die Gesamtleistung steigt sogar im stationären Zustand.

4. Je höher di e Heizrate, desto weniger Energie wird b enötigt. Dieser Umstand ist auf die
zeitlich verkürzte Erwärmungsphase zurü ckzuführen. Dadurch wird die Gesamtdauer der
thermischen Beh an dlung reduziert und das Temp eratu r-Zeit-Integral reduziert, was gleich
b edeutend ist mit einem reduzierten Wärmeverlust während der Wärmeb ehandlung.

5. Das Suszeptor-Konzept führt im Vergleich zu m Aufbau mit Isolation zu einer Erh öhung
der Heizenergie, da die Suszeptoren zusätzlich geheizt werden müssen und die thermische
Masse steigt.

Das Risiko von Hot-Sp ots o der Thermal Runaways b ei Mikrowellenerwärmung kann mit Hilfe d er
Biot-Zahl abgesch ätzt werden (vgl. Seite 43). Ein Blick auf die Biot-Zahl für die nicht-isolierte
SiC-Prob e in Abbildung 5.10 zeigt, d ass während des gesamten Aufheizvorgangs Bi < 0:01 bleibt
und somit die Wärmeleitung gegenüb er der konvektiven Wärmeabgab e dominiert. Bei ZrO 2 steigt
die Biot-Zahl zunächst bis 700 ° C auf 0.7 an und geht dann zurück auf Bi ’ 0:2 b ei 1400 ° C. Ein
Hotsp ot-Risiko ist in b eiden Fällen nicht gegeb en ( Bi < 10 [317]), so dass auch b ei ZrO 2 kein
Thermal Runaway zu erwarten ist. Aufgrund der mechanischen Eigenschaften von ZrO 2 b esteht
allerdings eine erhöhte Rissgefahr aufgrund von Wärmespannungen.

Abbildung 5.10: Vergleich der Biot-Zahl für SiC- und ZrO 2 -Prob e

Die Untersuchung der Wärmespannungen anhand des Thermoscho ckparameters Rs am Beispiel
der ZrO 2 -Prob e zeigt, dass die nicht-isolierten Prob en s el bst b ei Hybridheizun g ei ner hohen Riss-
wahrscheinlichkeit ausgesetzt sind. B ei Isolierung wird die Risswahrscheinlichkeit auch b ei höhe-
rer Heizrate sichtbar reduziert, ab er eine Rissbildung ist weiterhin wahrschei nlich. Die zusätzliche
Hybridheizung hilft die Temp eraturgradienten weiter zu reduzieren, so dass eine weitere Min i-
mierung der Temp eraturgradienten im Bauteil erreicht wird. Ab er eine Rissbildung kan n nicht
vollständi g ausgeschlossen werden. Auch das Su szep torkonzept scha�t es erst mit zusätzlicher Un-
terstützung durch die Hybridb eheizung, d ie Temp eraturgradienten soweit zu kontrollieren, dass
diese den Thermoscho ckparameter nicht üb erschreiten. Somit ist nur b ei gleichzeitiger additiver
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Hybriderwärmung in der hier vorgestellten Variante mit Si C-Suszeptoren als o�ene Resonatoren
und konsekutiver Hybridheizung, hier stellvertretend durch eine konstante Hi ntergrundtemp era-
tur von 800 ° C realisiert, eine vollständig rissfreie Sinterung erzielbar - zum Preis eines etwa 40%
höheren Energieb edarfs im Vergleich zu Fal l D nu r mit Hybridheizung (exklusive Wärmeb edarf
der Hybridheizung).

Die hier vorgestellte Kopplung zwischen Mikrowellen- u nd transienter Temp eratursimulation
b eweist die gewünschte Flexibilität, u m die Ausbildu ng von Temp eratur- und Wärmestromgra-
dienten i n den Ob jekten zu mo dellieren, so dass lokal di�erenzierte Wärmestromverteil ungen
eintreten . Das wird z.B. nach t = 210 min in Abb ildung 4.37 deutlich, wenn die Zone der hö chs-
ten Energieabsorption weder in der Prob enmitte no ch -seite, also dort wo Mikrowellenabsorption
vorliegt, sondern an der ob eren Stirn�äche auftritt. Da die Mikrowellenabsorption b ei hohen
Temp eraturen wieder abnimmt (s. Abbild ung 4.22), wird meh r Energie in kältere Bereiche der
Prob e dissipiert - wie z.B. an der S tirn�äche. Als weiteres Beispiel sei der Ei n�uss der Strah-
lung erwähnt. Mit zunehmender Wärmeüb ertragung durch Strahlun g wird mehr Wärme von
der Prob e an die Isolierun g üb ertragen , wo durch diese eb enfalls mehr Mikrowellenleistung ab-
sorbiert, erkennb ar ab t = 270 min an dem helleren Saum an der Innenseite der Isoli eru ng und
an dem Anstieg der absorbierten Leistung (s. Abbildun g 4.37 rechts unten, gelb e Linie). Die
auf Seite 59 b eschrieb ene Variante 2 mit einer entkopp elten ob jektb ezogenen Wärmedissipati-
on b esitzt dab ei eine höhere Flexibilität. An den Phasengrenzen der Teilvolumen treten in der
Wärmestromverteilung zwar Diskontinuitäten auf, die sich jedo ch nicht negativ auf di e Tem-
p eraturverteilung auswirken. Eine weitere Unterteilung in Subvolumina sollte zu einer weiteren
Vergleichmäÿigung, höheren Flexibilität und b esseren lokalen Au�ösung der Wärmeverteilung
führen. Die Durchfü hrung der thermisch en Simulation mi t einem dreidimensionalen Mo dell kann
zudem die Ortsau�ösung b ei der Temp eraturb erech nung erhöhen.

Die Alternative zur hier vorges tel lten Metho de ist die programmintern durchgeführte Multiphysik-
Simu lation mit Datenüb ergab e an jedem Netzknoten. Durch die Weiterentwicklung kommerzieller
Simu lationsoftware wird die Integration von Physikmo dulen kontinuierlich verb essert. Arb eiten
mit programmintern d urchgeführten multiphysikalischen Mikrowellen-Simulationen sin d für sp e-
zielle Anwendungen z.B. in [311, 424, 337, 425, 426] b eschrieb en.

5.4. Metho dik zur Auslegung von
Ho chtemp eratur-Mikrowellenprozessen

Aus den ob en vorgestellten Metho den dieser Arb eit ist ein Leitfaden entstanden, der dem Ver-
fahrensingenieur auch ohne tiefere Kenntnisse der Ho chfrequenztechnik eine Metho dik für die
e�ziente Auslegung eines Mikrowellen-Prozesses bietet und die folgende S chritte umfasst (s.
auch Abbildung 5.11):

1. Bestimmun g der temp eraturabhän gi gen Permittivität der b etrachteten Materialien/Komp o-
site als Funktion der Dichte o der der Zusammensetzung, ggf. unter Einsatz des i n dieser
Arb eit b eschrieb enen Verfahrens mittels Aufheizversuche.

2. Beurteilung des Potenzials einer Mikrowellenerwärmung anhand des A bsorptions- un d
Resonanzverhaltens eines Materials/Komp ositwerksto�s basierend auf der temp eratur-/
dichteabhängigen Permittivität mit Hilfe der in Abbildung 5. 1 vorgestellten Nomogramme
- zunächst unabhängig von der Bauteilgröÿe.

3. Beurteilung der Mikrowellenabsorption nach Bauteilgröÿe:

a) Asp ektverhältnis � 1: Beurteilun g des Gröÿenein�usses des Bauteils auf die p oten-
zielle Absorption und Resonanzneigung mi t Hilfe des Diagramms in Abbildun g 5.2
sowie ergänzenden Berechnu ngen nach Mie
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b) Asp ektverhältnis 7 1: Beurteil ung des Bauteils bzgl. Absorption mittels numerischer
Simu lation für den gewünschten Temp eraturverlauf

4. Bei zu erwartenden ungünstigen Ab sorp tionsb edingungen: Mikrowellentechnische Anpas-
sung von Applikator- und/o der Prob en-Design mit dem Ziel ein er üb er den gesamten Pro-
zess gleichbleib end guten Mikrowellenabsorpti on im Gut z.B. mittels numerischer Simu-
lation (i n dieser A rb eit nur kurz angerissen, deshalb sei der Verweis auf weiterführende
Literatur ges tattet):

a) Variation der Resonatorgeometrie (vgl. Unterabschnitt 4.3.2 o der [18, 45, 427])

b) Variation der Einkopplun gsp osition in den Reson ator o der Verteilung auf mehrere
Einkop plungen (s. z.B. [45, 428])

c) Variation der Ob jektp osition bzw. des Ofeninventars (vgl. [188, 184, 183])

d) Anwendung von Metho den zur Feldvergleichmäÿigung o der Imp edanzanpassung (s.
z.B. [180, 187])

5. Optimierung des transienten Mikrowellenprozesses z.B. mittels des hier vorgestellten �seri-
ellen� Verfahrens zur Multiphysik-Simulation von Mikrowellenp rozessen hinsichtlich:

a) energiee�ziente Wärmeb ehand lung:

i. Einsatz und Opti mi eru ng der Ofenisolierung z.B . durch Caskets

ii. Kombination der Mikrowellenheizung mi t anderen Wärmequellen wie Widerstands-
heizung o d er passiven In frarotstrah lern/Suszeptoren z.B . b ei unzureichender Mi-
krowellenabsorption im unteren Temp eraturb ereich bzw. zur Erhöhung des ther-
mischen Wirkungsgrades (vgl. Abbildu ng 4.30)

iii. Abschätzen des Gesamt-Energieb edarfs un d Vergleich mit konventionellen Öfen
o der Verfahren. Als Benchmark sollte eine Brutto-Energiee�zienz von 50-75% b ei
Mikrowellen-Erwärmungsprozessen gelten

b) pro duktschonende Wärmeb ehandl ung (z.B. durch Minimierung von Wärmespannun-
gen zur Vermeidun g von Bauteilrissen):

i. Untersuchu ng auf Einsatz von Suszeptoren zur Reduktion von Temp eraturgradi-
enten, z.B. als o�ener Resonator (vgl. Abbildung 4.34) o der als semi-geschlossener
Resonator (vgl. [221])

ii. Optimierung d er Heizpro�le zur Reduzierung von Temp eraturgradienten in kriti-
schen Temp eraturb erei chen
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Abbildung 5.11: Vorgehen b ei der Auslegung eines Ho chtemp eratur-Mi krowellenprozesses.
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6. Zusammenfassung

Ziel der Arb eit war es, erstmals verfahrenstechnisch nutzbare materialsp ezi�sch e Parameter zu
de�nieren, mit deren Hilfe die energetische E�zien z von Ho chtemp eratur-Mikrowellenprozessen
üb er einen groÿen Temp eraturb ereich optimiert werden kan n. Denn der für Mikrowellenerwär-
mung qualitativ gegenüb er konventionel len Heizmetho den angenommen e Vorteil der volume-
trischen Erwärmung von dielektrischen Materialien , der prinzipiell genutzt werden kann, um
Wärme schn eller in schlecht o der mo derat wärmeleitfähigen Materi al ien zu dissipieren, lässt sich
b ei einem konkreten Verfahren nur unter b estimmten genau de�nierten Material- und Apparate-
parametern verwirklichen. Bei einem mikrowellenb eheizten Bauteil b estimmt vor allem die Per-
mittivität, wie viel Energie dieses Bauteil absorbieren kan n. Jedo ch ist die Permittivität sowohl
materialabhängig als auch abhängig von der konkreten Materialzusammensetzung, d er Dichte,
der inneren Struktur - also dem sogenannten Gefüge - und dem augenblicklichen Temp eratur-
niveau. Daher war es auch Ziel der vorliegenden Arb eit, vereinfachte Metho den zur Ermittlung
der Permittivität eines p orösen Materials als Funktion der Temp eratur zu entwickeln. Da zudem
die makroskopische Geometrie eines Bauteils die Mikrowellenabsorption erheblich b eein�usst,
sollte auch dieser Asp ekt der Mi krowellenerwärmung genauer untersucht werden . Daher war es
wichtig, Grundlagen für ein e Kategorisierung des materialsp ezi�schen Absorptionsverhaltens b ei
gleichzeitiger Berücksichtigung der Bauteilgröÿen zu erarb eiten, um mit deren Hilfe vereinfachte
Kennzahlen aufzu�nden, die dem Verfahrens ingenieur ein Abschätzen d er energetischen E�zienz
der Umwandlung von Mikrowellen- in Wärmeenergie für die Prozessauslegung für einen groÿen
Temp eraturb ereich ermöglichen.

Um d ie materialsp ezi�schen Asp ekte der Mikrowellenerwärmung umfassend zu untersuchen, sind
drei Mo dellwerksto�e herangezogen word en, deren Temp eraturabhängigkeit der Permittivität je-
weils einen ganz sp ezi�schen Verlauf zeigt: A l 2 O 3 für einen mo derat ansteigenden dielektrischen
Verlust, ZrO 2 für einen stark ansteigenden dielektrischen Verlu st und SiC für ein en b ei hoher
Permittivität gering ansteigenden dielektrischen Verlust. Mit Hilfe dieser Werksto�e erfolgte eine
makroskopische Multi-S kalenuntersuchung der Mikrowellenabsorption b ei Ob j ektgröÿen, die von
mm bis m variierten, um den Ei n�uss der Bauteilgröÿe auf die E�zien z der Mikrowellendissi-
pation zu erfassen. Für d iese Untersuchung wurde ein analytisches Berechnungsverfahren gemäÿ
Mie-Theorie herangezogen. Aus diesen Berechnungen ist es gelun gen , die bisher nicht verfügbaren
vereinfachten Kennzahlen für die Auslegung von Ho chtemp eraturprozessen abzuleiten.

Für die Betrachtung realer Prozesse wie Sinterung von Werksto�en in konkreten A pparaten/
Applikatoren kamen nu meri sche Metho den zum Einsatz. Ziel di eser Simulationen war es, die
Gesamtenergiebilanz eines Prozesses für sp ezi �s che Materialien durch Komb ination verschied ener
Energiequellen - Mikrowellenenergie der Frequenz 2.45 GHz u nd Widerstandsheizung o der passive
Infrarotstrahler/Suszeptoren - zu optimieren.

Die Berechnung von elektromagnetischen und Wärmeüb ertragungsvorgängen b edarf sp ezi�scher
nu meri scher Metho den: die Mikrowellensimul ati on kann im Zeit- o der Frequenzb ereich erfolgen,
während d ie Wärmesimulation im Zeitb ereich erfolgt, wob ei sich die Zeitskalen, d ie jeweils b e-
trachtet werden, stark unterscheiden. Es war ein e Aufgab e der vorliegenden Arb eit, eine Metho de
für die Kopplung von Mikrowellen- und Temp eratursimulation zu entwickeln, die keine Synchro-
nisation der Zeitskalen erfordert, um die Mikrowellend issipation u nd die Entwicklu ng der Wär-
meverteilung auch unabhängig voneinander b etrachten zu können. Zudem sollte die numerische
Simu lation Veränderu ngen der Prob en gröÿe, die typischerweise b ei der Sinterung von kerami-
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schen Materialien auftreten, ermöglichen, mit dem Ziel eine hinreichende energetische E�zienz
und Prozessstabilität üb er d en gesamten Temp eraturb ereich des S interprozesses sicherstellen zu
können.

Aus der Summe der Ergebnis se wurde ein Leitf ad en für den Verfahrensingenieur abgeleitet, der
sowohl b ei der Beurteilung der materialb ezogenen Anwendungsmöglichkeit eines Mikrowellenver-
fahrens als auch b ei der konkreten Auslegung unterstützen soll. Die in der vorliegenden Arb eit
erzielten Ergebnisse sind nach folgen d detaillierter ausgeführt.

Permittivität p oröser Keramik

Im Rahmen der vorliegenden Arb eit wurde eine Metho de entwickelt (vgl. Unterabschnitt 3.7.3),
um die Permi ttivi tät von p orösen, teilverd ichteten Prob en als Funktion ih rer Porosität zu b e-
stimmen. Nach der e�ektiven Medi en-Theorie kann d ie Permitti vi tät aus Mischun gsregel n für
zwei o der mehr Komp onenten üb er d en jeweiligen Volumenanteil b erechnet werden. Eine �e-
xible, universelle Mischungsregel für Zwei-Komp onenten-Systeme stellt die Regel von Sihvola
dar, mit der üb er den Anp as sungsko e�zi ent � das Mischungsverhalten in weiten Grenzen ma-
thematisch an das reale Materialverhalten an passbar ist. Die Gleichung umfasst neb en den Real-
und Imaginärteilen der Permittivität, "0

r und "00
r , für die b eiden Komp onenten den Volumenpha-

senantei l ’ sowie den Ko e�zienten � . Damit ist das Gleichungssystem unterb estimmt. Deshalb
wird der nicht d irekt messbare Ko e�zient � üblicherweise an Messergebnisse an ge�ttet, was je-
do ch voraussetzt, d ass eine geeignete Messeinrichtung zur Verfügu ng steht und eine Vielzahl von
Messungen durchgeführt wird.

In der vorliegenden Arb eit wurde der exp erimentelle Ansatz durch ein semi-analytisches Verfah-
ren ersetzt, mit dem die Bestimmung des Anpassungsko e�zienten üb er eine Kombination aus
Mikrowellenaufheizversuch und mathematisch em Näherungsverfahren durch mindesten s einen
Datenpunkt b estimmbar ist, ohne auf dielektrische Messungen zurückgreif en zu müssen. Dieses
neu entwickelte Verfahren erfordert allerdings, dass die Permittivität des dichten Materials vorher
aus Literatur- o der Mes sdaten b ekannt sein muss, was jedo ch für die hier als Mo d el lmateri al ien
unters uchten Keramiken gegeb en ist, insb esondere für die ZrO 2 -Keramik, für die ein Groÿteil der
nu meri schen Simulationen durchgeführt wurden.

Die neu entwickelte Meth o de b eruht auf dem Vergleich der A ufheizraten einer p orösen und ei-
ner dichten Materialprob e. Der Quotient der Heizraten ist dab ei prop ortional zum Verhältnis
der d ielektrischen Verlustzahlen "00

r b eider Prob en. Bei den Aufheizversuchen muss stri kt auf
geometrische Ähnlichkeit geachtet werden, damit eine Vergleichbarkeit gegeb en ist. Üb er ein
mathematisches Näherungsverfahren wie das Newton-Verfahren kann der Ko e�zient � dann ite-
rativ ermittelt werden. Die Metho de wurde anhand p oröser Yttriu m- stab ilisierter ZrO 2 -Prob en
(8YSZ) erprobt und die Ergebnisse mittels Imp edanzsp ektroskop ie validiert.

Materialsp ezi�sche und Ba uteilgröÿen-abhängige Kategorisierung
der Mikrowellenabsorption

Um eine Mul tiskalenb etrachtung der Mikrowellenabs orp tion vorzunehmen, wu rde die Metho de
nach Mie gewählt. Die Mie-Theorie stammt aus der Optik und s tel lt eine analytische Lösu ng
der Maxwell-Gleichungen für kugelförmige Ob jekt dar, die sich im unendlichen Raum b e�n den
(Fernfeld-Bedi ngung) und ist geeignet, neb en der Streuung elektromagnetisch er Wellen an Par-
tikeln auch die Absorption als Maÿ für die aufgenommene Wärme zu b erechnen . Zudem ist sie
für ein en weiten Ob jektgröÿenb ereich gültig. Mit Hilfe des di men sionslosen Mie-Faktors xM , der
das Verhältnis von Ob jektdurchmesser zur Wellenlänge der Strahlung b eschreibt, wu rde ü b er
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den komplexen Brechungsindex n̂ (! ) b ei der Mikrowellenf requen z 2.45 GHz der materialsp ezi-
�sche Zusammenhang zwischen absorbierter Mikrowellenleistung und Bauteilgröÿe f ür kugelför-
mige Geometrie untersucht. Die B erechnungen wurden durchgeführt mit einem frei verfügbaren
Programm-Co d e, der für eine Multi-Skalenb erechnung mo di�ziert wurde. Neb en Berechnungen
für die keramischen Materialien A l 2 O 3 , SiC und ZrO 2 wurden auch materialunabhängig Absorp-
tionssp ektren für einen Permittivitätsb ereich von 1 < " 0

r < 100 und 10� 4 < " 00
r < 100 für die

Mikrowellenfrequenz f = 2 :45 GHz b erechnet, um die Relevanz der Permittivität als Funkti-
on der Temp eratur genauer analysieren zu kön nen. Da der komplexe Brechungsindex n̂ (! ) des
Materials üb er n̂ =

p
"̂ r mit der komplexen Permittivität des Materials verknüpft ist, li eferten

diese Berechnungen Aussagen üb er die Absorptionse�zienz al s Funktion des Materials und der
Bauteilabmessungen - insb esondere auch üb er das Auftreten von Resonanzen, die abhängig von
der Permittivität für eine gegeb ene Frequenz b ei b estimmten Bauteilabmessungen auftreten.

Die Ergebnis se dieser Berechnungen wu rden mit Hilfe von im Rahmen dieser Arb eit eingefüh rten
integralen Kennwerten für die p otenzielle Absorption �Qabs und Resonanzneigung �	 weiterfüh -
rend analysiert. Die Analyse erfolgte durch Auf tragun g des Absorptionsp otenzials �Qabs und der
Resonanzneigung �	 als gröÿenun abhängige Parameter als Funktion von tan ( � ) , woraus Nomo-
gramme entstanden zur qualitativen Einschätzung des Absorptions- und Reson an zverhaltens in
Abhängigkei t der Material- Permittivität, wi e am Beispi el der Mo dellmaterialien Al 2 O 3 , SiC und
ZrO 2 demonstriert werden konnte.

Die Betrachtung des Absortions- und Resonanzverhaltens von Materialien mit Hi lfe der Mie-
Theorie erlaubt zus ätzli ch die De�nition eines weiteren Kennwerts n? = (n � � )=(n+ � ) , der ei ne
globale Einteilung aller Materialien - absorbi eren der, re�ektierender und transmittierend er Stof-
fe - hi nsichtli ch des Verhaltens im Mikrowellenfeld der Frequenz 2.45 GHz ermöglicht. Dieser
weitere Kennwert enthält den Real- und Imaginärteil des komplexen Brechungsindex, und damit
indirekt den tan ( � ) eines Materials, ergib t ab er eine Normierung des gesamten Bereichs möglicher
Wechselwirkung mit Mikrowellen im Bereich 0 bis 1, anstelle von 0 bi s 1 , falls tan ( � ) b etrachtet
wird. Aufgetragen üb er d en Mie-Faktor xM ergibt sich damit eine einfache Kategori sierung des
gröÿenabhängigen Absorptions- und Resonanzverhaltens für 2.45 GHz für alle Materialien, die
b ei einer ersten materialsp ezi�schen Beurteilung eines Bauteils hinsichtlich Eignu ng für Mikro-
wellen erwärmung hilfreich ist.

Simulation der Mikrowellensinterung von Keramik

Bei komplex geformten Bauteilen o der b ei Geometrien, die sich z.B. durch Sinterschrumpfung
während des Prozesses verändern, ist die Anwendung numerischer Simulation zur Ermittlung
der Abs orp tion und der Berechnung des zeitabh ängigen Aufheizverhalten s notwendig. Für das
ob en de�nierte Zi el einer Kopplung von elektromagnetischer und thermischer Simu lation ohne
Synch ron isation der Zeitskalen wurde im Rahmen dieser Arb eit eine Metho de entwickelt, b ei
der im ersten Schritt aus diskreten Temp eraturschritten die temp eraturabhängige Mikrowellen-
absorption mittels Finite-Di�erenzen-Metho de im Zeitb ereich, im zweiten Schritt die zeitabhän-
gige Erwärmung des Bauteils mittels Finite-E lemente-Metho de simul iert wurde, weshalb dieses
Vorgehen als � seriel les Verfahren � b ezeichn et wurde.

Die Mi krowellensimulation des b etrachteten Mo dells aus isothermem Mikrowellenapplikator so-
wie den darin enth al ten en Ob jekten, wie zylindrischer Keramik-Prob e und, je nach Fall, weiterem
Inventar wie Isolierun g o der Suszeptoren, wurde für 2.45 GHz b ei kons tanter Mikrowellenleis-
tung durchgeführt. Den Ob jekten wurde eine material- und temp eratursp ezi�sche Permittivität
zugeordnet. Aus den Ergebnissen der jeweiligen Simulation wu rde die in den Ob jekten dissi-
pierte Leistung PV ermittelt. Diese wiederum wurde in Relation zur eingestrahlten Leistung PA
und Temp eratur gestellt: (PV =PA )Objekt = f (T ) . Die Unterteilung in Ob jekte bzw. Unterob jekte
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erfolgte mit dem Ziel, so wenig Bilanzräume wie nötig zu generieren. Die Berücksichtigung der
Sinterschrumpfung erfolgte du rch die schrittweise Verklein erung der Prob engeometri e im jeweili-
gen Temp eraturintervall in Üb erein stimmung mit der Sinterkurve des verwendeten Materials - in
diesem Fall ZrO 2 - und Berücksichtigung der veränderten Permittivität als Fun kti on von Dichte
und Temp eratu r.

Die aus der Mikrowellensimulation ermittelte relative Mikrowellenabsorption wurd e in d er an-
schli eÿen den thermisch en Simu lation, als volumen- un d temp eraturabhängiger Quellterm für die
jeweili gen Ob jekte eingesetzt. Die Einhaltung einer vorgegeb enen Heizrate wurde du rch einen im-
plementi erten Regler sichergestellt, b ei dem die Temp eratur der Prob e als Sollwert und die Mikro-
wellen leistung als Regelgröÿe diente. Die Sintersch rumpfung wurde wiederum durch schrittweise
Anpassung der Prob engröÿe in den de�nierten Temp eraturintervallen erzielt. Die transiente Si-
mulation der Erwärmung d er Ob jekte erfolgte unter Berücksichtigung der Wärmeverluste d urch
Strahlung, Wärmeleitung und Konvektion, die mittels �uiddynamischer Simulation umgesetzt
wurde.

Das b eschri eb ene Verfahren wurde schlieÿlich erfolgreich zur Berechnung der transienten Mikro-
wellen -Erwärmung von SiC- un d ZrO 2 -Prob en auf üb er 1400 ° C angewen det. Zudem konnten
wärmetechnische Varianten zur Minimierung von Wärmespannungen sowie zur Erhöhung der
E�zienz u nd des Wirkun gsgrads durch Hybrid- und Suszeptorheizung durchgeführt und quan-
titativ ausgewertet werden.

Durch den mo dularen A ufbau der S imulation können auf Basis einer Mikrowellens imulation
mehrere thermische Simulationen unter variierenden Randb edin gu ngen durchgeführt werden,
um eine Op timierung des Mikrowellenprozesses zu erzielen. Die Genauigkeit der Metho de kann
durch Erhöhung der Anzahl von U nterob jekten weiter verb essert werden.

Metho dik zur A us legung von
Ho chtemp eratur-Mikrowellenprozessen

Das in Abs chnitt 5.4 vorgestellte Vorgehen zur Auslegung von Ho chtemp eratur-Mikrowellen pro-
zessen, das auf den ob en b esch rieb enen Metho den aus Nomogrammen , an al yti scher und numeri-
scher Berechnung aufbauend entwickelte wurde, kann dem Verfahrensingenieur al s Leitfaden b ei
der Abschätzung der Machbarkeit und dem Basi c- und Detail-Engineering eines Mikrowellen-
prozesses di enen. Beim Detail-Engineering ist Sp ezialistenwissen b ei der mikrowellentechnischen
Optimierung gefordert, z.B. b eim Resonatordesign und -tuning. Die mikrowellentechnische Op-
timierung greift vor allem auf numerische Metho den zu. Die verfahrenstechnische Optimierung
kann auf Basis der hier vorgestellten �seriellen� Simulationsmetho de als �exible Simulations-
Plattform au f Anlageneb ene genutzt und durch zusätzliche physi kalische Berechnungen, wie z.B.
mechanische Span nungen, Sto�transp ort o der chemische Reaktionen, verfahrenstechnisch weiter
ausgebaut werden.

Bislang liegt der Schwerpunkt der multiphysikalischen Si mulationen von Mikrowellenprozessen
vor allem auf Anlagen- und Kontinuumseb ene. Die Einbindun g mikroskopischer und molekularer
Prozesse, wie z.B. die Dip olrelaxation und damit verbundener Transp ortprozesse von Ladu ngsträ-
gern o der Defekten, kann künftig interessante Anwendungsgebiete f ür die Mikrowellensimulation
auf Materialeb ene erö�nen.
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7. Summary

The ob jective of this work was to de�ne for the �rst time material-sp eci�c engineering parame-
ters, which allow to optimize the e�ciency of high-temp erature microwave pro cesses for a wide
range of temp eratures. Because the assu med advantage of microwave heating - in comparison
to conventional heating meth o ds - of a volumetric heating e�ect for dielectric materials, wh ich
can b e used in principle for faster dissi pation of heat in materials with p o or or mo derate ther-
mal conductivity, can only b e realized for a sp eci�c p ro cess by well-de�ned material and device
parameters. In case of a microwave heated comp onent, �rst of all p ermittivity determines the
amount of heat that is absorb ed by the ob ject. However, the p ermittivity is material-dep endent,
and dep endent on material comp osition, density, internal structure and the momentary temp e-
rature level. Therefore one aim of this work was to develop simpli�ed metho ds to determine the
p ermittivity of p orous materials as a function of temp erature. Because the macroscopic shap e of
an ob ject i s relevant for its microwave absorption as well, this asp ect of microwave heating should
b e included into the investigation. Therefore it was essenti al to lay foundations for categorizing
the material-sp eci�c microwave absorption b ehaviour cons idering the comp onent size in order to
de�ne simpli�ed characteristic numb ers which allow a pro cess engineer evaluating the energetic
e�ciency and the conversion of microwave energy into heat for pro cesses, which cover a wide
temp erature range.
In order to review the material-sp eci�c asp ects of microwave heatin g three mo del materials were
selected. Each temp erature-dep endent p ermittivity shows a characteristic b ehaviour: Al 2 O 3 for
a mo derate increase of dielectric loss, ZrO 2 for high increase of dielectric loss, and SiC for low
increase of dielectric loss at a high p ermittivity level. With help of theses materials a macroscopi c
multi- scal e investigation of microwave absorption was p erformed for ob jects, whose size ranged
from mm to m, in order to investigate the in�uence of ob ject size on microwave absorption
e�ciency. For this investigation an analytic metho d for calcu lation was selected based on Mie
theory. With help of these calculations so far un available simpli�ed characteristic numb ers for
evaluation and design of high-temp erature microwave p ro cesses could b e compi led.
Numerical pro cedures were applied for investigating real pro cesses like sintering of ceramic ma-
terials in practical devices/applicators. The ob jective of these simualtions was to evaluate and
optimize th e energy balance of the pro cesses for sp eci�c materials by combination of di�erent he-
at sources like microwave heating at 2.45 GHz, resistive heating, and passive infrared radiators/
susceptors.
The calculation of electromagnetic and heat transfer pro cesses requires di�erent numerical me-
tho ds: microwave simulation is either conducted in time or frequency d omain while heat simula-
tion is condu cted in time domain, in which the applied time scales di�er signi�cantly. The aim of
this work was to develop a metho d for the coupling of microwave and thermal simulation, which
do es not require a synchronisation of time scales in order to evaluate microwave dissipation and
the heat distribution in the comp onent and its environment apart from each other. Therefore a
new pro cedure for numerical simulation of microwave pro cesses was develop ed and tested that
allows considering changes i n sample size typ ical for sintering of ceramic materials, and is aimin g
at realizing adequate energy e�ciency and pro cess stability over the complete temp erature ran ge
of the sintering pro cess.
From the sum of results a gui deline for the pro cess engineer was develop ed, which shall supp ort
evaluating the material-related feasibility of microwave heating as well as s upp orting the pro cess
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design of a microwave heating pro cess. Details of the present work are explained su bsequently.

Permittivity of p orous ceramics

Within the frame of this work a metho d was develop ed (see pages 70 �.) to determine the
p ermittivity of p orous pre-densi�ed samples as a function of p orosity. According to e�ective media
theory the p ermittivity can b e calcu lated with help of mixing rules for two or more comp onents
via volume fracti on s. A �exible universal mixing rule for two-comp onent systems is presented
by Sihvola , which allows adopting the mixing b ehavi ou r mathematically in a wide range to
the real material b ehaviour with help of the co e�cient � . Th e equation contains, b esides the
real and imaginary parts of the complex p ermittivity of b oth comp on ents, the volume fraction ’
and the co e�cient � . Consequentl y the equation system is under-determined, and the co e�cient
� , that cannot b e measu red directly, is normally �tted to exp erimental resu lts. That means an
appropriate measurement equipment must b e avail ab le, and a large numb er of measurements has
to b e carried out.
In the present work the exp erimental app roach was repl aced by a semi-analytical pro cedure
which allows determining the co e�cient � by combining microwave heating exp eriments and a
mathematical approximation pro cedure with at least one data p oint without accessing p ermit-
tivity measurements. This new pro cedure requires that the p ermittivity of the dense material
is known from literature or measurement data i n advance. Th is pre-condition was met for the
herein chosen mo del s ubstances, esp ecially for ZrO 2 , which covers in large part of the numerical
simul ati on s.
The newly develop d metho d is based on a comparison of microwave heating rates at 2.45 GHz of
a p orous and a dense material sample. The ratio of heating rates is prop ortional to the ratio of
dielectric loss numb ers "00

r of b oth samples, provided that the con dition of geometric similarity is
ful�lled. With help of e.g. Newton's approximation pro cedure the co e�cient � can b e determined
stepwis e. The metho d was tested with p orous yttri a- stab ilized ZrO 2 samples and validated with
help of imp edance sp ectroscopy.

Material-related and comp onent size dep endent categorization of
microwave absorption

In order to carry out multi-scale investigations on microwave absorption, the Mie metho d was se-
lected. The Mie theory originates from optics and is an analytical solution to Maxwell's equations
for sp herical ob jects in space (far �eld condition). Beside calculations on scattering of electro-
magnetic waves by particles, it is suitable to calculate the absorption which is representing the
dissipated heat in ob jects. Additionally it is valid for a wide range of ob ject sizes. With help
of the dimensionl es s Mie factor xM , which is characterizing the ob ject size in relation to the
wavelength, the material-related correlation b etween absorb ed microwave p ower and the size of
comp onents with spherical geometries was investigated with resp ect to the complex refractive in-
dex at the microwave frequency 2.45 GHz. The calculations were p erformed with a free program
co de that was mo di�ed for multi-scale calcu lations. In additi on to calculations for the ceramic
materials Al 2 O 3 , ZrO 2 , and SiC, material-indep en dent absorption sp ectra were calculated for the
p ermittvity range 1 < " 0

r < 100 and 10� 4 < " 00
r < 100 for the mi crowave frequency f = 2 :45 GHz

in order to analyse the in�uence of p ermittivity as a function of temp erature increase. Due to the
relation n̂ =

p
"̂ r , that connects th e complex refractive index n̂ and the complex p ermittivity,

the res ults give qualitative and quantitative evid ence of th e absorption e�ci ency as a function
of th e material and comp on ent size - esp ecially ab out the resonance b ehaviour, which o ccurs for
a gi ven f requen cy at certai n comp onent dimensions.
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The results of the calcul ati on s were analysed further with help of the following integral characteri-
stic numb ers: �Qabs for the absorption p otential, and �	 for the tendency of resonance phenomena.
By plotting �Qabs and �	 as size-indep end ent parameters over tan ( � ) , nomograms were compiled
which allow a qualitative, materi al -related, estimation of absorption and resonance p otential in
dep endence of p ermittivity, as was demonstrated for th e mo del substances Al 2 O 3 , ZrO 2 , and
SiC.

The consideration of absorption and resonance b ehaviour of materials with help of the Mie theory
allows the d e�n ition of an additional characteristic numb er n? = (n � � )=(n+ � ) , which allows a
global classi�cation of all materials regarding their microwave b ehaviour - absorbing, re�ectin g
and transmitting - under microwave radiation at 2.45 GHz. This parameter n? contains the
real and imaginary part of the complex p ermittivity, and therewith tan ( � ) of the material, but
normalizes the range of interactions with microwaves quantitatively from 0 to 1, in contrast to
0 to 1 , if tan ( � ) would b e used instead. Plotted against th e Mie factor xM a categorisation of
the size-dep endent absorption and reson ance b ehaviour at 2.45 GHz is achieved for all materials,
which allows a �rst evaluation of a comp onent regarding its suitabil ity for microwave heating.

Simulation of microwave sintering of ceramics

For comp lex shap ed comp on ents or those with geometries, which underly a change durin g the
pro cess like densi�cation, numerical simulations are requ ired in order to determine the absorption
and to calculate the transient microwave heating b ehaviour. The d e�n ed aim of a non-synchonous
coupling of electromagnetic and thermal simulation required to develop a new technique, which
carried out th e simulation of microwave absorption in discrete temp erature steps by means of
the �nite-di�erence metho d in time-domain as a �rst step. A s a second step the simulation of
transient heating of the comp onent is carried out by means of �nite-element metho d. This two
step approach is called "serial pro cedure�.

The microwave simulation of the considered mo del, which consists of an adiabatic microwave
applicator and the ob jects therein like the cylindrical ceramic sample and optional inventory
like insulation or susceptors, was p erformed at 2.45 GHz at constant microwave p ower. Each
ob ject is assigned to a material- and temp erature-s p eci�c p ermittivity. From the resu lts of each
simul ati on the dissipated p ower PV is determined for each ob ject and put i nto relation to the
areic input p ower PA and temp erature: (PV =PA )Objekt = f (T ) . The zonin g of ob jects aimed at
generation of a mi nimum amount of subsystems. The densi�cation of the sample was considered
by a stepwise reduction of the samp le geometry at each temp erature interval in accordance with
the sintering curve of the material - in this case ZrO 2 . The p ermittivity is set as a f unction of
p orosity and temp erature.

The thermal simulations �nally made use of the relative microwave absorption, that was de-
termined from microwave simulation as describ ed ab ove and was de�ned as a vol ume- an d
temp erature-dep endent source term for each ob ject. The control of �xed heating rates in thermal
simul ati on was provided by an impl emented control system, which used the sample temp erature
as set temp erature and microwave p ower as controlled quantity. The densi�cation was ensured
by stepwise adoption of samp le size according to the de�ned temp erature step s. The transient
simul ati on of the heating b ehaviour of the ob ject was carried out consi dering heat losses by ra-
diation, conduction, and convection. Latter one was realised with help of a coupled �uiddynamic
simul ati on .

The descri b ed pro cedure was �nally successfully appli ed for the calculation of transient microwave
heating of SiC and ZrO 2 samples to more th an 1400 ° C. Additionally thermotechnical pro cess
variants were applied and reviewed in order to optimize the microwave pro cess with resp ect to
energy e�cien cy and pro duct prop erties like thermal stresses.
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By the use of the describ ed mo dular simulation set-up several thermal simulations can b e carried
out on the basis of one mi crowave simulation with changing b oundary conditions in order to
achieve an optimum microwave h eati ng pro cess. The accu racy of the metho d can b e further
improved with an increasing numb er of sub ob jects.

Pro cedure for the design of high-temp erature microwave
pro cesses

The pro cedure for designing a high-temp eratur microwave pro ces s suggested in section 5.4, which
was ad ap ted from the ab ove describ ed metho ds consisting of nomograms, and an alytical and
nu meri cal calculations, can b e used by a pro cess engineer as a guideline for a feasibility study,
and basic and detail engin eering. Within detail engineering further exp ert knowhow may b e
required e.g. for th e optimisation of resonator design and tuning, which will b e based on numerical
simul ati on s. The pro cess optimisation can b e p erformed on the basis of the herein intro duced
"serial� simulation pro cedure as a �exi ble platform of simulations on applicator level , and can b e
extended by additional physics mo dels like e.g. mechanical stress, mass transp ort, or chemical
reactions.

So far the fo cus of multip hysics simulations of microwave pro cesses is on applicator and continuum
level. The integration of microscopic pro cesses l ike d ip ole relaxation and the asso ciated transp ort
of charges and defects can o�er further interesting ap plications for microwave simulation.
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A. Grundlagen elektromagnetischer Wellen

A.1. Grundlagen der Maxwell-Gleichungen

A.1.1. Das Gauÿsche Gesetz für elektrische Felder

b eschreibt den Zusammenhang zwis chen dem elektrischen bzw. el ektrostatischen Feld ~E , dem
elektrischen Fluss � E sowie der elektrischen Ladungsverteilun g q, d ie das elektrische Feld erzeugt.
In integraler Form lautet das Gesetz:

� E =
�

S
~E � ~n da =

q
"0

: (A.1)

Dieses b esagt, dass die in einem Volumen eingeschlossene Ladung q einen elektrostatischen Feld-
vektor ~E mit der E inheit V � m� 1 hervorruft. "0 = 8 :85418: : : � 10� 12 C=V �m ist die Permittivität
des Vakuums und ~n ist der Normaleneinheitsvektor der Ob er�äche S mit j~nj = 1 . Der elek-
trische Fluss � E trägt die Einheit V � m . Der elektrische F luss durch die Volumenhü lle S des
b etrachteten Volumens ist dab ei prop ortional zur eingeschlossenen freien Ladung q. Das erzeug-
te elektrische Feld wiederum b ewirkt, dass eine elektrische Kraft auf die Ladung q wirkt, die
parallel zum elektrischen Feldvektor ~E ausgerichtet ist [429, S. 3]. Die visuelle Darstellung des
elektrischen Feld es erfolgt in der Regel durch Vektoren o der Feldlinien. Vektoren verd eutlichen
die Richtung des Feldes an jedem Punkt im Raum. Die Vektorsumme aller Einzelfel der ergibt
das resultierende elektrische Feld . Elektrische Feldlinien b eginn en b ei einer p osi tiven Ladun g
und enden an einer negativen Ladung. Wird das Gauÿsche Gesetz auf das von der Ob er�äche S
umschl oss en e Volumen V angewendet und ist die darin enth altene Ladung das Volumeni ntegral
der Ladungsdichte � in C � m� 3 , gilt unter Anwendung des Divergenz-Theorems [429, S. 115] :

�

S
~E � ~n da =

�

V
~r � ~E dV =

�

V

�
"0

dV : (A.2)

Da die b etrachteten Volumina in Gleichu ng A.2 identisch sind, kann aus Gleichung A .2 di e d if-
ferenzielle Form des Gauÿschen Gesetzes für Vakuum abgeleitet werden:

~r � ~E = �
" 0

: (A.3)

A.1.2. Das Gauÿsche Gesetz für magnetische Felder

b eschreibt den magnetischen Fluss � B in d er Einheit V � s, der durch das Anlegen eines magneti-
schen Feldes an einer gesch lossenen Ob er�äche S erzeugt wird. Da keine magnetischen Monop ole
existieren, ist der resultierende magnetische Fluss � B durch die geschlossene Fläch e S stets nu ll:

� B =
�

S
~B � ~n da = 0 : (A.4)

Die magnetische Flussdichte ~B trägt die Einheit Tesla T = V �s=m2 und steht für die magnetische
Kraftwirkun g auf ein e klein e b ewegte Ladung q. Beim magn eti schen Feld stehen magnetische
Flussdichte ~B und magnetische Kraft ~FB senkrecht zueinander. Die durch das magnetische Feld
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verrichtet Arb eit an der Ladung q ist somit immer null [429, S. 45]. Magnetische Felder werden
eb enfalls durch Vektoren o der Fel dlinien dargestellt. Magnetische Feldlinien formen d ab ei immer
geschlossene Lini en . Das Gauÿsche Gesetz für magnetische Felder wird in di�erenzieller Form
wie folgt gesch rieb en:

~r � ~B = 0 : (A.5)

A.1.3. Das Faradaysche Geset z

b eschreibt die Wechselwirkungen zwisch en magnetischem Fluss und elektrischem Feld [429, S.
59]:

� Bei einer Änderung des magnetischen Flusses � B durch di e o�ene Ob er�äche S wird ein
elektrisches Feld ~E entlan g eines b eliebi gen , geschlossenen Pfades C der Grenz�äche indu-
ziert. Be�ndet sich ein elektrisch leitfähiges Material darin, ruft das elektrische Feld eine
elektromotorische Kraft hervor, die einen Strom in diesem �ieÿen lässt.

� Eine zeitliche Änderung der magnetischen Flussdichte ~B induziert ein kontinuierliches, zi r-
kulierendes elektrisches Feld ~E , d.h. die elektrischen Feldlinien bilden geschlossene Schlei-
fen.

In integraler Schreibweise lautet das Faradaysche Gesetz:

�

C
~E � dl = �

d
dt

�

S
~B � ~n da : (A.6)

Zeitliche Änderungen des magn eti schen Flusses können auf eine ab- o der zunehmend e Flussdichte
~B , eine Richtungsänderung von ~B und/o der eine Veränderung der Fläche S zurückgehen. Die
Richtung des induzierten Strom�usses wirkt gemäÿ der Len zschen Regel immer entgegen ihrer
Ursache [430]. Das Faradaysche Gesetz in di�erenzieller Form lautet:

~r � ~E = �
@~B
@t

: (A.7)

A.1.4. Amp ère-Maxwellsches Gesetz

Maxwell erweiterte das Amp èresche o der Durch�utun gsgesetz um einen Term, der die zeitliche
Veränderung des elektrischen Flusses b erücksichtigt [431, S. 13-3]. Aus dieser Änderung folgt,
dass sowohl ein statischer el ektri scher Strom I als auch ein zeitlich veränd erliches elektrisches
Feld ~E ein zirkulierendes Magnetfeld ~B erzeugen kann, und zwar entlang eines geschlossenen
Pfades C , der die b etrachtete Fläche S einschlieÿt [429, S. 84]:

�

C
~B � dl = � o

�
I + "0

d
dt

�

S
~E � ~n da

�
: (A.8)

Die Erzeugu ng magnetischer Felder du rch zeitliche Änderung des elektrischen Feldes (Durch�u-
tung) ist nicht au f die Anwesenheit von elektrischen Ladungen o der physikalischen Strömen
angewiesen und damit ein wichti ges Grundprinzip elektromagnetischer Wellen [429, S. 107].
Den Prop ortionalitätsko e�zienten zwischen b eiden Seiten des Amp ère-Maxwell schen Gesetzes
in Gleichung A.8 bildet die Permeab ilität des Vakuu ms � 0 = 4 � � 10� 7 V �s=A �m . Die magnetische
Feldstärke ~H in der Einheit A � m� 1 ist de�niert üb er ~H = 1=� 0

~B . Der elektrische Strom I ist
die integrale Gröÿe der d urch die Fläche S führenden Stromdichte ~J . Die Stromdichte ~J kann
ungleichförmig üb er die Fläche S sein und in veränderlichem Winkel zur ihr stehen:
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A.1 Grundlagen der Maxwell-Gleichungen

I =
�

S
~J � ~n da : (A.9)

Im Vakuum lautet das Amp ère-Maxwellsche Gesetz in di�erenzieller Form mit der Stromdichte
~J in A � m� 2 :

~r � ~B = � 0

 
~J + "0

@~E
@t

!

: (A.10)

Der Term "0@~E=@t in Gleichung A.10 wird als Durch�utungsstromdichte b ezeichnet und trägt
eb enfalls die Einheit A � m� 2 .

Nachfolgend sind die vier Maxwell -Gleichun gen in klassischer, di�erenzieller Schreibweise b ei
Anwesenheit äuÿerer Quellen o der Ströme im Vakuum für ruhende Körp er zusammengefasst
[17, S. 3]. Die b eiden ob eren Gleichungen sin d die Quellengleichungen, di e b eiden unteren die
Feldgleichungen:

~r � ~D = �
~r � ~B = 0

~r � ~E +
@~B
@t

= 0

~r � ~H �
@~D
@t

= ~J ; (A.11)

worin ~D als elektrische Flussd ichte o der dielektrische Verschiebun g b ezei chnet wird ( ~D in A �s=m2 ),
und der Ausdru ck @~D=@t die Dichte des Maxwellsch en Verschiebungsstroms i st. Die Maxwellsche
dielektrisch e Verschiebung ~D verleiht in Konsequen z elektrisch nicht-leitfähigen wie z.B. dielektri-
schen Materi al ien eine quasi-elektrische Gröÿe [1, S . 159] . Gegenüb er der elektrischen Stromdichte
~J ist der Term @~D=@t dann von Bedeutung, wenn ~J ! 0, z.B. b ei der Ausbreitung elektromagne-
tischer Wellen in dielektrischen Medien, o der b ei hohen Frequenzen, wenn @~D=@t/ f [1, S. 160].
Die verknüp fenden Relationen zwischen Feldstärke und Flussdichte lauten für das elektrische
bzw. magnetische Feld i m Vakuum:

~D = "0 ~E
~B = � 0 ~H

(A.12)

Komplettiert werden die Maxwellgleichungen durch die Gleichung für die volumensp ezi�sche
Lorentz-Kraft ~FL ( ~F in N ) au f b ewegte Teilchen, die sich mit der Geschwindigkeit ~v b ewegen:

~FL = q~E + ~v � ~B ; (A.13)

und die Kontinuitätsgleichung für Ladung u nd Stromdichte [17, S. 3]:

@�
@t

+ ~r � ~J = 0 : (A.14)

Die Maxwell-Gl ei chungen stellen die mathematisch-physikali sche Grundlage für elektromagneti-
sche Wellen dar, denn jede zeitliche Änderung eines elektrischen Feldes ist verknüpft mit einer
räumlich -zei tlichen Magnetfeldänderung und umgekehrt, ohne dass eine b ewegte Ladung vorhan-
den sein muss ( ~J = 0 ). S inusförmig an- und abschwellende elektrische und magnetische Felder
ergeb en eine fortschreitende tran sversale elektromagnetische Welle (s. Abbildung A.1), die sich
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Grundlagen elektromagnetischer Wellen

im Vakuum mit Lichtgeschwindigkeit fortp�anzt. Elektrisches und magnetisches Feld schwingen
dab ei gleichphasig, d.h. sie hab en einen gemeinsamen, p erio disch wiederkehrenden Nullp unkt und
b edingen sich durch gegenseitige Ind uktion. Bei linear p olarisierten Wellen stehen elektrisches
und magnetisches Feld orthogonal zueinander.

~k

~E (x; t )

~B (x; t )

Abbildung A.1: Ausbreitung einer linear p olarisierten, elektromagnetischen Welle.

Elektromagnetische Wellen können nach [17, S. 4] � Energie, Impuls und Drehimpuls tragen und
haben somit eine von den Ladungen u nd Strömen vol lkommen unabhängige Existenz .� Elektro-
magnetische Felder sind zudem masselos [1, S. 436].

A.2. Die Wellengleichung

Durch Kombination der Maxwell-Gleichungen lassen sich zwei lineare, partielle Di�erentialglei-
chungen zweiter Ordnung für ~E und ~B aufstellen. Sie stellen die Well engleichun gen für das
elektrische und magnetisch e Fel d dar. Für ladungs- und stromfreie Bereiche i m Vakuu m gilt
[431, S. 20-8]:

r 2 ~E �
1
c2

@2 ~E
@t2

= 0

r 2 ~B �
1
c2

@2 ~B
@t2

= 0 (A.15)

Die fundamentale Beziehung 1=c2 � "0� 0 verknüpft die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektroma-
gnetischer Wellen im Vakuum wie z.B. Lichtwellen mit den Feldkon stanten "0 und � 0 . Die Licht-
geschwindigkeit b eträgt c t 2:998� 108 m=s. Der Ausd ruck r 2 (o der auch 4 ) in Gleichung A.15
wird Laplace-Op erator genannt und steht für die zweite Ableitung der Feldkomp onente im Raum.
Die partiellen Di�erentialgleichungen der Wellen gl eichung könn en im eindimensionalen Fall durch
den Separationsans atz in zwei gewöhnliche Di�erentialgleichungen für den Zei t- und den Orts-
b ereich der Form X (x) = A cos (�x ) + B sin (�x ) und T (t) = C cos (c�t ) + D sin (c�t ) üb erführt
werden, für die die Lösung w(x; t ) = X (x) � T (t) gilt.
Ist eine Welle als harmonische, ungedämpfte Schwingung de�niert, kann sie als komplexe Exp o-
nenti al funktion der Form

 (~x; t) = ei(~k �~x� !t ) (A.16)

b eschrieb en werden [16, S. 57], worin (~x; t) die Raumzeitko ordinaten sind , ~k der Wellenvektor
und ! die Frequenz d er Schwingung ist. Der Wellenvektor ~k zeigt in Ausbreitu ngsrichtun g der
Welle. Sei n Betrag j~kj = ! =c = ! p "� = 2 � =� ist de�niert als Kreiswell en zah l k , die die Einheit
m� 1 b esitzt. Die Wellengleichung für den skalaren, eb enen Fall  (x; t ) lautet [16, S. 59]:

@2 
@x2

�
1
c2

@2 
@t2

= 0 : (A.17)
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A.3 Makroskopische und komplexe Maxwell-Gleichungen

Die Lösung nimmt die allgemeine Gestalt  (x; t ) = f 1 (t � x=c) + f 2 (t + x=c) an. Darin b e-
schreib t f 1 (t � x=c) eine Welle, die sich mit Geschwindigkeit c in p ositive x -Richtung b ewegt, und
f 2 (t + x=c) eine, die sich in entgegengesetzter Richtung b ewegt. An der Stell e x = const. ändert
sich das Feld p erio disch mit der Zeit t , und zu j ed em Zeitpunkt t hängt das Feld vom Ort x ab
[432, S. 193].
Für ladu ngs- und stromb ehaftete Bereiche werden aus den homogenen Wellengleichu ngen in
Gleichung A.15 sch lieÿlich inhomogene partielle Di�erentialgleichungen der Form [17, S. 286]

r 2 ~E �
1
c2

@2 ~E
@t2

= �
1
"0

 

� ~r � �
1
c2

@~J
@t

!

r 2 ~B �
1
c2

@2 ~B
@t2

= � � 0~r � ~J . (A.18)

Das Erstellen d er Wellengleichungen hat den Vorteil, dass die vier Maxwell-Gleichungen auf zwei
Di�erentialgleichungen reduziert werden. Glei chwohl stellen sie immer no ch ein gekopp eltes Gl ei -
chungssystem dar. Die Wellengleichungen für das elektromagnetische Feld in einem dielektrischen
Medium mit den statischen Werten "; � 6= f (! ) bzw. b ei Frequenzen unterh alb ihrer Disp ersion
(vgl. Unterabsch nitt A.4.3) lauten nach [433, S. 259] :

r 2 ~E �
" r � r

c2
@2 ~E
@t2

= 0 ;

r 2 ~B �
" r � r

c2
@2 ~B
@t2

= 0 : (A.19)

Die Ausbrei tungsgeschwind igkeit im Medi um b eträgt v = c=p " r � r . Permittivität und Permea-
bilität reduzieren somit die Ausbreitu ngsgeschwind igkeit der elektromagnetischen Strahlung i m
Medium.

A.3. Makroskopische und komplexe Maxwell-Gleichungen

Die ob en b eschrieb ene Betrachtung von ~E und ~B als kontinuierliche, gewöh nliche Felder ent-
spricht der der klassischen Physik. Aufgrund der qu antenmechanischen Natur der Photonen sind
ihre Energiezustände jedo ch diskret und unterliegen auf atomarer Eb ene quantenmechanischen
Gesetzmäÿigkeiten [17, S . 288]. Zudem sind elektrische Ladungen immer ganzzahlige Vielfache 1

der Elementarladung e eines Elektrons, streng genommen also eb enfalls diskret [17, S. 5]. Bei
makroskopischen Systemen, also b ei Betrachtungen auÿerhalb der atomaren Eb ene, i st die klas-
sisch e Besch reibung der elektromagnetischen Wellen als kontinui erl iche Felder zulässi g, wen n der
Impuls p eines einzeln en Photons gegenüb er dem des Materiesystems klein ist un d eine kontinu-
ierlich e Rau mladungsverteilung angenommen werd en kann [17, S. 5]. In diesem Fall werden fü r
ein Volumen gemittelte, makroskopische Feld - und Quellgröÿen angewendet. Als A bgrenzung zur
mikroskopischen Betrachtung kann eine Grenzlänge L 0 = 10 � 8 m angenommen werden; für Vo-
lumen mit L � L o können die darin enthaltenen Atomkerne und Elektronen als Punktladun gen
b etrachtet werden, deren Einzelschwingungen b ei räumlicher Mittlung geglättet werden [17, S.
289].
Wird b eispielsweise ein Feststo� als Medium b etrachtet, so enthält dieser neb en seinem Aufbau
aus Atomkernen und Elektronen auch �f rei e� elektrische Ladungen. Wird ü b er alle enthaltenen
Moleküle und freien Ladungen summiert, so ergibt sich die gemittelte Ladungsdichte [17, S. 295]
1 Eine Ausnahme bilden Quarks, d ie eine Ladung von � 1

3 e o der + 2
3 e aufweisen .
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h� (~x; t)i Ladungen = � (~x; t) � ~r � ~P (~x; t) +
X

ij

@2

@xi @xj
Q0

ij (~x; t) + : : : (A.20)

gebildet aus den makroskopischen Gröÿen Ladungsdichte � (~x; t) = � frei + � Molek�ule , Polarisation
~P (~x; t) und Quadrup old ichte Q0

ij (~x; t) . Die elektromagnetischen Feldgröÿen ~D und ~H sind nicht
mehr linear abh ängig von ~E bzw. ~B , sondern unterliegen zusätzlich bis zu höherer Ordnung den
Momentdichten von elektrischen Dip ol en ~P bzw. Quadrup olen Q0

kl sowie magnetischer Dip ole
~M [17, S. 16]. Die Vektoren ~D bzw. ~H enthalten somit die Komp onenten:

D i = "0E i + Pi �
X

j

@Q0
ij

@xj
+ : : : ;

H i =
1
� 0

B i � M i + : : : (A.21)

Quadrup olmomente sowie alle höheren Elemente können in den meisten F äl len vernachlässigt
werden, so dass für die makroskopischen Maxwell-Gleichungen in guter Näherung die folgenden
Feldgröÿen verwendet werden können [17, S. 288]:

~D = "0 ~E + ~P (A.22)

~H =
1
� 0

~B � ~M (A.23)

Werden weder Ferro elektrika no ch Ferromagnetika b etrachtet, u nd ist das Medium li near, d.h.
die elektrische bzw. magnetische Polarisation ist prop ortional zum Betrag des elektrischen bzw.
magnetischen Feldes, gilt für die Vektorkomp onenten von ~D und ~H im kartesischen System:

D i =
X

j

" ij E j

H i =
X

j

1
� ij

B j : (A.24)

Die Tensoren " ij und � ij heiÿen Permittivitätstensor bzw. Permeabilitätstensor. Sie sind fre-
quenzabhängig und abhängig sowohl von der molekularen bzw. K ristallstruktur als au ch von
Dichte %o der Temp eratur T [17, S. 17]. Ist ein Material isotrop, d.h. Permi ttivität und Permea-
bilität sind unabhängig von der räumlichen Orientierung, wird aus dem jeweiligen Tensor ein
Skalar und Gleichung A.24 verein facht sich zu [17, S. 17]

~D = " ~E
~H =

1
�

~B (A.25)

Die skalare Permittivität " und Permeabilität � werden oft als Pro dukt aus relativer Gröÿe
" r , � r und der jeweiligen Feldkonstante für das Vakuum "0 und � 0 gebildet. " r wird auch als
Dielektrizitätskonstante un d � r als Permeabilitätszahl b ezeichnet.
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" = " r "0

� = � r � 0 (A.26)

Da el ektromagnetische Well en zeitharmonisch e Schwingungen in Abhängigkeit der Winkelfre-
quenz ! und der A mp litude ~A der Form ~F (t) = ~A cos (! � t + ’ ) sind, können sie durch Fourier-
Transformation vom Zeit- in den Frequenzb ereich üb ertragen werden [16, S. 15]. Die Fourier-
Transformation der Funktion F (t) und ihre Rücktransformation lauten im eindimensionalen
Fall:

F (! ) =
+ 1�

�1

F (t) e� i!t dt (A.27)

F (t) =
1

2�

+ 1�

�1

F (! ) ei!t d! (A.28)

Die Fourier-Transformation für die zeitabhängige dreidimensionale Feld gröÿe ~F (~x; t) wird wie
folgt vorgenommen 2 :

~F
�
~k; !

�
=

+ 1�

�1

+ 1�

�1

~F (~x; t) ei(~k �~x� !t )d~xdt (A.29)

Durch die komplexe Darstellun g wird die Zeitabhängigkeit b ei harmonischen Vorgängen ver-
mieden, und die Feldgröÿen sind nur no ch Funktionen des Ortes. Jede Maxwell-Gleichung mit
reellen Gröÿen, die keine zeitliche Ableitung enthält, nimmt generell dieselb e Gestalt mit kom-
plexen Gröÿen an. Für jede nach der Zeit abgeleiteten Gröÿe gilt @

@t := i ! [14, S. 18]:

~r � ~E = � @~B
@t zeitabhängige Form

~r � ~E = � i! ~B komplexe Form

Die komplexen Maxwell-Gleichungen lau ten somit gemäÿ [14, S. 18]:

~r � ~D = �
~r � ~B = 0

~r � ~E = � i! ~B
~r � ~H = i ! ~D + ~J

(A.30)

Für einfache lineare Medien, also solche, die homogen, isotrop und dielektrisch disp ers sind ,
gelten zudem die komplexen Materialgröÿen "̂ , �̂ und �̂ . In Analogie zu Glei chung A.25 sind die
komplexen Flussdichten wie folgt de�niert [14, S. 18]

~D = "̂ ~E
~B = �̂ ~H
~J = �̂ ~E

(A.31)

2 Komplexe Vektoren werden zur Unterscheidung mit Unterstrich geschrieb en.
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mit der komplexen Permittivität "̂ (! )
" 0

= "0
r (! ) � i"00

r (! ) , der komplexen Permeabilität �̂ (! )
� 0

=
� 0

r (! ) � i� 00
r (! ) und der komplexen elektrischen Leitfähigkeit �̂ = � 0� i� 00.

A.4. Perm ittivität, Perme abilität und Suszeptibilität

Wie b ereits ob en erläutert stellt die Permittivität "̂ (! ) bzw. die elektrische Suszeptibilität �̂ e (! )
eine komplexe, frequenzabhängige physikalische Gröÿe dar, die den Prop ortionalitätsfaktor zwi-
schen der zeitlichen Ausprägung des elektrischen Feldes ~E und der in einem b eliebigen Material
hervorgerufenen elektronischen und/o der ionischen/atomaren Polarisation darstellt [16, S. 23]:

~P
�
~k; !

�
= "0�̂ e (! ) ~E

�
~k; !

�
= "0 (1 � "̂ r (! )) ~E

�
~k; !

�
(A.32)

Die durch das elektrische Fel d ~E hervorgerufene Polarisation ~P ist parallel zu diesem ausgerichtet.
Die Permittivität kann also auch al s Widerstand b ezeichn et werden, den ein Medium der A us-
breitung eines elektrischen Feldes entgegenstellt. Die Tran sformation von ~P in den Zeitb ereich
erfolgt üb er ein Faltungsintegral.

Die Permeabilität �̂ (! ) bzw. magnetische Suszeptibilität �̂ m (! ) wiederum s tel lt den P rop or-
tionalitätsfaktor zwischen der raumzeitlichen Ausprägung des magnetischen Feldes ~H und der
magnetischen Flussdichte ~B dar. Sie b eschreibt die Fähigkeit eines Mediums, ein äu ÿeres magne-
tisches Feld d urch Reorientierung bzw. Migration seiner magnetischen Di p ole i n sich aufzubauen:

~B
�
~k; !

�
= � 0 ( �̂ m + 1) ~H

�
~k; !

�
= � 0�̂ r ~H

�
~k; !

�
: (A.33)

Die Permittivität und Permeabilität setzen sich aus einem dimensionslosen relativen (Index r)
und einem dimensionsb ehafteten konstanten Anteil (Index 0) zusammen (s. Gleichung A.26).
Sind die Materialgröÿen "̂ und �̂ frequenzabhängig ab er feldunabhängig , ist das Medium linear .
Die Frequenzabhängigkeit der Permittivität wird als Disp ersion b ezeichnet und vertiefend in
Unterab schnitt A.4.3 b eschrieb en. Die Frequenzabhängigkeit der Permeabilität sol l hier nicht
näher b ehandelt werden, da in dieser Arb eit magnetisch annähernd verlustfreie Materialien mit
�̂ (! ) u 1 angenommen werden. Grundlagen zu magnetischen Materialeigenschaften sind u .a. in
der Literatur der Elektro dynamik, z.B. [433, 17], zu �nden.

Ist ein Medium linear, zeitinvariant, isotrop un d h omogen wie z.B. viele amorphe Feststo�e,
Flüssigkeiten o der kub ische Kristalle [16, S. 247], d.h. die Permittivität ist zeit-, orts- und rich-
tungsunabhängig, dann ist die Permittivität eine skalare Gröÿe und trägt die Einheit A �s=V �m :

"̂ (! ) = "̂ r (! ) "0 : (A.34)

"0 ist wie b eschrieb en die elektrische Feldkonstante des Vakuums. Die komplexe Permittivität
weist einen Realteil Re ("̂ ) = "0 und einen Imaginärteil Im ( "̂ ) = "00auf:

"̂ (! ) = "0(! ) � i"00(! ) = "0
�
"0

r (! ) � i"00
r (! )

�
: (A.35)

Real- und Imaginärteil der komplexen Permittivität sowie der komplexen Suszeptibilität sind
nicht unabhängig voneinander. Der Realteil steht b ei jeder Frequenz in Beziehung zum Imagi-
närteil und u mgekehrt. Diese Relation wird durch die Kramers-Kronig-Gleichung wiedergegeb en,
b ei der sich Real- und Imaginärteil der komplexen dielektrischen Funktion gegenseitig durch In-
tegration b edingen [433, S. 281] [17, S. 386] [16, S. 21]. Sie u nterliegt dem Prinzip von Linearität
und Kausalität; Voraussetzung für ihre Anwendung ist, dass d ie komplexe Funktion in d er ob eren
Halb eb ene analytisch ist und für unendlich groÿe Werte gegen Null tendiert [434].
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"0(! ) � 1 =
1
�

CH
1�

�1

"00(
)

 � !

d
 � 0
e (! ) =

1
�

CH
1�

�1

� 00
e (
)


 � !
d


"00(! ) = �
1
�

CH
1�

�1

("0(
) � 1)

 � !

d
 � 00
e (! ) = �

1
�

CH
1�

�1

� 0
e (
)


 � !
d
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 ist die Variable der Kreisf requ en z, und mit CH wird der Cauchysche Hauptwert des au fge-
zeigten Integrals gekennzeichnet. Dieser wird zur Lösung divergenter Integrale verwendet, die
sonst u nb estimmt b leib en 3 . Durch die Kramers-Kronig-Gleichung wird der Bereich möglicher
Permittivität bzw. Su szep tibilität physikalisch eingeschränkt und der Frequenzverl au f asympto-
tisch b egrenzt [16, S. 22]. Sie kann auch genutzt werden, u m Messergebnisse zu validieren. In
[435] wird dazu folgende Form der Kramers-Kronig-Gleichung unter Verwendu ng der Gleich-
stromleitfähigkeit � dc verwendet.

"0(! 0) = "1 +
2
�

1�

0

"00(! )
!

! 2 � ! 2
0

d! (A.37)

"00(! 0) =
� dc

"0! 0
+

2
�

1�

0

"0(! )
! 0

! 2 � ! 2
0

d! (A.38)

Nur eingeschränkt üb ertragbar ist die Kramers-Kronig-Beziehung für di e magnetische Permeabi-
lität �̂ (! ) und magnetische Suszeptibilität �̂ m (! ) = �̂ (! ) � 1, da die Permeabilität nicht streng
monoton fallend zu hohen Frequenzen sein muss [436].

Viele kristalline Materialien weisen anisotrop e Eigens chaften auf. Die Permittivität "̂ wird im
Fall einer H au ptachsentransf ormation als symmetri scher Tensor geschrieb en,

"̂ =

0

@
"̂1 0 0
0 "̂2 0
0 0 "̂3

1

A (A.39)

wob ei "̂1 , "̂2 und "̂3 entlang der Bezugsachsen des Kristalls ausgerichtet sind, die für den ob en
b eschrieb enen Tensor entlang der Raumrichtungen (x; y; z) verlaufen. Andernfalls ist eine Trans-
formation üb er Eigenvektoranalyse erforderlich. Für uniaxiale Kristalle (tetragonal, hexagonal,
trigonal o der orthorhombisch) gilt "̂1 = "̂2 6= "̂3 und für biaxiale Kristall e (orthorhombisch, tri-
klin o der monoklin) gil t "̂1 6= "̂2 6= "̂3 [16, S. 249]. Ein Beispiel für ein en anisotrop en Kristall
ist Quarz mit unterschiedlichen Abs orp tionsbanden im Bereich des Infrarotlichts b ei paral leler
und orthogonaler Ausrichtung zur optischen Achse [437]. Die Annahme linearer Medien stellt ei-
ne gen erelle Vereinfachung dar, denn jedes Medium wird unter entsprechenden Vorau ssetzungen
nichtlineares Verhalten aufweisen. Nichtlineares Materialverhalten im elektromagnetischen Feld

3 Besitzt die Funktion f (x) eine Singularität b ei x0 , ist das Hauptwertintegral wie folgt de�niert:

1�

�1

CH ( f (x)) dx = CH
1�

�1

f (x) dx = lim
� ! 0+

2

4
x 0 � ��

�1

f (x) dx �
1�

x 0 + �

f (x) dx

3

5

Die Delt a-Funktion erfas st den Beitrag an der Stelle x0 durch Umlaufen von x0 entlang eines in�nitesimalen
Halbkreises in p ositivem Drehsinn. Di e Stelle x0 bleibt somit vom Integrationspfad ausgeschlossen.
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wird z. B. in [ 438] b eh an delt, won ach sich der dielektrische Verschiebungsstrom für nichtlinea-

re Medien ~D = "0 ~E +
�

~PL + ~PNL
�
aus dem linearen (L) und einem b etragsmäÿig geringeren

nichtlinearen (NL) Polarisationsanteil zusammensetzt.

Die Permittivität eines Materials ist eng mit der frequenzabhängigen Polarisierbarkeit � ver-
bunden. Dielektrische Materialien werd en in paraelektrische (o der nicht-ferro elektrische) und
ferro elektrische Materialien untertei lt [439, S. 78]. Ferro elektrische Materialien b esitzen ohne
äuÿeres elektrisches Feld ein elektrisches D ip olmoment (z.B. Perovskite wie BaTiO 3 ). Positive
und negative Ladungen sind b ei einem f erro elektrisch en Kristall räumlich getrennt [314, S. 510].
Beim Anlegen eines äuÿeren elektrischen Feldes können ferro elektrische Materialien ihre sp onta-
ne Polarisationsrichtung än dern. Ob erhalb d er Üb ergangstemp eratur TC geht dieser p olarsierte
Zustand jedo ch verloren. Bei paraelektrischen Materialien wird die Polarisierung durch äuÿere
elektrische Felder ausgelöst; si e unterteilen sich in unp olare, p olare und dip olare Materialien.

Bei unp olaren Materialien erzeugt das elektrische Feld eine elastische Auslenkung von Elektro-
nen bzw. Elektronenwolken im Valenzband. Es entsteht nu r eine elektrische Polarisation. Zu
dieser Grupp e gehören b eispielsweise Silizium und Diamant, sowie i nerte Elemente in gasförmi-
ger, �üssiger o der fester Form. Unterhalb ihrer Reson an zfrequ enz (gewöhnlich im Bereich des
sichtbaren bis ultravioletten Lichts) ist die dielektrische Konstante unabhängig von der Frequenz
und äqu ivalent mit der statischen Dielektrizitätskonstante "0 (s. auch Unterabsch nitt A.4.3). Die
Polarisi erb arkeit un p olarer Materialien entspricht allein der Elektron en-Polarisierbarkeit � e.

Polare Materialien b estehen aus mehratomigen Molekülen ohne p ermanente Dip ole. Beispiele
sind ionische K ristalle, einige Oxid e o der auch Para�ne. Polare Materialien weisen neb en der
elastisch en Auslenkung der Elektronen auch eine Veränderung von Ionenp ositionen aufgrun d äu-
ÿerer elektrischer Felder auf. Daher treten zwei R es on an zb ereiche auf: der erste entsprechend der
Elektronenp olarisation im Bereich des optischen Lichts, der zweite aufgrund der Ionenp olarisa-
tion im Bereich niedrigerer Frequenzen, z.B. im Infrarot-Bereich. Die Polarisierbarkeit p olarer
Medien � setzt sich zusammen aus der Elektronen- ( � e) und der Ionenp ol ari sierbarkeit ( � i ).

Bei dip olaren Medien treten drei Polarisationsmechanismen auf: elektronische, ionische und die
Dip olp olarisation ( � d ). Dip olare Materialien b esi tzen Moleküle mit p ermanenten Dip ol en . Bei
äuÿerer An regu ngen durch ein elektrisches Feld wird eine Neu au srichtun g ihrer Dip olorientierung
erzeugt. Dies tri�t vor allem auf Flüssigkei ten und Gase zu, sowie für einige Feststo�e wie z.B.
feste Salz- und Schwefelsäure [439, S. 78]. Eine kritische Temp eratur de�niert im festen Zustand
die Gren ze, unterh alb der al le Dip ole �eingefroren� sin d, also i hre Polarisierb arkeit verlieren. In
den meisten Fällen entspricht diese dem Schmelzpunkt der Materialien. Da dielektrische Ma-
terialien meist in p olykristalliner o der amorpher Form vorliegen, b esitzen sie eine Vielzahl von
Störstellen. Zudem sind die meisten Materialien keine idealen Isolatoren sondern weisen eine
elektrische Leitfähigkeit auf, so dass die Polarisierbarkeit von d ip olaren Materialien allgemein
durch die Polarisation von Raumladungen ( � r ) erweitert werden kann zu � = � e + � i + � o + � d
[439, S. 79].

Der Zusammenhang zwischen Dichte des Mediums %, Polarisierbarkeit � und der makroskop i-
schen Permittivität " wird durch die Clausius-Mosotti Beziehung [440] [314, S. 506] b eschrieb en.

(" r � 1)
(" r + 2) %

=
1

3"0

X

j

N j � j (A.40)

N j steht für die volumens p ezi�sche Teilchendichte. Die Clausius-Mosotti-Gleichung gilt vor allem
für Substanzen mit geringer Dichte wie Gase bzw. näherun gsweise für Flüssigkeiten o der Feststof-
fe mit hoher Dielektrizitätszahl [17, S. 188] bzw. kubische Kristalle, die der Lorentz-Beziehung
~E lokal = ~E + ~P

3" 0
gehorchen [314, S. 504], die b esagt, dass sich die lokale elektrische Feldstärke

zusätzlich zum makroskopischen Feld aus der Polariationswirkung der umgeb enden Atome er-
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gibt. Ei n i deal verlustfreies Dielektrikum weist keine dielektrischen Verluste auf: "̂ r = "0
r + i0 .

Das ei nzige p erfekte Dielektrikum ist Vakuum ( "̂ r = 1 + i0 ). Bei verlustb eh af teten Dielektrika
tritt eine deutliche Frequenzabhängigkeit der Permittivität mit "0

r 6= 1 und "00
r > 0 auf (z.B.

keramische Werksto�e).

A.4.1. Zusammenhang zwischen Permittivität und elek trische r Leitfähigkeit

Die Permittivität von Metallen bzw. Materialien mit sowohl dielektrischen als auch elektrisch en
Eigensch aften kann b ei niedrigen Frequenzen ( ! ! 0) gemäÿ [17, S. 360 �.] wie folgt b etrachtet
werden. Nach dem komplexen Maxwell-Amp èreschen Gesetz gilt:

~r � ~H = ~J + i ! ~D : (A.41)

In obige Gleichu ng wird das Ohmsche Gesetz in der Form ~J = � ~E mit der elektrischen Leitfähig-
keit � in S=m eingesetzt. Wenn ein Material sowohl elektrische als auch dielektrische Eigenschaften
b esitzt, nähert sich der Imagi närteil der Permittivität null an, "00! 0 (s. auch Lorentz- o der
Debye-Mo dell in U nterabschni tt A.4.3). Die Permittivität kann in diesem Fall durch die statische,
reelle Permittivität "0 b eschrieb en werd en. Folglich ist ~D = "0~E . Dies gilt nur für vergleichsweise
schlechte elektrische Leiter; b ei guten elektrischen Leitern entfällt "0, da in diesem Fall die di-
elektrische Verschiebung ~D vernachlässigt werden kann. Gleichung A.41 geht für ! ! 0 somit
üb er in

~r � ~H = ~J + i ! ~D = � ~E + i !" 0~E = i !
�

"0� i
�
!

�
~E (A.42)

Nach [17, S. 361] wird der eingeklammerte Ausdruck in Gleichung A. 42 al s veral lgemeinerte o der
e�ektive Permittivität "̂e� (! ) interp reti ert und wie folgt geschrieb en:

"̂e� (! ) = "0� i
�
!

: (A.43)

Wird der Imaginärteil von Im f "e� (! )g = "00
e� = � =! nach � umgestellt, ergibt sich daraus

� (! ) = !" 00
e� = !" 0"00

r (! ) : (A.44)

Der Ausdruck � (! ) in Gleichu ng A.44 wird oft für den gesamten Frequenzb ereich genutzt, b esitzt
nach [433, S. 267] jedo ch keine physikal ische Signi�kanz auÿer d er Relation zu "00

r .

Die frequenzabhängige Leitfähigkeit der Metall e leitet sich n ach Drude [441] aus der Bewe-
gungsgleichung der freien Elektronen im E -Feld gemäÿ der Analogie zur kinetischen Gasth eorie
ab, hier dargestellt für d en eindimensionalen Fall:

� me _v +
me

�
vD + eE = 0 ; (A.45)

mit den Parametern Dri ftges chwindi gkeit vD , der mittleren thermischen Geschwindigkeit v , Stoÿ-
zeit � durch S treuprozesse sowie der Ladung e und Masse me eines Elektron. Für den stationären
Fall mit _v = 0 ergibt sich für die endliche Driftgeschwind igkeit vD = � e

me
�E . Die Stromdichte

J im Leiter b erechnet sich au s J = � eN � vD mit der Elektronendichte N und der Elementarla-
dung e, so dass daraus J = N e2=me�E folgt. Mit Hilf e des Ohmschen Gesetz J = � 0E lässt sich
wiederum die Gleichstrom-Leitfähigkeit nach Drude ableiten zu:

� 0 =
Ne2�
me

(A.46)
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Tri�t eine elektromagnetische Welle auf ein Material, gilt i m elektrischen Wechselfeld _v 6= 0 ,
woraus sich aus Gleichu ng A.45 b ei Üb ertragung in den Frequenzb ereich

� i!m e � v (! ) +
me

�
v (! ) + eE = 0 : (A.47)

ergibt. Durch Umstellen ist die Geschwindigkeit der Elektronen v (! ) = � e
me

1
1� i!� �E (! ) . Wird

diese in die komplexe Gleichung für die Stromdichte J (! ) = � (! ) E (! ) = � eN �v (! ) eingesetzt,
ergibt sich daraus in Kombination mit Gleichung A .46:

� (! ) =
Ne2

me
�

1

 � i!

=
Ne2�
me

�
1

1 � i!�
=

� 0

1 � i!�
: (A.48)

Darin ist � 0 die Gleichstromleitfähigkeit, N die Elektronendichte, e die Lad ung eines Elektrons,
me die Masse eines Elektrons und 
 = 1=� der Dämpfungsfaktor der Elektronenschwingung. Für
Metalle ist die Leitfähigkeit bis i n den Mikrowellenb ereich reell, d.h. nicht frequen zab hängig; sie
wird erst b ei Frequenzen ab dem Infrarot-Bereich ( ’ 1012 Hz) komplex, wob ei Gleichung A.48
die quantenmechanischen Beiträge zur Frequenzabhängigkeit qualitativ b eschreibt [17, S. 361].
Die Unterscheidung zwischen elektrischem Leiter und Dielektrikum ist b ei Frequenzen ! > 0
arti�ziell; die Disp ersionseigensch af ten können sowohl durch eine frequenzabhängige, elektrische
Leitfähigkeit wie durch eine komplexe Permittivität (vgl. Seite 139) b eschrieb en werden [17, S.
361].

A.4.2. Zusammenhang zwischen Permittivität und Brechungszahl

Für d ie Ausbreitung ein er elektromagnetischen Welle in einem absorbierenden Material gilt im
Fall einer homogenen, planaren Welle, deren Wel lenvektor in Ausbreitungsrichtung zeigt, für den
Betrag des komplexen Wel lenvektors ~k = k̂~n ( ~n ist der Einheitsvektor in Richtung von ~k0 und
~k00) nach [433, S. 285]:

k̂ =
p

"̂ r �̂ r
!
c

= ( n � i� )
!
c

: (A.49)

c ist darin di e Lichtgeschwindigkeit. Die Gröÿe n ist der dimension slose Brechungsindex des
Mediums, der die Reduzierung der Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium gegenüb er der im
Vakuum b eschreibt. � ist der Absorptionsko e�zient, der die Dämpfung der Welle im Med ium
b eschreibt. En ergi e- Dissipation ( � > 0) tritt nur dann auf, wenn "̂ r und �̂ r komplex sind. Der
Absorptionsko e�zient kann ab er auch von Null versch ieden sein ( � ? 0), wenn " r und � r reell
sind und n egative Vorzeichen b esitzen [433, S. 285].

Der komplexe Brechungsind ex n̂ lässt sich folglich in der Form

n̂ (! ) = n � i� =
p

"̂ r �̂ r (A.50)

schreib en. Unter Vernachlässigun g der Permeabilität ( �̂ r = 1 ) sind Permittivität und Brechungs-
index folgendermaÿen verknüpft:

n2 + � 2 � 2i n� = "̂ r = "0
r � i"00

r (A.51)

Real- und Imaginärteil des Brechnungsindex lassen sich aus dem Real- bzw. Imaginärteil der
Permittivität wie folgt b erechnen [433, S. 285]:
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n =
r

1
2

� p
"02

r + "002
r + "0

r

�

� =
r

1
2

� p
"02

r + "002
r � "0

r

�
(A.52)

Für Metalle ist b ei niedrigen Frequenzen der Imaginärteil der Permittivität "00 � "0 und die
elektrische Leitfähigkeit gemäÿ Gleichung A.44 mit "00verknüpft. Daher gilt für Metalle n = � =p

� =2! [433, S . 285].

A.4.3. Frequenzabhängigkeit der dielek trische n Funktion

Die Abhängigkeit der Permittivität von der Frequenz wird als Di sp ersion b ezeichnet. Die Permit-
tivität ei nes Mediums wird entscheidend b eein �u sst durch die Polarisationseigenschaften seiner
schwingungsfähigen Bausteine. Alle Medien wie Gase, Flüssigkeiten und Feststo�e weisen eine
Absorption und Polaris ati on als Fu nktion der Frequ enz auf. Die Polarisationse�ekte können je
nach Material auf die B eiträge von (i) Elektronen, (ii) freien o der gebundenen Ionen, (i ii) p erma-
nenten Dip olen und zusätzlich auf (iv) Grenz�ächenp olarisation zurückgehen. Letztere werden
durch Ladungskonzentrationen an Grenz�ächen heterogener [314, S. 507] bzw. geschichteter Ma-
terialien hervorgeruf en (Maxwell-Wagner-E�ekt) [442]. Untersuchungen an Oxid-Kristallen zei-
gen [443], dass dieser Ein�uss b ei Temp eraturen üb er 75 K vernachlässigbar ist. Verunreinigungen
und Poren dagegen üb en einen Ein�uss auf die Grenz�ächenp olarisation und den di el ektri schen
Verlust aus [443].

Für alle Materialien gilt, dass b ei Frequenzen jenseits ihrer Elektronen-Vibrationsmo den die
Grenzwerte lim ! !1 "0

r = 1 und lim ! !1 "00
r = 0 erreicht werd en [16, S. 267]. Ei n exemplari-

scher Frequenzverlauf von "̂ r mit verschiedenen Beiträgen zur Polarisierbarkeit für ei n el ektris ch
nicht-leitfähiges Material ist in Abb ildung A.2 dargestellt. Unterschieden wird zwischen Rela-
xationsvorgängen von Dip olen im Radio- und Mikrowellenb ereich und Resonanzvorgängen von
Atomen und Elektronen im Hö chstfrequenzb ereich gröÿer 1012 Hz. Wasser b esitzt b eispiel sweise
temp eraturabhängig drei Relaxations frequ enzen (16 GHz, 129 GHz, 1788 GHz b ei 20 ° C) im
Mikrowellen- und zwei Resonanzen im Fern-Infrarot-Bereich (4 TH z, 14.7 THz b ei 20 ° C) [251].

Abbildung A.2: Exemplarischer Frequenzverlauf der dielektischen Funktion eines d ielektrischen,
elektronisch nicht leitfähigen Materials mit drei Polarisationsresonanzen: (i) eine
Dip ol-Relaxation b ei ! 0;1 im Mikrowellen-, (ii) eine Gitterionen -Oszillation b ei
! 0;2 im Fern-Infrarot- und (iii) ein e Valenzelektronen-Oszillation b ei ! 0;3 im U V-
Bereich .
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Zur Beschreibung der Polarisation existieren verschieden e Mo delle, die auf klassischen physi-
kalischen als auch quantenmechanischen Mo dellen b eruhen und in den folgenden Abschnitten
vorgestellt werden. Gemäÿ Gleichung A.31 gil t:

~D (! ) = "̂ (! ) ~E (! ) ; (A.53)

worin die komplexe, skalare Funktion "̂ (! ) nach [433, S. 266] allgemein de�niert ist al s:

"̂ (! ) = "0

2

41 +
+ 1�

0

f (� ) ei!� d�

3

5 : (A.54)

Die Funktion f (� ) ist klein für alle Werte von � und tendiert b ei Dielektrika gegen 0 für � !
1 , d.h. dass kein Wert von D (t) durch entfernt liegende E (t) b eein�usst wird, sondern die
Relaxationszeiten der Polarisation maÿgeblich sind [433, S. 279]. Die kompl exe Funktion "̂ (! )
wird auch als Disp ersionsrelation b ezeichnet [433, S. 266].

Drude-Mo dell Für den Fall freier, in ih rer Bewegung uneingeschränkter Elektronen, wie sie
näherungsweise b ei Metallen angenommen werden können, kann die dielektrische Funktion nach
dem klassis chen Dru de-Mo dell verwend et werden [441, 444]. Auf Basis von Gleichung A.43 und
den Annahmen ! � � und "0

r = 1 gilt:

"̂ (! )
"0

= 1 � i
� (! )
"0!

(A.55)

Durch Einsetzen der frequenzabhän gi gen Leitfähigkeit aus Gleichu ng A.48 ergibt sich daraus:

"̂ r (! ) = 1 � i
Ne2

"0me
�

�
! (1 � i!� )

= 1 �
! 2

p

! 2 + i 
!
; (A.56)

mit der Plasmafrequenz ! 2
p = Ne2

" 0me

�
in s� 2�

und dem Dämpfungsfaktor 
 = 1=�
�
in s� 1�

. Der Ver-
lauf der dielektrischen Funktion üb er die Frequenz ist in Abbi ldung A. 3a nach Gleichung A.57
dargestellt. Für Frequenzen ! � ! p nimmt " groÿe Beträge an ( "0

r wird negativ, "00
r ist p ositiv).

Mit steigender Frequenz nimmt der Betrag von "0
r und "00

r monoton ab. Für ! > ! p nähert sich
"0

r ’ 1 und "00
r ’ 0. Bei ! = 
 ändert sich die Steigung im Verlauf von "00

r :

"̂ r (! ) = 1 �
! 2

p

! 2 + i 
!
=

"

1 �
! 2

p

! 2 + 
 2

#

+ i

"
! 2

p

! (! 2 + 
 2)

#

: (A.57)

Im Fall ! = ! p wird "0
r = 0 , und die Elektronen schwingen schwarmäh nlich in longitudinaler

statt transversaler Richtung, weit rei chenden Coulomb-Kräften zwischen den Elektronen fol-
gend. Diese kollektive Oszillation wi rd Plasmaoszillation bzw. quantenmechanisch als Plasmon
b ezeichnet [16, S. 254]. Es trägt die Energie ~! p und b esitzt eine Leb enszeit von � = 2=
 . Der
Dämpfungsfaktor 
 wird b estimmt durch die Zeit zwischen der Kollision eines Elektrons mit
Phononen (Gitterschwingungen) bzw. Gitterfehlern. Bei den meisten Metallen ist 
 � ! p . D ie
Plasmafrequenz ! p der Metalle liegt typischerweise im Bereich des sichtbaren bzw. ultravioletten
Lichts (3 bis 20 eV).

Der Frequ enzverlauf der Drude-Funktion erklärt die hohe Re�ektivität von Metallen sowohl im
Bereich der Mikrowellen als auch im Bereich des infraroten bzw. sichtbaren Lichts durch die Be-
dingung " < 0. Die Drude-Theorie ist b eispielsweise gut auf Aluminium anwendbar [16, S. 255].
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(a) Drude (b) Lorentz

Abbildung A.3: Vergleich der diel ektris chen Funktionen n ach Drude und Lorentz.

Der Nachteil des Drudemo dells ist, dass es keinerlei Unterscheidung hinsichtlich der Energiezu-
stände der Elektronen macht. Es ist im Grunde ein klassisches Mo dell elastischer Stöÿe zwischen
Elektronen und p ositiv geladenen Metallionen und lässt sich deshalb nicht auf Interbandüb er-
gänge anwenden [445]. Erweiterungen des Dru de-Mo dells stellen das nachfolgend b eschrieb ene
halbklassische Lorentzmo dell und das quantenmechanische Drude-Sommerfeld-Mo dell dar.

Lorent z-Mo dell Die Bewegung freier Elektronen in Wellenform um den Ionenrumpf erfährt
in einem kristallinen Gitter eine entscheidende Ein schränkung. Durch die Perio dizität des Git-
ters und die Bragg-Re�exion der Elektronenwellen an diesem (Bragg-Bedingung: k = � � =a , a:
Gitterkonstante) entstehen Energieb ereich e, für die nach Bloch [446] keine Lösungen der Wel-
lengleichungen gemäÿ der Schrö dingergleichung existieren. Sie können somit nicht von El ektronen
b esetzt werden - sogenannte Bandlücken [314, S. 182 �.]. Materialien können hin sichtlich i hrer
Besetzung der zulässigen Energiebänder mi t Elektronen in fol gen de Kategorien unterteilt werden:

� Bei einem Isolator sind ein o der mehrere Bänder volls tän dig mit Valenzelektronen gefüllt,
während höhere Bänder leer bleib en (Bedingun g: Zahl der Valenzelektronen in der Pri-
mitivzelle ist gerade). Durch Anlegen eines äuÿeren E -Feldes kann kein Strom�uÿ erzeugt
werden. Die energetische Band lücke verhindert, dass Elektronen in höhere Bänder wechseln
können; ihr Gesamtimpuls bleibt konstant (s. A.4a).

� Sind einzelne En ergieb än der nur teilweise gefüllt (Füllgrad 10% bis 90%) o der üb erl ap p en
sich diese, dann liegt ein Metal l vor. Ist der üb erlapp ende Bereich sehr klein, wird von
einem Halbmetal l gespro chen (s. A.4b un d A.4c). Elektronen können b eim An legen rela-
tiv kleiner äuÿerer E -Felder durch niederenergetische Photonen ein höh eres E nergieniveau
erreichen und sich somit nahezu ungehindert b ewegen und zum Strom�uss b eitragen.

� Sind einzelne Bänder nur sehr wenig o d er fast vollständig b esetzt, liegt ein Halbleiter vor.

Das Oszillationsmo dell nach H. A. Lorentz fuÿt auf der Annahme, d ass an einen Atomrumpf
gebundene Elektronen als Reihe identischer, isotrop er harmonischer Oszillatoren b etrachtet wer-
den können [447], die durch die Anregung einer elektromagnetischen Welle zu schwingen b egin-
nen. Die Auslenkung eines solchen h armonis chen Oszillators kann mit einer Masse verglichen
werden, die b eweglich an einer Feder - in diesem Fall ist die Oszillation eindimensional isotrop
- o der mehreren gleich bzw. verschieden starken Federn b efesti gt ist - in diesem Fall sind die
Oszillationen mehrdimensional isotrop bzw. ani sotrop [16, S. 229, S.247 �.] 4 . Die Auslenkung
des Oszillators erfolgt durch die lokale elektrische Feld stärke ~E . F ür ein isotrop es Medi um ist

4 Das Drud emo dell entspricht dem Lorentzmo del l, wenn die Rückst ellkraft der Federn vernachlässigt würde.
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(a) Isolator (b) Halbmetall/Metall (c) Metall

Abbildung A.4: Bandstruktur zur Beschreibung der zulässigen Energiezustände kristalliner S ys -
teme wie einem a) Isolator, b) Metall/Halbmetall und c) Metall in der ersten
Brillouin-Zone (nach [314, S. 204, Bild 7.11])

die el ektris che Polarisierbarkeit gegeb en durch ~P (! ) = "0� e (! ) ~E (! ) . Für N Oszillatoren p ro
Volumeneinheit gilt im Lorentz-Mo dell [16, S. 230]:

~P (! ) =
! 2

p

! 2
0 � ! 2 � i
!

"0~E (! ) ; (A.58)

worin ! 0 die Resonanz- und ! p die P lasmafrequen z repräsentieren. Di e Resonanzfrequenz ! 0
kennzeichnet die Eigenfrequenz der Elektronenoszillation, während die Plasmafrequenz die p eri-
o dische Oszillation der räu mlichen Di chte freier Ladungsträger b eschreibt (Plasmon). In einem
Dielektrikum mit " r > 1 gilt ! p = N �q2=m" , mit der Lad ung q (b ei E lektron en gilt q = e) und der
Masse m des Oszillators.

Tri�t eine elektromagnetische Welle auf ein Medium, wird diese makroskopi sch absorbiert und/
o der gestreu t. Quantenmechanis ch b etrachtet wird das eintre�ende Photon der elektromagneti-
schen Welle b eim Auftre�en auf ein Medium Energie ( E = ~! ) sowie Moment in Quantenanre-
gungen mit diskreten Energien und Momenten unterteil en. Das ei ntre�ende Photon kan n seine
Energie z. B. auf ein Phonon üb ertragen, ein Quasiteilchen zur Beschreibung von Gitterschwin-
gungen. Mögliche verbleib ende Energie kann zur Emissi on eines Photons genutzt werden, wie z.b.
b ei Brillouin - und Raman-Sp ektroskopie [16, S. 233], o der weitere Quasiteilchen anregen [314,
vgl. Kap. 14]:

� Plasmonen - quanti�zieren die Schwankungen der Ladungsträgerdichte,

� Magnonen - b eschreib en den Anregungszustand magnetischer Spinwellen,

� Exzitonen - erfassen den Anregungszustand eines Elektron/Lo ch-Paares,

� Polaronen - Deformati on en im Kristall aufgrun d von Ladungsp olarisationen.

Das Lorentzmo dell kann auf Interb an düb ergänge angewendet werden. Die komplexe, klassische
und die quantenmechanische dielektrische Funktion "̂ r (! ) = 1 + � e nach Lorentz lauten [16, S.
233]:
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"̂ r (! ) = 1 +
! 2

p

! 2
0 � ! 2 � i
!

(klassisch)

=

"

1 +
! 2

p
�
! 2

0 � ! 2�

�
! 2

0 � ! 2
� 2 � 
 2! 2

#

+ i

"
! 2

p!

�
! 2

0 � ! 2
� 2 � 
 2! 2

#

(A.59)

"̂ r (! ) = 1 +
X

j

(Ne2=m" 0)  i;j

! 2
i;j � ! 2 � i
 j !

(quantenmechanisch)

Für den Fall j = 1 wird aus der quantenmechanischen Form formal die Gleichung des klassi-
schen Oszillatormo dells. In der quantenmechanischen Form b eschreibt ! i;j die Energiedi�erenz
zwischen dem Grundzustand i und dem angeregten Zustand j . Die Üb ergangswahrscheinlichkei-
ten zwischen d en Qu antenzuständen wird durch 
 j erfasst (im klassischen Mo dell steht 
 für
die Dämpfung der Schwingung). Die Wahrscheinlichkeit für die Anregung von Zustand i zu Zu-
stand j wird durch die Oszillatorstärke  i;j b eschrieb en [16, S. 234]. Ist die An regu ngsfrequenz
deutlich gröÿer als die Resonanzfrequenz ( ! � ! 0 ), sind die Grenzwerte der Lorentzfunktion
lim ! !1 "0

r = 1 und lim ! !1 "00
r = 0 . Ist die Anregungsfrequenz kleiner als die Resonanzfrequenz

( ! � ! 0 ), strebt lim ! ! 0 "0
r = const. einem endlichen Wert entgegen, der abhängig ist von Anzahl

und Masse der vorhandenen Oszillatoren, während lim ! ! 0 "00
r = 0 wiederum auf Null abfällt.

Ein Werksto�, dessen Permittivität sich gut durch die Lorentz-Funktion b eschreib en lässt, ist
das halbleitende � -SiC [16, S . 241 �.]. Viele Metalle b esitzen mehrere El ektronenüb ergänge und
somit mehrere R eson anzfrequenzen (z.B. Cu, Pt etc. [448]). B ei vielen Metallen setzt sich die
dielektrisch e Funktion als Kombination aus Drude- und Lorentzmo dell gemäÿ

"̂ r (! ) = "Drude + "Lorentz

"̂ r (! ) = 1 �
 1! 2

p

! 2 + i 
 1!
+

nX

j =2

 j ! 2
p;j

! 2
r;j � ! 2 � i
 j !

(A.60)

zusammen (z.B . Au [448, 449]). In Glei chung A.60 is t ! p;j die Plasmafrequenz, ! r;j die Resonanz-
geschwindigkeit,  j die Oszillatorstärke sowie 
 j der Dämpfungsfaktor jeder einzelnen Oszillation
j . Durch d ie Ü b erlagerung der Oszillationen freier und gebundener Ladungen verschiebt sich die
Nullstelle für "0und somit die nominelle Plasmafrequenz zu n iedrigeren Frequenzen. In Abwand -
lung der Lorentz-Funktion lässt sich d ie Polarisation b ei manchen Materialien b esser durch ei ne
gestreckte Exp onentialfunktion, nach Kohlrausch [450, S. 198] und Williams & Watts [451]
auch KWW-Funktion genannt, an exp erimentell ermittelte Daten anpassen.

Drude-Sommerfeld-Mo dell Das von Sommerfeld [452] erweiterte Dru de-Mo dell für ein freies
Elektronengas b erücksichtigt die quanten mechanische Fermi-Dirac-Statistik. Neb en dem Pauli-
Prinzip 5 b einhaltet diese, dass der Tausch zweier Teilchen keinen neuen Zustand hervorbringt,
sondern den vorherigen wiederherstellt. Das Mo dell versteht das Elektron nicht als Teilchen son-
dern als Zustand, der als Grup p e von Wellenfunktionen b etrachtet werden kann. Die dielektrische
Funktion nach Drude-Sommerfeld lautet:

"̂ r (! ) = "1 �
! 2

p

! 2 + i !

=

"

"1 �
! 2

p

! 2 � 
 2

#

+ i

"
! 2

p

! (! 2 � 
 2)

#

(A.61)

5 Das Ausschlieÿungsprinzip nach Pauli b esagt, dass zwei Fermionen (quantenmech an ische Elementarteilchen
mit halbzahligem Spin: Elektronen, Neutrinos, Quarks) nicht in allen Quantenzahlen glei ch sein können und
deshalb nicht am selb en Ort existieren können.
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mit 1 � "1 � 10. Es verschiebt den Verlauf von "0
r zu p ositiveren Werten, ohne "00

r zu verändern.
Die Plasmafrequenz ! p ist prop ortional zur Wurzel der Valenzelektronendichte von Feststo�en

! p =
q

N �e
m �" 0

[314, S. 434].

Debye-Mo dell Im Gegensatz zu ku rzfristig induzierten elektrischen Dip olen existieren in ei-
nigen Materialien p ermanente Dip ole, die einer p artiellen parallelen Ausrichtung durch äuÿere
Anregung Rückstellkräfte entgegensetzen, um eine statistische Verteilung von Orientierungen
zu erzielen. Im Vergleich zu den schnellen, üb erschw ingenden Lorentzschwi ngungen sind Dip ol-
schwingungen stark gedämpfte, in ihren Grundzustand zurückkehrende Polarisationsvorgänge,
die auch als Relaxation b ezeichnet werden [16, S. 259 �.] und deren Beschreibun g für visko elas-
tische Medien auf P. Debye [453] zurückgeht. Permanente Dip ole kommen b ei p olaren Flüs-
sigkeiten vor, ab er auch Feststo�e b esitzen Dip ole im Mikrowellenb ereich, hervorgerufen durch
Ladungsdefekte o der Gitterfehler, z.B. wen n Gitterfehler wie z.B. Frenkeldefekte im Kristall die
Möglichkeit zur Reorientierung b esitzen [16, S. 260]. Im Vergleich zu Elektronen- und Gitter-
ionenschwingungen ist die zeitli che Antwort der Permanentdip ole auf äuÿere Feld er langsam.
Wird zum Zeitpunkt t0 ein makroskopisches elektrisches Feld ~E0 induziert, entsteht unmittelbar
eine Polarisierung durch Gitterschwingungen, b eschrieb en durch die elektrische Suszeptibilität
� 0G . Zusätzlich baut sich eine mit der Zeit ansteigend e Polarisieru ng aufgrund der Dip olp olari-
sation auf, b eschrieb en durch � 0D . Die Polaris ati on santwort ist dab ei nicht nur vom momenta-
nen An regu ngswert ~E0 , sondern auch von der Vorgeschichte der Polarisation abhän gi g, z.B. ob
~E0 < ~E (t < t 0) o der ~E0 > ~E (t < t 0) [16, S. 262]. Die zeitabhängige Polarisation eines Mediums
kann durch ei ne Aneinanderreihung von zwei Stufenf unktionen b eschrieb en werden [16, S. 263].

P (t) = "0� 0GE0e� i!t

| {z }

+ "0 (� 0D � � 0G)
t�

�1

E0e� i!t ? d
dt?

h
e� t � t ?

�

i
dt?

| {z }

(A.62)

Gitterionen Permanentdip ole

Der linke Term in Gleichung A.62 b eschreibt di e Polarisation durch Gitterionen, während der
rechte Term den Beitrag durch Permanentdip ole b eschreibt. Die Polarisation durch Gitterionen
ist vergleichsweise schnell, während d ie Polarisation durch Permanentdip ole in Relation dazu
langsam ist (s. Abbildung A.5). Gleichung A.62 ist dominant, wenn ! klein gegenüb er den Vi-
brationsfrequenzen der Gitterschwingungen ist.

Abbildung A.5: Polarisation P (t) als Funktion der Zeit und des anregenden E -Feldes nach De-
bye: links E1 < E 2 und rechts E1 > E 2 (in Anlehnung an [16, S. 262, Fig. 9.14]).
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Ohne äuÿere Anregung wird die temp oräre Polarisation für t ! 1 exp onentiell abgebaut (di-
elektrische Relaxation). Der Unterschied im Abklin gverhalten zwis chen Lorentz- und Debye-
Polarisation wird in Abbildung A.7 veranschaulicht. Im Debye-Mo dell relaxiert die Auslenkung
ohne Schwingen mit der Zeitkonstante � , während die Lorentz-Oszillation einer gedämp ften
harmonisch en Schwingung folgt. Wird ein harmonisch schwingendes E -Feld der Form E (t) =
E0 exp (� i!t ) b etrachtet, lässt sich die Debye-Funktion für die komplexe relative Permittivität
"̂ r (! ) mit Hilfe der Clausius-Mosotti-Beziehu ng (Gleichung A.40) wie folgt ableiten:

"̂ r (! ) = "1 +
" s � "1

1 + i !
! r

= "1 +
" s � "1

1 + i !�

=
�
"1 +

" s � "1

1 + ( !� )2

�
+ i

�
(" s � "1 ) !�

1 + ( !� )2

�
(A.63)

Gleichung A.63 enthält die Grenzwerte " s für ! ! 0 und "1 für ! ! 1 . ! r ist die Reso-
nanzfrequenz, und die Relaxationszeit � ist der K ehrwert der Resonan zf requ en z: � = 1=! r . Der
Verlauf von Im ( "̂ r ) = "00

r üb er die Frequenz ! ähnelt prinzipiell dem des Lorentz-Mo dells in
Gleichung A.59. Der Realteil Re ("̂ r ) = "0

r verläuft monoton fall en d von " s b ei niedrigen zu "1
b ei sehr hohen Frequenzen. Der Ein�uss der Dip olschwingungen ist b ei niedrigen Frequenzen
entsp rechend ho ch und nimmt zu hohen Frequenzen hin ab. Die Dip ol-Oszillationen können b ei
hohen Frequenzen dem äuÿeren Wechselfeld aufgrund ihrer Trägheit nicht mehr folgen, so d ass
der Dip ol-Beitrag abnimmt [16, S. 264]. Die komplexe, dielektrische Funktion nach Debye erfüllt
die Kramers- Kronig-Forderung, d as s weder Real- no ch Imaginärteil unabhängig von der Frequenz
sein können bzw. d iese voneinander abh än gen [16, S. 266]. Bei der gra�schen Darstellung vom
Imaginärteil "00 üb er "0 im Cole-Cole-Diagramm ergibt sich für die Debye-Relaxation ein Halb-
kreis mit dem Radius 1=2 (" s � "1 ) und den Nullpukten b ei "1 und " s (s. Abbildung A.6). Die
Tagenten in den N ullpunkten stehen orthogonal, d.h. im Winkel � =2, auf der x -Achse.
Analog zu den Oszillatoren im Lorentz-Mo del l kann die Dip olrelaxation nach Debye auch als Su-
p erp osition von Abklingfunktionen b etrachtet werden [16]. So zeigt zum Beispiel n-Propanol ein e
Dopp el-Debye-Relaxati on , Isopropanol dagegen eine Einzel-Debye-Relaxation [454, S. 11]. Bei der
Üb erlagerung mehrerer Relaxationsvorgänge weicht die Darstellung im Cole-Cole-Diagramm von
der idealen Halbkreisform ab und d ie zeitabhängige Polarisationsf unktion entfernt sich von der
streng exp onentiellen Form. Beim Fitten exp erimenteller Daten an die Debye-Fun ktion wurden
oft Abweichungen von der Debye-Funktion festgestellt, weshalb mo di�zierte, empirisch-ermittelte
Gleichungen abgeleitet wurden, die i n folgender Form verallgemeinert werden können:

"̂ r (! ) = "1 +
" s � "1

�
1 +

�
i!
! r

� � � � � i! � (A.64)

Für � < 1 und � = 1 leitet sich aus Glei chung A.64 z.B. die Cole-Cole-Gleichung [455], für � = 1 ,
� < 1 die Cole-Davidson- [456, 457] o der für � < 1, � < 1 die Havril iak-N egami-Gl ei chung [458]
ab. Zur Üb ersicht sind die Werteb ereiche der in Gleichu ng A.64 verwendeten Exp onenten und
Ko e�zienten �; � und � in Tab ell e A.1 zusammengefasst.
Die mo di�zierten Gleichungen unterschei den sich von der Debye-Gleichung du rch die �achere
Steigung der Tangenten in den Nullstellen im Cole-Cole-Diagramm (s. Abbildung A.6), also an
den Rändern des Frequenzb ereichs. Angewendet werden die auf Debye basi eren den Relaxations-
gleichungen u.a. auf p olare Flüssigkeiten u nd Lösungen [459, 454, 460], Polymere [458], ionisch
leitfähige Gläser [461, 462] sowie Feststo�e [463, 358].

Universelles Relaxationsgesetz für Feststo�e? Obwohl die Debye-Theorie für �üssige, vis-
ko elastische Medien entwickelt wurd e, b esitzt die dielektrische Funktion von Debye auch b ei
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Tab elle A.1: Exp onenten-Matrix für Debye- und verwandte empirische Mo dell e

Relaxationsmo d ell nach Exp onent � Exp onent � Ko e�zient �

Debye [453] � = 1 � = 1 � = 0

Debye-Gamma [454] � = 1 � = 1 � > 0

Cole-Cole [455] 0 < � < 1 � = 1 � = 0

Cole-Davidson [456, 457] � = 1 0 < � < 1 � = 0

Havriliak-Negami [458] 0 < � < 1 0 < � < 1 � = 0

(a) Permittivität als Funkt ion der Frequenz (Bo de-
Plot)

(b) Imaginär- üb er R eal teil der Permittivit ät
(Cole-Cole Plot)

Abbildung A.6: Relaxati on smo dell nach Debye und abgeleitete empirische Mo delle nach Cole-
Cole ( � < 1), Davidson-Cole ( � < 1) und Havriliak-Negami ( � < 1, � < 1)

amorphen und kristallinen Fes tsto�en ein e gewisse Un iversalität - unabhängig von physikali-
scher Struktur, Art der Bindung, p olarisierbarer Sp ezies o der A rt der Relaxation (z.B. Dip ol-,
Struktur-, Vol umen-, Energierelaxation). Allerdings weist sie b ei Vergleich mit R el axationsmes-
sungen zumeist an den Frequ enzrändern abweichende E rgeb nisse auf [464], was Forscher veran-
lasst hat, neb en emp irischen Gleichu ngen ein universelles, physikalisches Relaxationsgesetz als
theoretischen Unterbau für die empirischen Mo delle zu suchen. Als Beispiele seien die Arb eiten
von Jonscher [464, 465, 466], Hill & Dissado [467] o der Ngai [468, 469] genannt. Ausgangs-
punkt für die Untersuchu ngen ist meist die im Zeitb ereich aufgelöste Relaxation als Antwort
auf eine aufgeprägte Stufenfunktion 6 . Al s Referenzmo delle im Zeitb ereich d ienen meist Lorentz-
o der Debye-Mo dell. Abbildung A .7 zeigt die Unterschiede in der zeitlichen Relaxation zwischen
Debye (schwarze Linie) und Lorentz (rote Linie). Ihre Zeitgesetze lauten:

P (t) = P0 exp (� t=� ) nach Debye

P (t) = P0 exp (� t=� ) cos (! 0t) nach Lorentz (A.65)

Eine empirisch ermittelte und an exp erimentellen Relaxationsmessun gen z.B an amorphen Poly-
meren [451] sowie Gläsern und weiteren unterkühlten Schmelzen [471, 472, 473] val idierte Glei-

6 Relaxationsmessungen im Zeitb ereich wie in [470] lassen sich schl ieÿlich durch Fouriertransformat ion in den
Frequen zb ereich üb ertragen.
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chung stellt die auf Seite 143 angespro chene gestreckte Exp onentialfunktion nach Kohlrausch-
Williams-Watts (KWW) der Form

P (t) = P0 exp (� t=� ) � mit 0 < � < 1 (A.66)

dar, in Ab bildung A.7 durch die grüne Lin ie dargestellt. Die verzögerte Relaxation nach KWW
lieferte A nlass, Ursachen und vergleichbare physikalische Vorgän ge mit gestreckter Exp onenti-
alfunktion zu suchen [469], b eis pielsweise in der Analogie zur Weibull-Statistik [474] o der in
der Ü b erlagerung statistisch verteilter Relaxationen [475], im ko op erativen Ein�uss b enachbar-
ter Dip ol e [469] o der i n anomalen Di�usionsvorgängen [476]. Der Ein�uss von Defekten wird in
der Relaxationsgleichung nach Glarum [477] b etrachtet, repräsentiert du rch die blaue Linie in
Abbildung A.7. Diese b erücksichtigt d en zusätzlichen Ein�uss von Defekten auf d ie Polarisation
gemäÿ folgender Gleichung

P (t) = [ P0 exp (� t=� )] [1 � x (t)] (A.67)

Der linke Term der Funktion in Gleichung A.67 b esch rei bt die Debye-Polarisation ohne Anwe-
senheit von Defekten. Der rechte Term [1 � x (t)] umfasst den Molekülanteil, der aufgrund von
Defektdi�usion b ereits relaxi ert ist [478]. Die Glarum-Funktion b erücksichtigt formal, dass b ei
Mehrfach-Polarisation einzelne Polarisationse�ekte ko op erativ voneinander ab hängig sind und
somit das Sup erp ositionsprinzip nicht anwendbar ist. S ie eignet sich zur mathematischen Abbil-
dung der of t b eobachteten erhöhten Di sp ersion und Absorption für Feststo�e und Flüssigkeiten
im Ho chfrequenzb ereich [478]. Die Glarum-Funktion kann nach [479] mathematisch wiederum in
eine gestreckte Exp onentialfunktion gemäÿ KWW üb erführt werden. In der Anwendung ist sie al-
lerdings dadurch limitiert, d ass das Mo d ell auf eine Einzel-Relaxation und seine Wechselwirkung
mit einem b enachbarten Defekt b egrenzt ist [480] .

Abbildung A.7: Zeitliches Verhalten der Polarisation nach Debye (schwarze Linie), Lorentz (rote
Linie), Kohlrausch-Williams-Watts (grün e Linie) und Glarum (blaue Linie).

Jonscher hat durch Untersuchungen an Polymeren [481] ein f requen zab hängiges empirisches
Potenzgesetz für den Imaginärteil der elektrischen Suszeptibil ität � 00ermittelt, das in guter Üb er-
einstimmu ng mit Messdaten di e d ielektri schen Antworten von Feststo�en wiedergibt und deshalb
den Anspruch eines universellen Relaxationsgesetzes erhebt. Realteil und Imaginärteil stehen
darin im festen Phasenwinkel � = cot ( n�= 2) zueinander [464, 482].

� 00(! ) = � 0cot (n � �= 2)

(
/ ! m � const 8 ! � ! p mit 0 < m < 1
/ ! n � 1 8 ! � ! p mit 0 < n < 1

(A.68)

Üb er den Ko e�zienten n lässt sich das Relaxationsverhalten an verschiedene dielektrische Wir-
kungen anpassen, z.B. das von Flüssigkeiten ( n < 0:3), Polymeren und Gläsern ( 0:3 < n < 0:5),
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Feststo�en mit Ladungsträgertransp ort durch Sprun gp rozess e ( n > 0:6) sowie Gitterdi p olre-
laxationen ( n � 1) [468]. Wird das b eschrieb ene Mo dell nach Jonscher in den Zeitb ereich
üb ertragen, lässt sich die Systemantwort f (t) eb enfalls durch Fallunterscheidung in Form eines
Potenzgesetzes b eschreib en:

f (t) /

(
� � t � n 8 t � � 0 < n < 1
� � t � m � 1 8 t � � 0 < m < 1

(A.69)

Energetisch e [466] als auch wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungen [483] stützen den Gül-
tigkeitsanspru ch des Mo dells.
Einen thermo d yn ami schen Ansatz wählt das Mo dell von Fu [484]. In diesem wird die Po-
larisation bzw. Ordnung in einem kristallinen o der amorphen Feststo� in Form sogenannter
Ho chtemp eratur-Strukturvorstufen erläutert und eine gegenseitige (ko op erative) Beein�ussu ng
der ausgerichteten Strukturvorstufen b erücksichti gt. Erhöht sich durch thermische Fluktuation
in ei nem Feststo� d ie innere E nergie U durch Spannungen, verurs acht z.B. durch Defekte u nd
ihre Wanderung, kann die Gibbs-Energie gemäÿ G = U � T � S nur sinken, wenn die Entropie S
steigt, d.h. die Anzahl Strukturvorstufen zunimmt. Ab einem b estimmten (Ordnungs-)Z ustand
wechselwirken die Strukturvorstufen stark, un d es bildet sich eine nematische Phase zu Lasten
chemischer Bindungen [ 484]. Die Polarisation i m normalen Zustand wird du rch ~P und in der
nematischen Phase durch ~Pn b eschrieb en. D ie Strukturvorstufen sind metastab il. Bei äu ÿerer
Anregung durch ein elektrisches Feld ~E durch läuft die nematische Phase eine struktu rel le Um-
orientieru ng, um die Wirkung der äuÿeren Beein�ussung gemäÿ Le Chatelier zu mini mi eren :
G = U � T � S � (1 � k) ~E � ~D . Die e�ektive Polarisation ~Pe� = ~P + ~Pn = (1 � k) ~P ist dab ei ab-
hängig vom vorausgegangen Polarisationszustand ~P sowie vom Ordnungsko e�zienten k 2 [0; 1].
Letzterer ist abhängig von Entropie und Temp eratur und b einh al tet den Beitrag der ko op era-
tiven Bewegu ng der Strukturvorstufen. Im Zeitb ereich lautet die e�ektive Relaxation re� nach
[484, Gl. 11]

re� (t) =
1
N

NX

j =1

r [t + ( j � 1) tp] 8 0 < t < � m ; (A.70)

worin tp die Perio dendauer des sinusförmigen Testsi gn al s, tD die Gesamtdauer des aufgeprägten
Testsignals und N der ganzzahlige Wert von tD=tP ist. Die ch arakteristische Relaxationszeit ist
de�niert üb er � m = 
" 0 � 2

e
2(1+ k)" r

und b eschreibt den Zeitp unkt, an dem die b etrachtete physikalische
Gröÿe auf 1=e ’ 0:368 ihres ursprünglichen Zustands zurückgefallen ist. 
 b eschreibt hier die
Prop ortionalität zwischen der der kinetischen Energie der Relaxation und der Änderung der
Gibbs-Energie gemäÿ 
 dP

dt = @G
@P [484, Gl. 10]. Für k = 0 wird � c = 
" 0 � 2

e
2" r
. Die kürzeste atomare

Relaxationszeit � D ergibt sich aus dem Kehrwert der Debye-Frequenz f D und liegt etwa im
Bereich � D � 10� 13 s [485]. Daraus lei tet sich die Existenz einer ob eren Grenzfrequenz ab, b ei
der eine S ätti gu ng der Relaxation r (t) eintritt und die Permittivität ihren Maximalwert "1
erreicht un d r (t) = exp ( � t=� m ) gilt. Somit folgt aus Gleichung A.70 n ach [ 484, Gl. 25] 7 :

re� (t) =
1
N

NX

j =1

exp
�
�

t
� m

+ ( j � 1) tp

�
8 0 < t < � m : (A.71)

7 Nach M einung des Autors müsste Gleichung A.71 eigentlich wie folgt lauten, wob ei die Änderung sich nicht auf
die nachfolgenden Betrachtungen au swirken würde:

r e� (t) =
1
N

NX

j =1

exp
�
�

t + ( j � 1) tp

� m

�
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A.4 Permittivität, Permeabilität und Suszep tibilität

In den Frequenzb ereich üb ertragen ergibt sich aus Gleichung A.71 mittels Fouriertransformation
und Anwendung der Dirac-Distribution als Testimpuls im Intervall [0; � m ] nach [484, Gl. 22]

F (re� ) =
" (! ) � "1

" s � "1
=

1
� m

F
�
exp

�
�

t
� m

�
u (t)

�
=

1
1 + i !� m

: (A.72)

Gleichung A.72 zeigt, dass die Relaxation in Form einer gestreckten Exp onentialfunktion b e-
schrieb en werd en kann, wenn der Zeitb ereich für t , � m und � c von [0; � m ] bis [0; 1 ] gestreckt
wird, mit t=� sm und t=� sc in [0; 1 ] und � sm = � sc

1+ k = (1 � kc) � sc . Beide Zeiten � sm und � sc b e-
schreib en die Relaxation zum Zeitpunkt, wenn 1=e des urspünglichen Wertes erreicht sind, und
stellen messbare Gröÿen dar [484]. Mit Hilfe von Fallunterscheidungen zu d en Strukturparame-
tern k bzw. kc leitet Fu alle zuvor b eschrieb enen Relaxationsgesetze aus Gleichung A.72 wie
folgt ab:

Sind Wechselwirkungen zwi schen der Polarisation der normalen Festkörp erstruktur P und der
der nematischen Phase Pn vernachlässigbar, so gilt im Zeitb ereich 0 < t < 1 folgende Unter-
scheid ung [484]:

"̂ r (! ) � "1

" s � "1
=

8
>>>>><

>>>>>:

1
1+i !� sc

k = 0 ; kc = 0 (A)
1

1+(i !� c )1� k c k 6= 0 ; kc ! 0 (B)
1

(1+i !� c )1� k c k 6= 0 ; kc < 1 (C)
1

(1+(i !� c )1� k hn )1� k c k 6= 0 ; kc < 1; khn ! 0 (D) :

(A.73)

Sind die b eschrieb enen Strukturvorstufen unb eweglich ( k = 0) , ergibt si ch aus Gleichung A.72
die D ebye-Gleichung (A). Mit zunehmender Bewegung der S trukturvorstufen kann je nach Aus-
prägung von k und kc die Cole-Cole- (B), die Cole-Davidson- (C) sowie di e Havriliak-Negami -
Gleichung (D) abgeleitet werden.

Sind die Wechselwirkungen zwischen P und Pn nicht vernachlässigbar, gilt Pe� = (1 � k) P . Für
den Zeitb ereich 0 < t < � n lässt sich aus Gleichung A.72 die KWW-Funktion ableiten (Fall E)
[484, Gl. 46]:

"̂ r (! ) � "1

" s � "1
=

exp (k)
(1 + i !� c)1� ks

k 6= 0 ; ks =
k

1 � k
< 1 (E) (A.74)

Wird zudem eine Frequenzabhängigkeit des Strukturfaktors k(! ) b erücksichtigt und eine kriti-
sche Frequenz ! m mit km = k (! m ) de�niert, ob erhalb der das Volumen der nematischen Phase
eine kritische Gröÿe erreicht und dieses nicht mehr durch äuÿere Anregung b eein�usst werden
kann, wird das Relaxationsgesetz nach Jonscher abgeleitet (Fall F) [484, Gl. 57 und 66]:

�̂ (! ) � � 1

� s � � 1
=

(
1 � i (!� c )m + m � 1

1� km
) � 00(! ) / ! m ! < ! m ; k < k m

1+i( n � 1)!� c � k
1� k ) � 00(! ) / ! n � 1 ! > ! m ; k > k m

(F) (A.75)

mit m = 1� km
1� k ( 0 < m < 1) und n = 2k

1+ k ( 0 < n < 1). Gleichung A .75 ist im Zeitb ereich
0 < t < � n bzw. bis etwa f = 3 � 1011 Hz gültig ( !� n � 1).
Mit dem b eschrieb enen Ansatz untersch eidet Fu zwischen zwei mikroskop ischen Strukturen: (i)
die normal e atomare bzw. molekulare Struktur (kristallin, amorph) des Feststo�s un d (ii) die
nematische Phase als partiell geordnete �uid-ähnliche P hase bzw. als stark korrelierte Struk-
turvorstufen . Die dielektrische Antwort eines Feststo�s auf ein äuÿeres elektrisches Feld b esteht
(i) aus d er kollektiven Antwort der normalen Struktur und (ii) d er langsam �uktuierenden der
nematischen Phase. Der Anteil der nematischen Phase ist temp eratu rab hängig. Während der
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Grundlagen elektromagnetischer Wellen

Anregung durch das externe Feld gewinnt die nematische Phase an Volumen auf Kosten der
normalen Struktur. Die dielektrische Antwort eines dielektrischen Feststo�s weist somit eine
selbstb egrenzende dynamische Hierachie au f [484]. Das Mo dell von Fu schlägt somit eine Brücke
zwischen den verschiedenen empirischen Relaxationsmo dellen und der Debye-Funktion und li efert
einen theoretischen Unterbau für ei n universelles Relaxationsmo dell.

A.4.4. Temp eraturabhängigkeit

Wie der vorangegangene Abschnitt zeigt, ist der Ein�uss der Temp eratur auf die Relaxation ho ch
[16, S. 264]. Durch das Fehlen einer universell en Relaxations theorie ist au ch der Temp eraturein-
�uss nicht vereinheitlicht b eschrieb en. Debye [453] hat für visko elastische Medien folgenden
Ausdruck für die Temp eraturabhängigkeit der Relaxationszeit � für ein kugelförmiges Ob jekt
mit Radius r in einem Fluid mit der Viskosität � hergeleitet:

� (T ) =
4��r 3

kB T
; (A.76)

worin T die absolute Temp eratur und kB die Boltzmann-Konstante ist. Die Relaxationszeit wird
demnach durch ansteigende Viskosität erhöht und durch stei gen de Temp eratur verringert. Höhere
thermisch e Beweglichkeit führt somit zu einem schnelleren Abbau der Polaris ati on . Der Ein�uss
der Temp eratur auf die Relaxationszeit � in den Debye-ähnlichen Mo dellen kann in Analogie
zur Kinetik chemischer Reaktionen auch mit Hilfe der Arrhenius- bzw. der Eyring-Gleichung
b eschrieb en werden [486, S. 16- 17]:

! r (T ) =
1
�

=

8
<

:
k0 exp

�
� Ea

kB T

�
Arrhenius

kB T
~ exp

�
� S
kB

� � H
kB T

�
Eyring

(A.77)

In der Arrhenius-Gleichung ist Ea die Aktivierungsenergie für den Üb ergang von einem niedrige-
ren zu einem höheren Energieniveau und k0 ein präexp onentieller Faktor, der die h ö ch ste Reso-
nanzfrequenz b ei T ! 1 b eschreibt. In der Eyring-Gleichung b eschreibt � S die Aktivierungs-
entropie und � H die Aktivierungsenthalpie für den Üb ergang. kB und ~ sind die Boltzmann-
bzw. die Planck-Konstante. Die Eyring-Gleichung wird erfolgreich b ei �üssigen Medien verwendet
[249, 487]. Bei amorphen und glasbildenden Materialien wird meist die Vogel-Fulcher-Tammann
(VFT) Gleichung eingesetzt [488, 489]

� (T ) = � 0 exp
EVFT

kB (T � TVFT )
(A.78)

mit der materialsp ezi�schen Temp eratur TVFT und Energie EVFT . In sp eziell en Fällen wie z.B. b ei
Wasser, dass in p orösem Glas o der Zeolithen absorbiert ist, Flüssigkristallen o der Ferro elektrika
folgt die Temp eraturabhängigkeit der nicht- monotonen Gleichung [486]

� (T ) = � 0 exp
�

Ea

kB T
+ C exp

�
Eb

kB T

��
; (A.79)

wob ei sich die relaxierenden Partikel in einem eingeschlossenen Volumen b e�nden . C ist der Ein-
schlu ssfaktor (kein Einsch luss b ei C = 0 ), Ea die Energie b ei ungehind erter Relaxation u nd Eb
die Energie, um eine �eingeschloss en e� Sp ezies an der Relaxation zu b eteiligen. Die Relaxations-
zeit � folgt dab ei einer sattelförmigen Temp eraturabh än gi gkeit [486]. Neb en den hier genannten
gibt es no ch ein paar weitere Ansätze [486]. Eine vereinigende Theorie ähnlich dem universellen
Relaxationsgesetz f ür die Temp eraturabhängigkeit der Relaxation existiert bislang nicht.
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B. Symb ole und Zeichen

B.1. Liste der verwendeten Symb ole

B.1.1. Symb ole m it lateinischen Buchstab en

Symb ol Beschreibung Einheit Symb ol Beschreibung Ein heit
a Ko e�zienten � A Fläche m2

b Ko e�zienten � ~B magnetische Flussdichte T
c Lichtgeschwindigkeit m=s C Wirkungsquerschn itt m2

C Konstante � D Durch mess er m
d Abstand m ~D elektrische Flussdichte A �s=m ²

e Elementarladu ng C ~E elektrische Feldstärke V=m

E Elastizitätsmo dul Pa E Energie J
f Frequenz Hz = 1=s ~F Kraft N
F Fourier transformiert � G Schubmo d ul Pa
g Erdb eschleunigung m=s2 G Gibbs-Enthalpie J
h Planksch es Wirkungsqantum J � s ~H magnetische Feldstärke A=m

i imaginäre Einheit (
p

� 1) � H Enthalpie J
i Inkrement � I Strahlungsdichte W=m2

j Inkrement � I Stromstärke A
k Wärmeleitfähigkeit W=m�K ~J Stromdichte A=m ²

k Kreiswel lenzahl 1=m K Konstante �
~k Wellenvektor 1=m

l Länge m L Länge m
m Masse kg ~M magnet. Dip olmoment A � m ²

n; m Brechungsindex, rel. BI � N Elektronendichte, Zahl �
~n Normaleneinheitsvektor �
p Druck Pa P Leistung W
p Impuls N � s ~P Polaris ati on �
q Ladung C Q E�zienzfaktor �
_q Wärmestromdichte W=m2 _Q Wärmestrom W
r Radius m R Radius m
s Abstand m S Ob er�äche m2

S Entrop ie J=K ~S Poyntingvektor W=m2

t Zeit s T Temp eratur K ; � C
U innere Energie J

v Geschwindigkeit m=s V Volumen m3

w Energiedichte J=m3 W Arb eit, Blind leistung J
x Ko ordinate m xM Mie-Faktor �
y Ko ordinate m
z Ko ordinate m
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Symb ole und Zeichen

B.1.2. Symb ole m it griechischen Buchstab en

Symb ol B eschreibung Einheit Symb ol Beschreibung Einheit
� Wärmeüb ergangsko e�zient W=m2K � Wärmeausdehnu ngsko e�zient 1=K

� Polarisierb arkeit C�m2=V � Wellenlänge m
� Ko e�zient � � Permeabil ität H=m


 Dämpfungsfaktor � ! Kreisfrequenz 1=s

� Verlustwinkel, Grad ! p Plasmafrequenz 1=s

� p Eindringtiefe m � Ladungsdichte C=m3

" Permittivität F=m % Massendichte kg=m3

" r relative Permittivität � "0
r Realteil d. Permittivität �

"00
r Imaginärteil d . Permittivität �

� Emissivität � � Winkel Grad
� elektrische Leitfähigkeit S=m ’ Porosität �
� Wirkungsgrad � � Winkel Grad
� Absorptionsko e�zient � � Kreiszahl �
� Relaxationszeit s � Suszeptibiltät �
� Querkontraktionszahl � 	 Kurven krü mmung �
 Feldgröÿe Wellengleichung � E elektrischer Fluss V � m
� Ko e�zient � � B magnteischer Flu ss V � s

B.1.3. Indizes

Index Beschreibung Index Beschreibung
abs Absorpti on e gerade (engl. even )
ext Extinktion o ungerade (engl. odd )
sca Streuung (engl. scattering ) q im Querschnitt
norm normal r rel ati ve Gröÿe
tan tangential s statisch
A �ächensp ezi�sch 0 Anfangswert
V volumensp ezi�sch 1 Umgebungs-/Endwert
WAK Wärmeausdehnun gsko e�zient M, Mie b erechnet nach Mie
VFT b erechnet nach Vogel-Fulcher-Tammann MW Mikrowellen -

B.1.4. Liste der verwendeten Naturkonstanten

Kons tante Beschreibung
e ’ 2:7183 Euler-Zahl

"0 ’ 8:8542� 10� 12 A �s=V �m (= F=m) elektrische Feldkonstante
� 0 = 4 � � 10� 7 V �s=A �m (= H=m) magnetische Feldkonstante

c ’ 2:9979� 108 m=s Lichtgeschwindigkeit
� ’ 3:1416 Kreiszahl

� ’ 5:6704� 10� 8 W=m2K 4 Stefan-Boltzmann-Konstante
h ’ 6:6261� 10� 34 J � s Planksch es Wirkungsquantum
k ’ 1:3806� 10� 23 J=K Boltzmann-Kon stante
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B.2 Verwendete Abkürzungen

B.2. Verwendete Abkürzungen

Abk. Beschreibung
EM elektromagnetisch
FDTD Finite Di�erence Time Domain (Metho de)
FEM Finite Element Metho de
KWW Kohlrausch -Williams-Watts-Funktion
mnp Mo denkennzeichnung
NTF Near-to-Far�eld
PID Regler mit Prop ortional-, Integral- und Di�erentialglied
TE transversal elektrisch
TM transversal magnetisch
VFT Vogel-Fulcher-Tammann
8YZS Yttriumoxid-stabil isiertes ZrO 2 mit 8 mol% Y 2 O 3
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C. Sto�eigenschaften

C.1. Thermische Eigenschaften

Table C.1: Thermische E igen schaften von SiC
T / ° C Wärmeleitfähigkeit k / W · m -1 K -1 Wärmekapazität cp / J · kg -1 K -1

20 114. 3 715
200 86.1 889
400 63.8 1031
600 49.1 1130
800 40.2 1198
1000 35.0 1244
1200 31.6 1280
1400 27.9 1317

Table C.2: Thermische Ei gen schaften ZrO 2 (8YSZ)
T / ° C Wärmeleitfähigkeit � / W · m -1 K -1 Wärmekapazität cp / J · kg -1 K -1

20 1.74 482
200 1.84 546
400 1.90 592
600 1.92 620
800 1.91 636
1000 1.89 646
1200 1.87 651

Table C.3: Faserisolierung KVS 400
T / ° C Wärmeleitfähigkeit � / W · m -1 K -1 Wärmekapazität cp / J · kg -1 K -1

20 0.10 905
200 0.13 883
400 0.15 926
600 0.18 1032
800 0.21 1152
1000 0.24 1253
1200 0.28 1316
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Sto�eigenschaften

C.2. Dielektrische Eigenschaften

Tab elle C.4: Permittivität von SiC und Al 2 O 3 für 2.45 GHz (gemittelte Werte aus [ 264]).
SiC Al 2 O 3

T / ° C "0
r "00

r T / ° C "0
r "00

r T / ° C "0
r "00

r
25 184 147.5 800 397 310.6 20 9.6 0.038
100 239 181.5 900 421 336.3 100 9.65 0.040
200 277 206.9 1000 458 373.8 200 9.77 0.047
300 285 187.7 1100 468 400.5 400 10.0 0.049
400 309 219 1200 484 432 600 10.5 0.072
500 318 231.7 1300 *) 502 467 800 10.8 0.142
600 351 255.7 1400 *) 517 504 1000 11.0 0.263
700 379 288 *) extrap oliert 1200 11.8 0.452

Tab elle C.5: Permittivität von dichtem und p orösem ZrO 2 (2.45 GHz, gemittelt aus [264]).
T / ° C "0

r "00
r ’ " 0

r "00
r

dichtes ZrO 2 p oröses ZrO 2

20 31.6 0.0028 0.5 11. 1 0.009
100 32. 0 0.151 0.5 11. 2 0.027
200 33. 4 0.823 0.5 11. 4 0.049
400 34. 1 1. 85 0.5 11. 9 0.265
600 36. 4 3. 79 0.5 12. 6 1.22
800 39. 1 11.8 0.5 13. 5 3.80
1000 43.5 28.9 0.45 16.9 10.6
1200 47.9 56.9 0.16 35.7 41.8
1400 *) 53.7 99.1 0.0001 53.7 99.1

Table C.6: Permittivität des Isoliermaterials KVS400 b ei 2.45 GHz [365].
T / ° C "0

r "00
r T / ° C "0

r "00
r

20 1.23 0.0003 800 1.25 0.0041
200 1. 23 0.0004 1000 1.27 0.0068
400 1. 23 0.0014 1200 1.28 0.0167
600 1. 24 0.0027 1400 1.26 0.0152
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D. Resonatormo den

D.1. Resonante Mo den der b etrachteten Resonatoren

Tab elle D.1: Resonante TE lmn und TM lmn Mo den und die jewei ligen Resonanzfrequenzen in den
leeren quaderförmigen Resonatoren R1 bis R4 im Frequenzb ereich 2.4 bis 2.5 GHz.

Resonator 1 Resonator 2 Resonator 3 Resonator 4

Nr. TE TM TE TM TE TM TE TM
lmn 013 � 031 220 321 221 261 151

1
GHz 2.49 � 2.48 2.45 2.43 2.43 2.44 2.42
lmn � � 103 � 023 113 441 251

2
GHz � � 2.44 � 2.49 2.41 2.43 2.49
lmn � � � � 113 � 511 441

3
GHz � � � � 2.41 � 2.42 2.43
lmn � � � � � � 521 621

4
GHz � � � � � � 2.50 2.44
lmn � � � � � � 342 424

5
GHz � � � � � � 2.48 2.46
lmn � � � � � � 422 432

6
GHz � � � � � � 2.46 2.48
lmn � � � � � � 033 123

7
GHz � � � � � � 2.49 2.45
lmn � � � � � � 123 213

8
GHz � � � � � � 2.40 2.40
lmn � � � � � � 203 �

9
GHz � � � � � � 2.43 �
lmn � � � � � � 213 �

8
GHz � � � � � � 2.45 �
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E. Programm-Co de

E.1. R-Co de für das erweiterte BHMIE-Skript

Der hier vorgestellte Co de geht auf die Arb eit von Markowicz [282] zurück, der den in [16]
b eschrieb enen BHMIE-Co de in Matlab üb ertragen hat, und der hier in die Programmiersprache
R üb ertragen und durch eine R echenschleif e ergänzt wurde, um die Berechnung für einen groÿen
Werteb ereich des Radiu s r durchzuführen.

b h m i e 4 < � f u n c t i o n ( r 1 , r 2 , r e f r e l , f r e q , n a n g ) {
# O r i g i n a l � S k r i p t : ( C ) M a r k o w i c z ( 2 0 0 0 ) ; B o h r e n , H u f f m a n ( 1 9 8 3 )
# S e t t i n g v e c t o r s t o z e r o
r 0 < � n u m e r i c ( 0 ) ;
x 0< � n u m e r i c ( 0 ) ;
# C O n v e r s i o n o f f r e q u e n c y t o w a v e l e n g t h
l a m b d a 0 = 2 9 9 7 9 2 4 5 8 / f r e q ;
# E r m i t t l e d e n D e k a d e n � U m f a n g
n d= t r u n c ( l o g 1 0 ( r 2 / r 1 ) ) ;
# S c h r i t t w e i t e d e r B e r e c h n u n g
r 3 = 1 / 1 0 0 0 ; # r 3 � I n k r e m e n t d e s G r o e s s e n � P a r a m e t e r s
r 1 s t e p = c e i l i n g ( l o g 1 0 ( r 1 ) ) ;
r 2 s t e p = c e i l i n g ( l o g 1 0 ( r 2 ) ) ;
# Z u s a m m e n s t e l l e n d e r x � W e r t e L i s t e ( x : M i e � F a k t o r )
i f ( 1 0 ^ c e i l i n g ( l o g 1 0 ( r 1 ) ) > r 1 ) {
r 0 = s e q ( r 1 , 1 0 ^ r 1 s t e p � 1 0 ^ ( r 1 s t e p + l o g ( r 3 ) ) , 1 0 ^ r 1 s t e p * r 3 ) ;
}
f o r ( i i n 1 : n d ) {
r 0 =c ( r 0 , s e q ( 1 0 ^ ( r 1 s t e p + i � 1 ) , 1 0 ^ ( r 1 s t e p + i ) � 1 0 ^ ( r 1 s t e p + i + l o g 1 0 ( r 3 ) ) ,
1 0 ^ ( r 1 s t e p + i ) * r 3 ) ) ;
}

i f ( 1 0 ^ f l o o r ( l o g 1 0 ( r 2 ) ) < r 2 ) {
r 0 =c ( r 0 , s e q ( 1 0 ^ ( r 2 s t e p � 1 ) , r 2 , 1 0 ^ r 2 s t e p * r 3 ) ) ; }

f o r ( r i n 1 : l e n g t h ( r 0 ) ) { x 0 [ r ] = r 0 [ r ] * 2 * p i / l a m b d a 0 ; }
q s c a = r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
q e x c = r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
q e x t = r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
g s c a = r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
q a b s= r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
q b a c k= r e p ( 0 , l e n g t h ( x 0 ) ) ;
f o r ( x x i n 1 : l e n g t h ( x 0 ) ) {
x=x 0 [ x x ] ;

# C a l c u l a t e d b a s e d o n M i e s c a t t e r i n g t h e o r y
# i n p u t :
# x 1 � s m a l l e s t s i z e p a r a m e t e r = 2 p i * r a d i u s / l a m b d a 0
# x 2 � l a r g e s t s i z e p a r a m e t e r = 2 p i * r a d i u s / l a m b d a 0
# r e f r e l � r e f r a c t i o n i n d e x i n c o m p l e x f o r m f o r e x a m p l e : 1 . 5 + 0 . 0 2 * i ;
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Programm-Co d e

# n a n g � n u m b e r o f a n g l e f o r S 1 a n d S 2 f u n c t i o n i n r a n g e f r o m 0 t o p i / 2
# o u t p u t :
# Q e x t � e x t i n c t i o n e f f i c i e n c y
# Q s c a � s c a t t e r i n g e f f i c i e n c y
# Q b a c k � b a c k s c a t t e r e f f i c i e n c y
m x n a n g = 1 0 0 0 ;
nmxx = 1 5 0 0 0 0 ;
s 1 = r e p ( 0 , 2 * m x n a n g � 1 ) ; # s e t t i n g S 1 c o m p l e t l y t o z e r o
s 2 = r e p ( 1 , 2 * m x n a n g � 1 ) ; # s e t t i n g S 2 c o m p l e t e l y t o o n e
d= r e p ( 0 , nmxx ) ;
amu< � n u m e r i c ( 0 ) ;
p i x < � n u m e r i c ( 0 ) ;
p i 0 < � n u m e r i c ( 0 ) ;
p i 1 < � n u m e r i c ( 0 ) ;
t a u < � n u m e r i c ( 0 ) ;
i f ( n a n g > m x n a n g ) p r i n t ( n o q u o t e ( ' e r r o r : n a n g > m x n a n g i n b h m i e ' ) ) ;
i f ( n a n g < 2 ) n a n g = 2 ;
d x = x ;
d r e f r l = r e f r e l ;
y = x * d r e f r l ;
ymod = Mod ( y ) ;

# S e r i e s e x p a n s i o n t e r m i n a t e d a f t e r NSTOP t e r m s
# L o g a r i t h m i c d e r i v a t i v e s c a l c u l a t e d f r o m NMX o n d o w n
x s t o p = x + 4 * x ^ ( 1 / 3 ) + 2 ;
nmx = max ( x s t o p , ymod ) + 1 5 ;
nmx = t r u n c ( nmx ) ;
# BTD e x p e r i m e n t 9 1 / 1 / 1 5 : a d d o n e m o r e t e r m t o s e r i e s a n d c o m p a r e r e s u < s
# NMX=AMAX1( XSTOP ,YMOD) + 1 6
# t e s t : c o m p u t e 7 0 0 1 w a v e l e n >h s b e t w e e n . 0 0 0 1 a n d 1 0 0 0 m i c r o n
# f o r a = 1 . 0 m i c r o n S i C g r a i n . When NMX i n c r e a s e d b y 1 , o n l y a s i n g l e
# c o m p u t e d n u m b e r c h a n g e d ( o u t o f 4 * 7 0 0 1 ) a n d i t o n l y c h a n g e d b y 1 / 8 3 8 7
# c o n c l u s i o n : w e a r e i n d e e d r e t a i n i n g e n o u g h t e r m s i n s e r i e s !
n s t o p = x s t o p ;
# c h e c k f o r nmx t h e n b e g i n
i f ( nmx > nmxx ) p r i n t ( n o q u o t e ( ' e r r o r : nmx > nmxx = ' , nmxx , ' f o r | m | x = ' , ymod ) )
# R e q u i r e NANG . GE . 1 i n o r d e r t o c a l c u l a t e s c a t t e r i n g i n t e n s i t i e s
d a n g = 0 ;
i f ( n a n g > 1 ) {

d a n g = 0 . 5 * p i / ( n a n g � 1 ) ;
}

# d o b e g i n
f o r ( j i n 1 : n a n g ) {

t h e t a = ( j � 1 ) * d a n g ;
amu [ j ] = c o s ( t h e t a ) ;
}

f o r ( j i n 1 : n a n g ) {
p i 0 [ j ] = 0 ;
p i 1 [ j ] = 1 ;
}

n n = 2 * n a n g � 1 ;
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E.1 R-Co de für d as erweiterte BHMIE-Skript

# L o g a r i t h m i c d e r i v a t i v e D ( J ) c a l c u l a t e d b y d o w n w a r d r e c u r r e n c e
# b e g i n n i n g w i t h i n i t i a l v a l u e ( 0 . , 0 . ) a t J=NMX
#

n n = nmx � 1 ;
f o r ( n i n 1 : n n ) {

e n = nmx � n + 1 ;
d [ nmx � n ] = ( e n / y ) � ( 1 / ( d [ nmx � n + 1 ] + e n / y ) ) ;

}
# * * * R i c c a t i � B e s s e l f u n c t i o n s w i t h r e a l a r g u m e n t X
# c a l c u l a t e d b y u p w a r d r e c u r r e n c e

p s i 0 = c o s ( d x ) ;
p s i 1 = s i n ( d x ) ;
c h i 0 = � s i n ( d x ) ;
c h i 1 = c o s ( d x ) ;
x i 1 = p s i 1 � c h i 1 * 1 i ;
p = � 1 ;
f o r ( n i n 1 : n s t o p ) {

e n = n ;
f n = ( 2 * e n + 1 ) / ( e n * ( e n + 1 ) ) ;
# f o r g i v e n N , P S I = p s i _ n CHI = c h i _ n

# P S I 1 = p s i _ { n � 1 } C H I 1 = c h i _ { n � 1 }
# P S I 0 = p s i _ { n � 2 } C H I 0 = c h i _ { n � 2 }
# C a l c u l a t e p s i _ n a n d c h i _ n

p s i = ( 2 * e n � 1 ) * p s i 1 / d x � p s i 0 ;
c h i = ( 2 * e n � 1 ) * c h i 1 / d x � c h i 0 ;
x i = p s i � c h i * 1 i ;

# * * * S t o r e p r e v i o u s v a l u e s o f AN a n d BN f o r u s e
# i n c o m p u t a t i o n o f g=< c o s ( t h e t a ) >

i f ( n > 1 ) {
a n 1 = a n ;
b n 1 = b n ;

}
# * * * C o m p u t e AN a n d BN :

a n = ( d [ n ] / d r e f r l +e n / d x ) * p s i � p s i 1 ;
a n = a n / ( ( d [ n ] / d r e f r l +e n / d x ) * x i � x i 1 ) ;
b n = ( d r e f r l * d [ n ] + e n / d x ) * p s i � p s i 1 ;
b n = b n / ( ( d r e f r l * d [ n ] + e n / d x ) * x i � x i 1 ) ;

# * * * A u g m e n t s u m s f o r Q s c a a n d g=< c o s ( t h e t a ) >
q s c a [ x x ] = q s c a [ x x ] + ( 2 * e n + 1 ) * ( Mod ( a n ) ^ 2 +Mod ( b n ) ^ 2 ) ;
q e x c [ x x ] = q e x c [ x x ] + ( 2 * e n + 1 ) * R e ( a n+b n ) ;
g s c a [ x x ] = g s c a [ x x ] + ( ( 2 * e n + 1 ) / ( e n * ( e n + 1 ) ) ) *

( R e ( a n ) * R e ( b n ) + I m ( a n ) * I m ( b n ) ) ;
i f ( n > 1 ) {
g s c a [ x x ] = g s c a [ x x ] + ( ( e n � 1 ) * ( e n + 1 ) / e n ) *
( R e ( a n 1 ) * R e ( a n ) + I m ( a n 1 ) * I m ( a n ) +
R e ( b n 1 ) * R e ( b n ) + I m ( b n 1 ) * I m ( b n ) ) ;

}
# * * * Now c a l c u l a t e s c a t t e r i n g i n t e n s i t y p a t t e r n
# F i r s t d o a n g l e s f r o m 0 t o 9 0

f o r ( j i n 1 : n a n g ) {
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j j = 2 * n a n g � j ;
p i x [ j ] = p i 1 [ j ] ;

t a u [ j ] = e n * amu [ j ] * p i x [ j ] �
( e n + 1 ) * p i 0 [ j ] ;

s 1 [ j ] = s 1 [ j ] + f n * ( a n * p i x [ j ] + k n * b n * t a u [ j ] ) ;
s 2 [ j ] = s 2 [ j ] + f n * ( a n * t a u [ j ] + b n * p i x [ j ] ) ;
}

# * * * Now d o a n g l e s g r e a t e r t h a n 9 0 u s i n g P I a n d TAU f r o m
# a n g l e s l e s s t h a n 9 0 .
# P=1 f o r N = 1 , 3 , . . . % P= � 1 f o r N = 2 , 4 , . . .

p = � p ;
f o r ( j i n 1 : ( n a n g � 1 ) ) {

j j = 2 * n a n g � j ;
s 1 [ j j ] = s 1 [ j j ] + f n * p * ( a n * p i x [ j ] � b n * t a u [ j ] ) ;
s 2 [ j j ] = s 2 [ j j ] + f n * p * ( b n * p i x [ j ] � a n * t a u [ j ] ) ;

}
p s i 0 = p s i 1 ;
p s i 1 = p s i ;
c h i 0 = c h i 1 ;
c h i 1 = c h i ;
x i 1 = p s i 1 � c h i 1 * 1 i ;

# * * * C o m p u t e p i _ n f o r n e x t v a l u e o f n
# F o r e a c h a n g l e J , c o m p u t e p i _ n +1
# f r o m P I = p i _ n , P I 0 = p i _ n � 1

f o r ( j i n 1 : n a n g )
p i 1 [ j ] = ( ( 2 * e n + 1 ) * amu [ j ] * p i x [ j ] � ( e n + 1 ) * p i 0 [ j ] ) / e n ;

p i 0 [ j ] = p i x [ j ] ; }
}

# * * * H a v e summed s u f f i c i e n t t e r m s .
# Now c o m p u t e QSCA , QEXT, QBACK, a n d GSCA

g s c a [ x x ] = 2 * g s c a [ x x ] / q s c a [ x x ] ;
q s c a [ x x ] = ( 2 / ( d x * d x ) ) * q s c a [ x x ] ;
q e x c [ x x ] = ( 2 / ( d x * d x ) ) * q e x c [ x x ] ;
q e x t [ x x ] = ( 4 / ( d x * d x ) ) * R e ( s 1 [ 1 ] ) ;
q a b s [ x x ] = q e x c [ x x ] � q s c a [ x x ] ;
q b a c k [ x x ] = ( Mod ( s 1 [ 2 * n a n g � 1 ] ) / d x ) ^ 2 / p i ;

} # E n d o f f o r f u n c t i o n r e g a r d i n g x
q a l l = c b i n d ( r 0 , q b a c k , q a b s , q s c a , q e x c ) ;
w r i t e . t a b l e ( q a l l , f i l e = " / p a t h / t o / f i l e " , a p p e n d=FALSE ) ;

} # E n d o f f u n c t i o n b h m i e 4
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