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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Jeder komplexen Mannigfaltigkeit unterliegt eine C*°-Mannigfaltigkeit. Nach
einem klassischen Resultat von Ehresmann ist eine eigentliche, submersive,
surjektive C*°-Abbildung p: X — B lokal iiber der Basis B isomorph zu
einer Projektionsabbildung. Insbesondere sind fiir 0 € B und b € B nahe bei
0 (bzw. in derselben Zusammenhangskomponente von B wie 0) die Fasern
Xo =p~1(0) und X;, = p~1(b) diffeomorph.

Sind X und B komplexe Mannigfaltigkeiten und ist p zusétzlich als
holomorph vorausgesetzt, so sind jedoch Xy und X im Allgemeinen nicht
biholomorph. Man kann nun fragen “wie stark” sich die komplexe Struktur
der Fasern verindern kann bzw. welche Eigenschaften komplexer Mannig-
faltigkeiten stabil unter Deformation sind. Man unterscheidet dabei fiir
gewOhnlich die lokale und die globale Sichtweise. Die lokale fragt danach, ob
eine bestimmte Figenschaft der Fasern offen in B ist, die globale fragt, ob
eine bestimmte Eigenschft der Fasern (auch) abgeschlossen ist.

Eine wichtige und in einem gewissen Sinn einfache Klasse kompakter
komplexer Mannigfaltigkeiten ist die der Fano Mannigfaltigkeiten. Wir wie-
derholen kurz deren Definition. Auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit X gibt
es das Kotangentialbiindel QY und dieses ist ein Vektorbiindel vom Rang
dim X. Das kanonische Geradenbiindel ist definert als

dim X
wx = N\ Qk =det Q.

Man nennt X eine Fano Mannigfaltigkeit, wenn das dualisierte Geradenbiindel
w)_(l = Hom(wx,Ox) = det T'x

ample ist, d.h. wenn es m, M € N gibt und eine Einbettung f : X — PM
derart, dass

(wx)®™ = f*Opn(1)
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8 Kapitel 1. Einleitung

ist. Bekanntermafen ist wp, = Opn(n+1) und die (n+ 1)-Veroneseabbildung
zeigt, dass P Fano ist.

Fir ein Geradenbiindel L auf X ist die Bedingung, dass L|x, ample
ist, offen in B. Die Adjunktionsformel impliziert wy, = wx|x,. Folglich ist
die Fano Eigenschaft stabil unter lokaler Deformation. Wir untersuchen in
der Folge eine spezielle Version der Frage nach der globalen Stabilitdt der
Fano Eigenschaft, von der wir schnell sehen werden, dass sie weit davon
entfernt ist eine positive Antwort zu haben: ist die zentrale Faser X eine
Fano Mannigfaltigkeit, wenn B = A die Einheitskreisscheibe ist und X; Fano
fir t € A\ {0}.

In Dimension 1 ist P! die einzige Fano Mannigfaltigkeit. Auch ist P!
die einzige Riemannsche Flache mit Geschlecht 0. Das Geschlecht ist eine
topologische Invariante und die globale Stabilitat der Fano Eigenschaft in
Dimension 1 folgt auf triviale Weise (unter Verwendung des Satzes von
Ehresmann).

Ab Dimension 2 ist die Fano Eigenschaft im Allgemeinen instabil unter
globaler Deformation. Wir konstruieren ein einfaches und wohlbekanntes
Beispiel.

Sei x € P2 und x € | C P? eine Gerade. Wir blasen P? in z auf und
verwenden die Notation, die das folgende Diagram

E c S
|
{z} c P?

suggeriert. Dariiberhinaus bezeichne C' die Strikttransformierte von I. Wir
setzen

Z=8Sx%xC, F=CxCcZ, D ={(c,c)|ceC}CF.

Ferner definieren wir Y als die Aufblasung von Z in der glatten Kurve D.
Es gibt eine kanonische Abbildung Y — C. Die Faser iiber einem Punkt
p € C ist die Aufblasung von S in p, d.h. auflerhalb von F N C ist dies die
Aufblasung von P? in zwei verschiedenen Punkten und im Schnittpunkt mit
FE die Aufblasung zweier infinitesimal naher Punkte. Die Strikttransformierte
F von F’ ist isomorph zu F’ ~ P! x P! und der Schnitt mit einer Faser Y,
ist die Strikttransformierte der Verbindungsgerade der beiden aufgeblasenen
Punkte.

Aus dem Kontraktionskriterium von Fujiki und Nakano folgt, dass wir
diese simultan niederblasen kénnen. Wir erhalten eine Mannigfaltigkeit X und
eine natiirliche Abbildung X — C. Die Faser iiber einem Punkt auflerhalb
von E N C ist P! x P!, also Fano. Die Faser iiber E N C ist die zweite
Hirzebruchflaiche Fo = P(Op1 @ Op1(—2)). Man sieht leicht, dass es eine glatte
rationale Kurve Co, C F9 mit Cgo = —2 gibt: in unserer Konstruktion ist es
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die Strikttransformierte der exzeptionellen Kurve E der ersten Aufblasung.
Aus der Adjunktionsformel folgt

wET;.COO = degwaolo +C2 =-2+2=0.

Also ist F9 nicht Fano.

Sicherlich miissen wir also zusétzliche Annahmen an die allgemeinen
Fasern stellen, um zu erreichen, dass die spezielle Faser wieder Fano ist.
Eine naheliegende Annahme, die Beispiele wie das obige ausschliefit, ist die,
dass die Picardzahl der allgemeinen Mannigfaltigkeiten 1 ist. Fiir eine Fano
Mannigfaltigkeit Y ist p(Y") = rankyz Pic(Y") die Picardzahl von Y (und es gilt
Pic(Y) ~ 7). Das obige Beispiel zeigt, dass es fiir n = 2, p = 2 bzw. durch
das Bilden von Produkten auch fiir n > 3, p > 3 Fano Mannigfaltigkeiten mit
Dimension n und Picardzahl p gibt, die zu Mannigfaltigkeiten degenerieren,
die nicht Fano sind. Vermutlich ist dies auch fiir n = 2, p = 2 richtig. Es
stellt sich die Frage:

Ist eine globale Deformation von Fano Mannigfaltigkeiten
mit Picardzahl 1 Fano?

Um eine Teilantwort auf diese Frage zu geben, fithren wir eine weitere
Invariante ein. Fiir den Rest des Abschnitts sei X eine Fano Mannigfaltigkeit
mit Picardzahl 1 und Dimension n. Die gréfite unter den natiirlichen Zahlen
m € N mit der Figenschaft, dass es ein Geradenbiindel L auf X gibt mit
w)_(l = L®™ nennen wir den Index ix von X. Man sieht leicht, dass in der
gegebenen Situation der Index lokal konstant istlﬂ Nach einem Ergebnis von
S. Kobayashi und T. Ochiai ([KO73]) ist ix <n+1undesistix =n+1
genau dann, wenn X = P” der projektive Raum ist und ¢x = n genau dann,
wenn X = Q" die glatte Hyperquadrik in P*+! ist.

Die globale Stabilitédt in belieber Dimension n mit Index ix > n wurde
von Y.-T. Siu ([Siu89], [Siu92], [Siu9l]) im Fall von P" und von J.-M. Hwang
([Hwa95]) im Fall von Q™ bewiesen. Weitere Ergebnisse in beliebiger Dimen-
sion gibt es nicht. In den beiden Féllen mit (sub-)maximalem Index gibt es
auf den degenerierenden Mannigfaltigkeiten (nicht-triviale) Vektorfelder und
diese Tatsache ist wesentlich fiir die jeweiligen Beweise. Die Ergebnisse sind
also kein starkes Indiz dafiir, dass die obige Frage fiir beliebigen Index eine
positive Antwort hat. Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, dass die obige
Fragestellung dquivalent zu der folgenden, a priori schwéicheren, ist:

Ist eine globale Deformation von Fano Mannigfaltigkeiten
mit Picardzahl 1 Kéhler?

Es ist wohlbekannt, dass die Kahler Eigenschaft im Allgemeinen instabil
unter globaler Deformation ist ([Hir62]). Es ist jedoch ein Resultat von

'Bs ist wx, = wx|x, und wir werden spéter sehen, dass die Restriktionsabbildung
Pic(X) — Pic(X¢) ein Isomorphismus ist.
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Moishezon, dass jede Moishezon, Kéhler Mannigfaltigkeit projektiv ist (siehe
z.B. [MMO7, Theorem 2.2.26]). Da auflerdem Pic(Xy) = Z ist (Lemma 3.2.2))
und —Kx, ,big* (nach dem Halbstetigkeitssatz), sieht man leicht, dass die
beiden obigen Fragestellungen dquivalent sind.

In Dimension 3 gibt es eine vollstdndige Klassifikation der Fano Mannig-
faltigkeiten. Die Fragestellung kann fiir 3-Faltigkeiten also relativ explizit
untersucht werden. Wegen der Resultate von Siu und Hwang bleiben die
3-Faltigkeiten mit Index 1 und 2 zu betrachten.

Fiir Index 1 sind bisher keine Ergebnisse bekannt. Es gibt fiinf Familien
mit Index 2 und diese sind durch —K?% klassifiziert. Fiir —K3% = 8 -5 ist
X = Vs, ein Schnitt der Grassmannschen Gr(2,5) C P? mit einem linearen
Unterraum von Kodimension 3, und die globale Stabilitéat folgt aus einem
Resultat von J. Kollar (|Kol91, Corollary 5.3.13]).

Fir - K _:;’( =8 -4 ist X = Vy, ein Durchschnitt zweier Hyperquadriken
in P°. Fiir eine globale Deformation X, solcher Mannigfaltigkeiten folgt aus
[Kol91), Theorem 5.3.12], dass das Linearsystem |—Kx,| basispunktfrei ist
und mit unserem folgt, dass X tatsichlich Fano ist.

Fiir —K% = 8- 3 ist X = V3 eine Kubik in P* und die globale Stabilitét
folgt aus einem Resultat von I. Nakamura [Nak%IH

Der Fall —K% = 8- 2 ist Hauptgegenstand dieser Arbeit. Der Fall
—Kg’( = 8 ist unbehandelt.

1.2 Formulierung der Resultate und Beweisidee

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die globale Stabilitdt der Fano Eigenschaft
fiir Fanomannigfaltigkeiten mit Dimension 3, Picardzahl 1, Index 2 und
—Kg)’( =8 -4 bzw. —Kg)’( = 8- 2 zu beweisen. Im ersten Fall ist X, wie bereits
erwahnt, ein Durchschnitt zweier Hyperquadriken. Im zweiten Fall ist X
eine zweifache Uberlagerung f: X — P3, die entlang einer glatten Quartik
verzweigt ist. Solche Fano Mannigfaltigkeiten nennen wir vom Typ V5. Die
préazisen Resultate, auf die wir abzielen, sind die folgenden.

Satz 1.2.1. Sei p: X — A eine glatte Familie kompakter komplexer Man-
nigfaltigkeiten tber der Finheitsscheibe A C C, d.h. X ist eine kompleze
Mannigfaltigkeit, p eine eigentliche, submersive holomorphe Abbildung mit
zusammenhingenden Fasern. Fiir t € A\ {0} seien die Fasern X; = p~1(t)
Fano Mannigfaltigkeiten, die Durchschnitt zweier Hyperquadriken in P° sind.
Dann ist auch die zentrale Faser Xo Fano.

Satz 1.2.2. Seip: X — A eine glatte Familie kompakter komplexer Man-
nigfaltigkeiten tber der Einheitsscheibe A C C. Firt € A\ {0} seien die

*Dieser Beweis ist auch Gegenstand der Diplomarbeit [Mei96|. Ich mochte an dieser
Stelle darauf hinweisen, dass es mir diese zu Beginn der Promotion erleichtert hat, die
Arbeit [Nak96| zu verstehen.
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Fasern X; = p~1(t) Fano Mannigfaltigkeiten, die zweifache Uberlagerungen
von P3 wverzweigt diber einer Quartik sind. Dann ist auch die zentrale Faser
Xo Fano.

Die wesentliche Schwierigkeit der Sétze besteht darin, zu zeigen, dass X
projektiv ist. Wir werden uns unter Verwendung der Deformationstheorie
glatter, rationaler Kurven leicht davon iiberzeugen, dass es daflir in der
gegebenen Situation hinreichend ist die Basispunktfreiheit des Linearsys-
tems |-Kx,| zu zeigen. Diese folgt fiir Xy wie in [Satz 1.2.1] unmittelbar
aus [Kol91, Theorem 5.3.12]. Fir X, wie in [Satz 1.2.2| fiihren wir einen
Widerspruchsbeweis.

Unter der Annahme, dass —Kx, nicht global erzeugt ist, liefert ein Struk-
tursatz von J. Kollar, dass die vom Linearsystem |—1 K x,| induzierte Abbil-
dung die Mannigfaltigkeit Xy bimeromorph auf entweder den 3-dimensionalen
projektiven Raum oder die 3-dimensionale Quadrik abbildet. Wir werden
in beiden Féllen einen Widerspruch zu der Tatsache herleiten, dass Xy den
Diffeomorphietyp einer Fano Mannigfaltigkeit vom Typ V5 hat.

In dem Fall, dass Xy auf die Quadrik abgebildet wird, zeigt man leicht,
dass die bimeromorphe Abbildung durch die Aufblasung in einem P! aufgeldst
werden kann und damit, dass Xy nicht diffemorph zu einer Mannigfaltigkeit
vom Typ Vs sein kann. Der Beweis folgt eng dem Beweis von 1. Nakamura
eines etwas stiarkeren Resultats mit der 3-dimensionalen Kubik an Stelle von
Va.

In dem Fall, dass Xy auf den 3-dimensionalen projektiven Raum abgebil-
det wird, ist die Auflésung der entsprechenden bimeromorphen Abbildung
deutlich schwieriger zu kontrollieren. Wir unterscheiden zwei Unterfille.

Im ersten Unterfall ist der Schnitt zweier allgemeiner Flachen aus dem
Linearsystem \—%K X, | nicht reduziert und es ist uns nicht moglich dessen
exakte Geometrie zu bestimmen. In Folge dessen ist es uns auch nicht méglich
eine explizite Beschreibung der Auflésung der bimeromorphen Abbildung
X --» P anzugeben. Wir konnen in diesem Fall jedoch zeigen, dass X eine
Kompaktifizierung von C3 ist. Den gewiinschten Widerspruch erhalten wir
dann durch eine relativ detaillierte und aufwindige strukturelle Beschreibung
des kompaktifizierenden Divisors.

Im zweiten Fall ist der Durschnitt zweier allgemeiner Flichen aus |—1 K x|
ein reduzierter Zykel glatter rationaler Kurven. Die wesentliche Schwierigkei-
ten besteht dann darin, die Anzahl dieser Kurven zu beschrianken.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Notation und Konvention

Topologische Begriffe beziehen sich standardméfig auf die Hausdorff Topolo-
gie. Beziige auf die Zariski Topologie werden stets explizit gemacht.

Ist X ein komplexer Raum und sind A, B C X abgeschlossene komplexe
Unterrdume mit zugehorigen Idealgarben 4, Ip C Ox, so schreiben wir

A.B bzw. A+ B

fiir die zu den Idealgarben I4 + I bzw. I4 N Ip gehorigen Unterrdume.
Sowohl fiir die dem Raum A.B zugrunde liegende Punktmenge als auch
fiir die Reduktion (A.B)yeq als komplexer Unterraum schreiben wir je nach
Kontext AN B.

Ist X ein kompakter komplexer Raum, so schreiben wir

Komp(X)

fiir die Menge der irreduziblen Komponenten von X.
Eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit heiffit Moishezon, wenn

trdege M(X) = dim X

ist, wobei M(X) den Korper der meromorphen Funktionen auf X bezeichnet
und tr dege den Transzendenzgrad iiber C.

Ist X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbiindel
auf X so definieren wir das Basisideal b(L) von L als das Bild der natiirlichen
Abbildung

HYX,L)®c, L' — Ox.

Der (reduzierte) Basisort von L
Bs(L) ={z € X |b(L)y # Ox.}.

13
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ist die Verschwindungsmenge von b(L).

Ist Y ein weiterer komplexer Raum, f: X --+ Y eine meromorphe
Abbildung und A C X eine abgeschlossene, analytische Teilmenge mit der
Eigenschaft, dass jede irreduzible Komponente K C A den Definitionsbereich
dom(f) trifft, so setzen wir

fA = f(AN dom(f))

und nennen f, A die Strikttransformierten von A unter f. Ist f bimeromorph,
so schreiben wir f;1 fiir (f71),.
Ist f holomorph und Z C Oy eine kohérente Idealgarbe, so schreiben wir

7'z

fiir die inverse Idealgarbe von Z, d.h. fiir das Bild der Abbildung f*7Z — Ox.
Fir eine komplexe Mannigfaltigkeit X schreiben wir wie tiblich

wx = det QY.

Ist X kompakt und Y C X ein lokal vollstdndiger Durchschnitt, so definieren
wir wy = wx ® Ny,x —in Ubereinstimmung mit der ersten Definition, falls
Y glatt ist. Dann ist wy ein dualisierendes Geradenbiindel auf Y, d.h. es
gibt einen natiirlichen Isomorphismus

H" (Y, —)" = Exti(—,wy),

wobei beide Seiten als Funktoren von der Kategorie der kohérenten Oy -
Moduln in die Kategorie der C-Vektorraume auffassen. Ist Y glatt so ist dies
gerade die klassische Dualitdt von Serre. Wenn Y nicht glatt ist, werden wir
das Ergebnis in dieser Arbeit nur im Fall n = 1, i = 0 anwenden. Sofern
existent, bezeichnen wir mit Kx jeden Divisor, der

Ox(Kx) = Wwx

erfiillt, wobei die Gleichheit, wie {iblich, in Pic(X) zu verstehen ist.
Ist X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und L ein Geradenbiindel

auf X, so schreiben wir
L] =P(H’(X, L))

fiir den (endlich-dimensionalen) projektiven Raum der Geraden in H%(X, L).
Fiir die induzierte meromorphe Abbildung in den zu |L| dualen projektiven
Raum schreiben wir

¢r: X - - >PHX,L)Y) = Py.
Es ist HY(Pr, Op, (1)) = H°(X, L)VY und der kanonische Isomorphismus

ar: H(X,L) — H(X,L)"Y
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induziert einen Ismorphismus
Br: L] — [Op, (1)].

Da in der Arbeit stets klar sein wird fiir welches L wir die obigen Konstruk-
tionen betrachten, schreiben wir zur Vereinfachung der Notation fiir D € ||
bzw. H € |Op, (1)

D# =B, (D),  H* =p;'(H).

Wie iiblich verwenden wir die Aussage ,Fiir allgemeines z € X gilt A(x)“ im
Sinne von ,Es existiert eine Zariski-offene, Zariski-dichte Teilmenge U C X
mit der Eigenschaft, dass fiir alle z € U die Aussage A(x) gilt.* Desofteren
verwenden wir auflerdem fiir ein Geradenbiindel L die Sprechweise

wFir allgemeine Dy, Dy € |L]| gilt A(Dy, D2)“
im Sinne von

»Es gibt eine Zariski-offene, nicht-leere Teilmenge U C |L| und fiir jedes
D, € U eine Zariski-offene, nicht-leere Teilmenge Vp, C |L| mit der
Eigenschaft, dass fiir alle Dy € Vp, die Aussage A(D1, D2) gilt*“.

Also nicht in dem Sinne von ,Fiir (D1, D2) € |L| x |L| allgemein, gilt die
Aussage A(Dy, D)

2.2 Grundlegende Resultate iiber komplexe Rau-
me

Wir sammeln noch einige wohlbekannte Resultate {iber komplexe Raume, die
jedoch nicht in dieser Form in Standardlehrbiichern zu finden sind. Zunéchst
zwei Verschwindungsresultate, die wir im Hauptteil zumeist ohne expliziten
Hinweis anwenden.

Proposition 2.2.1. Sei X ein komplexer Raum. Ist k > dim X und F ein
kohdrenter Ox-Modul, dann ist H*(X,F) = 0. Ist | > 2dim X und G eine
beliebige Garbe auf X, so ist H'(A,G) = 0.

Beweis. Die erste Aussage ist [Dem09, Chapter IX, Corollary 4.15]. Fiir die
zweite verweisen wir auf [Ive86, Chapter X, Proposition 1.4]. Das Resultat
ist dort fiir Schemata formuliert, der Beweis bleibt aber giiltig, wenn man
stets “algebraic scheme” durch “complex space” ersetzt. O

Wir formulieren hier das bekannte Kontraktionskriterium von Fujiki und
Nakano. Mit einer zuséatzlichen Voraussetzung ist dies gerade der Hauptsatz
aus [Nak71|]. In der Arbeit [FN72] wird gezeigt, dass diese iiberfliissig ist. D

!Das Kriterium wir hier wie in der urspriinglichen Arbeit fiir Dimension n > 3 formuliert.
Es ist natiirlich auch fiir n = 2 richtig und gerade das klassische Castelnuovo Kriterium.
Fir n = 1 sind Voraussetzung und Folgerung leer.
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Proposition 2.2.2. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension
n >3 und B C X ein glatter Divisor, der ein holomorphes P"-Faserbindel

f+E—B

iiber einer kompleven Mannigfaltigkeit B ist. Es seib € B und Fy, == f~1(b) ~
P". Dann gibt es genau dann eine glatte Mannigfaltigkeit Y mit B C'Y und
eine holomorphe Abbildung f: X — 'Y derart, dass g die Aufblasung von Y
in B ist und gjp = f, wenn

Ox(=E)r, = Op(1)
1st.

Zu Referenzzwecken zitieren wir den Halbstetigkeitssatz von H. Grauert
([Gra60, §7, Satz 3]).

Proposition 2.2.3. Seien X, B komplezre Riume, B reduziert, f: X — B
eine eigentliche, holomorphe Abbildung und F ein kohdrenter Ox-Modul, der
f-flach ist. Dann ist fir alle k € N die Funktion

b dim H*(X,, L|x,)

halbstetig nach oben, d.h. fir alle by € B gibt es eine offene Menge bg € U C
B derart, dass fir alle b € U

dim H* (X5, Lyx,) < dim H*(X4,, L, )

18t.

2.3 Hirzebruch-Flachen

Wir rufen die Definition und einige grundlegenden Resultate fiir Hirzebruch-
flichen ins Gedéachtnis und fithren Notation ein.
Fir 0 < e € Z setzen wir

Fe :=P(Op1 & Op1(—e)).

Im Fall e = 0 ist Fy ~ P! x P!, wir schreiben p1, po fiir die beiden Projektionen
auf P! und setzen

e=p;0p (1), f=piOm(l).

Fiir jedes e > 0 bezeichnen wir mit C, die eindeutig bestimmte (irreduzible)
Kurve mit C%2 = —e und mit p: F, — P! die Projektion. Es gilt Op, (Cso) =
Or, (1). Wir definieren

e = Or,(Co),  F=pOp(l), e—exte-f.
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Dann sind (e, f) und (e, f) Z-Basen von Pic(F.).
Fir a > b € Z definieren wir

Fap = P(Op1(a) ® Op1 (b))

und bezeichen die natiirliche Projektion auf P! mit ¢q. Es gibt genau eine
biholomorphe Abbildung f: F,, — F. mit po f = ¢ und es gilt

Of,,(1) = f"Op. (1) ® ¢"Op1 (a) = exc +a - f.

Mitunter verwenden wir die folgenden elementaren Aussagen, die sich z.B.
in [Fri98, Chapter 5] finden. Durch jeden Punkt z € [, gibt es genau eine
p-Faser. Blast man F, im Punkt x auf, so ist die Strikttransformierte dieser
Faser eine (—1)-Kurve und es ist moglich diese niederzublasen. Ist e > 0 und
x € Co C F, oder ist e = 0, so ist das Ergebnis dieser Operation Fe ;. Ist
e>0und z € F¢ \ Cu, so erhalten wir F,_;.

2.4 Notation zu Auflésungen

Im Hauptteil der Arbeit bendtigen wir etwas mehr als die blofle Aussage des
Satzes, dass es fiir jedes Idealgarbe Z auf einem komplexen Raum X eine
Auflésung g: X — X mit der Eigenschaft gibt, dass die inverse Idealgarbe
¢~ 1T invertierbar ist und einen Divisor mit einfachen Kreuzungssingularititen
definiert. Wir greifen daher auf den Auflésungsalgorithmus aus [BEVUO5]E|
zuriick.

In diesem Abschnitt wollen wir dessen fiir uns relevanten Eigenschaf-
ten kurz beschreiben und Notation fiir den spateren Gebrauch einfiihren
sowie einige einfache, aber wichtige Hilfsresultate zeigen. Fiir weite Teile des
Abschnitts machen wir die folgende

Voraussetzung 2.4.1. Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit,
T C Ox eine kohdrente Idealgarbe und L ein Geradenbiindel auf X.

Wir beginnen mit einer Definition.

Definition 2.4.2. Es gelte|Voraussetzung 2.4.1. Fir b € N setzen wir

Sing(Z,b) := {x €eX|ZI, C mgg} .

Wir nennen eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit Y C X zuléssig fir
(X,(Z,b)), wenn'Y C Sing(Z,b) ist. Deweiteren definieren wir

Sing(L,b) == {w € X | Vs € H(X, L) : s, € m} - L }.

2Es sei angemerkt, dass die Resultate in [BEVUO5| fiir Schemata formuliert sind. Die
Autoren behaupten jedoch (sieche Absatz nach Theorem 8.3), und man iiberzeugt sich leicht
davon, dass die Ergebnisse auch fiir kompakte komplexe Raume gelten.
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Die folgenden Aussagen sind elementar:

Lemma 2.4.3. Es gelte|Voraussetzung 2.4.1 und es sei b € N. Dann ist

Sing(b(L),b) = Sing(L, b).

Sei weiter Y C X glatt, g: X1 — X die Aufblasung von X in'Y und E
der zugehorige exzeptionelle Divisor. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

e Die natiirliche Abbildung
H°(X1,9"L — bE) — H°(X1,g"L)
ist ein Isomorphismus.
e Y C Sing(L,b).
o FEs existiert eine Idealgarbe J C Ox, mit der Figenschaft
g e(L)=7-1%.
e Y C Sing(b(L),b).
Gilt die dritte Aussage, so ist J eindeutig bestimmt und es ist
b(¢g"L —bE) = J.

Beweis. Die Gleichheit der Singularitdtenmengen folgt direkt aus der Defini-
tion des Basisideals und zeigt unmittelbar die Aquivalenz der zweiten und
vierten Aussage. Um die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen zu zeigen,
bemerken wir zunichst, dass die Abbildung

H(X1,9"L = bE) — H*(X1,9"L)
stets injektiv ist und die Abbildung
H°(X,L) = H°(X1,9"°L)

stets ein Isomorphismus ist. Die erste Abbildung ist daher genau dann ein
Isomorphismus, wenn die zweite durch sie faktorisiert. Dies gilt genau dann,
wenn fiir alle s € H°(X, L) und alle z € X

(9°8)e € I, (9" L)a (2.4.1)

ist. Da Y glatt ist, gilt fir ¢ € Ox 4(,) genau dann ¢ € I{’,g(x), wenn g*(t) €
I%,a: gilt und daher gilt 1' genau dann, wenn

b
S9(2) € Iy g(a) " Lg(a)
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gilt. Wieder da Y glatt ist, gilt fiir eine offene Menge U C X und einen Schnitt
t € Ox(U) genau dann t € I3 (U), wenn t, € m? ist, fiir alle y € Y N U. Die
Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist damit gezeigt. Der Beweis der
Aquivalenz der letzten beiden ist dhnlich.

Um die letzte Behauptung zu zeigen, fixieren wir eine Basis

50,8, € H'(X, L)

und nehmen an, dass eine der vier dquivalenten Bedingungen erfiillt ist. Wir
zeigen die behauptete Gleichheit halmweise. Sei also © € X;. Wir setzen
y := g(z) und wahlen lokale Erzeuger

IE,x :t'OXhI? Ly :’U,'Ony.

Folglich existieren eindeutig bestimmte «; € Ox , mit der Eigenschaft, dass
(8i)y = a; - u. Dann ist

b(L)y = (ag,...,an) - Oxy

und es folgt, dass (¢7'b(L)), das von g*ao, ..., g*a, erzeugte Ideal ist und
daraus wiederum folgt

Te = (g*ao/tb, ... ,g*an/tb) -Ox, 2

Ein Erzeuger von (¢*L — bE), ist t* - g*u und g*sq, ..., g"s, ist eine Basis
von H°(X1,g*L — bE). Es gilt

(g*si)e = 9" i - g"u = (g /") - (£* - g*u)
und daher ist
b(¢"L — bE), = (g ao/t°, ..., g an/t0) - Ox, 0 = Jy-
Die Behauptung ist damit gezeigt. O

Wir fiithren Notation fiir den spéteren Gebrauch ein.

Notation 2.4.4. Es gelte[Voraussetzung 2.4.1. Eine Auflésung von I besteht
aus den folgenden Daten:

e ceiner natirlichen Zahln € N,

o Mannigfaltigkeiten Xg == X, X1,..., X},
e ganzen Zahlen by, ..., b,_1 mit b; > 1 fiir alle i,
o Untermannigfaltigkteiten Ay C Xy firk=20,...,n—1,

Abbildungen hy: X1 — Xg firk=20,...,n—1,
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o cffektiven Divisoren E* auf X, und
e [dealgarben I, C Ox, firk =0,...,n,
mit den folgenden Figenschaften:

o Ay ist zulassig fir (Xg, (Zk, b)) und hy ist die Aufblasung von Xy, in
Ay

o mit Fyyq = h,;l(Ak), go = idx, und rekursiv definierten Abbildungen

gk = Gk—1 0 hp—1
gelten die Gleichheiten
hlzl(zk) =Tpy1- (IEk+1)bk und gk_l(I) =Tk - IEk'

Wir bezeichnen des Weiteren mit F* die eindeutig bestimmten, effektiven
Divisoren, die die Gleichung

Kx, = gi_1 Kx + F*
erfillen und definieren
ap = codimy, (Ag) — 1
C = max {c eN| h,;llk . ngcﬁ C OX;CH} )

Der Algorithmus aus [BEVU0S] liefert in dieser Notation fir ein gegebenes
b € N eine Aufiésung von T mit

Sing(Z,,b) = 0.

Wir betrachten nun den Fall T = b(L). Wir wdhlen by stets mazimal mit der
Figenschaft, dass Sing(Zy, by) # 0 ist. Dann ist by, = ¢ fir allek =0,...,n
und wir definieren rekursiv

Ly = hiLy — ci B
Das vorangehende Lemma impliziert, dass fir alle k =1,...,n
Iy, = b(Lk)

ist. Insbesondere kénnen wir den Algorithmus verwenden, um den Basisort
der von |L| induzierten Abbildung aufzuldsen.

Wir wollen hinreichende Kriterien dafir finden, dass E™ > F™ ist.

Lemma 2.4.5. In[Notation 2.].] sei zusdtzlich dim X = 3.
Wenn es fir alle k € {0,...,n—1} mit a = 2, by = 1 einen irreduziblen
Divisor T' D Ay, derart gibt, dass multy (EF — FF) > 0 ist, so ist E™ > F™.
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Beweis. Wir nehmen also an, dass die Voraussetzung des Lemmas erfillt ist
und zeigen, die Behauptung per Induktion. Der Induktionsanfang

0=E">F0=0

gilt trivialerweise. Fiir den Induktionsschritt nehmen wir E¥ > F* an, fiir
ein k € {0,...,n — 1}. Zunichst untersuchen wir, wie sich die Divisoren E¥,
F* unter hy, transformieren:

Tipr = by Ty (b4 Bien) = g by T (MEX + By ) =

= gL ((hk)*_lEk + ( > multp B + bk) Ek+1)

I'DAg
Kx, ., = hKx, +apEry1 = gi 1 Kx + hiF* + a By =

:gZJrlKX—i-(hk);le—l- Z multp Fk—i—ak B
DA
Wir erhalten damit
Ek:-‘rl _ Fk+1 —

= (hp); H(E* — FF) 4 ( > multy (B¥ — F*) + by, — ak.) Ery1. (24.2)
FDAk

Also ist EFt1 > FF+1 wenn ai, < by, ist. Ist a > by, so ist
ar =2 und by =1,

da stets 2 > ag ist und b > 1. Wieder aus der obigen Formel folgt, dass
auch in diesem Fall E*+1 > FF+1 ist, da nach Voraussetzung ein irreduzibler
Divisor I' C Supp(E* — F¥) mit Ay C T existiert. O

Lemma 2.4.6. Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimen-
ston 3 und sei A C X ein irreduzibler, reduzierter Divisor. Dann existiert
eine eingebettete Auflosung

A, C X,
bk
A Cc X

von A mit der folgenden Eigenschaft: Es existiert ein effektiver Cartierdivisor
B, C A, derart, dass zum einen

wa, = (K*wa)(—Bp)
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ist und dass zum anderen fir alle irreduziblen C C Exc(h) mit dim h(C) =1
C C Supp(By)
gilt.

Beweis. Wir wenden den Auflésungsalgorithmus auf die Idealgarbe I an,
solange bis
Sing(Ay) = Sing(1),2) =0

ist, und verwenden Wir schreiben g = g, E = E", F = ",
d.h. es gilt:
KXn:g*KX—I-F, g*A:An+E.

Wir schreiben Ay fiir die Striktransformierte von A in X. Wir bemerken,

dass b > 2 ist fir alle £ € {0,...,n — 1} und mit [Lemma 2.4.5| folgt E > F.

Wir setzen
B, = (E - F)|An

und bemerken, dass B, effektiv ist, da A, ¢ Supp(F — F) ist. Es gilt

WA, =wx, (An)a, =g wx(F+g"A - E)a,
= (Mwx (A)a)((F = E)ja,) = (W'wa)(—=Bn).

Wir zeigen per Induktion die folgende Aussage. Fiir alle k € {0,...,n} gilt: ist
C C Exc(gx) und dim g;(C) = 1, so ist C' C Supp(E* — F¥). Die eigentliche
Behauptung folgt daraus, weil Exc(h) C Exc(g) ist.

Sei also C' C Exc(gg) mit dimgx(C) = 1. Ist C C Exc(hg_1), so ist
hp—1(C) C Ag—1. Da dimhy_1(C) = 1 ist, ist ag—1 = 1 (und Ap_1 =
hi—1(C)). Daher ist

bp1—ag-—12>1

und mit (2.4.2)) aus dem Beweis von [Lemma 2.4.5| folgt
C C Exc(hy_1) = Ej, C Supp(E* — F¥).

Ist C' ¢ Exc(hk_1), soist hy_1(C) C Exc(gk—1), da gx = gr—1 © hi_1 ist. Per
Induktionsannahme ist daher hy_1(C) C Supp(E¥~1 — FF=1) und wieder
mit der Formel aus dem Beweis von folgt

C C Supp((hx—1); (E*~' = F¥1)) C Supp(E" — F*),

wobei die erste Inklusion gilt, da C' ¢ Exc(hg_1). O
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Voriberlegungen

3.1 Allgemeine, elementare Hilfsresultate

In diesem Abschnitt tragen wir einige Lemmata fiir den spiteren Gebrauch zu-
sammen. Fast alle sind elementar und dem Experten vermutlich wohlbekannt
oder zumindest leicht einsichtig. Wir geben die Beweise der Vollstéandigkeit
halber.

Das erste Lemma untersucht Aufblasungen der Hirzebruchflichen Fg und

5. Wir verwenden die Notation aus [Abschnitt 2.3

Lemma 3.1.1. a) Sei x € P' x P! und g: S — P! x P! die Aufblasung in
v und E = g~ (z) die exzeptionelle Kurve. Die Strikttransformierten der
beiden Fasern py ' (p1(z)), py (pa(z)) sind (—1)-Kurven und seien mit A, B
bezeichnet. Durch Niederblasen dieser erhdlt man P2.

S
2N
P! x P! P2

Die Abbildung f ist durch das Linearsystem |g*(e + f) — E| gegeben. Die
Picardgruppe von S besitzt die beiden Z-Basen

2l = (g*eag*fv E)v B = (f*O]P’Q(l)?AaB)

und die zugehorigen Basiswechselmatrizen sind

1 1 1 1 1 0
Mymw=| 0 —1 =1 |, Mya= 1 0 1
1 0 -1 1 -1 -1

Sei ferner y € Pt x Pt mit py(z) # p1(y), h: T — P! x P! die Aufblasung in
{x,y} und F = h™'(y). Dann ist T die Aufblasung von P? in drei Punkten,

23
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die nicht kollinear sind. Ist das Geradenbiindel h*(e+f)— E—F basispunktfrei,
so sind diese Punkte paarweise verschieden.

b) Sei x € Fy, g: S — Fy die Aufblasung von Fy in x und E = g~ *(z)
die exzeptionelle Kurve. Ist x € Co, so ist das Geradenbiindel h*(e) — E
nicht global erzeugt. Ist x & Coo, so ist die Strikttransformierte B der Faser
durch z eine (—1)-Kurve und A = Co = g7 'Cs eine (—2)-Kurve. Blist
man zuerst B und danach A nieder, so erhdlt man P?.

Die Abbildung f ist durch das Linearsystem |g*e — E| gegeben. Die Picard-
gruppe von S besitzt die beiden Z-Basen

A= (g%, g"f,E) B =(fOp(1), A, B)

und die zugehorigen Basiswechselmatrizen sind

2 1 1 1 1 0
Mygs=| -1 -1 -1 Mypo=| 0 -2 1
2 1 -2 1 0 -1

Sei ferner y € Fy mit p(z) # p(y), h: T — Fo die Aufblasung in {z,y} und
F = h7Y(y). Dann ist T die Aufblasung von P? in drei Punkten, die nicht
Lkollinear® sind. Ist das Geradenbiindel h*e — E — F' global erzeugt, so sind
nur zwei der drei Punkte infinitesimal nah.

Beweis. a) Die ersten Aussagen folgen aus der Bemerkung am Ende von
Abschnitt 2.3] Blasen wir einen weiteren Punkt y € P! x P! auf erhalten wir
natiirlich eine Aufblasung von P? in 3 Punkten. Wir zeigen nun, dass aus
p1(x) # p1(y) folgt, dass diese Punkte nicht kollinear sind. Wir setzen

a1 = f(A), q=f(B), q=f(F).

Die Strikttransformierte der Verbindungsgerade von g1, go wird von py o h
auf den Punkt p;(z) abgebildet. Daher sind ¢, g2, g3 nicht kollinear.

Wir nehmen nun an, dass das Geradenbiindel h*(e +f) — E — F global
erzeugt ist und wollen zeigen, dass dann die Punkte q1, g2, q3 paarweise
verschieden sind. Wir wissen, dass ¢q; # g2 ist und es bleibt daher y € AU B
auszuschliefen. Da p; o h(A) = pi(z) ist, folgt y ¢ A aus pi(x) # p1(y).
Angenommen es ist y € B. Dann ist B ~ h*e — F — F und es folgt

(h*(e+f)—FE—F).B=—1.

Alsoist B C Bs(h*(e+f)—E—F). Ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung.
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b) Ist z € Cw, so ist Cy = h*Cy — E und es gilt
(h*e — E).Co = (h*e — E).(h*Cs — E) = —1.

Also ist h*e — E nicht global erzeugt. Sei nun x € Fs \ Cy. Die ersten
Aussagen folgen wieder aus der Bemerkung am Ende von [Abschnitt 2.3| bzw.
sind leicht zu verifizieren.

Sei nun y € Fy mit p(z) # p(y) und mit h*e — E — F global erzeugt. Aus
der ersten Bedingung folgt, dass y € A ist und dass die drei Punkte nicht
kollinear sind. Aus der zweiten folgt wie zuvor, dass y & C = B ist. Folglich

ist f(F) # /(o). m

Lemma 3.1.2. Sei S eine reduzierte, kompakte komplexe Fldche, C eine
reduzierte, kompakte komplexe Kurve und f: S — C eine holomorphe Abbil-
dung, deren allgemeine Faser (isomorph zu) P! ist und die keine Fasern mit
Dimension 2 hat. Gibt es ein Geradenbiindel L auf S mit der Figenschaft,
dass L auf der allgemeinen Faser von f nicht trivial ist, so gilt

b3(S) < b1 (C).

Insbesondere gilt dies stets, wenn es ein amples Geradenbiindel auf S ¢ibt,
d.h. wenn S projektiv ist.

Beweis. Man beachte, dass wir nicht voraussetzen, dass C' irreduzibel ist. Wir
wollen b3(S) mit Hilfe der Leray-Spektralsequenz abschétzen. Wir betrachten
die Eintrige des zweiten Blattes F¥? auf der Diagonalen p + ¢ = 3. Es gilt

H3(C,Rf,Qgs) = 0,

da C topologische Dimension 2 hat. Fiir alle x € C mit f~!(z) ~ P! ist
HY(f(z), Of-1(z)) = 0. Aus der Voraussetzung an die Fasern von f folgt
damit, dass R!f,Qg auBerhalb endlich vieler Punkte verschwindet und daher
ist

H*(C,R'f.Q5) =0
nach[Proposition 2.2.1l Da die Fasern von f eindimensional sind, gilt R3 f,Qg =
0 und insbesondere ist

HY(C, R [.Qs) = 0.
Die Leray-Spektralsequenz liefert mit diesen Ergebnissen

3
b3(S) < Y RPP(C, RP£.Qs) = h'(C, R*£.Qyg). (3.1.1)

p=0

(Und man iiberzeugt sich leicht, dass tatsdchlich Gleichheit gilt.) Die erste
Chernklasse von L gibt einen globalen Schnitt in der Garbe R?f,Qg:

Pic(S) —= H*(S,Q) — H°(C, R*£.Qy)

L s
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Der Keim dieses Schnittes in einem Punkt x enspricht

c1(Ljp-1(z)) € H*(fH(2),Q)

(siche z.B. |Ive86|, III. Theorem 6.2]).

Fir allgemeines x ist also nach Voraussetzung s, # 0 und da die Menge
{z | s, # 0} abgeschlossen ist, gilt dies tatsichlich fiir alle z € C'. Multipli-
kation mit s liefert daher eine injektive Abbildung Q¢ — R2f,Qg, deren
Kokern wir mit () bezeichnen.

0—-Qc— R’f.Qs - Q—0 (3.1.2)

Fiir allgemeines z € C ist f~!(x) irreduzibel und wir haben

(R*£Qs)e = H*(f}(2),Q) = Q.

Daher besteht der Trager von () nur aus endlich vielen Punkten und es
folgt h'(C, Q) = 0. Somit erhalten wir aus der zu (3.1.2)) assoziierten langen
exakten Sequenz die Ungleichung

h'(C, R*f.Qg) < h'(C,Q) = b1(C).
Zusammen mit (3.1.1)) folgt die Behauptung. O

Lemma 3.1.3. Sei X eine 3-dimensionale, kompakte komplere Mannigfal-
tigkeit, C' C X ein 1-dimensionaler, abgeschlossener, komplexer Unterraum,
C1,C,Cs C C paarweise verschiedene irreduzible, reduzierte Kurven und es
existiere p € C1NCyNC3. Falls h'(C,O¢) = 0 ist, so gibt es lokale Koordina-
ten in p derart, dass die Kurven Cy,Cy, Cs lokal den drei Koordinatenachsen
entsprechen.

Beweis. Wir zeigen, dass C1,Cs, C5 in p glatt sind, je zwei (lokal) in einer
glatten Fliache enthalten sind und die dritte diese transversal schneidet. For-
mal gehen wir wie folgt vor: Fiir jeden abgeschlossenen, komplexen Unterraum
C' c C gilt
hH(C!, Ocr) < WH(C,0¢) = 0.

Insbesondere gilt dies fiir C’ = C; und daher ist C; ~ P! fiir i = 1,2, 3.
Weiter gilt dies fiir C' = C1 + C5 und es folgt aus der langen exakten Sequenz
zur Schnitt-Sequenz

0— Oc — 06’1 (&) 002 — 06’1.02 — 0,
dass h%(C1.C2, O¢, .¢,) = 1ist. Daher ist I¢, »,+Ic, = m, und insbesondere
(Icl,P + ICz»P)/mgzo = mp/m?;

Dies sagt gerade, dass die Tangentialrichtungen von C7 und Cs in p verschie-
den sind. Es gibt daher eine Funktion = € (I¢, , N Ic, p) \mg, d.h. C1 +Cs
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ist lokal in p in einer glatten Fliache enthalten. Man sieht jetzt leicht, dass es
lokale Koordinaten (z,y, z) in p derart gibt, dass Ic, , = (2,v), I, p = (, 2).
Dann ist Icv ), = (zy, 2). Wie oben folgt

(erp + ICs,p)/m;% = mp/m?p

d.h. C3 schneidet die Fléche (z = 0) im Punkt p transversal. Die Behauptung
folgt. O

Lemma 3.1.4. Sei X eine kompakte, komplexe Mannigfaltigkeit der Di-
mension 3, D1, Do C X irreduzible, reduzierte Divisoren mit D1 # Dy und
C C Dy N Dy eine glatte Kurve derart, dass D1.Ds generisch entlang C
reduziert ist. Es bezeichne Jp, = (Ip,)|p, die Idealgarbe der Einschrinkung
des Cartierdivisors Do auf D1. Dann sind die Abbildungen

(Ip, + Ip,)ic = (Ip, + Ip,) ® Ox/Ic — Ic/1& = Ngx,
(Ips)jc = Tps © Op, [ Tc = To/Té = Néyp,

injektiv. Wir definieren Q1, Q2 als die jeweiligen Kokerne. Dann gibt es eine
natirliche Abbildung Q1 — Q2 und diese ist ein Isomorphismus:

0 (ID1 +ID2)\C > Ng/x =1 >0

| L

(Ip)ic A, S —

Ist zusdtzlich h'(red(D1.Ds), Ored(Dy.Dy)) = 0 und D1 glatt in p € C, so gibt
es in p lokale Koordinaten x,y derart, dass

C=(x=0) und (D2)p, = (zy* =0) mit k=hr"p, Qo).

Beweis. Es ist (Ip, + Ip,)jc = (Ip,)jc © (Ip,)|c und die erste vertikale
Abbildung entspricht gerade der Projektion auf die zweite Komponente. Die
zweite vertikale Abbildung ist die natiirliche. Beide Abbildungen sind also
surjektiv und haben Kern (va)l/X)IC = (Ip,)|c- Aus dem Schlangenlemma
folgt, dass die induzierte Abbildung Q1 — Q2 ein Isomorphismus ist.

Sei jetzt hl(red(Dl.Dg),(’)red(Dl,Dﬂ) =0 und p € C ein glatter Punkt
von D1. Wir schreiben

l"ed(Dl.Dg) =C+ B/.

Ist p ¢ B’ ist die Aussage trivial (mit k& = 0). Andernfalls schreiben wir B
fiir diejenige Zusammenhangskomponente von B’, die p enthélt. Dann ist

h(C + B,0O¢yp) = h°(B,0p) =1
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und “noch immer” h'(C + B, Ocyp) = 0. Aus der langen exakten Sequenz
zur kurzen exakten Sequenz

0—Ocyp—>0c®0Op —Ocp—0

folgt h°(p, Oc.p) = 1. Also ist Ic,+ Ipp = my. Da Dy glatt in p ist, gibt es
z,y € Op, p mit
IC,p = (.CL‘), IB,p = (y)

Dann ist (z,y) = Ic + Ip = m, und deshalb sind z, y lokale Koordinaten in
p. Da D1.D5 ein Cartierdivisor auf D; ist, der generisch entlang C reduziert
ist und dessen Reduktion in p durch xy gegeben ist, gibt es k € N derart,
dass D;.Ds in p durch zy* gegeben ist. Man sieht nun leicht, dass

(Q2)p =~ Cly)/(v")
ist. O]

Lemma 3.1.5. Es seien 0 € U C C3 offen und Io, = (z,y) - Oy sowie
Ic, = (y,2) - Oy, wobei z,y, z die Koordinatenfunktionen in C3 bezeichnen.
Ferner seien si1, 82 € Ocs(U) und ki, ke > 1 derart, dass fir Ip, = (s;) gilt:

(Ipy + Ip,)ion\(oy = (e )|\ {0y
st € IGNIET sy eI\ 1B

Es sei f: U— U die Aufblasung von U entlang der Idealgarbe Ic, und Dy,
Doy, Cy jeweils die Strikttransformierten von Dy, Do, Ci. Die Oc,-Garben
Q1, Q2 seien durch die folgenden exakten Sequenzen definiert:

0= (Ip, +Ipy)ic, =N v — Q1 —0
0— (ID1 + Iﬁz)lé1 <Ng 5= Q2 =0
Dann gelten die Aussagen:
1. Q1 und Q2 sind jeweils in einem Punkt konzentriert.

2. hO(U, Q1) = h°(U,Qa) + k1 + ko — 1

Beweis. Es bezeichne E den exzeptionellen Divisor von f. Es gibt eine offene
Umgebung

V ~ {(u,v,w) € C3 | |u| < 1,]v] <1,w| <1}
um den Punkt p = C1.E mit der Eigenschaft, dass f;, durch

(u, v, w) = (u, vw, w)
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gegeben ist. Auf V' gilt
Ig = (w), Ip=(uv), Ip =(f(s1)/w"), Ip,=(f*(s2)/w").

Die Abbildung g = f| ¢, ist ein Isomorphismus. Bei dem folgenden kommuta-
tiven Diagramm ist daher auch die erste Zeile exakt

0——g* (ID1 +ID2)|Cl Hg*Ngl/UﬂQl —0

| |

OH(Iﬁ1+ID2)|C’1—>Ngl/(j Q2 0,

wobei wir unter leichtem Missbrauch der Notation @1 = ¢*@Q1 schreiben.
Das Diagram induziert eine Abbildung 1 — Q2. Die ersten beiden Garben
der exakten Sequenzen sind jeweils freie (’)él—Moduln. Durch trivialisieren
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm, bei dem die mittleren
beiden Zeilen exakt sind und die Eintrdge in der ersten bzw. letzten Zeile
Kern bzw. Kokern der jeweiligen vertikalen Pfeile sind

0 0 0 ker(hg)
0—=0¢, ®Op, —Op, ® 0, @ 0
wkt 0 10
0 wh 0 w
04>001®OCA’14>OC' @Ocl Q2 0
Chr Cp coker(hg) — 0.

Die Behauptung folgt nun mit dem Schlangenlemma und (zweimaliger An-
wendung) der Tatsache, dass die Eulercharakteristik |I| einer exakten Sequenz
gleich 0 ist. O

Proposition 3.1.6. Sei f : X = Y eine surjektiver Morphismus kompakter,
komplexer Riume und B C'Y ein abgeschlossener, komplexer Unterraum,
derart dass fiir A = f~Y(B) die Restriktion fix\a: X\ A = Y\ B ein

Isomorphismus ist. Dann existiert eine exakte Sequenz der Gestalt:

0— H°(Y,C) » H°(X,C)® H°(B,C) — H°(A,C) — H*(Y,C) —

— H*(Y,C) - H*(X,C) ® H*(B,C) — H*(A,C) - H*(v,C) —

!Diese bezeichnet hier die alternierende Summe der Dimensionen der Eintrige der
Sequenz.
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Beweis. Die Aussage ist wohlbekannt und findet sich z.B. als Proposition
3.A.7 in der Arbeit [BK82|E|. Wegen deren schlechter Zugénglichkeit geben
wir einen kurzen Hinweis auf den einfachen Beweis. Unter Beriicksichtigung
der Kompaktheit von X und Y erhalten wir aus [Bre97, Chapter II, 10.3]
ein kommutatives Diagram

HF(X \ A,C) — H*(X,C) —“~ H*(A,C) — H/*1(X \ A,C)

S el

sk

HFY \ B,C) — H*(Y,C) —>—~ H¥(B,C) — H'(Y \ B,C)

mit exakten Zeilen. Die Abbildugen der langen exakten Sequenz definieren
wir als

H*(Y,C) —— H*(X,C)® H*(B,C)
ur——— (f*u, j*u)

und

H¥(X,C)® H*(B,C) HF(A,C)

(0,10) it — (fla) "
Der verbindende Homomorphismus ergibt sich als Komposition

Hk(Aa (C) *)Hf—i_l(X \ A7 C)

I-

HI1(Y \ B,C) — H™1(Y,C).

Die Exaktheit der resultierenden Sequenz zeigt man durch eine routineméfige
Diagramjagd. O

Es folgen zwei elementare Aussagen iiber die Invarianz der dritten Betti-
zahl unter gewissen birationalen Transformationen. Diese lieBen sich (leichter)
auch mit Hilfe der Leray Spektralsequenz herleiten. Wir wahlen einen in
einem gewissen Sinn geometrischeren Ansatz iiber [Proposition 3.1.6|

Lemma 3.1.7. Seien S, T irreduzible, reduzierte, normale, kompakte kom-
plexe Flichen und f: S — T eine bimeromorphe, holomorphe Abbildung.
Dann ist

b3(S) = b3(T).

2In der genannten Arbeit wird vorausgesetzt, dass X \ A4, Y\ B jeweils dicht in X, Y
sind. Die resultierende Sequenz wird andernfalls weniger hilfreich, die Aussage iiber ihre
Existenz bleibt aber richtig.
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Beweis. Sei zundchst S zusétzlich als glatt vorausgesetzt. Wir setzen F =
Exc(f) und F' = f(F). Wir schreiben Fy, ..., E, fiir die irreduziblen Kom-
ponenten von E und bemerken, dass all diese Dimension 1 haben. Aus
[Proposition 3.1.6] erhalten wir eine exakte Sequenz

H?*(S,C)® H*(F,C) - H*(E,C) — H3(T,C) — H3(5,C)® 0 — 0.

Es ist H2(E,C) = @}, H*(E;,C). Wir haben ein kommutatives Diagram

c1(Os(E;)) H?(S,C) H?(E,C)
[E] i1 C- [Bi] — @i, H*(E;,C),

bei dem die Abbildungsmatrix der unteren horizontalen Abbildung bzgl. der
natiirlichen Basen gerade die Schnittmatrix (F;.E};) ist. Nach einem Ergebnis
von Grauert (|Gra62, §4,Abschnitt 8, e)]) ist diese Matrix negativ definit und
hat insbesondere vollen Rang. Es folgt, dass die obere, horizontale Abbildung
des Quadrates surjektiv ist und zusammen mit der exakten Sequenz folgt
die Behauptung.

Sei nun S nicht mehr notwendigerweise glatt. Wir wéhlen eine Desingula-
risation g: S — S. Die bereits bewiesene Version des Lemmas lisst sich auf
g und f o g anwenden und wir erhalten

b3(S) = b3(S) = bs(T).
Das Lemma ist damit gezeigt. O

Lemma 3.1.8. Sei Y eine glatte, kompakte komplere Mannigfaltigkeit der
Dimension 3, C C Y eine glatte rationale Kurve. Ist X die Aufblasung von
Y in C, so ist b3(X) = b3(Y).

Beweis. Wir bezeichnen den exzeptionellen Divisor der Aufblasung mit E.
Mit [Proposition 3.1.6| erhalten wir unter Verwendung von b3(E) = 0 die
exakte Sequenz

H*(X,C)® H*(C,C) % H*(E,C) — H3(Y,C) — H3(X,C) ®0 — 0.

Der Vektorraum H?(E,C) wird von c1(Og(1)) und f*ci(we) erzeugt. Da
Ox(=FE) g = Og(1) ist, ist die Abbildung « surjektiv. Dies zeigt die Be-
hauptung. O

Lemma 3.1.9. Sei C ein reduzierter, irreduzibler, kompakter komplexer
Raum der Dimension 1. Dann gilt

b1(C) <2-hH(C,O¢).
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Beweis. Es bezeichne v: ¢ — C die Normalisierung, S := Sing(C) und
R =v~1(S). Wir definieren die Garbe @ durch die exakte Sequenz

0— Oc — 10 — Q — 0.
Es gilt Supp(Q) = S und fiir alle 2 € C gilt [v=!(z)| — 1 < h%(z, Q,). Sei,
um die letzte Ungleichung zu erhalten,
V_l(x) :{yl,--',ynL mit n = |I/_1(ZC)‘,

und seien U; 3 y; paarweise disjunkte offene Mengen. Da v eigentlich ist,
gibt es eine offene Menge U > x mit

v H(U) c | Us.
=1

Dann ist fiir jede offene Menge x € V' C U die Abbildung
v 0a5(V) = O0s(v (V) — C !
fe (Fly2) = fw)s - flyn) = f(w)

surjektiv. Offensichtlicherweise erhalten wir durch Prakomposition mit der
Abbildung O¢ (V) = v.Oa(V) die Nullabbildung, so dass wir — unter Ver-
wendung der universellen Eigenschaft des Quotienten () — eine surjektive
Abbildung Q, — C"~! erhalten. Damit folgt wie gewiinscht h%(z, Q) > n—1.
Durch Aufsummieren {iber alle x € S erhalten wir

[R| - |S| < 1°(C, Q).
Die zur obigen Sequenz gehorige lange exakte Kohomologisequenz
0— H(C,0¢) — H(C,04) — H(C,Q) —

~C ~C
— HY(C,0¢) = HY(C,04) — H(C,Q) =0

liefert

h'(C,0p) = 1'(C,0c) = h*(C,Q) < h'(C,0c) +|S| — |R.

AuBlerdem erhalten wir mit [Proposition 3.1.6|die exakte Sequenz
0— H°(C,C) - H°(C,C) @ H°(S,C) - H°(R,C) —
— HY(C,C) - HY(C,C)® 0 — 0.

und es gilt daher

b1(C) =by(C) +|R| —|S] —1+1.
Da die Kurve C glatt ist, gilt b1 (C') = 2-h'(C', O5) und wir erhalten insgesamt
b1(C) =2-hY(C,0z) +|R| - |S| < 2-hY(C,0c) +|S| — |R| < 2-hY(C, Oc).

O
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Lemma 3.1.10. Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Di-
mension 3, L ein Geradenbiindel auf X derart, dass mit s = h°(X, L) die
zugehdrige Abbildung

¢: X - —>ps!

die Mannigfaltigkeit X bimeromorph auf ein glattes Y C P*~! abbildet und
Bs(L) keine divisoriellen Komponenten hat. Dann gibt es eine nicht-leere
Zariski-offene Teilmenge U C |L| und fir jedes D1 € U eine nicht-leere
Zariski-offene Teilmenge Vp, C |L| derart, dass fir alle Dy € Vp, die
folgenden Aussagen gelten E|

1. Cp,.p, = ®71 (D1 N Do) ist definiert und es ist

D1 N Dy = o7 Y(Dy*# N Dy#) UBs(L).

2. Es gilt L.Cp, p, > degY wund falls Gleichheit gilt, ist

BS(L) NCp,.p, = 0.

Beweis. Wir wihlen eine Auflésung ¢g: Z — X von ® mit g(Exc(g)) = Bs(L)
und bezeichnen mit f: Z — Y die induzierte holomorphe Abbildung.

Z
| L

g
X--2_2ycps!

Wir setzen

A = f(Exc(g)), B = f(Exc(f))

und merken an, dass dim B < 1 ist. Wir setzen weiter

U= N {De|Ll| K ¢ D¥}.
KeKomp(A)UKomp(B)

Dann ist U Zariski-offen und nicht leer. Wir fixieren D € U. Nach Definition
von U sind dim(Diéﬁ NA) <1, dim(DiéE N B) < 0 und daher ist die Menge
Vp, = {D € |L|| dim(D¥ N Df n4) <0, 0¥ nDF N B =0} =
= N {DelL||K¢ D*}n () {Del|L||z¢ D"}

K€Komp(D}NnA) zeD¥NB

Zariski-offen und nicht-leer. Sei nun Do € Vp,. Wir setzen | = Dfé.D;éé . Man
sieht zunéchst, dass keine irreduzible Komponente von [ in A U B enthalten

3Es sei hier noch einmal daran erinnert, dass wir fiir D € |L| den korrespondierenden
Divisor in |Ops—1(1)| mit D¥ bezeichnen.
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ist. Insbesondere ist Cp, p, = ®; !l definiert und (rein) 1-dimensional. Man
sieht weiter, dass keine Komponente von C' = f; 'l in Exc(g) enthalten ist.
Insbesondere ist K o= Cp,.p, birational.

Die Inklusion ,, D der ersten Aussage gilt fiir alle Dy, Dy € |L|. Sei, um
die umgekehrte Inklusion zu zeigen,

z € Dy N Dy \ Bs(L).

Dann ist ¢ in z definiert und ®(z) € I. Nach Definition von Vp, ist &(z) ¢ B
und daher ist die Abbildug ®~! in ®(x) definiert und sogar ein lokaler
Isomorphismus. Lokal um z ist daher

DiNDy=d 1.

Insbesondere ist z € Cp, p, = ®; 1. Dies zeigt die erste Behauptung.
Fiir die zweite Behauptung sei F der effektive Divisor auf X mit

FOy(1) =g'L — E.
Dann gilt, da 96 flé birational sind,
L-CDl,DQ = g*L.é = (f*Oy(l) + E)C' =
= Oy(1).l+ E.C =deg(Y) + E.C > deg(Y)

und wenn Gleichheit gilt, so ist £.C' = 0. Es folgt Exc(g) N C' = 0. Daraus
folgt
Bs(L) N Cp,.p, =0,

weil Bs(L) C g(Exc(g)) ist und ¢g zusammenhéngende Fasern hat. O

Die Idee fiir den Beweis des folgenden Lemmas findet sich im Wesentlichen
schon im Beweis zu [Nak96, Lemma 4.7].

Lemma 3.1.11. Seien X,Y kompakte, komplexe Mannigfaltigkeiten der
Dimension 3,
f: X—=>Y

eine bimeromorphe, holomorphe Abbildung, E ¢ Exc(f) ein glatter, irredu-
zibler Divisor. Ist C C f(E) N f(Exc(f)) eine irreduzible Kurve mit

C ¢ fExc(fip)),

so gibt es genau einen irreduziblen Divisor A C Exc(f) mit
D= (fig):'(C) C A,
Es gilt AN E C DUExc(f|g) und auflerhalb von Exc(f|g) gilt

Ianx g = IpE, (3.1.3)
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d.h. A und E schneiden sich generisch entlang D transversal. Ist dariiber-
hinaus, mit H = f(E), dber dem allgemeinen Punkt von C

Oy (H) ~ Ox(E + A), (3.1.4)
so entspricht f im allgemeinen Punkt von C der Aufblasung von'Y in C.

Beweis. Da die Fasern von f zusammenhéngend sind, ist D C Exc(f). Sei A/
zunéichst ein reduzierter Divisor mit D C A’ und f(A") =C.Ist D' C A'NE
eine irreduzible Kurve mit D" ¢ Exc(fg), so ist f(D') C f(A'). Also ist
f(D') = C und damit D’ = D. Dies zeigt

A'NE C DUExc(fg).

Die Inklusion ,,C* in [Gleichung (3.1.3)| (mit A ersetzt durch A’) ist offen-
sichtlich erfiillt, da D reduziert ist und D C A’. Sei, um die umgekehrte
Inklusion zu zeigen, * € D\ Exc(f|g) und s € (Ip,g).. Da f|g in x ein lokaler
Isomorphismus ist, gibt es nach Definition von D ein ¢ € (Io,u) f(,) mit

(fig)"(t) = s.

Sei nun u € (Ic,y)f(y) ein Reprédsentant von . Dann ist f*u € (Iar x)z, da
A’ reduziert ist und f(A’) C C. Es ist also

s=(fig)"(®) = f (w)p € (Larx)p)e

und dies zeigt die Inklusion ,, D% Aus |Gleichung (3.1.3)| folgt, dass A’ im
allgemeinen Punkt von D glatt ist und daher gibt es insbesondere nur
einen irreduziblen, exzeptionellen Divisor A D D. Die Voraussetzung [3.1.4
impliziert, dass es einen abgeschlossenen, komplexen Unterraum C ¢ A C
f(Exc(f)) mit dim A <1 derart gibt, dass, mit U =Y \ A,

<f|f71(U))*Oy(H)‘U ~ Ox(E+ A)|f—1(U) (3.1.5)

ist. Wir setzen G = f*H — E — A. Dann ist G > 0 und Supp(G) C Exc(f).
Es gilt einerseits

HO(fH(U), Ie.x) € H°(f~1(U),0x) € H(X \ Exc(f), Ox)
~ H(Y \ f(Exc(f)),Oy)
~ H(Y, Oy)
und andererseits ist nach (3.1.5) H(f~*(U), Ig.x) ~ H°(f~1(U),Ox). Es

folgt, dass 1 € Ho(ffl(U),IG’X) ist. Also ist (IG,X)\ffl(U) = Offl(U) und
daraus folgt

S HUIay)w) = Uprax) @) (3.1.6)
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Insbesondere zeigt dies, dass A der einzige exzeptionelle Divisor mit f(A) = C
ist. Wir setzen

V=U\ (f(EXC(f|E)) U U f(F)) :
)

A#FeKomp(Exc(f)
Dann ist C NV # () und wir zeigen:

Behauptung 1. (fﬁlIC,Y)\ffl(V) = (IA,X>|f*1(V)-

Die Inklusion f _1(Ic,y) C Ia x gilt sogar global, da A reduziert ist und
f(A) C C. Sei, um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, = € f~1(V). Wir
unterscheiden drei Félle.

x ¢ A: Nach Wahl von V ist x ¢ Exc(f). Alsoist f lokal in  ein Isomorphis-
mus. Da die Fasern von f zusammenhéngend sind, gilt f~1(C) C Exc(f)
und daher ist f(z) ¢ C. Wir haben also

(Icy) i) = Oyv.fx) = Oxo = (In,x)a-

x € A\ E: Dann ist (Ia z)z = (Ig+a x )z und unter Verwendung von (3.1.6)
und der Inklusion C' C H erhalten wir

(Iax)e = Upsax)e = uy)s € (f Hoy)s

x € ANE: Seis € (Iax)s Dax & Exc(fg) ist, ist sjp € (Ip,g): nach
(3-1.3) und f|g ist lokal in x ein Isomorphismus. Es gibt daher ¢ €
(Io,1) f() mit der Eigenschaft, dass s|p = (f|g)"t ist. Sei u € (Ioy) f(a)
ein Reprisentant von t. Dann ist (s — f*u)jp = s|g — sjg = 0 und
ffue (IA,X)x~ Daher ist

s—fuepxNIax)e=Tesax)e=(f""n) C(fey)s
und damit ist s € (f_lfqy)x.

Es ist wohlbekannt (siche [Fis76| 4.1, Theorem]), dass aus [Behauptung 1
folgt, dass f|;-1(y) durch die Aufblasung von V' in V' N C faktorisiert. Wir
setzen W = V '\ Sing(C'), schreiben
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fiir die Einschrankung der Faktorisierung und behaupten, dass g ein Iso-
morphismus ist. Da W N C glatt ist, ist Z glatt. Da auch f~1(W) glatt ist,
ist Exc(g) divisoriell und g(Exc(g)) hat mindestens Kodimension 2 in Z.
Wir setzen A’ = Exc(h) und A" = Exc(f) N f~1(W) =An f~YW). Es ist
Z\ A" C g(f~Y(W)) und da g eigentlich ist, gilt tatsichlich Z C g(f~Y(W)),
also Z = g(f~1(W)). Notwendigerweise ist A’ = g(A”). Es ist

Exc(g) C A"

und A" ist irreduzibel. Also ist entweder Exc(g) = () oder Exc(g) = A”. Da
aber codima/(Z) = 1 ist und g(A”) = A/, ist A" ¢ Exc(g). Es folgt, dass
Exc(g) = 0 ist. Also ist wie behauptet g ein Isomorphismus. O

In Ermangelung einer Referenz geben wir den Beweis des folgenden
elementaren Lemmas:

Lemma 3.1.12. Seien C, D irreduzible, reduzierte kompakte komplexe Rdu-
me der Dimension 1 und sei f: C — D eine surjektive (also endliche)
holomorphe Abbildung vom Grad 1. Ist D glatt, so ist f biholomorph. Insbe-
sondere ist C glatt.

Beweis. Es bezeichne v: C — C die Normalisierung von C. Wir setzen
g = fov. Dann ist g ein birationaler Morphismus glatter Kurven.

C'*V>C*f>D.
~_ 7

g

Glatte komplexe Kurven sind projektiv algebraisch und aus [Har77, Chapter
V, Lemma 5.1] folgt, dass g ein Isomorphismus ist.

Wir zeigen nun, dass die holomorphe Abbildung v o g~
Es gilt zum Einen

Uinvers zu f ist.

folwog™)=(for)og ™ =idp.
Zum Anderen gilt
((vog)o flov=vo (g™ o(f o)) = voids = idgor
und da v surjektiv ist, folgt (vog~!)o f =idc. O

Lemma 3.1.13. Sei S eine glatte (zusammenhdngende) Fliche, C eine
irreduzible Kurve,
f:5—-C

eine holomorphe Abbildung, Ch C S eine irreduzible Kurve mit

f(C1)=C.
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Dann gibt es eine endliche Menge M C C' derart, dass es durch jeden Punkt
p € S\ f~Y(M) genau eine irreduzible Kurve gibt, die von f kontrahiert wird
und jede solche Kurve schneidet Cy (und ist glatt). Mit anderen Worten:
tuber jedem Punkt g € S ist die f-Faser eine disjunkte Vereinigung glatter
Kurven und jede dieser Kurven schneidet C1.

Sei D eine weitere irreduzible Kurve,

g:S—D

eine holomorphe Abbildung, die C1 kontrahiert. Dann gibt es eine endliche
Menge N C D derart, dass fiir jedes p € D\ N und jede irreduzible Kurve
Fc g \(p) gilt:

f(F)=C.

Beweis. Sei § 5 ¢ 13 ¢ die Steinfaktorisierung von f. Da S irreduzibel ist
und f surjektiv, ist C” irreduzibel. Es folgt, dass f1(Cy) = C” ist. Wir kénnen
also 0.E. annehmen, dass die Fasern von f zusammenhéngend sind. Es gibt
eine endliche Menge M C C' derart, dass fs\y-1(p) €ine glatte Abbildung
ist. Die erste Behauptung folgt nun leicht.

Wir definieren, um die zweite Behauptung zu zeigen, die Mengen

A ={C c f (M) irreduzible Kurve |g(C) # D},

B=Jg(C), N=BUg(C).
CeA

Die Menge N ist endlich, da B und ¢(C;) endlich sind. Sei p € D\ N
und F C g 1(p) eine irreduzible Kurve. Wir wollen f(F) = C zeigen.
Angenommen dies gilt nicht, d.h f kontrahiert F'. Wenn f(F') C M ist, so
ist F' € A und wir erhalten den Widerspruch

p€g(F)CBCN.

Also ist f(F) ¢ M und mit dem ersten Teil des Lemmas folgt F' N Cy # 0.
Daraus folgt der Widerspruch

{p} =9(C1) C N.
Also ist wie behauptet f(F) = C. O
Das folgende Lemma ist wohlbekannt (siehe z.B. [Sha99, Tabelle 12.2])

Lemma 3.1.14. Sei X eine Fano Mannigfaltigkeit vom Typ Vo. Dann ist
b3(X) = 20.

Beweis. Auf der projektiven Mannigfaltigkeit X gilt die Hodge-Zerlegung.
Wir haben daher
b3(X) = 2(h*°(X) + h*1(X)).
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Da — Ky ample ist, gilt h*°(X) = h%(X, Kyx) = 0. Es bleibt also
R2L(X) = 2 (X) = R3(X, QL) =10
zu zeigen. Nach Iskovskikhs Klassifikation gibt es eine holomorphe Abbildung
f: X —PpP?

mit der Eigenschaft, dass es eine glatte Quartik D € |Ops(4)| derart gibt, dass
fiy-1(p3\p) €ine zweifache, unverzweigte Uberlagerung ist. Es ist wohlbekannt
(siehe z.B. [Laz80, Lemma 1.1]), dass es daher ein Geradenbiindel L ~ Ops(2)
mit der Eigenschaft gibt, dass

f*OX = O[ps (&) L_l

ist. Sei s € HO(P3,Ops(4)) ein Schnitt, der D definiert, p: Z — P3? der
Totalraum von L und t € H°(Z,p*L) der tautologische Schnitt (t(z) = 2).
Dann koénnen wir X mit dem Divisor

t®2 —p*s=0)C Z

identifizieren. Da f eine endliche Abbildung ist, gilt fiir alle £ € N und alle
lokal-freien Ops-Moduln F

H¥(X,f*F)=H*P® F® f.Ox)=HP , FO FQ L™,  (3.1.7)
Insbesondere ist fiir alle k € {1,2} und alle Geradenbiindel L auf P3
H*(X, f*L) = 0. (3.1.8)
Wir haben die exakte Sequenz von lokal-freien O x-Moduln
0= Ny,z = Qx = Qx = 0.

Es ist NX/Z (p*L™?)x = f*L? und wir werden

HA(X, QY x) 20,  HY(X,Q%) 20
zeigen, so dass wir eine exakte Sequenz
0— H*(X,Q%) - H(X, f*L7%) = H*(X, Q5 x) = 0
erhalten. Die Behauptung des Lemmas folgt aus
PP 211, R(X, Q) £ 1.
Es bleiben die Behauptungen «, 5,7, zu zeigen. Es ist

R3(X, Q%) P29 X wy) S B2 (X, 0x) P2 0,
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Dies zeigt 5. Es ist

(3.1.7)

W3 (X, f*L72) WP L2 L3) "L hO(P3, Ops @ L) = 11.

Dies zeigt v. Um «, § zu zeigen, betrachten wir die exakte Sequenz
0—p* Qs — QY = p* L7t = 0.
Da alle dort auftretenden Oz - Moduln lokal-frei sind, ist auch die auf X
zuriickgezogene Sequenz
0= f"Qps = Qyx = L7 =0
exakt. Unter Zuhilfenahmen der Eulersequenz zeigt man leicht, dass fiir k > 2

(3.1.7)

WEX 70k P R0, 0k © 0h(-2)) = 0

ist und es folgt h*(X, QIZIX) = h¥(X, f*L71) fiir k = 2,3. Bs ist
RRX, LY =hF P L e L72) = 3R L @ Ops).

Dies zeigt o und 9. O

3.2 Globale Deformationen von Fano Mannigfal-
tigkeiten mit Picardzahl 1

Wir sammeln im Folgenden einige grundlegende und elementare Eigenschaf-
ten globaler Deformationen. Diese sind dem Experten wohlbekannt und
finden sich z.B. auch in [Pet89]. Wir zeigen auflerdem die gobale Stabilitét
der Fano Eigenschaft fiir den Durchschnitt zweier Quadriken und reduzieren
den Beweis fiir V5 auf zwei Hilfsresultate (Satz 3.2.6| [Satz 3.2.7)), die auch
isoliert betrachtet von gewissem Interesse sind.

Im ersten Teil des Abschnitts machen wir die folgende Voraussetzung.

Voraussetzung 3.2.1. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 4, p: X — A eine eigentliche, submersive, holomorphe Abbildung mit
zusammenhdngenden Fasern und der Figenschaft, dass firt € A\ {0} die
Fasern Xy Fano Mannigfaltigkeiten mit Picardzahl 1 sind.

Lemma—Definition 3.2.2. Es gelte [Voraussetzung 3.2.1. Dann ist

1. Xy Moishezon,
2. H*(Xy,0x,) =0 fir alle k > 1,

3. Pic(X) — Pic(Xy) ein Isomorphismus fir alle t € A und
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4. Pic(X) ~ Z.

Wir bezeichnen mit L € Pic(X) einen Erzeuger, dessen Riickzug Ly = L|x,
fiir ein t € A* der ample Erzeuger von Pic(Xy) ist. Dann ist tatsdchlich
fiir alle t € A* der Riickzug L; der ample Erzeuger von Pic(X;) und ein
(positives) Vielfaches von Lq ist effektiv. Fiir alle t € A ist L3 = L3.

Beweis. Die Abbildung p ist submersiv und liefert daher fiir alle t € A einen
nirgends verschwindenden globalen Schnitt von N)v(t /X" Das Konormalenbiin-
del ist daher trivial und die Adjunktionsformel ergibt

Kx, = (Kx + Xi)x, = Kx|x,-

Fir t # 0 ist —Kx, ample und daher gibt es C' > 0 (nur abhéngig von —K :)3(,5
und daher unabhéngig von ¢) mit der Eigenschaft, dass

(X, —kKx,) > C -k
ist. Aus dem Halbstetigkeitssatz folgt, dass fiir ¢ nahe 0
h(Xo, —kKx,) > h(Xs, —kKx|x,) = h°(Xy, —kKx,) > C - Kk

ist. Es folgt z.B. aus [MMO7, Lemma 2.2.6|, dass fir geniigend grofies k die
von | — kK x,| induzierte Abbildung bimeromorph ist. Also ist Xy Moishezon.
Insbesondere gilt auf X, die Hodge-Zerlegung (siehe z.B. [MMO7, Theorem
2.2.18]). Fiir t # 0, k > 0 folgt H*(X;,Ox,) = 0 aus dem Kodairaschen
Verschwindungssatz. Daher ist H'(X;,C) = 0 und daher nach dem Satz von
Ehresmann auch H!(Xy,C) = 0.

Da auf X, die Hodge Zerlegung gilt, folgt H'(Xy, Ox,) = 0. Fiir ¢ # 0
ist p(X¢) = 1 und daher ist H?(X;,C) = C. Also ist H?(X,,C) = C und
wieder aus der Hodge-Zerlegung fiir X folgt H%(Xo,Ox,) = 0. Es ist
H%(Xo, Kx,) =0, da h®(Xg, —mKx,) > 1 ist fiir groBe m und Xy irreduzibel
ist. Serre Dualitét liefert also H3(Xo, Ox,) = 0.

Aus HY(Xy,Ox,) = 0 bzw. H?(X;,0x,) = 0 fiir alle t € A folgt nach
dem Grauertschen Stetigkeitssatz (siehe z.B. [BS76, Theorem 4.12 (ii)])
R'p.Ox = 0 bzw. R?>p.Ox = 0. Der Oa-Modul p,Ox ist kohérent, da p
eigentlich ist. Wir haben daher H*(A,p.Ox) = 0 fiir £ > 0. Die Leray
Spektralsequenz liefert unter Zuhilfenahme der obigen Ergebnisse

HY(X,0x) =0, H*(X,0x) =0.

Fiir alle t € A erhalten wir aus den Exponentialsequenzen fiir X und X; ein
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kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

=0 =0
HY(X,0x) —— H'(X,0%) — H*(X,Z) — H*(X,0x)

HY(X;,0x,) — HY(X;,0%,) —= H*(X,,Z) — H*(X;,0x,).
——— ——

=0 =0

Dabei ist die Abbildung « ein Isomorphismus, da X; Deformationsretrakt
von X ist. Sei nun L € Pic(X) ein Erzeuger mit der Eigenschaft, dass fiir
ein t € A* der Riickzug L; ample ist. Die Menge

A={te A" | L, ist ample}.

ist offen. Da fiir ¢ # 0 ein nicht-triviales Geradenbiindel auf X; genau dann
nicht ample ist, wenn sein Inverses ample ist, ist auch A* \ A offen. Nach
Wahl von L ist A nicht leer und deshalb ist tatsdchlich A = A*. Aus dem
Halbstetigkeitssatz folgt, dass h?(Xg, mLg) > 0 ist fiir groe m und wegen
der Invarianz der Eulercharakteristiken x(X;, mL;) ist L3 = L3. O

Der Beweis des folgenden Lemmas ist [Pet89] entnommen, wenn auch
mit einigen notationellen Anderungen.

Lemma 3.2.3. FEs gelte|Voraussetzung 3.2.1| und L sei wie in|Lemma 3.2.%
Dann gibt es nur endlich viele Kurven C C Xog mit L.C <0.

Beweis. Nach einem Resultat von B.G. Moishezon ([Moi74], [Hir75]) gibt
es eine projektive Mannigfaltigkeit ¥ und eine bimeromorphe, holomorphe
Abbildung f: Y — Xj. Der Satz von Bertini garantiert die Existenz eines
irreduziblen, reduzierten Divisors A C Y, A ¢ Exc(f), dessen zugehoriges
Geradenbiindel Oy (A) (sehr) ample ist. Dann ist B = f(A) ein irreduzibler
Cartierdivisor, da Xg glatt ist. Es gibt einen effektiven Divisor £ C Y mit
der Eigenschaft, dass
ffB—E=A

ist. Da Pic(Xg) = ZLy ist, gibt es m € Z derart, dass
Ox,(B) =mL

ist. Da ein positives Vielfaches von Ly effektiv ist, gilt m > 0. Sei nun C' C X
eine irreduzible Kurve, die nicht in f(Exc(f)) enthalten ist. Dann gibt es eine
irreduzible Kurve C' = f_1(C) C Y, die von f birational auf C' abgebildet
wird und es gilt

mL.C = B.C = f*B.C = (A+ E).C >0,
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wobei die Ungleichung gilt, da A ample ist, E effektiv und C' ¢ Supp(E).
Aus m > 0 folgt, dass L.C > 0 ist. Die Behauptung folgt aus der Tatsache,
dass f(Exc(f)) hochstens 1-dimensional ist. O

Wir merken noch an, dass es fir t € A* keine irreduzible Kurve C C X;
mit L.C < 0 gibt, da Lx, fiir diese ¢ ample ist. Die Deformationstheorie
glatter rationaler Kurven liefert uns dann zusammen mit dim X = 4 das
folgende Resultat.

Lemma 3.2.4. Es gelte [Voraussetzung 3.2.1 und L sei wie in[Lemma 3.2.9
Dann gibt es keine glatte rationale Kurve C C Xo mit L.C' = 0.

Beweis. Angenommen wir haben eine solche glatte rationale Kurve C C X
mit L.C = 0. Sei D der Douady Raum von X und Z C X x D die universelle
Familie. Fiir einen kompakten komplexen Unterraum A C X bezeichnen wir
den zugehorigen Punkt in D mit [A]. Nach [Kol96, Theorem 1.14]E| gilt fur
die lokale Dimension von D im Punkt [C]

dim[c] D>-Kx.C+ (dimX — 3) . X(C, Oc) =1.

Es folgt, dass es eine irreduzible Komponente von D durch den Punkt [C] gibt,
die unendlich viele (irreduzible, reduzierte) Kurven in X parametrisiert. Fiir
jede solche Kurve D gilt L.D = 0. Aus der Vorbemerkung zum Lemma folgt,
dass all diese in X enthalten sind. Ein Widerspruch zu O

Aus diesem Lemma konnen wir leicht das folgenden Projektivitatskriteri-
um ableiten.

Lemma 3.2.5. Es gelte|Voraussetzung 3.2.1| Ist dann das Geradenbiindel
—Kx, global erzeugt, so ist es tatsachlich ample.

Beweis. Wir bezeichnen die vom Linearsystem |—Kx, | induzierte, holomor-
phe Abbildung mit f und mit Y deren Bild. Fiir die Stein-Faktorisierung
von f verwenden wir die Bezeichnungen aus dem folgenden Diagram:

>k

Y cP?

Da g endlich ist, folgt aus der Projektivitdt von Y die von Z. Das Ziel ist es
nun mittels des vorangehenden Lemmas zu zeigen, dass h ein Isomorphismus
ist, indem man zeigt, dass andernfalls eine glatte rationale Kurve C C X
mit —Kx,.C' = 0 existiert.

4Das Theorem ist fiir Schemata formuliert, gilt aber auch fiir komplexe Rdume (siehe
auch [Kol96, Remark 1.17]).
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Wir nehmen also an, dass h kein Isomorphismus ist. Da Xy normal, ist
auch Z normal (siehe [GR84, Chap. 10, Par. 6, Sec. 1]). Die Fasern von h
sind zusammenhangend. Hat ein Punkt z € Z nur einen Urbildpunkt = € X,
so ist h in x ein Isomorphismus. Auflerdem kontrahiert f, und damit auch g,
keine Divisoren, da Pic(Xy) ~ Z ist. Also ist dim h(Exc(h)) = 0 und Exc(h)
ist rein 1-dimensional.

Sei z € h(Exc(h)) und C' C h~!(2) eine irreduzible, reduzierte Kurve.
Nach Definition von f gilt —Kx,.C' = 0. Wir schlielen den Beweis ab, indem
wir zeigen, dass C' eine glatte, rationale Kurve ist. Fiir L := g*Oy (—1) gilt

wx, = f*Oy (1) = h*L.

Die Menge h~!(z) ist exzeptionell im Sinne von [Gra62, Definition 3]. Deshalb
existiert nach Satz 3 derselben Arbeit eine strikt-pseudokonvexe Umgebung
U D f~1(z) derart, dass f~!(z) deren maximale kompakte Teilmenge ist.
Die Einschrénkung h; ist die holomorphe Reduktion von U im Sinne von
[Gra62, Definition 1]. Nach [GR70, Satz 2.4] haben wir deshalb

th*wU =0.
Die Projektionsformel liefert dann
0= R'hywy = R'h(h*L)jy = Lipw) ® R'h.Oy,

woraus wiederum R'h.,.Opy =0 folgt, da L ein Geradenbiindel ist. Insbeson-
dere haben wir (R'h.Op), = 0 und da h eigentlich ist, folgt (z.B. aus [Ive86,
Theorem 111.6.2]) HY(h™1(2), On-1(z)) = 0. Deshalb ist auch HY(C,0c) =0
und es folgt, dass C' glatt und rational ist. O

Um also zu beweisen, reicht es zu zeigen, dass Ly (und damit
—Kx,) global erzeugt ist. Falls dies nicht der Fall ist, so sagt uns [Kol91,
Theorem (5.3.12)], dass die von |Lg| induzierte Abbildung Xy bimeromorph
auf entweder den projektiven Raum P2 oder die 3-dimensionale Quadrik
Q> C P* abbildet. Aus dem Satz von Ehresmann folgt, dass fiir jedes ¢ € A die

Fasern X; und X diffeomorph sind. Insbesondere gilt (siehe [Lemma 3.1.14])

fiir die dritte Bettizahl von X
b3(Xo) = 20.

Der Beweis von ist also abgeschlossen, wenn wir die folgenden
beiden Aussagen zeigen kénnen.

Satz 3.2.6. Sei X eine kompakte Moishezon Mannigfaltigkeit der Dimension
3 derart, dass L € Pic(X) existiert mit
Pic(X)=ZL Kx=-2L L’=2 AK(X,L)=4

Es gebe keine glatte rationale Kurve C C X mit L.C' = 0 und L sei nicht
global erzeugt. Dann ist
b3(X) < 12.
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Satz 3.2.7. Sei X eine kompakte Moishezon Mannigfaltigkeit der Dimension
3 derart, dass L € Pic(X) existiert mit

Pic(X)=2ZL Kx=-2L [*=2 h%X,L)=5.

Dann ist

b3(X) < 6.

Wir geben noch einige allgemeine Resultate iiber derartige Moishezon
Mannigfaltigkeiten an. All diese finden sich auch in [Kol91|, [Nak96] — aber
nur fiir die nicht-trivialen geben wir eine explizite Referenz. Fiir den Rest
dieses Abschnittes machen wir die folgende Voraussetzung.

Voraussetzung 3.2.8. Sei X eine Moishezon Mannigfaltigkeit der Dimen-
sion 3, L € Pic(X) mit

Pic(X)=ZL Ky=-2L L[*=2 hKYX,L)>0.

Wir setzen s = h®(X, L). Fiir die von |L| induzierte meromorphe Abbildung
schreiben wir

¢:X-->PH"X,L)Y)~Ps!

Die ersten beiden Aussagen des folgenden Lemmas finden sich in [Kol91,
Corollary 5.3.9, Corollary 5.3.10].

Lemma 3.2.9. Es gelte|Voraussetzung 3.2.8. Dann gilt

RO(X, kL) =0,k <0 h3(X,kL) =0,k > —2
RY(X, kL) =0,k <0 h*(X,kL) =0,k > -2

sowie
1
X(X,kL)=2- gk(kz—k D(k+2)+k+1.

Jeder Divisor D € |L| ist irreduzibel und reduziert. Fir verschiedene Dy, Dy €
|L| mit ist C .= D1.Ds eine zusammenhdngende, Gorensteinsche Kurve mit

RHC,0c) =1, wc~0Oc, LC=1L%=2.

(Man beachte, dass die Spalten der ersten Aussage nach Serre-Dualitét
aquivalent sind und nur die zweite Zeile nicht-trivial ist.) Den folgenden
Struktursatz von Kollar ([Kol91, Theorem 5.3.12]) haben wir oben bereits
erwahnt.

Lemma 3.2.10. Zusdtzlich zu|Voraussetzung 3.2.8 gelte s > 4. Ist dann ®
kein Morphismus, so ist entweder
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1. s=4 und ® : X --» P3 bimeromorph oder
2. s=5und ®: X --» Q3 C P* bimeromorph.

Wir zitieren ein Lemma von I. Nakamura [Nak96, Lemma 3.2] samt
Beweis.

Lemma 3.2.11. Es gelte |Voraussetzung 3.2.8. Ist C' C C' ein abgeschlosse-
ner, komplezer Unterraum und gilt h* (C',Ocr) = 1, so ist C = C".

Beweis. Sei T C O¢ die zu O’ gehérige koharente Idealgarbe, dann haben
wir die folgende kurze exakte Sequenz

0—=>Z— Oc— Oc — 0.

Ein Ausschnitt der dualisierten langen exakten Kohomologiesequenz sieht
dann wie folgt aus:

0=H*C,I) - H'(C',0c) — HY(C,00) — H'(C,T)"

Dabei folgt h%(C,Z) = 0 aus dim C' = 1. Grothendieck-Serre-Dualitit liefert
unter Beriicksichtigung von we ~ O¢ das folgende kommutative Diagramm
mit exakten Zeilen:

Hl(Claoc’)v H1(07 OC)\/

|y

0 —— Homop, (O¢r, Oc¢) — Homp, (Oc, Oc) — Home, (Z, O¢)

0

Da nach Voraussetzung h'(C’, O¢r) = 1 ist, ist die Abbildung
Homoc (Oc, Oc) — HOIIl(Qc (I, Oc)

die Nullabbildung. Dann ist insbesondere die Inklusionsabbildung Z — O¢,
als Bild von idp,, unter obiger Abbildung, die Nullabbildung. Es folgt, dass
Z = 0 ist. Also ist C! = C wie behauptet. O

Das folgenden Lemma ist elementar.

Lemma 3.2.12. Es gelte [Voraussetzung 3.2.8. Seien Dy,Dy € |L| mit
D1 # Dy und sei C' = D1.Dy. Dann gilt

Bs(L) = Bs(L|p,) = Bs(Lc).

Beweis. Die Inklusionen von rechts nach links sind jeweils allgemeingiiltig.
Die umgekehrten Inklusionen gelten, wenn die Restriktionsabbildungen

H°(X,L) = H°(Dy,Lyp,) bzw. H°(Dy,Ljp,) — H°(C,Lc)

surjektiv sind. Dies wiederum folgt, wenn H'(X,Ox) bzw. H'(D1,0p,)
verschwinden. Diese verschwinden aber tatsadchlich wie man leicht unter

Verwendung zeigt. O
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Das folgende Lemma gibt eine starke Einschriankung fiir die Geometrie
von Bs(L). Es wird vielfache Anwendung finden.

Lemma—Definition 3.2.13. Seien Di,Do € |L| mit Dy # Dy und sei
C' C D1 N Dy eine glatte Kurve derart, dass D1.Dy generisch entlang C’
reduziert ist — d.h.: es gibt eine endliche Menge F C C" mit

Icorlonr = (Ipy + Ip,)|onp-
Dann ist die Abbildung (Ip, + Ip,)|cr — NV,/X injektiv und wir definieren
Q%ILDQ als deren Kokern. Ist C' rational, so gilt h°(C’, Q%;,Dg) =2.

Beweis. Man beachte zunéchst, dass (Ip, + Ip,)jcr = (Ip, ® Ip,)|c gilt, da
Ip, NIp, = Ip, - Ip, ist. Die natiirliche Abbildung

(Ip, ® Ipy)icr = (Ipy, + Ipy)jcr — Newx

ist daher ein Morphismus lokal-freier Garben und da dieser nach Vorausset-
zung generisch ein Isomorphismus ist, ist er injektiv. Die Garbe lel’ p, fugt
sich per Definition in die kurze exakte Sequenz

0= (Ip, @ In,)jcr = Néiyx = Q9 p, = 0.
Sei nun C’ zusétzlich rational. Da die erste Abbildung generisch ein Isomor-
phismus ist, ist Q%/h p, €ine Wolkenkratzergarbe. Also ist rt(C’, Qg/h p,) = 0.
Ferner ist (Ip,)|cr ~ —Ljcr und die Adjunktionsformel liefert
det Ng’/X =—Ko + Kxlor = —Ker — 2L|C’-
Mit Riemann-Roch erhalten wir unter Verwendung, dass C’ glatt und rational
ist:
ho(clv le,Dg) = X(C/a Qg1,D2) = X(C,) Ng’/X) - X(Clv chl/ 2 chll) =
=2-2L.C"+2—(-2L.C"+2) =
=2
Die Behauptung ist damit gezeigt. O

Das Lemma macht auf den ersten Blick einen technischen Eindruck. Die
folgende leicht einzusehende Aussage deutet seine geometrische Bedeutung
an.

Lemma 3.2.14. Unter den Voraussetzungen des vorangehenden Lemmas
gelten fiir einen Punkt p € C' die folgenden Aquivalenzen:

(le,Dg)p =0 = (ID1 + IDz)P - (IC’)p (3'2'1)
dz,y,z€ Oxp:
(@5, py)p =C = < (2,9,2) =Ly, (Icr)p = (z,9), (3.2.2)

(IDl + IDz)p = (.CU,yZ)
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Beweis. Die Implikationen von rechts nach links sind jeweils trivial. Die
erste Aquivalenz ist klar und gilt genau dann, wenn sich Dy und Dy in p
transversal schneiden (und dort glatt sind).

Gilt die linke Seite der zweiten Aussage, so ist zumindest eine der Flachen
D1,Ds glatt in p. Die rechte Seite folgt dann leicht bzw. unter Verwendung

von [Lemma 3.7.41 O

Bemerkung 3.2.15. Ist (Q%;,DQ),, = C* mit k > 2, so konnen wir nicht
mehr auf die lokale Glattheit einer der beiden Fldchen schlieflen. Setzen wir
diese jedoch voraus, erhalten wir analoge Ergebnisse (siehe|Lemma 3.1.4)).

Lemma 3.2.16. Sei F' C X ein irreduzibler Divisor. Dann ist ®.(F) in
héchstens einer Hyperebene H C P5~1 enthalten.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir H € |Ops(1)| genau dann &, (F') C H gilt, wenn
F C H# gilt. Wir erinnern daran, dass H*# € |L| den zu H korrespondieren-
den Divisor bezeichnet. Seien Hi, Hy € Ops-1(1) mit

(I)*(F) C Hi N Ho,.

Dann ist F ¢ H;# N Hy# und da Hl#,HQ# irreduzibel sind, folgt H# =
F = Hy* und damit Hy = H,.

Es bleibt also die obige Aquivalenz zu zeigen. Eine Hyperebene H in
P(H°(X, L)V) ist gegeben durch ein ¢ € H°(X, L)"V. Das kanonisches Urbild
von ¢ in H°(X, L) bezeichnen wir mit ¢, so dass H# = (¢ = 0) ist. Nun ist
genau dann ®,(F) C H , wenn fiir alle z € F'\ Bs(L)

ist, was per Definition von ® genau dann gilt, wenn t(z) = 0 ist. Per
Definition von Bs(L) kénnen wir F'\ Bs(L) durch F ersetzen und dies zeigt
die Behauptung. O

Lemma 3.2.17. Es gelte |Voraussetzung 3.2.8 Ist dim(Bs(L)) < 1, so ist
s=h%X,L) =4 und Bs(L) = 0.

Beweis. Sei also dim Bs(L) < 1. Dann ist fir Dy, Dy € |L| allgemein wie in
die Kurve C = D;.Ds irreduzibel und reduziert. Wir kénnen
auferdem erreichen, dass die Kurve Dfé N D# glatt ist. Es gilt we ~ O¢ und
LC=1L%=2.

Angenommen C' ist singuldr. Dann wéhlen wir p € Sing(C). Da DfE I’WDZéE
glatt ist, ist p € Bs(L). Wir bezeichnen mit g: X; — X die Aufblasung von
X in p und mit E den exzeptionellen Divisor. Wir setzen Ly = ¢*L — aF

mit a > 1 wie in Dann gilt

Ligilc<2—-2=0. (3.2.3)
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Die Mannigfaltigkeit X; und das Geradenbiindel L; erfiillen die Vorausset-
zungen von Dessen zweiter Teil liefert einen Widerspruch
zur Ungleichung . Also ist C glatt und mit Riemann-Roch sowie
Serre-Dualitét folgt

s—2=h(C, L) =2,
also s = 4. Weiter ist Lo global erzeugt, da fiir jedes p € C' nach Serre-

Dualitéat
HY(C, Lic(—p)) =0

ist. Nach ist auch L global erzeugt. O

Lemma 3.2.18. Es gelte |Voraussetzung 3.2.8 und es seien Dy, Dy € |L|
derart, dass C' = D1.Dy reduziert ist und es sei Cy C Dq.Dso eine irreduzible
Komponente und B die Vereinigung der ibrigen. Ist Bs(L) # 0 und B C
Bs(L) und zusammenhdngend, so ist

L.C[):S*l.

Beweis. Es sei zundchst bemerkt, dass in den betrachteten Féllen B stets
zusammenhédngend ist, wie wir spater sehen werden. Wir setzen voraus,
dass C reduziert ist, also sind auch Cy und B reduziert. Ist B = (), so ist

dimBs(L) < 1 und aus [Lemma 3.2.17| folgt, dass tatsdchlich Bs(L) = ()

ist. Ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Es ist also B # () und

h(B,0p) = 1. Nach ist
h'(B,0p) = h'(Cy, O¢,) = 0.
Wir definieren die Garbe @ iiber die folgende exakte Sequenz
0—=0c—0c,®O0p —Q — 0.

Die zugehorige lange exakte Sequenz implizert mit obigen Bemerkungen,
dass h%(C, Q) = 2 ist. Wir tensorieren die obige exakte Sequenz mit L und
erhalten:

0—Lc— Lig,®Lp—+Q—0

Ein Ausschnitt der zugehorigen langen exakten Sequenz ist:
0— H(C,Lic) = H(Co, Lic,) ® H° (B, Ljp) — C*

Da B reduziert und in Bs(L) enthalten ist, liegt das Bild der ersten Abbildung
(vollstdndig) im ersten Summanden. Insbesondere ist

hY(Co, Licy) = h(C, Lic) = s —2 > 2.

Also ist Lc, sehr ample (Cop ~ P') und die Abbildung H%(Co, Lc,) — C?
ist surjektiv. Es folgt, dass h®(Co, Le,) = s ist (und h%(B, L) = 0). Also
ist L.Cy =s— 1. ]
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Kapitel 4

Beweis der beiden
Haupthilfssatze

4.1 Beweis von Satz 3.2.6

Wir erinnern daran, dass die Ungleichung b3(X) < 12 postuliert
unter untenstehender [Voraussetzung 4.1.1] Zu Beginn des Abschnitts machen
wir einige allgemeine Bemerkung und fiihren Notation ein. Danach teilen wir
den Beweis in zwei grundverschiedene Félle auf. Den Plan fiir den Fortgang
des Beweises geben wir zu Beginn der jeweiligen Unterabschnitte.

Im gesamten Abschnitt machen wir folgende Voraussetzungen, welche gerade

die von sind.

Voraussetzung 4.1.1. Zusdtzlich zu|Voraussetzung 3.2.8 nehmen wir

s =4, Bs(L) # 0

an und setzen voraus, dass es keine glatte, rationale Kurve C C X mit
Kx.C =0 g’ibt.

Aus [Lemma 3.2.10] folgt, dass ® bimeromorph ist. Der Basisort von L ist
nach [Lemma 3.2.17 tatséchlich 1-dimensional. Bis auf Widerruf verwenden

wir die folgende Notation.

Notation 4.1.2. Sei g: X,, — X eine Auflésung von ® mit

9(Exc(g)) = Bs(L),

die eine Komposition von glatten Aufblasungen ist.
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Wir bezeichnen die irreduziblen Komponenten von Exc(g) mit E,...E,,
definieren

I:{ZE {1,,71} ’El ¢EXC(f)}
und schreiben
{Ailiel}
fiir die Menge derjenigen f-exzeptionellen Divisoren, die nicht g-exzeptionell
sind.

Lemma—Definition 4.1.3. Es seien Dy, Dy € |L|, D1 # D3, derart, dass
die Gerade

l = D¥ nD¥

# D
DY ,D3

den Ort, wo 1 ein Isomorphismus ist, schneidet, also derart, dass

Ly pp & F (Exc(f) UBxc(g))

Dann ist

CDLD2 = (I)Il(l[)'f’pf)
definiert und 1-dimensional. Es gilt Cp, p, C D1.D2 und im allgemeinen
Punkt von Cp, p, gilt Gleichheit. Die Kurve Cp, p, ist glatt und rational.

Wir definieren
Cp,,D
QD17D2 = QDl,lDQQ'
Es ist h°(X,Qp,.p,) = 2.

Beweis. Wir erinnern daran, dass D# € |Ops(1)| den zu D € |L| korre-
spondierenden Divisor bezeichnet. Es ist klar, dass unter den gegebenen
Voraussetzungen Cp, p, definiert und rein von Dimension 1 ist. Ist W C X
offen und @y ein Isomorphismus, so ist (DN W) = D#* N ®(W), fiir alle
D € |L|. Dies zeigt, dass im allgemeinen Punkt von Cp, p,

Cp,,py = D1.D>
ist.
Es gilt nicht Gleichheit schlechthin, da dim Bs(L) = 1 ist und natiirlich

Cp, p, ¢ Bs(L). Aus [Lemma 3.2.11| folgt daher, dass Cp, p, glatt und
rational ist. Aus|Lemma 3.2.13| folgt die letzte Behauptung. O

Fiir allgemeine Dy, Dy € |L| ist Qp, p, definiert und eine Wolkenkrat-
zergarbe mit h°(Cp, p,, @p,.p,) = 2. Die folgende Aussage gilt fiir alle dem
Autor bekannten Mannigfaltigkeiten, die [Voraussetzung 4.1.1] erfiillen.

Aussage 1. Fir allgemeine Dy, Dy € |L| besteht der Trager der Garbe
Qp,,p, aus zwei verschiedenen Punkten. Explizit: es gibt eine nicht-leere,
Zariski-offene Menge U C |L| und fiir jeden Divisor D1 € U gibt es eine
nicht-leere, Zariski-offene Menge Vp, C |L| mit der Eigenschaft, dass fir alle
Dy € Vp, der Triger von Qp, p, aus zwei verschiedenen Punkten besteht.



4.1 Beweis von Satz 3.2.6 53

Wir kénnen jedoch nicht zeigen, dass dies tatsdchlich fiir alle Mannig-
faltigkeiten, die [Voraussetzung 4.1.1| erfillen, gilt und machen daher eine
Fallunterscheidung.

4.1.1 Degenerierter Basisort

Der Plan des Beweises in diesem Fall ist wie folgt: Ziel des ersten Teils
des Unterabschnitts ist es, zu zeigen. Dieses beschreibt X als
die Kompaktifizierung von C3 durch einen irreduziblen Divisor Ag C X.
Folglich ist b3(X) = b3(Ag). Danach ist das Ziel, eine gutartige Auflésung
von Ay zu finden, um damit b3(A) abzuschétzen. Dies ist der Gegenstand
von Fiir dessen Beweis miissen wir zunéchst eine spezielle,
gutartige Auflosung von ® finden. Diese liefert Der Beweis
des letztgenannten Lemmas ist relativ aufwandig. Er bildet das technisches
Herz des Unterabschnitts.

Im gesamten Unterabschnitt machen wir folgende Voraussetzung.

Voraussetzung 4.1.4. Zusdtzlich zu|Voraussetzung 4.1.1 nehmen wir an,

dass fiir das gegebene X falsch ist.

Lemma 4.1.5. Falls E;, ¢ Exc(f) ist, d.h. falls ig € I, so ist f(E;,) C P3
eine Hyperebene.

Beweis. Wir setzen Hy := f(FEj,). Nach Voraussetzung ist dim Hy = 2. Wir
nehmen an, dass Hy keine Hyperebene ist. Fiir alle j # ig ist f(E;) # f(Ei,),
da f zusammenhéngende Fasern hat. Die Menge

A= Hyn (f(EXC(f)) uU f(Ej))
J#i0
hat daher hochstens Dimension 1.

Fiir allgemeines Hy € |Ops(1)| besteht die Menge H; N A also aus endlich
vielen Punkten. Sei ein solches H fixiert. Die Kurve HyN Hy C H; hat Grad
mindestens 2. Fiir allgemeines Hy € |Ops(1)| enthélt daher H; N Hy N Hy
mindestens zwei verschiedene Punkte. Wir konnen auflerdem erreichen, dass
Hi N Hy ¢ Hy ist und HNHyNA=0.

Wir setzen lg, g, = H1 N Hy und wéhlen

x,y €lg, g, N Hy, mitax#y.

Wegen z,y € A haben wir z,y & f(Exc(f)) und daher ist f~! in 2 und y de-
finiert und f,!(lg, m,) schneidet Ej, in den beiden zugehérigen Bildpunkten.
Wegen z,y € A haben wir auflerdem

@), ' é U E;
J#io
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und es folgt, dass f; 1 (lg, m,) ¢ Exc(g) ist. Insbesondere ist
CD17D2 = g(f;1ZH1,H2)

eine (irreduzible) Kurve, wobei wir D1 = H fé , Dy = H# setzen.
Ist g(f~(z)) = g(f1(y)), so ist diese Kurve singulir. Also ist

h! (CD17D27OCD1,D2) 21

und mit [Lemma 3.2.17] folgt, dass Dy.Ds = Cp, p, ist. Ein Widerspruch
dazu, dass nach [Lemma 3.2.17dim Bs(L) = 1 ist.

Also ist g(f~1(x)) # g(f1(y)) und insbesondere hat g(E;,) Dimension
1. Nach Wahl von g ist g(E;,) C Bs(L) C D; N Dy und daher gilt

{(I)_l(x)a (I)_l(y)} - g(Elo) N CDl,DQ C QDl,Dz'
Dies zeigt, dass gilt. Ein Widerspruch zur Annahme. O
Lemma 4.1.6. Es gilt E;, ¢ Exc(f) fir hochstens ein ig, d.h. |I] < 1.

Beweis. Seien i, mit ig # 41 derart, dass E;,, E;;, ¢ Exc(f). Nach dem
vorangehenden Lemma sind H;, = f(E;,), H;, = f(F;,) Hyperebenen. Wir
setzen | = H;, N H;,. Weil die Fasern von f zusammenhéngend sind, ist

A= B, U ( U EZ) UE;,
f(

E;)=l
=M

zusammenhéngend. Sei, um dies zu sehen, () # B # A die Vereinigung einiger
irreduzibler Komponenten von A und C' die Vereinigung der iibrigen. Wir

wollen zeigen, dass BN C # () ist. Nach [Lemma 3.2.16]ist f(A;) # [, fir alle

t € I. Wir setzen
F=1InN (Uf(Ai)u U EZ)
iel F(EDA
Dann ist F' endlich und fir alle z € [\ F gilt
fYz)c A=BuUC.
Da f~!(z) zusammenhingend ist und
Bnf M) #0, Cnfli(x)#0,

folgt wie gewiinscht B N C # (.
Es ist A C Exc(g) und daher g(A) C Bs(L) nach Wahl von g¢. Da
g(A) zusammenhéngend ist, besteht g(A) entweder aus genau einem Punkt
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oder ist rein 1-dimensional. Fiir allgemeine Hi, Hy € |Ops(1)| ist die Kurve
fY(H1N Hz) nicht in Exc(g) enthalten und schneidet A in zwei verschiedenen
Punkten. Diese werden von ¢ nicht auf denselben Punkt abgebildet, da
g(f~Y(Hy N Hy)) = Cp, p, glatt ist, wobei wir, wie iiblich, D; = H;* € |L|
schreiben. Insbesondere ist g(A) kein Punkt, also nach obiger Uberlegung
rein 1-dimensional, und es gilt

CDLDQ N g(A) C Supp(QDth)-

Dies zeigt, dass —im Widerspruch zu[Voraussetzung 4.1.4]—[Aussage 1|gilt. [J

Lemma 4.1.7. Es gibt tatsichlich genau ein ig mit dim f(E;,) = 2, d.h. es
ist |I| =1, und es ist n > 1.

Beweis. Angenommen es ist [I| = (), d.h. es ist Exc(f) = Exc(g). Es gibt
(eindeutig bestimmte) effektive Divisoren E, F' derart, dass gilt:

g*Kx—i-E:KX" :f*Kps + F (4.1.1)

Durch Anwendung von (g*L)2.(—) auf diese Gleichung erhalten wir dann
den Widerspruch 2 = 4. Also ist wie behauptet |I| = 1.

Angenommen es ist n = 1. D.h. g besteht aus nur einer Aufblasung.
Da dim(Bs(L)) = 1 ist, muss dies die Aufblasung in einer (glatten, zusam-
menhéngenden) Kurve sein. Dann gilt mit obiger Notation £ = E; und es
ist

[TO0ps(1) = g"L — a1 En

fiir ein a1 € Z>1. Aus [Lemma 4.1.5 folgt, dass (f*Ops(1))2.E; = 1 ist.
Wir wenden (f*Ops(1))?.(—) auf |Gleichung (4.1.1)] an und erhalten den
Widerspruch 2 4 2a; — 1 = 4. O

Es ist zunéchst nicht klar, dass die bewegliche Kurve Cp, p, den (re-
duzierten) Basisort transversal schneidet. Aus der Tatsache, dass es keine
Auflésung von ® durch nur eine Aufblasung gibt, kénnen wir dies aber nun
folgern.

Lemma 4.1.8. Fir alle D1,Dy € |L|, D1 # D2, schneiden sich je zwei
irreduzible, reduzierte Kurven C, B C D1 N Dy, C # B, transversal E|

Beweis. Die Kurven C, B sind glatt und rational nach Sei
p € CNB. Angenommen es ist Ic,+ 1, C my. Dann ist hO(C.B, Ocp)>1

und aus der exakten Sequenz

0— H°(C + B,0¢cyp) — H°(C,0c) ® H(B,0p) — H*(C.B,O¢c.5) —
— HY(C + B,0c15) — 0 (4.1.2)

Tn dem Sinne, dass fiir alle p € C'N B gilt (Ic + Ip)p = myp.
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folgt mit h'(C + B,Ocy) < h'(D1.Da,Op, p,) = 1, dass tatsichlich
h'(C+ B,0¢yp) = h°(C.B,0cp) —1 =1

ist. Aus folgt D1.Dy = C + B.
Esist CUB ¢ Bs(L), weil andernfalls Dy.Dy = C+B fiir alle Dy, Do € | L]

gelten wiirde. Wir kénnen also o.E. annehmen, dass C ¢ Bs(L) ist. Da
dim Bs(L) = 1 ist, folgt B C Bs(L) und B ist die einzige Kurve, die in Bs(L)
enthalten ist.

Aus [Lemma 3.1.10| folgt daher, dass fiir allgemeine Dy, D2 € |L| mengen-
theoretisch Dy N Dy = Cp, p, U B gilt. Da die Bedingung, dass sich D1, Dy

generisch in B transversal schneiden, offen ist, konnen wir dariiberhinaus
Dq.Dsy :CDl,Dg + B (4.1.3)

erreichen. Wir ersetzen nun die urspriinglichen Divisoren Dy, Dy € |L| durch
solche, die |Gleichung (4.1.3)| erfiillen.

Ersetzen wir in der exakten Sequenz C durch Cp, p,, so erhalten
wir die exakte Sequenz

0—C—C*— HCp,p,-B,Ocy, p,.8) +C—0

und damit
h(Cp, ,p,-B,Ocyp, p,.B) = 2.

AuBerdem ist L.Cp, p, = s —1 = 3 nach Wir wihlen ¢

als die Aufblasung von X in B und bezeichnen den exzeptionellen Divisor
mit Fq. Da sich Dy, Dy aulerhalb von Cp, p, transversal schneiden gilt mit
D = (91);'D; = giD; — Ex

Dl N B2 - gl_l(CDth)'
Es ist £1.Cp p, = 2 und daher, fir Ly = g7 L — En,
Li1.Cp p,=3-2=1,

wobei zu beachten ist, dass Cp 5 = (91); Y(Cp,.p,) ist. Aus dem zweiten

Teil von folgt, dass
Bs(Ly) N CﬁlﬁQ =0
ist. Insbesondere ist g; *(Cp,.p, N B) ¢ Bs(L;) und es folgt
dim(Bs(Ly)) < 0.

Indem wir Dy, D5 zusétzlich derart allgemein wahlen, dass C Dy.Dy = ﬁl.ﬁg
ist, sehen wir dass Bs(L;) = 0 ist. Das ist ein Widerspruch zu n > 1. O
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Wir haben gesehen, dass I = {iy} ist. Wir setzen
HO = f(Ez ) und A(] = g(Aio)-

Unabhéngig von der gewahlten Auflésung ldsst sich Ag als der eindeutig
bestimmte Divisor in X charakterisieren, der von ® kontrahiert wird und
Hy als derjenige Divisor in P2, der von ®~! kontrahiert wird.

Wir withlen mo € Z>1 derart, dass Ag € |mgL| ist. Da E;, = f,1Hj ist,
gibt es a1, ..., a, € Z>( derart, dass

f*Ho— a1A = a; By = Ej,
il

ist. Durch Anwendung der Abbildung Div(X,,) — Pic(X,,) und anschlielen-
der Projektion auf g* Pic(X) erhalten wir die Gleichung

1-— ayjmgy = 0. (4.1.4)

Es gilt also a; = 1 = myg. Insbesondere ist f(A) C Hp. Dies zeigt den
ersten Teil der folgenden Aussage. Der zweite Teil folgt z.B. auch aus [RV60,
Bemerkung 1].

Lemma 4.1.9. Die Abbildung
Dx\a0: X\ Ag = PP\ Hy ~ C?

ist ein Isomorphismus, d. h. X ist eine Kompaktifizierung von C3 durch Ag.
Es folgt
ba(Ag) =bo(X) =1 b3(Ap) = b3(X).

Beweis. Wir haben (z.B. nach |[Bre97, Chapter II, 10.3]) fiir alle k eine exakte
Sequenz

H¥(X \ Ap,Q) — H¥(X,Q) = H*(Ap,Q) — HFL(X \ A, Q).

Da X \ A¢ ~ C3 ist, gilt H*(X \ A¢,Q) = 0 fiir k = 1,...,5 und die
Behauptung folgt. O

Wir setzen

Ci = f(A)

und bemerken, dass Cy irreduzibel ist, da A es ist, sowie dass C; unabhéngig
von der gewédhlten Auflésung ist.

Lemma 4.1.10. Die Dimension von C7 ist 1 und der Grad di der ebenen
Kurve Cy C Hy ~ P2 st mindestens 3.
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Beweis. Das Bild eines Divisors in X unter ® x\py(z,) kann nach
in hochstens einer Hyperebene enthalten sein. Also ist C7 = f(A) weder ein
Punkt noch eine Gerade.

Angenommen Cj hat Grad 2. Dann existiert eine (irreduzible) Quadrik
Q1 € |Ops(2)| derart, dass C; C Qq ist. Die Strikttransformierte Q; C X,,
von Q1 ist nicht g-exzeptionell, da sie weder f-exzeptionell noch gleich E;,
ist. Es gibt also mg € Z>1, Dy € |moL| und ay,by,...,an, b, € Z>( derart,
dass .

9" D2 =Y a;iE; = Q1= f*Q1 — A=Y bE;
i=1 il

ist. Durch Anwendung ¢, auf diese Gleichung erhalten wir
mo = 2 — bl.

Da C; C Qq ist, gilt by > 1 und es folgt, dass me = 1 ist. Dann folgt aber
aus der Definition von ®, dass ()1 in einer Hyperebene enthalten ist, und das
ist ein Widerspruch zur Wahl von Q1. O

Wir definieren
Cr = (fig, )+ ' (C1) C By
als die Strikttransformierte von C7 unter der Abbildung f o E;, — Hy.
Es folgen zwei technische Lemmata, deren wesentliches Ziel es ist zu zeigen,
dass die Kurve C; von ¢ nicht kontrahiert wird. Das erste ist lediglich eine
Hilfaussage fiir das zweite.

Lemma 4.1.11. Es sei C C A eine irreduzible Kurve mit f(C) = Cy. Fiir
allgemeines H € |Ops(1)| schneiden sich A und f7'(H) auferhalb einer
endlichen Menge transversal in jeder irreduziblen Kurve, die von f kontrahiert
wird und C schneidet.

Man beachte, dass wir (noch) keine Aussage tiber die Existenz einer
solchen Kurve C' machen. Eine solche wird das néchste Lemma liefern.

Beweis. Wir definieren zunéchst den abgeschlossenen analytischen Unter-
raum

Z = {:U € A | rank, (QlA/Cl) > 2} CA
und bemerken, dass die folgende Implikation gilt:
7 ¢ Sing(A) U f,! (Sing(C1)) = (2 € Z > (Dfja)s = 0)

Insbesondere ist Z # A, da andernfalls f5 konstant wére. Daher ist dim Z <
1 und die Menge

F = U {C’ NC|C #C c ZUSing(A) irreduzible Kurve} U Exc(f|é)

ist endlich. Eine allgemeine Hyperebene H € |Ops(1)| erfiillt die folgenden
Eigenschaften:
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e HNf(F)=10
e H und C; schneiden sich transversal (aulerhalb von Sing(C1))
e fiir jeden irreduziblen Divisor E C Exc(f) gilt f(E) ¢ H

Wir fixieren ein solches H und schreiben H = f7'(H). Sei ¢’ € AN H eine
irrreduzible Kurve, die von f kontrahiert wird und € schneidet. Wir fixieren
g€ CNC und setzen p = f(q). Dann ist p € H, also p & f(F), also ¢ € F.

Wir behaupten, dass ¢ ein glatter Punkt von H ist. Sei namlich s € Ops ),
eine lokal definierende Gleichung fir H im Punkt p. Dann ist f*(s) eine lokal
definierende Gleichung fiir H im Punkt ¢, da f*H = H wegen der letzten
Bedingung, die wir an H gestellt haben. Wir wahlen

0+4veT,CCT,X,

wobei anzumerken ist, dass g ein glatter Punkt von C ist. Da f‘ ¢ 1n g ein
lokaler Isomorphismus ist, gilt

0# w:= (Df),(v) € T,C1 C T,P?

und da sich C1 und H in p transversal schneiden, gilt ds(w) # 0. Wir erhalten
insgesamt

(df*s)q(v) = (f7ds)q(v) = (ds)p(w) # 0.
Dies zeigt, dass H glatt im Punkt ¢ ist. Fiir alle
relC\ (Sing(I:[) U Sing(A) U Z)

gilt
(Df)z(TmA) = Tpcl Z TPH - (Df)x<Twﬁ)

und daher ist~TxA £ T,H — d.h. ANund H schneiden sich in z transversal.
Da ¢ ¢ Sing(H) ist, gilt " ¢ Sing(H). AuBerdem ist C" ¢ Sing(A) U Z, da
C'# Cistund ¢ € F. Also ist

C' N (Sing(H) U Sing(A) U Z)
eine endliche Menge. Die Behauptung ist damit gezeigt. O

Lemma 4.1.12. Es existieren r € Ny, i1,...,3, € {1,...,n} \ {io} und fir
ve{l,...,r—1} irreduzible Kurven M, C E;, NE;,, sowie eine irreduzible
Kurve M, C E;. N A derart, dass fir alle v € {0,...,r}

f(MV) =Ch

gilt sowie My = Cy und g(C1) = g(M,). Es ist dimg(C;) = 1.
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Beweis. Fiir jedes p € C7, wihlen wir ¢ = ¢, € C} mit f(g) = p. Da
f(A) = Oy ist und f~1(p) zusammenhéngend, existieren 1, € Ny, i}, ..., e
{1,...,n} \ {io} und irreduzible Kurven C? C f~!(p) N Epp sowie eine
irreduzible Kurve CF ., C f~!(p) N A derart, dass ¢ € CY ist und fiir alle

ve{l,...,rp}
CiNCp, #0
gilt. Da die Anzahl der Komponenten der Fasern f~!(p) beschrinkt ist, ist

die Menge
U {@,....a&)}
peC1

endlich. Daher gibt es r € Ny, i1,...,4, € {1,...,n}\{io} mit der Eigenschaft,
dass fiir unendlich viele p € C

rp=r und  (&f,....8) = (i1,..., %)

gelten.

Die einzige irreduzible Kurve in E;, die von f surjektiv auf B; abgebildet
wird, ist C;. Wir miissen also My = C; wéhlen. Ist r = 0, so gibt es unendlich
viele q € Ci NA. Also ist My = C, C A.

Ist 7 > 1, so gibt es unendlich viele ¢ € Cin E;, und daher ist

My = él C Ei1~

Genauso ist p € f(E;, N E;, ) fir unendliche viele p € Cy und alle v €
{1,...,7 — 1} und daher ist tatséchlich

C1 C f(Ei, N B, ).

Man bemerke, dass i, # i,41 ist fir v € {1,...,r — 1}, da die E; glatt
sind und damit auch die allgemeinen Fasern von g|g,. Es gibt daher eine
irreduzible, reduzierte Kurve

M, C Eiy N E; mit f(M,,) = (4.

v+1

Das gleiche Argument liefert M, C E; NA mit f(M,) = Cy. Da die E; glatt

sind, folgt mit [Lemma 3.1.13] dass wir fiir p auflerhalb einer endlichen Menge
F c C; die Kurven C?P mit der zusatzlichen Eigenschaft

Cﬁ C E;,

wéhlen kénnen und wir werden dies in der Folge annehmen. Es ist noch
9(C1) = g(M;) und dim g(C}) = 1 zu zeigen. Wir zeigen zunéchst:

Behauptung 1. dimg(M,) = 1.
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Angenommen es ist dim g(M,) = 0, so setzen wir py = g(M,) und

F' = {p € C1 | dim (f|_Al(p) ﬂExc(g)) = 1} U F.

Letztere Menge ist endlich, da A ¢ Exc(g) ist. Es sei H € |Ops(1)] allgemein
im Sinne von |[Lemma 4.1.11 mit C' = M,, vermeide zusatzlich F’ und

schneide (' transversal. Nach enthilt H N C; drei paarweise
verschiedene Punkte py, po, p3. Fiir i € {1,2,3} ist M, N CY | # § und daher

schneiden sich, nach [Lemma 4.1.11, A und H fiir i € {1,2, 3} auBerhalb einer
endlichen Menge transversal in den Kurven Cfil. Nach Wahl von F” ist

CP | ¢ Exc(g), firallei e {1,2,3}.
Der Schnitt Ag.D enthélt also die drei paarweise verschiedenen Kurven
A = g<C’rI’)<1|>1)7 Ay = Q(Cfil)7 Az = g(Cﬁl)
und ist entlang dieser generisch reduziert. Fiir alle ¢ € {1, 2,3} gilt
po € Ai ¢ Bs(L).
Da dim Bs(L) = 1 ist, enthélt Ag.D noch (mindestens) eine weitere Kompo-

nente. Insbesondere haben wir H'(A,O4) = 0 fir A = A; + As + Az und

daher gibt es nach lokal in pg Koordinaten derart, dass die A;
den Koordinatenachsen entsprechen. Es gilt dann fiir alle ¢ € {1, 2, 3}

A;
ho(pO,QAO,D) > 2.
Nach [Lemma 3.2.13| gilt Gleichheit und jede weitere Kurve
BCcAgND

schneidet die Kurven A; hochstens in pg. Es gibt eine irreduzible, reduzierte
Komponente By, die dort schneidet, da Ag N D zusammenhéngend ist.

Da I, C m?,o ist, folgt h'(A + By, Oayp,) = 1. Also ist Ag.D nach
gerade die Vereinigung dieser vier (reduzierten) Kurven und es
folgt, dass By die einzige Kurve in Bs(L) ist. Da Ag.D generisch entlang B
reduziert ist, ist auch fir allgemeine Dy, Dy € |L| die Kurve D;.Ds generisch
entlang By reduziert. Mit folgt, dass es D1, Dy € |L| gibt mit
der Eigenschaft, dass

Dy1.Dy = C + By

ist. Nach [Lemma 4.1.8schneiden sich C' und By transversal. Ein Widerspruch
zu hO(C, Qgth) = 2. Es gilt also wie behauptet dim g(M,) = 1. Wir zeigen
nun:

Behauptung 2. Fir alle p € C1 und alle 1 <v <r werden die Kurven C?
(auch) von g kontrahiert.
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Angenommen nicht, so wéahlen wir 1 < 1y < r maximal derart, dass die
Behauptung fiir 1y nicht erfiillt ist. Fiir vy < v < r werden also fiir alle
p € Cy die Kurven C? von g kontrahiert. Nach Wahl der C? ist fiir fast alle
peC

ChN M, #0, CP N M,q # 0.

Werden also alle C? kontrahiert, so folgt: g(M,) = g(M,+1). Durch endliche
Induktion erhalten wir:

g(M,) = g(M,) firalle vy <v<r.
Da M,, C E;, C Exc(g) ist, gilt

g(EiVO) = g(Ml/()) = g(Mr)'

Nach Wahl von vy wird fiir ein p € C die Kurve C¥ nicht von g kontrahiert.

Es folgt aus dem zweiten Teil von dass dies tatsichlich fiir
fast alle p € C gilt.

Fir D € |L] allgemein gibt es also drei paarweise verschiedene Kurven
in g;1(D) N A, die surjektiv auf g(M,) abgebildet werden. Es gilt daher
Ip C Ig(MT)' Auflerdem ist fiir allgemeines D € |L| und p € H N C; die

Schnittkurve Ag.D generisch reduziert entlang der Kurve g(C%, ). Es ist

r

g(M;) CBs(L) CAgND und g(M;)Ng(CP ) #0

wegen g(E;, ) = g(M;) bzw. M, NC}; # 0. Nach [Lemma 4.1.8 schneiden
sich g(M,) und g(C?, ;) transversal. Wir kénnen also [Lemma 3.1.5|anwenden
und erhalten

Cri)

RO, Qi) 2 3.

Ein Widerspruch zu Es werden also tatsdchlich fiir alle p € Cy
und alle 1 < v <r die Kurven C? von f kontrahiert. Wie oben folgt nun

9(Ch) = 9(Mo) = g(M,).
Dies zeigt auch die letzte die Behauptung. O

Wir setzen By = g(E;,) = g(M1). Man beachte, dass auch By unabhéngig

von der gewihlten Auflosung ist. Tatséchlich ist By = ®~1(Hj).

Lemma 4.1.13. Fir allgemeine D1, Dy € |L| ist die Kurve Cp, p, definiert
und schneidet By transversal in genau einem Punkt, der in keiner anderen
irreduziblen Komponente von D1 N Dy als Cp, p, und By enthalten ist. Fiir
alle Dy, Do mit dieser Eigenschaft ist D1.Ds nicht generisch reduziert entlang
Bj. Insbesondere ist

hl (red(D1-D2), Ored(D1-D2)) = 0.
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Beweis. Es sei daran erinnert, dass wir die Sprechweise , Fir allgemeine

Dy,Dy € |L| ...“ im Sinne von [Abschnitt 2.1{ verwenden.

Wir definieren zunéchst die Menge

U ={D €|L|| D¥ # Ho, dim(D* N f(Exc(f))) =0,
dim(®; 1 (D* N Hy)) = 1}.

Dann ist U sicherlich nicht-leer und Zariski-offen. Sei D7 € U. Dann ist
Dfﬁ N f(Exc(f)) eine endliche Menge und wir haben nicht-leere, endliche
Mengen

Fy = {q € B:1 | q € Sing(Bs(L))}
Fy={pe DY | pe f(Exc(f)) oder (p € Hy und ®~*(p) € Fy)}
und setzen
Vp, ={D€|L| | D¥ nF, =0, Hyn D] ¢ D*}.

Sei Dy € Vp,. Dann ist Cp, p, definiert und schneidet B; in ¢ ¢ F;. Nach
schneiden sich Cp, p, und B; transversal. Da ¢ ¢ F} ist, gibt
es keine irreduzible Kurve B; # B C Bs(L) mit g € B.

Falls es eine irreduzible Komponente Cp, p, # C ¢ Bs(L) von Dy N Dy
mit ¢ € C gibt, so wird diese von ® kontrahiert und wir erhalten einen
Widerspruch zu

D¥ n DY N f(Exc(f)) = 0.

Es gibt durch ¢ also keine weitere Komponente von D1NDs als Cp, p, und Bj.
Da h%(X,Qp,.p,) = 2 ist nach [Lemma 3.2.13, kann D;.Ds nicht generisch

entlang B reduziert sein. Also ist red(D;.D2) C D1.Dy und [Lemma 3.2.11

impliziert die letzte Behauptung. O

Lemma 4.1.14. Fir allgemeines D € |L| ist Ip ¢ I, . Es gibt eine nicht-
leere, Zariski-offene Teilmenge U' C |L| und fir jedes D1 € U’ eine nicht-
leere, Zariski-offene Teilmenge V/_i)l C |L| derart, dass fiir alle D1 € U’ und
fir alle Dy € V!{h die Folgerungen aus dem vorangehende Lemma gelten und
zusatzlich

CDl,DQ NB; ¢ Sing(Dl)
1st.

Beweis. Die Menge der D mit Ip ¢ I, ist Zariski-offen in |L|. Angenommen
es gilt Ip C I, fiir alle D € |L|. Dann wihlen wir Dy, Dy € |L| allgemein
wie in d.h. Cp, p, ist definiert und schneidet B; transversal
in genau einem Punkt, der in keiner weiteren irreduziblen Komponente von
D1 N Dy enthalten ist. Lokal in diesem Punkt sind also die Voraussetzungen

von erfillt und wir folgern
R (X,Qp,py) >2+2—1=3.
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Ein Widerspruch zu [Lemma 3.2.13] Die erste Aussage ist damit gezeigt.
Fir die zweite Aussage sei U C |L| die Menge aus dem Beweis von

LCemma 4.1.131 Wir setzen
U' ={D e U | B; ¢ Sing(D)}.

Sei Dy € U'. Dann ist Sing(D;) N By eine endliche Menge und es ist klar,
dass mit

F{ ={q € By | q € Sing(Bs(L)) USing(D7)} und
Fy={pe Df | pe f(Exc(f)) oder (p € Hy und @~ (p) € F)}

die Menge
Vh, ={D e |L|| D¥ N Fy =0, Hyn D} ¢ D¥}.
erfiillt, was wir wollen. O

Wir wollen nun die bisherigen Ergebnisse verwenden, um eine spezielle,

gutartige Auflosung von ® zu wihlen. Wir verwenden Wir

setzen auflerdem
Ly = hj_yLg-1 — bpEy,
und bemerken bzw. erinnern daran, dass
by =cx =min{b e N | Ex 1 ¢ Bs(hjLy — bFx41)}

ist. Dariiberhinaus bezeichnen wir mit G, den eindeutig bestimmten, effekti-
ven Divisor mit

(gr—1)7 (Do) = Ak = gi_ 120 — Gy

Lemma 4.1.15. Es gibt n € N und Aufblasungen hy: Xgi1 — Xg, fir
1=1,...n, derart, dass mit obiger Notation die folgenden Aussagen gelten:

e Bs(L,)=10
e G" — F™ >0 und Supp(G™ — F™) = Exc(gn)

e In der Notation von ist die Einschrankung gy, ein
Isomorphismus, f, ist birational und M, ¢ Sing(A).

o Neben M, gibt es noch hiochstens eine irreduzible Kurve M C A mit
g(M) = By und falls eine solche Kurve existiert ist auch sie nicht in
Sing(A) enthalten.
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Bewetis. Wir verwenden im gesamten Beweis [Notation 2.4.4l Wir wéhlen
Ag = Bj. Also ist hg die Aufblasung von X entlang der Kurve By

E, Cc Xi
A
B Cc X.

Wir erinnern daran, dass By C Bs(L) diejenige ausgezeichnete Kurve ist, die
von der beweglichen Kurve Cp, p, getroffen wird. Fiir allgemeines D € |L|

ist Ip ¢ I1291 nach [Lemma 4.1.14| und daher ist

bi=1, dh L =hiL—E.
Fir D € |L| mit Ip ¢ I, gibt es genau eine irreduzible Kurve
Bp C (ho),' DN E

mit g1(Bp) = By und diese wird von hg birational auf B; abgebildet. Insbe-
sondere ist Bp glatt und rational nach [Lemma 3.1.12
Es sei Dy € |L| allgemein im Sinne des zweiten Teils von [Lemma 4.1.14

fixiert. Wir setzen
Dl = (h0>;1D1 = (ho)*Dl - El.

Fiir p € By \Sing(D;) schneidet D den Divisor F; lokal itber p in genau einer

glatten, irreduziblen Kurve. Fiir Dy € |L| allgemein ist nach [Lemma 4.1.14

° CDl,DQ definiert,
e es existiert p € B1 N Cp,,p, mit p & Sing(D1) und es ist
e hl(red(D1.D2), Oreap,.py)) = 0.

Damit, unter zusétzlicher Verwendung von h"(p, Q Dy.D,) = 2, folgt aus dem

zweiten Teil von dass es fiir D; lokale Koordinaten z,y in p
derart gibt, dass lokal in p die Aussagen

C = Dl.DQ = DQ’Dl = (l‘yz = O), (415)
Cp,,p, = (x =0), By =(y=0)

gelten. Insbesondere haben wir eine exakte Sequenz
0— Oc — Ocyp, p, ®Op — Cp — 0,

wobei wir C' = Cp, p, + B schreiben. Das tensorieren mit dem Geradenbiindel
L und das Bilden globaler Schnitte liefert die exakte Sequenz

0= C* = H(Cp, .y, Licy, p,) & HO(B, L) — C2.



66 Kapitel 4. Beweis der beiden Haupthilfssétze

Daraus folgt die Ungleichung h%(Cp, p,, L|CD17D2) < 4. Also ist
L.Cp,.p, <3. (4.1.6)

Aus (4.1.5) folgt auBerdem, dass die Kurven Bp, und Bp, lokal {iber p
identisch sind und dass sich D; und D5 dort generisch transversal schneiden.
Weil beide Kurven irreduzibel sind, gilt tatsachlich Bp, = Bp,. Mit

By = Bp,
gilt folglich fir allgemeines D € |L| die Inklusion
By C(91)y'D C giD — Ex € |L|.

Mithin gilt fir allgemeines und daher jedes D € |L;| die Inklusion By C D,
d.h. es ist
By C Bs(Ly).

Wir setzen A1 = Bs, d.h. hy: Xo — X ist die Aufblasung von X; in Bs

E2 C XQ
L
By C Xi.

Natiirlich ist By ¢ Sing(D) fiir allgemeines D € |L;|. Folglich ist by = 1, d.h.
Ly=hiL1 — By =g/L — B — 2By,

wobei wir unter Missbrauch der Notation die Striktransformierte von E4 in
X1 wieder mit F; bezeichnen. Da sich D; und Dy generisch in By transversal
schneiden, gibt es in

(91): D10 (91); ' Do

keine irreduzible Komponente mehr die von g1 surjektiv auf B; abgebildet
wird. Insbesondere gibt es auch in Bs(Ls2) keine solche Kurve. Da die Strikt-
transformierte Cp, p, = (92)5'Cp,.p, den Divisor Es trifft, erhalten wir

unter Verwendung von (|4.1.6])

L>.Cp, p, = L.Cp, p, — E1.Cp, p, — 2E2.Cp, p, < 1
und merken an, dass Cp, p, = Cp, p, ist. Da Op1(1).0lg, m, = 1 ist, gilt nach
dem zweiten Teil von [Lemma 3.1.10|in der obigen Ungleichung tatsachlich
Gleichheit und es ist

Bs(Ly) N Cp, p, = 0. (4.1.7)
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Natiirlich behélt diese Aussage ihre Giltigkeit, wenn wir weitere Aufblasun-
gen durchfiihren und Lo durch L;, sowie Cp, p, durch die entsprechende
Strikttransformierte ersetzen.

Bisher haben wir zweimal eine Kurve aufgeblasen. In [Notation 2.4.4] ist
also ag = a1 = 1 und daher E? > F? nach [Lemma 2.4.5‘7 wobei dir daran
erinnern, dass E*, F* die Gleichungen

Lp=giL—F*  Kx, =g/Kx+E"

erfiillen.
Wir folgen nun dem Prinzipalisierungsalgorithmus [BEVUO05|, Theorem
2.5] fir I = b(Ls), solange bis fiir ein n; € N zum ersten Mal

Sing(Ln,,2) =0

ist. Fiir k < mny ist also by > 2 ist und folglich gilt E™ > F™ - wieder nach
ILemma, 2.4.5
Um schlie8lich auch noch

Bs(Ly,) = Sing(Ly,1) =0

zu erreichen ohne die Ungleichung E™ > F™ zu verletzen, weichen wir
leicht von dem Algorithmus aus [BEVUO5| ab. Genauer erlauben wir keine
Aufblasungen in Punkten aufler um Singularitéten irreduzibler Kurven C' C
Bs(Ly) aufzulosen. Es ist trotzdem moglich die gewiinschte Auflésung zu
erhalten, weil — grob gesprochen — wir zum Einen nicht fordern, dass der
Divisor E ,einfache Kreuzungssingularitdten* habe, und zum anderen wissen,
dass Bs(Ly) keine 0-dimensionale Komponenten besitzt. Praziser zeigen wir
zundchst:

Behauptung 1. Fir k > 2 enthdlt Bs(Ly) keine 0-dimensionalen Kom-
ponenten. M.a.W. fir alle k > 2 und x € Bs(Ly) existiert eine Kurve
B C Bs(Ly) mit x € B.

Beweis. Sei k > 2 und sei x € Bs(Lg). Nach [Lemma 3.1.10| existieren
D1, Dy € |Lg| mit der Eigenschaft, dass

DiNDy = CDl,Dg U BS(Lk>
ist. Da D1 N Dy rein von Dimension 1 ist und
x € Bs(Lg) C D1 N Dy,

gibt es eine irreduzible Kurve B C D1 N Dy mit x € B. Wie bereits bemerkt
gilt das Analogon von (4.1.7) auf Xj. Also ist ¢ Cp, p, und die gewiinschte
Inklusion B C Bs(Ly) folgt. O
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Um die Bedingung aus fiir den Fall a; = 2, by, = 1 zeigen

zu konnen, benétigen wir die folgende Behauptung.

Behauptung 2. Fir alle k > 0 gilt: ist C C Bs(Ly) irreduzibel und reduziert,
aber singuldr, so existiert ein irreduzibler Divisor C C I' C X}, derart, dass

multp (E* — F*) > 0.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung per Induktion. Fiir £ = 0 ist jede
irreduzible, reduzierte Kurve C' C Bs(L) glatt und es ist nichts zu zeigen.

Die Aussage gelte fur & > 0 und es sei C' C Bs(Lj1) irreduzibel, reduziert,
singuldr. Wir rufen zunéchst die verwendete Notation ins Gedéchtnis. Wir
haben A C X} irreduzibel und glatt mit dim Ay = 2 — ag, die Abbildung
hy ist die Aufblasung von X}, in Ay und es gilt Ly = hjLy — bpEpya.

Eppn C Xpp
P
A, C X
Wir unterscheiden zwei Félle.

e Wir nehmen zunichst C' C Ej4; an. Dann ist k£ < nj, weil andernfalls

C nicht singulér sein kann nach Auflerdem ist aj < by.

Angenommen namlich es ist ap > bg. Dann ist
arp = b = 2,

da ap < 2 ist und by > 2 flir £ < nq. Nach Definition von a; ist
also dim Ay = 0. Nach Definition von b existiert ein Schnitt s €
H°(X, L), der (genau) von Ordnung 2 in Ay, verschwindet. D.h fiir
die Strikttransformierte D des zugehérigen Divisor D = (s =0) gilt

D =hiD —2E;,
und daher 1A9|E,€Jrl ~ OE,.,(2), wobei man beachte, dass hier Fy; ~ P?

ist. Es gilt C ¢ DN Ej+1 und 1A7|Ek+1 ist effektiv, da Ei41 ¢ D ist.
Folglich ist degp2(C') < 2 und daher ist C' glatt. Ein Widerspruch.

Also ist tatsachlich a; < b und die Behauptung gilt mit I' = Ej1,
unter Verwendung der Formel aus dem Beweis von

o Ist C ¢ Eiy1, so ist die Kurve hy(C) singuldr nach [Lemma 3.1.12|
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein irreduzibler Divisor

he(C) C T C X,

mit multy (E¥ — F*) > 0. Nach der Formel aus dem Beweis von
Lemma 2.4.5| gilt fiir T' = (hy); }(I”) die Gleichung

multp (B — FF) = multp (EFT — FFL).

Also erfiillt I" die Behauptung.
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Die Behauptung ist gezeigt. O

Behauptung 3. Fir k > ny gilt: jede irreduzible Kurve C' C Bs(Ly) N Ej,
ist glatt und ist a1 =1, so gilt

# 1-dim(Bs(Lg—1)) > # 1-dim(Bs(Ly)),
wobei 1-dim die Menge der jeweils enthaltenen irreduziblen Kurven bezeichnet.

Beweis. Sei also k > n; und sei C' C Bs(Ly) N Ej, eine irreduzible Kurve. Da
Sing(Ly_1,2) = 0 ist, gibt es fiir jedes x € A1 ein

s€ H'(Xp_1,Li_1)

mit der Eigenschaft, dass der Divisor D = (s = 0) in « glatt ist ﬂ
Ist dim Ai_1 = 0, so folgt unmittelbar, dass C' eine glatte rationale Kurve
ist. Wir haben néamlich

C C Bs(Ly) N By C (hi—1)y ' (D) N Ey,

und (hy_1); }(D) ist die Aufblasung von D in einem glatten Punkt.

Ist dim Ax_1 = 1, so folgt, dass Bs(Ly) N Ex hochstens aus einer irre-
duziblen Kurve besteht und dass diese, so sie existiert, isomorph auf Ax_;
abgebildet wird. Also ist C' auch in diesem Fall glatt. O

Insbesondere ist die Anzahl der singuléren, irreduziblen Kurven in Bs(Ly)
monoton fallend in k. Da sich die Singularitdten ebener Kurven durch Auf-
blasungen auflésen lassen, gibt es also ne € N und Punktaufblasungen hyg,
fiir n1 < k < ng — 1 derart, dass

e fiir alle k eine irreduzible Kurve C' C Bs(Ly) existiert mit Ay C Sing(C)
und dass

e der Basisort Bs(L,,) keine irreduziblen, singuldren Kurven enthalt.

Fir ny < k < ngo—11ist ap = 2 und by = 1 und die erste der obigen
Eigenschaften zeigt mit dass die Bedingung aus
erfiillt ist. Folglich gilt

E™ > F"2,

Wir blasen nun sukzessive (beliebige) irreduzible (also glatte) Kurven in
Bs(Ly) auf. Die Anzahl der in Bs(Ly) enhaltenen Kurven ist dann (schwach)
monoton fallend in & und es gilt (im Wesentlichen offensichtlicherweise):

Behauptung 4. Die Anzahl der Kurven in Bs(Ly) verringert sich echt nach
jeweils endlich vielen Schritten.

2Moglicherweise gibt es kein s derart, dass (s = 0) in jedem Punkt von Ay glatt ist.
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Beweis. Sei k > ns und sei hy die Aufblasung von Xj in der glatten, irredu-
ziblen Kurve C' C Bs(Ly). Wir fixieren 2 € C. Da Sing(Lg,2) = 0 ist, gibt
es einen Divisor D € |Lg|, der in x glatt ist. Folglich ist

(Iep)e=1-Opyg

fir ein t € Op,. Sei s € b(Ly), der nicht entlang des Keims von D in
x verschwindet. Die natiirliche Zahl d = ordc(s|p) ist eindeutig bestimmt
durch die Bedingungen

L) =tl.r, r€Op, und tir (4.1.8)
Fiir D = (h);'D ist (hk)| p lokal iiber x ein Isomorphismus. Seien
yeD mit z=hy(y) und
u € OXk+1:y mit gy, =u- OXk+17y'

Dann gilt wp = hjt und es ist his/u € b(Lgy1)y. Durch Anwenden von

((hk)lf))* auf 1) erhalten wir

(h;;s/u)m = u|d51 - wp o (4.1.9)

Es gibt genau eine irreduzible Kurve C'p C D mit hi(Cp) = C und diese ist
lokal in y durch U p definiert. Aus l) folgt daher die Ungleichung

min {orde, (s1p) | 5 € b(Lit1)y } < min {orde(sip) | 5 € b(Lg). |
und daraus folgt die Behauptung. O

Es gibt also n € N derart, dass Bs(L,,) keine Kurven enthélt. Daher ist

aber nach [Behauptung 1| tatsichlich Bs(L;) = 0. Wir setzen
g=g9gn, E=E", F=F"

Dies ist eine Auflésung, die die erste im Lemma geforderte Eigenschaft hat
und auflerdem die Ungleichung

E>F

erfiillt. Wir schreiben f: X,, — P3 fiir die von L,, induzierte Abbildung. Die
Strikttransformierten von Ej in X,, bezeichnen wir unter Missbrauch der
Notation wieder mit Fj.

Fir allgemeine Dy, Dy € |L] trifft die Strikttransformierte der Kurve
Cp,,p, den Divisor Fp C X,,. Daher ist Eo der eindeutig bestimmte Divisor

in Exc(g), der von f nicht kontrahiert wird, d.h. in [Notation 4.1.2|ist I = {2}.
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Mit A C X,,bezeichnen wir wieder denjenigen Divisor, der von f, aber nicht
von g kontrahiert wird. Wir erinnern an die Gleichheiten

gL —E = f*Ops(1), gKx +F=Kx,
und definieren o, 5; € Z>1 iiber
n n
E=) okE;, F=Y BiE;
i=1 i=1

sowie 7y; € Z>1 und den Divisor H tiber

JKx +F = f"Kps +7A+H (4.1.10)
1=1,i#£2

Wegen der speziellen Wahl der ersten beiden Aufblasungen haben wir

ap=bi =1, Bfi=a1=1, aww=a1+b=2 [o=p +ta =2

Aus |Gleichung (4.1.4)| wissen wir bereits, dass

Ag =g(A) € |L]

ist. Folglich erhalten wir durch Anwenden von g, auf|Gleichung (4.1.10)|

Yo=4-2
und daraus wiederum
F H
A~g'L—(2F——+—].
g ( 2+2>

Wir definieren G und d; € Z>1 iiber

F H W
G=2E—-5+7, G:Z(SZEZ-

und bemerken, dass tatsichlich A = g*Ag — G ist. Wegen E > F gilt fiir alle
ie{l,...,n}

51‘ > 20 — % > gﬁz > ﬁz (4.1.11)

Dies sagt gerade, dass die zweite im Lemma behauptete Eigenschaft
G>F und Supp(G — F') = Exc(g).

erfullt ist.
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Wir setzen Ay = (gx); 1 (Ag) und veranschaulichen dies in einem Dia-

gramm
Ak C X
O
Ao c X

Es ist 91 < 92 wegen

AQ = hTAl — 5; . E2 = hT(thQ — (51 . El) — 5é . E2
= g;AO — (51 . E1 — ((51 + 55) ‘EQ
1
=02

mit 05 > 0 und direkt aus der Definition von G folgen
52:2(}2—% =3 und 2(51 :4061—/81-1-’)/1 :3+’)/1.

Daher ist
3+m

2
und folglich v; € {1,3}. Angenommen es ist y; = 3. Dann ist §; = d2 und
daher ist By ¢ A1, wobei wir daran erinnern, dass h; die Aufblasung von
X1 entlang Bs ist. Wir erinnern auflerdem an die Definition

C = (fim): ' (Ch).

Es ist g(é’l) = By nach [Lemma 4.1.12/ und C; C E5 nach Definition von

Cy. AuBerdem ist C; C Exc(f) wegen f(A) = f(C1). Die einzige Kurve in
Es N Exc(f), die nicht von g kontrahiert wird, ist unter der Voraussetzung
By ¢ Aq die Kurve

=01 <d2=3

((hso...ohnr)s,)  (EiNEy).

Dies ist in vielerlei Hinsicht absurd. Wir kénnen etwa, in der Notation von
r =1 und ¢; = 1 wéahlen. Fiir allgemeines D € |L| ist D.Aq
generisch reduziert entlang einer glatten rationalen Kurve C, die By schneidet
(vel. Beweis von [Lemma 4.1.12). Die Kurven C, By schneiden sich transversal

nach|Lemma 4.1.8, Wegen 6; = 3 ist Ia, C I%l und mit [Lemma 3.1.5|erhalten

WIIr

(X, QP a,)>1+3—-1=3.

Das ist ein Widerspruch zu |[Lemma 3.2.13
Also ist 41 = 1. Folglich ist 6; = 2 und, in obiger Notation, §, = 1, d.h.

By C Ay und By ¢ Slng(Al)
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Die Abbildung A = A, — A ist also iiber dem allgemeinen Punkt von Bs
ein Isomorphismus und wir bezeichnen die Strikttransformierte von By unter
dieser Abbildung mit Bs:

BQ C A C Xn

L

BQCA1CX1

Es ist By ¢ Sing(A) und da fiir k > 2 keine Kurven mehr aufgeblasen werden,
die surjektiv auf By abegebildet werden, ist By C Fy. Aus In, ¢ 1 %1 folgt,
dass es hochstens eine irreduzible, reduzierte Kurve

BQ#MCAl mit gl(M):Bl
gibt und dass, falls eine solche Kurve existiert, die Aussagen
M ¢ Sing(A1),  deg(gilm) =1, M CE;, M ¢ Sing(A)

gelten, wobei M C X,, die Strikttransformierte von M bezeichnet und wir
bemerken, dass die Abbildung

hio...ohp—1: X, = X4

generisch iiber M ein Isomorphismus ist. Dies zeigt den ersten Teil der dritten

Aussage des Lemmas sowie die vierte, da g(M,) = B; nach |[Lemma 4.1.12
und M, C A nach Definition.

Die Strikttransformierte von By unter der Restriktion obiger Abbildung
auf Fy sei mit B bezeichnet

B, ¢ E; C X,

Lo

32 C E1 C Xl,

wobei wir auf den (hier etwas ungliicklichen) Missbrauch der Notation auf-
merksam machen. Es gibt neben By, B} keine weitere irreduzible Kurve in
E5 NExc(f), die von g nicht kontrahiert wird. (Méglicherweise ist By = Bj.)
Eine dieser beiden Kurven ist also C,. In jedem Fall hat 96, Grad 1 und ist

daher ein Isomorphismus nach

Der einzige Divisor I' auf X,,, der
g(I')=B; und I C Exc(g)NExc(f),

erfiillt, ist £1. Daher ist wieder in der Notation von entweder

r=0oderr=1und i; = 1.
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Wird B, von f nicht kontrahiert, so ist r = 0 und My = Bs. Da hier
My C E3 ist, ist fpy, sicherlich birational.

Wird Bs von f kontrahiert, so ist B # Bj, C, = By, r =1undi; = 1. Da
g(My) = By ist, existiert M wie oben und es ist M; = M C E;. Wir haben
gesehen, dass g sowohl C; als auch M birational und deshalb biholomorph
auf By abbildet. Da auflerdem einerseits f|C’1 birational ist und anderseits f
die allgemeine Faser von g, kontrahiert, folgt, dass f|y;, birational ist. Das
Lemma ist damit gezeigt. O

Wir fixieren die Auflésung des Lemmas und ferner eine eingebettete

Desingularisierung
X>ALACX,

wie in [Lemma 2.4.61

Wir fiihren weitere Notation ein. Wir bezeichnen die Normalisierung
von A mit A % A. Es gibt eine Abbildung AL Amitr=vo 1. Ebenso
faktorisiert die Komposition f|s o v durch die Normalisierung P! — C1. Aus
dem vorangehenden Lemma folgt, dass die Strikttransformierten

Mr::u*_erCA, MT:T*_lMTCA

dabei birational, also nach tatséchlich isomorph auf P! ab-
gebildet werden. Daraus folgt bei Betrachtung unter Verwendung, dass P!
glatt ist, und mit dass die Abbildung A — P! gleich ihrer
Steinfaktorisierung ist. Also sind ihre Fasern zusammenhéngend. Da A glatt
ist, ist die allgemeine Faser glatt, also irreduzibel. Da f bimeromorph ist, ist

R'f.0x, =0 und daher ist die allgemeine Faser von A — O tatsichlich P,
Die Abbildung A — P! faktorisiert daher durch eine Hirzebruch-Fliche

A=F. 5P,
fiir ein e > 0. Die induzierte Abbildung A — A sei mit h bezeichnet. Wir

setzen § = gja o7 und veranschaulichen die Situation in einem kommutativen
Diagramm:
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Lemma 4.1.16. FEs gibt einen effektiven Cartier-Divisor A > 0 aqu mit
den Figenschaften, dass

wa = (§wa,) (—A)
ist und dass fiir jede irreduzible Kurve C C Exc(g) die Inklusion
C C Supp(A) U Exc(p)
gilt.
Beweis. Wir setzen A1 = (G — F)|a. Dann gilt:
wa = (wx, (A))ja = (wx (F 4+ g" Ao — G))ja =

= gia(wx (D0)ja0)(F = G)a) = (gfawa, ) (~41)

Nach gilt G — F > 0 sowie Exc(g) = Supp(G — F). Es gilt daher

A1 >0 sowie Exc(gja) C Exc(g) N A C Supp(Ay). (4.1.12)

Sei Ay der effektive Divisor auf A aus [Lemma 2.4.6, Der Divisor A =
T* A1 + Ao erfiillt sicherlich die erste Behauptung:

CUA = T*CL)A(—AQ) = g*wAO(—T*Al — Ag).

Sei, um die zweite Behauptung zu zeigen, C' C Exc(g) eine irreduzible Kurve.

Ist C' ¢ Exc(r), so ist 7(C) C Exc(gja). Wegen [@.1.12)) ist 7(C) C
Supp(A4;) und damit C' C Supp(A).
Ist C C Exc(7) und dim7(C) = 1, so ist wegen der zweiten Eigenschaft

von As aus [Lemma 2.4.6|C' C Supp(Az2) C Supp(4).
Ist C' C Exc(7) und dim7(C) = 0, so ist C' C Exc(u), da v endlich ist.

Also erfiillt A auch die zweite Behauptung des Lemmas. O
Wir setzen N = Exc(g). Ferner seien ¢, r, s € N nattirliche Zahlen,
Cy,...,Cy CA, Ry,...,Rs C Exc(h)

irreduzible Kurven und py, ..., ps € P' Punkte derart, dass mit f; = 7' (p;)
und C; = 7 1(Ci), fj = b (f5)

1-dim(N) = {Cy,...,Cy, f1, -, frs Ra, ..., Rs}

die Menge der 1-dimensionalen, irreduziblen Komponenten von N ist. Aus
der Tatsache, dass wa, Schnitte besitzt, folgern wir die folgende Aussage,
die wir benotigen um bs(Ag) zu beschrianken.

Lemma 4.1.17. Mit der oben eingefiithrten Notation gilt ¢ < 2.
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Beweis. Fiir 1 < i < ¢ haben wir 7(h(C;)) = P! und daher ist C; ¢ Exc(u).
Aus dem zweiten Teil des vorangehenden Lemmas folgt, dass C; C Supp(A)
ist. Da des Weiteren Supp(A) C N ist, lisst sich die Menge der irreduziblen
Komponenten des Tragers von A also als

KOHlpA: {éla'--7éq>f1>--->fr’aR17---aRs/}a

mit v’ < r, s’ <s, schreiben. Es sei R > 0 der eindeutig bestimmte Divisor
auf A mit der Eigenschaft, dass wy = h*wx(R) ist. Dann gilt

q
HY(A, g*wxl) = HY(A, hrws S(-A-R))C HO(A (=> )
=1
und die Projektionsformel liefert
q q
HYA, it (=3 C) = HOA,w (=Y C)
=1 =1
Es ist wil ~2- et (24e)-fund C; ~ ;- ex + fif mit a; > 1. Also ist

HOB, Wi (=32 Ch) = HOB, O5((2 — . av)ess + )
=1

=1

mit 3 € Z. Fiir n < 0 ist m.(Ox(n - ex)) = 0 und deshalb ergibt sich aus
q > 3 ein Widerspruch zu

C% ~ H(Ag, Lja,) = H (Ao, wxl) € HY(A, g*wil).
Die Behauptung folgt. O

Mit diesem Lemma kénnen wir nun die gewiinschte Abschétzung fiir die
dritte Bettizahl herleiten.

Lemma 4.1.18. FEs gilt b3(Ap) < 1.

Beweis. Wir setzen N = §(N). Dann ist g~'(N) = N und die Einschrénkung
9A\N ist ein Isomorphismus. Es sei

1-dim(N) = {Ny,...,N,}

die Menge der 1-dimensionalen, irreduziblen Komponenten von N. Da By C
N ist, konnen wir ohne Einschrénkung

Ny =By

annchmen. AuBer M, gibt es nach [Lemma 4.1.15[ hochstens eine weitere
irreduzible Kurve M C A mit (M) = B;. Wird die Kurve M von mo h
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kontrahiert, so nehmen wir ohne Einschrénkung auch an, dass 7o h(M ) =1
ist, so dass dann

Bi ¢ §((moh)(p)), fiir 2 <i <r, (4.1.13)
gilt. Die Leray Spektralsequenzen fiir f bzw. 7 liefern
H3(A,C) ~ H3(A,C) ~ H'(P',C) = 0

Ferner ist der Dimension von N wegen H3(N,C) = 0. Wir erhalten also mit
[Proposition 3.1.6| die folgende exakte Sequenz:

H?(Ao,C) — H*(A,C) ® H*(N,C) — H*(N,C) — H*(Ay,C) — 0

Wir schreiben EXC(A h A) = R1U...URg, fiir die Zerlegung in irreduzible
Komponenten und erhalten

A ~

b3(Ap) SbQ(N)—bg(A)—bg(N)—i—bg(Ao):
=q+r+s—2+s+t)—u+1<
<24r+s—2—-s—t—u+l=14r—(t+u).

Wir schlielen den Beweis, indem wir zeigen, dass es eine Injektion

a {f27"-)f7‘} — {R5+1...Rs+t,N2,...Nu}

gibt. Sei also 2 < ¢ < r. Wir rufen zunéchst ins Gedéchtnis, dass §| NI
mo h| e Isomorphismen sind, setzen

g = 9((m o hyy )" (pi)

und bemerken, dass ¢; € By ist, da g(M,.) = By ist. Wird der Raum h~1(f;)
von § kontrahiert, so ist bekanntermafien (siehe [Gra62, §4,Abschnitt 8, e)])
die Schnittmatrix seiner Komponenten negativ definit und wir erhalten den
folgenden Widerspruch:

0= f7 =h*(fi)* <0

Es ist also dim g(h~!(f;)) = 1. Des Weiteren ist h~1(f;) zusammenhingend
und es gilt

(mohip ) (pi) € h7H(f)-

Wir kénnen daher eine irreduzible Komponente Q; C h~!(f;) mit den Eigen-
schaften

dimg(Q;) =1 und g € §(Qs)
wahlen. Wir setzen @; = Q(QZ)
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Ist QZ C ]\7, so ist @Q; € {N1,..., N,} und wegen |Gleichung (4'1'13)| ist
Q1 # Ny. Wir setzen o(f;) = Q.
Ist Qi ¢ N, soist Q; € {Rs41,...Rstt}, da wir

Qich M fi)C fiURIU...URsyyy und fi,Ry,...,RsCN

haben. Wir setzen in diesem Fall o(f;) = Q;. Wir zeigen nun, dass die so
definierte Abbildung « injektiv ist.

Ist a(fi) = a(fj) € {Rst1,- .., Reqt}, so ist mit obiger Notation Q; = Qj.
Es folgt X .

m(fi) = h(Qi) = Th(Q;) = 7(f;)

und damit auch f; = f;.

Ist a(fi) = a(fj) € {Na,..., Ny}, so ist mit obiger Notation Q; = Q;
und daher

{ai,q} € B1NQ;.

Da §| B, und (mo h)| p, Isomorphismen sind, ist f; = f; genau dann, wenn

¢; = qj ist. Angenommen es ist ¢; # g;. Dann ist k' (C,O¢) > 1 fiir
C = Bl + Qia

da By # Q; ist. Nach [Lemma 3.2.11|ist also @; ¢ Bs(L). Da Q; = g(Ql) ist
und 7o h(Q;) = p;, ist das Bild von Q; \ Bs(L) unter ® ein Punkt p. Wir

wahlen Hy, Hy € |Ops(1)| mit der Eigenschaft, dass

p € HiNHy ¢ f(Exc(f)) U f(Exc(g))

ist. Dann ist Cp, p, definiert und es ist Cp, p, UC C D1 N Dy. Ein Wider-
spruch zu [Lemma 3.2.11} da Cp, p, ¢ C und h*(C, O¢) = 1. O

Da auf X die Hodge-Zerlegung gilt, ist tatséchlich b3(X) = 0. Die Be-
handlung des Unterfalles ist damit abschlossen.

4.1.2 Nicht-degenerierter Basisort

In diesem Fall kénnen wir den Basisort von |L| im Wesentlichen explizit

beschreiben. Wir zeigen in [Lemma 4.1.20, dass fiir allgemeine D1, Dy € |L|

die Schnittkurve Dj.Ds ein Zykel glatter, rationaler Kurven ist. Im Gegensatz
zu |[Nak96] und dem Beweis zu kénnen wir dann jedoch nicht
unmittelbar schlielen, dass Bs(L) aus nur einer glatten, rationalen Kurve
besteht. Wir konnen jedoch in zeigen, dass andernfalls Bs(L)
aus genau drei glatten, rationalen Kurven besteht. In beiden Féllen sind die
zur letztendlichen Abschitzung von bs(X) verwendeten Methoden denen aus
[Nak96] dann wieder sehr dhnlich. Um ein Gefiihl fiir die mégliche Geometrie
von X im vorliegenden Fall zu bekommen, ist es eventuell hilfreich, zunéchst

das Beispiel aus zu betrachten.

Wir machen im gesamten Unterabschnitt die folgende Voraussetzung.
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Voraussetzung 4.1.19. Zusdtzlich zu|Voraussetzung 4.1.1 nehmen wir an,

dass fiir X gilt, d.h. dass fiir allgemeine D1, Dy € |L| (die Kurve
Cp.,p, definiert ist und) der Triger von Qp, p, aus zwei verschiedenen

Punkten besteht.

Wir haben das folgende einfache Lemma (siehe [Nak96, Lemma 3.3]).

Lemma 4.1.20. Es seien D1, Dy derart, dass die Garbe Qp, p, definiert
ist und thr Trager aus zwet verschiedenen Punkten besteht. Dann ist

C =D;.Dy

ein Zykel glatter rationaler Kurven. D.h. es gibt n € N und fir i € Z/nZ gibt
es glatte rationale Kurven C; C X sowie p; € C; derart, dass

C=Cyo+...+Cph_1
ist, sich die C;’s paarweise transversal (oder nicht) schneiden und

CinJCj =A{pi-1,pi}
J#i
gilt.

Beweis. Seien D1, Dy wie im Lemma. Wir setzen Cy := Cp, p, und wahlen
qo € Supp( glhm). Es ist

dim(Qgﬁ,Dg)qo =1

und mit der Aquivalenz sowie der Glattheit von Cj folgt, dass es (genau)
eine von Cy verschiedene Komponente C; C C mit C] 3 qg gibt und dass
C generisch entlang dieser reduziert ist. Die Garbe leh D, ist also definiert
und es gilt

. C
dim(Qp) p,)g = 1.

Es gibt daher nach [Lemma 3.2.13| (genau) ein q; # go mit h°(qi, lel’ p,) = L.
Auf diese Weise werden ¢; € C; derart definiert, dass sich C; und C;11 in

q; transversal schneiden. Da D N Dy nur endlich viele Komponenten hat,
existiert die folgende Zahl

n=min{leN: (i <1:C;=C))}.
Man sieht leicht, dass fir C' = Cj+ ...+ C,
YO, Oc) =1

ist. Mit [Lemma 3.2.11| folgt C' = C’. Es folgt weiter, dass j = 1 ist und damit
die Behauptung. O
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Das folgende Lemma sagt uns wie sich das Geradenbiindel L auf die
irreduziblen Komponenten von Bs(L) beschrénkt.

Lemma 4.1.21. Es gibtk > 1 und By, ..., Ba_1 C Bs(L) mit L.B; = (—1)°
mit der Eigenschaft, dass fir allgemeine Dy, Dy € |L| gilt

2k—1

D1.Dy = Cp,,p, + Z B;
=1
L.Cp, p, =3

Beweis. Es seien Dy, Dy € |L| derart allgemein, dass sie die Folgerungen von
erfilllen und dass zusatzlich der Tréager von @p, p, nicht in
einem Punkt konzentriert ist. Wir wenden das vorangehende Lemma auf
D1, Dy an und nehmen o.E. an, dass Cp = Cp, p, ist. Nach Wahl von D1, Do
gilt
C; CBs(L) fiur i#0

und wir schreiben B; := C; fiir i 20 und B = Z#O B;. Nach
gilt L.Cy = 3 und es folgt, dass

LB=)Y LB=-1
i#£0

ist. Wir zeigen zwei einfache Behauptungen.
Behauptung 1. Es gilt H(C, —Lic) =0.

Beweis. Nach Grothendieck-Serre-Dualitét gilt H(C, —Lic) ~ H'(C, Lic).
Aus folgt

Hl(DlaoDl) = Hl(X,OX) = HQ(DhODl) = HQ(Xv OX) =0.

Aus den langen exakten Sequenzen zu den mit L tensorierten Idealsequenzen
von D und C folgt, dass

H'(C,Lic) = H'(D1,Lip,) = H'(X, L)

ist. Die letztgenannte Kohomologiegruppe verschwindet, da nach Vorausset-
zung hO(X, L) = 4 ist, sowie x(X, L) = 4 und h?(X, L) = h3(X, L) = 0 nach
Lemma 3.2.9 O

Behauptung 2. Sei L ein Geradenbiindel auf C. Gibt es

a) ig € {1,...,n} derart, dass L.Cy, > 2 ist. Dann gibt es s € H°(C, L) mit
5|Ci0 75 0.

b) ip € {1, ...,n—1} derart, dass L.C;, = L.Cj,41 =1 sind. Dann gibt es -
mit C = Cyy + Ciy1 — einen Schnitt s € HO(C, Lic) mit si¢ # 0.
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Beweis. a) Wir setzen C" := U, ;, C; und S := Cj, N C" = {pj,-1,pi, } und
erhalten eine exakte Sequenz
0— H(C,L) = H%(Ciy, Lic, ) ® H(C', Licr) — H°(S, Ljs).
Nach Voraussetzung ist
h(Cig L, ) = 3 >2=h°(S, L)
und damit folgt die Behauptung.

b) Man sieht leicht, dass ho(é,f/@) = 3 ist. Der Rest des Beweises kann
dann aus a) ibernommen werden.

O]

Da HY(C, —Ljc) = 0 gilt und fiir alle i # 0 die Restriktion
HY(C,L¢) — H°(By, Li,)

die Nullabbildung ist, impliziert Teil a) von [Behauptung 2| dass fiir alle i # 0

~1<LB <1

ist. Nach [Voraussetzung 4.1.1|ist L.B; # 0 und mit Teil b) der Behauptung
folgt, dass fiir alle ¢ # 0, —1

ist. Ist n gerade, so folgt also L.B = 0. Ein Widerspruch zu L.B = —1. Es
gibt daher k£ € N mit n = 2k — 1. Dann gilt

k—1
> (L.Byi—1+ L.By) + L.Byy—y = L.C = —1.
=1
=0
Daher ist L.Cy,_1 = —1 und induktiv folgt L.B; = (—1)%. O

Wir werden zeigen, dass wir ¢ auflésen konnen, indem wir zunéchst die
Kurven B; mit ungeradem Index ¢ aufblasen und danach die Strikttransfor-
mierten der Kurven B; mit geradem Index i. Wir betrachten zunachst die
Konormalenbiindel der B; mit ¢ = 2] — 1. Es gibt ganze Zahlen k; > [; derart,
dass

Np./x = Op, (ki) ® Op,(l;)

ist. Die Adjunktionsformel liefert unter Verwendung von Kx = —2L und
L.B; = —1 die Gleichung

ki+li:deg(KX|Bi_KBi) =2+4+2=4. (4.1.14)
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Wir haben aulerdem Monomorphismen
(Ip, + Ip,) 1B, — Np,/x = Op, (ki) & Op, (i),
OBi(l) ® OBi(l)

die jeweils auBerhalb einer zweielementigen Menge Isomorphismen sind. Es
folgt zunédchst /; > 1 und dann mit (Gleichung (4.1.14)| (jeweils)

(k?i, ll) = (3, 1) oder (k“ ll) = (2, 2)

Wir betrachten nun die Aufblasung g : X = X von X in Ule By;_1 — wobei
anzumerken ist, dass die Vereinigung disjunkt ist — und schreiben Fo;_; fiir
die jeweiligen exzeptionellen Divsisoren. Es gilt E; ~ P(Ngi / ) und daher

A

existieren e;, f; € Pic(E;) mit den Eigenschaften

PIC(EZ) = ZeZ@Zfz, fl = (gl\EA‘Z)*OBz(l)’ e% = ki—li, ezf, =1.

In der Folge werden wir auf die Indexierung der e, f verzichten, sofern diese
unerheblich ist. Wir setzen

k
L= giL — ZE2171-
=1

Dann hat Bs(f/) keine divisoriellen Komponenten und es gilt:

H(X,L)=H°X,L)

OX(_Ei)|Ei - Ngi/f( = e + Iif;
Og(~Ep)p =0 fix i)

In der Folge schreiben wir fiir einen irreduziblen, abgeschlossenen Unterraum
A C X stets A = (g1); 1 (A), sofern dies definiert ist. Mit Dy, Dy € |L| wie
oben ist Di, Dy € |L| und wir betrachten C7 := Dj.Ds. Da sich Dy, Dy
auflerhalb von Cy U Uf:ll By transversal schneiden, ist

k1
C1 C g (Cou | Ba)-
=1

Da in jedem Punkt des Durchschnitts (C’O U Uf:_ll Bgl) N U%:1 By;_1 zumin-
dest einer der beiden Divisoren D1, Do glatt ist, enthélt C keine Faser von

g1 und daher gilt sogar
k—1

Ch = éo -+ Z EQZ.
=1
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Da die Komponenten von C; paarweise disjunkt sind, ist die Abbildung

\/ \/ . . . . .
N ) X| By N B/ X jeweils ein Isomorphismus und weil

ﬁ.égl = (gikL - Egl_l - E21+1).Bgl =1-1-1=-1

ist, haben wir N o/ Op, (1) ® Op, (1). Wir betrachten nun die Aufbla-

sung ¢g2: X — X in Ul:f By, bezeichnen die entsprechenden exzeptionellen
Divisoren mit Ey; sowie die Strikttransformierten der Ey;_1 mit Fo;_1, setzen

g = g1 ° g2 und
2k—1

—92[/ ZEQ[ =g'L — Z E;.
Dann hat Bs(L) keine divisoriellen Komponenten und es gilt:
H(X,L) = H(X, E)
2k—1
K¢=g5 X+ZE21_—2L Z E;

Die Divisoren Ey; sind isomorph zu P! x P'. Es bezeichne fy; € Pic(Egl) das
zu einer Faser von (g2)|g,, assoziierte Geradenbiindel und ey € Pic(By) das
zu einer Faser der anderen Projektion assoziierte Geradenbiindel. Dann gilt

O3 (=Ex) g, = Nél/;z = ey +fy
O%(Ea-1) g, = Ox(Eai1) 5, = fu

Fiir ungerades ¢ setzen wir ¢; := R|E; E;, — E’l Fir i = 1,2k — 1 ist ¢;
eine Aufblasung von EA'Z im Punkt El.éz bzw. Egk_l.égk_z. Die zugehorige
exzeptionelle Kurve bezeichen wir mit F;. Es gilt

Ng /X = i (Ng /X)

(B2)\p, = F1, (Bak—2)|By,_, = For-1-
Fir 2 < I < k—1 ist ¢9_1 Aufblasung von Fo_1 in den zwei Punkten

Egl_l.BQZ_Q und E21_1.§21. Die zugehorigen exzeptionellen Kurven bezeich-
nen wir jeweils mit Fy;_1 und Go;_1. Wir haben

v
NEzzfl/X P (N Ezz 1/X)
Eyalgy , = Foa, Eylg, , = G-
Die Kurve D;.Ds besteht nun genau aus der glatten rationalen Kurve C DDy
und ist die Strikttransformierte von Cy unter g. Es gilt daher

2k—1
L.Cp, p, = (gL — ZE By.5y = 1.
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Aus dem zweiten Teil von [Lemma 3.1.10| folgt, dass Bs(L) N Cp, p, = 0 ist

und daher ist tatséchlich Bs(L) = (). Wir erhalten also ein kommutative
Diagramm

X
y
X
y
X

mit [*Ops(1) = L. Die beiden Fille k = 1 und k > 1 sind grundsitzlich
verschieden.

Fall k=1

Wir nehmen also £ = 1 an. Dann ist Bs(L) = By, die Abbildung g ist lediglich
die Aufblasung in B; und L = ¢*L — E1, d.h. E = E;. Fiir den kanonischen
Divisor von X gilt:

—2¢"L+ FE = K¢ = —4L + aA.

Durch Projektion auf die erste bzw. zweite Komponente von

Pic(X) = g"Pic(X)® Z - [E]
sehen wir, dass a ein Teiler von 2 = —2 +4 bzw. —3 = —4 + 1 ist. Es ist also
a=1, A ~2¢*L — 3E, E ~ 2L — A. (4.1.15)

Daher ist @ := f(E) C P? eine irreduzible Quadrik. Da E eine Hirzebruch-
fliche ist, ist entweder Q ~ P! x P! und Jfie ein Isomorphismus oder @ ist
ein quadratischer Kegel und f|g entspricht der Aufblasung in der Spitze
(dann ist F ~ F9). Der Divisor A wird von f auf eine irreduzible Kurve

C1 C Q abgebildet und zeigt, dass f auBerhalb einer endlichen

Menge die Aufblasung in C] ist. Insbesondere ist die allgemeine Faser von
f|a isomorph zu P! und trifft den Divisor E, so dass nach [Lemma 3.1.2
angewendet auf fio und O¢(F))a,

b3(A) < b1(Ch)

ist. Es bleibt daher b1(C}) < 12 zu zeigen.
Wir erinnern daran, dass C; = (f|E)*_1(Cl) ist. Im Fall Q = Fy ist
C1 = ANE und im Fall Q = Fy enthilt ANE neben C; noch die exzeptionelle

3Wie iiblich soll dies fiir Diagramme mit meromorphen Abbildungen bedeuten, dass
eine geeignete Einschrénkung kommutativ ist.
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Kurve Cy, dNie iiber der Kegelspitze liegt. Nach |[Lemma 3.1.11 ist starker
noch Ajp = C im ersten Fall und es existiert k € Z>1 mit Ajp = C1 + kCx

im zweiten Fall. Wegen A ~ 2¢*L — 3F gilt:

3e + 4f, falls E ~ T,

A~ 3e+ (3l — 2)f =
= ( ) {3e+f,fallsE:IF2

Im ersten Fall ist
hY(C1,Oc,) = h%(Fo, O, (-3, —4)) = h°(Fo, Op,(1,2)) = 6.

Also ist b1(C1) < 12 nach [Lemma 3.1.9| Im zweiten Fall gibt es a € Z>;

derart, dass
A = C1 + aCy € [3e + f| = |3ess + Tf|

ist. Es folgt a < 3.
Ist a = 3, so ist Cy ~ 7f. Ein Widerspruch, da C; irreduzibel und
reduziert ist.

Ist o = 2, s0 ist C € |eso + 7f|. Dann ist Cy eine glatte rationale Kurve
nach [Lemma 3.1.12| Desweiteren gilt e,,.C'y = 5 und deshalb ist

s:=|C1NCx| <5.

Nach [Proposition 3.1.6/ haben wir mit p = f(Cy) eine exakte Sequenz

0— H°C,,C) = H°(C1,C) @ H(p,C) — H(C1 N Cy,C) —
— HY(Cy,C) = HY(Cy,C) = 0.
Daher gilt
b1(C1) = b1 (Cy) +s—1< 4.
Ist o = 1, so ist C € |2eq0 + 7f|. Dann ist h'(Cy, Og,) = h°(Fa, 3f) = 4 und
daher ist bl(él) < 8 nach [Lemma 3.1.9 Wie im Fall o« = 2 erhalten wir

bl(Cl) < bl(él) + eoo.él —1=10.

Fall £ > 1

Um die Abbildung f besser zu verstehen, berechnen wir die Riickziige f/| B
Es gilt:

a) Lip, = ¢ (ei + (i —1)fy) — F; fiir i=1,2k—1

b) Lip, =f(ei+ (i —Df) - F,—G; fir i=21—-12<1<k-1

) Lip, =e;, fiir i=2,1<1<k-1
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Damit ergeben sich unter Verwendung von e? = k; — [; die folgenden Schnitt-
zahlen fiir die drei obigen Falle

a) b) c) (4.1.16)
Lip, -¢te; =k — 1 Lip,-¢fe; =k — 1 Lip,ei=0
Lip,-¢fi =1 Lip,-¢ifi =1 Lig, fi=1
Lip, . Fy =1 Lip, . Fy =1
Lip.Gi=1

Fiir i = 1,2k — 1 setzen wir H; .= f(FE;). Da
LPE = (Lig)?=(djei+li—Df) —F) =k —l;+2,;-2-1=1

ist, sind die H; C P? Hyperebenen. Fir [ = 1,...,k — 1 ist L?.Ey = egl =0
und fir il =2,...,k—1ist

L2 Byy =ky_1—ly_1+2y1—2—1—-1=ky_1+ly_1 —4=0.

Daher werden die Divisoren Fs, ..., Eoi._9 von f kontrahiert — jedoch nicht
zu einem Punkt, da I~/| g, jeweils nicht trivial ist.

Da Pic(X) ~ Z®%* ist und Pic(P?) ~ Z, gibt es neben E, ..., Fop_s
noch genau zwei weitere irreduzible Komponenten

Ay, Agi—q C Exc(f),

die jeweils nicht in Exc(g) enthalten sind. Wir setzen
. |
C; = f(A;) sowie m; = §L .9(4A;)

fir ¢ = 1,2k —1. Wir merken an, dass m; > 1 ist und dass nach [Lemma 3.2.16

der Raum C; jeweils in hochstens einer Hyperebene enthalten ist. Insbeson-
dere ist dim C; = 1 fiir ¢ = 1,2k — 1 und C; ist jeweils keine Gerade. Wir
setzen ferner lp = H1 N Hog_1 und zeigen:

Behauptung 3. Fir allei € {2,...,2k — 2} ist f(E;) = lp.
Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass
lo = f(E1) N f(Bak-1) C f(Exc(f))

ist, da Fy N Fa,_1 = 0 ist. Fiir y € Iy ist also f~1(y) C Exc(f). Sei nun
y € lp \ C1 UCs. Dann sind

FUy)NA =0 und fl(y)N Ay y =0
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und wir erhalten
2k—2

Ty c U En
=2

Die Faser f~!(y) ist zusammenhingend. Jedoch ist fiir alle j € {2,...2k — 2}

der Divisor
2k—1

U &
i=1,i#j
unzusammenhéingend und F; und Fsi_ 1 befinden sich in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten. Fir ¢ = 1,2k — 1 ist [o C H; = f(E;) und es
folgt
U NE £0 und  f7(y) N By £0.

Dabher ist fiir alle j € {2,...,2k — 2}

fHy)NE; #0,

also y € f(E;). Wir haben zuvor gesehen, dass lg ¢ Cy U Cy ist. Also ist
y € f(E;) fir allgemeines y € lp und alle j € {2,...,2k — 2}. Dies impliziert
die Behauptung. O

Es gibt c1,...,cop—1 € Z>1 mit der Eigenschaft, dass

2k—1 2k—2
*QQ*L + Z E, =K = —4L + 11 + cop_1Dop_1 + Z ciE;
=1 1=2

ist. Unter Verwendung von L = ¢*L — Z?ﬁ;l FE; folgt:

2%—2
1A + cgp1Dgp—1 ~29°L — 3E) —3Ey_1 — > 3+ ¢)E;
i—2
) 2%—2
=2L— By — By — Y (1+¢)E;. (4.1.17)

i=2
Durch Anwenden von g, auf die erste Zeile erhalten wir
cimi + Cog—1Mog—1 = 2
und es folgt
€1 = Cok—1 =M1 = Mmaog_1 = 1.

Insbesondere ist g(A;) € |L|, fir i = 1,2k — 1. Es gibt also a;,b; € Z>o mit
der Eigenschaft, dass

2k—1 ~ 2k—1

Aq ~ g*L - Z (a,- + 1)Ez =L- Z a; F;
=1 i=1
2k—1 2k—1

Aop_q ~ g*L — Z (bl + 1)Ez =L - Z b, E;.
=1 =1
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Einsetzen in (4.1.17) liefert a1 + b1 = agp_1 + bor—1 = 1. Desweiteren haben
wir, da A; von f kontrahiert wird,

0=IL%’A1=1—a; — a1
0=L%Agp_1=1-b — by
und bis auf Vertauschen von A; und Ag_1 folgt
ay = bop_1 =1, agg—1 =0by =0.
Aus a1 = bog_1 = 1 folgt
C;C Hy fir i=1,2k—1
und wie im Beweis von folgt daraus
degy,(C;) >3 fiir i=1,2k— 1. (4.1.18)

Um die Anzahl der Komponenten von Bs(L) zu beschranken benttigen wir
die folgende Behauptung.

Behauptung 4. Fir alle 2 < i < 2k — 2 sind
a;>1 und b; > 1.

Beweis. Folgt unmittelbar aus a; = bor_1 = 1 und der nachfolgenden Be-
hauptung. O

Behauptung 5. Sei s € HO(X,L) und 2 < i < 2k — 2. Dann gelten die
folgenden Implikationen:

S|Ei,1:0_>3|Ei:O7 3|Ei+1:0_>S\Ei:0

Beweis. Sei also s € HO(X, L) und 2 < i < 2k — 2. Ist 4 = 2I, so schneiden
E;_1 und E;;1 den Divisor E; jeweils in einer Faser (bzgl. g2) und es ist

S|E; € HO(EZ',GZ').

Wenn ein solcher Schnitt entlang einer Faser verschwindet, so ist er schon
identisch 0.

Sei nun ¢ = 2] — 1 ungerade. Wir erinnern daran, dass in diesem Fall F;
eine Aufblasungen von Fy oder Fy in zwei Punkten ist, die in verschiedenen
Fasern (bzgl. g) liegen. Es ist ;1 N E; = F; und E;11 N E; = G;. Das
Geradenbiindel

Lig, = ¢ (ei + (I = )fi) = F; — G;

ist basispunktfrei und nach |Lemma 3.1.1|ist entweder E; = P! x P! und die

beiden aufzublasenden Punkte liegen auch auf verschiedenen horizontalen
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Fasern oder es ist EZ- = F5 und die aufzublasenden Punkte liegen beide nicht
auf der Kurve C.

Im ersten Fall seien Ay, As die disjunkten (—1) - Kurven, die G; schneiden
und Az = F;. Wenn wir die Kurven Aq, Ay, A3 niederblasen, erhalten wir
p: E; — P2, Die Bilder der exzeptionellen Kurven sind nicht kollinear und

mit [Cemma. 3.1.1] berechnen wir
E|El = p*O[PQ(l) — A3.

Falls ein globaler Schnitt in diesem Biindel entlang A3 = F' verschwindet, so
ist er identisch 0. Dies zeigt die erste Implikation. Die zweite Implikation folgt,
vollig analog (E; lisst sich noch auf eine zweite Weise zu P? niederblasen).
Im zweiten Fall lasst sich E; als Aufblasung p: E; — P? in zwei infi-
nitesimal nahen Punkten, sowie einem Punkt, der nicht auf der ,Verbin-
dungsgeraden“ der beiden ersten liegt, auffassen. Es seien Aq, Ao, A3 die
exzeptionellen Kurven. Wir kénnen fiir die exzeptionelle Kurve iiber dem
isolierten Punkt sowohl A3 = F; als auch A3 = G; erreichen. Wieder mit

[Lemma 3.1 erhalten wir
_Z/|EZ == p*OPQ(l) - Ag.

Verschwindet ein globaler Schnitt dieses Geradenbiindels entlang As, so ist
er schon identisch 0. Die Behauptung folgt. O

Wenn wir die folgende Behauptung gezeigt haben, ist es leicht den Beweis
abzuschlieflen.

Behauptung 6. Es ist
2k—1=3 und degy, C1 = degy, C3 = 3.
Insbesondere haben wir by(C1) < 2 und b1(C3) < 2.
Beweis. Firi=2,4,...,2k—2und j = 3,5,...,2k — 3 haben wir
Ailg, ~ (L —a1By — az b))k,
~ I~/|E1 + (ei + llfl) — a2F1
Ailg, ~ (L —ai1Eio1 — a;E; — ai1Ei)) s,
~ Lip, — (ai—1 + air1)fi + ai(e; + ;)
Arlg; ~ (L= aj1Ej1 — a;Ej — aj1Ej1) g
~ L|Ej — aj_le + ajéj(ej + ljfj) — aj+1Gj
At|gy_y ~ Ly, — a2k—2F2k1.

Fiir alle 4 sind die Divisoren A;|g, effektiv, da E; # A ist. Fiir alle ¢ > 2
wird Ay N E; von f kontrahiert, da fiir alle ¢ > 2

fATNE;) C f(A) N f(E;) CC1N Hagq
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ist und dim C1 N Hop—1 = 0. Fiir ¢ > 2 ist also (Al.f/)Ei = 0. Unter Verwen-

dung von (4.1.16)) erhalten wir:

0= (AIL)EZ =a; — (ai_l + ai+1), firt=2,4,...,2k—2
0= (Al-E)Ej =3a; — (aj_l —i—ajH), fir j =3,5,...,2k—3
0= (Al.E)E2k71 =1- agk—9

Formal ergeben diese Gleichungen sukzessive
agk—2 =1, age—3=1, ag-4=2, ags5=1, agk-yc=1 axk-7=0.

Da fiir alle ¢ < 2k — 1 die Ungleichung a; > 1 gilt, erhalten wir daraus,
dass entweder 2k — 1 = 3 oder 2k — 1 = 5 ist. Nach dem ersten Teil von

sind die Kurven (Aj)|g, und 1 = (fig,)x*(C1) auBerhalb
von Exc(f|g,) identisch. Es gilt daher

OHl(l).Cl = (fGElOHl(l).Al)El = (EAl)El =4 — as.

Wir wissen aber bereits aus (4.1.18]), dass degy, (C1) > 3 ist. Daher gilt
as = 1 und es folgt, dass 2k — 1 = 3 ist. Nach haben wir

b1(Cy) <2-h'(Cy,0¢,) = 2.
Vollig analog zeigt man by = 1 und b1(Cs) < 2. O

Wir haben Ngg/j(
rium von Fujiki und Nakano (siehe [Proposition 2.2.2)) eine Mannigfaltigkeit
Y und eine holomorphe Abbildung h: X — Y, die F> entlang der Abbildung
fiE, (also derjenigen Abbildung, die Kurven mit Klasse e kontrahiert) kon-
trahiert. Es ist klar, dass es genau eine Abbildung fo: Y — P3 mit f = fyoh
gibt. Diese ist holomorph auflerhalb von h(Es3) und iiberall stetig, also tiberall

holomorph.

= g; + f;. Darum existiert nach dem Kontraktionskrite-

Xy

f\\\f2
3

P
Nach [Cemma 3.1.8] ist

b3(X) = b3(X) = b3(Y).
Fir ¢ =1,3ist f*H; = E; + E> + A; und daher ist
foH; = h(E;) + h(A;).

Mit zweimaliger Anwendung von [Lemma 3.1.11]|folgt, dass fo auflerhalb einer
endlichen Menge die Aufblasung von P2 in C;UCj5 ist. Insbesondere folgt, dass
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die allgemeine Faser von fg\h( A1)UR(A5) glatt, rational und zusammenhéngend
ist und dariiberhinaus den Divisor h(E}) + h(E2) in genau einem Punkt
schneidet. Daher kénnen wir m auf die Abbildung fa|n(a,)un(as)
und das Geradenbiindel Oy (h(E1) + h(£3)) anwenden und erhalten

b3(h(A1) U h(A3z)) < b1(C1 U Cs).

Es ist klar, dass Exc(f2) = h(A1) Uh(A3) ist. Aus [Proposition 3.1.6 erhalten
wir die exakte Sequenz

H3(P?,C) — H*(Y,C) @ H*(Cy U C3,C) — H*(Exc(f2),C)
—_———— —_——
-0 =0
und es folgt b3(Y) < bs3(Exc(f2)). Daher ist insgesamt
bg(X) < bl(Cl U 03)

Wir haben |C1NC3| < 3, da C1NC3 C lp = HiNHs ist und die Kurven jeweils
Grad 3 haben. Falls C; N C3 # 0 ist, liest sich die Mayer-Vietoris-Sequenz
aus [Proposition 3.1.6| fiir die Abbildung C; [ C3 — C1 U C3 wie folgt

0 C—C2a H(C1NC3Q) — (H(C1NC3,0) " —
— HY(C1UC3,Q) — HY(C1,Q)® HY(C3,Q) = 0
und wir erhalten
b1(CL U Cs) = by (Ch) + ba(Cs) + |C1NCs| —1<24+2+3—1=6.

Falls C1 N C3 = ) erhalten wir sogar b1 (C1 U C3) < 4 — man iiberzeugt sich
jedoch leicht davon, dass dieser Fall nicht auftreten kann. Der Beweis von

vatz 3.2.6|ist damit abgeschlossen.

4.2 Beweis von Satz 3.2.7

Wir erinnern daran, dass wir unter [Voraussetzung 4.2.1| die Ungleichung
b3(X) < 6 zeigen wollen. Wie bereits zu Beginn des letzten Abschnitts er-
wahnt, konnen wir hier relativ leicht zeigen, dass Bs(L) aus nur einer glatten,
rationalen Kurve besteht. Die verwendeten Methoden sind im Wesentlichen
mit denen aus [Nak96| identisch.

Im gesamten Abschnitt gelten die Voraussetzungen von D.h. es
gilt

Voraussetzung 4.2.1. Zusdtzlich zu|Voraussetzung 3.2.8 nehmen wir

s=h'X,L)=5

an.
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Sei wieder ® die von L induzierte Abbildung und sei Y c P* das Bild
von ®. Wir haben dimY = 3 nach [Kol91, Lemma 5.3.11]. Die Abbildung ¢
ist offensichtlich kein Morphismus. Andernfalls wére

2=1L3=(®*Oy(1))® = deg® - Oy (1) > 2deg ®.

Dann wéare ® ein birationaler Morphismus und Y eine Quadrik. Das ist
absurd, weil Kx = —2L ist. Also ist ® kein Morphismus und folglich ist,

nach Y eine Quadrik und ® bimeromorph.

Das folgende Lemma zeigt (im Wesentlichen), dass Bs(L) relativ einfache
Gestalt hat.

Lemma 4.2.2. Fiir allgemeine Dy, Dy € |L| ist die Garbe Qp, p, nicht in
einem Punkt konzentriert. Die Kurve D1.Dy ist reduziert und enthdlt neben
Cp, p, genau eine weitere (glatte, rationale) Komponente.

Beweis. Wir fixieren zunéchst eine Auflésung der bimeromorphen Abbildung

L
X
9
X- - =@ cP

und verwenden die Notation aus dem Beweis von [Satz 3.2.6, D.h. Eq,..., E,
sind die irreduziblen Komponenten von Exc(g),

I={ie{l,....,n}| E; ¢ Exc(f)},

und {A; | i € I} ist die Menge derjenigen f-exzeptionellen Divisoren, die
nicht g-exzeptionell sind. Seien F, H' die eindeutig bestimmten Divisoren
mit der Eigenschaft, dass

JKx +F =Ky = f"Kgs+H'

ist. Durch Projektion auf g* Pic(X) sieht man, unter Verwendung von Kx =
—2L und Kgs = —30¢s(1), dass |I| = 1 ist — wir schreiben I = {ig} — und
H' die Form

H' =Ay,+H, H=)> b-E
idl
hat und aulerdem g(A;,) € |L| ist. Wir setzen
E:Eiov A:Aim Q:f(E)v B:g(E)
Seien H1, Hy € [Ogs(1)] allgemein mit den folgenden Eigenschaften

® Iy, u, ist irreduzibel,
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® lpm, ¢ f(EXC(g)>7
® iy 1, N f(Exe(f)) =0,
° |lH1,H2 ﬂQ| > 2.

Dann ist die Strikttransformierte [, Hi,Hy C X nicht in Exc(g) enthalten und
es gilt
uHLHz NE|>2

Werden zwei verschiedene Punkte in Iz, g7, N E von g auf denselben Punkt
abgebildet, so ist die Kurve

Cpy,p, = g(ZHl,HQ) C D1.Ds

dort singuldr und es ist Cp, p, = D1.D2 nach [Lemma 3.2.T1} Das ist ein
Widerspruch, weil nach [Lemma 3.2.17| der Basisort Bs(L) eine Kurve enthélt.

Also schneidet Cp, p, die Menge B = ¢g(E) in mindestens zwei verschiedenen
Punkten. Insbesondere ist dim B = 1. Folglich ist

CD1,D2 NnB C SUPP(QD1,D2)7

wobei wir daran erinnern, dass Supp(Qp, p,) gerade der Ort in Cp, p, ist,
wo lokal Cp, p, # D1.D3 ist. Die erste Behauptung folgt.
Ferner folgt hl(CDhDQ,OcDLDQJ,_B) > 1 aus |Cp, p, N B| > 2. Daraus

wiederum folgt mit [Lemma 3.2.T1], dass D;.Ds = Cp, p, + B ist und dies

zeigt die letzten beiden Behauptungen. O

Wir haben also gezeigt, dass B die einzige Kurve in Bs(L) ist. A priori
konnte Bs(L) noch isolierte Punkte enthalten. Wir werden dies ausschliefien,
indem wir zeigen, dass die Aufblasung von X in B die Abbildung ® bereits
auflost. Zunéchst haben wir das folgende Lemma.

Lemma 4.2.3. Fir Dy, Dy € |L| allgemein wie im vorangehenden Lemma
gilt

L.CD17D2 =s—1=4
und folglich L.B = —2.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus unter Ver-

wendung der Tatsache, dass D1.Dy = Cp, p, + B reduziert ist. Die zweite
folgt aus L? = 2. O

Wir vergessen die Auflésung aus dem vorangehenden Beweis und betrach-
ten die Aufblasung ¢g: X — X von X entlang B. Der exzeptionelle Divisor
g 1(B) sei mit E bezeichnet.

E
B

S

C

-
Q

b

C
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Das Konormalenbiindel N} /x ldsst sich schreiben als Op(a) ® Op(b), mit
a > b und nach der Adjunktionsformel gilt

Kxp = Kp +det(Np,x) also:  a+b=4+2=6. (4.2.1)

Es ist E ~ P(N} /X) ~ F,_p und im Folgenden bezeichne wieder f eine
Element in Pic(F), das zu einer Faser der Projektionsabbildung £ — B
gehort und e € Pic(E) sei derart, dass e = a — b und e.f = 1 ist. Dann gilt

NV

(6°Djp=LB-f,  Og(~E), =Ny

=e+b-f.
Wir setzen L = g*L — E, so dass Bs(L) keine divisoriellen Komponenten
enthalt und
HY(X,L)= H%X,L)

ist. Fiir D1, Dy € |L| allgemein wie im obigen Lemma sind Dy, Dy € |L| und
es ist

Dy.D2 = Cp,,p, = 9. 'Cpy.py
da sich D1, Dy entlang B\ Cp, p, transversal schneiden und in jedem Punkt
p € BNCp, p, mindestens einer der beiden Divisoren Dy, Dy glatt ist (wegen

(QD17D2);D = C) Es gilt
LCp,p,= (L —E).Cp, p, =4—2=2.

Aus dem zweiten Teil von [Lemma 3.1.10| folgt, dass Bs(L) = () ist. Also

erhalten wir eine holomorphe Abbildung f: X — Q3 mit f=o¢rog:

X
e
g

x - Q3

Wir setzen A = Exc(f) und C := f(A). Der Divisor A ist irreduzibel, da
Pic(X) ~ Z2 ist. Also ist auch C' irreduzibel. AuBerdem ist mengentheoretisch
f~1(C) = A, da f zusammenhingende Fasern hat. Da C nach
in hochstens einer Hyperebene enthalten sein kann, ist dimC' = 1. Wir
wenden [Proposition 3.1.6|an, um die folgende exakte Sequenz zu erhalten

H3(Q3,C) = H3(X,C) @ H3(C,C) — H*(A,C).
=0

=0
D.h. es gilt b3(X) < b3(A). Da wegen [Lemma 3.1.8 b3(X) = b3(X) ist, reicht

es also b3(A) < 6 zu zeigen. Es gibt a € Z>; mit

g*KX+E: KX :f*KQ3—|—aA
—29"L+FE= Kg; =-3L+aA

A

L-E= K; =aA.
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Also ist a = 1 und g(A) € |L|. Da E # A ist, wird E von f birational auf
sein Bild @ = f(F) abgebildet. Es gilt

Ogs(V)2 . fiE=L*E=(Lip)?=(e+(b-2)f)’=a—-b+20—-4=2,
so dass f(FE) eine (irreduzible) Quadrik ist. Es gibt daher zwei Falle:

1. E~TFy=P!x P! und fig + E — @ ist ein Isomorphismus

2. ' ~TF5 und @ ist ein quadratischer Kegel

Wir veranschaulichen die Situation in einem Diagram:

X o> EUA > E > ENA

L

@ > Q = Q > C
Nach dem zweiten Teil von [Lemma 3.1.11]ist f im allgemeinen Punkt von

C die Aufblasung von Q? in C. Insbesondere ist die allgemeine Faser von
fia glatt, rational und zusammenhéngend und schneidet F (transversal in

genau einem Punkt). Wir kdnnen daher [Lemma 3.1.2j auf fio und O ¢(E)|a

anwenden und erhalten

b3(A) < b1(C).

Nach [Lemma 3.1.9| gilt b, (C) < 2h'(C, O¢). Also bleibt, um den Beweis von
Satz 3.2.7| abzuschliefen, h!(C, O¢) < 3 zu zeigen. Wir unterscheiden dafiir
die beiden oben genannten Fille.

Sei zunéchst E ~ Fy. Da E ~P(Op(a) ® Op(b)) ist, gilt a = b. Also ist
wegen a=>b=3 und es gilt

Ox(-E)

:OP( Vi

NB/X)(l) =e+ 3'F

|E

Desweiteren ist hier A N E isomorph zu C' (vermoge f). Nach dem ersten

Teil von [Lemma 3.1.11}ist Ianp = (Ia)|p- Es gilt
(Ia)p = (B —L)p = (2E — g"L)|p = —(2e + 6f — 2f) = —(2e + 4f)

Ein Ausschnitt aus der langen exakten Sequenz zur Idealsequenz von C' in @)
sieht daher wie folgt aus:

Hl(Q,OQ) — Hl(C, Oc> — HQ(Q,OQ(—Q, —4)) — H2(Q,OQ)
————— ————

=0 =0
Nach Serre-Dualitiit ist h?(Q, Og(—2, —4)) = h°(Q, Og(0,2)). Also gilt

hl(cv OC) = h2(Q’ OQ(72’ 74)) = hO(Q7 OQ(O’ 2)) =3.



96 Kapitel 4. Beweis der beiden Haupthilfssétze

Sei nun Ey ~ Fy. Dann ist a — b = 2 und daher (a,b) = (4,2) wegen ([{.2.1)).
Wir bezeichnen, wie iiblich, mit Co, C E die eindeutig bestimmte Kurve mit
C2 = —2. Diese Kurve wird von f auf die Spitze des Kegels @ abgebildet.
Insbesondere gilt Coo € A. Wir setzen C1 = (fig),*(C). Aus dem ersten

Teil von folgt
(Ia,x)1E\Co = ey, E)|E\Coo -
Es gibt daher a € Z mit der Eigenschaft, dass
0 Co+Cr=Ap~(L—E)p=—2f+2e+4f = 2e + 2f

ist. Da Coo C AN E ist und C7 effektiv, gilt 1 < a < 2. Falls a = 2 ist, folgt
C4 € |6f] — ein Widerspruch, da C irreduzibel und reduziert ist. Also ist a = 1

und C; € |e + 4f|. Es folgt mit [Lemma 3.1.12| dass C eine glatte rationale

Kurve ist. Auflerdem folgt, dass C;.Cs = 4 ist. Mit [Proposition 3.1.6|erhalten
wir die folgende exakte Sequenz

0— H°C,C) — H°(C,,C)® H({p},C) —» H°(C, N Cx,C) —
— HY(C,C) — 0.

Es gilt daher b;(C) = |CNCx| —1—1+1<4—1 = 3. Der Beweis von
ist damit abgeschlossen.



Anhang A
Ein Beispiel

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass es nicht-projektive Mannigfaltigkeiten
gibt, die [Voraussetzung 3.2.8| erfiillen und fiir die die erste Alternative in

eintritt.

Proposition A.0.4. Es gibt eine Moishezon Mannigfaltigkeit X der Dimen-
ston 3 mit

Pic(X) = ZL, hO(X, L) = 4, L3 =2, Kx = —2L,
die nicht projektiv ist.
Beweis. Wir starten mit P3, wihlen zwei verschiedenen Hyperebenen
Hy,Hy CP?

und schreiben Cy := H; N Hs fiir die Schnittgerade. Ferner wahlen wir
paarweise verschiedene Punkte p1, p2, p3, ps € Cp und glatte, ebene Kubiken

Cl CHl, 02 CHQ,

die Cp in den Punkten p1, p2, p3 bzw. p1, p2, p4 schneiden. Nun bezeichnen wir
mit fi: Y — P3 die getwistete Aufblasung von P? entlang C; und Cs, wobei
wir nahe (in der komplexen Topologie) p; zuerst C7 und dann die Strikttrans-
formierte von C9 aufblasen und nahe py in umgekehrter Reihenfolge verfahren.
Fiir eine Hyperebene H € |Op1(1)| schreiben wir stets H = (f1); ' H fiir die
Strikttransformierte. Wir betrachten die Einschrédnkung

flIHIZ I;’l — Hl.

Auflerhalb von C5 ist diese eine Isomorphismus, weil C; C Hi ein Cartierdivi-
sor ist. Ebenso ist sie nahe p; ein Isomorphismus, weil nach Aufblasen von C;
die Strikttransformierte von Cy die Strikttransformierte von H7 lokal {iber py
nicht mehr schneidet. Nahe ps und p4 entspricht sie gerade der Aufblasung im
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jeweiligen Punkt. Analog entspricht die Einschrinkung f1| 7, der Aufblasung
von Hs in den Punkten p1, ps.

Es bezeichne Cy die Strikttransformierte von Cy unter h und A; =
frHC),i = 1,2, die exzeptionellen Divisoren. Man beachte, dass Cy eine
glatte rationale Kurve ist und die Divisoren A; jeweils in genau zwei Punkten
transversal schneidet. Diese seien mit ¢, g3 bzw. 42, Q4 bezeichnet derart,
dass fi1(¢;) = p;- Man iiberzeugt sich leicht, dass Co = Hy N Hy ist. Da
H; € |f1*Ops(1) — A ist, gilt daher fiir das Konormalenbiindel von Co:

2

Es bezeichne nun .
fg: X =Y

die Aufblasung von Y im Zentrum Cjy, Ey den zugehorigen exzeptionellen
Divisor und H; = fo, LH,. Die Einschrankung

foyz,: Hi — H;

ist fiir ¢ = 1,2 jeweils ein Isomorphismus, weil Cy C H; Cartiersch ist. Die
Kurven C; = EogN H;, i = 1,2 sind disjunkt. Es gilt By ~ P! x P!, wobei wir
die erste Projektion mit der Einschrinkung fo \Bo identifizieren und deren
Fasern wir mit fy bezeichnen, die der zweiten Projektion mit eg. Dann gilt
wegen :

Vv _
NEO/XQ =€ +f0

Nach dem Kontraktionskriterium von Fujiki und Nakano gibt es eine kom-
plexe Mannigfaltigkeit X und eine holomorphe Abbildung

gg:X—)X,

die By entlang der zweiten Projektion kontrahiert und auferhalb davon ein
Isomorphismus ist. Wir setzen E; := gg(f[ ). Bs ist C; € |eg| und daher ist
E1 N Ey = (. Die Einschrankung ng a,: Hi = FE; ist eine Niederblasung der
glatten rationalen Kurve C; C H;. Damit gilt E; ~ P! x P!. Wir wollen
die Konormalenbiindel von Ej, Ey bestimmen. Es gilt einerseits g5 N

B/X
NY i 8 92 5(Ig;) = I, ist, und andererseits
N]ﬁrl/x (=f"Ops(1) + Ay +E0)|g1 =

= —f‘h(’)Hl(l) + 3f|}1(9H1(1) — Ay + fﬁqloHl(l) — Ay — Ay =
= 317, Om (1) = 242 — As = (92/77,)" (e1 + 21)

Niyx = (= 0m(1) + Ay + E) g, =
= _f‘}ong(l) + 3f|>;~{2OH2(1) — A+ f|%2OH2(1) — A — Az

= 3f|*f{20H2(1) - 2A1 - A3 = (92|H2)*(62 + 2f2)
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Wieder nach dem Fujiki-Nakano—Kontraktionskriterium gibt es eine Man-
nigfaltigkeit X und eine holomorphe Abbildung g¢;: X = X, die E; und
Es entlang ihrer zweiten Projektionen kontrahiert (d.h. Kurven mit Klasse
f; werden kontrahiert). Diese entsprechen Geraden in H; durch den Punkt
p2 bzw. Geraden in Hs durch den Punkt p;. Man zeigt leicht, dass die
Mannigfaltigkeit X

Pic(X)=12zL, h(X,L)=4, L[*=2  Kx=-2L

erfiillt. Ware X projektiv, so miisste das Geradenbiindel L ample sein. Man
sieht jedoch leicht, dass es auf der Kurve B; = go(F1) Grad —1 hat. Also ist
L nicht ample und damit ist X nicht projektiv. O

Bemerkung A.0.5. In Bezug auf|Satz 3.2.0 ist es noch interessant bs(X)
zu bestimmen. Nach haben wir

b3(X) = b3(X) = b3(X) = b3(Y).

Nach [Proposition 3.1.6] haben wir eine exakte Sequenz

H3(P?,C) — H3(Y,C) @ H3(C, U Cy,C) — H3(A; U Ay, C) —
=0 =0

— HY(P?,C) — H4(Y_,<C) ® 0.
Die Abbildung in der zweiten Zeile ist injektiv und daher gilt
b3(Y) = b3(A1 U Ag).
Die erste Abbildung im folgenden Ausschnitt aus der Mayer-Vietoris Sequenz

H%*(A1,C) @ H*(As,C) — H*(A1 N Ay, C) —
=C2
— H3(ALUA,,C) = H¥(A,C) ® H3(A3,C) =0

ist surjektiv. Daher ist
b3(A1U Ag) = b3(Aq) + b3(Ag).

Die Fliche Ay resp. Ag ist die Aufblasung eines P*-Biindels iber Cy resp.
Cy in zwei Punkten. Nach haben wir daher

by(A) = b (Cy) =2, i=1,2.

Also ist b3(X) = 4.
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