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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll die Nutzbarkeit des alternativen Posit-Zahlenformates im Vergleich zu den
herkémmlichen IEEE-574 Gleitkommazahlen bei der Verwendung in Runge-Kutta-Verfahren
mit gemischter Genauigkeit untersucht werden. Diese sogenannten "Mixed-Precision” Verfah-
ren verwenden fiir den Loser zwei verschiedene Zahlenformate, eine genaueres und eines mit
reduzierter Genauigkeit, wobei bei herkbmmlichen Verfahren dieser Art von IEEE Float For-
maten unterschiedlicher Bitlangen Gebrauch gemacht wird. Ziel dieser Arbeit ist es nun, durch
Untersuchung experimenteller Ergebnisse auszuwerten, ob sich diese Datentypen durch Posits
austauschen lassen, und diese Verfahren dann erstens dasselbe Konvergenzverhalten erreichen
kénnen und zweitens mit dem Fehlerverhalten der IEEE Floats mithalten konnen oder dieses
gar iibertreffen kénnen. Zu diesem Zweck wurde ein Framework entwickelt, dass per Softwa-
resimulation Posit-Arithmetik emuliert, und damit Losungsverfahren gemischter Genauigkeit
nach den Schemata aus Publikationen von [1] und [2] konstruiert. In der Evaluation konnten
flir diese mit Posits dieselben aus der Theorie zu erwartenden Fehlerverhalten reproduziert
werden. Im direkten Vergleich zu ihren gleich grofen Float-Aquivalenten konnten die Posits
stets die gleiche Grofenordnung von Fehler erreichen, und fiir einige Szenarien sogar diesen
Fehler verringern.

Abstract

This thesis seeks to evaluate the usability of the alternative Posit number format as a replace-
ment of IEEE-574 floating point numbers in mixed precision Runge-Kutta methods. Whereas
the conventional mixed precision solvers use differently sized IEEE Floats as the formats for
the reduced precision and work precision parts of their calculations, this thesis aims to re-
place these datatypes with equivalent Posit formats in order to evaluate the impact of this
alternative arithmetic on the results of the ODE solvers. To prove their usabiliy, these solvers
are compared against their Float-using counterparts in regards to their convergence and error
behaivour. In order to support these evaluations, a framework that provides software simula-
tion of Posit arithmetic was implemented, which was then used to implement the two types of
mixed precision Runge-Kutta solvers as proposed by [1] and [2]. Evaluating their results sho-
wed that the methods using posits could replicate the same convergency as floats and fullfill
expectations from theory. Furthermore, comparing them to Floats of the same size, Posists
could always reach the same order of magnitude of error, and in some cases even manage to
outperform the Float results.

iii



1 Einleitung

Im Jahre des Verfassens dieser Arbeit feiert der IEEE-754 Floating-Point-Standard, erschienen
1985, seinen vierzigsten Geburtstag und bestimmt damit seit vier Jahrzehnten mafkgebend die
Art und Weise wie Computer mit reellen Zahlen rechnen. Dabei ist er aber abgesehen von
kleineren Erweiterungen in seinen Grundprinzipien seitdem unverindert geblieben. Da die
IEEE-754 Floats mit ihren 40 Jahren aus einer anderen Zeit stammen und mit den Anforde-
rungen fiir altere Hardware entworfen wurden, die heute nicht mehr zeitgeméf sind, erscheinen
immer wieder alternative Zahlenformate, die die Computerreprasentation von FlieRkommazah-
len zu modernisieren versuchen. Das bekannteste davon sind heute die Posits, welche 2017 von
Gustafson [3] vorgeschlagen wurden. Neben einer flexibleren Darstellung, die erméglichen soll
grofere Genauigkeiten und Zahlenbereiche als Floats erreichen zu kénnen, adressieren sie zu-
sitzliche Unstimmigkeiten der IEEE-754 Flielskommazahlen wie der doppelten Kodierung der
Null.

Ein weiterer Entwicklungstrend, der sich im Feld des numerischen Rechnens beobachten lasst,
ist die haufigere Verwendung von verringerten Genauigkeiten, um mit weniger Speichertrans-
fers die Speichergebundenheit von Programmen zu iiberwinden [4]. Diese Arbeit versucht diese
beiden Ansétze zu fusionieren, also Verfahren von gemischter Genauigkeit (Mixed-Precision)
mit dem modernen Posit-Zahlenformat anstatt von IEEE Floats durchzufiihren. Speziell wur-
den hier Runge-Kutta-Verfahren zum Losen gewohnlicher Differentialgleichungen als das zu
untersuchende numerische Verfahren gewéhlt. Die hier verwendeten Loser entstammen den
Arbeiten von Grant [1], der implizite Verfahren betrachtet, sowie Croci [2] der ein Schema fiir
explizite Runge-Kutta-Chebyshev-Verfahren mit gemischter Genauigkeit vorstellt. Fiir erste-
res existieren bereits mehrere empirische Auswertungen zu dessen Stabilitdtsbereich in |5
sowie zu dessen Fehlerverhalten und Performance in [6], [7], welches hier versucht werden soll
flir Posits zu reproduzieren.

Die Zielsetzung ist dabei die Untersuchung, ob Posits die IEEE Flieftkommazahlen in den
Mixed-Precision-Runge-Kutta-Verfahren austauschen kénnen, ohne das Verfahren in seiner
Konvergenz zu storen, und ob sie sich auf die Genauigkeit des Endergebnisses positiv auswir-
ken konnen. Das Erreichen der gleichen Ergebnisgenauigkeit durch Verwendung von weniger
Bits konnte einen groften Vorteil bedeuten, da es speichergebundene Algorithmen beschleu-
nigen konnte. Mangels Hardwareunterstiitzung fiir Posits konnen die Auswirkungen auf die
Performance hier nicht akkurat bemessen werden, da die Posits per software simuliert werden
und durch diese langsame Simulation die Speichergebundenheit der Verfahren verloren geht,
weswegen der Fokus dieser Arbeit deswegen umso mehr auf einer Fehleranalyse im Vergleich
mit den Floats liegt.

Zur Untersuchung von Posits in Runge-Kutta-Verfahren gemischter Genauigkeit exisitert dabei
heute noch keinen Vergleichsliteratur. Einzig fiir gewthnliche Runge-Kutta-Verfahren erschien
im spéiten Verlauf der Ausarbeitung eine Evaluation von Murillo [8], in der das klassische
RK4 Verfahren fiir Posits erfolgreich mit geringerem Fehler als fiir Float-Typen derselben
Bitldnge getestet wird. Aktuelle praktische Untersuchung der Posits fokussieren sich dagegen



eher auf deren Nutzen in neuronalen Netzen [8|, [9] oder andere numerische Verfahren [10].
Diese Arbeit selbst entstand als Fortfiihrung vorheriger Abschlussarbeiten am Lehrstuhl, die
sich mit Mixed-Precision-Runge-Kutta-Verfahren [11], 12| sowie Posits 13| gesondert befasst
haben.

Diese Arbeit ist dabei in drei Teile untergliedert: Im ersten wird die Theorie hinter den bei-
den betrachteten Zahlenformaten, IEEE Float und Posit, erlautert, sowie die Grundlagen der
Runge-Kutta Verfahren und die konkreten Schemata der Mixed-Precision Verfahren aufge-
zeigt. Der zweite Abschnitt befasst sich mit der Implementierung der Theorie und der umge-
benden Systeme, die zur Auswertung der Differentialgleichungsloser benotigt werden. Besagte
Auswertung findet im letzten Abschnitt statt, in dem die Loser mit Posts fiir verschieden For-
mate, Szenarien und Anfangswertprobleme getestet und mit den Losern mit Floats verglichen
werden.



2 Theorie

2.1 Zahlenformate

Gleitkommazahlen sind die maftigebende Grundlage zur Darstellung von reellen Zahlen in mo-
dernen Computersystemen. Zusammengesetzt aus einer Mantisse m und einem Exponenten e,
vermogen sie einen groferen Zahlenbereich der Reellen Zahlen abzubilden als Festkommazah-
len, da mit der beliebigen Wahl des Exponenten das Komma verschoben werden kann bzw.
gleiten kann, was sie zu ihrem Namen bringt. Diese genannten Komponenten stellen reelle
Zahlen als m - 3¢ dar [14], wobei [ die Basis ist, die im Kontext von Computern aufgrund
ihrer Digitallogik als 8 = 2 gewahlt ist. Zur Kodierung dieser zwei Komponenten gibt es nun
verschiedene Varianten auf Computern.

2.1.1 IEEE 754

Zu Beginn der Computerentwicklung waren viele verschiedene Versionen von Gleitkomma-
zahlen in Verwendung, da jeder Hersteller eigene Grofen und Kodierungen fiir Vorzeichen,
Mantisse und Exponent verwendete. Mit der Einfilhrung des IEEE-754 Standards im Jahre
1985 wurde ein einheitliches Format zur Speicherung, Kodierung und Rundung von Gleitkom-
mazahlen definiert, das bis heute in fast jedem geldufigen Rechnersystem Verwendung findet.
Der Standard gibt dabei genaue Vorschriften zur Kodierung vor: Die Mantisse m wird auf-
geteilt in ihren Betrag |m| und ein Vorzeichen, das durch ein zusitzliches Bit S als (—1)°
kodiert wird. Der Betrag der Mantisse |m| muss ferner normiert sein, also immer mit 1,...
anfangen, jegliche Verschiebung des Kommas wird immer durch den Exponenten dargestellt.
Diese fiihrende 1 ist in der Darstellung implizit, es wird nur der darauffolgende Nachkommateil
in M bindrkodiert. Der Exponent e wird vor dem Speichern auf ein Bias ep addiert, sodass
FE = e+ ep in der gespeicherten Darstellung immer eine positive Zahl ist. Dies dient vor allem
dazu, Sortierung und Vergleichsoperationen etwas zu vereinfachen.|[14], [15]

Diese drei Bestandteile .S, E;, M werden wie in Abb. 2.1 gezeigt in einer Speicherzelle abgelegt
und stellen eine kodierte Gleitkommazahl x dar als:

z=(=1)%-2F=8) . (1 + M)

Die Grofke des Exponentenbias oder der Bitlingen der Wg, Wi von Exponent und Mantisse
werden festgelegt vom Format der IEEE-754 Gleitkommazahl.

Formate Der Standard definiert 4 Groflen an bindren Gleitkommazahlen fiir Speichergrofien
W von 16, 32, 64 und 128 Bit. Diese spezifizieren die jeweiligen Exponenten- und Mantissen-
laingen Wg, Wi sowie das Exponentenbias ep wie in Tabelle 2.1 gelistet.



MSB LSB
S E = e+ep M = Nachkommateil von |m| normalisiert
1 bit Wk bits W bits

Abbildung 2.1: Allgemeine Kodierung einer IEEE-754 Gleitkommazahl.

Tabelle 2.1: Verschiedene Formate von IEEE 756 Fliefkommazahlen. [14, Tab. 3.4]

Gesamtlange W 16 bit 32 bit 64 bit | 128 bit

FEigenname half | single / float | double | quad
Mantissenldnge Wy 10 23 52 112
Exponentenlange Wg 5 8 11 15

Exponentenbias ep 15 127 1023 16383

Tabelle 2.2: Sonderzusténde der IEEE Fliefkommazahlen [14, Tab. 3.6]. In den Spalte "Ex-
ponent” und "Mantisse” stehen hier die Werte die tatsdchlich in der Speicherzelle
stehen wiirde, also bereits nach Biasaddition bzw. Normalisierung

’ Beschreibung H Exponent ‘ Mantisse ‘ Anmerkung
0...0 0...0 0...0 | Vorzeichen beliebig
+oo 1...1 0...0
NaN (Not a Number) 1...1 #0...0 | Vorzeichen beliebig
+Denormalisierte Zahl 0...0 #0...0




Tabelle 2.3: IEEE Float-Formate und deren darstellbarer Zahlenbereich.

Format Minimum floatmin Maximum floatax
16bit half 27110~ 569 -107° (2 — 210y . 215 = 65504
32bit float 27126-23 ~ 1,401 - 10~% (2—-27%).212T ~ 3,403 - 1038
64bit double | 27192252 ~ 4 941 .1073%4 (2 —2°2). 21023 ~ 1,798 . 10308
128bit quad | 2~ 16382112 6 68 . 102966 | (2 — 2~ 112) . 216386 ~ 1 19 . 101032

Sonderfille Unter allen Bitmustern die eine IEEE-FlieRkommazahl darstellen kénnen, gibt
es fiir jedes Format einige vorreservierte Sonderfélle, die in Tabelle 2.2 gelistet sind.

Da die filhrende 1 der Mantisse immer implizit gegeben ist, ist zur Darstellung der 0 ein
spezielles Bitmuster vorgesehen, in dem Exponent und Mantisse nur aus Nullen bestehen. Das
Vorzeichen ist dabei beliebig, was dafiir sorgt, dass es zwei Darstellungen von 0 gibt, eine
positive (+0) und eine negative (—0).

Bei Uberldufen von der Null weg wird das Ergebnis zu +0o withrend bei illegalen Operationen
wie der Division % das Ergebnis auf NaN gesetzt wird. Wie in Tab. 2.2 gelistet, gilt jede
Bitkombination mit einem Exponent aus nur Einsen und einer Mantisse M # 0 als NaN,
was bedeutet, dass es 2WM+1 _ 2 Bitkombinationen zur Kodierung von NaN gibt. Aus dem
Standard [15] geht hervor, dass im Falle von gescheiterten Operationen, die NaN erzeugen, in
den restlichen Bits Diagnoseinformationen kodiert werden sollen. Besonders fiir kleiner Float-
Formate ist der Prozentsatz an mit NaN belegten Bitmustern relativ hoch, bei Half-Floats

mit 16 Bit Speichergrofe liegt dieser bei 2132 = %543% ~ 3.12%.

Im Bereich der Unterldufe zur Null hin werden noch denormalisierte Zahlen verwendet, um
den Zahlenbereich zu erweitern. Besteht der Exponent nur aus Nullen, nimmt also seinen
kleinstmoglichen Wert ey, = —ep = —oWp=1) 4 1 an, so gelten in diesem Fall die Mantissen
als nicht mehr normalisiert. Die implizite fiihrende Eins wird also bei der Interpretation nicht
mehr angefiigt, die dargestellte Zahl wird also zu:

€T = (_1)S . 2emin . (0 + M)

Dieses Vorgehen erlaubt es den Zahlenbereich nach unten noch etwas zu vergrofern, verkom-
pliziert allerdings die Hardware die zur Dekodierung der Zahl ben6tigt wird massiv, was sie
zu einer der wohl kontroversesten Eigenschaften der IEEE-754 FliekRkommazahlen macht [14].

Darstellbarer Zahlenbereich: Die betragsméfig minimale darstellbare IEEE-754 Gleitkom-
mazahl ist eine denormalisierte Zahl mit Exponent ey, = —2We=1) 4 1 und minimaler
Mantisse bei der nur das LSB eine Eins ist, also m = 2="M  was zu float i = 26min . 2~ Wnm
fiihrt. Der betragsméfig maximal darstellbare Float besteht aus dem maximalen Exponen-
ten, einem Bitstring aus nur Einsen, der auf eine Null endet (da nur Einsen fiir NaN re-
serviert sind) emaX = 2We—1 _ 1 und der maximalen Mantisse, bestehend nur aus Einsen,
m=> . Wit 9i — 9 — 2=Wur und ergibt sich damit zu floatmax = 26m - (2 — 27 W) Tabelle
2.3 fiithrt dle Max1mal— und Minimalwerte der IEEE-754 Float Formate auf.[14], [15]

Weitere IEEE-754 orientierte Formate: Prinzipiell lassen sich nach dem Vorbild des IEEE-
754 Standard auch noch weitere Zahlenformate definieren, indem man die Mechanismen der
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S r E M = Nachkommateil von |m| normalisiert

1 bit [ — 1 bits max es bits max W — 3 — es bits

Abbildung 2.2: Allgemeine Kodierung eines Posits

Kodierung tibernimmt und schlichtweg andere Gesamtlingen W und Grofen fiir Mantisse und
Exponent Wy, Wg definiert.

Besonders mit der wachsender Relevanz von Machine Learning stieg auch das Interesse an
kompakterer Zahlendarstellung, was alternative Formate wie Brain Float oder Tensorfloat
schuf, aber auch 16bit IEEE Half Floats grofere Beliebtheit bescherte.[4]

2.1.2 Posits

Der Posit ist ein alternatives Zahlenformat, das erstmals 2017 von John L. Gustafson vorge-
stellt wurde [3]. Posits sind die zweite Weiterentwicklung des von Gustafson 2015 vorgestellten
unum Formates (“universal numbers”), welches urspriinglich eine Erweiterung der IEEE-754
FliekRkommazahlen auf variable Mantissen- und Exponenten mit zusétzlicher Intervallarithme-
tik war [16]. Das Ziel der Weiterentwicklung war dabei ein hardwarefreundlicheres Design der
unums, da die Vorgéngerversion in der Praxis ausschliefslich iiber Lookup-Tabellen funktio-
nieren konnte.

Im Jahr 2022 wurden Posits schlussendlich in einem Standard [17| fundamentiert, der neben
weiterer Literatur von Gustafson [3], [16] als Hauptquelle fiir den nachfolgenden Abschnitt
fungiert.

Grundlegend sind Posits genauso FlieRkommazahlen wie auch IEEE-754 Floats, sie verwenden
allerdings eine andere Art der Kodierung von Vorzeichen, Exponent und Mantisse. Wie in 2.2
gezeigt, bestehen Posits noch aus einem zuséatzlichen Teil Regime R = r...r7. In diesem liegen
die Daten unérkodiert, sprich, die Lauflainge [ von aufeinanderfolgenden Nullen oder Einsen
r...r,r € {0,1} bestimmt den Wert den das Feld darstellt. Der kodierte Wert k ergibt sich
wie in Gleichung 2.1 dargestellt.

-1 wenn R aus Nullen besteht
= (2.1)

l—1 wenn R aus Einsen besteht

Beendet wird die Lauflingenkodierung mit einem einzigen invertierten Bit 7, das Regime
beansprucht also in der Kodierung immer m + 1 Bit an Speicher und ist minimal 2 Bits lang.
Dabei ist das Regime in der Gleitkommazahldarstellung etwa wie ein weiterer Exponent zu
sehen, der den Faktor useed® zur reprisentierten Zahl beisteuert. useed = 22°°) berechnet
sich dabei aus dem Parameter es, der die Bitlange des Exponentenfeldes beschreibt, und der
fiir ein Positformate konstant gewéhlt werden muss.

Besagter Exponent E hat fiir Posits, im Gegensatz zu IEEE-754 Gleitkommazahlen kein Bias,
sondern speichert den Exponentenwert e immer als vorzeichenlosen Integer. Negative Gesamt-
exponenten erreicht man mithilfe negativer Regime.



Das Vorzeichenbit S ist analog zu dem der Floats kodiert, jedoch haben Posits die zusétzliche
Eigenschaft, dass negative Posits im Zweierkomplement invertiert werden. Dies hat den grofien
Vorteil, dass Vergleiche, die bei Floats zusétzlicher Logik bediirfen, zu einfachen Vergleichen
von vorzeichenbehafteten Integern verkommen. Das ist jedoch nur garantiert, solange die Posits
dieselbe Bitldnge wie der vorzeichenbehaftete Integer, der als Vergleichstyp verwendet wird,
haben, sodass das Vorzeichenbit S des Posits im MSB des Integers liegt, wodurch es in der
Zweierkomplementdarstellung seine negative Gewichtung bekommt.

Wie auch bei Floats ist die Mantisse M normalisiert und die fiihrende Fins implizit. Anders
als bei Floats gibt es allerdings keine subnormalen Zahlen, es gilt also immer m =1+ M

Damit ergibt sich im Allgemeinen eine Interpretationsfunktion von:
x = (=1)% useed” - 28 . (1 + M) = 2*"F+E (1 4 M) (2.2)

Sonderfille Die Interpretation des dargestellten Posits verkompliziert sich, wenn das Regime
betragsméfig grofs wird, in der Kodierung also sehr viele Bits bendtigt. Mit wachsendem Re-
gime, kann es zuerst dazu kommen, dass fiir die Mantisse keine Bits mehr iibrig sind. Aufgrund
der impliziten fithrenden Eins der Mantisse und fehlender Bits fiir die Nachkommastellen, ver-
kommt die Mantisse zu m = 1, 0.

Wird das Regime noch lénger, so kann es dazu kommen, dass der Exponententeil E teilweise
oder ganz aus dem Register "rutscht”. Hier gilt, dass alle der es Bits, die nicht dargestellt
werden konnen, implizit mit 0 belegt sind.

Im Gegensatz zu IEEE Floats gibt es nur eine Darstellung der Null, bei der das gesamte
Register mit Nullen gefiillt ist. Die Darstellung einer Negativen 0, bei der das Vorzeichen-Bit
S = 1 gesetzt ist, gibt es hingegen bei Posits nicht, stattdessen ist das Bitmuster 10...0 fiir
den Sonderfall NaR reserviert. "Not A Real” ist sozusagen das Posit-Aquivalent zu NaN, und
kodiert ein ungiiltiges Ergebnis einer Rechnung, wie z.B. die Quadratwurzel einer negativen

Zahl.

Darstellbarer Zahlenbereich Der Zahlenbereich den Posits abdecken kénnen héngt von der
Wahl von Exponentenlinge es und der Gesamtbitlinge W des Posits ab. Der betragsmékig
maximale Posit besteht nur aus dem grofsten maximalen Regime, Mantisse ist also implizit
m = 1 und Exponent e = 0. Da das Regime Lauflingenkodiert ist hingt der Wert von der ma-
ximalen Lauflange ab, welche sich als W — 2 aufeinanderfolgende gleiche Ziffern ergibt, da von
der vollen Bitlange ein Bit noch vom Vorzeichen S verwendet wird und ein anderes als ¥ beno-
tigt wird, um die Lauflaingenkodierung zu terminieren. Damit ergeben sich als betragsmaéfig
maximaler und minimaler Posit:

(W=2)—1 _ 92°:(W-3), POSitmin = useed”(W=2) = 22 =W+2) (9 3)

POSitmax = useed
Die Exponentenlidnge es bestimmt also einerseits den Zahlenbereich den das Positformat abde-
cken kann, und andererseits die Genauigkeit, also die Anzahl der giiltigen Stellen der Mantisse
die gespeichert werden kann. Damit ist die Wahl von es wichtig fiir die Charakteristik des
Zahlenformats das man bekommt. In &lteren Publikationen ldsst Gustafson diese Wahl dem
Nutzer offen und liefert exemplarische Werte fiir es, sodass der Dynamikbereich eines Positfor-
mates an das IEEE Float Format derselben Bitlinge angepasst wird [16]. Der Posit Standard



[17] hingegen legt es = 2 fest, wiahrend unterschiedliche Implementierungen [18] von Posits
wieder andere Werte fiir es verwenden. Um in dieser Arbeit alle Félle abzudecken, wurden
alle Implementierungen von Posits generisch gehalten.

Weitere Posit-verwandte Formate Gustafson definiert durch das Zusammenfiigen zweier
Posits und das Hinzunehmen eines ubit (uncertainty /Ungewissheits-bit) die sogenannten Va-
lids als eine Form der Intervallarithmetik [3|. Ferner beschreibt der Posit Standard den soge-
nannten Quire als Registerformat fiir Zwischenergebnisse vor dem Runden (2017 noch "Exact
accumulator” genannt in [3]). Damit ist ein Register gemeint, das grof genug ist (nach Stan-
dard 16 - W) um das exakte Ergebnis von Summen, Skalarprodukte oder FMA-Operationen
vieler Operanden in einem Register zu akkumulieren und nur einmal danach zu runden. Dies
eliminiert Rundungsschritte und damit Rundungsfehler von Zwischenergebnissen dhnlich zu
den FMA-Operationen von IEEE-754 Floats, allerdings auf mehr Operanden [3], [17]. Diese
beiden Formate werden in dieser Arbeit jedoch nicht thematisiert.

Als Anmerkung fiir den Rest dieser Arbeit: Auch wenn Posits technisch gesehen genauso
Gleitkommazahlen sind, wird die englische Abkiirzung Float im Folgenden als gleichbedeutend
mit den IEEE-754 Gleitkommazahlen verwendet, um eine verstdndlichere Abgrenzung zu den
Posits zu schaffen.

2.1.3 Unterschiede zwischen Floats und POSITs

Wie bereits bei der Beschreibung der Posits erwdhnt, unterscheiden sich die Sonderfille der
Kodierung zu Floats mafigeblich: Die Vielzahl von NaN reservierten Bitkombinationen kann
nun zusétzlich zur Darstellung von Zahlen verwendet werden, wahrend die negative Null weg-
fallt und stattdessen zur Kodierung von NaR verwendet wird [16]. Genauso entfallen +oo, die
aufgrund der Rundungsregeln der Posits nicht notig sind. Posits runden nach Standard [17]
immer zum néchsten giiltigen Posit, was Unter- und Uberliufe wie sie von Floats bekannt sind
ausschliefft. Diese Reduktion der Sonderfélle ist vorteilhaft fiir Posits, da sie dadurch mehr
reele Zahlen als Floats fiir dieselbe Bitlinge darstellen kénnen, und die Ausnahmebehand-
lung bei Rechenoperationen simpler wird, was ebenfalls eine Vereinfachung von Schaltkreisen
bedeutet [8].

Ebenfalls einfacher ist die Abhandlung von Vergleichsoperationen zwischen Posits. Einerseits
sind diese ebenfalls durch die Reduktion der Sonderfille begiinstigt (z.B. +0 = —0 muss nicht
beachtet werden), anderseits profitieren sie noch zusétzlich von der Sortiereigenschaft der
kodierten Posits. Da bei negativen Posits der Bitstring (mit ausnahme des Vorzeichenbits S)
im Zweierkomplement negiert wird, kénnen die Posits einfach wie vorzeichenbehaftete Integer
verglichen werden [16] (unter der oben genannten Voraussetzung).

Wie bereits erwdhnt haben Posits ein anderes Rundungsverhalten als Floats: Es gibt keinen
Uberlauf zu oo und keinen Unterlauf zu 0, stattdessen gilt die Regel, dass immer zum néchs-
ten darstellbaren Posit gerundet werden muss. Statt Uber- bzw. Unterldufen wiren das der
betragsméfig grofte bzw. kleinste darstellbare Posit. Liegt ein Ergebnis in der Mitte zwi-
schen zwei darstellbaren Posits, so wird zu dem gerundet, der auf eine 0 endet, man spricht
hierbei auch von ”round-to-nearest-even” [8]. Fallt die Mantisse aufgrund eines langen Regi-
mes weg und es liegt ein Exponentenbit im LSB, so muss nach dem Exponenten gerundet
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Abbildung 2.3: Genauigkeit der Mantisse (Significant bits) von Posits und IEEE Floats fiir
verschiedene Exponenten|8|

werden. Hierbei rundet man zur logarithmisch nichsten Zahl. Dieses Verhalten ist in der ver-
fiigbaren Literatur nicht dokumentiert und wird von Gustafson nur in einem Forumsbeitrag
als ” Twilight-Zone” Rundung bezeichnet [19] und muss bei Implementierung noch zusétzlich
beriicksichtigt werden.

Posits haben keine Subnormalen Zahlen wie Floats und damit auch keinen ”gradual under-
flow” (allméhlichen Unterlauf) im herkdmmlichen Sinne. Stattdessen lasst sich das Verhalten
der Subnormalen, dass fiir einen betragsméfig grofseren Exponenten die Zahl der signifikanten
Stellen abnimmt fiir alle Posits betrachten [16]. Diese Erscheinung nennt man auch ”tapered
precision” (konische Genauigkeit). Die Werte der Posits liegen deswegen in einer Normalver-
teilung um die Null herum, und nahezu die Hélfte aller Posits auf dem Intervall [-1,1]. Da
hier die meisten Berechnungen vieler Anwendungsbereiche wie z.B. Deep Learning oder Nu-
merik stattfinden, kdnnen diese von der erhdhten Genauigkeit auf diesem Intervall profitieren
[8]. Das Verhéltnis vom Exponenten zur verfiigbaren Genauigkeit wird in Grafik 2.3 gezeigt.

Ein weiterer praktischer Vorteil der Posits ist eine einfacher Konvertierung zwischen zwei
Formaten. So erhélt man durch das Anhéngen einer 0 hinter dem LSB denselben Zahlenwert
im Posit-format, das um ein Bit langer ist [8]. Haben nun zwei Posit-Formate denselben Wert
fiir die Exponentenlange es (was bei Einhaltung des Standards [17] immer gegeben wére), so
wéaren Konvertierungen zu einem Format ldngerer Bitldnge nichts anderes als Bitshifts nach
links, und umgekehrt nur Rechtsshifts mit Rundung.

Der Posit Standard versucht auch noch das Problem von verschiedenen Ergebnissen auf ver-
schiedenen Rechnern, unter dem Floats leiden, anzusprechen. Im Gegensatz zum IEEE-754
verlangt er, dass alle arithmetischen Operationen korrekt gerundet sein miissen [16]. Weiter
verlangt er, dass alle Fused-Operationen in Quellcode unterscheidbar zu normalen Rechenope-
ratoren geschrieben werden miissen und verbietet das Umsortieren der Ausfithrungsreihenfolge
von Berechnungen, was die Implementierungen vom Posits so einschrénken soll, sodass jede
replizierbare Ergebnisse liefert. [17]

Neben all der Verbesserungen, die die Posits mitbringen, liegen sie doch gegen Floats im
Nachteil was die Dekodierung angeht. Die variable Grofe des Regimes erzwingt eine Sequen-
tialisierung der Dekodierung, da zur Dekodierung der Mantisse und des Exponenten zuerst
die Lange des Regimes bekannt sein muss, was das Hardwaredesign verkompliziert [16].



Untersuchungen von Gustafson Dass Posits besser als Floats sind, lasst sich nicht pauschal
feststellen. Im Wesentlichen sind Posits genau wie IEEE Floats als Gleitkommazahlen nur eine
Approximation der Reellen Zahlen, die in jedem Rechenschritt einen Rundungsfehler erzeugen
kann. Das Regime variabler Lange erlaubt Posits einen grofsen Zahlenbereich abzudecken und
gleichermafien fiir kleine Werte eine hohe Genauigkeit zu bieten, was ihnen erlaubt mit weniger
Bits gleichméfig gute Ergebnisse zu erzielen als Floats [16]. So haben sie zwar Vorteile was die
Ausnutzung der verfiigbaren Bits angeht, leiden aber trotzdem auch unter Rundungsfehlern die
mit ihrer Funktion der teilweisen Abbildung der reellen Zahlen inhérent einhergehen, mit dem
Unterschied, dass diese fiir unterschiedliche Gréflenordnungen unterschiedlich grofs ausfallen.

Gustafson stellt in seinen Publikationen Demonstrationen zur Schau, in denen Posits durch-
aus bessere Ergebnisse als Floats liefern. Ob sich dieses Verhalten auch auf Mixed-Precision
Ansétze iibertrigt, und inwiefern die numerischen Losungsverfahren von den Eigenschaften
der Posits zu profitieren vermogen wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachtet.

2.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen
Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung

%y(t) ~fy®),  yiRoRYF (R RY - R (2.4)

" d
in der eine Funktion y sowie deren zeitliche Anderung Y Sorkommen. Dabei sei d € NT
die Dimension des Systems.[20] Im englischen Sprachgebrauch spricht man von "Ordinary

Differential Equation” mit der Abkiirzung ODE, welche in der restlichen Arbeit ebenfalls
verwendet wird.

Mit der zusétzlichen Bedingung y(t9) = yo beschreibt man ein Anfangswertproblem (AWP)
mit Anfangswert yo € RY am Anfangszeitpunkt to € R. [20]

Ist die rechte Seite f nicht von t abhéngig, so spricht man von autonomen Differentialglei-
chungen, die Gleichung vereinfacht sich in diesem Falle zu

Sylt) =y, fR R

Differentialgleichungen beschreiben im Wesentlichen einen Zusammenhang der zeitlichen An-
derung eines Wertes zum Wert selbst und werden damit héufig verwendet, um in den Naturwis-
senschaften Systeme zu modellieren. Da es fiir viele Differentialgleichungen keine analytische
Losung gibt, zieht man stattdessen numerische Verfahren zurate, zu denen die Runge-Kutta-
Verfahren zéhlen.

2.2.1 Runge-Kutta-Verfahren

Runge-Kutta Verfahren sind eine Klasse von Einschrittverfahren zum numerischen Losen ge-
wohnlicher Differentialgleichungen. Einschrittverfahren approximieren die Losung einer ODE
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im Allgemeinen durch eine Zeitdiskretisierung 3(¢) der Losungsfunktion y(¢) auf einem Zeit-
gitter 7 aus N Zeitschritten:

T={to,...,tn}, to<ti<---<ty, NEeN

In all unseren Anwendungen berechnet sich V1 <n < N :t, = tg+ n-h aus einer konstanten
Schrittweite A € R. Auf diesem Gitter soll nun eine Gitterfunktion §: T — R? existieren, die
fiir jeden Zeitpunkt ¢, € T im Zeitgitter §(t,) ~ y(t,) approximiert.|20]

Ein Einschrittverfahren ist nun eine Funktion
®: (R,RYR) — R?
aus der, rekursiv mit gegebenem Anfangswert yg, eine Gitterfunktion definiert werden kann:
Jto) =0, F(tns1) = ®(tn, §(tn), h) fiir i € {0,...,N —1}

Einschrittverfahren beschreiben also eine Berechnungsvorschrift mithilfe derer man aus dem
Wert vom Zeitschritt ¢,, das Ergebnis des néchsten Zeitschrittes g(¢,+1) berechnen kann.[20]

Da die Funktion ¢ sowieso nur fiir diskrete t,, € T definiert ist, schreiben wir die Schrittwerte
stattdessen als Index u(™ = §(t,), fir n € {0,..., N}

Runge-Kutta-Verfahren (RKV) sind eine Klasse von Einschrittverfahren. Ein s-stufiges RKV
wird beschrieben durch

KD =flt+ehy+h) aik | firiel,. .. s seNT (2.5)
j=1
O(t,y,h) =y +h Y bk®, und damit u"™ = ul + 1Y bk (2.6)
=1 =1

wobei die Wahl der Stufenzahl s und der Koeffizienten b,¢ € R® und A € R%*® ein Verfah-
ren konkretisieren. Die Zwischenwerte k(.7 € {1,...,s} bezeichnet man als i-te Stufe des
Verfahrens [20], Sie miissen in jedem Zeitschritt n fiir y = u(™ neu berechnet werden. In der
Literatur werden die Koeffizienten héufig in Form eines Butcher-Tableaus notiert.

Wenn die Matrix A in der unteren Dreiecksform ist, ist jede Stufe &®) nur von vorhergehenden
Stufen kU), j < i abhingig, man spricht hier von expliziten Runge-Kutta-Verfahren. Ist das
nicht der Fall, so erhilt man ein Gleichungssystem k = G(k), k = [k, ..., k®)]T das gelost
werden muss, um alle Stufen zu ermitteln, diese Verfahren nennt man implizite RKV.[20]

Von den herkémmlichen RKV wird in der Arbeit nur das klassische Runge-Kutta-Verfahren
mit Stufenzahl s = 4, auch RK4 genannt, verwendet. Dessen Koeffizienten sehen im Butcher
Tableau wie folgt aus [20]:

0

11

21 2

1 1

210 3

110 0 1
T 1 1 1
6 3 3 6
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Weiter charakterisiert sind Einschrittverfahren durch ihre Ordnung ¢, die angibt wie schnell
das Verfahren konvergiert und in welcher Gréfsenordnung sich der globale Fehler O(h?) aufhélt.
Bei den herkémmlichen RKV wird versucht die Koeflizienten so zu wahlen, dass die Ordnung
q fiir gegebene Stufenzahl s moglichst groft wird. Fiir 1 < g < 4 ist es moglich ein Verfahren
mit s = ¢ zu konstruieren, fiir grofere ¢ bendtigt man immer s > g Stufenzahlen. 20|

Die Stabilitit ist ebenfalls eine Eigenschaft von Einschrittverfahren, und ein Mafs dafiir, wie
steif eine Differnetialgleichung sein darf, sodass das Verfahren, in Abhéngigkeit der Schrittwei-
te h, noch konvergiert. Die Steifigkeit einer Differentialgleichung zu definieren wéare umstand-
lich und wiirde den Umfang dieser Arbeit iiberschreiten, die wichtigste Feststellung ist, dass
Steifigkeit eine intrinsische Figenschaft einer Differentialgleichung ist, die fiir manche ODEs
grofer und fiir andere kleiner ist. Jeder Loser hat nun einen Stabilitdtsbereich, in dem die zu
l6sende ODE, abhéngig von der gewiahlten Schrittweite h, liegen muss, sodass die Konvergenz
des Verfahrens garantiert ist. Eine ODE kann aufserhalb des Stabilitdtsbereichs liegen, wenn
die Steifigkeit zu grof ist, und die Schrittweite h nicht hinzureichend klein gew&hlt ist. Das
heifst, dass man theoretisch mit einer geniigend kleinen Schrittweite immer die Konvergenz
garantieren konnte, was jedoch natiirlich mit einem grofsen Aufwand verbunden wire. [20]

Der Unterschied ihrer Stabilitétsregionen ist der mafgeblichste Vorteil der impliziten RKV ge-
geniiber der expliziten; Implizite RKV sind A-Stabil, garantieren also immer eine Konvergenz,
ungeachtet der Steifigkeit der ODE, wiahrend explizite RKV relativ kleine Stabilitdtsregionen
aufweisen.

2.3 Mixed Precision

Mixed-Precision, im Deutschen "Gemischte Genauigkeit”, beschreibt das Verwenden mehrere
Datentypen von verschiedener Genauigkeit in Numerischen Berechnungen. Die Motivation
dahinter ist eine Einsparung von Speichertransfers und Berechnungzeit durch das geschickte
Austauschen von Berechnungen in hoher Genauigkeit durch billigere Berechnungen auf einer
reduzierten Genauigkeit.|4]

Da diese Reduzierung der Genauigkeit sich natiirlich auch in einer gréferen numerischen Ab-
weichung des Ergebnisses bemerkbar macht, werden Verfahren verwendet, die durch geschickte
Korrekturen den Fehlerterm trotz der teilweisen Verwendung ungenauerer Datentypen klein
halten. Im Allgemeinen versuchen Mixed-Precision Methodiken also gleichermafen die Ge-
schwindigkeit des reduzierten und die Genauigkeit des genauen Datentyps auszunutzen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei verschiedene Ansédtze zur Nutzung von Gemischter
Genauigkeit fiir Runge-Kutta Verfahren betrachtet:

2.4 Implizite Mixed-Precision-Runge-Kutta-Verfahren

In seinem Paper "Perturbed Runge Kutta Methods For Mixed Precison Applications”[1]| aus
dem Jahr 2022 stellt Zachary Grant ein Verfahren zur Anpassung von impliziten RKV vor,
um das implizite Gleichungssystem auf reduzierter Genauigkeit zu berechnen. Das Paper be-
schriankt sich in seinen Definitionen nur auf autonome ODEs.
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Am Anfang steht dabei eine Umformung von Gleichung 2.6 durch das Herausziehen der Funk-
tionsauswertung f aus der Berechnung fiir £(*) mit der Definition von k@) = f (n(i)):

,‘-/{,(l) :u(n) +hi:aijf (H(])> s 1€ {1,...,8} (27>
j=1
(D) — () 4 hibjf (K(j)) (2.8)
j=1

Der Mixed-Precision Ansatz sieht vor, dass das Gleichungssystem 2.7 in verringerter Genau-

igkeit gelost wird. Sei f(y) nun die Funktionsauswertung in verringerter Genauigkeit von f(y)
mit einer Perturbation von f(y) — f(y) = er(y) aus dem Rundungsfehler, so ergibt sich:

£ = u™ 4 Z ai;f (;%U)) (2.9)
j=1

Diese 4, die mit einem Stérungsfehler (Perturbation Error) behaftet sind, werden statt (%)
in Gl. 2.8 eingesetzt, die noch in voller Genauigkeit ausgefithrt wird. Trotzem wirkt sich die
Abweichung auf den globalen Fehler des gesamten RKVs negativ aus. Wie Grant [1] vorschlagt
diesen Fehler zu kompensieren wird im Folgenden konkret anhand des Loésers zur Impliziten
Mittelpunktsregel (englisch "Implicit Midpoint”) betrachtet.

Mit den Butcher-Tableau der Impliziten Mittelpunktsregel

1
2

= (Nl

ergibt sich fiir den Loser aus den Gl. 2.7 und 2.8 :

.
20— m o e
D =y +2f<n ) (2.10)

um+D) — ™ | pf (,%(1)) (2.11)

Fiir dieses Schema ergibt sich ein globaler Fehler der Grékenordnung E = O(h?) + O(eh) [1],
[5], d.h fiir grofe Schrittweiten h tritt der Perturbationsfehler kaum zum Vorschein, dominiert
aber den Fehlerterm fiir kleine h und stort damit die Konvergenz des Verfahrens, was sich
noch in der Auswertung betrachtent lassen wird.

Grant zeigt, dass sich dieser Fehlerbeitrag noch durch p — 1 zusétzliche explizite Korrek-
turschritte, die in hoher Genauigkeit berechnet werden, reduzieren lésst, und erweitert das
Schema somit auf:

hoa
o) =0+ 55 ()

W _ o e g

Ky S )+§f (/i[k_l]) firk=1,...,p—1 (2.12)
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Damit lisst sich ein globaler Fehler von E = O(h?) + O(ehP) erreichen, der Beitrag des
Perturbationsfehlers wurde also verringert.

Die Publikation [1] beschreibt dariiber hinaus auch noch Schemata fiir weitere RKV Loser
bereit. Deren Konstruktion gestaltet sich komplexer und beinhaltet verschiedene Butcher-
Koeffizienten fiir die Terme verringerter Genauigkeit 121,[; und hoher Genauigkeit A,b zu-
sitzlich zu den Korrekturschritten. Diese werden betrachtet und empirisch analysiert in den
Publikationen von Burnett |5], [6] oder Dravins [7], liegen aber nicht im Fokus dieser Arbeit.

2.5 Explizite
Mixed-Precision-Runge-Kutta-Chebyshev-Verfahren

Einen weiteres Mixed-Precision RKV wurde 2022 von Croci [2] vorgestellt. Dabei handelt es
sich um explizite stabilisierte Runge-Kutta-Verfahren.

Unter stabilisierten RKV versteht man Verfahren, die, anstatt moglichst wenige Stufen s fiir
eine Ordnung ¢ zu verwenden, den Fokus auf die Stabilitdt (siehe 2.2.1) legen und versuchen
die Stabilitétsregion zu maximieren [21]. Croci verwendet davon konkret die Runge-Kutta-
Chebyshev-Verfahren (RKCV), die allgemein fiir s Stufen wie folgt formuliert sind:

KO =0, kY =puhf <u<n)>

kD = vikU=Y 4 k0=2 4 pinf (UW + k(j‘l)) + ;b f (W))  fiirje{2,...,s} (213)
W) — () 4 p(s)

Fiir die Berechnung der Koeffizienten existieren verschiedene Notationen, zur Konsistenz wur-
den hier die Notation aus [2] ibernommen. p;,v},1;,; sind fiir j € {2,..., s} gegeben als
bj bj

, Vi= 2(")0'77 1/}] = T3 Vi = THiA-1 (214>
bj—1 bj_o

b
p1 = biwi, p; = QMbi]
j—1
Die Koeffizienten a; = 1 — b;T;(wp) fiir j € {0,...,s} ergeben sich aus den Chebyshev-
Polynomen Tj(z) erster Ordnung, welche den Runge-Kutta-Chebyshev-Verfahren ihren Namen
geben. Die Chebyshev-Polynome lassen sich rekursiv definieren als

1 falls j =0
Ti(x) =<z falls j =1 (2.15)
20Tj_1(x) — Tj—o(x) sonst

Weiter braucht man noch die Koeffizienten wp,w; und bj,5 € {0, ..., s}. Diese sind abhéngig
davon wie man die Ordnung ¢ des Verfahrens wahlt; Fiir ¢ = 1 (man schreibt als Abkiirzung
RKC1) gilt:
€ Ts(wo)
w=14+—, w; = R =
52 Ti(wo)” 7 Tj(wo)

,jef0,..., s} (2.16)

Dabei ist € der Dimpfungsfaktor, der Einfluss auf die Stabilitdtsregion nimmt und diese all-
gemein etwas "abrundet”. Fiir RKC1 ist ¢ = 0.05 géingig (2], [22]. T}(z) bezeichnet die erste
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Ableitung %Tj(a:) die definiert ist als Tj(z) = jU;—1(x) [23] wobei Uj(x) das Chebyshev-
Polynom zweiter Art ist, das dhnlich zu dem der ersten Ordnung wiederrum rekursiv definiert
ist, als:
1 falls j =0
Uj(x) = ¢ 2x falls j =1 (2.17)
2¢U;_1(x) — Uj_2(x) sonst

Fiir RKC2 mit ¢ = 2 sind die Koeffizienten

: T (w) T! (wp)
T)(w0)?

w():l-i-?, w1 = Ts//(wo), bp = b1 =2, bj = je{2,...,s} (2.18)

wobei hier ein gelaufiger Wert fiir den Dampfungsfaktor e = 2/13 betragt [2].
Wie sich aus der Definition berechnen lasst, wird fiir RKC1

VjEO,...,S:CL]’:1—bjTj(wO):1— Tj(UJO):OZ>7j:0

1
Tj(wo)
der y;hf(u™) Term fillt also aus Gl. 2.13 heraus.

Croci konstruiert nun einen Schritt eines Mixed-Precision Verfahren mit (™ ~ u(™ als:
k0)=0, kW =y hf (a“”)

ED) = v kU=Y 4, kU= 4 ih (f (a<")) + AAfj_l) + yhf (a(")) , fiir j € {2,..., s}
A+ — 4 4 )

x

(2.19)

MafRgebliche Anderung zu Gl. 2.13 ist dabei das Austauschen der Zwischenschritte k() durch
ihre Approximationen k), und der Funktionsauswertung im p;-Term durch eine Approxima-

tion in niedriger Genauigkeit. Fir j € {1,...,s — 1} ist Ef ; definiert als Abschétzung
Afj~ Afy = fa™ +E9) — f(a™) (2.20)

ohne die man (also fiir &7 ; = Afj) das urspriingliche Schema aus Gl. 2.13 erhalten wiirde.
Damit dieses Schema die Konvergenzordnung ¢ = 1 bewahrt, muss fiir die Abweichung von
Af; gelten:

Vi<j<s:Af;=Af+0(h) (2.21)
wobei £ € RY eine kleine Konstante ist [2]. Um RK2 noch zur zweiten Ordnung zu bewah-

ren, bendtigt es noch weitere Schritte die in [2] aufgefiihrt sind, diese Arbeit beschréankt sich
allerdings auf RK1.

Im Paper werden abhéngig von der Form der rechten Seite f verschiedene Ansitze zur Be-
rechnung von A f; présentiert. Um eine Kompatibilitat mit allen AWPs zu garantieren, wurde
der allgemeinste der Ansitze gewéahlt;

Af;=Jp@my - k@ (2.22)
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Hier beschreibt .J ¢ die Jacobimatrix von f , die in verringerter Genauigkeit an der Stelle @(™
evaluiert wird. Besonders wenn die Jacobimatrix analytisch ermittelbar/bekannt ist, bietet
sich dieses Vorgehen an. Andernfalls kann man auf numerische Approximationen zuriickgrei-
fen, wofiir ebenfalls in [2] verschiedene Optionen gelistet werden, die der Anforderung an die
maximal erlaubten Abweichung gerecht werden.
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3 Implementierung

3.1 Allgemeine Entwurfsentscheidungen und Aufbau

Um die Auswirkungen von Posits in Mixed-Precision-Runge-Kutta-Verfahren analysieren zu
kénnen, benotigt man ein Framework, das schnell mit Posits rechnen kann und generisch
implementiert ist, sodass sich Datentypen einfach austauschen lassen um verschiedene Konfi-
gurationen gemischter Genauigkeiten betrachtet zu kénnen.

Aufgrund mangelnder, weitlaufiger Hardwareunterstiitzung des Positformats fiel die Entschei-
dung auf eine Softwaresimulation des Zahlenformats. Es sei angemerkt, dass es bereits Ausar-
beitungen wie [24] dariiber gibt, wie die Hardware von Posit-Recheneinheiten aussehen miisste,
die sich mit FPGA simulieren lieflen, allerdings bietet in diesem Falle hier eine Softwaresimu-
lation mehr Flexibilitdt um beliebige Posit-Formate zu simulieren.

Unter [25] ist von den Herausgebern des Posit-Standards eine Liste von existierenden Posit-
Implementierungen gefiihrt, allerdings erwies sich die einzige aktiv weiterentwickelte Biblio-
thek, die ebenfalls beliebige Positformate unterstiitzt, "universal” [26] aufgrund ihres grofsen
Umfanges als unhandlich und zu langsam. Da die das Format bestimmenden Groften der Bit-
lainge und es zur Kompilierzeit feststehen miissen und das Programm sehr oft fiir verschieden
Grofsen ausgefiihrt und damit neukompiliert werden musste, war der langsame Build-Prozess
der Bibliothek so nicht hinnehmbar.

Somit wurde die Softwaresimulation eigens implementiert. Da besonders zur effizienteren Deko-
dierung der Posits die Nutzung von eingebetteten Assemblerbefehlen notwendig war, schrinkte
sich die Wahl auf eine hardwarenahe Programmiersprache ein und fiel schliefslich auf C.

Auf dieser Softwaresimulation liegt ein "Mixed-Precison” System, das die Generizitit des Pro-
gramms garantiert und per Makros die Funktionen die hinter Berechungen stehen austauschen
kann, und somit Posits z.B. durch Float-Formate zu substituieren. Dieses benutzen die Solver
dann um eine Menge definierter Anfangswertprobleme zu 16sen. Zusétzlich sind fiir die Solver
einige numerische Algorithmen, z.B. zum Ld&sen linearer und nichtlinearer Gleichungssyste-
me, notwendig, die ebenfalls generisch fiir alle Zahlentypen implementiert wurden. Um dieses
Framework herum wurde zur Automatisierung der Kompilierung und Auswertung ein Hilfs-
programm aus Python-Skripten entworfen, dass die Benutzung fiir den Endnutzer mit einer
gesammelten Kommandozeilenschnittstelle vereinfachen soll.

3.2 Posit Softwaresimulation

Bei der Implementierung der softwaresimulierten Posits lag der Fokus auf der Geschwindigkeit
der Berechnungen, da besonders fiir implizite Runge-Kutta-Verfahren relativ viel Rechenauf-
wand anfallen kann. So wurde versucht alle Berechnungen zur Kompilezeit zu tétigen, die
moglich sind.
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typedef struct {
uint8_t sign;
int32_t exponent;
uint64_t mantissa;
} unpacked_t;

Listing 3.1: Defintion von unpacked_t.

Deswegen ist ein Posit im C-Code nichts weiteres als ein Alias fiir den néchstgroferen In-
tegetypen in den die Bitlinge des Posits passt, dieser Typ wird im weiteren Verlauf auch
Container-Typ genannt, da er den Posit in sich enthilt. Bitlinge und Exponentenléange es die
zur Kodierung notwendig sind, miissen zur Kompilezeit festgelegt sein, wo sie der Préprozessor
in den Code einfiigt und damit bereits Konstanten vorberechnen kann. Dieses Vorgehen hat
auch den Vorteil im Vergleich zu einer dynamischen Implementierung, in der ein Posit durch
ein Struct dargestellt wiirde, das zusétzlich noch Bitlinge und Exponentenldnge speichert,
dass nicht unnétig viele zuséatzliche Speicherzugriffe fiir das Laden eines Posits notwendig
sind.

Um das Potenzial moderner Hardware auszunutzen und Prozesse wie das Dekodieren des Regi-
mes zu beschleunigen, wurde Gebrauch von Befehlssatzerweiterungen des X86 Maschinencodes
gemacht. Man beachte, dass das Framework damit nicht plattformunabhéngig nutzbar ist, son-
dern nur auf 64 Bit X86 Prozessoren lauft, die die Befehlssatzerweiterungen bmil, bmi2 und
lzcnt unterstiitzen, was aber fiir die meisten Prozessoren die nicht dlter als 15 Jahre sind
gegeben sein sollte.

Die integralen Bestandteile fiir jede Rechenoperation sind dabei das Ent- und Verpacken des
Posits. So werden die Funktionen genannt, die die Konvertierung zwischen dem als Bitstring
kodierten Posit und einem im Programm unpacked_t genannten Zwischenformat, definiert in
Listing 3.1 vornehmen.

In diesem ist das Vorzeichenbit in sein eigenes Byte entpackt, das Regime k und der Exponent e
sind zusammen zu einem Gesamtexponenten k2 4 e kombiniert gespeichert und die Mantisse
als Festkommazahl so abgespeichert, dass die sonst implizite fiihrende Eins explizit im MSB
des 64 Bit Integers liegt, d.h das Komma steht immer an Stelle 63.

Die Entpackungsfunktion unpack, gezeigt in Listing 3.2, kiimmert sich darum, einen als Bit-
string in einem Integer verpackten Posit in das Zwischenformat zu dekodieren. Dabei werden
Schritt fiir Schritt die Komponenten aus dem Posit geméft den Definitionen von Kapitel 2.1.2
dekodiert: Zuerst wird das Vorzeichenbit extrahiert, bei einer negativen Zahl wird noch der
gesamte Bitstring negiert, danach die Lauflinge des Regimes mithilfe der Instruktion lzcnt
ermittelt, die die Zahl fithrender Nullen eines Registers zéahlt. Abhéngig von der Grofe des
Regimes werden die restlichen Bits, insofern es welche gibt, weiter dekodiert. Zuerst werden so
viele Exponentenbits wie moglich entnommen und mit dem Wert des Regimes zum Gesamt-
exponenten kombiniert, implizite Bits werden auf Null gesetzt. Sind nun noch Bits fiir die
Mantisse librig, wird diese auf die Kommastelle am 63ten Bit ausgerichtet und die implizite
fiihrende Eins vor dem Komma angefiigt.

Fiir jede Rechenoperation werden zu Beginn, nach dem Abfangen etwaiger Sonderfille (z.B.
Division durch Null), die Operanden zu unpacked_t entpackt. Nun kénnen Rechnungen analog
wie fiir allgemeine Gleitkommazahlen ausgefiihrt werden. Um bei Berechnungen die maximal
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#define MANTISSA_DP 63 /#*Decimal Point postition in the mantissa*/
#define MANTISSA_ONE (1 << MANTISSA_DP)
#define SIGN_BIT_P0S (BITLEN - 1) /#Bit Position of the sign in the posit*/
/*Empty bits when postit is smaller than its container*/
#define EMPTY_LEADING_BITS (CONTAINERLEN - BITLEN)
static inline posit_t complementIfNegative(posit_t p, uint8_t sign) {
if (sign) {
p = _bzhi_u64(p, SIGN_BIT_P0S); // clear sign and above
p = -p; // 2s complement
p = _bzhi_u64(p, SIGN_BIT_POS); // clear again
return (((posit_t)sign) << SIGN_BIT_POS) | p; // add sign
}
else return _bzhi_u64(p, SIGN_BIT_POS);
}
static inline unpacked_t unpack(posit_t p) {
unpacked_t u = {0, 0, 0};
p = _bzhi_u64(p, BITLEN);// clear all above the posits size
if(p == 0) return u;
u.sign = _bextr_u64(p, SIGN_BIT_P0S, 1);
if(u.sign) p = -p; // invert if negative
p = _bzhi_u64(p, SIGN_BIT_POS); // clear after potential inverting
uint8_t firstRegimeBit = _bextr_u64(p, SIGN_BIT_POS - 1, 1);
// left-align & conditionally invert the regime to use lzcnt for regime length counting
uint64_t regimelLZS = (uint64_t) p << (1 + EMPTY_LEADING_BITS);
if (firstRegimeBit) regimelZS = “regimeLlZS;
// set a terminating 1 to the end of the posit to stop lzcnt
// This is needed when BITLEN < Containerlen
regimeLZS |= ((uint64_t) 1 << EMPTY_LEADING_BITS);
uint8_t regimeLength = __lzcnt64(regimelZS);// count the leading zeroes
intl6_t regime;
if (!firstRegimeBit) // regiment started with a 0 -> k %is negative
regime = -regimelLength;
else regime = regimelLength - 1;
regimeLength++; // add the terminating 0/1 to regimentLength;
// get as many ezponent bits as possible
int8_t remainingBits = BITLEN - 1 - regimeLength;
if (remainingBits <= ES) {
// shift the bits es bits that are implicit zeros outside the register in
uint8_t exp = _bzhi_u64(p << (ES - remainingBits), ES);
u.exponent = (regime << ES) | exp;
u.mantissa = MANTISSA_ONE;
return u;
} // else: a mantissa ezists!
// mask out the mantissa:
int8_t encMantissaBitlen = BITLEN - 1 - regimeLength - ES;
u.mantissa = _bzhi_u64(p, encMantissaBitlen);
// align as fized point number
u.mantissa <<= MANTISSA_DP - encMantissaBitlen;
u.mantissa |= MANTISSA_ONE; // prepend implicit leading 1 at bit 64
uintl6_t exp = _bextr_u64(p, encMantissaBitlen, ES);
u.exponent = (regime << ES) | exp;
return u;

Listing 3.2: Symbolische Posit-Entpackungsfunktion fiir einen generischen Posit mit Bitlange
BITLEN und Exponentenldnge ES
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mogliche Genauigkeit zu erhalten, muss man die 64 Bit der Mantisse voll ausnutzen. Dafiir ist
es wichtig hier jede Art von Uberlauf zu beriicksichtigen, um keine Bits vor der Rundung zu
verlieren. Jegliche iiberlaufende Information die nicht in den 64 Bit Mantissen Platz findet,
wird in einem Zusatzwert remainder aufgefangen, der pack (unpacked, remainder) am Ende
als Zusatzinformation zur Rundung mitgegeben wir. So wird beim Angleichen der Exponenten
bei Addition oder Subtraktion der Teil, der beim Rechtsverschieben der Mantisse verloren
gehen wiirde, in diesem Wert gespeichert, wo er spéter genutzt werden kann um z.B bei
Unterlaufen durch Subtraktion von rechts wieder neue giiltige Bits einzuschieben oder bei der
Rundung weitere Details zu liefern. Multiplikationen nutzen eingebettetem Assemblercode
um die zwei 64 Bit Mantissen zu einem 128 Bit Ergebnis zu multiplizieren, von dem dann
die obere Hélfte das Ergebnis enthélt wahrend die untere als remainder der Rundung mehr
Details liefert. Analog dazu verwendet die Division ein 128 Bit Register fiir den Dividenden,
in dessen obere Hilfte die Mantisse des Dividenden geladen wird. Nach Division durch die
64 Bit Mantisse des Divisors erhélt man als Ergebnis wieder einen 64 Bit langen Quotienten.
Hier dient der Rest der Integerdivision als Zusatzinformation remainder fiir die Rundung.

Dies ist nur ein iiberschaubarer Uberblick iiber die Funktionsweise der Softwaresimulation,
neben dem genannten Vorgehen sind noch einige Sonderfille zu beriicksichtigen, Uberldufe
abzufangen und zusédtzliche Bitshifts nétig um am Ende wieder eine Mantisse mit Fixkom-
mastelle an Position 63 zu erhalten. Fiir weitere Details wie diese sei auf die Kommentare im
Quellcode der Datei longposit.c verwiesen. Insgesamt wurden die Grundrechenarten (Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division) sowie einige zusétzliche Funktionen (Qua-
dratwurzel, Potenzierung und Negierung) implementiert, die vollstdndige Liste findet sich im
Header posit.h. Da sich die Quadratwurzel und Potenzfunktion in keinem der evaluierten
Loser wiederfindet, sind diese nicht ausgiebig getested oder optimiert worden und entsprechen
wegen wiederholter interner Rundungsschritte wahrscheinlich auch nicht den Anforderungen
des Standards.

Nach jeder Rechnung kiimmert sich dann die Verpackungsfunktion pack darum, das Zwi-
schenformat richtig in einen Posit zu kodieren. Diese ist in Listing 3.3 aufgefiihrt. Dabei ist
das Verpacken umstandlicher als das Entpacken, da hier noch eine korrekte Rundung garan-
tiert werden muss. Zu Beginn muss die Lauflinge des Regimes ermittelt werden, und alle
damit einhergehenden Sonderfélle beriicksichtigt werden. So kénnte das Regime zu lange fiir
die Bitldnge sein, der Posit lauft damit iiber bzw. unter zu posityax bzw. posityi,. Weiter
bestimmt die Regimeldnge ob anhand der Mantissen- oder Exponentenbits gerundet werden
muss.

Die Rundung selbst wurde mittels dreier Flags Guard G, Round R und Sticky S implemen-
tiert, die alle drei Bits um die Rundungsstelle an der der Bitstring abgeschnitten werden soll,
beschreiben. Guard notiert dabei das letzte Bit links vor der Rundungsstelle, Round als Run-
dungsbedingung das erste Bit direkt nach der Rundungsstelle, und Sticky alle weiteren Bits
rechts von Round. Dabei wird Sticky jedoch nur einmal auf > 0 evaluiert, es ist also nicht
wichtig die genauen Bits nach Round darin abzuspeichern, sondern nur, ob welche davon auf
Eins gesetzt sind. Das Aquivalent dieser Rundung im Dezimalsystem wire, dass Round aus-
sagt ob der Nachkommateil > 0,5 ist, Sticky verschérft mit Round zusammen die Bedinung
auf > 0,5 wobei Guard nur die letzte Stelle vor dem Komma speichert. Guard wird bendtigt
um das Runden zur néchsten geraden Zahl zu implementieren, wie es der Posit-Standard ver-
langt. Ein Aufrunden findet immer dann statt, wenn die Bedingung R A (G V S) erfiillt ist,
also bei einem Wert in der exakten Mitte zwischen zwei Zahlen (R = 1,5 = 0) wird nur dann

20



© 0 N O A W N

OO O Ot O R R R R R R R R R R W W W W W W W W W W N NN N NN NN NN FE R R R e e e
W N E O O O U R W= O © 00NN OO kR WN = O © 00N OO R WN RO © N0 W N = O

#define POSIT_MIN 1 /*Smallest postit with minimal regime 0...01 */
#define POSIT_MAX (1 << (BITLEN - 1)) - 1 /#Biggest posit with maz regime 01...1%/
static inline posit_t pack(unpacked_t u, uint64_t remainder) {
posit_t p = 0x00;
if (u.mantissa == 0) return p;
// Determine the regime length (without terminating bit)
int32_t regime = u.exponent >> ES;
uintl6_t reglen = regime < 0 7 -regime : regime + 1;
if (reglen >= BITLEN - 1) { // Check for over and underflow
if(regime < 0) return complementIfNegative(POSIT_MIN, u.sign);
else return complementIfNegative(POSIT_MAX, u.sign);
}
// Keep track of rounding in 3 bits: Guard | Round Sticky...
uint8_t Guard = 0, Round = 0;
uint64_t Sticky = remainder; // For rounding, only sticky > 0 matters
posit_t exponent = _bzhi_u64(u.exponent, ES);
uint64_t mantissa = _bzhi_u64(u.mantissa, MANTISSA_DP); // remove implicit leading 1
int16_t mantissalen = BITLEN - 1 - ES - (reglen + 1); // reglen + terminator bit
// shift: highest mantissa bit from MANTISSA_DP - 1 to mantissalen
uint16_t mantissa_rem_len = (MANTISSA_DP - mantissalen);
// Rounding: Round is the first bit of the remainder, round the rest.
Sticky |= _bzhi_u64(mantissa, mantissa_rem_len - 1);
Round = _bextr_u64(mantissa, mantissa_rem_len - 1, 1);
mantissa >>= mantissa_rem_len;
if (mantissalen >= 0)
exponent <<= mantissalen;
else {
// there are no mantissa bits => get Round and Sticky from the exponent
int8_t explen = BITLEN - 1 - (reglen + 1); // <= ES
Sticky |= _bzhi_u64(exponent, ES - explen - 1);
exponent >>= (ES - explen - 1);
Round = exponent & Obl;
exponent >>= 1;
Sticky |= mantissa; // combine conditions exp_remainder > 0 | mantissa > 0
mantissa = 0;
}
// Run Length encode the regime
posit_t regimeRLE = O;
if (regime < 0) {
// place a terminating 1 at the end of leading zeroes
regimeRLE = ((posit_t) 1) << (BITLEN - 2 + regime);
} else {
// create a series of leading ones of the right length and shift it into position
posit_t rleOnes = ((((posit_t) 1) << (regime + 1)) - 1);
regimeRLE = rleOnes << (BITLEN - 2 - regime);
}
p = regimeRLE | exponent | mantissa;
if (Round) { // Round up conditionally
Sticky = Sticky != 0 7 1 : 0; // Evaluate sticky into a boolean
Guard = p & Obl; // Guard ts the current LSB of the representation
p += Guard | Sticky;
}

return complementIfNegative(p, u.sign);

Listing 3.3: Symbolische Posit-Verpackungsfunktion fiir einen generischen Posit mit Bitlinge

BITLEN und Exponentenlange ES.
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aufgerundet wenn das Rundungsergebnis eine gerade Zahl wird, die Zahl vor der Rundung
also ungerade (G = 1) ist.

In der Verpackungsfunktion werden diese drei Flags je nach Regimeldnge von verschiedenen
Stellen bezogen. Ist das Regime zu lange, sodass die Mantisse keinen Platz mehr findet, liegt
die Rundungsstelle im Exponenten, weswegen Guard und ggf. auch Round hier aus dem Ex-
ponenten genommen werden miissen, und die Mantisse nur in Sticky beriicksichtigt wird. Da
jedoch in den allermeisten Féllen in der Mantisse gerundet wird, werden die Rundungsbe-
dingungen am héufigsten aus den Mantissenbits genommen, dieser Fall tritt so oft auf dass
er in der Implementierung in Listing 3.3 aus der Fallunterscheidung herausgenommen wurde.
In jedem Fall werden die Zusatzinformationen der Rechenoperationen aus remainder nur zu
den Sticky-Bits hinzugenommen, da selbst fiir die lingstmogliche Mantisse (61 Bits fir 64
Bit lange Posits) Guard und Round noch immer direkt in der 64 Bit Mantisse liegen wiirden.
Nachdem das Regime Lauflingenkodiert und mit Exponent und Mantisse zusammengefiigt
wurde, wird schlieflich die Rundungsbedingung auf dieses Endergebnisses angewendet.

Dieser Rundungsalgorithmus wurde ausgehend vom Standard [17] entwickelt und mit der
Implementierung aus "universal” [26] als Orientierung fiir allgemeine Bitldngen und Exponen-
tenldngen eines generischen Positformates erweitert.

Die Ent- und Verpackungsfunktion sind in C als inline-Funktionen definiert. Untersuchungen
des ausgegebenen Assemblycodes zeigt auf, dass es der Compiler schafft das Zwischenformat
unpacked_t in den Registern zu halten und auf weitere Speicherzugriffe zu verzichten. Das
ist dahingehend hilfreich, dass es Vergleiche zwischen Posits und Floats vereinfacht, weil fir
Posits-Operationen genau wie fiir Floats nur die Operanden aus dem Speicher geladen werden
miissen.

Die Generizitdat der Posit-Implementierung ist gegeben durch Préprozessorersetzungen. Die
beiden Werte BITLEN (Bitldnge) und ES miissen dem Préprozessor iibergeben werden, der an-
hand dieser einerseits die Logik anpasst, aber auch die Namen von Konstanten und Funktionen
setzt. Alle Funktions- und Konstantennamen sind mittels eines Makros gesetzt, das ihnen allen
ein Prafix der Form p_BITLEN_ES_ verleiht, in dem BITLEN und ES durch die jeweiligen Werte
ausgetauscht ist. Funktionen haben dieses Préfix in Kleinbuchstaben, Konstanten in Grofs-
buchstaben. Diese makrogenerierten Namen werden ebenfalls im zugehorigen Header posit.h
verwendet, was es ermdoglicht, ihn mehrmals fiir verschieden definierte Werte von BITLEN und
ES zu inkludieren, was die Basis der Mixed-Precision Implementierung bildet.

Um die getrennte Notation von Bitlange und Exponentenldnge abzukiirzen haben sich wahrend
der Entwicklung des Frameworks die Abkiirzungen posit<BITLEN,ES> oder positBITLEN,ES
etabliert, die von nun an verwendet werden und auch an vielen Stellen in den Quellcodekom-
mentaren wiederzufinden sind.

Aufgrund ihrer Optimierung mit X86 Befehlssatzerweiterungen finden sich die Implemen-
tierungen der Posits im Verzeichnis x86posit, dies wird oft auch als Name der Positbi-
bliothek verwendet. Neben der hier beschriebenen Implementierung findet sich in der Datei
posit_impl.c noch eine veraltete Version, die nur bis zu Bitlangen 32-bit funktioniert und
von deren Verwendung generell abgeraten wird.

Fiir die Softwaresimulation einer anderen Arithmetik sind zwei Eigenschaften unabdingbar:
Eine schnelle Ausfithrung und fehlerfreies Rechnen. Mit der Garantie beider dieser Anforde-
rung befassen sich die folgenden Abschnitte.
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Tabelle 3.1: Millionen Operationen pro Sekunde (MPOPs) einger Positformate im Vergleich

zu den MFLOPs von double. Die rechteste Spalte zeigt als einheitslose Grofe das
Verhilthis der double MFLOPs zu den Durschschnittlichen Posit MPOPs

positl6,2 | posit32,3 | posit64,4 | double || Posit Durchsch. | Verhilt. Double/Posit
71,8 82,6 76,6 2072,0 77,0 26,9
66,5 76,2 75,9 2234.,4 72,9 30,7
70,3 70,0 75,5 2062,8 71,9 28,7
07,7 59,6 63,7 751,9 60,3 12,5

3.2.1 Performance

Mithilfe einer Schleife die immer wieder dieselbe Operation auf zwei Operanden ausfiihrt,
wurde im Programm positbench. c fiir alle Operatoren die Zahl der Operationen pro Sekunde
fiir ein generisches Posit Format ermittelt und gegen die FLOP /s Rate derselben Berechnung
im Datentyp double verglichen. Auf einem Ryzen 5 2600 Prozessor der auf seine Basisfrequenz
von 3,4GHz fixiert wurde, ergaben sich bei 10° Tests fiir die exemplarischen Positformate
posit16,2, posit32,3, posit64,4 und Vergleichsformat double die in Tabelle 3.1 genannten
Millionen Operationen pro Sekunde (MFLOPs/MPOPs).

Verglichen mit den Frameworks aus [25] kann diese Implementierung also gut mithalten, und
bietet den zuséatzlichen Vorteil schneller Kompilierung und eines generischen Formates. Die
Tabelle zeigt dabei einige interessante Umsténde auf: So sind Subtraktionen auf Posits immer
leicht langsamer als die Additionen, da sub nur den zweiten Operanden negiert und danach
add aufruft. Uber die verschiedenen Bitlingen der Posits hin lisst sich kaum eine signifikante
Anderung der Geschwindigkeit feststellen, da im Hintergrund immer mit den Mantissen in
vollen 64 Bit Grofe gerechnet wird. Dies konnte auch erkldren, warum die kleineren Formate
etwas langsamer sind, da hier der Compiler gegebenfalls noch Operationen einbaut um die
Konvertierungen von und zu den kleinen Typen vorzunehmen. Bemerkenswert ist auch der
Unterschied der OPs Rate bei der Division, die fiir beidermafien Posits und Floats langsamer
als andere Operationen sind, was der groferen Komplexitiat von Integer- und Float-Divisionen
auf der CPU geschuldet ist. Jedoch ist der Verlust an Performance fiir Posits hier nicht so
stark ausgepragt wie flir double, was die Posit Division relativ gesehen schneller als andere
Operationen macht.

3.2.2 Korrektheit

Um die Korrektheit der Simulation der Zahlen zu priifen, wurde in posittest.cpp ein Pro-
gramm entwickelt, das fiir einen gegebenen Operator potenziell alle méglichen Berechnungen
eines Formates simulieren kann und deren Ergebnisse mit einem Vergleichsformat abgleicht.
Dazu wurde erstens ein Algorithmus entwickelt, der mit einem Vergleichsergebnis aus einem
Float-Format (float, double oder quad) priift, ob das ermittelte Posit-Ergebnis am néchsten
am Float-Ergebnis liegt, d.h. es wird getestet ob der néchstgrofere oder -kleinere Posit né-
her am Float-Ergebnis liegt als es das tatséchliche Posit-Ergebnis tut. Diese ganze Priifung
ist etwas verkompliziert durch die verschiedenen Rundungsverhalten der beiden Zahlenforma-
te, da einerseits Uber- und Unterldufe abgefangen werden miissen, aber auch die angepasste
Rundung in der "Twilight Zone” (vgl. Abschnitt 2.1.2) berticksichtigt werden muss.
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Eine bessere Priifung der Korrektheit bietet sich ein direkter Abgleich mit einer etablierten
Posit-Softwaresimulation an. Dazu wurde die "softposit”™-Bibliothek [18| verwendet. Diese bie-
tet zwar nur eine beschriankte Menge an Positformaten an, namentlich posit8,0, posit16,1
und posit32,2, dafiir sind diese aber ausfiihrlich getestet worden. Leider wird sie aber nicht
mehr aktiv weiterentwickelt, weswegen einige Korrekturen am Code notwendig sind bevor er
kompilieren kann. Installation, Anpassung und Kompilierung werden alle von den Hilfsskrip-
ten erledigt, die spater noch genauer in Kapitel 3.7.1 gezeigt werden. Mithilfe dieser Bibliothek
kénnen die Ergebnisse der eigenen Posit-Implementierung noch zusétzlich zum Vergleich mit
Floats abgeglichen werden. Um die gesteigerte Komplexitat der vielen Vergleichstypen, Fallen
und Operatoren etwas eleganter zu verwalten, wurde hier ausnahmsweise C++ verwendet, um
dessen generische Templates ausnutzen zu kénnen.

Die einzige Hiirde daran, nun jedes Posit-Format umfassend zu Testen, ist die Zeitkomplexitét
des Programms. Da es fiir einen Posit der Bitlinge W insgesamt 2"V mégliche Kombinationen
gibt, gibt es bei zwei Operanden also 4" mégliche Berechnungen die getestet werden miissten.
Aufgrund dieser exponentiellen Zeitkomplexitét ist es praktisch unmoglich grofsere Positfor-
mate zu 100% zu testen. Auch wenn das Programm parallelisiert wurde und so mehrere Tests
gleichzeitig pro Sekunde ausfiithren kann, so bendtigt es auf dem im vorigen Abschnitt ver-
wendeten Prozessor z.B. zum vollstdndigen Testen von posit32,2 eine geschétzte Zeit von
3000 Jahren, fiir posit64,5 sogar mehr als 500 Milliarden Jahre. Mithilfe einer anpassbaren
Schrittweite lassen sich hier stichprobenartige Tests ausfiihren.

Mithilfe dieses Programmes wurden die Positformate posit8,0 und posit16,1 vollstéindig,
und posit32,2 mit Schrittweite 10* fehlerfrei getestet. Fiir grofere Positformate blieb nur
der Vergleich mit 128 Bit Floats, hier wurde posit64,5 mit Schrittweite 10'°, was etwa, 340 -
10% Stichproben entspricht, fehlerfrei getestet. Die getesteten Operatoren waren dabei neben
den von Posit implementierten Rechenoperationen auch die Konvertierungsoperationen zu
Float, Double und Quad. Diese beginnen fiir grofe Positformate wie zu erwarten Tests nicht
zu bestehen, da durch die Konvertierung zu float oder double mit kiirzeren Mantissen ein
Informationsverlust entsteht.

3.3 Mixed-Precision

Um mehrere beliebige Posit-Formate in Losern gemischter Genauigkeit zu verwenden, bendtigt
man ein System mit dem die Zahlentypen schnell ausgetauscht werden kénnen. Aufgrund man-
gelnder generischer Typen und Templates in C, wird die Generizitat mithilfe des Praprozessors
verwirklicht.

Dazu werden neue Préfixes definiert: wp fiir "Work Precision”, womit der Typ hoherer Genau-
igkeit gemeint ist, und rp fiir "Reduced Precision” was den Typen verringerter Genauigkeit
beschreibt. Nun gibt es im Verzeichnis mixed-precision/number eine Reihe von Header-
dateien *_num.h, die nur aus Makros bestehen. Deren Aufgabe besteht daraus, Typnamen,
Konstanten und Funktionsnamen wie wp_add() oder rp_mul () auf die Namen vom richtigen
zugehorigen Datentypen abzubilden. Gesteuert wird jeder dieser Header mit drei Definitionen,
z.B. num_wp.h erhélt in WP_BITLEN und WP_ES die Bitlinge und Exponentenlédnge des Forma-
tes sowie mit WP_LIB die ID des verwendeten Formates (1 fiir Posit und 2 fiir Float). Zum
Beispiel wird wp_add (a,b) fiir die Ldngen WP_BITLEN = 32 und WP_ES = 2 dann abhéngig des
Formates bei WP_LIB = 1 aufp_32_2_add(a, b), und bei WP_LIB = 2 auf (a + b) iibersetzt.
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Tabelle 3.2: Verfiigbare Zahlenformate im Mixed-Precision-System.

_LIB | _BITLEN _ES
Posit 1 1..64 0..BITLEN-2
Half 2 16 5
Float 2 32 8
Double 2 64 11
Quad 2 128 15

In seiner Génze unterstiitzt das Mixed-Precision System noch weitere Datentypen: Um [EEE-
754 Floats der Grofe 128 Bit zu unterstiitzen wird der vom GNU C Compiler unterstiitzte
Datentyp __float128 verwendet, fiir 16 Bit Half-Floats wurde in mixed-precision/float16
aufgrund mangelnder passender verfiigbarer C-Bibliotheken eine Softwaresimulation eigens
implementiert. Diese funktioniert dabei in ihren Grundprinzipien so wie die Positsimulation,
nur dass die Ent- und Verpackungsfunktionen anders sind, und die anderen Sonderfille und
Vergleichsoperationen sowie das andere Rundungsverhalten berticksichtigt werden. Genau wie
die Posit-Softwaresimulation wurden auch die Half-Floats mit dem Testprogramm aus Ab-
schnitt 3.2.2 erfolgreich auf ihre Korrektheit gepriift, und mit dem Programm aus Abschnitt
3.2.1 auf demselben Prozessor in ihrer Performance getestet, wobei sie iiber alle Operatoren
ziemlich gleichmiRig 415 MFLOPs erreichen konnten. Als Uberblick wird eine Liste aller un-
terstiitzter Formate zusammen mit den Parametern, die dem Préprozessor iibergeben werden
miissen, in Tabelle 3.2 gefiihrt.

Zwischen all diesen Datentypen stellt das Framework Konvertierungsfunktionen bereit. Dem
Nutzer direkt zuganglich sind dabei Konvertierungen zwischen Work- und Reduced-Precision
(wp_to_rp(a), rp_to_wp(a)), sowie zwischen jedem der IEEE Float-Typen und WP bzw.
RP (wp_from_float(a), rp_to_double(), etc. mit Abkiirzungen wp_£ff (a), rp_td). Alle Ty-
pkonvertierung, sofern nicht nativ von der Hardware unterstiitzt, erfolgt iiber das gemeinsame
Zwischenformat unpacked_t. Das Verzeichnis mixed-precision/packing stellt die Ver- und
Entpackungsfunktionen aller Float-Datentypen bereit, wihrend die Posit-Implementierung ih-
re inline Packfunktionen mittels eines Wrappers ebenfalls im globalen Namensraum verfiig-
bar macht. Wie alle anderen Operatoren wird die Konvertierung ebenfalls per Makroersetzung
bereitgestellt, indem der Praprozessor die Ent- und Verpackungsfunktion der richtigen zuge-
horigen Typen verkettet.

Da die Header sowieso mit ihren Makros schon fiir jede Rechenoperation eine Ersetzung vor-
nehmen, wurde das Zahlen der Rechenoperationen hier gleich mit eingebaut. Mithilfe des
Komma-Operators von C, der besagt, dass bei einer Folge kommaseparierter Operanden alle
evaluiert werden aber nur das Ergebnis des letzten zurilickgegeben wird, wird also bei obigem
Beispiel fiir wp_add stattdessen (p_32_2_count_operation(), p_32_2_add(a,b)) zuriickge-
geben, was denselben Effekt hat, aber wihrenddessen noch den Zahler eines globalen Structs
inkrementiert. Dies geschieht hier {iber Funktion um den Anteil von WP und RP Operationen
getrennt zéhlen zu kénnen. Neben Operationen werden noch andere Metriken wéhrend der
Programmausfithrung gezéhlt, fiir die ebenfalls Makroersetzungen ausgenutzt werden.

Wie bereits aus dieser Beschreibung hervorgeht, unterscheiden sich die Header die WP und
RP bereitstellen nicht stark in ihrer Funktion, tatsédchlich sogar nur in den Préfixen die sie
den Funktionsnamen voranstellen. Da generische Makros die Kapazitit des C-Préprozessors
iiberschreiten, diese Redundanzen allerdings doch ziemlich umstéandlich sind, wenn man kleine
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Anderungen vornehmen méchte, werden die Header *_num.h mithilfe des GNU M4 Priprozes-
sors aus der Datei num.m4 erzeugt. Das Shellskript im selben Verzeichnis kiimmert sich dabei
um die richtigen Aufrufe des von M4.

Fiir die Anwendungsprogramme, die das Mixed-Precision Framework nutzen, bedeutet das,
dass nur der Header mp.h inkludiert werden muss, um Berechnungen auf den Typen wp_num
und rp_num auszufiihren. Diese werden dann zur Kompilierzeit vom Préprozessor durch die
richtigen Funktionsaufrufe ausgetauscht, je nachdem welche Datentypen fiir die WP und RP
gewiinscht sind. Darum, dass zusétzlich zu den richtigen Funktionsnamen in den Headern auch
mit den richtigen Objektdateien gelinkt wird, kiimmern sich die Hilfsskripte die in Abschnitt
3.7.1 beschrieben werden.

3.4 Algebra- und BLAS-Funktionen

Um die im Theoriekapitel beschriebenen Loser zum Implementieren, ben6tigt man noch ei-
nige numerische Algorithmen. Um allgemein das Arbeiten mit mehrdimensionalen Gréfen in
Form von Vektoren zu vereinfachen, wurden die BLAS-Routinen axpy, scal, copy, asum und
gemv implementiert. Der Code entstand in Anlehnung an die Lapack Bibliothek [27], deren
Algorithmen von Fortran zu C iibertragen wurden und an das Mixed-Precision System an-
gepasst wurden. Dabei wurde versucht die Funktionssignaturen zu bewahren, mit Aufnahme
des Prifixes s,d das den Datentyp notiert, da stattdessen eine eigene Notation zur internen
Identifizierung des Datentypen, dhnlich der Funktionsnamen der Posits, verwendet wird.

Neben diesen simplen Vektor- und Matrixoperationen benotigen die Impliziten Runge-Kutta-
Verfahren noch einen Loser fiir das implizite Gleichungssystem 2.7. Fine géngige Option dafiir
ist das Newton-Raphson-Verfahren [28], welches ein iteratives Verfahren ist, das mithilfe der
Ableitung die Nullstelle einer Funktion approximieren kann. Fiir eine vektorwertige Funkti-
on g : R” — R” kann es die Losung von g(z) = 0 annédhern, indem iterativ die folgende
Berechnungsvorschrift fiir N Schritte wiederholt wird:

2D = 2@ _ Jg_1 (:B(i)) g (x(i)> , YO<j<N:zUeRr® (3.1)
Dabei beschreibt J - 1 ($(i)) die inverse Jakobimatrix von g, ausgewertet am Ergebnis des vorhe-
rigen Schrittes 2. Das Newton-Rasphson-verfahren konvergiert quadratisch mit jeder Iterati-
on niher an das Ergebnis, Gl. 3.1 wird also so oft wiederholt bis die Differenz ||z(+D —z®)|| < ¢
eine gewisse Schwelle £ unterschreitet, oder das Verfahren eine maximale Anzahl an Wieder-
holungen N iiberschreitet. Wichtig ist auch, dass initial ein Startwert z(?) gewihlt werden
muss, von dem das Verfahren aus nach der Nullstelle sucht.

Da das Berechnen einer Matrixinverse in Gl. 3.1 sehr umstéandlich ist, bietet es sich eher an die
Gleichung umzuformulieren und stattdessen das sich so ergebende lineare Gleichungssystem
zu 16sen:

7, (;M) . (a;(“ _ x(i+1)) _g (;p(ﬂ) (3.2)
Gleichungen der Form A -x = b, wobei A € R™"*™ eine Matrix und b, z € R", ldsst sich relativ

einfach algorithmisch nach z auflésen. Das bekannteste Verfahren dafiir ist das Gaufiverfahren
[28], das auch in dieser Arbeit implmentiert wurde.
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Abbildung 3.1: Speicherbelegung eines unkomprimierten Arrays von 9 Bit Posits in ihren 16
Bit Containern.

Bevor das lineare Gleichumssystem aus 3.2 geldst werden kann, benotigt man die Jacobimatrix
Jg der Funktion g(x). Falls die analytische Ableitung der Funktion g nicht vorliegt, so kann
die Jacobimatrix auch approximiert werden. Dieses Framework unterstiitzt dabei die Methode
der Zentralen Differenzen |28|. Die Ableitung einer eindimensionalen Funktion f : R — R wird
approximiert als
of e+ Aa)— [l - Aa)
ox 2Azx

wobei Az > 0 eine kleine Konstante ist, die die Schrittweite beschreibt auf der f approximiert
wird.[28| Dies lésst sich auf eine vektorwertige Funktion g : R — R™ erweitern, indem man
die Formel auf jedes Element der Jacobimatrix anwendet

(3.3)

5%1(96)
dg(x) T
dg(z dg(x) | . g _ . .
Ja) = [ ) FE | ]
¢ 9gn(x) (34)
81‘7;
o 0g9;  gi(x1,...,xi+Ax, .. ) —gi(@1, .1 — Ay xy)
Vz,je{l,...,n}:a;‘ ~ 2 2Aa:]

Die Implementierungen der Algorithmen newton_raphson, gauss und approx_jacobian liegen
zusammen mit den BLAS-Funktionen in algebra. c im Verzeichnis mixed-precision/algebra.
Mittels eines &hnlichen Systems aus Headern und Makros werden sie fiir beide Genauigkeiten
WP und RP kompiliert und mit mp.h eingebunden.

3.5 Komprimierte Vektoren

Da Posits beliebiger Grofte untersucht werden sollen, und fiir Posits in der Softwaresimulation
immer der Integerdatentyp mit der Bitlange der nichstgroferen Zweierpotenz als Container
dient, fallen potenziell viele ungenutzte Bits an Speicher an. Bits die nicht nur zusétzlichen
Hauptspeicher bendtigen, sondern auch die Speicherbandbreite unniitz mitverbrauchen und
wertvollen Platz in den Caches verschwenden. Im schlimmsten Falle, fiir Posits der Bitlange
W = 33, die als Container einen 64bit Integer verwenden, betrédgt der Anteil verschwendeter
Bits sogar 31/64 ~ 48,44%. Graphik 3.1 zeigt exemplarisch diesen verschwendeten Speicher
in einem Array aus posit9,x

Um dieser Verschwendung entgegenzuwirken, wurde ein System wvector entwickelt, welches
Vektoren in den numerischen Algorithmen ersetzt und eine Kompaktierung wie in Grafik 3.2
gezeigt unterstiitzt. Mithilfe von Bitshifts wird der Leerraum der Container somit fiir den
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Abbildung 3.2: Speicherbelegung eines komprimierten Arrays von 9 Bit Posits in ihren 16 Bit
Containern.

jeweils néchsten Posit des Vektors verwendet, die Posits riicken sozusagen auf und iiberlap-
pen dadurch moglicherweise zwei Container. Durch dieses Vorgehen wird der verschwendete
Speicher von ungenutzten Bits in jedem Container reduziert auf lediglich das Padding nach
dem letzten Element des Vektors, sofern die Gesamtbitzahl des Arrays kein Vielfaches der
Containerlidnge ist.

Da aufgrund der moglichen Teilerfreiheit von Bitlinge und Containerlange lange Ketten von
Posits die stets zwei Speicherzellen iiberlappen entstehen kénnen, Computer ihren Speicher
aber zumeist in Blocken verwalten, wurde dem Komprimierungsverfahren eine Blockgrofe I
hinzugefiigt. Diese garantiert, dass nach [p Containern das néichste Arrayelement wieder am
Anfang eines Containers ausgerichtet ist. Dies bedeutet zwar etwas zusétzlichen Speicherver-
lust, begiinstigt allerdings eine Verwendung dieser komprimierten Vektoren im Shared Memo-
ry. So kénnte man z.B. Cache-Invalidierungen infolge von False Sharing vorbeugen, indem man
die Blockgrofe gleich der Lénge einer Cache-Line setzt. In allen Betrachtungen dieser Arbeit
wurde stets eine Blockgrofe von 64 Byte gewahlt. Diese Designentscheidung war jedoch eher
zukunfsgerichtet gedacht, da dieses Verhalten in den Untersuchungen aufgrund mangelnder
Parallelitét nicht zum Vorschein tritt.

Im Quellcode ist diese gesamte Logik in der Datei compressed_vector.c im algebra Ord-
ner. Die Quellcodeabschnitte 3.4 und 3.5 zeigen dabei auf, wie die Kompaktierung der Lese-
und Schreibezugriffe auf den Vektor implementiert wurde. Die Berechnung der Indizes wurde
dabei aufgrund der Gleichheit in ein Makro ausgelagert. Um die Position eines Elements ¢ der
Bitlange _BITLEN in einer Reihe von Containern der Grofe _CONTAINERLEN zu lokalisieren,
muss zuerst der Index des Blocks berechnet werden, danach der Index des Elements im Block.
Hieraus kann man den Index des Containers in Block berechnen, in dem der abgelegte Posit
anféngt, welcher zusammen mit dem Blockindex als array_index die Position dieses Contai-
ners im Gesamtarray angibt. Zuletzt wird die Bitposition in diesem Container ermittelt, an
der der abgespeicherte Posit beginnt. Hier ist noch darauf zu achten, dass die Elemente sich
von kleinem Bitindex zum groferen erstrecken, in den Abbildungen 3.1 und 3.2 ist dies bereits
bedacht, indem die einzelnen Container entgegen der Konvention umgedreht dargestellt sind,
das MSB ist also stattdessen an der Position des LSB.

Die Lese- und Schreibvorgénge selbst erfolgen abhéngig davon, ob das Element in einem Con-
tainer liegt oder zwei iiberlappt. Bei Schreiben muss noch zusétzlich auf eine richtige Maskie-
rung geachtet werden, sodass keine falschen Bereiche iiberschrieben werden, und keine vorhe-
rigen Werte in dem zu schreibenden Element unbeabsichtigt bestehen bleiben. Einen weitere
Abschnitt den sich beide Funktionen teilen ist die Praprozessorfallunterscheidung, die fiir den
Fall, dass die Elementlange gleich der Containerlédnge ist, den gesamten Komprimierungsteil
iiberspringt. Eigentlich sollte dieser, um seinen Zusatzaufwand bemessen zu kénnen, in jedem
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// Macro to determine the main indices needed for accessing (reading and writing)
#define GET_ARRAY_INDICES(Z) |\
uint32_t block_index = (i) / ELEMENTS_PER_BLOCK;\
uint32_t element_index = (1) J ELEMENTS_PER_BLOCK;\
/*¥Adrray inder of the contatiner in the target block*/\
uint32_t container_index = (element_index * _BITLEN) / _CONTAINERLEN;\
/#Bit position inside the containerx/\
uint32_t internal_index = (element_index * _BITLEN) ) _CONTAINERLEN;)
uint32_t array_index = block_index * CONTAINERS_PER_BLOCK + container_index;
inline _num FN_PREFIX(v_get) (FN_PREFIX(v_t)* vec, size_t i) {
MEMORY_COUNT(_BITLEN, 1, statistics.read_bits); // counts statistics

#4f _BITLEN == _CONTAINERLEN // Necessary because float/double cannot be bitshifted
return vec->baseptr[i];
#else

GET_ARRAY_INDICES (i)

_num out = vec->baseptr[array_index] >> internal_index;

if (internal_index > _CONTAINERLEN - _BITLEN) {
// bits of this element have spilled from this container into the nezt one
out |= vec->baseptr[array_index+1] << (_CONTAINERLEN - internal_index);

}

return _bzhi_u64(out, _BITLEN);

#endif

Listing 3.4: Symbolische Posit-Entpackungsfunktion fiir einen generischen Posit mit Bitlange
BITLEN und Exponentenlange ES.

Fall mit eingeschlossen sein, jedoch lasst sich der Code mit Bitshifts auf den Datentypen float
und double, die ebenfalls die Vektoren benutzen, nicht kompilieren, weswegen dieser Abschnitt
unter dieser Bedingung ausgeschlossen wird.

Um einerseits einen Vergleich zu naiven Arrayzugriffen zu haben und andererseits den Zu-
satzaufwand durch den Funktionsaufruf bzw. des Inlinings bemessen zu kénnen, stehen zwei
weitere Varianten mit diesen Implementierungen als Alternative zu den komprimierten Array-
zugriffen zur Verfiigung. Im Allgemeinen werden alle Zugriffe auf Elemente von Vektoren, die
zuvor noch durch Arrayzugriffe implementiert waren, nun nur noch durch Makros getéatigt.
Diese werden vom Préprozessor im Rahmen des Mixed-Precision Systems durch den entspre-
chenden Funktionsaufrufe oder direkte Arrayzugriffe der Form array[idx] substituiert.

Dafiir gibt es wieder eine Reihe von mit M4 generierten Headerdateien *_vec.h, die die Zu-
griffsmethoden fiir beidermafen WP und RP bereitstellen und nach Einstellung auf die richti-
gen Funktion im Hintergrund aliasen. Sie stellen die Vektortypen wp_num_v_t und rp_num_t,
sowie die Lese- und Schreibfunktionen *_v_get() und *_v_set() zur Verfiigung, und ana-
log dazu noch einen Typ fiir Matrizen *_num_m_t, der dieselben Zugriffsfunktionen nur mit
zwei Indizes anbietet und dieselben komprimierten und nichtkomprimierten Varianten anbie-
tet. Neben den Zugriffsmethoden werden ebenfalls Makros zur Initialisierung bereitgestellt,
die Allokation auf Stack und Heap unterstiitzen. Da die komprimierten Vektoren auf einem
Pointer basieren wurde hier mithilfe zusétzlicher Hintergrundvariablen eine Stackallokation
nachempfunden, um sie nicht mit dem zusétzlichen Nachteil eines malloc Systemaufrufs zu
belasten. Gesteuert wird die Variante der verwendeten Implementierung iiber den Parameter
vector_variant in den Build-Skripten, die sich um das Linken mit der richtigen Objektdatei
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inline void FN_PREFIX(v_set) (FN_PREFIX(v_t)* vec, size_t i, _num val) {
MEMORY_COUNT(_BITLEN, 1, statistics.write_bits); // counts statistics

#4f _BITLEN == _CONTAINERLEN
vec->baseptr[i] = val;
#else

val = _bzhi_u64(val, _BITLEN);

GET_ARRAY_INDICES (i)

if (internal_index <= _CONTAINERLEN - _BITLEN) {
// the element ends before the end of the container => mask in only the leading
— “enternal_indexz  bits and the ones following after the end of the element
_num mask = ~“(((lul << BITLEN) - 1) << internal_index);

vec->baseptr[array_index] = (vec->baseptr[array_index] & mask) | (val <<
< internal_index);
}
else {
// mask out the upper bits of the lower register
vec->baseptr[array_index] = _bzhi_u64(vec->baseptr[array_index], internal_index) |
— (val << internal_index);
// insert the bits that overflowed the register to the left into the next register
// mask out the lower _BITLEN - (_CONTAINERLEN - internal_indez) bits
uint32_t lower_len = _CONTAINERLEN - internal_index;
uint32_t upper_len = _BITLEN - lower_len;
vec->baseptr[array_index + 1] = ((vec->baseptr[array_index + 1] >> upper_len) <<
— upper_len) | (val >> 1lower_len);
}
#endif

Listing 3.5: Schreibefunktion fiir komprimierte Vektoren.

kiimmern. Da die Vektorvariante nicht in den Funktionsnamen der generischen Funktionen
enthalten sind, kénnen diese fiir verschiedene Varianten vom Linker nicht unterschieden wer-
den, es kann also immer nur eine Variante fiir das gesamte Programm gewéhlt werden, und
nicht fiir RP oder WP separat.

3.6 Loser

Um die Eignung von Posits als Datentypen fiir MP Solver zu priifen wurden mehrere Loser
implementiert. Neben den in Abschnitten 2.4 und 2.5 vorgestellten Verfahren wurden noch ein
explizites Eulerverfahren und das klassische RK4-Verfahren programmiert, die hauptséchlich
als Vergleichsmafs und fiir Referenzergebnisse herangezogen werden. Alle Loser des Frame-
works befinden sich im Verzeichnis solver. Verwaltet werden alle Solver in einer Liste von
Structs, von denen jedes Element Informationen {iber den Solver und einen Funktionszeiger zur
Losungsfunktion speichert, was ein dynamisches Auswéhlen des zu verwendenden Solvers zur
Laufzeit ermoglicht. Im Allgemeinen sind die Implementierungen der Solver nur direkte Uber-
tragungen der Berechnungsvorschriften zu Code unter der Verwendung der Mixed-Precision
Datentypen und Algebrafunktionen, es folgen also nur spezifische Einzelheiten zu den zwei
wichtigen Solvern:
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3.6.1 Implizite Mittelpunktsregel

Der Loser zur impliziten Mittelpunktsregel arbeitet das Schema aus Gleichung 2.12 ab. Zum
Losen des nichtlinearen Gleichungssystems (1) = u(® + % - f(kM) auf verringerter Genauig-
keit wird das Newton-Raphson-Verfahren aus Abschnitt 3.4 verwendet, um die Nullstelle der
Funktion g(k1)) = u(™ + % (kM) = k() = 0 zu finden. Hierfiir benétigt man die Jacobima-
trix J,; von g, welche sich, wenn die Jacobimatrix J; von f bekannt ist, analytisch berechnen
lasst.

99; _ 9 ([, ﬁf, (,41)) WY _ RO (K(1)> 1 fallsi=

8“51) ort \ 2 ’ 2 9V 0 fallsi##y
h

= J, (n(l)) = 37r (R(l)) _ 1,

I,; beschreibt die Identititsmatrix derselben Dimension d € NT der ODE.

(3.5)

Nachdem in jedem Zeitschritt das implizite System gelost ist, werden die von Grant [1] vor-
geschlagenen Korrekturschritte durchgefiihrt. Der Parameter p der deren Anzahl bestimmt,
kann vom Nutzer dem Solver {ibergeben werden. Mit der Wahl p = 0 und WP=RP wird der
Solver zur gewohnlichen Mittelpunktsregel ohne gemischter Genauigkeit.

3.6.2 RKC1

Als explizites Verfahren bendtigen die Runge-Kutta-Chebyshev-Verfahren kein Newton-Raphson-
Verfahren, sondern kénnen ihre Koeffizienten explizit berechnen. Trotzdem sind noch einige
zusétzliche Funktionen notwendig.

So werden die Werte des Chebyshev-Polynoms (Gl. 2.15 und 2.17) mithilfe von Memoization
berechnet, anstatt das rekursive Verfahren direkt auszufiihren, was aufgrund seiner exponen-
tiellen Zeitkomplexitit sehr langsam wiére.

Eine direkte Abbildung der Rechenvorschrift aus 2.19 war in diesem Falle nicht eindeutig
moglich, da aus der Publikation nicht deutlich hervorgeht welche der Funktionsauswertungen
in verringerter, und welche in héherer Genauigkeit ausgefithrt werden sollten. Da es keinen
verdffentlichten Programmcode gibt und auch keine detaillierteren zitierenden Publikationen
existieren, wurde die Berechnungsvorschrift so gut es ging an die existierenden Beschreibungen
des Schemas angepasst.

Das Paper zu den RKC-Methoden sieht vor, dass die Stufenzahl s des Losers genauso gewéhlt
werden soll, dass der Stabilitdtsbereich grofs genug wird um die Steifigkeit der betrachteten
ODE zu enthalten, was mit in Abschétzungen moglich ist [2|. Da diese jedoch mit einem
enormen Zusatzaufwand an Numerischen Verfahren (z.B. zur Ermittlung des Spektralradius’
der Matrix der ODE) verbunden wéren, wurden in allen Auswertungen die Stufenzahlen aus
den Beispielen der Publikation [2]| als Konstante {ibernommen.

Die Implementierung unterstiitzt drei verschiedene Varianten wie der Loser die gemischte
Genauigkeit verwendet. Mit der ersten ldsst sich die gemischte Genauigkeit ausschalten, sodass
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der Loser nur mit dem WP-Datentypen rechnet, also das Schema aus 2.13 abarbeitet. Als
zweite wird ein "naiver” Ansatz verwendet, der die Funktionsauswertungen von f in reduzierter
Genauigkeit durchfiihrt, fiir den die Konvergenzbedingung nicht mehr garantiert wird. Mit der
dritten Option werden die Zwischenwerte wie in Gl. 2.19 gezeigt in gemischter Genauigkeit so
bestimmt, dass die Konvergenzordnung bewahrt wird [2]. Intern wird die Wahl der Variante
iber den Wert in p, der eigentlich nur fir die Anzahl der Korrekturschritte aus ImpMid
verwendet wird, gesteuert.

3.7 Programme und Hilfsskripte

Im Verlauf der vorigen Kapitel wurden bereits einige der Programme die das Framework nutzen
vorgestellt. Neben diesen Testprogrammen fiir die Posit-Zahlenformate gibt es noch weitere
ausfithrbare Einstiegspunkte in das Framework. Um das Kompilieren, Ausfithren und Auswer-
ten dieser Programme zu beschleunigen, wurde eine Reihe von Python-Skripten entwickelt,
die sich im Verzeichnis scripts im Repository finden.

3.7.1 Buildsystem

Da das Framework stark vom Préprozessor abhéngig ist, der viele Argumente zur Kompile-
zeit benotigt, was manuelle Kompilation und Aufrufe kompliziert macht, ist in den Skripten
ebenfalls der Build-Vorgang mit enthalten. Auch wenn die Wahl fiir Gnumake hier nahelie-
gend scheint, fiel die Entscheidung auf ein vollstdndiges Buildsystem mittels Kompileraufrufen
aus Python, um genauere Kontrolle iiber den Vorgang zu bekommen. Ein grofies Ziel bei der
Entwicklung war vor allem ein schneller Kompileprozess, weswegen versucht wurde so gut
wie moglich unnétige Neukompilierungen von bestehenden Bestandteilen des Programms zu
vermeiden. Im Grunde gehen die Skripte wie folgt vor:

Innerhalb des Buildsystems gibt es fiir jede Teilbibliothek des Frameworks (Zahlen, Algebra,
Vektoren und Hilfsbibliotheken) eine Subklasse, deren Funktionen beschreiben wie diese Bi-
bliothek kompiliert wird, wie sich deren Zielpfad ergibt, und welche Flags sie fiir den Linking-
prozess voraussetzt. Dabei konnen diese Klassen entweder allgemeine Bibliotheken beschrei-
ben, oder welche die in Abhéngigkeit eines Zahlenformates verschiedene Ergebnisse liefern,
wie z.B. die Positimplementierung, die abhéngig von Bit- und Exponentenldnge speziellen
Code erzeugt. Fiir diese komplexeren Bibliotheken wird das Zahlenformat, mit dem sie kom-
piliert wurden im Dateinamen mitgespeichert, um die erzeugte Objektdatei wiederverwenden
zu konnen, sollte spater noch einmal dieselbe Bibliothek vom selben Zahlenformat benétigt
werden. Da in Bibliotheken aber noch mehr Parameter als das Zahlenformat einfliefsen, die
sie potentiell inkompatibel mit der Variante machen, die tatsédchlich benotigt wird, werden
diese ebenfalls in den erzeugten Objektdateien kodiert. Mithilfe von objdump wird den Da-
teien eine Sektion fiir Metadaten angehégt, in denen die Textform der Schliissel-Wert-Paare
der Zusatargumente gespeichert wird. Wird nun eine Bibliothek erneut benétigt, so wird aus
der vorher erzeugten Datei erst die Sektion extrahiert und mit den Anforderungen verglichen,
stimmen diese nicht iiberein, so wird neu kompiliert.

Diese Bibliotheken werden im nédchsten Schritt zu Programmen gelinkt. Dabei hat jedes Pro-
gramm (Posittest, Positbenchmark, Positode, etc.) ebenfalls eine Subklasse die den Kompilierungs-
und Verlinkungsprozess spezifiziert. Die kompilierten Bibliotheken werden aus der LibraryRegistry
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Tabelle 3.3: Alle moglichen Eingabeargumente des Positode-Programms

Option ‘ Datentyp | Beschreibung
--solver Enum Wahl des Solvers, Optionen: (explicit-euler, explicit-rk4, im-
plicit-midpoint, lop-rkcl)
--problem Enum Wahl des AWPs, Optionen: (linear-lambda, arenstorf, van-
der-pol, heat2d, brusselator)
--h/-h Double | Schrittweite die das Verfahren verwendet
--t-range/-t Double | Differenz des Zielzeitpunkts zum Anfangszeitpunt ¢ty — tg
--corrections/-p Integer | Anzahl der Korrekturschritte wenn Solver implizites MP-
RKV, MP-Variante wenn Solver MP-RKCV ist
--repetitions/-r Integer | Optionale Anzahl wie oft der Solver ausgefiihrt werden soll.
--solver-args String Zeichenfolge aus schliissel=wert Paaren mit Zusatzargu-
menten fiir den spezifischen Solver
--problem-args String | Analog zu solver-args kodiert, aber mit Argumenten fiir
das AWP
--output/-o Pfad Optionaler Dateispeicherort fiir die Ausgabe des Ergebnisses
des Solvers, Binar serialisiert statt in Texform wie die Stan-
dardausgabe
--reference-solution Pfad Pfad zu einer Vergleichslosung zu der der Fehler, bzw. die
Abweichung berechnet werden soll
--error-method Enum Auswahl der Fehlerberechnungsmethode, Optionen: (mse,
euclid, mean, max, max_all, mean _all)

bezogen, die mithilfe von asynchroner Python-Funktionen die Teilbibliotheken parallel kompi-
liert. Zur Ausfithrung definieren die Klassen noch eine zusétzliche Funktion in der Eingabear-
gumente richtig {ibergeben werden und Ergebnisse entsprechend dekodiert werden. Genau wie
bei den Bibliotheken existiert fiir die Programme auch der Wiederverwendungsmechanismus,
generische Argumente werden also im Namen oder in den Metadaten abgespeichert.

Das wichtigste Programm das von Buildsystem kompiliert wird, ist wohl:

3.7.2 Positode-Programm

Das Programm positode ist der Haupteinstiegspunkt des Frameworks in die Solver. Die Auf-
gabe des C-Programms ist der Aufruf eines ausgewéhlten Solvers fiir eines der unterstiitzen
Anfangswertprobleme, fiir eine bestimmte Schrittweite und Zielzeitpunkt. Die Ubergabe der
Parameter fiir die verwendeten Zahlenformate WP und RP und das Linken gegen die zugeho-
rigen Bibliotheken geschieht, wie fiir die anderen Programme auch, durch das Buildsystem.

Zu Programmstart parst positode die Eingabeargumente mithilfe von GNU getopt. Tabelle
3.3 gibt eine Ubersicht iiber die verfiigharen Argumente. Neben den erwarteten Einstellun-
gen fiir Solver, AWP, Schrittweite, Zielzeitpunkt und Korrekturschritte bietet das Programm
noch weitere Optionen an. So lasst sich optional eine Anzahl an Wiederholungen, wie oft der
Solver ausgefiihrt werden soll, setzen, um bei einer sehr kurzen Ausfiihrungszeit einen besser
gemittelten Durchschnittswert zu bekommen. Auch optional sind die Zusatzargumente fiir die
Solver und AWPs, mithilfe derer Solver- bzw. Problemspezifische Argumente an das Programm
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iibergeben werden konnen, die in der allgemeinen Programmschnittstelle nicht enthalten sind.
Diese erwarten einen speziell formatierten String, in dem eine Liste von Schliissel-Wert Paaren
in der Form schliissell=wertl&schliissel2=wert2 usw. abgelegt ist und iibersetzen diesen
in ein Dictionary, das mithilfe eines sortierten Bindrbaums implementiert wurde. Aus diesem
konnen nun Solver und Probleme bei ihrer Initialisierung die Argumente entnehmen, die sie
verwenden konnen.

Fiir die Ausfithrung des Losers gibt es zwei Modi: Einen der nur das Endergebnis nach dem
letzten Zeitschritt zuriickgibt, und einer der die Ergebnisse aller Zeitschritte speichert und
ausgibt. Zweiteres muss zur Kompilezeit mit der Flagge SOLVER_STEP_VALUES an den Prépro-
zessor aktiviert werden.

Ebenfalls iibernimmt das Programm die Fehlerberechnung, d.h. es berechnet die Abweichung
von einem Referenzwert. Fiir die spitere Evaluation wird als Quelle fiir diesen Referenzwert
immer das Ergebnis eines genaueren Solvers mit einer kleineren Schrittweite dienen, prinzipiell
wiren aber auch die Ubergabe von analytischen Ergebnissen moglich, sofern diese existieren.
Da die Referenzwerte entweder Vektoren sind, wenn man die Abweichung nach dem letzten
Schritt betrachtet, oder Listen von Vektoren, wenn man den globalen Fehler berechnen moch-
te, bendtigen diese vor allem fiir grofe Differentialgleichungssysteme schnell viel Speicher,
weswegen sie bindrkodiert in Dateien geschrieben werden und nur ein Dateipfad zur Referenz
iibergeben wird.

Um mit einem Aufruf von positode eine solche Datei zu erzeugen, um das Ergebnis des
Losers spéter als Referenz zu verwenden, muss beim Aufruf im Argument --output/-o ein
Dateipfad angegeben werden, an dem die Losung geschrieben werden soll. Nun kann derselbe
Pfad bei einem anderen Aufruf von Positode im Argument --reference-solution mitgegeben
werden. Zusammen mit der Angabe einer Fehlerberechnungsmethode durch --error-method
bestimmt das Programm nach dem Fertigwerden des Solvers die Abweichung seines Ergebnis-
ses. Die Tabelle 3.4 gibt einen Uberblick iiber die verfiigharen Methoden. Allerdings nimmt
diese vereinfachenderweise an, dass sich die Lésung und Referenzlésung dieselbe Schrittzahlen
N = N teilen, was natiirlich in der Realitéit meist nicht der Fall sein sollte. Das bedeutet aber
auch nur, dass das Programm fiir die Berechnung der globalen Fehler fiir den Zeitschritt j den
richtigen korrespondierenden Zeitschritt j der Referenzlésung finden muss, sodass hj = ﬁ},
wenn h die Schrittweite der Referenzlosung ist, sodass t; = fj. Fiir die anderen Fehlertypen
wird in jedem Fall einfach das Ergebnis des letzten Zeitschrittes verglichen. Dieses Vergleichs-
verfahren hat logischerweise die Voraussetzung, dass sich Losung und Referenz im betrachteten
Zeitbereich ty = t 5 gleichen. Hier sei noch betont, dass fiir die globale Fehlerberechnung bei-
de Solver mit Speicherung der Schrittwerte (Praprozessor SOLVER_STEP_VALUES) ausgefiihrt
werden miissen.

Zuletzt kiimmert sich das Programm noch um die Ausgabe. Dabei werden neben des Ergeb-
nisses des Solvers und der Fehlerberechnung noch Statistiken wie die Ausfiihrungszeit, Anzahl
der durchgefiihrten Rechenoperationen, Arrayzugriffe und Allokationen ausgegeben. Da die-
se potenziellen zusédtzlichen Overhead bedeuten, kann sie der Praprozessor mit der Flagge
SUPPRESS_OPERATION_COUNTING aus dem Programm auszuschlieffen, um die Ausfiihrung zu
beschleunigen wenn keine Statistiken bendtigt werden.
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Tabelle 3.4: Methoden zur Berechnung der Abweichung zwischen den Schritten der Lésung
u), j€0,...,N und den Schritten der Referenzlésung @), j € 0,..., N unter
der Annahme dass beide dieselbe Schrittzahl N haben.

Name Beschreibung Berechnung
d
1 2
mse Mean Squared Error p Z (ul(-N) — &(N))
i=1
d 2
euclid Euklidische Norm der Abweichung Z <UEN) — ﬂz(-N))
=1
L
mean Durchschnitt der Abweichung p Z (ugN) — ﬂEN))
LN
mean_all | Durchschnitt der globalen Abweichung N Z Z (uz(] ) ﬂgj ))
j=0 i=1
max Maximale Abweichung max (V) — ﬁ(N)>
1<i<d \ * !
max_all Maximale globale Abweichung max | max (u(] " )>
0<j<N \1<i<d \ * v

3.7.3 Benchmarks und Plots

Wie der vorherige Abschnitt zeigt, wird ein einzelner Aufruf eines Losers fiir gegebene Datenty-
pen relativ komplex, da beidermafien Argumente zur Kompilezeit und zur Laufzeit zusammen-
passen miissen. Besonders wenn man viele Ergebnisse verschiedener Solver fiir verschiedene
Parametergrofien fiir ein Diagramm bendtigt, fithrt das zu viel héndischer Arbeit, selbst wenn
man das Buildsystem aus Abschnitt 3.7.1 verwendet.

Darum ist eine grofte Aufgabe der Skripte das automatische Erstellen von Diagrammen. Da-
zu nutzen sie eine Abstraktion mithilfe von Klassen: Ein Sample beschreibt eine Auswertung
eines AWPs duch einen Solver fiir gegebene Datentypen und Aufrufparameter. Es speichert
alle Argumente fiir eine eindeutige Zuordnung, definiert eine Methode die sich um die Kompi-
lierung und das Aufrufen des positode Programms kiimmert, und verarbeitet die Ergebnisse
dieses Programmaufrufs. Fiir spezifischere Programmaufrufe existieren Subklassen wie Refe-
renceSample, das sich zusatzlich um die Erzeugung der temporéaren Datei kiimmert, in der die
Vergleichsergebnisse gespeichert werden, die von Samples der Subklasse ErrorSample dann bei
Programmaufruf zusammen mit einer Fehlerberechnungsmethode iibergeben wird.

Da die Solver an sich keine Parallelisierung unterstiitzen, bietet es sich an, die Samples parallel
zu berechnen, also mehrere Instanzen von positode gleichzeitig laufen zu lassen. In den Skrip-
ten wird dies mithilfe eines Prozess-Pools verwirklicht, der eine Menge von Samples erhalt und
diese parallel auswertet. Diese Parallelisierung muss fiir jedes Sample erst erlaubt werden, da
sie die Zeitmessung durch die Zusatzlast von anderen Samples auf dem Prozessor verfilscht.
Da das Auswerten der Samplepunkte doch ein langwieriger Prozess sein kann, werden die Er-
gebnisse in einer SQLite-Datenbank abgespeichert, um sie wiederverwenden zu kénnen, sollte
an spaterer Stelle nochmal dasselbe Sample bené6tigt werden.

Mithilfe dieser Samples lassen sich nun einfach Messreihen zusammenstellen. Genutzt wird
dies von einer Menge an Plot-Typen die im Rahmen des Skriptsystems implementiert wur-
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den. Der simpelste davon dient, um den zeitlichen Wertverlauf zweidimensionaler Probleme
zu zeigen (showplot), ein anderer dient dem Vergleich komprimierter Vektoren mit nichtkom-
primierten (compressed-vector-plot). Der wichtigste Diagrammtyp, der exemplarisch weiter
betrachtet wird, ist der Fehlerplot h-err der das Verhéltnis von Schrittweite h zum Fehler err
darstellt. Sehr &dhnlich zu diesem werden noch work-precision Diagramme unterstiitzt, die
statt der Schrittweite h eine Metrik fiir den Arbeitsaufwand wie die Laufzeit oder ausgefiihrte
Operationen auf die x-Achse abbilden.

Die Skripte erlauben es, einen Plot mithilfe einer Konfigurationsdatei zu beschreiben. Konfi-
gurationen erfolgen durch Beschreibung von Objekten und Listen im YAML-Format, wie im
Listing 3.6 exemplarisch gezeigt, die den in Grafik 3.3 gezeigten Plot erzeugt. Anhand die-
ses Beispiels soll nun die Funktionsweise des Systems betrachtet werden. In der Datei sind
zwel benchmarks definiert, diese entsprechen im Diagramm den zwei farblichen Gruppen an
Graphen. Wie viele Graphen pro Benchmark erzeugt werden, steuert die Liste groups. Die
Anzahl der Samplepunkte aus denen jeder Graph zusammengesetzt wird, bestimmt die Liste
samplepoints. Auf der obersten Ebene der Konfiguration werden allegemeine Einstellungen
wie der Titel und Plot-Typ spezifiziert, sowie eine reference und die Fehlerberechnungsme-
thode error_type.

Die Einstellungen fiir die Samples sind hierarchisch, d.h. Argumente auf einer héheren Ebene
werden von daruntergelegenen tiberschrieben bzw. hinzugefiigt, wenn sie noch nicht existieren.
So erhélt jeder Samplepunkt von jeder Gruppe jedes Benchmarks durch ein schrittweises
Zusammenfiihren der Schliissel-Wert-Paare dieser verschiedenen Stufen seine Argumente.

Wie im Beispiel bereits vorgefiihrt, wird hier eine spezielle Schreibweise zur Beschreibung der
Zahlenformate verwendet. Um ein Ausschreiben von Bit- und Exponentenldnge sowie Name
zu vermeiden, existieren die Abkiirzungen wie p16,201, die eine Erweiterung der bereits in
Kapitel 3.2 vorgestellten Notation sind. Neben Posits erlauben sie auch Floats wie z.B. £32
zu beschreiben, wobei keine Exponentenldnge angegeben werden darf. Die Notation beginnt
also immer mit dem Formatnamen posit, float (oder dessen Anfangsbuchstabe) und nennt
danach die fiir das Format wichtigen Bitlangen. Darauffolgend lésst sich fiir Posits noch die
ID der Implementierung hinter einem @ anhédngen. Diese dient zur Unterscheidung der Imple-
mentierungen und war urspriinglich gedacht, um mehrere verschieden optimierte Implemen-
tierungen zu handhaben, bietet aber jetzt nur die Optionen 0 und 1, wobei 1 fiir die neuere
longposit.c Implementierung steht die auch im Kapitel 3.2 thematisiert wird, und 0 fiir die
veraltete posit_impl.c die nur Posits bis zur Bitlinge 32 unterstiitzt. Das Versionskiirzel @1
wird demnach eigentlich {iberall verwendet und der Ubersichtlichkeit halber in vielen Grafiken
gleich weggelassen.

Mit den Konfigurationsdateien als Eingabe kiimmern sich die Plot-Skripte um die Ausfiihrung
des positode Programms, verarbeiten die Ergebnisse und erstellen mittels der Pythonbiblio-
thek Matplotlib Diagramme, die im .svg Format exportiert werden. Da dieses auf textba-
sierten XML-Beschreibungen basiert, kann in die Dateien einfach ein Kommentar eingefiigt
werden, in den die Konfigurationsdatei sowie die Ausgaben der Programmaufrufe kopiert wer-
den, was eine spatere Zuordnung eines Diagramms deutlich beglinstigt.

Wie in Abbildung 3.3 auch deutlich wird, sind die Namen der Graphen noch nicht sehr aus-
sagekriftig, was daran liegt, dass sie automatisch generiert werden. Die im Evaluierungsteil
eingefiigten Diagramme werden alle nachbearbeitet sein um die Beschriftungen zu verbessern.
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type: h-err
name: Van der Pol, RKC1 [h/Error (euclid)]
problem: van-der-pol
solver: implicit-midpoint
t_range: 25.0
args:
solve_parallel: True
problem_args:
mu: 15.0
solver_args:

plot_args:

error_type: "euclid"
groups:

-p: O

- p: 2
samplepoints:

- h: 0.1
0.01
0.001
0.0001
0.00001
- h: 0.000001
benchmarks:

- wp: £32

rp: pl6,201
- wp: 64
rp: p32,301

reference:

wp: £128

rp: £128

solver: explicit-rk4

h: 0.0000001

=g

S~ a ==

Listing 3.6: Beispiel einer Konfigurationsdatei fiir einen Fehlerplot.

3.7.4 Kommandozeilenschnittstelle

Um alle der im Implementierungskapitel beschriebenen Programme zu starten, stellen die
Skripte eine gesammelte Kommandozeilenschnittstelle (CLI) bereit. Diese findet sich in der
Datei main.py und nutzt die argparse Bibliothek um verschiedene, in Tabelle 3.5 gelistete,
Modi mit verschiedenen Parametern bereitzustellen. Im Allgemeinen sollte jeder Programm-
aufruf iber diese Schnittstelle getétigt werden, da sich die Skripte hier um beidermafsen die
Kompilierung und Ausfiihrung kiimmern und die angegebenen Argumente korrekt auf diese
beiden aufteilen.

Die meisten der in Tabelle 3.5 genannten Programme wurden bereits in vorherigen Abschnit-
ten vorgestellt, mit der Ausnahme zweier. Der Aufruf build clean sorgt fiir ein Zuriickset-
zen aller zwischengespeicherter Dateien, also vorkompilierter Objektdateien und der Sample-
Datenbank. Zudem kiimmert er sich um die Erzeugung einiger bendtigter Verzeichnisse, sowie
die Generierung der Header, die mit dem M4-Praprozessor erstellt wurde. Das zweite Pro-
gramm ist positunittest.c, das Mithilfe der utest.h Bibliothek [29] einige Testfille durch-
fithrt, mit denen die Funktionen der Algebra- und Vektor-Bibliotheken auf ihre Korrektheit
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Van der Pol, RKC1 [h/Error (euclid)]
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Abbildung 3.3: Erzeugnis der Konfigurationsdatei aus Listing 3.6.

Tabelle 3.5: Liste der Modi die die CLI zur Verfiigung stellt.

Modus Uberblick moglicher Ar- | Beschreibung
gumente
build clean Loscht alle Caches, vorkompilierte Objekte und ge-
neriert Header mit dem M4 Préaprozessor neu
numbertest | --format, --operator, | Fithrt das in Absch. 3.2.2 erklarte Programm fiir
--stride, --comp-type | gegebenes Format, Operator, Schrittweite und Ver-
gleichstyp aus.
benchmark | --format, --operator, | Fiihrt das in Abschnitt 3.2.1 vorgestellte Programm
--samples fiir gegebenes Format, Operator und Anzahl der
Tests aus
run Argumente von | Fiihrt das Positode-Programm (aus 3.7.2) aus (mit
positode ohne | Ausnahme der Fehlerberechung und Dateiausgabe)
Ausgabe/Fehlerbe-
rechung, --wp, --rp,
--vector-variant
plot <plot-typ> Erzeugt wie in Absch. 3.7.3 beschrieben Diagram-
<konfigurationsdatei>| me aus gegebenen Diagrammtypen und Konfigura-
tionsdateien
unittest | --format, Fiithrt eine Reihe von Unit-Tests fiir Algebra-

--vector-variant

Routinen und Zugriffe auf komprimierte Vektoren
durch.
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gepriift werden. Wird das Argument --format ausgelassen, wird eine grofse Vorauswahl an
Formaten nacheinander getestet. Besonders beim Testen des Gauss-Verfahrens macht sich
der Unterschied zwischen den Zahlenformaten bemerkbar, da dieses 6fters fiir die schmaleren
Datentypen Abweichungen erzeugt, die {iber dem Schwellwert liegen, wihrend die grofseren
Formate diese Priifung problemlos bestehen. Um hier eine Chancengleichheit zu garantieren,
verwendet das Skript fiir alle Aufrufe des Unittest-Programms denselben Seed fiir den Pseu-
dozufallszahlengenerator, wodurch jeder Datentyp mit denselben Zahlen rechnet.

Neben den in Tabelle 3.5 gezeigten Argumenten, die fiir jeden Modus spezifisch sind, gibt es
eine kleine Auswahl globaler Argumente, die fiir jeden Programmaufruf (mit Ausnahme von
build clean) vor dem Modusnamen angehidngt werden kénnen. Mit --log kann das Logging-
Level gesetzt werden, Optionen sind hier DEBUG, INFO, WARNING, ERROR, CRITICAL, wobei der
Standardwert INFO ist. Dieses Logging-Level steuert nur die Details der Ausgabe der Skripte,
nicht die Ausgabe der von den Skripten aufgerufenen Programme. Mit --debug/-g erzeugt das
Buildsystem ein Programm mit Debug-Symbolen, wihrend --profile die Kompilation unter
Einbezug des GNU Profiling-Tools gprof durchfiithrt. Nach Ausfiihrung des Programms wer-
den dann die erzeugten Profiling-Ergebnisse von gprof ausgewertet und mit gprof2dot | dot
in ein Bild von Aufrufgraph umgewandelt, das im Verzeichnis results/profiling abgespei-
chert wird. Hier sei angemerkt, dass das Profiling bei paralleler Ausfiihrung vieler Positode-
Programme zu keinen Ergebnissen fiihrt, da gprof die Ausgabe immer in dieselbe Datei ver-
sucht zu schreiben, was bei mehreren gleichzeitigen Programmen zu Konflikten fiihrt.

Weiter Informationen iiber Abhéngigkeiten, Installation und genaue Struktur der Programm-
aufrufe kann der README.md und den --help-Befehlen der CLI entnommen werden.

39



4 Evaluation

4.1 Betrachtete Probleme

Um die Solver zu testen wurde eine Reihe von Anfangswertproblemen,die praxisnahe Proble-
me abbilden, implementiert. Um vergleichbare Ergebnisse zu bekommen, wurden so gut wie
moglich die Anfangswertprobleme aus den betrachteten Papern [1], [2] ibernommen. Neben
den drei im Folgenden vorgestellten AWP gibt es im Quellcode noch zwei weitere, Arenstorf
und Linear-Lambda, die fiir internes Testen verwendet wurden und aufgrund ihrer Auslassung
in der Evaluation hier nicht mit aufgefithrt werden.

4.1.1 Van der Pol

Der Van-der-Pol-Oszillator wird beschrieben durch das Gleichungssystem [30]

% = Y2

dt (4.1)
S S

dt !

Seien die gew#hlten Anfangswerte y1(0) = 2,y2(0) = 0, wobei p ein Parameter ist, mit dem
sich die Steifigkeit der Differentialgleichung einstellen lasst, der im Normalfall y =1 ist.

Die zugehorige Jacobimatrix lédsst sich einfach berechnen als:

d d
RL dy, 42 0 1
T — ay: ay - [ 4.2

Pl —ye =y ol —yye - y1] -1 p-gh)) Y

4.1.2 Brusselator

Brusselator ist der Name einer partiellen Differentialgleichung die das Verhalten der Konzen-
trationen zweier Substanzen u(t, z), v(t, ) zueinander in einem System chemischer Reaktionen
beschreibt.

du(t
u(’x):a-Au—l—uQv—(b—i—l)u—i—a
. ?tt ) (4.3)
Udéx =a-Av—u?v+bu
o2

Dabei betrachten wir den eindimensionalen Fall x € R, mit Laplace-Operator A = 5 und
Dirichlet-Randbedingungen

u(t,0) =u(t,1) =a, v(t,0)=wv(t,1)=0>b, u(0,z)=-sin(2rz), v(0,z)=">
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(aus [2]) wobei a,b € R eindimensionale Konstanten sind.

Da diese Differentialgleichung so noch partiell ist und demnach nicht mit den vorgestellten
Runge-Kutta-Verfahren gelost werden kann, wird sie auf einem eindimensionalen Raumgittern
{@1,...,2m}, j — xj—1 = As,m € NT mittels des zentralen Differenzenquotienten

Py ylz+As) = 2y(x) +y(z — As) (4.4)
0z2 As? '

fir 1 < j < m diskretisiert:

duj(t) () — 2u,(t) +uj—i(t)

a As? +uj(t)?0;(t) — (b+ Duy(t) +a .
dvét(t) _ i) — 2st(§) +vj-1(t) s ()20, (£) + buy (1)

Dies ergibt insgesamt ein Differentialgleichungssystem der Dimension d = 2m mit y(t) =
[ur (), - s um(t),v1(t), - s vm(t)]” und f = [fu, fo]T. Die Jacobimatrix J¢(t) ist aus [30]
iibernommen:

rdfu  dfu
Jp=1dr &
L du dv
_ [diag(2uv; — (B+1))  diag(u?) a [K 0 . —
Jp = | diag(B — 2u;v;) diag(—u?) + A2 |0 K wobei K € R .
2 1 (4.6)
K= |1 2
1
1 -2

Da im Programm fiir die konstanten Randbedingungen die jeweils ersten und letzten Elemente
U] = Uy, = a SOWie v; = v, = b verwendet werden, werden die Zeilen 1, m, m + 1 und 2m der
Jacobimatrix, die deren Ableitung enthalten, zu 0 gesetzt. In den folgenden Betrachtungen
wird fiir die Koeffizienten a = 1, b = 3 und a = 1/50 verwendet und die Gitterzellengrofe
As =1/(m — 1) gesetzt.

4.1.3 Heat2d

Das letzte Anfangswertproblem ist die Warmeleitungsgleichung. Diese ist wie der Brusellator
eine partielle Differentialgleichung

du 0%u  O%u

von der der zweidimensionale Fall A = 8%22 —i—g—; betrachtet wird. Auf einem zweidimensionalen
Raumgitter x1,...,2m; y1,...,Ym der Dimension m x m wird diese zu einem gewohnlichen
Differentialgleichungssystem diskretisiert. Auf dem Raumgitter sei dann u(z;,y;,t) = u; (%),
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womit sich durch Approximation mithilfe des zentralen Differenzenquotienten aus Gl. 4.4
ergibt:

du; i (t « N ..
C,é( ) _ e (Uit1,5(t) + ui—1,4(t) + uij1(t) + uij-1(t) — 4u; 5(t)), fir 1 <i,j <m
4.8
dui,j(t) ( )

= =T, fir Rander i = 0,i =m oder j =0,7 =d

Dabei ist T} die konstante Temperatur an den Randern.

Fiir die Warmeleitungsgleichung wurde die Jacobimatrix nicht analytisch berechnet und im-
plementiert, sondern mithilfe der Zentralen Differnzenquotienten approximiert.

4.2 Testumgebung

Wie schon die in Kapitel 3.2.1 angestellten Tests wurde die gesamte Auswertung auf einem
AMD Ryzen 5 2600 Prozessor mit 6 Kernen, der auf 3,7GHz Frequenz gesperrt wurde, aus-
fiihrt. Dies erfolgte auf einem Linux-System mit der Kernelversion 6.15.4, als Compiler wurde
die aktuelle GCC-Version 15.1.1 verwendet, die Python Version fiir die Skripte war 3.13.5.
Tests ohne Zeitmessungen wurde zuweilen auch mit identischer Software auf einem AMD
Ryzen 5 4650U durchgefiihrt.

Da es eine sehr grofie Anzahl an Parametern gibt, die fiir jede Losung eines Anfangswertpro-
blems gesetzt werden konnen, kann hier der Ubersicht wegen nur eine exemplarische Auswahl
an Féllen betrachtet werden. Die langsame Softwaresimulation begrenzt ebenfalls den Umfang
der Loser auf nicht all zu grofée Schrittzahlen, vor allem bei grofen ODE-Systemen.

4.3 Mixed-Precision Implizite Mittelpunktsregel

4.3.1 Vergleich mit Literatur

Um zuerst die Richtigkeit des Losungsverfahrens zur Mittelpunktsregel gemischter Genauigkeit
zu priifen, wurde dieses vorerst mit Float-Zahlen fiir den gleichen Testfall, der auch im Paper
[6] untersucht wird, betrachtet. Es wurde hierbei das Van-der-Pol System in der nichtsteifen
Variante p = 1 auf einem Zeitintervall T = 1 mit dem Loser der Impliziten Mittelpunktsregel
fiir eine Reihe an Kombinationen von Genauigkeiten ausgefiihrt, und untersucht wie sich die
Schrittweite h bei verschiedenen Datentypen auf den Fehler, hier die euklidische Norm der Ab-
weichung, auswirkt. Die Abbildung 4.1, generiert mithilfe des Skriptsystems aus 3.7.3 zeigt das
Ergebnis dieser Auswertung. Dabei werden Verfahren einfacher und gemischter Genauigkeiten
betrachtet. Fiir zweitere werden jeweils die zwei Falle, ohne Korrekturschritten p = 0 und mit
Korrekturschritten p = 2 betrachtet. Im Diagramm teilen sich diese fiir zusammengehorende
Zahlenformate eine Farbe und sind nur unterschiedlich gestrichelt bzw. durchgezogen.

An dieser Grafik, die den Ergebnissen von Burnett (|[6] Abbildungen 1. und 2.) gleicht, lasst
sich schon das Fehlerverhalten der Mixed-Precision Verfahren erkennen. Ohne Korrekturschrit-
te wird der Fehlerterm O(h?) + O(eh) fiir kleiner werdende Schrittweiten h irgendwann vom
konstanten Rundungsfehler ¢ dominiert, was im Graph dazu fiihrt, dass die Linien von Ver-
fahren ohne Korrektuschritte ab einem gewissen Knickpunkt nach oben links weiterverlaufen,
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Abbildung 4.1: Fehler des Mixed-Precision ImpMid Solvers fiir p = 0 oder p = 2 Korrektur-
schritte

der Fehler also trotz einer kleineren Schrittweite stagniert bzw. durch die Summation vieler
interner Rundungsfehler sogar wéchst. Die Verfahren mit Korrekturschritten, in der Abbil-
dung mit gestrichelten Linien gekennzeichnet, laufen aufgrund ihres angepassten Fehlerterms
O(h?)+0O(eh?), bei dem e einen kleineren Beitrag ausmacht, linger in diagonaler Richtung mit
nach links unten. Sie liegen also niher an den O(h?) die ein normales Runge-Kutta-Verfahren
ohne Mixed-Precision, wie in der Abbildung float128 float128, also die Implizite Mittel-
punktsregel berechnet mit Quad-Floats, erreicht. Der Grund fiir das Abknicken der Diagonale
nach unten rechts liegt daran, dass der Fehler fiir die Solver mit WP float128 fiir h = 10~°
bei exakt Null liegt, was auf einer Logarithmischen Achse nicht dargestellt werden kann.

Wie man an der Linie von float64 float32 mit p = 2 Korrekturschritten sehen kann,
wird dieser "Knickpunkt” an dem der Rundungsfehler dominiert sozusagen nach links ver-
schoben: Wihrend ohne Korrektur die Konvergenzordnung ab einer Schrittweite von 1072
nicht mehr garantiert ist, so ist dies mit Korrekturschritten erst ab 10~7 der Fall. Hierbei
sei noch angemerkt, dass ein Abweichen von der Konvergenzordnung O(h?) natiirlich nicht
nur dem Rundungsfehler ¢ des Reduced-Precision Typs geschuldet ist, sondern auch vom
Work-Precision Typen und dessen Genauigkeit abhéngt. Dies lésst sich fiir float32 float32
und float64 float64 erkennen, die beide einen Verlust von der Konvergenzordnung ab den
Punkten 1073 respektive 10~7 aufzeigen, obwohl hier keine fehlerbelasteten Typkonvertie-
rungen vorliegen. Diese Abweichungen stammen stattdessen aus den Ungenauigkeiten des
WP-Typen, der fiir kleine h diese nicht mehr richtig darstellen kann. Dieser Fall macht sich
bei den naiven Mixed-Precision Varianten (p = 0) nur nicht bemerkbar, da dort der grofere
Rundungsfehler von RP dominiert.
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Abbildung 4.2: Allgemeiner Test des Mixed-Precision Implicit-Midpoint Verfahrens mit Posits.

All diese Feststellungen erfiillen die Erwartungen aus den Ergebnissen der Paper von Grant
[1] und Burnett [6]. Diese Erkenntnis, dass die eigene Implementierung des Losungsverfahrens
diese Ergebnisse fiir Float-Datentypen reproduzieren kann, gepaart mit den Korrektheitstests
der Positsoftwaresimulation soll fiir die folgenden Tests als Garantie ihrer Giiltigkeit gelten.

4.3.2 Evaluation von Posits

Wir betrachten zum Einstieg &hnliche Testfélle wie gerade fiir die Floats nun fiir Posits. Da
die Softwareposits keine 128 Bit grofsen Datentypen unterstiitzen, wurde hier stattdessen ein
16 Bit Typ hinzugefiigt und alle Datentypen um eine Stufe verkleinert, um ein qualitativ
dhnliches Bild zu erhalten. Der Einfachheit halber wurden zu Beginn fiir alle es = 2 gewahlt,
was in weiteren Betrachtungen noch verfeinert wird.

Fiir dasselbe AWP und denselben Solver ergibt sich fiir korrigierende und nichtkorigierende
Verfahren ein Fehlerverlauf wie in Grafik 4.2 dargestellt. Hier lassen sich dieselben Entwick-
lungen wie fiir die Floats in Grafik 4.1 betrachten: Die korrigierenden Verfahren bewahren
fiir kleiner werdende Schrittweiten langer ihre Konvergenzordnung als die nichtkorrigierenden;
alle Verfahren, auch korrigierende, weichen ab dem Punkt ab dem der Rundungsfehler von
WP zu grof wird von der Diagonalen ab. Das Verhalten ist hier offensichtlich analog zu dem
der Floats. Finzige bemerkenswerte Eigenheit ist das Abweichen des korrigierenden Losers
fiir posit64,2 posit16,2 zwischen den Schrittweiten h = 1074 und h = 10~7. Auferhalb
dieses Intervalls folgt sein Fehlerverlauf dem der Loser fiir posit64,2 posit32,2 (korrigiert
p = 2) und posit64,2 posit64,2 mit demselben Typen fiir WP, und alle knicken fiir 108
gemeinsam ab, sobald der Rundungsfehler von WP iiberhand gewinnt. Dass auf diesem spe-
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Tabelle 4.1: Posit-Datentypen der Langen 16, 32, 64 angepasst an den Zahlenbereich der Float-
Datentypen derselben Bitlange.

Bitlange || Exp.lange Ungefahrer Float Exp.lange Ungefahrer Posit
Float Zahlenbereich Posit Zahlenbereich
16 5 6-10~% bis 7- 107 1 4-1079 bis 3 - 108
32 8 1-10% bis 31038 3 6-10"7 bis 21072
64 11 5107324 his 2 - 10398 5 6 - 107°% bis 4 - 10%%7

ziellen Intervall die Abweichung jedoch gréfser ist, kann demnach nur am Zahlenformat fiir
RP und seinem Rundungsfehler e liegen, dessen Beitrag von O(h?¢) hier gréfer ist als der von
posit32,2.

Posits mit gleichem Zahlenbereich wie Floats

Was jedoch jetzt interessant ist, ist der Vergleich der Posits zu Floats. Um vergleichbare
Datentypen zu haben, wird zu jedem der Float-Formate ein Posit-Format mit der gleichen
Bitlange konstruiert, dessen es so gewéhlt ist, dass der Posit den dynamischen Zahlenbereich
des Floats abdeckt oder tibersteigt. In der Theorie bedeutet das, dass beide Formate nur Zahlen
aus dem gleichen Intervall beinhalten, die Posits aber aufgrund ihrer Tapered-Precision anders
verteilt sind und durch die Kodierung des Regimes nahe der Eins eine héhere Genauigkeit als
Floats aufweisen, wie bereits in Kapitel 2.1.2 angesprochen und in Grafik 2.3 aufgezeigt. Die
entsprechenden Posit-Formate werden in Tabelle 4.1 gelistet und sind der Herleitung von
Gustafson [3] entnommen, wobei fiir den 64-bit Typen die Exponenteldnge angepasst wurde,
sodass der gessamte Zahlenbereich von Double-Floats abgedeckt wird.

Aus dieser Tabelle wird deutlich, dass die Exponenten der Posits im Allgemeinen weniger Bits
benotigen. Diese Exponentenlinge in Kombination mit der mininmalen Regimeldnge von 2
fiihrt dazu, dass mehr Bits fiir die Mantisse {ibrig sind, was den Rundungsfehler € im Vergleich
zu Floats verringert. Andererseits wird fiir betragsméfig grofie Exponenten die Mantisse langer
und damit die Mantisse potentiell kiirzer was sich negativ auf den Rundungsfehler auswirkt.
Es gilt nun, durch Experimente herauszufinden, ob sich diese Eigenschaft der Posits positiv
auf das Fehlerverhalten der Losungsverfahren auswirkt.

Da die Betrachtung aller Formate fiir alle Varianten mit Korrektur und ohne in einem einzelnen
Diagramm tberfordernd ware, werden in Diagramm 4.3 zuerst nur Verfahren ohne Mixed-
Precision betrachtet. Hier lassen sich trotz der gleichen abgedeckten Zahlenbereiche mafs-
gebliche Unterschiede in den erreichten Fehlern erkennen. So halten beidermafsen posit16,2
und posit32,3 um etwa eine Zehnerpotenz linger die Konvergenzordnung als ihre Float-
Gegenstiicke, bevor sie aufgrund interner Rundungsfehler davon abweichen. Ahnliches lisst
sich auch fiir posit64,5 feststellen, wenn auch nicht im selben Ausmafs. Hier bleiben zwar
beide Varianten bis zur gleichen Schrittweite in zweiter Ordnung konvergent, allerdings wéchst
der Fehler des Posit-Verfahrens nach dem Abknicken des des Graphen hier langsamer an als
der seines Gegenspielers.

Mit den Diagrammen in Abbildung 4.4 werden nun die Mixed-Precision Varianten des ImpMid
Solvers unter Verwendung der Posits betrachtet. Beide Seiten zeigen dabei dieselben Kombi-
nationen von Datentypen bei den gleichen Schrittweiten, links werden keine Korrekturschritte
gemacht, rechts p = 2 Stiick. Hier lasst sich eine Reihe von Feststellungen machen:
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Abbildung 4.3: Vergleich von Float- und im Zahlenbereich angepassten Positformaten fiir das
Implizite Mittelpunktsverfahren ohne gemischter Genauigkeit.
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Abbildung 4.4: Vergleich von Float und Posits in der Mixed-Precision Impliziten Mittelpunkts-
regel, einmal mit und ohne Korrekturschritten.
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Tabelle 4.2: Werte fiir Bitlange W, Exponentenldnge es (W _E) der konstruierten Posit-
Formate mit gleichem Zahlenbereich und Mantissenlange.

Allg. Float Posit
Mantissen- | W | Wg Ungefahrer Float W | es Ungefahrer Posit
lange Wy Zahlenbereich Zahlenbereich
10 16 | 5 6-108 bis 7-10% 14 | 1 6-10~% bis 4 - 10°
23 32| 8 1-107% bis 3-10%8 || 29 | 3 | 9-107%6 bis 4. 1052
52 64 | 11 | 5-10732 bis 2-10%3%® || 60 | 5 | 2-107°% bis 1 - 10°%°

Die groferen Mantissenldngen und daraus resultierenden kleineren Rundungsfehlern verschaf-
fen den Posits beidermafien fiir korrigierende und nichtkorrigierende Verfahren einen Vorteil
gegeniiber der Float-Formate. So verlieren in beiden Féllen die Loser mit Float-Formaten fiir
grofere Schrittweiten bereits ihre Konvergenz als Loser mit Posits.

Besonders hervorheben kann man hier den korrigierenden Solver fiir die Kombination der
Formate posit64,5 posit16,2, der fiir Schrittweiten 2 < 10~7 einen kleineren Fehler als der
Solver mit float64 float32 erreicht, obwohl er ganze zwei Bytes weniger Speicher fiir seinen
Reduced-Precision Datentypen zur Verfiigung stehen hat. Auch wenn beide hier nicht mehr
die Konvergenzordnung einhalten ist dies trotzdem ein positiv iiberraschendes Ergebnis.

Posits mit gleicher Genauigkeit wie Floats

Aus Abbildung 4.4 wurde erkenntlich, dass Posits bei gleichen Bitlangen gegeniiber ihrer Float-
Aquivalente eine Steigerung der Genauigkeit bewirken kénnen. Aus den Resultaten des letzten
Abschnitts kommt nun die Idee, den umgekehrten Fall zu betrachten: Schaffen es Posits, mit
kleineren Bitldngen und reduziertem Speicherverbrauch, Ergebnisse derselben Genauigkeit wie
Floats zu erzeugen?

Hierzu kann realistisch wieder nur eine Auswahl von Posit-Formaten betrachtet werden, zu
diesem Zwecke werden in Tabelle erneut dquivalente Formate gewahlt, die den Floats in ihrem
Zahlenbereich, sowie ihrer maximalen Anzahl an Mantissenbits angeglichen sind. Zur Berech-
nung des Zahlenbereichs dient Gleichung 2.3.

Mit den resultierenden Posit-Formaten positi14,1, posit29,3 und posit60,5 werden nun
die Tests wiederholt. Diagramme 4.5 und 4.6 wie sich die in Genauigkeit angepassten Posits
im Vergleich zu den korrespondierenden Floats auf den Loser der impliziten Mittelpunktsregel
auswirkt. Dabei werden wie zuvor die Fille ohne gemischter Genauigkeit, mit Korrekturschrit-
ten und ohne betrachtet. Wie die Grafiken zeigen, erreichen diese weniger Speicher nutzenden
Posits die exakt gleichen Ergebnisse wie die Floats. Bis auf minimal grofsere Fehler der Posits,
die an Stellen entstehen kdnnen, an denen sie aufgrund eines gréfseren Regimes nicht die volle
vorgesehene Mantissenlédnge ausnutzen konnen, gleichen sich die resultierenden Abweichungen
fiir beide Zahlenformate ziemlich exakt, trotz ihrer Einsparung an Bits.

Diese Ergebnisse lassen darauf schliefsen, dass die Posits hier hdufig ihre maximale Mantissen-
léinge ausnutzen kénnen da die Regimes nicht grofs werden, also sich das Problem auf einem
Intervall nahe der Eins abspielt. In der Tat zeigt sich, dass sich der Van-der-Pol Oszillator im
nichtsteifen Fall nur auf einem Intervall innerhalb von [—2, 5;2, 5] bewegt (das zusétzlich dazu
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Abbildung 4.5: Genauigkeit-angeglichene Posits im Vergleich zu Floats im ImpMid Loser ohne
Mixed-Precision.
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Abbildung 4.6: Genauigkeits-angeglichene Posits im vergleich zu Floats im Mixed-Precision
ImpMid Loser. Links ohne und rechts mit Korrektuschritten.
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Van der Pol:Verlauf des nichtsteifen und steifen Falls
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Abbildung 4.7: Vergleichsergebnis des nichtsteifen und steifen Van-Der-Pol-Systems; zeitlicher
Verlauf auf g1, y2 Koordinaten.

um die 0 eine Liicke hat), was natiirlich den Posits mit ihrer Tapered-Precision besonders zu
Gute kommt.

Posits fiir steife ODEs

Allerdings bietet bei einem numerischen Problem auf einem fest bekannten Zahlenintervall
eine Fixkommaarithmethik um einiges mehr Vorteile als es die Posits tun kénnen, weswegen
dies kein ausreichendes Kriterium ist um die Posits als den Floats iiberlegen hervorzuheben.
Zusétzlich zu diesem begiinstigendem Szenario soll jetzt noch der steife Fall der ODE beleuch-
tet werden, um festzustellen, ob die Posits ihre Vorteile auch auf grofseren Zahlenbereichen
ausspielen konnen.

Um die Steifigkeit zu erhéhen wird fiir das Van-der-Pol System aus Gl. 4.1 der Parameter
= 25,0 gesetzt und das Zeitintervall von T = 1 auf T' = 40 erweitert. Abb. 4.7 gibt einen
Uberblick iiber den zeitlichen Verlauf des numerischen Ergebnisses der Differentialgleichung fiir
den nichtsteifen und steifen Fall. Der steife Fall vergrofsert also das Intervall auf dem sich das
Schrittverfahren bewegt und fordert damit die Posits mehr heraus, zusétzlich dazu stellt die
erhdhte Steifigkeit des Problems eine Herausforderung an den Solver im Allgemeinen dar. Dies
ist gut fiir den Testlauf, da in der Praxis implizite Verfahren haufig zum Losen steifer Probleme
genutzt werden, wofiir ein gutes Abschneiden der Posits natiirlich auch wiinschenswert wére.

Grafik 4.9 zeigt die Diagramme zu den Testféllen fiir die steife Differentialgleichung. Da Auf-
grund der Steifigkeit vor allem grofere Schrittweiten zu schlechter Konvergenz fithren, wurde
die Fehlerachse im Vergleich zu den vorher betrachteten Diagrammen nach oben erweitert. Fiir
grofte Schrittweiten ist dieses Verhalten fiir alle Formate gleichermafsen beobachtbar, da dieses
am Loser und der Differentialgleichung liegt und nicht am Zahlenformat. Allerdings zeigt sich
bei Schrittweiten von h = 1 und h = 0, 1, dass die Loser die half-Floats verwenden, verstarkt
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Abbildung 4.8: Steifes Van der Pol AWP mit p = 25 T = 40. Gel6st mit Impliziter Mittel-
punktsregel ohne gemischter Genauigkeit.

unter der Steifigkeit der ODE leiden und hier zu NaN als Ergebnis divergieren, wahrend die
Loser, die Posits verwenden, noch auf einen Ergebniswert konvergieren. Hier zahlt sich also
die Eigenschaften der Posits, dank ihrer Regimes variabler Lénge einen grofsen Zahlenbereich
abdecken zu kénnen und nicht nach oo zu runden aus.

Fiir kleiner werdende Schrittweiten h kann man dieselben Phénomene beobachten, die auch
bei der nicht steifen ODE bereits genannt wurden: Ab bestimmten Schrittweiten, knicken
die Verfahren ein und verlieren ihre Konvergenzordnung, die Korrekturschritte wirken diesem
entgegen. Im Vergleich zu den Betrachtungen aus Abb. 4.4 kann man hier feststellen, dass die
Posits nicht immer erst spéter als die Floats ihre Konvergenz verlieren, sondern die beiden
Formate, vor allem die 16 Bit Typen, ab der gleichen Schrittweite beginnen stérker von der
Referenzlosung abzuweichen. Dies ergibt auch aus theoretischer Betrachtung Sinn, da zur
Darstellung von Zahlen > 32 das posit16,1 Format das Regime so lange wird, dass fiir die
Mantisse nur noch 10 Bits iibrig sind, was sie gleich genau wie die Mantisse eines Half-Floats
macht.

Arbeitsaufwand von Posits

Als letzte Untersuchung zur Qualitét der Posits fiir die Implziten Runge-Kutta-Verfahren mit
gemischter Genauigkeit soll nun noch der Aufwand verglichen werden. Trotz ihrer numerischen
Vorteile wéren Posits ziemlich nutzlos, wenn dieses Ergebnis mit einem inh&rent héheren Auf-
wand verbunden wire. Da es sich aufgrund der Softwaresimulation der Posits nicht anbietet
die Laufzeit direkt als Metrik fir Aufwand zu betrachten, wird stattdessen die Anzahl ausge-
fiihrter Rechenoperationen gezéhlt. Zudem lag bei der Entwicklung des Frameworks der Fokus
mehr auf der Vollstdndigkeit als auf bis ins Letzte optimierten BLAS-Funktionen, weswegen
Algorithmen wie die das Gaufiverfahren in der naiven Variante implementiert sind, was die
Zeitmessung als Metrik sowieso nicht repriasentativ im Vergleich mit anderen Lésern macht.
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Abbildung 4.9: Steifes Van der Pol AWP mit p = 25 T = 40. Gel6st mit Impliziter Mittel-
punktsregel mit gemischter Genauigkeit, links ohne und rechts mit Korrektur-
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Abbildung 4.10: Work-Precision Diagramm, Vergleich von Fehler und durchgefiihrter Rechen-
operationen fiir verschiedene Float und Positformate. Durchgefiihrt auf Imp-
Mid Solver, links ohne und rechts mit Korrekturschritten.

o1



Zur Evaluation der Operationszahl wurden fiir die beiden Mixed-Precision Fille ohne und mit
Korrekturschritten je ein Work-Precision-Diagramm erstellt, die in Abbildung 4.10 gezeigt
sind. Die Parameter fiir die Solver sind hierfiir wieder dieselben wie aus der Betrachtung der
im Zahlenbereich angeglichenen Posits, genauso die gewihlten Schrittweiten von 10° bis 1078

Aufgrund der Gleichheit der Parameter, kann der einzige Verursacher von mehr oder weniger
Rechenoperationen die Schrittzahl des Newton-Raphson Verfahrens sein, welches immer bis zu
einer festen Toleranz seine iterative Berechnung wiederholt. Wiirden sich nun ein Zahlenformat
negativ auf die Konvergenzgeschwindigkeit dessen auswirken, so konnte man dies anhand
der Gesamtzahl der Operationen erkennen. Betrachtet man die gemessenen Operationen, so
zeigt sich, dass die Posits an keiner Stelle groff im Nachteil, also weiter rechts in x-Richtung,
gegeniiber der Floats liegen. Einzig sticht hier der Graph von posit64,5 posit32,3 fiir grofe
Schrittweiten hervor, fiir die das Verfahren mit deutlich weniger Rechenoperationen als die
anderen auskommt, was wie unter vorheriger Erlauterung nur an einem schnelleren Abbruch
des Newton-Raphson Verfahrens liegen kann.

4.4 Mixed-Precision Runge-Kutta-Chebyshev

Als zweite Klasse an Solvern sollen nun noch die expliziten Mixed-Precision-Runge-Kutta-
Chebyshev Verfahren betrachtet werden, genauer davon der im Theorieteil beschriebene RKC1-
Loser.

Analog zum Vorgehen fiir die impliziten Verfahren soll zuerst die eigene Implementierung
mit den Ergebnissen der Publikation verglichen werden. Grafik 4.11 zeigt dabei das Fehler-
diagramm mit den Ergebnissen des Papers [2| auf der linken Seite und den Ergebnissen der
eigenen Implementierung rechts.

Der hier betrachtete Fehler ist der globale maximale Fehler (vgl. Tab. 3.4) dividiert durch den
Rundungsfehler € des Reduced-Precision Typs. Im linken Diagramm bezeichnet "OP mixed -
527 die ordnungsbewahrende bzw. korrigierende Mixed-Precision Variante die zur Ermittlung
der Af; Terme die Auswertung der Jacobimatrix verwendet, der Graph zu Szenario S1 nutzt
eine alternaitve Methode dafiir und ist hier nicht weiter von Belangen. Weiter beschreibt "std.
mixed” die naive Variante des Mixed-Precision Verfahrens, die nur Funktionsauswertungen in
verringerter Genauigkeit nutzt, wihrend “double” einen Loser der ohne Mixed-Precision nur
mit double als Datentyp arbeitet, beschreibt. Auf der rechten Seite findet sich noch zusétzlich
ein Graph des Euler-Verfahrens, das als explizites Verfahren mit einer Konvergenzordnung
von ¢ = 1 einen guten Vergleichswert darstellt, was die Grofenordnung der zu erwartenden
Ergebnisse angeht.

Wie in der Grafik erkennbar konnten die Ergebnisse der Publikation nicht exakt reproduziert
werden. Dabei wurde grofien Wert auf die Gleichheit der Umsténde gelegt, also dasselbe An-
fangswertproblem, die Brusselator Differentialgleichung mit derselben Systemgrofie m = 64
auf T' = 10 untersucht. Der Loser wurde ebenfalls unter denselben Bedingungen mit s = 16
Stufen ausgefiihrt. Einzig und allein im Reduced-Precision Typen besteht ein Unterschied, da
die Referenz Brain-Floats anstatt normaler IEEE Half-Floats verwendet, allerdings kann dieser
auch nicht so grof ausfallen um die Grofenordnungen an Unterschied zwischen den beiden Dia-
grammen zu erkldaren. Um dessen Einfluss trotzdem so gut wie mdglich zu beseitigen und die
Grofenordnungen der Skalen anzugleichen, wurden die Fehler trotzdem durch den Rundungs-
fehler € der Brain-Floats anstatt des der Half-Floats dividiert. Trotzdem kann augenscheinlich
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Abbildung 4.11: Vergleich des Globalen maximalen Fehlers der Publikation mit der eigenen
Implementierung des RKC1 Losers fiir die Brusselator ODE

das gezeigte Verhalten auch fiir die Loser die gemeinsam Double-Floats verwenden nicht exakt
nachgestellt werden. Hinsichtlich des globalen Fehlers sind die korrigierenden Verfahren auch
nicht besser als die nichtkorrigierenden, was auch fraglich erscheint.

Um diese Ergebnisse zu analysieren, betrachten wir zuerst das Fehlerverhalten des Eulerver-
fahren: Fiir dieses ist der Graph wie erwartet, bei zu grofsen Schrittweiten liegt die steife ODE
des Brusselators nicht im kleinen Stabilitdtsbereich des expliziten Verfahrens, weswegen das
Ergebnis dort divergiert, und erst ab einer Schrittweite die klein genug ist wie erwartet kon-
vergiert. Hier zeigt sich, dass die eigene Implementierung anscheinend den Stabilitédtsbereich
trotzdem erweitert, da sie im Gegensatz zum Eulerverfahren fiir grofere Schrittweiten doch
noch konvergiert. Ferner folgt das eigene RKC1-Verfahren derselben Konvergenzordnung des
Grades ¢ = 1 wie das Eulerverfahren, was auch den Eigenschaften des Losers entspricht. Fiir
kleinere Schrittweiten kann ebenfalls ein Anstieg des Fehlers fiir das nichtkorrigerende Verfah-
ren observiert werden, wenn auch dieser nicht in demselben Mafs wie im Vergleichsergebnis
ausfallt. Man sieht also, dass trotz einer Abweichung der tatsédchlichen Zahlenwerte durchaus
eine qualitative Ahnlichkeit vorherrscht und die Loser auch die erwarteten Kriterien erfiillen.

Einen vergleichbaren Unterschied zwischen den korrigierenden und nichtkorrigierenden Vari-
anten erhélt man erst bei Untersuchung des lokalen maximalen Fehlers anstatt des globalen.
Abbildung 4.12 zeigt wie das nichtkorrigerende Verfahren einen deutlich gréferen Fehler im
letzten Zeitschritt erreicht, der auch von der erwarteten Grofenordnung, die das Eulerverfah-
ren darstellt, weit nach abweicht, wahrend die korrigierenden Verfahren die Konvergenzord-
nung halten konnen.

Schlussendlich weichen jedoch die tatsdchlichen Fehlerwerte immer noch von den Ergebnissen
des Papers ab. Auch nachdem das Verfahren und die Koeffizientenberechnung mit mehreren
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Abbildung 4.12: Vergleich des lokalen Maximalen Fehlers fiir das nichtkorrigierende und kor-
rigierende Mixed-Precision RKC1-Verfahren

anderen Quellen wie [21], [22] abgeglichen wurde, konnten die Ergebnisse nie exakt repliziert
werden. Erschwert wurde die Implementierung durch das Fehlen von direkt verfiigharem Quell-
code zu |2] sowie den Mangel an weiterfithrenden, zitierenden Arbeiten, die Aufschluss dariiber
geben welche Teile des Verfahrens im Quellcode genau in verringerter Genauigkeit ausgefiihrt
werden sollen. Schlussendlich wirken die Ergebnisse noch zusétzlich verwirrend, da sie zwar
das aus der Theorie erwartete qualitative Verhalten aufzeigen, aber trotzdem zahlenméfig
nicht das gleiche Ergebnis liefern konnen.

Aufgrund dieser gewissen Unsicherheit soll sich die Betrachtung der Posits fiir dieses Verfahren
auf ein Minimum beschrénken. In Diagramm 4.13 werden die Floats gegen ihre in Zahlenbe-
reich dquivalenten Posit-Formate (aus Tabelle 4.1) ausgetauscht, und, um etwas mehr Ver-
gleichsfélle zu haben zu dem Paar aus 64 und 16 Bit Typen noch die anderen Vergleichstypen
der vorherigen Evaluation von ImpMid iibernommen.

Interessanterweise sind hier zum ersten Mal die Posits sichtbar schlechter als die Float-
Formate, spezifisch die Verfahren die posit16,1 als Reduced-Precision Typen verwenden.
Beidermafen die naive/nichtkorrigierende sowie die korrigierende Variante liefern eine grofere
Abweichung als die dquivalenten Float-Typen fiir diese Verfahren. Da diese Umsténde fiir RP
Typen hoherer Genauigkeit nicht gegeben sind, liegt die Vermutung nahe, dass dieses Verhal-
ten posit16,2 geschuldet sein muss. Damit posit16,2 einen solchen Genauigkeitsverlust im
Vergleich zu float16 bewirkt, muss an einer Stelle im Loser oder Differentialgleichungssystem
mit sehr kleinen oder sehr groften Zahlen gerechnet worden sein. Eine mogliche Erklarung dafir
konnte die vergleichsweise grofse Stufenzahl sein, die sehr kleine Koeffizienten und Teilschritte
hervorruft, welche diese kleinen Posits aufgrund wachsender Regime Mantissenbits und damit
an Genauigkeit verlieren lasst.

Bei genauerem Betrachten des rechten Diagramms aus Abb. 4.13 fillt auf, dass interessanter-
weise der Punkt ab dem posit32,2 posit16,1(lila) von der Konvergenzordnung abkommt
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Abbildung 4.13: Fehlerbetrachtung von im Zahlenbereich angeglichenen Posits fiir den Mixed-
Precision RKC1 Loser.

erst flir kleinere Schrittweiten eintritt, als fiir float32 float16 (gelb), obwohl fiir grofere
Schrittweiten die Posits zuerst grofere Fehler verursachen als die Floats. Hier kann man die
Hypothese, dass dieser urspriingliche Fehler fiir grofse h am Genauigkeitsverlust von positi16,1
liegt, darauf erweitern, dass sich dieser bei posit32,2 im Vergleich zu float32 anscheinend
nicht bemerkbar macht. Stattdessen scheinen die Posits fiir 32 Bit mehr Genauigkeit zu bie-
ten, als ihre Float-Aquivalente. Dies konnte am groferen es = 2 liegen, weswegen posit32,2
nur ein halb so langes Regime bendtigt um die gleichen Grofenordnungen wie positi6,1
darzustellen. Anstatt wie dieses nun aufgrund der kleinen Zwischenschritte an Genauigkeit
einzubiifsen, konnten diese Werte als fiir posit32,2 noch grofs genug sein, dass das Format
noch ein kurzes Regime hat, also mehr Mantissebits als float32 fiir die Genauigkeit des
Ergebnisses ausnutzen kann.

4.5 Nutzen komprimierter Vektoren

Nach der Betrachtung der Solver, soll hier noch ein Blick auf eines der sie umgebenden Systeme
geworfen werden. Das grofite davon ist das in Abschnitt 3.5 vorgestellte zur Komprimierung
von Vektoren. Fiir alle bisher betrachteten Tests wurden dabei stets unkomprimierte Vekto-
ren betrachtet, so wiirden also die Posits fiir die Untersuchungen in Abschnitt 4.3.2 zu den
kiirzeren Bitlingen trotzdem so viel Speicher wie die Floats benétigen, da die iibrigen Bits
ihres Containers frei und ungenutzt bleiben.

Im Folgenden soll der Nutzen dieser verdichteten Vektoren untersucht werden. Besonders in-
teressant neben dem Ausmafs der Speicherplatzersparnis ist die Frage, ob die Reduzierung
der iibertragenen Speichermenge eine Beschleunigung des Programms erwirken kann. Zur Un-
tersuchung dessen wird ein Testfall konstruiert, fiir den der Speichergewinn optimal wére:
Posits die gerade um 1 Bit grofer sind als die néachstkleinere Containergrofe, also 9, 17, oder
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Abbildung 4.14: Vergleich von Lese- / Schreibezugriffen, Allokationen und Laufzeit fiir ver-
schiedene Datentypen mit verschiedenen Varianten der Vektorkomprimie-
rung, verglichen zwischen den AWP Van-der-Pol und Heat2D, gelést vom
Mixed-Precision Implicit-Mitpoint Loser mit p = 2 und Schrittweiten h =
1075 bzw. h = 1073 fiir Heat2d.

33 Bit. Um vergleichbare Ergebnisse zu bekommen und die Auswirkungen auf die Laufzeit
besser einschétzen zu konnen, werden alle drei Varianten der Vektorkomprimierung betrach-
tet: Native Arrazugriffe, unkomprimierte Zugriffe durch eine Funktion, um den Overhead der
Funktionsaufrufe bemessen zu kénnen, sowie zuletzt die Zugriffe auf das kompaktierte Array.

Diagramm 4.14 zeigt die Statistiken der drei Varianten fiir das Van-der-Pol Problem bzw. die
Warmeleitungsgleichung, gelost vom Loser der Impliziten Mittelpunktsregel. Write und Read
bezeichnen dabei die Zahl der im Idealfall geschriebenen bzw. gelesenen Bits, also wenn die
Kompaktierung keine weiteren Zugriffe brauchte. D.h. in der komprimierten Variante werden
fiir einen Lesezugriff auf einen posit17 auch 17 Bits gezahlt ungeachtet etwaiger Zusatzugriffe
fiir die Adressberechung oder auf weitere Speicherzellen, wenn der 17 Bit Posit zwei Container
iiberlappt. Mit Alloc wird stattdessen der tatséchlich allokierte Speicher gezé&hlt, und damit
auch die leeren Bits die am Ende der Kompaktierung anfallen. Die letzte Spalte zeigt die Lauf-
zeiten der Solver je nach Variante. Da sich keine Parameter fiir die Solver &ndern, sie also alle
dieselbe Anzahl an Operationen durchfiihren, miissten diese Laufzeiten exakt gleich sein, wenn
jeder Speicherzugriff exakt gleich lang wére. Damit zdhlt also die Gesamtlaufzeit als Maf dafiir
die lange die einzelnen Speicherzugriffe der Varianten im Vergleich zueinander brauchen. Die
Messungen wurden durchgefiihrt fiir die drei Konfigurationen WP RP posit32,4 positi6,2,
posit32,4 positl7,2 und posit33,4 positl7,2 deren Kurzschreibweisen die Achsen be-
schriften.

An den Diagrammen fiir beide Problemfille 14sst sich wie zu erwarten eine Speicherersparnis
bei den Lese- und Schreibmengen feststellen. Durch Komprimierung miissen fiir einen posit17
nur noch 17 Bits statt den 32 der Containergrofie geladen werden, was einer Ersparnis von
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etwas unter der Halfte entspricht. Genauso kann man betrachten, dass die Lese- und Schreib-
werte fiir die komprimierten Varianten etwa die Hélfte der nichtkomprimierten Variante betra-
gen, wobei die Ersparnis fiir posit32 posit17 schon recht nahe an der von posit33 positl7
liegt, was darin begriindet ist, dass die Speicherintensiven Operanden wie die Matrizen zur Lo-
sung des impliziten Gleichungssystems des Solvers nur in Reduced-Precision vorliegen. Durch
kompaktierte Zugriffe des Work-Precision Typs lésst sich also keine grofie Speicherersparnis
erzielen.

Geht man von Lese- und Schreibzahlen zu den allokierten Bits {iber, so féllt auf, dass fiir Van-
der-Pol kaum Speicher eingespart werden kann. Das liegt daran, dass dieses AWP nur eine
kleine Dimension d = 2 hat, weswegen die Vektoren zur Losung des Problems aus zwei und die
Matrizen aus 4 Elementen bestehen. Diese kénnen nur in zwei bzw. drei Container kompaktiert
werden (217 =34 > 32 bzw. 417 = 68 > 64) wobei noch immer viele Bits leer bleiben (30
fiir Vektoren, 28 fiir Matrizen), weswegen hier die Menge allokierten Speichers nicht wirklich
abgenommen hat. Fiir speicheraufwiandigere Probleme hingegen, wie die Warmeleitgleichung
die hier mit m = 5 ein AWP der Dimension 25 darstellt, kann man mafgebliche Einsparungen
der Speicherallokationen feststellen, die proportional den Lese- und Schreibmengen &hnlich
sind.

Der Blick auf die Laufzeiten fallt dagegen eher erniichternd aus: Die komprimierten Varianten
bendtigen in allen Fillen mehr Zeit um ihr Ergebnis zu berechnen, was Aufgrund der Pa-
rametergleichheit nur auf den zusétzlichen Aufwand bei Speicherzugriffen zuriickfithrbar ist.
Dabei kommt ein kleiner Anteil aus dem zusétzlichen Funktionsaufruf, dieser Overhead lasst
sich in den Laufzeiten der uncompressed Variante auch beim Vergleichsfall posit32 positi16
beobachten. Dazu kommt noch der Aufwand der Indexberechnung der sich in einer weite-
ren Verlangsamung bemerkbar macht. Fiir posit32 posit16 entfillt dieser komplett, da die
Indexberechnung vom Praprozessor entfernt wird, sobald die Bitlange der Containerldnge ent-
spricht, weswegen die Laufzeiten hier der uncompressed Variante so gleich sind.

Beim Riickblick auf die Ergebnisse der Performanceevaluation der Posits in Abschnitt 3.2.1
zeigt sich, dass diese Ergebnisse so zu erwarten sind. Bei einer Rechengeschwindigkeit von etwa
70 MPOPs benétigt eine Berechnung 1/(70-10°%) ~ 14, 3ns was iiber der Speicherlatenzzeit von
etwa 10, 6ns des Testrechners liegt. Folglich ist die Posit-Softwaresimulation Compute-bound,
weswegen sich durch sparsamere und dadurch schnellere Speicherzugriffe keine schnellere Be-
rechnung der Ergebnisse erreichen lasst, bzw. der Zusatzaufwand fiir die Indexberechnung auch
nicht in diesem optimalen betrachteten Fall durch schnellere Speicherzugriffe kompensiert wer-
den kann. Hier sei noch angemerkt, dass dieses Verhalten in diesen Betrachtungen strikt an
die Eigenschaften der Softwaresimulation gekoppelt ist und bei einer Hardwareunterstiitzung
der Posits wohl andere Ergebnisse zu erwarten wéren.

Die Vektorkomprimierung bietet also eine Speicherersparnis fiir grofe ODE-Systeme, die aller-
dings mit zusétzlicher Ausfiihrungsdauer bezahlt wird. Sie konnte also dann nutzen, wenn die
ODE-Systeme sehr grof werden, sodass sie ohne Kompaktierung nicht mehr in den Speicher
passen wiirden.
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5 Zusammenfassung

5.1 Bewertung

Wie in mehreren Auswertungen exemplarisch gezeigt, konnen Posits durchaus zu einem Vor-
teil bei der Verwendung in Runge-Kutta-Verfahren verhelfen. Dank ihrer Tapered-Precision
ermoglichen sie es, mehr Bits der Gesamtbitlange fiir die Mantisse zu nutzen und damit den
Rundungsfehler zu senken und die allgemeine Genauigkeit zu erhdhen. Diese Eigenschaft ver-
hilft ihnen auch dazu, mit weniger Bits als Floats dieselbe Ergebnisgenauigkeit zu erreichen.

Posits haben sich auch im Allgemeinen als tauglich fiir Mixed-Precision Ansétze erwiesen und
konnten mit diesen Verfahren und Korrekturmethoden dieselbe Verbesserung wie auch Floats
verzeichnen, und zusétzlich davon noch von ihrer gesteigerten Genauigkeit profitieren. Auch fiir
steife Differentialgleichungen konnte ein etwa gleichgutes, wenn nicht besseres Fehlerverhalten
beobachtet werden.

Trotz ihrer guten Eignung kann man Posits jedoch nicht als allgemein besser pauschalisieren.
So wird der Gewinn an Genauigkeit auf einem passenden Intervall von Zahlen nahe der Eins
durch einen Genauigkeitsverlust fiir betragsméfig sehr grofse und sehr kleine Zahlen erkauft.
Dieser kann sich besonders bei Formaten kleiner Bitlangen schnell bemerkbar machen, wie bei
der Auswertung der Runge-Kutta-Chebyshev-Verfahren aufgefallen ist.

Des Weiteren féllt dieser Gewinn an Genaugkeit natiirlich relativ zu den verschiedenen Bit-
langen aus. Wéhrend es fiir posit16,2 eine relativ grofsere Verbesserung ist, im besten Falle
2 Mantissenbis mehr zur Verfiigung stehen zu haben als float16 mit 10, so wirkt sich ei-
ne Verbesserung um maximal 4 weitere Mantissenbits fiir posit64,5 relativ betrachtet nicht
so stark, im Vergleich zu float64 die sowieso schon 52 Mantissenbits zur Verfiigung stehen
haben, aus.

Was die Geschwindigkeit angeht, so lasst sich aus dieser Arbeit heraus keine gute Schlussfolge-
rung ziehen, da die Softwaresimulation direkte Zeitmessungen aussagenlos macht. Im direkten
Vergleich der benotigten Rechenoperationen zum Lésen der Runge-Kutta-Verfahren konnten
fiir die Posits keine nennenswerten Vor- oder Nachteile festgestellt werden.

Rundum l&sst sich schlussfolgern, dass Posits durchaus eine ernsthafte Alternative zu den
alteingesessenen IEEE-754 Floats darstellen konnen und in der Regel vergleichbare oder gar
bessere Ergebnisse liefern kénnen. Schlussendlich wird die Giite des Ergebnisses durch die
genaue Wahl des Posit-Formats und den Umgebungsbedingugen des numerischen Verfahrens
beeinflusst, was durch eine giinstige Wahl von Formaten durchaus zu Vorteilen fithren kann.

5.2 Ausblick

Die wohl mafgeblichste Einschridnkung des untersuchten Frameworks ist die Softwaresimulati-
on der Posits, die Laufzeitmessungen nicht reprasentativ macht. Da fiir solche Laufzeitmessun-
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gen vor allem die Abhéngigkeit der Speicherzugriffsgeschwindigkeit, die man durch sparsamere
Datentypen verringern kann, von grofsem Interesse ist, sind diese Evaluationen besser mit ei-
ner Hardwareunterstiitzung oder schnellen FPGA-Simulation zu tétigen, um ein Programm
zu erhalten, dass nicht Compute-Bound ist. Die in den Betrachtungen festgestellte Fahigkeit
der Posits, mit weniger Bits dieselbe Ergebnisgenauigkeit erzeugen zu konnen, deutet darauf
hin, dass sich hier durch die Speicherersparnis eventuell deutliche Verbesserungen verzeichnen
liefsen, wenn das Programm Memory-Bound ist, wie es z.B. die impliziten RKV fiir grofse
ODE-Systeme in der Regel sind.

Fiir die praktische Verwendung von Posits aufierhalb einer Softwaresimulation eréffnen sich
wieder neue Probleme: Fiir eine Hardwareimplementierung ist die Wahl konkreter Bit- und
Exponentenldngen notwendig, welche mafigeblich das Fehlerverhalten der Formate bestimmt
und dem Endnutzer die freie Wahl des zum Problem am besten passenden Formates nimmt.
Zudem zeigen andere Betrachtungen [8], dass die Hardwareimplementierung von Posits trotz
der Einsparung zusétzlicher Logik fiir Sonderfélle im Allgemeinen mehr Transistoren und
Platz auf einem Prozessordie bendtigt, was unter anderem einen gesteigerten Energieverbrauch
bedeuten kann. Dies sind beides Metriken die in dieser Arbeit aufgrund der Softwaresimulation
nicht betrachtet werden konnten.

An sich hat das Framework mit der Softwaresimulation auch noch Potential zur Verbesserung,
da der Hautpaugenmerk auf einer Bemessung des Fehlerverhaltens lag. Ein erster Anhalts-
punkt wére eine Beschleunigung der BLAS-Funktion und Loéser durch bessere Numerische
Algorithmen oder eine Parallelsierung. Um die Posit-Operationen an sich weiter zu beschleu-
nigen, kénnte von den SIMD-Instruktionen der CPU Gebrauch gemacht werden um z.B. Ska-
larprodukte fiir Posits zu beschleunigen. Dies wurde in anderen Publikationen [31] schon auf
der RISC-V Architektur aufgegriffen und wiirde sich eventuell durch Ausnutzung der neuen
Befehlssatzerweiterungen von AVX512 auch auf X86-Architekturen anbieten.

Im Rahmen der Erweiterung der Softwaresimulation wiirde sich wohl auch der Wechsel auf
eine hohere Programmiersprache als C anbieten, da vor allem der Mangel modernerer Featu-
res wie generischer Templates, Operatoreniiberladung und geschachtelter Funktionen bei der
Programmierung immer wieder ein Nachhelfen mit dem Préprozessor erfordert haben, was
den gesamten Build-Prozess auf Dauer immer weiter verkompliziert hat.

Weiterhin gibe es noch Optionen die verfligbaren Posit-Formate besser zu evaluieren. Wahrend
hier bei der manuellen Auswertung der Fokus nur auf einer kleinen Auswahl an konstruierten
Formaten liegen konnte, so liefse sich beispielsweise mittels automatischer Optimierungsalgo-
rithmen maschinell aus der Vielzahl einstellbarer Parameter die beste Kombination von WP
und RP Formaten ermitteln. Neben den Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen gibt
es aber auch noch andere Anwendungen in denen Posits im Rahmen von Mixed-Precision-
Verfahren untersucht werden kénnten. Dazu existieren bereits Untersuchungen zu Losungs-
verfahren von Gleichungssystemen mittels "Iterative Refinement” [10].

Zusammenfassend sind Posits aktuell ein aktiv weiterentwickeltes Feld der Wissenschaft, in
dem noch viele Dinge zur Untersuchung offen stehen, zu denen diese Arbeit hoffentlich einen
kleinen Anteil geschafft hat beizutragen.
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