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Zusammenfassung

In ihren Arbeiten [CaPe97], [Pe98] sowie [Pe01] beginnen F. Campana und Th. Peternell
mit der Entwicklung eines Analogons zur Moritheorie projektiver Varietdten fiir glatte
kompakte Kéahlerdreifaltigkeiten. Dabei zeigen sie unter anderem die Existenz spezieller
Kontraktionsabbildungen mit Hilfe von nicht-spaltenden Familien rationaler Kurven, die
als Pendant zu den extremalen Kontraktionen der Moritheorie gedacht sind. Beabsichtigt
man mit Hilfe dieser Kontraktionsabbildungen ein ,,minimales Modell-Programm® fiir
kompakte Kéahlerdreifaltigkeiten zu implementieren, so benotigt man die Existenz solcher
Abbildungen auch fiir Kéhlerdreifaltigkeiten mit héchstens terminalen Singularitéten. Die
Realisierung dieser Verallgemeinerung, aufbauend auf den Techniken aus den genannten
Arbeiten (wobei die Kontraktion auf eine Kurve nur fiir Gorenstein-Kéhlerdreifaltigkeiten
nachgewiesen wird), ist genau der Inhalt dieser Arbeit.

Eine Q-faktorielle kompakte Kéhlervarietidt X mit hochstens terminalen Singula-
ritdten heifit minimales Modell, falls Kx nef ist. Dabei nennt man ein holomorphes Ge-
radenbiindel L auf einem reduzierten kompakten komplexen Raum nef, falls zu jedem
€ > 0 eine Metrik h = h(e) auf L existiert, sodass eingeschrankt auf den glatten Ort des
komplexen Raumes fiir die zugehorige Krimmung gilt Oy, > —ew, wobei w eine fixierte,
positive (1,1)-Form bezeichnet.

Die Suche nach minimalen Modellen wird begleitet durch die sogenannten schwachen
und starken Vermutungen: So besagt die schwache Vermutung (WMMC), dass jede kom-
pakte Kéahlermannigfaltigkeit X entweder uniruled oder birational dquivalent zu einem
minimalen Modell X’ ist. Die starke Vermutung (SMMC) macht sogar eine Aussage, wie
man das minimale Modell konstruieren kann. Danach existiert zu jeder Q-faktoriellen
kompakten Kéhlervarietdt X mit hochstens terminalen Singularitédten, die nicht uniruled
ist, eine endliche Folge divisorieller Kontraktionen und Flips, sodass X via dieser Folge
birational dquivalent zu einem minimalen Modell ist. Die starke Vermutung (SMMC) ist
bewiesen fiir projektive Varietéiten der Dimension 3.

Den Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit bilden also Q-faktorielle (nicht-
projektive) kompakte Kéhlerdreifaltigkeiten X mit hochstens terminalen Singularitéiten.
Unterstellt wird jeweils die Existenz einer nicht-spaltenden Familie (C})ser rationaler Kur-
ven mit dim7" > 1 und (—Kx.C;) > 0.

Ist die Familie (Cy)er tiberdeckend, hat man F. Campanas geometrischen Quotienten
zur Verfiigung. Mit dessen Hilfe weist man nach:

Satz 1 Sei X eine Q-faktorielle kompakte Kdihlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen
Singularititen und (Cy)ier eine tberdeckende nicht-spaltende Familie rationaler Kurven.
Dann ist X projektiv, es sei denn, es handelt sich um ein Py-Biindel tiber einer nicht-
projektiven glatten kompakten Kdhlerfliche mit den Kurven Cy als Fasern.
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Ist die Familie (C;);er nicht iiberdeckend und fiillt stattdessen nur einen irreduziblen
reduzierten Divisor S C X aus, unterscheidet man danach, ob ein Punkt zy € S existiert,
durch den alle Kurven einer 1-dimensionalen (Teil-)Familie (C)ier@y) mit T'(zg) € T
verlaufen oder nicht.

Existiert solch ein Punkt x, gilt es, die Flache S durch Anwendung des Grauertschen
Kontraktionssatzes auf einen Punkt in einer Q-faktoriellen Cohen-Macaulayvarietit Y
mit hochstens terminalen Singularitdten zu kontrahieren. Besonders aufwendig gestaltet
sich hierbei der Ausschluss der Moglichkeit ,,(S.Cy) = 0%. Die Grundlage aller Argumente
fiir diesen Ausschluss bildet A. Fujikis bimeromorphe Klassifikation glatter kompakter
Kéhlerdreifaltigkeiten in €. Man erhélt als Ergebnis der Bemiithungen:

Satz 2 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Kdihlerdreifaltigkeit mit
hochstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie rationaler
Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)er sei entweder 1-dimen-
sional und es gebe einen Punkt xy € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)er
verlaufen, oder 2-dimensional, aber tiberdecke die Dreifaltigkeit X nicht.

Bezeichnet S := U, Ct diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, so existieren eine kompakte Q-faktorielle
Cohen-Macaulayvarietit Y mit hochstens terminalen Singularititen und eine holomorphe
Abbildung ¢ : X — Y, sodass gilt:

1. o(S) = pt;

2. Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—S — Y—{pt} ist biholomorph.

Existiert kein Punkt xy wie oben beschrieben, unterscheidet man weiter, ob (S.C}) < 0
oder (S.Cy) > 0 gilt. Im erstgenannten Fall setzt man sich die Kontraktion auf eine
Kurve (wieder in einer Q-faktoriellen Cohen-Macaulayvarietét Y mit hochstens terminalen
Singularititen) zur Aufgabe. Im zweitgenannten Fall findet man entweder eine divisorielle
Kontraktion auf einen Punkt oder eine Kurve mit Hilfe einer alternativen nicht-spaltenden
Familie rationaler Kurven (C})icr oder X besitzt die Struktur eines Konikbiindels iiber
einer normalen Flache W.

Aus technischen Griinden beschrianke ich mich auf den Gorensteinfall:

Satz 3 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-K dhlerdreifaltig-
keit mit hichstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine 1-dimensionale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie
(Co)ier sei mazimal, d.h. T sei eine (irreduzible) Komponente im Douadyraum von X,
und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)ier verlaufen.
Es bezeichne S = |J,er Cr diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)er ausgefiillt wird.
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I) Ist (S.C}) <0, so gilt:

1. S ist isomorph zu einer Py-Faserung tiber einer eventuell singuldren Kurve B
mit den Kurven Cy als Fasern (mengentheoretisch) und (S.Cy) = —1;

2. Es existieren eine kompakte Q-faktorielle Gorensteinvarietdt Y mit hdchstens
terminalen Singularititen und eine holomorphe Abbildung ¢ : X — Y, sodass
qgilt:

a) ¢(S) = B;
b) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—S5 — Y =B ist biholomorph.

1) Ist (S.Cy) > 0, so existiert entweder eine divisorielle Kontraktion auf eine kompakte
Q-faktorielle Cohen-Macaulayvarietit X mit hochstens terminalen Singularititen
oder X besitzt die Struktur eines Konikbiindels tiber einer normalen Fliche W .
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0 Einfiihrung

Fiir die Klassifikation einer projektiven Mannigfaltigkeit X spielt das kanonische Biindel
Kx = detT% die entscheidende Rolle. Besonders iibersichtlich ist die Situation natur-
geméaf bei einer Riemannschen Fléache. Bezeichnet

g =dim H'(X, Ox) = dim H(X, Q%)

deren Geschlecht, so ist Kx negativ fiir ¢ = 0, Kx trivial fiir ¢ = 1 und Kx ample fiir
g=2.

Doch nur im 1-dimensionalen Fall ist eine solch strikte Einteilung hinsichtlich der
numerischen Eigenschaften des kanonischen Biindels realisierbar. Schon ab Dimension 2
ist eine generelle Zuordnung in eine der drei genannten Kategorien nicht mehr mdoglich.
Man unterscheidet hier besser zwischen ,, K x nef* und ,, Kx nicht nef“. Dabei heiflt ein
holomorphes Geradenbiindel L auf einer projektiven Mannigfaltigkeit X bekanntlich nef,
falls fiir jede irreduzible Kurve C' C X die Bedingung (L.C') > 0 erfiillt ist.

Im Fall einer projektiven Flache X fiihrt diese Begriffsbildung zu folgender grober
Klassifikation.

e Entweder ist Ky nef (dann kann man X mit Techniken untersuchen, die hier nicht
zur Diskussion stehen),

e oder es existiert eine (—1)-Kurve und damit eine divisorielle Kontraktion auf eine
projektive Fliche X' mit by(X') = bo(X) — 1,

e oder X ist isomorph zur projektiven Ebene Py bzw. zu einem P;-Biindel iber einer
glatten Kurve.

Fiir eine analoge Klassifikation hoher-dimensionaler projektiver Mannigfaltigkeiten lie-
fert die Moritheorie den wesentlichen Beitrag. Mit deren Hilfe l&sst sich die Struktur einer
n-dimensionalen projektiven Mannigfaltigkeit X mit K x nicht nef wie folgt beschreiben:

e Entweder es existiert ein spezieller birationaler Morphismus auf eine projektive Va-
rietdt X', genannt extremale Kontraktion,

e oder aber X erlaubt eine Faserung auf eine projektive Varietdt ¥ mit dimy <n—1
und mit einer Fanomannigfaltigkeit als allgemeiner Faser.

Im erstgenannten Fall iibertréigt sich die Frage nach der globalen Struktur von X auf die
Varietat X'. In einem gewissen Sinne ist X’ auch einfacher als X, denn es gilt fiir die
Picardzahlen p(X’) = p(X) — 1. Unangenehmerweise kann X’ jedoch singuldr sein. Im
Hinblick auf ein iteratives Vorgehen ist es daher notwendig, in allen Uberlegungen von

1



Anfang an eine gewisse Kategorie von Singularitéiten, genannt terminale Singularitéiten,
zuzulassen.

Eine Q-faktorielle projektive Varietédt X mit hochstens terminalen Singularitéten heif3t
minimales Modell, falls der kanonische Divisor Kx nef ist. Die Untersuchung minimaler
Modelle erfordert den Einsatz vollig anderer Methoden, als dies fiir deren Konstruktion
der Fall ist. Dabei geht es darum nachzuweisen, dass Kx semi-ample ist, d.h. dass ein
Vielfaches von Ky global erzeugt ist. Dass dies immer moglich ist, prognostiziert die
Abundance-Vermutung, die fiir 3-dimensionale projektive Varietédten verifiziert ist.

Die schwache Vermutung zu minimalen Modellen (WMMC) besagt nun, dass jede
glatte projektive Varietét entweder uniruled oder birational dquivalent zu einem minima-
len Modell ist. Die starke Vermutung (SMMC) macht sogar eine Aussage, wie man ein
solches minimales Modell konstruiert. Danach existiert zu einer QQ-faktoriellen projektiven
Varietdt X mit hochstens terminalen Singularitéten, die nicht uniruled ist, eine endliche
Folge divisorieller Kontraktionen und Flips, sodass X via dieser Folge birational aqui-
valent zu einem minimalen Modell ist. Im Dreidimensionalen ist die starke Vermutung

(SMMC) richtig (vergleiche [Mo88]).

Um die Vermutungen (WMMC) und (SMMC) auch fiir Kéhlervarietaten formulieren
zu konnen, muss der Begriff ,,nef” geeignet auf das Kéhlersetup erweitert werden. Kéhler-
varietdaten besitzen ndmlich unter Umsténden nur wenige Kurven, ein allgemeiner Torus,
zum Beispiel, besitzt iiberhaupt keine. Die weiter oben angegebene Definition des Begriffs
,nef* eignet sich daher nicht mehr. Bei einem holomorphen Geradenbiindel L auf einem
reduzierten kompakten komplexen Raum X geht man besser wie folgt vor: Man fixiert
eine positive (1,1)-Form w auf X und nennt L € Pic(X) nef, falls zu jedem € > 0 eine
Metrik h = h(e) auf L existiert, sodass eingeschriankt auf den glatten Ort von X fiir die
zugehorige Krimmung gilt: ©rj, > —ew.

Geht man von einer glatten kompakten Kéhlerdreifaltigkeit X aus, so findet sich der
aktuelle Wissensstand rund um die Konstruktion minimaler Modelle (und um deren Be-
schreibung) in den Arbeiten [CaPe97], [Pe98] sowie [Pe01]. Dort wird unter anderem die
Existenz der benétigten Kontraktionen (sei es nun vom Fasertyp oder divisoriell) unter
der Voraussetzung nachgewiesen, dass es eine nicht-spaltende Familie (C})er rationaler
Kurven in X gibt mit dim7" > 1 und (—Kx.C}) > 0.

Auch wenn man eigentlich nur an glatten Varietédten interessiert ist, ist es fiir die
Implementierung eines Minimal Model Programs unumgénglich, terminale Singularitéiten
zuzulassen. Die Verallgemeinerung der aus den genannten Arbeiten bekannten Ergebnis-
se iiber Kontraktionen glatter kompakter Kéahlerdreifaltigkeiten auf den Fall kompakter
Kéhlerdreifaltigkeiten mit hochstens terminalen Singularitédten bilden das Ziel dieser Ar-
beit.



Den Gegenstand der Untersuchungen bilden also Q-faktorielle nicht-projektive kom-
pakte Kéhlerdreifaltigkeiten mit hochstens terminalen Singularitéiten. Unterstellt wird je-
weils die Existenz einer nicht-spaltenden Familie (C})er rationaler Kurven mit dim 7" > 1
und (—Kx.Cy) > 0.

Ist die Familie (C});er iiberdeckend, so ist es das Ziel, eine Faserstruktur iiber einer
Ké&hlervarietiat der Dimension < 2 zu beschreiben.

Fiillt die Familie (C})er stattdessen nur einen irreduziblen reduzierten Divisor S C X
aus, unterscheidet man danach, ob ein Punkt zy € S existiert, durch den alle Kurven
einer 1-dimensionalen (Teil-)Familie (Cy)ier(z,) mit T'(x9) € T verlaufen oder nicht.

Existiert solch ein Punkt xg, gilt es, die Flache S auf einen Punkt in einer Q-faktoriellen
Cohen-Macaulayvarietdt Y mit hochstens terminalen Singularitdten zu kontrahieren.

Existiert kein solcher Punkt xy, unterscheidet man weiter, ob (S.C;) < 0 oder
(S.C¢) > 0 gilt. Im erstgenannten Fall setzt man sich die Kontraktion auf eine Kurve
(wieder in einer Q-faktoriellen Cohen-Macaulayvarietéit Y mit hochstens terminalen Sin-
gularitdten) zur Aufgabe. Im zweitgenannten Fall findet man entweder eine divisorielle
Kontraktion auf einen Punkt oder eine Kurve mit Hilfe einer alternativen nicht-spaltenden
Familie rationaler Kurven (C)ier oder X besitzt die Struktur eines Konikbiindels tiber
einer normalen Flache W.

Im Rahmen dieser Arbeit nicht behandelt wird die Frage nach der Konstruktion
geeigneter Familien rationaler Kurven in einer kompakten Kéhlerdreifaltigkeit X mit
Kx nicht nef. Die Antwort auf diese Frage stellt selbst im projektiven Kontext eine we-
sentliche Hiirde dar, fiir deren Uberwindung man bisher auf Charakteristik p-Techniken
angewiesen ist. Genauso bleibt die Frage nach dem Nachweis der Kéhlereigenschaft
fiir eine durch eine divisorielle Kontraktion gewonnene Varietdt Y unbeantwortet, weil
hierfiir mitunter die Wahl der Familie (C});er mit Hilfe eines Kegelsatzes in das Kalkiil
einbezogen werden muss. Erste Ergebnisse zu beiden Problemkreisen findet man in [Pe01].

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: Nach einer Einfithrung in die verwendete
Notation und einige fiir die Arbeit grundlegende Resultate, die Kapitel 1 einnimmt, stelle
ich in Kapitel 2 eine Reihe von Projektivitiatskriterien zusammen, auf die ich im weiteren
Verlauf der Arbeit wiederholt zuriickgreifen werde.

In Kapitel 3 steht anschliefend die Untersuchung iiberdeckender nicht-spaltender Fa-
milien rationaler Kurven auf dem Programm. Hierbei wird es entweder das Ziel sein, auf
Projektivitdat der Dreifaltigkeit X zu pladieren oder eine Kontraktion vom Fasertyp zu
konstruieren. Vor allem mit Hilfe des geometrischen Quotienten F. Campanas konnte ich
nachweisen:

Satz 1 Sei X eine Q-faktorielle kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen
Singularititen und (Cy)ier eine tberdeckende nicht-spaltende Familie rationaler Kurven.
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Dann ist X projektiv, es sei denn, es handelt sich um ein Py-Biindel tiber einer nicht-
projektiven glatten kompakten Kdhlerfliche mit den Kurven Cy als Fasern.

Kapitel 4 ist dem Studium 1-dimensionaler nicht-spaltender Familien (C})er ratio-
naler Kurven gewidmet, die sich durch die zusétzliche Eigenschaft auszeichnen, dass ein
Punkt zy € X existiert, durch den alle Kurven der Familie (C});er verlaufen. Natiirlich
iiberdecken die Kurven einer 1-dimensionalen Familie die Dreifaltigkeit X nicht und fiillen
stattdessen nur eine (irreduzible reduzierte) Flache S C X aus. Deshalb bilden die in
diesem vierten Kapitel erarbeiteten Ergebnisse insbesondere die Grundlage fiir Kapitel 5,
welches sich mit 2-dimensionalen nicht-spaltenden Familien rationaler Kurven beschéftigt,
die X nicht {iberdecken. Ziel ist in beiden Kapiteln die Kontraktion der ausgeschnitte-
nen Fliache S auf einen normalen Punkt mit Hilfe des Grauertschen Kontraktionssatzes.
Besonders aufwendig gestaltet sich hierbei der Ausschluss der Moglichkeit ,(S.Cy) = 0.
Die Grundlage aller Argumente fiir diesen Ausschluss bildet A. Fujikis bimeromorphe
Klassifikation glatter kompakter Kéhlerdreifaltigkeiten in €. Man erhiélt als Ergebnis der
Bemiihungen:

Satz 2 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Kdihlerdreifaltigkeit mit
hdchstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie rationaler
Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)er sei entweder 1-dimen-
sional und es gebe einen Punkt xo € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)ier
verlaufen, oder 2-dimensional, aber tiberdecke die Dreifaltigkeit X nicht.

Bezeichnet S = J,or C; diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)er ausgefillt wird, so ezistieren eine kompakte Q-faktorielle
Cohen-Macaulayvarietit Y mit hochstens terminalen Singularititen und eine holomorphe
Abbildung ¢ : X — 'Y, sodass gilt:

1. ¢(S) = pt;

2. Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x—sy : X—S5 — Y—{pt} ist biholomorph.

SchlieBlich wird auf 1-dimensionale nicht-spaltende Familien (C})ier rationaler Kur-
ven mit der Eigenschaft eingegangen, dass kein ausgezeichneter Punkt existiert, durch
den alle Kurven der Familie (C});er verlaufen. Dieser einzig noch verbliebene Fall stellt
das schwierigste Szenario dar, denn anders als in der Situation aus Satz 2 lésst sich die
Moglichkeit (S.C}) > 0 jetzt nicht mehr generell ausschliefen. Dies liegt daran, dass X
die Struktur eines Konikbiindels iiber einer normalen Fliche W besitzen kann, wobei die
Familie (C})ier durch Deformation einer irreduziblen Komponente einer singuléren Faser
dieses Biindels erzeugt wurde.

Gilt hingegen (S.C;) < 0, so hat man sich wie zu erwarten mit der Kontraktion der
Fléache S auf eine Kurve zu befassen.



Aus technischen Griinden beschréanke ich mich in diesem abschlieBenden Kapitel 6 auf
den Gorensteinfall:

Satz 3 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kdhlerdreifaltig-
keit mit hichstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine 1-dimensionale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie
(Ci)er sei maximal, d.h. T sei eine (irreduzible) Komponente im Douadyraum von X,
und es gebe keinen Punkt v € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)er verlaufen.
Es bezeichne S := |J,ep Cr diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)er ausgefiillt wird.

I) Ist (S.C}) <0, so gilt:

1. S ist isomorph zu einer Py-Faserung tiber einer eventuell singuldren Kurve B
mit den Kurven Cy als Fasern (mengentheoretisch) und (S.Cy) = —1;

2. Es existieren eine kompakte Q-faktorielle Gorensteinvarietdt Y mit hdchstens
terminalen Singularititen und eine holomorphe Abbildung ¢ : X — Y, sodass
qilt:

a) o(S) = B;
b) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—S5 — Y =B ist biholomorph.

II) Ist (S.Cy) > 0, so existiert entweder eine divisorielle Kontraktion auf eine kompakte
Q-faktorielle Cohen-Macaulayvarietit X' mit hochstens terminalen Singularititen
oder X besitzt eine Konikbindelstruktur iiber einer normalen Varietdt W.

In den ersten beiden Jahren meiner Promotion wurde ich finanziell durch ein Stipendi-
um der Landesgraduiertenforderung unterstiitzt. Die folgende Zeit war ich als Mitarbeiter
der Universitat Bayreuth im Rahmen des DFG-Forschungsschwerpunktprojekts ,,Globale
Methoden in der komplexen Geometrie® beschéftigt.

Ich mochte mich besonders bei Herrn Prof. Dr. Thomas Peternell fiir die Themenstel-
lung und die intensive Betreuung bis zum Abschluss der Arbeit bedanken. Mein Dank
gilt ebenfalls den Mitarbeitern der Lehrstithle Mathematik I und VIII der Universitét
Bayreuth fiir die wertvollen Diskussionen und die anregende Arbeitsatmosphére.






1 Notation und Vorbemerkungen

Ich beginne mit einer Einfithrung in die fiir diese Arbeit relevanten Begrifflichkeiten.
Bei dieser Gelegenheit werde ich meine Notation festlegen und das eine oder andere im
jeweiligen Kontext wichtige Resultat zitieren.

1.1 K3ihlervarietiaten

Notation 1.1 Unter einer kompakten (komplexen) Varietét verstehe man einen irredu-
ziblen und reduzierten kompakten komplexen Raum.

Definition 1.2 Sei X ein komplezer Raum und w eine reelle C*°-Form vom Typ (1,1)
auf X.

1. Die Form w heifit hermitesch, falls es eine offene Uberdeckung (Uy)aca von X und
Einbettungen to : U, — Vo, in offene Gebiete V,, C C"* sowie positive C'*°-Formen
wo vom Typ (1,1) auf V, gibt, sodass gilt

wlu, = tolwa).
2. Fine hermitesche Form w heifst Kdahlerform auf X, falls alle w, d-geschlossen sind.

Notation 1.3 Eine Kéhlervarietét bezeichne eine (komplexe) Varietdt mit einer Kéhler-
form wie in Definition 1.2. Auflerdem bezeichne eine Kéhlerdreifaltigkeit eine komplexe
Ké&hlervarietdat der Dimension 3.

Ein komplexer Unterraum eines Kéahlerraums ist wieder ein Kédhlerraum, nicht notwen-
dig jedoch das meromorphe Bild eines Kéhlerraums. Dieser Umstand fiihrt zu folgender
Begriffsbildung.

Definition 1.4 Man sagt, ein kompakter komplexer Raum X liegt in (Fujikis Klasse) €,

falls X,eq bimeromorph dquivalent zu einer kompakten Kdhlermannigfaltigkeit ist.

Komplexe Rdume in Fujikis Klasse € werden spéter bei der Verwendung bestimm-
ter Klassifikationsergebnisse eine tragende Rolle einnehmen. Vorerst helfen sie bei der
Einfiihrung von Familien rationaler Kurven.

1.2 Familien rationaler Kurven

Satz und Definition 1.5 Sei X ein komplexer Raum. Dann existieren ein komplexer
Raum D(X) und ein abgeschlossener komplexer Unterraum A C D(X)x X mit den
folgenden FEigenschaften:

1. A ist flach und eigentlich iber D(X).



2. Zu jedem komplexen Raum V und jedem abgeschlossenen komplexen Unterraum
B C VxX, sodass B flach und eigentlich tber V ist, existiert eine eindeutig be-
stimmte holomorphe Abbildung f:V — D(X) mit B~V xpx) A.

Der komplexe Raum D(X) heifst Douadyraum von X.

Beweis. Siche [Do66] oder fiir einen Uberblick etwa [GrPeRe94, VIII, §1]. O

Im projektiven Kontext spricht man anstelle von Douadyraum vom Hilbertschema.
Damit zum Grund fiir die Einfithrung Fujikis Klasse € in Definition 1.4:

Satz 1.6 Sei X ein kompakter komplexer Raum in €. Dann ist auch jede irreduzible
Komponente des Douadyraums kompakt und befindet sich in €.

Beweis. Siehe [Ca80], [Fu78] und [Fu82]. O
Es folgt die Definition des zentralen Begriffs dieser Arbeit.

Definition 1.7 Sei X ein kompakter komplexer Raum in €.

1. FEine Familie (Cy)ier rationaler Kurven in X ist gegeben durch ihren Graphen

C - X (*)

|

T

mit kompakten komplexen Varietiten T sowie C C T'x X und holomorphen Abbil-
dungen
q:C—T sowie p:C— X,

sodass die folgenden Figenschaften erfillt sind:
a) Cy=plq~(1)),

b) jede Faser von q ist eine rationale Kurve, die allgemeine Faser von q ist irre-
duzibel und reduziert,

¢) fiir alle t € T ist die eingeschrdnkte Abbildung ple-1;) ein generischer Isomor-
phismus und

d) fir alle ty,ty € T mit t; # ty gilt: p(g~ (1)) # p(q~(t2)).

2. Ist xg € X ein beliebiger Punkt und die Menge
T*(x0) := q(p~" (x0)) = {t € T'| 2 € Ci}
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nicht endlich oder gar leer, so bezeichnet

C* (.To) Pro X 3 x

q%l

T* (.To)

den Graphen der Teilfamilie (Ct)ier=(zy) aller Kurven durch den Punkt xo € X.

3. Eine Familie (Cy)ier rationaler Kurven heifit nicht-spaltend, falls alle Kurven C,
wrreduzibel und generisch reduziert sind. Sie heifst d-dimensional, falls der Para-
meterraum T die Dimension d besitzt, und maximal, falls T eine Komponente im
Douadyraum D(X) darstellt. SchliefSlich heifst die Familie (Cy)ier tberdeckend, falls
die Abbildung p : C — X surjektiv ist.

Man beachte, dass der Parameterraum 7' in der vorliegenden Arbeit stets als irre-
duzibel und reduziert vorausgesetzt werden wird. Im Zusammenhang mit der Definition
einer Teilfamilie durch einen Punkt xy € X gilt es deshalb zu beriicksichtigen, dass man
eventuell erst durch die Auswahl einer irreduziblen Komponente 7'(xy) von T%(z¢) eine
Familie (C})er(ay) rationaler Kurven im strengen Sinne der Definition erhlt.

Wichtig fiir die ,,Praxis“ ist

Bemerkung 1.8 Es sei (C});er eine nicht-spaltende Familie rationaler Kurven in einem
kompakten komplexen Raum X in €. Anstelle des Graphen (*) aus Definition 1.7 be-
trachtet man meist den normalisierten Graphen

q

T

der Familie (C})er. Diesen gewinnt man aus (*), indem man zunéchst den Parameterraum
T normalisiert (mit Ergebnis 7') und anschlieBend ebenfalls das Faserprodukt 7' x¢C (mit
Ergebnis C). Man erhilt auf diese Weise das Diagramm

C—>TXTC C P X
él l qt
T——T T




inklusive der induzierten Abbildungen
6:5—>TV sowie 15:5—>X.

]

Die entscheidende Besonderheit des normalisierten Graphen (**) aus Bemerkung 1.8
besteht darin, dass es sich bei G : C — T um ein P;-Biindel handelt (siehe etwa [K096, 1T,
Theorem 2.8]).

Auch wenn beim normalisierten Graphen (**) die vierte Eigenschaft aus Definition 1.7
im Allgemeinen nurmehr generisch erfiillt ist, erweist sich der Normalisierungsschritt als
auBerst niitzlich, weil der Umgang mit P;-Biindeln sehr angenehm ist. So steht beispiels-
weise die folgende hilfreiche Aussage zur Verfiigung:

Lemma 1.9 Sei S eine Regelfidche tiber der glatten Kurve B.
i) Eine Kurve C C S mit (C?) <0 ist 9m Falle der Existenz eindeutig bestimmt.

ii) Fiir jede irreduzible Kurve C C S, die nicht ein Schnitt der Projektion S — B ist,
gilt: (C?*) > 0.

Beweis. Siehe zum Beispiel [MiPe97, I.I, Lemma 4.8]. OJ

Normalerweise werde ich fiir Regelflichen die Notation aus [Ha77, V.2| verwenden und
darauf im Einzelnen nicht mehr gesondert hinweisen.

Weil es grundsétzlich moglich ist, den Graphen einer nicht-spaltenden Familie ratio-
naler Kurven zu normalisieren, werden der Graph (*) und der normalisierte Graph (**) in
ihrer Notation ab jetzt nicht mehr unterschieden werden. Es wird, falls notwendig, jeweils
aus dem Kontext hervorgehen, welcher der , beiden* Graphen gemeint ist.

Ich schliefle diesen Abschnitt mit einigen Gedanken zum Liften von Familien rationaler
Kurven.

Bemerkung 1.10 Sei X ein kompakter komplexer Raum in € und (C})er eine 1-dim-
ensionale Familie rationaler Kurven in X. Es sei S := |J,.; C; diejenige (irreduzible
reduzierte) kompakte Fliche in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefiillt
wird, und

C P .SscXx (G)

}

der zugehorige normalisierte Graph.
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Man fasse die Familie (C})er als eine Familie in S auf (S ist als kompakte Unterva-
rietéit von X ebenfalls in €) und betrachte die beiden folgenden Typen bimeromorpher
holomorpher Abbildungen nach S, ndmlich

i) die Normalisierungsabbildung v : S — S sowie

ii) (unter der Voraussetzung, dass S normal ist) die Aufblasung in einem Punkt mit
anschlieBender Normalisierung o : S — S.

Ziel ist die Konstruktion gelifteter Familien rationaler Kurven
(ét>t€T in g sowie (ét>t€T in g

Diese sollen sich dadurch auszeichnen, dass fiir alle t € T gilt: v(C}) = C; bzw. o(Cy) = C,.

Zu i) Es sei v : S — S die Normalisierung der Fliche S. Da C glatt ist, existiert
aufgrund der universellen Eigenschaft der Normalisierung eine holomorphe Abbildung
p:C — S, sodass das Diagramm

R ©
C S
|
T

kommutiert. Damit ist die ges~uchte Familie rationaler Kurven (C‘t)teT in S bereits gefun-
den. Sie wird gegeben durch Cy = p(q(1)).

Zu ii): Es sei o : S— S die Aufblasung in einem normalen Punkt mit anschliefender
Normalisierung und pg : C --» S die induzierte meromorphe Abbildung. Der Unbestimmt-
heitsort von py besteht aus endlich vielen (glatten) Punkten. Durch sukzessives Aufblasen
dieser Punkte erhélt man eine glatte Flidche C und holomorphe Abbildungen

cj:é—>T sowie ﬁ:é—>§,

sodass das Diagramm

¢—"—3 (G)
| = )

q C/ p S
lq

11



~

kommutiert. Dieses Diagramm (GQ) definiert in naheliegender Weise die gesuchte Familie
rationaler Kurven (C})ier in S durch C; := p(¢(1)).

Man beachte noch, dass eine nicht-spaltende Familie beim Liften in Situation ii) nicht
notwendig nicht-spaltend bleibt, wohl aber beim Liften in Situation i). (]

1.3 Die Gorensteinbedingung und terminale Singularititen

Definition 1.11 Sei X eine normale Varietit und F eine kohdrente Ox-Modulgarbe.
Bezeichnet F* := Homo, (F,Ox) die zu F duale Garbe, so heifst F reflexiv, falls der

natiirliche Homomorphismus F — F** ein Isomorphismus ist.

Lemma 1.12 Sei X eine normale Varietdt der Dimension n > 2 und F eine kohdrente
Ox-Modulgarbe. Dann sind dquivalent:

i) F ist reflexiv vom Rang 1;

ii) Ist Xo € X eine nicht-singulire offene Untervarietit von X mit der Figenschaft,
dass X — Xy in X eine Kodimension > 2 besitzt, und bezeichnet 1y : Xo — X die
Inklusion, dann ist F|x, invertierbar und F = (t0)«(F|x,)-

Beweis. Siehe beispielsweise [Ha80, Proposition 1.6]. U

Mit Hilfe der Charakterisierung reflexiver Garben aus Lemma 1.12 ldsst sich die Kor-
respondenz von Cartierdivisoren (modulo linearer Aquivalenz ,,~*) zu Geradenbiindeln
(modulo Isomorphie ,,~*) auf eine Korrespondenz von Weildivisoren (modulo ,~*) zu
reflexiven Garben vom Rang 1 (modulo ,,~“) erweitern:

Bemerkung 1.13 Sei X eine normale Varietét, X,., C X der reguldre Anteil von X
und ¢ : X,y — X die Inklusion. Dann existiert eine Bijektion

{Weildivisoren auf X}/. N {reflexive Garben vom Rang 1 auf X}/
via folgender Abbildungen:

i) Ist D C X ein Weildivisor und Oy, (Dyeg) das zu Doy = D|x,,, gehorige Gera-
denbiindel, so sei die zu D assoziierte Garbe Ox (D) gegeben durch

Ox(D) := 1:(Ox,y (Dreg))-
Dann ist Ox (D) tatséchlich reflexiv (und vom Rang 1) nach Lemma 1.12.

ii) Ist umgekehrt F eine reflexive Garbe vom Rang 1 auf X, so ist F|x,,, lokal frei und
definiert daher einen Cartierdivisor D,.; C X, Als zu F assoziierten Weildivisor
D nehme man den Abschluss von D, in X.

12



Die Bijektion ¢ induziert einen Z-Modulisomorphismus, wobei die Z-Modulstruktur
auf der rechten Seite gegeben wird durch Fi@F, = [F; @ Fp]*™. ]

Die Tatsache, dass man zu zwei Weildivisoren Dy, Dy C X im Allgemeinen nur eine
Abbildung

Ox(D1) ® Ox(D2) — Ox (D1 + D3) = [Ox (D) @ Ox(Dy)|™

zur Verfiigung hat, die weder injektiv noch surjektiv sein muss, wird sich spéter (in Ab-
schnitt 6.1) noch als sehr unangenehm erweisen. Aber zunéchst weiter im Programm dieses
Abschnitts mit der Einfithrung des kanonischen Divisors Ky und der kanonischen Garbe
wx.

Notation 1.14 Sei m € Z eine beliebige ganze Zahl. Zu einer reflexiven Garbe F auf
einer normalen Varietdt X sei

Fiml = [Fom),

Insbesondere sei fiir einen Weildivisor D C X
Ox(mD) = Ox (D)™ = [Ox(D)*™]**.

Definition 1.15 Sei X eine normale Varietdt der Dimension n, X,., C X der reguldire
Anteil und v : X,y — X die Inklusion.

1. Der kanonische Divisor Kx von X ist ein Weildivisor in X mit der Eigenschaft

OX'reg (KX) = Q}reg :

2. Die kanonische Garbe wx ist gegeben durch (die reflexive Garbe)

wWx — Ox(Kx)

Bemerkung 1.16 In der Situation aus Definition 1.15 gilt:

i) Wegen codimx (X —X,.,) > 2 existiert Kx und ist bis auf lineare Aquivalenz ein-
deutig bestimmt.

ii) Da wg? = Ox(rKx) fiir alle r € Z reflexiv ist, gilt: wg? = 4((%,.,)°")-

iii) Ist wg der dualisierende Komplex von X so gilt wx = H "(w%).

Damit komme ich endlich zur Gorensteinbedingung:
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Definition 1.17 FEine normale Varietit X heifit Cohen-Macaulay, wenn der lokale Ring
Ox. fiir alle v € X ein Cohen-Macaulayring im Sinne der kommutativen Algebra (etwa
[Ma90]) ist. In analoger Weise heifit X Gorenstein, wenn Ox, fir alle v € X ein
Gorensteinring ist.

Proposition 1.18 Fiir eine normale Varietdt X der Dimension n > 2 sind dquivalent:
i) X ist Gorenstein.
ii) X ist Cohen-Macaulay und die kanonische Garbe wx ist invertierbar.

Beweis. Siehe etwa [Is86, Proposition 1.3]. O

Definition 1.19 FEine normale Varietit X heifst Q-Gorenstein, falls es eine natiirliche
Zahl r gibt, sodass rKx ein Cartierdivisor ist. Die Zahl

rx = min{r € N | rKx ist Cartier}
heifst dann Index von X.

Ist X Q-Gorenstein und rx der Index von X, so nennt man X auch rx-Gorenstein.

Man beachte, dass eine Q-Gorensteinvarietét, anders als eine Gorensteinvarietét, nicht
Cohen-Macaulay zu sein braucht. Insbesondere ist eine 1-Gorensteinvarietét nicht notwen-
dig Gorenstein.

Definition 1.20 FEine normale Varietit X heifit
1. faktoriell, wenn jeder Weildivisor auch ein Cartierdivisor ist, und

2. Q-faktoriell, falls es zu jedem Weildivisor D C X eine natiirliche Zahl r = r(D)
gibt, sodass rD ein Cartierdivisor ist.

Definition 1.21 Eine normale Varietat X besitzt hochstens terminale (bzw. kanonische)
Singularititen, falls gilt:

1. X ist Q-Gorenstein.
2. FEs existiert eine Desingularisierung o : X — X mit
Ky =0"Kx +Z%Ei und a; € Q1 (baw. a; € QF ),

wobei die E; die irreduziblen Komponenten des exzeptionellen Divisors beziiglich o
bezeichnen.

Man nennt die Zahl a; Diskrepanz bei E;.

14



Es ist zu bemerken, dass fiir eine normale Varietdt X mit hochstens terminalen (bzw.
kanonischen) Singularitéten jede Desingularisierung die zweite Bedingung aus Definiti-
on 1.21 erfiillt. Genauso sind die Diskrepanzen a; aus Definition 1.21 unabhéngig von der
Wahl der Desingularisierung.

Grundlegend fiir den Gorensteinfall (und eine sehr gute Moglichkeit, die soeben ein-
gefiihrten Begriffe in eine Beziehung zu setzen) ist

Lemma 1.22 Fine Q-faktorielle Gorensteindreifaltigkeit mit héchstens terminalen Sin-
gularititen ist faktoriell.

Beweis. Siehe [Ka88, Lemma 5.1]. O

Folgerung 1.23 In einer Q-faktoriellen kompakten Kdihlerdreifaltigkeit X mait hochstens
terminalen Singularititen ist jeder irreduzible reduzierte Weildivisor S C X Cohen-
Macaulay.

Beweis. Auflerhalb der (Nicht-Gorenstein-)Singularitaten von X ist die Behauptung klar,
denn dort ist S € X ein lokal vollstdndiger Durchschnitt und als solcher ist S Cohen-
Macaulay. Sei also xg € S derart gewéhlt, dass zg € X eine Singularitdt vom Index > 1
ist und U = U(zg) € X eine offene Umgebung, die keine weitere Singularitdt von X
enthélt. (Man beachte hierfiir, dass terminale Singularitidten hochstens in Kodimension 3
auftreten.) Ohne Einschrankung gelte ab jetzt X = U.

Nach [Re83, Main Theorem 0.6 I) und Theorem 1.1] existiert eine endliche Galoisiiber-
lagerung ) )
7 X—>X~X/G

mit einer endlichen zyklischen Gruppe G und unverzweigt iiber dem glatten Ort von X,
sodass X hochstens terminale Gorensteinsingularitéiten aufweist. Da X genau wie X Q-
faktoriell ist, ist X nach Lemma 1.22 faktoriell. Bezeichnet deshalb Z = Zg die Idealgarbe
von S C X,

7 = rad(im(m*T — Oz)) C O%
das Radikalideal des analytischen Urbilds und S C X den Weildivisor in X, gegeben
durch Z, so ist S ein Cartierdivisor und damit insbesondere Cohen-Macaulay.

Es bezeichne noch #, € X den eindeutig bestimmten Punkt mit 7(Zg) = xo. Man
setze
R:=0%; und I:=1z,.

Da fi/f Cohen-Macaulay ist, ist dies auch (R/I)¢ nach [Ei95, Ex. 18.14]. Da weiterhin
I C R invariant unter G ist, gilt

RE/(I 0 RE) = (R/T)°.
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Wegen RE = Ox ., bleibt also zu zeigen, dass fiir I := 7, die Bedingung I = INRC
erfiillt ist. Sicherlich gilt I € TN RY. Da S reduziert ist, gilt jedoch auch 1N RY C I nach
Hilberts Nullstellensatz. Damit ist

RG/I = RG/(I:H R = (R/f)G
Cohen-Macaulay und die Behauptung ist bewiesen. O

Neben terminalen Singularitdten werden gelegentlich noch rationale und elliptische
Singularitéiten auftreten.

Definition 1.24 Se: X eine normale Varietit der Dimension n. Ein singuldrer Punkt
x € X heifst

1. rationale Singularitdit, falls eine Desingularisierung o : X > XuvomzeX existiert,
sodass fiir alle 1 <i<n—1 gilt

RiO'*OX = 0.
2. elliptische (Gorenstez’n—)ﬁingularitdt, falls x € X ein Gorensteinpunkt ist und eine

Desingularisierung o : X — X von x € X existiert mit

Ria*(’)x =0 firale 1<i<n-—2 und R”_IU*OX ~ C.

Wie die Definition terminaler und kanonischer Singularitéten ist auch die Definition ra-
tionaler und elliptischer Singularitéten unabhéngig von der Wahl der Desingularisierung.

Rationale Singularititen besitzen viele angenehme Eigenschaften. So sind rationale
Singularitdten beispielsweise Cohen-Macaulay (siche etwa [Re87, 3.19] fiir den fiir meine
Zwecke ausreichenden, dreidimensionalen Fall). Entsprechend hilfreich ist es zu wissen:

Proposition 1.25 Kanonische Singularititen sind rational.

Beweis. Siehe [EI81] oder [FI81]. O

1.4 Die Kontraktionsséitze von Grauert, Bingener und Fujiki

Die in diesem Abschnitt zusammengefassten Satze von H. Grauert, J. Bingener und A. Fu-
jiki bilden die Grundlage fiir die spétere Konstruktion divisorieller Kontraktionen.

Definition 1.26 Sei v : A — B ein eigentlicher Morphismus komplexer Rdume und F
eine kohdrente O 4-Modulgarbe.
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1. Die Garbe F heifit »-ample, wenn eine der folgenden zueinander dquivalenten Be-
dingungen erfillt ist:

a) Fiir jede kohirente Oa-Modulgarbe G und jedes Kompaktum K C B existiert
eine natirliche Zahl g, sodass der natiirliche Morphismus

V. (G R SH(F)) — G @ SH(F)

fir alle p > po surjektiv iber K ist.

b) Fir jede kohdrente Oa-Modulgarbe G und jedes Kompaktum K C B existiert
eine natirliche Zahl g, sodass fir alle y > po und q > 1 gilt:

R, (G ® S"(F))|x = 0.

2. Die Garbe F heifst ample, wenn sie Bedingung 1a) oder 1b) erfillt und ¢ : A — B
die Abbildung auf einen Punkt ist.

Satz 1.27 (Grauert) Sei X ein komplezer Raum und A C X ein kompakter komplexer
Unterraum, definiert durch die Idealgarbe Z,. Der Raum A liege nirgends dicht in X
und Zo/T% sei ample. Dann ist A C X exzeptionell, d.h. es existieren ein (normaler)
komplexer Raum Y wund eine holomorphe Abbildung ¢ : X — Y, sodass gilt:

e(A)=pt und @|x_ay: X—A = Y—{pt} ist biholomorph.
Beweis. Siehe [Gr62, §3, Satz §]. O

Satz 1.28 (Bingener) Sei X ein komplezer Raum, A = V(I) ein abgeschlossener Un-
terraum von X und v : A — B eine eigentliche holomorphe Abbildung auf einen komple-
zen Raum B mit den folgenden Eigenschaften:

1. T)I? ist -ample.
2. Fir alle pn € N ist die natiirliche Abbildung
oyt Qﬂ*(O)(/I“) Xw*(oA) OB — OB

aus dem Diagramm

Vo (Ox /TF) Xy, (04) Op — Of (Dp)
w*(OX/IM) ¢*(OA>

surjektiv.
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Dann ezistieren ein (normaler) komplezer Raum Y wund eine Modifikation ¢ : X — Y,
sodass gilt:

ela=v und @|x_a : X—A — Y—B ist biholomorph.
Beweis. Sieche [Bi81, Folgerung 8.2]. O
Bemerkung 1.29 Satz 1.28 bleibt richtig, falls man Bedingung 2. ersetzt durch
2. Fir alle yp € N gilt: R", (T# /1) = 0.
Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Abbildung
2 (Ox/T") — ¢(Ox/T) = 1.(Oa)

aus (Dg) fiir alle p € N surjektiv ist. Ist Bedingung 2. erfiillt, sicht man dies leicht
induktiv mit Hilfe der kurzen exakten Sequenz

0 — 7#/T" — Ox /T"T — Ox /TF — 0.

Fiir den Gorensteinfall tut es

Satz 1.30 (Fujiki) Sei X ein komplezer Raum, A C X ein effektiver Cartierdivisor
und ¢ : A — B eine eigentliche surjektive holomorphe Abbildung auf einen komplexen
Raum B. Das Konormalenbiindel NZ/X sei Y-ample und es gelte le*(NZ‘;X) = 0 fir

alle p > 0. Dann ezistieren ein (normaler) komplexer Raum Y wund eine Modifikation
p: X =Y, sodass gilt:

pla=1 und @lix_ay: X—A — Y~ B ist biholomorph.

Beweis. Siehe [Fu75, Theorem 2]. O
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2 Einige Projektivitatskriterien

Die nachfolgend zusammengestellten Projektivitédtskriterien werden in erster Linie dazu
benétigt werden, um gewisse Szenarien auszuschliessen, die lediglich im projektiven Kon-
text auftreten konnen. Zudem stellt Lemma 2.17 eine Reihe wichtiger Informationen iiber
die von einer nicht-spaltenden Familie rationaler Kurven ausgefiillte (irreduzible reduzier-
te) Fliache S zur Verfiigung.

2.1 Die Eigenschaften ,,algebraisch dquivalent®, ,,algebraisch zu-
sammenhingend* und ,,Moishezon*

Vorab benotige ich:
Satz und Definition 2.1 Sei X ein komplexer Raum und k € N eine natiirliche Zahl.

1. Ein k-Zykel Z in X ist eine endliche formale Linearkombination

Z = ZTZZZ

mit ganzen Zahlen r; € Z und paarweise verschiedenen irreduziblen kompakten ana-
lytischen Teilmengen Z; C X der Dimension k.

2. Bezeichnet By(X) die Menge aller k-Zykel und

BX) = JBu(X)
k
die Menge aller Zykel in X, so besitzt B(X) die Struktur eines komplezen Raumes.

Dieser heifst Barletraum oder Zykelraum von X.

Beweis. Siche [Ba75] oder fiir einen Uberblick wieder [GrPeRe94, VIII, §2.1]. O

Im projektiven Kontext spricht man anstelle von Barletraum oder Zykelraum vom
Chowschema. Wichtig ist

Satz 2.2 Sei X ein kompakter komplexer Raum in €. Dann ist auch jede irreduzible
Komponente des Barletraums kompakt und befindet sich in €.

Beweis. Siehe [Ca80], [Fu78] und [Fu82]. O

Von den in der Uberschrift aufgezihlten Begriffen widme ich mich zunéchst dem der
algebraischen Aquivalenz.
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Definition 2.3 Sei X ein normaler komplexer Raum und (Z,).cr eine tberdeckende
Familie von Zykeln mit kompaktem Parameterraum R. Dann heiffen zwei Punkte x,y € X
algebraisch dquivalent beziiglich der Familie (Z,),cr, in Zeichen x ~g y, wenn sie sich
durch eine endliche Kette von Zykeln aus (Z,),cr verbinden lassen.

Definition 2.4 Sei X eine normale kompakte Varietit und w : X --+ W eine mero-
morphe Abbildung auf einen kompakten komplezen Raum W. Es seien T C X x W der
Abschluss des Graphen von w und my : I — W die Einschrinkung der zweiten Projektion
X xW — W. Dann heifit w surjektiv, falls Ty surjektiv ist.

Satz und Definition 2.5 Sei X eine normale kompakte Varietit und (Z,).cr eine iber-
deckende Familie von Zykeln mit kompaktem Parameterraum R. Dann existieren ein kom-
pakter komplexzer Raum W, eine surjektive meromorphe Abbildung

w: X -—»W
sowie Zariski-offene Teilmengen X* C X und W* C W, sodass gilt:

1. w|x~ ist holomorph, eigentlich und offen,

2. W* = w(X*) und X* = w1 (W*) sowie

3. fir jedes x € X* ist w'(w(z)) genau die Aquivalenzklasse von x beziiglich der
Aquivalenzrelation ,~g“ aus Definition 2.3.

Man nennt den komplexen Raum W bzw. die Abbildung w : X --+ W den algebraischen
oder geometrischen Quotienten von X beziglich der Familie (Z,),cr.

Beweis. Siche [Ca81] oder [Ca04, Theorem 1.1]. O
Die Situation in Satz 2.5 gibt Anlass zu einer weiteren Begriffsbildung.
Definition 2.6 Seir X eine normale kompakte Varietit und w : X --+» W eine surjektive

meromorphe Abbildung. Dann heifit w fast holomorph, falls eine Zariski-offene Teilmenge
X* C X emistiert, sodass w|x« holomorph ist und gilt: X* = w™H(w(X™)).

Damit stellt der geometrische Quotient w : X --+ W aus Satz 2.5 insbesondere eine
fast holomorphe Abbildung dar. Man beachte noch, dass eine fast holomorphe Abbildung
auf eine Kurve stets holomorph ist.

Ich fahre fort mit der Einfiihrung der Eigenschaften ,Moishezon“ und ,algebraisch
zusammenhangend®. Diese nehmen eine zentrale Rolle ein, will man {iber die Projektivitét
einer nicht allzu singulédren Kéhlervarietéit entscheiden.
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Definition 2.7 Die algebraische Dimension einer kompakten Varietdt X ist gegeben
durch

a(X) := tr.deg.c M(X),
d.h. durch den Transzendensgrad des Kérpers der meromorphen Funktionen M(X) tber

dem Kérper C.

Immer gilt a(X) < dim X. Varietdten maximaler algebraischer Dimension haben einen
eigenen Namen:

Definition 2.8 FEine kompakte Varietit X heifit Moishezon, falls die algebraische Di-
mension a(X) mit der Dimension von X dbereinstimmit.

Ein kompakter komplezer Raum heifst Moishezon, falls die Reduktion jeder irreduziblen
Komponente eine komplexe Moishezonvarietit ist.

Ohne Beweis zitiere ich die beiden folgenden Lemmata aus [GrPeRe94, VII, §6], in
denen die fiir mich niitzlichsten Eigenschaften von Moishezonrdumen zusammengefasst
sind.

Lemma 2.9 (Vyl. [GrPeRe9/, VII, Proposition 6.16].) Ist X ein irreduzibler kompakter
komplezer Raum und L € Pic(X) ein holomorphes Geradenbindel mit Iitakadimension
k(X,L) =dim X, so ist X Moishezon.

Lemma 2.10 (Vgl. [GrPeRe94, VII, Proposition 6.12].) Fir einen Moishezonraum X
qgilt:

i) Ist Y C X ein kompakter Unterraum, so ist auch Y Moishezon.

it) Ist Y' ein reduzierter kompakter komplexer Raum und f: X — Y’ eine surjektive
holomorphe Abbildung, so ist auch Y' Moishezon.

Bemerkung 2.11 Moishezonvarietéten liegen in Fujikis Klasse €.

Definition 2.12 Fine normale kompakte Varietdit X heifst algebraisch zusammenhdngend
(beziiglich einer tiberdeckenden Familie (Z,),cr von 1-Zykeln), falls

1. sich je zwei allgemeine Punkte aus X durch eine endliche Kette kompakter komple-
zer Kurven (aus der Familie (Z,),cr) verbinden lassen und

2. jede irreduzible Komponente von By(X) kompakt ist.

Man beachte an dieser Stelle, dass man sich um die zweite Bedingung aus Defini-
tion 2.12 im Rahmen dieser Arbeit nicht zu kiimmern braucht, weil sie fiir kompakte
Ké&hlervarietdten nach Satz 2.2 automatisch erfiillt ist.
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Proposition 2.13 FEine normale kompakte Varietdt ist algebraisch zusammenhdngend
genau dann, wenn sie Moishezon ist.

Beweis. Siehe [Ca81, Corollaire du théoreme 6]. O

Damit ist die Beziehung zwischen algebraischem Zusammenhang und Moishezoneigen-
schaft geklédrt. Die Briicke zuriick zur algebraischen Aquivalenz schlégt

Proposition 2.14 Sei X eine normale kompakte Varietit, (Z,),cr eine tberdeckende
Familie von 1-Zykeln mit kompaktem Parameterraum R und

w:X--—»W

der geometrische Quotient von X beziiglich der Familie (Z,),cr aus Satz 2.5. Dann ist
X algebraisch zusammenhdngend beziiglich (Z,),er genau dann, wenn gilt: W = {pt}.

Beweis. Offensichtlich. OJ
Bringt man noch die Kéhlerbedingung ins Spiel, so erhélt man aus [Na02]:

Proposition 2.15 FEine normale kompakte Moishezon-Kdhlervarietit mit hochstens ra-
tionalen Singularititen ist projektiv.

Beweis. Siehe [Na02, Corollary 1.7]. O

Folgerung 2.16 FEine normale kompakte algebraisch zusammenhdngende Kdihlervarietdit
mit hdchstens rationalen Singularititen ist projektiv.

2.2 Zur Projektivitit von S und X

Lemma 2.17 Sei X eine normale kompakte Q-Gorenstein-Kdhlerdreifaltigkeit und
(Ci)ter eine nicht-spaltende Familie rationaler Kurven in X mit der Figenschaft
(—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)ier sei 1-dimensional und es gebe einen Punkt zo € X,
durch den alle Kurven der Familie (Cy)er verlaufen. Es bezeichne S := J,op Ct diejenige
(irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt
wird, und A den Index von X. Dann ist —AKx|s ein ampler Cartierdivisor. Insbesondere
ist S projektiv mit Picardzahl p(S) = 1.

Beweis. Man betrachte den normalisierten Graphen
S/
2N
C p
lq

T

(@)

S
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der Familie (C});er samt Steinfaktorisierung.

Nach Bemerkung 1.8 handelt es sich bei ¢ : C — T um ein P;-Biindel {iber der glatten
Kurve T'. Insbesondere gilt p(C) = 2. Aufgrund der Existenz des Punktes =, € X, durch
den alle Kurven der Familie (C});er verlaufen, gibt es in C eine exzeptionelle Kurve F.
Diese ist nach Lemma 1.9 irreduzibel und ein Schnitt der Projektion ¢ : C — T', weshalb
man mit Hilfe der Regelflichentheorie (etwa aus [Ha77, V.2]) leicht nachrechnet, dass es
sich bei £ notwendig um ,,den“ Nullschnitt 7y € C handelt. Da g : C — S’ genau diesen
Schnitt Ty kontrahiert und auflerhalb von T, biholomorph ist, identifiziert man S’ als
einen normalen projektiven Kegel mit p(S’) = 1.

Weil h : S — S endlich ist, geniigt es fiir die erste Behauptung zu zeigen, dass
h*(=AKx|s) ample auf S’ ist. Dazu wiederum geniigt es einzusehen, dass fiir eine Kurve

Cy = glq (1))

die Bedingung (h*(—=AKx|s).C}) > 0 erfiillt ist. Dies ist jedoch klar, denn nach Voraus-
setzung gilt
(h*(=AKx|s).C}) = (—=AKx.h(C))) = M(—Kx.C}) > 0.

Zur Picardzahl von S: Wie bereits erwéhnt gilt p(S’) = 1, woraus p(S) < 1 folgt.
Wire p(S) = 0, so miisste jedes holomorphe Geradenbiindel auf S im Widerspruch zur
eben nachgewiesenen Projektivitit von S numerisch trivial sein. Deshalb gilt p(S) = 1. O

Bemerkung 2.18 In Lemma 2.17 ist die Fliche S = J,or Cy auch ohne die Bedingung
(—Kx.Cy) >0 oder die Ezistenz des Punktes xy zumindest Moishezon.

Beweis. Betrachtet man noch einmal den normalisierten Graphen (G) der Familie
(Cy)eer, so ist S das Bild von C unter der surjektiven holomorphen Abbildung p. Da
C als glatte projektive Flache natiirlich Moishezon ist, ergibt sich die Behauptung aus
Lemma 2.10. OJ

Lemma 2.19 Sei X eine normale kompakte Kdihlerdreifaltigkeit mit hochstens rationalen
Singularititen und S C X ein Q-Cartier-Weildivisor. Es sei m € N (kleinstmdglich)
mit der Figenschaft gewdhlt, dass mS ein Cartierdivisor ist. Dann ist X projektiv, falls
Os(mS) ein amples Geradenbiindel auf S ist.

Beweis. Der Satz von Riemann-Roch liefert

(nmS)3

+ (Terme vom Grad < 3) (*)

mit (nmS)? > 0, da Og(msS) als ample vorausgesetzt wurde. Ausgehend von der kurzen
exakten Sequenz

0 — Ox((n—1)mS) — Ox(nmS) — Ops(nmsS) — 0
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erhélt man zudem den folgenden Ausschnitt aus der langen exakten Kohomologiesequenz
.. — H*(X,0x((n —1)mS)) — H*(X,O0x(nmS)) — H*(mS, Opns(nmS)) — ... .

WEeil ein holomorphes Geradenbiindel auf einem komplexen Raum genau dann ample ist,
wenn dies fiir die Einschriankung auf die Reduktion der Fall ist, verschwindet die letztge-
nannte Kohomologiegruppe fiir hinreichend grofies n € N. Deshalb ist die Dimension des
Vektorraums H?(X, Ox(nmS)) in n beschréinkt und es muss wegen (*)

dim H(X, Ox(nmS)) ~ n?

erfiillt sein. Damit ist X Moishezon nach Lemma 2.9 und eine Anwendung von Proposi-
tion 2.15 ergibt die Behauptung. 0

2.3 Noch mehr zur Projektivitit von X

Der Schluss auf Projektivitdt der Kahlerdreifaltigkeit X wird aulerdem moglich sein,
falls X eine bestimmte Faserstruktur besitzt (Lemma 2.20 bzw. Folgerung 2.21). Dieser
Umstand wird sich im Anschluss nutzen lassen, um ein Projektivitédtskriterium mit Hilfe
eines Deformationsarguments abzuleiten (Folgerung 2.23).

Lemma 2.20 Ist X eine glatte kompakte Kdhlerdreifaltigkeit und f . X — W eine
holomorphe Abbildung auf eine glatte Kurve W mit der Figenschaft, dass die allgemeine
Faser von f eine (glatte) rationale Fliche darstellt, so ist X projektiv.

Beweis. Ein entsprechender Satz von Kodaira liefert die Behauptung, falls man zeigen
kann, dass auf X keine (nicht-trivialen) holomorphen 2-Formen existieren.

Man definiere zu diesem Zweck
N :={we W | f~Yw) ist singuliir} sowie Wy:=W \ N

und betrachte anstelle von f die auf X := X \ f~!}(V) eingeschriinkte holomorphe Ab-
bildung
Jo: Xo — Wo.

Da alle Fasern von f glatt sind und zudem die erwartete Dimension aufweisen, ist f; eine
Submersion und man hat die kurze exakte Sequenz lokal freier Garben

* dfo
0— fOQIl/Vo — Qﬁ(o — Qﬁfo/Wo — 0
zur Verfiigung. Mit Hilfe des dufleren Produkts /\2 erhélt man daraus

0— fSQ%/[/()@ QAIX()/WO - Q%(() - Q?X()/WO — 07 (*)
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weshalb es fiir den Nachweis von H%(Xo, Q%) = 0 geniigt einzusehen, dass die Garben der
relativen 7-Formen € Jw, fir @ € {1,2} keine (nicht-trivialen) globalen Schnitte besitzen.
Da nach Voraussetzung jede Faser Fj von fj eine glatte rationale Flache darstellt, gilt

fur ¢ € {1,2}

hO(F07 ZXO/WO|F0) - hO(F()? Q%‘g) - hZ(F()? OFO) =0.
Damit verschwinden nach Grauerts Halbstetigkeitssatz ( fy ist natiirlich flach) die direkten
Bildgarben fo*(QfXO/WO), d.h. es gilt

Jou (o e @ Dy ) = Qe @ fou(Qxy ) =0 sowie  fo, (D, w,) = 0,

und nach (*)
fo.(Q%,) = 0.

Insbesondere gilt
}qo()(o7 QA%(O) = HO(WOa fO*(ngo)) =0.

Natiirlich verschwindet jetzt auch die Kohomologiegruppe H°(X, Q%) und X ist projektiv
nach Kodairas Satz. O

Folgerung 2.21 Ist X eine kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen Sin-
gularititen und f: X — W eine holomorphe Abbildung auf eine glatte Kurve W mit der
Figenschaft, dass die allgemeine Faser von f eine (glatte) rationale Fliche darstellt, so
st X projektiv.

Beweis. Es bezeichne o : X — X eine Desingularisierung von X und
f =foo: X > W

die zusammengesetzte Abbildung auf die Kurve W. Genau wie f besitzt f X - W
eine glatte rationale Fliche als allgemeine Faser. Damit ergibt sich die Projektivitat der
Mannigfaltigkeit X aus dem voranstehenden Lemma 2.20 und die Varietit X ist als Bild
von X unter o zumindest Moishezon. Da X nach Voraussetzung hochstens terminale
Singularitéiten aufweist, ergibt sich die Projektivitit von X aus Proposition 2.15. U

Lemma 2.22 Sei X eine kompakte Q-faktorielle Gorenstein-Kihlerdreifaltigkeit mit
héchstens terminalen Singularititen und S C X eine irreduzible reduzierte Fliche, gegeben
durch die Idealgarbe Zg. Das Konormalenbiindel Tg/T% sei trivial und H'(S,Og) = 0.
Dann gilt:

i) Die Fliche S deformiert in einer 1-dimensionalen Familie (S, ),er mit

(Sr,-Sr,) =0 fiir alle ry,rs € R.
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ii) Es existiert eine holomorphe Abbildung f : X — R auf eine glatte Kurve R, so-
dass die allgemeine Faser dieser Abbildung f genau die allgemeine Fldche S, ist.
Insbesondere ist S, fiir allgemeines r € R glatt.

ii1) Ist zusdtzlich zu den oben aufgefiihrten Voraussetzungen noch das antikanonische
Biindel —Kg ample, so sind die Fldchen S, mit allgemeinem r € R rational.

Beweis. I) Da der singuldre Ort von X nur aus endlich vielen Punkten besteht und die
Fliache S reduziert ist, ist S C X generisch unobstruiert nach [Ko96, I, Lemma 2.13] und
man erhélt nach [Ko96, I, Proposition 2.14] fiir den Obstruktionenraum eine Inklusion

der Form
ObS(S) Q EXt}g(IS/Ig, OS)

Mit Hilfe der Voraussetzungen an das Konormalenbiindel Zg/Z2 und die erste Kohomo-
logiegruppe mit Werten in Og berechnet man

Extg(Zs/Z3, Og) = Exts(0g, Og) =2 H'(S,0g) = 0,
woraus sofort folgt, dass die Deformationen von S C X unobstruiert sind. Zusammen mit
Homg(Zs/Z2, Os) = Homg(Og, Og) = H°(S,0g) = C
erhdlt man
dim Homy (Zs, Og) — dim Obs(S) = dim Homg(Zs/Z2, Os) = 1,

was nach [Ko096, I, Theorem 2.8 4)] bedeutet, dass sich die Fléche S in einer genau 1-di-
mensionalen Familie

(Sr)reR mit S = SO
bewegt. Dabei gilt

(Sp,-Sry) = (5.9) = cl(NS/X)2 =0 fiuralle 7,79 € R

nach der Selbstadjunktionsformel.

IT) Man darf ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass die Kurve
R irreduzibel und reduziert ist. Es sei v : R — R die Normalisierung von R. Fiir die
Konstruktion einer holomorphen Abbildung f : X — R betrachte man den normalisierten
Graphen der Familie (S,),cr

/ﬁ\;
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zusammen mit den induzierten holomorphen Abbildungen ¢ : Z — Rsowie p: Z — X.

Da die Familie (S,),cg 1-dimensional ist, liegt ein allgemeiner Punkt x € X in
hochstens endlich vielen, sicherlich allgemeinen Fléachen S, ..., S,, . Wegen (Sri.Srj) =0
und aufgrund der Q-Faktorialitdt von X schneiden sich zwei allgemeine Fléchen jedoch
nicht, sodass zu einem allgemeinen Punkt x € X genau eine, allgemeine Fléche S,.(,) mit
x € Sy existiert. Zumindest ein sehr allgemeiner Punkt x € X besitzt zusétzlich noch
genau einen Urbildpunkt in Z. Damit ist die Abbildung p : £ — X sicherlich birational
und besitzt nach Steinfaktorisierung und Zariskis Hauptsatz auch noch zusammenhéngen-
de Fasern, da X normal ist.

Man betrachte die induzierte meromorphe Abbildung

f:X-->R

und nehme an, dass f nicht holomorph ist. Es sei £ C X der Entartungsort von f
und y € E ein beliebiger Punkt. Nach Annahme gilt dim g(p~!(y)) # 0. Dann aber gilt
q(p(y)) = R, was bedeutet, dass der Punkt y in allen Flichen S, enthalten ist. Da sich
zwel allgemeine Fldchen aus der Familie (.S,),er nicht schneiden, ist dies unmdoglich. Also
ist f tatsdchlich holomorph mit allgemeiner Faser S,..

I11) Ist zusétzlich zu den bisher verwendeten Voraussetzungen noch das antikanonische
Biindel — K g ample, so gilt das Gleiche auch fiir das antikanonische Biindel der allgemeinen
Fléache S, und es folgt fiir das zweite Plurigeschlecht

Py(S,) = h°(S,,2Ks,) = 0.

Desweiteren gilt

h'(S,,Os,) < h'(S,05) =0

aufgrund der Halbstetigkeit nach oben der Funktion r — h'(S,, Og,). Damit ist die all-
gemeine (glatte) Flache S, rational nach Castelnuovos Kriterium. O

Folgerung 2.23 Sei X eine kompakte Q-faktorielle Gorenstein-Kdhlerdreifaltigkeit
mit héchstens terminalen Singularitdten und S C X eine irreduzible reduzierte Fliche,
gegeben durch die Idealgarbe Ig. Das antikanonische Biindel —Kg sei ample und das
Konormalenbiindel Zg/Z% sei trivial. Dann ist X projektiv.

Beweis. Nach Lemma 1.22 ist S Gorenstein. Fiir eine Gorenstein-del Pezzofliche S gilt
H'(S,05) =0 (etwa [HiWa81, Corollary 2.5], falls S normal ist und [Mo82, Lemma 3.9]
oder [Re94, Corollary 4.10], falls S nicht normal ist). Deswegen ergibt sich die Behauptung
aus Lemma 2.22 und Folgerung 2.21. O
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3 Uberdeckende nicht-spaltende Familien rationaler
Kurven

Ich beginne mit dem eigentlichen Studium nicht-spaltender Familien rationaler Kurven in
einer QQ-faktoriellen kompakten Kéhlerdreifaltigkeit X mit hochstens terminalen Singula-
ritdten. Der (aus meiner Sicht) einfachste Fall liegt dabei vor, wenn eine iiberdeckende
Familie (C})ier zur Verfiigung steht, weil es dann insbesondere moglich ist, den geo-
metrischen Quotienten aus Satz 2.5 beziiglich dieser iiberdeckenden Familie (Cy)ier zu
betrachten.

Die Existenz einer iiberdeckenden nicht-spaltenden Familie rationaler Kurven in X
sorgt in der Regel dafiir, dass die Dreifaltigkeit X projektiv sein muss. Die einzige nicht-
projektive Variante wird in Proposition 3.4 beschrieben werden.

3.1 Allgemeines

Lemma 3.1 Sei X eine kompakte Kdihlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen Singu-
larititen und (Cy)ier eine tberdeckende nicht-spaltende Familie rationaler Kurven in X.
Es bezeichne w : X --+ W den geometrischen Quotienten beziiglich der Familie (Cy)ier
und es gelte dim W € {0,1}. Dann ist X projektiv.

Beweis. Es sei also
w:X--—»W

der geometrische Quotient beziiglich der iiberdeckenden Familie (C});er aus Satz 2.5. Man
unterscheide die beiden Moglichkeiten ,,dim W = 0“ sowie ,,dim W = 1°.

Im Fall ,dim W = 0“ ist X natiirlich algebraisch zusammenhingend nach Proposi-
tion 2.14 und damit projektiv nach Folgerung 2.16 (denn terminale Singularitidten sind
rational nach Proposition 1.25).

Fiir den Fall ,,dim W = 1“ bemerke man zunéchst, dass die fast holomorphe Abbildung
w : X --+ W sogar holomorph ist, weshalb nach Steinfaktorisierung davon ausgegangen
werden darf, dass w zusammenhéngende Fasern besitzt und W eine glatte Kurve ist. Man
betrachte den normalisierten Graphen

C

}

der Familie (C})er, ergénzt um den geometrischen Quotienten w : X — W und um die
induzierte holomorphe Abbildung T — W.

X

€

t—w(Ct) w
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Weil der Parameterraum 7" mindestens 2-dimensional sein muss, um die Eigenschaft
siberdeckend“ aus der Voraussetzung zu gewihrleisten, enthilt die allgemeine (glatte)
Faser F' von w : X — W eine mindestens 1-dimensionale (iiberdeckende) nicht-spaltende
Familie rationaler Kurven. Betrachtet man den normalisierten Graphen dieser Familie, so
erkennt man, dass die allgemeine Faser F' von einem P;-Biindel dominiert wird. Folglich
kommen als F' nur die projektive Ebene Py oder ein IP;-Biindel iiber einer glatten Kurve C'
in Frage. Da F' zudem beziiglich der Familie (C});er zusammenhéngend sein muss, muss
in der P;-Biindelsituation sogar ' ~ P; x P; gelten, wobei die Kurven beider Rulings
notwendig aus der Familie (C});er stammen und folglich in X numerisch dquivalent (sogar
homolog) sind. Insbesondere handelt es sich bei der allgemeinen Faser von w : X — W
um eine rationale Flédche. Deshalb ergibt sich die Projektivitdt der Varietdt X im Fall
,dim W = 1“ mit Hilfe von Folgerung 2.21. 0

3.2 Der Fall ,,dim7T > 3%

Lemma 3.2 Sei X eine normale kompakte Kdhlerdreifaltigkeit und (Cy)ier eine mindes-

tens 3-dimensionale nicht-spaltende Familie rationaler Kurven. Dann gilt X = |, Ct,
d.h. die Familie (Cy)ier tberdeckt die Varietit X.

Beweis. Es bezeichne
Y= U C; CX
teT
diejenige (irreduzible reduzierte) Untervarietdt von X, die von den Kurven der Familie
(Cy)ter ausgefiillt wird. Man fixiere zwei allgemeine Punkte x, 25 € ¥ und betrachte den
normalisierten Graphen

Cc—2—=¥CX
|
T

der Familie (C})ser mit dem P;-Biindel ¢ : C — T..

Angenommen, es handelt sich bei ¥ um eine echte Untervarietét von X (d.h. es gilt
dim ¥ = 2), so existiert wegen dim 7" > 3 eine mindestens 2-dimensionale nicht-spaltende
Familie rationaler Kurven durch den Punkt 2; sowie eine mindestens 1-dimensionale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven durch die Punkte x; und x,. Genau dies ist nach

Lemma 1.9 (im projektiven Kontext spricht man an dieser Stelle von ,, Mori’s breaking
lemma“) nicht erlaubt und die Behauptung folgt. O

Als unmittelbare Folgerung notiert man

Proposition 3.3 Sei X eine kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen Sin-
gularititen und (Cy)ier eine mindestens 3-dimensionale nicht-spaltende Familie rationaler
Kurven. Dann ist X projektiv.
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Beweis. Nach Lemma 3.2 ist die Familie (C});er iiberdeckend und deshalb der geome-
trische Quotient w : X --+ W beziiglich dieser Familie (C});er wohldefiniert. Wie man
durch Vergleichen der Dimensionen aller am normalisierten Graphen

|

T

p

X

der Familie (Cy)ier beteiligten Varietdten unmittelbar einsieht, verlduft aufgrund der
Voraussetzung ,,dim 7" > 3“ durch jeden allgemeinen Punkt z, € X eine mindestens
1-dimensionale Teilfamilie (C})ier+ (o) der Familie (Cy)ier. Deswegen ist eine allgemei-
ne Faser von w mindestens 2-dimensional und es gilt dim W € {0,1}. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 3.1. Il

3.3 Der Fall ,dimT = 2¢

Proposition 3.4 Sei X eine Q-faktorielle kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit hochstens
terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie rationaler Kurven.
Die Familie (Cy)ier sei 2-dimensional und tiberdecke die Dreifaltigkeit X . Dann ist X
projektiv, es sei denn, es handelt sich um ein Pi-Biindel tiber einer nicht-projektiven
glatten kompakten Kdhlerfliche mit den Kurven Cy als Fasern.

Beweis. Bezeichnet
w:X--—»W

den geometrischen Quotienten beziiglich der iiberdeckenden Familie (Cy)er, so sind a
priori die drei Fille
dimW € {0, 1,2}

denkbar. Da die Dreifaltigkeit X jedoch fiir dim W € {0, 1} nach Lemma 3.1 notwendig
projektiv ist, verbleibt an dieser Stelle nurmehr die Aufgabe, den Fall ,dimW = 2¢
genauer unter die Lupe zu nehmen.

Ausgehend vom normalisierten Graphen der Familie (C});er betrachte man das Dia-
gramim

C X
I

ql w
A

I iien™W

mit dem P;-Biindel g : C — T iiber der normalen Fliache T und der fast holomorphen Ab-
bildung w : X --» W. Eine allgemeine Faser von w entspricht genau einer (glatten) Kurve
der Form C}, weshalb die Abbildung p : C — X zumindest generisch biholomorph sein
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muss. Infolgedessen ist mit Hilfe der Steinfaktorisierung und Zariskis Hauptsatz auflerdem
klar, dass p zusammenhéngende Fasern besitzt, da C und X normal sind.

Es sei
E={¢cC|dimp'p¢)>1}CC

die Menge aller Punkte in C, in denen p nicht biholomorph ist und £y C F eine irreduzible
Komponente. Aufgrund des , purity-of-branch“-Satzes ([K096, VI, Theorem 1.5]) ist Ey
notwendig 2-dimensional. Zudem gilt sicherlich dim p(Ey) < 1.

Es ist das Ziel nachzuweisen, dass Fj die leere Menge ist. Man setze dazu ab jetzt ohne
Einschriankung voraus, dass X nicht-projektiv ist und unterscheide die beiden méglichen
Félle ,dim g(Ey) = 1 und ,,dim ¢(Ep) = 2.

Angenommen es gilt dim g(FEy) = 1, so ergibt sich notwendig auch dim p(Fy) = 1, weil
die Abbildung p : C — X die Fasern ¢~!(t) nicht kontrahieren darf. Damit ist fiir jeden
Punkt tg € ¢(Ey) € T die Gleichung

p(Eo) = Cyy = p(q~ ' (t0))

erfiillt, weshalb die Kurve Cj, durch alle Punkte der 1-dimensionalen Untervarietét
q(Ey) € T reprisentiert wird. Dies ist nach Definiton 1.7 verboten.

Angenommen es gilt dim ¢(Ey) = 2, so sind die Méglichkeiten ,,dim p(Ep) = 0“ und
,dim p(FEy) = 1“ denkbar.

Bei der erstgenannten Variante existiert ein Punkt xy := p(Ey) € X, durch den
alle Kurven der Familie (C;);er verlaufen. Folglich ist X algebraisch zusammenhéngend
beziiglich der Familie (C})ser und es gilt dim W = 0.

Bei der zweitgenannten Variante verlauft durch jeden allgemeinen Punkt x € X eine
Kurve Cy, die Mitglied einer mindestens 1-dimensionalen Teilfamilie der Familie (C})ser
durch einen Punkt y = y(z) € p(Ey) ist. Folglich liegt jeder allgemeine Punkt in X in
einer mindestens 2-dimensionalen Faser von w und es gilt dim W < 1.

Wie aus Lemma 3.1 bekannt ist, ist die Varietdt X fiir dim W € {0, 1} projektiv. Da
es nur noch um die Suche nach nicht-projektiven Moglichkeiten fiir X geht, ist der Fall
,dim g(Fy) = 2¢ erledigt.

Damit gilt £ = ¢ und C — X via p. Insbesondere ist die Varietit X ein P;-Biindel
iiber der normalen kompakten Fliche T in €. Weil glatte kompakte Flachen in € auto-
matisch Kéhler sind ([Fu83, Remark 1.1]), bleibt zu zeigen, dass T" glatt ist. Nimmt man
zu diesem Zweck an, dass ein singuldrer Punkt ¢, € T existiert, so folgt

dim Sing(X) > 1, (*)

denn aufgrund der Struktur von X gilt ¢~ !(¢y) C Sing(X). Da X jedoch nach Voraus-
setzung hochstens terminale Singularitéiten besitzt und diese nur in Kodimension 3 oder
hoher auftreten konnen, ist (*) nicht moglich. Also ist T glatt.
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SchlieBlich kann 7" nicht projektiv sein, weil sonst zwangslaufig auch X projektiv sein
miisste (etwa [Ca81, Théoreme 2] und Proposition 2.15). O
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4 1-dimensionale nicht-spaltende Familien rationaler
Kurven durch einen Punkt zy € X

In diesem Kapitel untersuche ich 1-dimensionale nicht-spaltende Familien (C})ser ratio-
naler Kurven mit der Eigenschaft, dass ein Punkt zy € X existiert, durch den alle Kurven
der Familie (C});er verlaufen. Dabei werde ich in der Regel auf eine Maximalitétsforde-
rung an die Familie (C})ier verzichten. Dadurch wird es moglich sein, einen Grofiteil der in
diesem Kapitel gewonnenen Resultate auch im nachfolgenden Kapitel iiber 2-dimensionale
Familien zu nutzen.

Das genaue Setup fiir dieses Kapitel sei wie folgt festgelegt:
Notation 4.1 Es sei X eine Q-faktorielle kompakte Kéhlerdreifaltigkeit mit hoéchstens
terminalen Singularitdten und (C})ser eine nicht-spaltende Familie rationaler Kurven mit

der Eigenschaft (—Kx.C;) > 0. Die Familie (C})er sei 1-dimensional und es gebe einen
Punkt x5 € X, durch den alle Kurven der Familie (C})er verlaufen.

Es bezeichne S := (J,., C; diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy);er ausgefiillt wird, und

N
lq

T

(@)

S

den normalisierten Graphen der Familie (C});er samt Steinfaktorisierung.

Desweiteren seien m, m’ € N (kleinstmdglich) mit der Eigenschaft gew#hlt, dass sowohl
msS als auch m'S sowie m’'Ky Cartierdivisoren darstellen und es seien Z sowie J die
kohérenten Idealgarben der kompakten komplexen Unterrdume S C X sowie mS C X. [

Die Existenz des Punktes xq € X ist in diesem Kapitel entscheidend. Die Situation
ohne einen solchen ausgezeichneten Punkt wird in Kapitel 6 behandelt werden.

Unangenehmerweise spricht nichts dagegen, dass xg € X eine Nicht-Gorensteinsingu-
laritdt ist. Dieser Umstand macht das Argumentieren mit Schnittzahlen schwierig, weil
alle Kurven der Familie (C})ier nach Voraussetzung durch eben diesen Punkt verlaufen.
Zumindest ist —m'Kx|s ample und p(S) = 1 nach Lemma 2.17. Es sei auflerdem daran
erinnert, dass es sich bei ¢ : C — T aus dem Graphen (G) um ein P;-Biindel iiber der
glatten Kurve T" handelt.
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4.1 Die Birationalitit der Auswertungsabbildung p:C — S

Die Birationalitat der Auswertungsabbildung ist vor allem dann wichtig, wenn man die
Flache S explizit klassifizieren mochte. Da eine solche Klassifikation nur im Gorensteinfall
(siche Abschnitt 4.4) erfolgversprechend ist, wird man die in diesem Abschnitt nachge-
wiesene Birationalitdtsaussage fiir maximale nicht-spaltende Familien rationaler Kurven
auch erst dort wirklich gewinnbringend einsetzen kénnen.

Lemma 4.2 Sei X eine normale kompakte Kdihlerdreifaltigkeit, (Cy)ier eine 1-dimensi-
onale nicht-spaltende Familie rationaler Kurven und S := |J,or Cy diejenige (irreduzible
reduzierte) Fliche in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird. Dann
gilt: Ist die Familie (C})ier maximal, so verliuft durch jeden allgemeinen Punkt in S
genau eine Kurve aus der Familie (Cy)er.

Beweis. Es sei

S (Do)

N<——0

der normalisierte Graph der Familie (C})er.

Es ist zu zeigen, dass die Auswertungsabbildung p : C — S birational ist. Dazu seien
v: S — S die Normalisierung von S und o : S — S eine Desingularisierung von S durch
sukzessives Aufblasen singuldrer Punkte und Normalisieren. Bezeichnet (C’t)teT die ldngs
voo:S — S geliftete Familie aus Bemerkung 1.10, so lisst sich das Diagramm (Dg) um
den normalisierten Graphen dieser Familie (C’t)teT zu folgendem Diagramm

q

L R (Dy)
g j—p>5

T

erweitern. Dabei handeltA es sich nach Konstruktion bei C um ein P;-Biindel iiber der
glatten Kurve T' und bei C um die Aufblasung dieses P1-Biindels in endlich vielen Punkten.

Im Folgenden bezeichne t € T stets einen allgqmeinen Punkt und p; : Py — C‘t die
Normalisierung der zugehdrigen rationalen Kurve Ci.
Da die Fliache S glatt ist, existiert eine kurze exakte Garbensequenz der Gestalt

0 — Tp, " i (Tyle,) — L&T — 0 (*)
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mit einem holomorphen Geradenbiindel L und einem Torsionsanteil 7, wobei die Bedin-
gung ,7 = 0“ mit Sicherheit erfiillt ist, falls die Kurve C, regulir ist. Da die geliftete
Kurve C, einer iiberdeckenden Familie rationaler Kurven angehort, muss das zuriickgezo-
gene Tangentialbiindel p;(Tges,) nef sein. Schreibt man daher

:UJ:(TS*|C}> = OPl (CLl) ¥ OPl (a2)7

so gilt ohne Einschrankung a; > ay > 0. Desweiteren gilt a; > 2 wegen Tp, ~ Op, (2). Ver-
wendet man nun, dass sich die rationale Kurve C, nach Voraussetzung in einer héchstens
1-dimensionalen (iiberdeckenden) Familie bewegt, so erhélt man eine Abschétzung (et-
wa [K096, II, Theorem 1.2])

L=dimT > x(Py,ui(Tgle,)) — dim Aut(Py)
= hO(Pl, Opl(al) D Opl(ag)) -3 = a1 + ag — 1 Z 1,

woraus folgt a; = 2 sowie ay = 0.
Einsetzen in (*) fiihrt zu

0— Op,(2) — Op,(2) ®Op, — LBT — 0.

Es folgt L ~ Op, sowie 7 = 0, weshalb es sich bei C, um eine rationale Kurve mit

~

(C)?* = deg(Nét/g) =0 und (—Ks.ét) =a;+ay, =2

handelt. Man erkennt auBerdem mit Hilfe der Adjunktionsformel, dass die Kurve C, glatt
ist.

Damit ist das nachgestellte Lemma 4.4 anwendbar, welches besagt, dass die Abbildung
p: C — S aus Diagramm (D;) ein Isomorphismus ist. Mit Hilfe des gleichen Diagramms
folgt daraus die Birationalitdt der Auswertungsabbildung p:C — S. U

Folgerung 4.3 In der Situation aus Notation 4.1 sei die Familie (Cy)er maximal.
Dann handelt es sich im Graphen (G) bei h: S" — S um die Normalisierung von S und
bei g:C — S" genau um die Kontraktion des (irreduziblen) Schnitts Ty C C.

Beweis. Nach Lemma 4.2 ist die Auswertungsabbildung p : C — S aus dem Graphen (G)
birational. Deshalb handelt es sich bei h : S’ — S nach der universellen Eigenschaft
der Normalisierung und Zariskis Hauptsatz notwendig um die Normalisierung von S.
Weiter gibt es aufgrund der Existenz des Punktes xqg € X, durch den alle Kurven der
Familie (C});er verlaufen, in C eine exzeptionelle Kurve E. Man rechnet mit Hilfe der
Regelflachentheorie und Lemma 1.9 leicht nach, dass es sich dabei um ,,den“ Nullschnitt
Ty € C handelt. Natiirlich kontrahiert g : C — S” genau diesen Schnitt 7 und ist auflerhalb
von Ty biholomorph. O
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Lemma 4.4 Sei S eine glatte projektive Fliche und (Cy)er eine Familie rationaler Kur-
ven mit der Eigenschaft (C?) = 0. Dann ist die Auswertungsabbildung p: C — S aus dem
normalisierten Graphen der Familie (Cy)ier ein Isomorphismus.

Beweis. Zwei allgemeine Kurven der Familie (C)ier schneiden sich wegen der Irre-
duzibilitit der C; sowie der Voraussetzung (C?) = 0 nicht. Deshalb ist die Abbildung
p : C — S birational (und es gilt dim7" = 1). Aufgrund der Glattheit von S (und C)
besitzt p : C — S zudem zusammenhéngende Fasern. Angenommen nun, es existiert ein
Punkt z € S mit der Eigenschaft dimp~'(z) > 0, so gilt notwendig q(p~'(z)) = T, was
bedeutet, dass sich alle Kurven der Familie (C})er im Punkt z treffen. Da dies wegen
(C?) = 0 nicht erlaubt ist, folgt die Behauptung. O

4.2 Der Ausschluss des Falls ,,(S.C;) = 0¢

Da alle Kurven der Familie (C});er nach Voraussetzung durch den Punkt 2y € X verlau-
fen, gilt p(S) = 1 nach Lemma 2.17 und das numerische Verhalten des eingeschriankten
Konormalenbiindels J /ZJ = Og(—m)S) ist alleine durch das Vorzeichen der Schnittzahl
(S.C}) bestimmt.

Im Fall ,(S.C;) < 0 wird es deshalb moglich sein, die Fléche S auf einen Punkt zu
kontrahieren. Im Fall (S.C}) > 0 wird die Dreifaltigkeit X projektiv sein. Da die Situa-
tion im projektiven Setup im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht werden soll, bleibt
die Aufgabe, die Moglichkeit ,,(S.C;) = 0 auszuschlieBen. Diese Aufgabe wird im vor-
liegenden Abschnitt mit Hilfe A. Fujikis bimeromorpher Klassifikation glatter kompakter
Dreifaltigkeiten in € angegangen werden.

Ich erinnere daran, dass eine kompakte Varietdt in € liegt, falls sie bimeromorph
dquivalent zu einer kompakten Kdhlermannigfaltigkeit ist (vergleiche Definition 1.4).

Vor der eigentlichen Arbeit mit der genannten Klassifikation aus [Fu83] bendétige ich
noch eine Reihe von Hilfsaussagen. Beginnen mochte ich dabei mit einer Zusammenfas-
sung der drei fiir mich wichtigsten Eigenschaften einer Varietét in € in Form der beiden
folgenden Lemmata 4.5 und 4.6.

Lemma 4.5 Sei X eine kompakte komplexe Varietdt in €. Dann gilt:
i) Jede kompakte Untervarietit von X liegt in €.
ii) Jedes meromorphe Bild von X liegt in €.

Beweis. FErgibt sich unmittelbar aus der Definition 1.4. U

Lemma 4.6 Zu jeder normalen kompakten Fliche V' aus € mit a(V) = 0 gibt es ein
eindeutig bestimmtes sogenanntes ,normales minimales Modell“, d.h. eine normale Fléche
V' sowie eine bimeromorphe holomorphe Abbildung k : V' — V' mit der Eigenschaft, dass
in V' keinerlei Kurven existieren.

38



Beweis. Eine glatte kompakte Flidche V' in € der algebraischen Dimension a(V) = 0 ist
entweder bimeromorph zu einem komplexen Torus oder einer K 3-Flache. Wahrend ein 2-
dimensionaler komplexer Torus der algebraischen Dimension a = 0 sowieso keine Kurven
enthélt (etwa [Ue75, Lemma 13.3]) und damit sein eigenes normales minimales Modell
darstellt, konnen in einer entsprechenden K 3-Flache zumindest endlich viele irreduzible
Kurven existieren. Diese sind jedoch auf normale Punkte kontrahierbar und das normale
minimale Modell wird gegeben durch eben jene Kontraktion.

Ist V' eine normale kompakte Fliche aus €, so nehme man als normales minimales
Modell das normale minimale Modell V' einer Desingularisierung V von V. Man beachte
dabei, dass die induzierte bimeromorphe Abbildung V --» V' aufgrund der Nicht-Existenz
von Kurven in V’ holomorph sein muss. [l

Folgerung 4.7 Sei X eine normale kompakte Kihlerdreifaltigkeit und f : X --+ 'V eine
meromorphe Abbildung auf eine normale kompakte Fliche V in € mit a(V') = 0. Dann ist
die induzierte Abbildung f' : X --+ V' auf das normale minimale Modell von V notwendig
holomorph.

Beweis. Es seien f X — V' eine Desingularisierung von f’, £ C X eine irreduzible
Komponente des Entartungsortes von f ‘und F - X das zugehorige Urblld Da E projek-
tiv ist, ist £ zumindest Moishezon und es gilt smherhch dim f (E) < 1. Dain V' keinerlei
Kurven existieren, gilt sogar dim f (E ) = 0. Damit aber ist f’ holomorph. OJ

Lemma 4.8 In der Situation aus Notation 4.1 gelte (S.C;) =0. Es sei f: X — Y eine
holomorphe Abbildung auf eine normale Varietit Y mit 1 < dimY < 2 und f(S) = pt.
Dann existieren eine Faser F von f und eine natirliche Zahl X mit F' = \S.

Beweis. Es seien f(S) =:y € Y und F := f~!(y) die zugehorige Faser mit der natiirli-
chen Struktur (definiert durch das Bild von f*(m,) — Ox). Man schreibe

F=XS+D

mit einer natiirlichen Zahl A, einem effektiven Zykel D und der Eigenschaft S & Supp(D).
Nimmt man an, dass gilt D # (), so erhilt man eine exakte Sequenz der Form

N;/X|S —>N;S/X‘S —>N;S/F|S — 0,

wobei Nj, - global erzeugt und die Abbildung Ny y|s — N x[s nach Wahl von A
generisch injektiv ist. Es folgt, dass N} / «|s sicherlich globale Schnitte besitzt, die nach
Annahme | F' # A\S“ Nullstellen aufweisen miissen. Damit besitzen auch

* m * m *[Am
(N)\S/X‘S)@ und (N)\S/X‘S)[ }ZNS/[X]

globale Schnitte ohne Nullstellen (dabei ist m € N (kleinstmoglich) mit der Eigenschaft

gewithlt, dass mS C X ein Cartierdivisor ist). Wegen (S.C;) = 0 gilt jedoch N7 5/X m] — = QOg,
ein Widerspruch.
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Lemma 4.9 In der Situation aus Notation 4.1 gelte (S.Cy) = 0. Dann g¢ibt es keine
holomorphe Abbildung f: X — Y auf eine (normale) Fliche Y mit f(S) = pt.

Beweis. Angenommen, es existiert eine solche holomorphe Abbildung
f: X—=Y

auf eine normale Fliiche Y mit f(S) =:y € Y, so gilt F := f~'(y) = AS nach Lemma 4.8.
Mit Hilfe des kanonischen Epimorphismus

f*(my/mz) — Ip/T} ~ N;S/X —0

erkennt man deshalb, dass N. ;S/X globale Schnitte mit Nullstellen besitzt, denn wegen
dimY = 2 gilt fiir die Einbettungsdimension von Y an der Stelle y

emb,Y = dimc(my/mi) > 2

und emb,Y ist die kleinstmogliche Zahl [ € N, sodass Oh — N, s x €ine Surjektion

darstellt. Dann aber kann es sich bei N ;[gr?;(‘s ~ N, ;}}m] im Widerspruch zu (S.Cy) = 0
abermals nicht um ein numerisch triviales Geradenbiindel handeln. O

Folgerung 4.10 In der Situation aus Notation 4.1 gelte (S.Cy) = 0. Dann gibt es keine
holomorphe Abbildung f: X — Y auf eine normale Fliche Y in € mit a(Y) = 0.

Beweis. Man nehme an, es gibt eine holomorphe Abbildung f : X — Y auf eine
normale Fliche Y in € mit a(Y) = 0 und betrachte die durch das normale minimale
Modell k : Y — Y’ induzierte holomorphe Abbildung
ffi=Kkof: X =Y

Wegen a(Y’) = a(Y) = 0 kann die Moishezonfliche S durch f’ nicht surjektiv auf Y’
abgebildet werden. Weil Y’ zudem frei von Kurven ist, ist es genausowenig moglich, dass
S ein 1-dimensionales Bild in Y’ besitzt. Infolgedessen bleibt lediglich die Abbildung auf
einen Punkt. Doch eine solche ist nach Lemma 4.9 ausgeschlossen. U

Damit sind alle erforderlichen Vorarbeiten erledigt.
Notation 4.11 Im Folgenden bezeichne

o X — X

stets eine Desingularisierung von X.
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Wie bereits angekiindigt, soll der Ausschluss des Falls ,,(S.C;) = 0“ mit Hilfe A. Fuji-
kis bimeromorpher Klassifikation glatter kompakter Dreifaltigkeiten in € erfolgen. Fujikis
Ergebnisse werden zu diesem Zweck auf die Mannigfaltigkeit X angewendet werden. Den
ersten und wesentlichen Schritt bildet dabei das nachfolgende Lemma 4.12; dessen Kern
ein aktuelles Resultat von M. Brunella bildet. Dieses erlaubt unter anderem den Aus-
schluss des ansonsten sehr unangenehmen Falls ,,X einfach*.

Lemma 4.12 In der Situation aus Notation 4.1 gelte (S.Cy) = 0. Dann ist X uniruled.

Beweis. Nach [Br05, Corollary 1.1] ist zu zeigen, dass Kx nicht pseudo-effektiv ist.
Nimmt man zu diesem Zweck das Gegenteil an, so existiert nach [Bo02, Proposition 2.1.12]
eine divisorielle Zariskizerlegung

Kx=A+B (1)

mit einem effektiven R-Divisor A und einem R-Divisor B, nef in Kodimension 1. Weil sich
die Kurven C; in einer 1-dimensionalen Familie bewegen, gilt also (B.C}) > 0, weshalb
zusammen mit (Kx.Cy) < 0 folgt (A.Cy) < 0. Deshalb gibt es eine positive reelle Zahl
p € RT sowie einen effektiven R-Divisor A’, sodass sich Gleichung (1) verfeinern lisst zu

Kx=uS+ A+ B. (2)
Schneiden mit C; ergibt jetzt

(Kx.Cy) = pu (S.Cy) + (A.Cy) + (B.Cy),
—— —— —— N —

<0 =0 >0 >0

ein Widerspruch. O

Damit geniigt es, sich mit einer Variante A. Fujikis bimeromorpher Klassifikation zu
befassen, in der nur noch diejenigen nicht-projektiven Dreifaltigkeiten in € beschrieben
sind, die sich durch die zusétzliche Eigenschaft ,,uniruled“ auszeichnen:

Satz 4.13 Sei X eine glatte kompakte Dreifaltigkeit in Fujikis Klasse € der algebraischen
Dimension a(X) < 2. Ist die Mannigfaltigkeit X uniruled, so ldsst sie sich einer der beiden
folgenden Mdglichkeiten zuordnen:

1. X st ein holomorpher Faserraum iiber einer kompakten Riemannschen Fliche C
und die_allgemeine Faser ist ein P1-Biindel tber einer elliptischen Kurve. Dabei
besitzt X die algebraische Dimension a(X) =1 oder a(X) = 2.

2. X st ein holomorpher Faserraum tiber einer mormalen kompakten Fliche Y mit
a(Y) = 0 und allgemeiner Faser Py. In diesem Fall besitzt X die algebraische
Dimension a(X) = 0 oder a(X) = 1.
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Beweis. Siehe [Fu83, Proposition 14.1]. O

Folgerung 4.14 In der Situation aus Notation 4.1 sei X nicht projektiv. Dann gilt
(S.Cy) #£ 0.

Beweis. Angenommen es gilt (S.C;) = 0, so kommen fiir X nach Lemma 4.12 nur die
beiden in Satz 4.13 angegebenen Moglichkeiten in Frage. Beide gilt es auszuschliefSen.

I) Im ersten Szenario ist o
f: X—=C
ein holomorpher Faserraum iiber einer kompakten Riemannschen Fliache C' und die allge-
meine Faser ist ein P;-Biindel iiber einer elliptischen Kurve. Man betrachte das Diagramm

X=X

o
ey
C

mit der a priori meromorphen Abbildung f: X --» C.
Man mochte einsehen, dass f holomorph ist. Bezeichnet dazu £ C X eine irreduzible
Komponente des Entartungsortes von f und

E:=0YE)CX

das entsprechende Urbild in X so siecht man leicht ein, dass E durch f auf einen Punkt
abgebildet werden muss. Denn angenommen es gilt f (E ) C, so schneidet E insbeson-
dere jede allgemeine Faser von f weshalb X aufgrund der Moishezoneigenschaft von E
algebraisch zusammenhéngend sein miisste. Damit aber wére auch X algebraisch zusam-
menhéngend und folglich projektiv nach Folgerung 2.16. Also ist f : X — C' holomorph.

Mit genau den gleichen Argumenten wie eben, angewendet auf (S, f : X — C') anstelle
von (E,f C X — C) schliefit man weiter, dass gilt f(S) = pt. Fir Fg := f~1f(9),
ausgestattet mit der natiirlichen Struktur, gilt daher Fg = AS mit einer natiirlichen Zahl
A nach Lemma 4.8.

Bezeichnet noch F' eine allgemeine Faser von f, so ist F' genau wie die allgemeine
Faser von f ein P;-Biindel iiber einer elliptischen Kurve. Deshalb gilt (K%) = 0. Es folgt
(K%.F) = (K%) = 0 mit Hilfe der Adjunktionsformel und

0= (K%.F)=(K%.Fs)=\-(K%.9).
Aufgrund der Positivitdt von —m’Kx|g ist dies unmdoglich.

Es bleibt das zweite Szenario, in dem

A

f:X—>Y
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ein holomorpher Faserraum iiber einer normalen kompakten Fliche Y in € mit a(Y) =0
ist. Dabei ist die induzierte a priori meromorphe Abbildung f’ : X --» Y’ auf das nor-
male minimale Modell Y’ von Y nach Folgerung 4.7 zwangslaufig holomorph. Eine solche
holomorphe Abbildung von X auf eine normale Fliache Y’ in € mit a(Y’) = 0 kann es
nach Folgerung 4.10 jedoch nicht geben. U

4.3 Die Kontraktion auf einen Punkt

Endlich kann man beginnen, die Friichte der im aktuellen Kapitel 4 bisher geleisteten
Arbeit zu ernten.

Proposition 4.15 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Kdhlerdreifaltig-
keit mit hochstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie
rationaler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)ier sei 1-dim-
ensional und es gebe einen Punkt xy € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)ier
verlaufen. Bezeichnet S = |J,.p Cy diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die
von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, so ezistieren eine normale kompakte
Varietdt Y und eine holomorphe Abbildung

p: X =Y,
sodass gilt:
1) ¢(5) = pt;
i) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|ix_gy : X—S — Y—={pt} ist biholomorph.

Beweis. Aufgrund der Existenz des Punktes xy € X mit der Eigenschaft, dass alle
Kurven der Familie (C})er durch eben diesen verlaufen, ist S projektiv mit Picardzahl
p(S) =1 (Lemma 2.17). Nimmt man daher an, dass gilt (S.C;) > 0, so handelt es sich bei
Og(mS) um ein amples Geradenbiindel auf S, weshalb X nach Lemma 2.19 projektiv sein
miisste. Also gilt (S.Cy) < 0 und da der Fall ,,(S.C;) = 0 in Abschnitt 4.2 ausgeschlossen
werden konnte (Folgerung 4.14), bleibt nur die Moglichkeit ,,(S.Cy) < 0¢.

Mit (S.Cy) < 0 ist das eingeschrinkte Konormalenbiindel J/ZJ = Og(—mS) si-
cherlich ample und insbesondere eine positive kohédrente Garbe im Sinne von H. Grauert
([Gr62], [AnTo82]). Wegen S = (mS),.q und weil eine kohérente Garbe auf einem kom-
plexen Raum genau dann positiv ist, wenn dies eingeschrankt auf die Reduktion der Fall
ist ([AnTo82, II, Corollaire 7]), ist auch J/J? positiv auf mS. Der Grauertsche Kon-
traktionssatz 1.27 liefert jetzt die propagierte Kontrahierbarkeit des komplexen Raumes
mS C X auf einen normalen Punkt. 0

Natiirlich méchte man die Fléache S nicht einfach nur auf einen Punkt in einer normalen
kompakten Varietédt Y kontrahieren konnen. Vielmehr soll Y genau wie X Q-faktoriell
sein und hochstens terminale Singularitdten besitzen.
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Den ersten Schritt auf dem Weg zur Verifikation der gewiinschten Eigenschaften bildet

Lemma 4.16 In der Situation aus Proposition 4.15 gilt: H*(S,7Z)/orsion = Z.

Beweis. Aufgrund der Existenz des Punktes xy € X mit der Eigenschaft, dass alle
Kurven der Familie (C})er durch eben diesen verlaufen, ist die Flidche S nach Lemma 2.17
projektiv mit Picardzahl p(S) = 1. Folglich geniigt es fiir den Nachweis der Behauptung
zu zeigen, dass die Bedingung H?%(S,0s) = 0 bzw., via Serredualitiit, die Bedingung
HO(S,wg) = 0 erfiillt ist.

Man verwendet hierfiir, dass ausgehend vom surjektiven Garbenhomomorphismus

Ox(KX—FS)‘S—>wS—>O, (3)

der auflerhalb der Singularitdten von X auch injektiv ist, eine Inklusion reflexiver Garben

der Gestalt o
W2 [0k (Kx + 8)[s]™) < [Ox (Kx + 5)™)|s

zur Verfiigung steht. Dabei sei m’ € N derart gewéhlt, dass sowohl m/S als auch m/Kx
Cartierdivisoren darstellen.

Nimmt man nun an, dass wg einen nicht-trivialen globalen Schnitt besitzt, so gilt
das Gleiche fiir die lokal freie Garbe [Ox(Kx + S)™1]|s. Da es sich bei dieser wegen
(—Kx.C;) > 0 sowie (S.C;) < 0 um ein negatives Geradenbiindel handelt, kann es einen
solchen nicht-trivialen globalen Schnitt jedoch nicht geben. Also hat man

H?*(S,05) = H°(S,ws) = 0.
O

Handelt es sich bei X zusatzlich zu den Voraussetzungen aus Proposition 4.15 um eine
Gorensteindreifaltigkeit, so gilt sogar Pic(S) = H?(S,Z) = Z, siche Abschnitt 4.4.

Lemma 4.17 In der Situation aus Proposition 4.15 sei m € N kleinstmdglich mit der
Figenschaft gewdhlt, dass Ox(mS) lokal frei ist. Dann gibt es zu jedem holomorphen
Geradenbiindel L € Pic(X) eine natiirliche Zahl k € N, eine ganze Zahl b € 7 und ein
holomorphes Geradenbiindel L' € Pic(Y'), sodass gilt:

L* ~ " L' ® Ox (kbmsS).

Insbesondere gibt es zu jedem holomorphen Geradenbiindel L € Pic(X) mit (L.Cy) =0
eine natirliche Zahl k € N und ein holomorphes Geradenbiindel L' € Pic(Y'), sodass gilt:

LF ~ 'L
Zusatz: Ist H*(S,7Z) torsionsfrei, so kommt man stets mit k = 1 aus.
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Beweis. Es bezeichne yg := ¢(S) € Y das Bild von S in Y. Es sei V = V(yg) C Y
eine Steinsche Umgebung von 5o und U := ¢~ 1(V) € X deren Urbild in X. Dabei sei V/
so gewihlt, dass U Deformationsretrakt von S ist. Zur Abkiirzung sei die eingeschrankte
Abbildung ¢|y mit ¢y bezeichnet.

Nach Wahl von V' und Cartan-Serres Theorem B gilt H9(V,Oy) = 0 fiir alle ¢ > 1.
Da —m/Kx|s nach Lemma 2.17 ample ist, ist —Kx ¢p-ample und die direkten Bildgar-
ben Ripy,.Opy verschwinden fiir ¢ > 1 nach dem relativen Kawamataverschwindungssatz
(etwa [KaMaMa87, Theorem 1-2-5]). Mit Hilfe der Lerayschen Spektralsequenz schlieit
man

HY(U,Oy) = HY(V,0y)=0 furalle ¢>1

und erhélt infolgedessen ein kommutatives Diagramm der Form

H\(U,0f) ———— H*(U,Z) (D)
H\(V,0p) ——— H2(V, Z)

wobei wieder nach Wahl von V' gilt
H*(V,Z) =0 sowie H*(U,Z)<= H*(S,Z).

Wegen H?(S,7Z)/rorsion = Z (Lemma 4.16) existiert also eine (eventuell triviale) endliche
Gruppe
GNumTriv g PIC(U) mit A= OU fiir alle A € GNumTrim

sodass sich nach Wahl von m (minimal) ergibt:

Sei nun L € Pic(X) ein holomorphes Geradenbiindel. Nach (%) gibt es eine natiirliche
Zahl k € N und eine ganze Zahl b € Z mit der Eigenschaft

L*|y ~ Oy (kbmsS).

Deshalb handelt es sich bei L' := ¢,(L* ® Ox(—kbmS)) um ein holomorphes Gera-
denbiindel auf Y, fiir das nach Konstruktion gilt

©* L' ~ L* @ Ox(—kbm)S)

(eingeschréankt auf U sind beide Geradenbiindel trivial, auflerhalb von U ist ¢ ein Isomor-
phismus). Damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.
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Fiir den zweiten Teil der Behauptung sei L € Pic(X) ein holomorphes Geradenbiindel
mit (L.C;) = 0. Wie soeben gezeigt wurde, existieren zu L eine natiirliche Zahl k£ € N,
eine ganze Zahl b € Z und ein holomorphes Geradenbiindel L’ € Pic(Y'), sodass gilt

LF ~ o'l @ Ox(kbmS).

Dabei erkennt man durch Schneiden mit der Kurve C, dass wegen (L.Cy) = (¢*L'.Cy) =0
und (S.C}) < 0 zwangslaufig die Bedingung

b=20
erfiillt sei muss. Es folgt L*F ~ o*L'.
Die Korrektheit des Zusatzes ist mit dem Beweis klar. O

Proposition 4.18 In der Situation aus Proposition 4.15 ist Y eine Q-faktorielle Cohen-
Macaulayvarietit und besitzt hichstens terminale Singularitditen.

Beweis. Es bezeichne wieder yo := ¢(S) € Y das Bild von S in Y.
I) Fiir den Nachweis der Eigenschaft ,Q-faktoriell“ sei D C Y ein (effektiver) irredu-
zibler Weildivisor, Oy (D) die zugehérige reflexive Garbe und

~

D= (D—{p) C X

die strikte Transformierte in X. Es ist zu zeigen, dass eine natiirliche Zahl r» € N existiert,
sodass Oy (rD) lokal frei ist. Da die Behauptung im Fall yo ¢ Supp(D) trivial ist, sei
yo € Supp(D) vorausgesetzt. Es gilt dann (D.C;) > 0 und wegen (S.C;) < 0 finden sich
natiirliche Zahlen a,b € N, sodass es sich einerseits bei aD sowie bS um Cartierdivisoren
in X handelt und andererseits die Gleichung

((Ox(aD) @ Ox(bS)).C;) = 0

erfillt ist. Nach dem voranstehenden Lemma 4.17 existieren also eine natiirliche Zahl
k € N und ein holomorphes Geradenbiindel L' € Pic(Y') mit

Ox(kaD) ® Ox (kbS) ~ o*L'.

Da L' ~ ¢,p*L" auBlerhalb des Punktes yo mit der reflexiven Garbe Oy (kaD) iiberein-
stimmt, folgt L' ~ Oy (kaD) und damit die Behauptung fiir r := ka.

IT) Fiir die Charakterisierung der Singularitéten von Y seien o : X — X eine Desin-
gularisierung von X und FEj, ..., E, die 1-kodimensionalen (irreduziblen) Komponenten
des exzeptionellen Ortes von o. Nach Voraussetzung gilt dann

K¢ =0"Kx+» aE mit a;€Q" (4)
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als Gleichung von Q-Cartierdivisoren. Im gleichen Sinne gilt
Kx = QO*KY +agS mit a9 € Q (5)

nach Konstruktion von ¢. Hierbei erkennt man durch Schneiden mit C; sofort, dass sogar
die Bedingung a¢ € Q* erfiillt sein muss, denn man hat

(KXCt) < O, (QO*KYCt> =0 sowie (SC’t) < 0.

Damit interessiert noch die Bestimmung von 0*(aS): Bezeichnet dazu S die strikte Trans-
formierte von S beziiglich o, so gilt

aga;, falls SN E; # ()
0 , sonst '

O'*(QOS) = aog -+ szEz mit bz = { (6)

Setzt man die Gleichungen (5) sowie (6) in Gleichung (4) ein, so erhélt man
K¢ =(poo) Ky +aS+Y» (a;+b)E mit apa; +b€Qr, (7)

was bedeutet, dass die Varietédt Y genau wie X hochstens terminale Singularitéaten besitzt.

IIT) Da terminale Singularitdten rational sind (Proposition 1.25), liefert [Re87, Theo-
rem 3.19] die noch ausstehende Eigenschaft , Cohen-Macaulay*. O

Zusammenfassend notiere ich als Hauptresultat dieses Kapitels:

Satz 4.19 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit
hichstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie rationa-
ler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)er sei 1-dimensional
und es gebe einen Punkt xo € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)er verlau-
fen. Bezeichnet S = J,or Cr diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von
den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, so existieren eine kompakte Q-faktorielle

Cohen-Macaulayvarietit Y mit hochstens terminalen Singularititen und eine holomorphe
Abbildung

p: X =Y,

sodass gilt:
1. ¢(S) = pt;
2. Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—S5 — Y—{pt} ist biholomorph.

Beweis. Man nehme Proposition 4.15 sowie Proposition 4.18. 0
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4.4 Der Gorensteinfall

Ist im Setup aus Notation 4.1 die Varietdt X zusétzlich Gorenstein, so verbessert sich
die Situation wesentlich. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die Flache S C X unter der
genannten Zusatzbedingung nach Lemma 1.22 ein Cartierdivisor ist. Damit stehen eine
ganze Reihe von Ergebnissen iiber Gorensteinflichen zur Verfiigung, die eine explizite
Beschreibung der Situation ermdéglichen. Da man mit deren Hilfe insbesondere nachweisen
kann, dass die Flache S normal sein muss, wird es mdoglich sein, auf die Verwendung
A. Fujikis Klassifikation aus Satz 4.13 zu verzichten.

Ich beginne mit einer Zusammenstellung der fiir mich besonders relevanten Ergebnisse
zu Gorenstein-del Pezzoflachen.

Proposition 4.20 Sei S eine Gorenstein-del Pezzofliche. Dann gilt:
i) HI(S, 05) = H2(S, OS) = 0,’

Ist die Fliche S nicht normal, v : S — S die Normalisierung und E C S der nicht-
normale Ort (wobei die komplexe Struktur von E definiert sei durch das Fiihrerideal
Anno,(v.05/0s) C Og), so gilt weiter:

ii) E~Py und (Kg.E) = —1;
iii) Es existiert eine kurze exakte Sequenz der Form

0— 05 — 1.0 — wg' g — 0.

Beweis. Siche [HiWa81, Corollary 2.5] und [Re94, Corollary 4.10], [Mo82, 3.35] so-
wie [Mo82, 3.34.2]. O

Lemma 4.21 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kihler-
dreifaltigkeit mit hochstens terminalen Singularititen und (Cy)er eine nichit-spaltende
Familie rationaler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)er sei 1-
dimensional und es gebe einen Punkt xo € X, durch den alle Kurven der Familie (Cy)ier
verlaufen. Es bezeichne S := J,cp Cy diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die
von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird und v : S — S deren Normalisierung.

Ist Pic(S) torsionsfrei, so gilt:
i) Pic(S) = H*(S,Z) 2 Z;

ii) Die Fldche S ist normal.
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Beweis. Aus Lemma 2.17 sowie Lemma 1.22 weifl man, dass es sich bei S um eine pro-
jektive Gorensteinfliche mit Picardzahl p(S) = 1 handelt. Wére deren Normalenbiindel
ample, so folgte die Projektivitédt von X aus Lemma 2.19, weshalb Ng,x entweder negativ
oder numerisch trivial sein muss. Insbesondere besitzt die Flache S nach der Adjunktions-
formel ein negatives kanonisches Biindel, sodass die Ergebnisse aus Proposition 4.20 zur
Verfiigung stehen.

I) Nach Proposition 4.20 i) gilt H'(S,0s) = H?*(S,Os) = 0, sodass zusammen mit
p(S) =1 folgt
Pic(S) = H*(S,Z) sowie H?*(S,Z)/rorsion = Z.
Fiir Aussage 1) ist also lediglich zu zeigen, dass Pic(S) torsionsfrei ist. Bezeichnet dazu
L € Pic(S) ein numerisch triviales Geradenbiindel, so gilt zumindest

V'L ~ Og,

weil Pic(S) nach Voraussetzung keine Torsion besitzt. Fiir den Schluss zuriick auf die
Flidche S verwendet man die kurze exakte Sequenz

0— 05 — 1.0 — wg' Qg — 0 (8)
aus Proposition 4.20 iii) und tensoriert diese mit L. Wegen
1,05 @ L~ v, 'L ~ 1,05 sowie L|g~ O~ Op,
fithrt dies zu
0— L— 1,05 — wg' @wg — 0. 9)
Ein Vergleich von (8) und (9) liefert L ~ Og.

IT) Angenommen, die Fliche S ist nicht normal, so besagt Proposition 4.20 ii), dass
es sich beim nicht-normalen Ort £ C S (mit komplexer Struktur definiert durch das
Fiihrerideal) um eine glatte rationale Kurve mit (Kg.F) = —1 handelt. Aus der Adjunk-
tionsformel erhélt man daher

(Ks.E) = (Kx.E) + (S.E)
-1 <-1 <0

und folglich Ng/x = Og. Da Pic(S) torsionsfrei ist, gilt sogar Ng/x ~ Og. Damit miisste
die Dreifaltigkeit X nach Folgerung 2.23 projektiv sein, ein Widerspruch. 0

Die Situation im Gorensteinfall:

Satz 4.22 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kihlerdrei-
faltigkeit mit hochstens terminalen Singularititen und (Ci)ier eine mazximale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie
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(Cy)rer sei 1-dimensional und es gebe einen Punkt xo € X, durch den alle Kurven der
Familie verlaufen. Bezeichnet S := J,op Cy diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X,
die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, so gilt:

1. S ~Qq (Kegel mit rationalem Doppelpunkt als Spitze) und Ng/x ~ Og(—1).

2. Es existiert eine holomorphe Abbildung p : X — Y auf eine kompakte Q-faktorielle
Gorensteinvarietit Y mit hochstens terminalen Singularititen, wobei gilt:

a) o(S) =pt;
b) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—5 — Y—{pt} ist biholomorph.

Beweis. Aus Lemma 2.17 sowie Lemma 1.22 weifl man wieder, dass es sich bei S um
eine projektive Gorensteinflache mit Picardzahl p(S) = 1 handelt. Wire deren Norma-
lenbiindel ample, so folgte die Projektivitdt von X aus Lemma 2.19, weshalb Ng, x ent-
weder negativ oder numerisch trivial sein muss und S nach der Adjunktionsformel ein
negatives kanonisches Biindel besitzt.

Es bezeichne v : S — S die Normalisierung von S. Da die Familie (C});er nach
Voraussetzung maximal ist, ist Folgerung 4.3 anwendbar und man rechnet mit Hilfe des
normalisierten Graphen leicht nach, dass gilt Pic(S) = Z. Deshalb liegt in S nach Lem-
ma 4.21 eine normale projektive Gorensteinfliche mit einem positiven antikanonischen
Divisor vor. Es ist (etwa aus [HiWa81]) bekannt, dass es sich unter diesen Umsténden
bei zg lediglich um einen glatten Punkt, um einen rationalen Doppelpunkt oder um eine
elliptische Gorensteinsingularitit handeln kann.

Angenommen, xy € S ist ein glatter Punkt, so folgt S ~ Py und die C}’s sind Geraden
durch den Punkt xy. Dies steht im Widerspruch zur Maximalitétsforderung an die 1-di-
mensionale Familie (C})er.

Weiter angenommen, x, € S ist eine elliptische Gorensteinsingularitéit, so folgt
(Ks.Cy) = —1 und Ng/x ~ Og. Diese Méglichkeit ldsst sich wie fiir nicht-normales S
mit Hilfe von Folgerung 2.23 ausschliefen.

Folglich ist zy € S ein rationaler Doppelpunkt und die Struktur von S ist wie behaup-
tet die eines Kegels mit dem Punkt zy als Spitze. Die Aussage iiber das Normalenbiindel
ergibt sich wegen (Kg.C;) = —2 und (Kx.C;) = —1 aus der Adjunktionsformel.

Die Kontrahierbarkeit der Flédche S auf einen Punkt in einer kompakten Q-faktoriellen
Cohen-Macaulayvarietdt Y mit hochstens terminalen Singularitéten ergibt sich wegen
(S.C) = —1 genau wie fiir den Q-Gorensteinfall in Satz 4.19 aus Grauerts Kontraktions-
satz 1.27 und Proposition 4.18. Ich betone an dieser Stelle noch einmal, dass man die
ungeliebte Moglichkeit ,, (S.C;) = 0“ im Gorensteinfall nicht mehr explizit mit Hilfe Fujikis
Klassifikation auszuschlieSen braucht.

Es bleibt die Aufgabe, den Index von Y zu berechnen. Dazu sei a € N mit der Ei-
genschaft gewéhlt, dass aKy ein Cartierdivisor ist. Nach Konstruktion und Lemma 4.17
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existiert eine ganze Zahl b € Z, sodass gilt

aKx = ¢p*(aKy) @ Ox(bS)

bzw.

a-(Kx.Cy)=b-(S.Cy). (*)

Dabei ist es wegen Pic(S) & H?(S,Z) = Z nicht notwendig, mit einem Vielfachen von
aKx zu rechnen (d.h. man kann & = 1 in Lemma 4.17 wéihlen). Der Index von Y stellt
nun die kleinstmogliche Zahl a € N dar, sodass sich Gleichung (*) erfiillen ldsst. Wegen
(Kx.Cy) = (5.Cy) = —1 bedeutet dies im vorliegenden Fall

a=b=1.

Damit ist Y Gorenstein. O
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5 2-dimensionale nicht-spaltende Familien rationaler
Kurven

Es folgt das Studium 2-dimensionaler nicht-spaltender Familien rationaler Kurven mit der
Eigenschaft, dass die Dreifaltigkeit X von den Mitgliedern der Familien nicht iiberdeckt
wird. Die Kurven einer solchen Familie (C})er fillen zwangsldufig nur eine (irreduzible
reduzierte) Fldche aus. Wegen dim 7T = 2 existiert zu jedem allgemeinen Punkt dieser
Flédche eine 1-dimensionale Teilfamilie der Familie (C;);er, die die Fldche ebenfalls tiber-
deckt. Dieser Umstand macht es moglich, lediglich mit der 1-dimensionalen (Teil-)Familie
zu argumentieren, was im Hinblick auf eine Verwendung der Resultate aus Kapitel 4 sehr
vorteilhaft ist.

Die Ausgangssituation fiir dieses fiinfte Kapitel sei also wie folgt:

Notation 5.1 Es sei X eine Q-faktorielle kompakte Kéhlerdreifaltigkeit mit hoéchstens
terminalen Singularitdten und (C})ser eine nicht-spaltende Familie rationaler Kurven mit
der Eigenschaft (—Ky.C;) > 0. Die Familie (C});er sei 2-dimensional, aber iiberdecke die
Dreifaltigkeit X nicht.

Es bezeichne S := (J,., C; diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)ier ausgefiillt wird, xy € S einen allgemeinen (glatten) Punkt
und T*(z0) := q(p~'(xp)) die Menge aller Kurven durch den Punkt x.

Es sei T'(x) eine irreduzible Komponente von T%(zg), (Cy)ier(zy) die zugehdrige nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven (durch den Punkt z() und

o
2N
C(xo) -

lq%

T(.CE())

(G (o))

S

der normalisierte Graph der Familie (C})ser(s,) samt Steinfaktorisierung.

Desweiteren seien m, m’ € N (kleinstmoglich) mit der Eigenschaft gewihlt, dass sowohl
msS als auch m'S sowie m’' Ky Cartierdivisoren darstellen und es seien Z sowie J die
kohérenten Idealgarben der kompakten komplexen Unterrdume S C X sowie mS C X. [

Wie bereits eingangs erwédhnt, wird es sich als die entscheidende Beobachtung he-
rausstellen, dass die Fliche S aufgrund ihrer Irreduzibilitdt auch von den Kurven der
1-dimensionalen Familie (C})er(a,) vollstéindig ausgefiillt wird, d.h. dass gilt



Damit ndmlich lasst sich ein grofer Teil der Resultate aus Kapitel 4 ebenso in der Situation
aus Notation 5.1 zur Anwendung bringen.

5.1 Die Birationalitit der Auswertungsabbildung p,, : C(z¢) — S

Fiir den Nachweis der Birationalitéit der Auswertungsabbildung p,, : C(xy) — S aus
dem Graphen (G(zy)) sind nur geringfiigige Anpassungen des entsprechenden Beweises
fiir die Birationalitdt von p : C — S aus Abschnitt 4.1 notwendig. Ich gebe dennoch eine
vollstéandige Darstellung.

Lemma 5.2 Sei X eine normale kompakte Kdihlerdreifaltigkeit und (Cy)ier eine 2-di-
mensionale nicht-spaltende Familie rationaler Kurven, die die Varietdt X nicht tber-
deckt. Weiter sei S := J,or Cy diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, xo € S ein allgemeiner (glatter) Punkt und
T(xg) C T*(xg) eine irreduzible Komponente. Dann gilt: Ist die Familie (Cy)ier maxi-
mal, so verlduft durch jeden allgemeinen Punkt x € S mit x # xo genau eine Kurve aus
der 1-dimensionalen Familie (Cy)ier(ay)-

Beweis. Es sei
C(xg) —222—= 5 5 (Do)

q%l

T(.To)

der normalisierte Graph der Familie (C})ser(a)-

Es ist zu zeigen, dass die Auswertungsabbildung p,, : C(xy) — S birational ist. Dazu
seien v : S — S die Normalisierung von S und o : S — S eine Desingularisierung von
S durch sukzessives Aufblasen singulérer Punkte und Normalisieren. Bezeichnet (C’t)teT
die langs voo : S-S geliftete Familie aus Bemerkung 1.10, so lésst sich das Diagramm
(Do) um den normalisierten Graphen dieser Familie (Cy)ser zu folgendem Diagramm

3 Pzo

Clwg) —— 3§ (D1)

iro| Clzg) —22— = 8

lq%

T (o)
erweitern. Dabei handelt es sich nach Konstruktion bei C(z() um ein P;-Biindel tiber der

glatten Kurve T'(z0) und bei C(xy) um die Aufblasung dieses P;-Biindels in endlich vielen
Punkten.
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Im Folgenden bezeichne t € T(x) stets einen allgemeinen Punkt und p, : Py — C,
die Normalisierung der zugehdrigen rationalen Kurve C,. SchlieBlich sei Zo € S derjenige
(eindeutig bestimmte) Punkt in S gegeben durch (v o o) (&) = 0.

Da die Fliche S glatt ist, existiert eine kurze exakte Garbensequenz der Gestalt

T(l"t) *

0— Tp, — p;(Tgle,) — LOT—0 (*)

mit einem holomorphen Geradenbiindel L und einem Torsionsanteil 7, wobei die Bedin-
gung ,,7 = 0“ mit Sicherheit erfiillt ist, falls die Kurve C, regulér ist. Da alle gelifteten
Kurven C, durch den Punkt Z verlaufen, muss das zuriickgezogene Tangentialbiindel
i (Tg|e,) ample sein. Schreibt man daher

:UJ:(TS*|C}> = OPl (CLl) ¥ OPl (a2)7

so gilt ohne Einschrankung a; > ay > 1. Desweiteren gilt a; > 2 wegen Tp, ~ Op, (2). Ver-
wendet man nun, dass sich die rationale Kurve C, nach Voraussetzung in einer hochstens
2-dimensionalen (iiberdeckenden) Familie bewegt, so erhdlt man eine Abschétzung (et-
wa [Ko096, I, Theorem 1.2])

2=dimT > x(Py,p;(Tsle,)) — dim Aut(Py)
ho(]P)l, O]}Dl (al) D O]pl(a,g)) -3 = aq + ag — 1 Z 2,

woraus folgt a; = 2 sowie as = 1.
Einsetzen in (*) fiihrt zu

0— Op(2) — Op(2)®Op, (1) — LT — 0.
Es folgt L ~ Op, (1) sowie 7 = 0, weshalb es sich bei C; um eine rationale Kurve mit

(C?) = deg(Neg,,5) =1 und (—Ks.é't) =a;+a=3

handelt. Man erkennt auBerdem mit Hilfe der Adjunktionsformel, dass die Kurve C, glatt
ist.

Bezeichnet jetzt noch
Oz - X = Bli’oS — S

die Aufblasung der Fliche § im glatten Punkt &) € S, so lisst sich die Familie (Cy)yer(r)
(wieder wie in Bemerkung 1.10 beschrieben) weiter zu einer Familie rationaler Kurven
(Ct)ter(ae) in X mit

(C7g)=0 und (Ky.Cix)=-2<0
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liften. Man erhélt dabei aufgrund der universellen Eigenschaft der Aufblasung sogar ein
Diagramm der Gestalt

CZP_E)T (Ds)
Clay) —=2— 3

Wegen (C7y) = 0 ist py : Cx — ¥ nach Lemma 4.4 ein Isomorphismus. Damit folgt die
Birationalitiat von p,, : C(z¢) — S mit Hilfe der Diagramme (D;) und (Dy). O

Folgerung 5.3 In der Situation aus Notation 5.1 sei die Familie (C})ier maximal.
Dann gilt im Graphen (G(xg)):

C((L’()) >~ ]Fl = P(Opl D Opl(—l)) und S, ~ PQ.
AufSerdem ist h : Py ~ S" — S die Normalisierung von S.

Beweis. Nach Lemma 5.2 ist die Auswertungsabbildung p,, : C(zg) — S aus dem
Graphen (G(xg)) birational, weshalb es sich bei h : 8" — S nach der universellen Eigen-
schaft der Normalisierung und Zariskis Hauptsatz um die Normalisierungsabbildung von
S handelt.

Desweiteren kontrahiert g : C(xg) — S’ nach Konstruktion (denn alle Kurven der
Familie (C})ier(zy) verlaufen durch den Punkt zy € S) genau den Schnitt

To(xo) = p~'(w0) & C(20)

aus der Regelflache C(xg) auf einen (eindeutig bestimmten) glatten Punkt zf, € S’. Ins-
besondere ist C(xg) rational mit (Tp(zg)?) = —1. Damit folgt die Behauptung. O

5.2 Die Kontraktion auf einen Punkt

Dieser Abschnitt fillt extrem kurz aus, weil die gesamte notwendige Arbeit bereits in
Kapitel 4 geleistet wurde. Man braucht lediglich zu bemerken, dass die Argumente in
den Abschnitten 4.2 sowie 4.3 ohne eine Maximalitédtsforderung an die jeweilige Familie
rationaler Kurven formuliert sind und sich deswegen direkt auf die 1-dimensionale Familie
(Ct)teT(xo) anwenden lassen. Man erhélt als erstes Hauptresultat dieses Kapitels:

Satz 5.4 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Kdhlerdreifaltigkeit mit
hdchstens terminalen Singularititen und (Cy)ier eine nicht-spaltende Familie rationa-
ler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Familie (Cy)ier sei 2-dimensional,
aber iiberdecke die Dreifaltigkeit X nicht. Bezeichnet S := \J,op Cy diejenige (irreduzible
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reduzierte) Fliche in X, die von den Kurven der Familie (Ct)ier ausgefillt wird, so exis-
tieren eine kompakte Q-faktorielle Cohen-Macaulayvarietdt Y mit hochstens terminalen
Singularititen und eine holomorphe Abbildung

p: X =Y,
sodass gilt:

1. ¢(S) = pt;
2. Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x_sy : X—5 — Y—{pt} ist biholomorph.

Beweis. Es sei zp € S ein allgemeiner (glatter) Punkt, T'(z¢) € T*(x¢) eine irreduzi-
ble Komponente und (Cy)¢er(ay) die zugehorige 1-dimensionale Familie rationaler Kurven
(durch den Punkt xy). Wegen

s=Ja= a

teT tET(.’EQ)

ergibt sich die komplette Behauptung aus Satz 4.19, angewendet auf die Familie
(Ct)ter(@o)- O

5.3 Der Gorensteinfall

Das zweite Hauptresultat dieses Kapitels befasst sich mit dem Gorensteinfall, der wieder
eine wesentlich explizitere Beschreibung der Situation zulésst.

Satz 5.5 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kihlerdrei-
faltigkeit mit hochstens terminalen Singularititen und (Ci)ier eine mazximale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) > 0. Die Fami-
lie (Cy)ier sei 2-dimensional, aber tberdecke die Dreifaltigheit X nicht. Bezeichnet
S = User Cr diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den Kurven der
Familie (Cy)ier ausgefillt wird, so gilt:

1. S =Py und

a) Ng/x ~ Og(—1) im Fall (—Kx.C}) =2 bzw.
b) NS/X >~ Os(—Q) mm Fall (—Kxct) =1.

2. FEs existiert eine holomorphe Abbildung ¢ : X — Y auf eine kompakte Q-faktorielle
Cohen-Macaulayvarietit Y mit hdchstens terminalen Singularitdten, wobei gilt:

a) o(5) = pt;
b) Die eingeschrinkte Abbildung o|ix_gy : X—S — Y—{pt} ist biholomorph.
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3. Die Dreifaltigkeit Y aus 2. ist 1-Gorenstein (und damit Gorenstein) im Fall
(—=Kx.Cy) = 2% aber nur 2-Gorenstein im Fall (—Kx.Cy) = 1%

Beweis. Man argumentiert wieder mit ,,der* 1-dimensionalen Familie (Cy)ier(z,) durch
einen allgemeinen Punkt z, € S und folgt zunéchst wortwortlich dem Beweis von
Satz 4.22: Aus Lemma 2.17 sowie Lemma 1.22 weifl man, dass es sich bei S um eine pro-
jektive Gorensteinfliche mit Picardzahl p(S) = 1 handelt. Wire deren Normalenbiindel
ample, so folgte die Projektivitdt von X aus Lemma 2.19, weshalb Ng/x entweder ne-
gativ oder numerisch trivial sein muss und S nach der Adjunktionsformel ein negatives
kanonisches Biindel besitzt.

Es bezeichne v : S — S die Normalisierung von S. Da die Familie (Cy)er nach Vo-
raussetzung maximal ist, gilt S ~ P, nach Folgerung 5.3 und insbesondere Pic(g ) = 7.
Deshalb schliefit man die Moglichkeit, dass S nicht normal sein konnte, mit Hilfe von
Lemma 4.21 aus und erhilt S ~ Py. Dabei sind die C}’s Geraden durch den Punkt zg
und es gilt (Kg.Cy) = —3. Die Aussagen iiber das Normalenbiindel ergeben sich unmit-
telbar aus der Adjunktionsformel. Insbesondere gilt (S.Cy) < 0, weshalb die Fliche S
nach Grauerts Kontraktionssatz 1.27 und Proposition 4.18 auf einen Punkt in einer kom-
pakten Q-faktoriellen Cohen-Macaulayvarietidt Y mit hochstens terminalen Singularitéiten
kontrahierbar ist.

Fiir die Berechnung des Indexes von Y sei a € N mit der Eigenschaft gewéhlt, dass
aKy ein Cartierdivisor ist. Nach Konstruktion und Lemma 4.17 existiert eine ganze Zahl
b € Z, sodass gilt

QKX = QO*(CLKy) X Ox(bS)

bzw.

a-(Kx.Cy)=b-(5.Cy). (*)

Dabei ist es wegen Pic(S) & H?(S,Z) = Z nicht notwendig, mit einem Vielfachen von
aKx zu rechnen (d.h. man kann £ = 1 in Lemma 4.17 wihlen). Der Index von Y stellt
die kleinstmogliche Zahl @ € N dar, sodass sich Gleichung (*) erfiillen ldsst. Im Fall
»(—Kx.C;) = 2% bedeutet dies wegen (S.C;) = —1

a=1 sowie b=2,
im Fall ,,(—Kx.Cy) = 1“ wegen (S.C;) = —2 hingegen
a=2 sowie b=1.

Also ist Y eine 1-Gorensteinvarietédt (und damit Gorenstein) im Fall ,,(—Kx.Cy) = 2%,
aber nur eine 2-Gorensteinvarietét im Fall ,,(—Kx.Cy) = 1“. O
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6 1-dimensionale nicht-spaltende Familien rationaler
Kurven ohne gemeinsamen Punkt r € X

Das einzige Szenario, das bisher nicht betrachtet worden ist, ist das einer 1-dimensionalen
nicht-spaltenden Familie (C})er rationaler Kurven mit der Eigenschaft, dass kein Punkt
x € X existiert, durch den alle Kurven der Familie (C}),er verlaufen. Hierbei trifft ein
allgemeines Mitglied der Familie (C})ier den singuldren Ort der Dreifaltigkeit X nicht,
weshalb man es beim Schneiden mit den Kurven C; mit ganzzahligen Schnittzahlen zu
tun hat. Es liegt daher nahe zu erwarten, dass man im Wesentlichen unabhéngig davon,
ob X als Gorenstein- oder nur als Q-Gorensteinvarietéit vorausgesetzt ist, argumentieren
kann.

Leider konnte ich diese Erwartung nicht in die Realitdt umsetzen. Ich werde mich
deshalb in diesem Kapitel auf den Gorensteinfall beschréinken und an entsprechender
Stelle noch ein wenig detaillierter auf die im Q-Gorensteinfall auftretenden Schwierigkeiten
eingehen.

Wie gewohnt fasse ich zunéchst das Setup fiir das vorliegende Kapitel zusammen:

Notation 6.1 Essei X eine Q-faktorielle kompakte Gorenstein-Kéahlerdreifaltigkeit mit
hochstens terminalen Singularitdten und (C})er eine maximale nicht-spaltende Familie
rationaler Kurven mit der Eigenschaft (—Ky.C;) > 1. Die Familie (C})er sei 1-dimensio-
nal und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven der Familie (C);cr verlaufen.

Es bezeichne S := {J,., C; diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy);er ausgefiillt wird, und

S/
0N
C————=35

lq

T

(@)

den normalisierten Graphen der Familie (C});er samt Steinfaktorisierung. Die Idealgarbe
des kompakten komplexen Unterraumes S C X sei mit Z bezeichnet.

Nach Bemerkung 1.8 ist ¢ : C — T ein Py-Biindel. Es sei noch e = — deg(€) € Z die zu
dieser Regelfliche C = P(E) gehorige Invariante (vergleiche [Ha77, V.2, Notation 2.8.1])
und Ty € C ein Schnitt mit Oc(Tp) = Ope)(1). Es gilt dann insbesondere (T5) = —e. [

Wie bereits zu Beginn angesprochen, stehen in diesem Kapitel ganzzahlige Schnitt-
zahlen (—Kx.C}) zur Verfiigung. Beriicksichtigt man noch die Maximalitdtsforderung an
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die Familie (Cy)ier, so folgt (etwa aus [Ko96, II, Theorem 1.2])
dmT =1> (~Kx.Cy) > 1

und damit tatsachlich

anstelle der Abschétzung (—Kx.C;) > 1 aus Notation 6.1.

Ich erinnere an Lemma 4.2, das die Birationalitéit der Auswertungsabbildung p : C — §
aus dem Graphen (G) sicherstellt. Damit zeigt man

Folgerung 6.2 In der Situation aus Notation 6.1 handelt es sich bei g : C — S’ um
einen Isomorphismus. Insbesondere stellt die Auswertungsabbildung p : C — S die Nor-
malisierung von S dar.

Beweis. Nach Konstruktion besitzt g : C — S’ zusammenhéngende Fasern. Nimmt man
daher an, dass g : C — S’ kein Isomorphismus ist, so existiert ein Punkt xq € S, der eine
positiv-dimensionale Faser beziiglich p : C — S besitzt. Dies bedeutet, dass alle Kurven
der Familie (C});er durch eben jenen Punkt zq verlaufen miissen, was nach Voraussetzung
jedoch ausgeschlossen ist. Also gilt C ~ S".

Da die Auswertungsabbildung p : C — S nach Lemma 4.2 birational ist, ergibt sich die
verbleibende Aussage aus der universellen Eigenschaft der Normalisierung und Zariskis
Hauptsatz. O

Folgerung 6.3 In der Situation aus Notation 6.1 sei die Fldche S normal. Dann ist S
isomorph zur Regelfiiche C iber der glatten Kurve T und es gilt (S.C;) = —1.

Beweis. Die Aussage beziiglich der Isomorphie zur Regelfliche C ergibt sich unmittelbar
aus Folgerung 6.2. Insbesondere ist klar, dass gilt

(Ks.Cy) = (Ke.q ' (1)) = —2.
Fiir die Aussage iiber die Schnittzahl benotigt man jetzt nur noch die Adjunktionsformel:
O

Notation 6.4 Ist die Flache S in der Situation aus Notation 6.1 nicht normal, so be-
zeichne ab jetzt noch £ C S den nicht-normalen Ort von S (mit komplexer Struktur
definiert durch das Fithrerideal Annog(p.Oc/Os) € Og) und E C C dessen analytisches
Urbild in C.

Bemerkung 6.5 Ist die Fliche S nicht normal, so ist £ C C ein effektiver Divisor und
man hat eine Gleichung

Ke=p'Ks—E. (NNL)
(Vergleiche [Mo82], [Re94] und die Subadjunktionsformel [KaMaMa87, Lemma 5-1-9].)
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6.1 Der Fall ,,(5.C}) < 0¢

Wird die Flache S als normal vorausgesetzt, so ist die Bedingung (S.C;) < 0 nach Fol-
gerung 6.3 automatisch erfiillt. Anders verhéalt es sich, wenn S nicht normal ist. Dann
lasst sich die eigentlich unerwiinschte Moglichkeit ,,(S.Cy) > 0“ nicht mehr ohne weite-
res ausschlieBen und bedarf besonderer Aufmerksamkeit. Néheres hierzu findet sich in
Abschnitt 6.2.

Der vorliegende Abschnitt behandelt den Fall ,,(S.C;) < 0“. Ich bendtige als Erstes
eine Version der Strukturaussage aus Folgerung 6.3 fiir nicht-normales S.

Proposition 6.6 In der Situation aus Notation 6.1/6.4 sei die Fliche S nicht normal
mit (S.Cy) < 0. Dann gilt (S.Cy) = —1 und es ezistieren eine singulire Kurve B sowie
eine holomorphe Abbildung 7 : S — B mit den folgenden Eigenschaften:

i) Das Diagramm

kommutiert.
it) Die Abbildung X\ : T — B ist die Normalisierung der Kurve B.
iii) Die Reduktion jeder Faser von m ist isomorph zu P;.

Beweis. Nach Folgerung 6.2 ist die Normalisierung von S gegeben durch die Regelfldche
C. Daher existiert nach Gleichung (NNL) aus Bemerkung 6.5 ein effektiver Divisor £ C C
mit der Eigenschaft

Ke=p*((Kx +9)|s) — E.

Durch Schneiden mit ¢~*(¢) erhélt man

2= —1+(S.C) — (E.q (1))
%

mit den angegebenen Abschiitzungen fiir (S.Cy) sowie (E.q~'(t)). Da (S.C}) ganzzahlig
ist (denn S C X ist ein Cartierdivisor nach Lemma 1.22), folgt

(5.C)) = =1 sowie (E.¢"%(t)) =0,
was wiederum bedeutet, dass es Punkte ¢y,...,t; € T gibt mit Supp(E) = Ule Ch,.
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Insbesondere existieren eine singulire Kurve B und eine holomorphe Abbildung
m: S — B, sodass das Diagramm

C IS
| I
T 2. B

kommutiert und A : T" — B die Normalisierung der Kurve B ist.

Es bleibt noch einzusehen, dass die Reduktion jeder Faser von 7 glatt ist (man ver-
gleiche hierzu J. Kollars Argumentation aus [Ko91, (2.4.3)]). Fiir allgemeines b € B ist
die Behauptung klar. Ist by € B ein beliebiger Punkt und ¢, € A™!(by), so gilt

Cto - (Sb0>red~

Wegen (—Kx.Cy,) = 1 bewegt sich die Kurve Cy, nach Eins Deformationslemma in ei-
ner mindestens 1-dimensionalen Familie rationaler Kurven. Bezeichnet D ein allgemeines
(irreduzibles) Mitglied dieser Familie, so gilt (S.D) = (S.Cy,) < 0 und damit D C S.
Da D auflerdem sicherlich nicht im nicht-normalen Ort der Flache S liegt, ist die strikte
Transformierte D C C von D beziiglich p : C — S wohldefiniert.

D spezialisiert zu einer Kurve Cy, C C mit p(Cy,) = C,. Deshalb ist Cy, enthalten in

=

¢ '(to) U E und es gilt Cy, = Jq !(t;). Es folgt
D=¢%t) und D=C;, mitteT allgemein.

Wegen x(D) = x(C;) = 1 ist die Behauptung also richtig, falls noch nachgewiesen
werden kann, dass auch die holomorphen Eulercharakteristiken von D und C}, gleich sind.
Man bemerkt hierfiir, dass die Auswertungsabbildung p : C — S iiber das Faserprodukt
T xp S faktorisiert, weshalb man das obige Diagramm erweitern kann zu

Ty S——5

T

—T B

Dabei gilt . .
¢ '(t)=D~p(D)~D=C; und p'(g " (t)) = Cy.

Der Vorteil des erweiterten Diagramms besteht nun darin, dass «’' : T'xg S — T flach ist
(denn T ist glatt). Daraus ergibt sich

X(C) = x(@' (a7 (o)) = x(0' (¢ (1)) = x(D) =1

und somit die Behauptung. U
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Fiir den verbleibenden Teil dieses Abschnitts steht die Aufgabe an, die Flache S,
unabhéngig davon, ob sie normal ist oder nicht, langs den C’s auf eine Kurve in ei-
ner (Q-faktoriellen Gorensteindreifaltigkeit ¥ mit hochstens terminalen Singularitéiten zu
kontrahieren.

Proposition 6.7 In der Situation aus Notation 6.1/6.4 gelte (S.C;) < 0. Dann ezistieren
eine eventuell singulire Kurve B, eine normale kompakte Varietdt Y und eine holomorphe
Abbildung

p: X =Y,

sodass gilt:

i) ¢(S) = B;
i) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|(x—_sy : X—5 — Y =B ist biholomorph.

Beweis. Zunichst geht es darum, die Kurve B und eine holomorphe Abbildung
7w S — B zu definieren: Ist die Fliache S normal, so ist sie nach Folgerung 6.3 isomorph
zur Regelflache C iiber der glatten Kurve T'. In diesem Fall sei B :=T und 7 : S — B die
durch die Isomorphie induzierte holomorphe Abbildung. Ist die Flache S nicht-normal, so
stellt Proposition 6.6 alles bereit, was benotigt wird. Unabhéngig davon, ob S normal ist
oder nicht, gilt nach Konstruktion fiir beliebiges b € B

(Sb)red = (W_l(b))red =~ ]P)l'

Ziel ist nun die Anwendung Fujikis Kontraktionssatzes 1.30 auf die holomorphe Ab-
bildung
m:S5 — B.

Da Z/Z? lokal frei ist, gilt wegen (S.C;) = —1 fiir beliebiges b € B
(Z/Z)](8),a = Or, (1)
sowie etwas allgemeiner fiir alle p € N
(2" /2" D (srea = S (Z/T) (81,00 = Ori ().

Infolgedessen ist Z/Z? m-ample und fiir alle ;1 > 1 verschwinden die ersten direkten Bild-
garben R'm,(Z#/Zr*1). Also ist Fujikis Kontraktionssatz 1.30 anwendbar und liefert die
Behauptung. 0

Man sollte meinen, dass sich Proposition 6.7 problemlos auf den QQ-Gorensteinfall
iibertragen lédsst, wenn man anstelle von Fujikis Kontraktionssatz die allgemeinere Fas-
sung Bingeners (Satz 1.28) zur Anwendung bringt. Leider blieben meine Versuche, diese
Idee umzusetzen erfolglos. Dies lag vor allem daran, dass mir nicht bekannt ist, dass die
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natiirlichen Abbildungen der kohérenten Garben Z*/Z#*! in ihr Biduales keinen Kokern
besitzen.

Ist dies ndmlich der Fall, d.h. ist (Z"/Z""") /7orsion micht lokal frei, so kann man aus-
gehend von (S.C;) = —1 nurmehr auf die Existenz einer Abbildung

(Z" /T D) (8)0ea — LT /T ]| (5)0e0 = Oy (1)

red

schlieBen, die jedoch nicht mehr surjektiv zu sein braucht. Damit aber ist weder klar,
ob Z/I? m-ample ist, noch, ob die direkten Bildgarben R'm,(ZH/ZFt!) fiir alle p > 1
verschwinden.

Ein alternativer Losungsansatz fiir den (Q-Gorensteinfall besteht darin, analog zur
Kontraktion auf einen Punkt in Proposition 4.15 zu versuchen, anstelle des QQ-Cartier-
Weildivisors S den Cartierdivisor m.S (mit Idealgarbe J) auf eine nicht-reduzierte Kurve

B" mit B=B

red

zu kontrahieren. Das Problem des Nachweises der relativen Ampleness von J/J 2 und der
Verschwindung der Rz (J*/J**!) wire damit losbar. Bei dieser Variante blieb ungliick-
licherweise die Suche nach einer komplexen Struktur fiir B’ ohne Ergebnis.

Ich fahre fort mit der Untersuchung der Varietéit Y aus Proposition 6.7.

Lemma 6.8 In der Situation aus Proposition 6.7 gilt
Pic(X) = ¢*Pic(Y) @ Z - Ox(S)
und insbesondere
im(* : Pic(Y) — Pic(X)) = {L € Pic(X) | (L.C}) = 0}.

Beweis. 1) Man beginnt mit der Bestimmung der Beziehung zwischen H?(X,Z) und
H?(Y,Z) mit Hilfe der Lerayschen Spektralsequenz

(E,) = E., = H*(X,Z), wobei EY?:= HP(Y,Rip,Z).
Nichts zu tun gibt es bei der Berechnung von
E?° = HX(Y, 0.Z) = H*(Y, Z,).

Fiir die Berechnung von E,"' = H'(Y, R'¢,7Z) bemerkt man, dass das antikanonische
Biindel —Kx aufgrund der Voraussetzung (—Kx.C;) = 1 relativ-ample beziiglich ¢ ist,
weshalb die direkten Bildgarben Rp,Ox fiir alle ¢ > 1 nach dem relativen Kawamata-
verschwindungssatz (etwa [KaMaMa87, Theorem 1-2-5]) verschwinden. Da ¢ zusammen-
hingende Fasern besitzt, gilt weiter R'p,Z — R'p,Ox = 0, sodass man erhiilt

Ey' = HY(Y,R'p,Z) = 0.
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SchlieBlich stellt man fiir die Berechnung von EY* = H(Y, R%p,Z) fest, dass fiir alle
1> 1 gilt
; ~ | H(P,Z) , firyeB
(RSO*Z)y_{ 0 Jfiry¢ B’

woraus wegen H?(Py,7Z) = Z folgt

Ey? = HYY, R*p,Z) = 7.

Man rechnet problemlos nach, dass (E,.) bereits bei r = 2 entartet. Deshalb gilt
E%? = EY? = HY,R*,Z) =7,
EY = Ey'=H'(Y,R'¢.Z) =0 sowie
EY = Ey'=HY,p.Z)=H(Y,Z)

beziehungsweise
HXX,Z)=~ @ EX' = HY,Z) ® L.

p+q=2

IT) Man fixiere ein holomorphes Geradenbiindel L € Pic(X). Man mochte einsehen,
dass ein holomorphes Geradenbiindel L' € Pic(Y') sowie eine ganze Zahl b € Z existieren,
sodass gilt

L~ oL’ @ Ox(bS).

Dazu betrachtet man das kommutative Diagramm

C1

H'(X,0x) — H'(X, 0%) HY(X,Z) — H2(X, Ox) (Diay)

E G G E

Hl(KOY>—>H1(KO;) H2(Y7Z>—>H2(Y7OY)

mit (X, Ox) = H(Y, Oy) fiir alle i > 1 nach dem relativen Kawamataverschwindungs-
satz.
Nach I) gibt es eine Chernklasse n € H*(Y,Z) und eine ganze Zahl b € Z mit

ci(L) = ¢*(n) + c1(Ox (b5)). (1)

Mit Hilfe des rechten Quadrats in (Dpg,,) erkennt man zudem leicht, dass zu 7 ein holo-
morphes Geradenbiindel L} € Pic(Y) existiert, sodass eingesetzt in Gleichung (1) gilt

(L) = er(p*(L)) @ Ox(bS)). (2)

Gilt sogar L ~ ¢*(L]) ® Ox(bS), so setzt man L' := L € Pic(Y) und ist fertig.
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Andernfalls existiert nach dem linken Quadrat in (Dg,,) ein nicht-triviales holomor-
phes Geradenbiindel L), € Pic(Y) mit der Eigenschaft

L~ ¢*(L}) ® ¢"(Ly) ® Ox(bS). (3)
In diesem Fall erfiillt L' := L} ® L} € Pic(Y) die gewiinschten Anforderungen.

IIT) Fiir den noch ausstehenden Teil der Behauptung stellt man fest, dass fiir jedes
holomorphe Geradenbiindel L' € Pic(Y') die Gleichung (¢*L'.C}) = 0 trivialerweise erfiillt
ist. Ist umgekehrt L € Pic(X) ein holomorphes Geradenbiindel mit (L.C;) = 0, so exis-
tieren nach dem ersten Teil dieses Lemmas ein holomorphes Geradenbiindel L’ € Pic(Y)
und eine ganze Zahl b € Z mit der Eigenschaft

L~ 'L ® Ox(bS).

Dabei erkennt man durch Schneiden mit der Kurve C, dass wegen (L.Cy) = (¢*L'.Cy) =0
und (S.C}) < 0 zwangslaufig die Bedingung

b=10
erfiillt sei muss, woraus folgt L ~ ¢*L'. OJ

Proposition 6.9 In der Situation aus Proposition 6.7 ist Y eine Q-faktorielle Goren-
steinvarietit und besitzt hochstens terminale Singularititen.

Beweis. 1) Fiir den Nachweis der Eigenschaft ,Q-faktoriell* sei D C Y ein (effektiver)
irreduzibler Weildivisor, Oy (D) die zugehorige reflexive Garbe und

D:=¢pY(D-B)C X

die strikte Transformierte in X. Es ist zu zeigen, dass eine natiirliche Zahl » € N existiert,
sodass Oy (rD) lokal frei ist. Da die Behauptung sonst trivial ist, sei B N Supp(D) # 0
vorausgesetzt. Es gilt dann (D.C’t) > 0 und wegen (S.C}) < 0 finden sich natiirliche Zahlen
a,b € N, sodass es sich einerseits bei aD sowie bS um Cartierdivisoren in X handelt und
andererseits die Gleichung

((Ox(aD) ® Ox(bS)).Cy) = 0

erfiillt ist. Nach dem voranstehenden Lemma 6.8 existiert also ein holomorphes Gera-
denbiindel L' € Pic(Y) mit

Ox(aD) ® Ox(bS) ~ ¢* L.

Da L' ~ ¢,p*L’ auBerhalb der Kurve B mit der reflexiven Garbe Oy (aD) iibereinstimmt,
folgt L' ~ Oy (aD) und damit die Behauptung fiir r := a.
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IT) Fiir die Charakterisierung der Singularitéiten von Y seien o : X — X eine Desin-
gularisierung von X und Ej, ..., E, die 1-kodimensionalen (irreduziblen) Komponenten
des exzeptionellen Ortes von o. Nach Voraussetzung gilt dann

K¢=0'Kx+ Y aE mit a €Q" (4)
als Gleichung von Q-Cartierdivisoren. Im gleichen Sinne gilt
Kx = (p*KY + CL()S mit ag € Q (5)

nach Konstruktion von ¢. Hierbei erkennt man durch Schneiden mit C sofort, dass sogar
die Bedingung ag € Q7 erfiillt sein muss, denn man hat

(Kx.Cy) <0, (¢"Ky.C) =0 sowie (S.C}) <0.

Damit interessiert noch die Bestimmung von 0*(aS): Bezeichnet dazu S die strikte Trans-
formierte von S beziiglich o, so gilt

aoa;, falls SN E; # 0
0 , sonst )

U*(CLOs) = Clog + szEz mit bz = { (6)

Setzt man die Gleichungen (5) sowie (6) in Gleichung (4) ein, so erhélt man
K¢ =(po0)' Ky +aS+ Y (ai+b)E; mit aga;+b€Q, (7)
was bedeutet, dass die Varietét Y genau wie X hochstens terminale Singularitéiten besitzt.
IIT) Da terminale Singularitidten rational sind (Proposition 1.25), liefert [Re87, Theo-
rem 3.19] die Eigenschaft ,,Cohen-Macaulay“. Es bleibt die Aufgabe, den Index von Y zu

berechnen. Dazu sei a € N mit der Eigenschaft gewéhlt, dass aKy ein Cartierdivisor ist.
Nach Konstruktion und Lemma 6.8 existiert eine ganze Zahl b € Z, sodass gilt

aKx = ¢p*(aKy) @ Ox(bS)

bzw.

a- (Kx.Cy) =b-(S.Cp). (*)

Der Index von Y stellt nun die kleinstmogliche Zahl a € N dar, sodass sich Gleichung (*)
erfiillen ldsst. Wegen (Kx.Ct) = (S.C) = —1 bedeutet dies im vorliegenden Fall

a=b=1.
Damit ist Y Gorenstein. O

Zusammenfassend notiere ich
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Satz 6.10 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kihlerdrei-
faltigkeit mit héchstens terminalen Singularititen und (Ci)ier eine mazimale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) = 1. Die Familie
(Cy)ier sei 1-dimensional und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven der Fa-
milie (Cy)er verlaufen. Bezeichnet S := | J,eq Cy diejenige (irreduzible reduzierte) Fldche
in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird, und ist (S.Cy) < 0, so gilt:

1. S ist isomorph zu einer Pi-Faserung tber einer eventuell singuliren Kurve B mit
den Kurven Cy als Fasern (mengentheoretisch) und (S.Cy) = —1;

2. Es existieren eine kompakte Q-faktorielle Gorensteinvarietit Y mit hochstens ter-
minalen Singularititen und eine holomorphe Abbildung

p: X =Y,
sodass gilt:

a) ¢(5) = B;
b) Die eingeschrinkte Abbildung ¢|ix—gy : X—S — Y =B ist biholomorph.

Beweis. Man nehme Proposition 6.7 sowie Proposition 6.9. U

Bemerkung 6.11 In [CaPe97, Proposition 2.5] wurde gezeigt, dass in der Situation aus
Satz 6.10 zuséatzlich gilt: Liegt die Flidche S vollstdndig im reguldren Ort von X, so ist S
glatt (d.h. die Variante mit der nicht-normalen Kurve B entfillt).

6.2 Der Fall ,,(5.C}) > 0«

Der vorliegende Abschnitt ist dem Fall ,(S.Cy) > 0“ gewidmet. Nach Folgerung 6.3 ist
die Flidche S unter dieser Voraussetzung automatisch nicht-normal.

Man kann unter den gegebenen Umsténden nicht mehr erwarten, dass sich die Fléache
S (divisoriell) ldngs der Kurven C; kontrahieren ldsst. Deswegen wird es das Ziel sein,
eine alternative Familie (reduzibler) rationaler Kurven zu finden, mit deren Hilfe eine
Kontraktion méglich wird.

Bei der Argumentation wird die Eigenschaft juniruled” eine entscheidende Rolle {iber-
nehmen. In einem ersten Schritt (Unterabschnitt 6.2.1) wird es deshalb um den Nachweis
von Uniruledness fiir die Dreifaltigkeit X gehen. Im Anschluss (Unterabschnitt 6.2.2)
wird dann eine genaue Beschreibung der Fliache S und der Dreifaltigkeit X angestrebt
werden. In diesem Zusammenhang wird sich die bereits in Abschnitt 4.2 zur Anwendung
gebrachte Klassifikation glatter nicht-projektiver Kéhlerdreifaltigkeiten aus [Fu83| noch-
mals als sehr niitzlich erweisen. Zuletzt wird in Unterabschnitt 6.2.3 die Konstruktion
einer Kontraktionsabbildung erfolgen.
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Notation 6.12 Ist X eine kompakte (komplexe) Varietdt und Ny (X) der R-Vektorraum
aller 1-Zykel (mit reellen Koeffizienten) modulo numerischer Aquivalenz, so seien wie
iiblich die folgenden Kegel definiert:

NE;(X) = {Z a;[C;] + 0<a; €Z, C; C X irreduzible Kurven} C Ni(X),

NE(X) = {Z a;[C;] + 0<a; €R, C; C X irreduzible Kurven ¢ C Ny(X).

Schliellich bezeichne noch NE(X) den Abschluss von NE(X) in N;(X).

6.2.1 Uniruledness von X

Definition 6.13 FEine normale kompakte Varietit X heifst uniruled, falls es in X eine
tiberdeckende Famailie rationaler Kurven g¢ibt.

Ich bendtige zwei vorbereitende Lemmata.

Lemma 6.14 [In der Situation aus Notation 6.1/6.4 existiere ein irreduzibler (Multi-)
Schnitt Ty € C und eine Faser q~*(t1) mit der Eigenschaft

p(Th) = pla~ " (t)).
Weiter seien L, L' € Pic(S) holomorphe Geradenbiindel mit (L.Cy) > 0 und (L'.Cy) = 0.

Dann ist p*L (und damit L) ample und p*L’ ist numerisch trivial.

Beweis. Nach Folgerung 6.2 ist die Auswertungsabbildung p : C — S endlich. Betrachtet
man die durch p : C — S induzierte Abbildung von 1-Zykelklassen

ps = N1(C) — N1(S),

so existiert wegen p(T}) = p(q¢~'(¢1)) zu jedem Element [C] € NE(C) eine rationale Zahl
o= p([C]) mit

p([C]) = - |G-
Wegen (p*L'.C) = (L'.p(C)) = p- (L'.C}) ist die Behauptung fiir L' bereits klar. Genauso
ist die Behauptung fiir L richtig, falls nachgewiesen werden kann, dass die Zahl p immer
positiv ist.

Man erinnere sich zu diesem Zweck daran, dass die Regelfliche C = P(£) durch eine
ganze Zahl e = —deg(€) € Z charakterisiert ist. Man fixiere eine Kéhlerform w auf S (die
Flache S ist als komplexer Unterraum von X natiirlich ebenfalls K&hler) und unterscheide
die beiden Moglichkeiten e > 0 sowie e < 0.

Im Fall ,,e > 0% gilt nach [Ha77, V, Prop. 2.20]
NE(C) =Ry [To] + R+ [¢7' ()],
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weshalb es geniigt, die beiden Erzeuger [Ty] sowie [¢~1(t)] von NE(C) zu untersuchen.
Sowieso gilt p([g~'(¢)]) = 1, weil p|,~1(4) nach Definition generisch biholomorph ist. Fiir
die Bestimmung von p([7p]) liefert die Integration der Kahlerform w

/ o= ul(B)- / w

Weil mit w auch p*w eine positive (1, 1)-Form ist, folgt p([7o]) > 0.
Im Fall e < 0 gilt nach [Ha77, V, Prop. 2.21] zumindest

NE(©) € Ry [ +Ro o7 (] mit To:= Ty 4 ze-q7'(0).

Die Integration der Kéahlerform w liefert

/sz*w = w([T2]) - /th

und man erkennt véllig analog zum vorausgegangenen Fall p([Ts]) > 0. O

Lemma 6.15 In der Situation aus Notation 6.1/6.4 gelte (S.Cy) = 0.

i) Ezistieren ein irreduzibler (Multi-)Schnitt Ty C C und eine Faser ¢ '(t1) mit der
FEigenschaft p(Th) = p(q~*(t1)), so ist die eingeschrinkte Abbildung p|r, vom Grad 1
und es qilt

E~Ti+q7'(h).

i) Gibt es keinen (Multi-)Schnitt Ty C C wie in i), so existiert ein irreduzibler reduzier-
ter Schnitt Ty, C E C C, sodass die eingeschrinkte Abbildung p|n, vom Grad 2 ist
und es zu allgemeinem t € T ein eindeutig bestimmtes t* € T gibt mit Cy N Cype # (.
Die Kurven C; und Cy sind glatt und schneiden sich transversal in genau einem
Punkt.

Beweis. I) Man schreibe
Ke=—-2Ty+ (29 —2—e)q '(t),

p'Ks=aly+ 0q (t) sowie E=~Ty+dq ' (t)

mit den noch unbekannten Koeffizienten «, 3, v und § sowie dem Geschlecht g = g(7p).
Die Beziehung der drei genannten Divisoren wird durch die Gleichung

Ke=p'Ks—E (NNL)
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aus Bemerkung 6.5 zum Ausdruck gebracht, weshalb mit Sicherheit gelten muss
—2=a—7 sowie 2g—2=e+ (-4 (NNL*)
Wegen (S.C;) = 0 gilt nach der Adjunktionsformel
a=p'Ks.q'(t)) = (Ks.Cy) = (Kx.Cy) = —1,
woraus mit (NNL*) bereits folgt v = —14+2 = 1.
IT) Man betrachte zunéchst den Fall, dass ein irreduzibler (Multi-)Schnitt
Ty =Ty + &g ()

und eine Faser ¢~'(t;) existieren mit p(T1) = p(¢~'(t1)). Wegen Ty € E (denn p: C — S
ist als Normalisierungsabbildung auBerhalb von E ein Isomorphismus) gilt 1 <e <~ =1,
also € = 1. Bezeichnet noch d; := deg(p|r,) den Grad der eingeschrankten Abbildung p|r,,
so berechnet man

etfB—-§=(p'KsT\) = di (Ks.p(Th))

Eingesetzt in (NNL*) ergibt sich
2g—2=e+4+p—0=—-d;— (6 — &)
mit d; > 1 (klar) und 6 — & > 1 wegen T1 C E. Es folgen g = 0 sowie d; = § — £ = 1.
Eingesetzt in die Darstellung von E erhélt man
E=Ty+6¢ () =Ty + (0 =gt (t) =Ty + ¢ (1)
Da E aus mindestens zwei irreduziblen Komponenten besteht, gilt sogar (idealtheoretisch)
E~T +q ().

III) Fiir die noch verbleibende Aussage ii) bemerkt man, dass wegen 7 = 1 ein ir-
reduzibler reduzierter Schnitt 7, C C mit der Eigenschaft existiert, dass E (numerisch
und idealtheoretisch) aus jenem Schnitt 75 und einer gewissen Anzahl von Fasern besteht.
Dabei wird Ty unter p : C — S nach Voraussetzung mit keiner Faser ¢~'(¢) identifiziert.

Es ist das Ziel zu zeigen, dass der nicht-normale Ort E C S lidngs p(73) zumindest
generisch reduziert ist. Dazu wéhle man einen allgemeinen Punkt b € p(T5) und betrachte
einen Keim

Jo € Osp mit  f;" € Ipy.
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Es gilt (p*fo)™ = p*(fy") € Zg -1y und damit

P*(fo) € L p10),

denn 75 ist reduziert und wird unter p mit keiner anderen Kurve aus C identifiziert. Es
folgt
P (fp) = Zai -g; mit a; € Iy sowie g; € Ocp-1(p).

7

Sei nun h € O¢p-1() beliebig. Wegen Tp = {f € Og | f - O¢ € Og} gilt fiir alle i
h-(c-g)=a; - (h-g;) € Ogp

und damit h - f, € Ogy. Also ist f, € gy und p(715) ist im Punkt b reduziert.

Weil der nicht-normale Ort £ C S entlang p(7%) generisch reduziert ist, besitzen die
allgemeinen (glatten) Punkte von p(73) nach [KuWa88, Proposition 4.1] die Multiplizitét
2, weshalb die eingeschrankte Abbildung p|r, generisch entweder 2 : 1 oder 1 : 1 sein muss.

Im ersten Fall erhélt man die in der Formulierung des Lemmas beschriebene Situation
direkt aus [KuWa88, Satz 4.4 III) a)].

Im zweiten Fall besitzen die Kurven C} zu allgemeinem t € T' die Gestalt von Kuspen,
deren Singularitdten genau auf p(73) liegen ([KuWa88, Satz 4.4 III) b)]). Bei dieser Va-
riante aber miisste die Bedingung v = 2 erfiillt sein. Da dies ausgeschlossen ist, folgt die
Behauptung. O

Proposition 6.16 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-
Kihlerdreifaltigkeit mit hochstens terminalen Singularititen und (Cy)er eine mazimale
nicht-spaltende Familie rationaler Kurven mit der Eigenschaft (—Kx.Cy) = 1. Die Fami-
lie (Cy)ier sei 1-dimensional und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven der
Familie (Cy)ier verlaufen.

Es bezeichne S := | J,ep Oy diejenige (irreduzible reduzierte) Fliche in X, die von den
Kurven der Familie (Cy)er ausgefillt wird, und es sei (S.Cy) > 0. Dann gilt:

i) Es gibt keinen irreduziblen (Multi-)Schnitt Ty C C, der via p : C — S mit einer
Faser q='(t1) identifiziert wird;

i) S wird iberdeckt von reduziblen rationalen Kurven, die sich in einer 2-dimensionalen
Familie rationaler Kurven in X bewegen. Insbesondere ist die Dreifaltigkeit X uni-
ruled.

Beweis. I) Man nehme zuerst an, dass ein Schnitt 77 C C existiert, der unter p: C — S
mit einer Faser ¢! () identifiziert wird. Wire zusétzlich die Bedingung (S.C}) > 0 erfiillt,
so wire Ng/x ample nach Lemma 6.14 und folglich X projektiv nach Lemma 2.19. Da

72



dies nach Voraussetzung ausgeschlossen ist, bleibt nur die Méglichkeit ,,(S.Cy) = 0¢. Nach
der Adjunktionsformel gilt dann

(—Ks.C) = (—Kx.Cy) =1,

weshalb es sich bei S, wieder nach Lemma 6.14, um eine nicht-normale Gorenstein-
del Pezzofliche handelt, fiir die insbesondere die Ergebnisse aus Proposition 4.20 zur
Verfiigung stehen.

Es ist das Ziel, einen Widerspruch mit Hilfe des Deformationsarguments aus Folge-
rung 2.23 zu erkennen. Dazu ist nachzuweisen, dass das Konormalenbiindel Z/Z? der
Flache S C X trivial ist. Hierbei werden sich die Kenntnisse aus Proposition 4.20 als sehr
hilfreich erweisen.

Wegen (S.C;) = 0 ist p*(Z/Z?) nach Lemma 6.14 numerisch trivial. Da C nach Lem-
ma 6.15 1) eine rationale Regelflache darstellt, gilt sogar

pH(Z/T%) ~ Oc.

Fiir eine Aussage iiber das Konormalenbiindel selbst erinnert man sich an die kurze exakte
Sequenz
0—>(95—>p*Oc—>w§1®wE—>O (8)

aus Proposition 4.20 iii) und tensoriert diese mit Z/Z?. Nach der Projektionsformel gilt
p:0c @T/T* ~ p.p*(Z/)T?) ~ p.Oc.

Wegen E ~ Py und (Kg.F) = —1 (Proposition 4.20 ii)) gilt auflerdem

(S.E) =0 sowie (Z/I%)|g~ Op~ Op,.
Eingesetzt in (8) erhélt man die Sequenz

0 —Z/T? — p.O¢ — wg' @wr — 0. 9)
Ein Vergleich von (8) und (9) liefert Z/Z? ~ Og und somit die Projektivitit von X nach
Folgerung 2.23, ein Widerspruch.

IT) Man darf ab jetzt voraussetzen, dass fiir jeden irreduziblen (Multi-)schnitt 7} und
jede Kurve Cy die Menge p(T;)NC} endlich ist. Wiisste man, dass die Bedingung (5.C;) = 0
erfiillt ist, konnte man Lemma 6.15 anwenden. Da dies nicht der Fall ist, sieht man sich
gezwungen, neu zu argumentieren. Man bemerkt, dass es aufgrund der Nicht-Existenz
eines Schnitts wie in I) eine eventuell singuldre Kurve B und holomorphe Abbildungen
m:S — B sowie A : T'— B mit der Eigenschaft gibt, dass das Diagramm

p

C IS
| I
T 2. B
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kommutiert. Dabei gilt fiir jeden allgemeinen Punkt b € B
(Sb)red == (W_l(b)>red = Ctl Uu...u Ctr (10)

mit A1) = {t1,..., 6} C T und r > 1.

Es sei weiterhin b € B ein allgemeiner Punkt. Man mochte einsehen, dass sich (Sp)eq
in einer iiberdeckenden Familie rationaler Kurven bewegt. Dies ist richtig, falls in (10)
sogar r > 2 gilt: Bezeichnet 3
u: Sy — (Sb)red
die Normalisierung von (Sp);eq, S0 hat man Sy = p~1(Sp) sowie u = p 5,- Deshalb besteht
Sy aus r disjunkten glatten rationalen Kurven und es gilt

x(Og,) =r sowie dim Aut(S,) = 3r.

Da S, reduziert und folglich frei von eingebetteten Punkten ist, erkennt man mit Hilfe
der Formel )
dim[u} Hom(Sb, X) Z (—Kx.Sb) + 3X(O§b)

aus [K096, II, Theorem 1.2], dass sich (Sp)eq in einer mindestens r-dimensionalen Familie
reduzibler rationaler Kurven bewegt. Wegen r > 2 und aufgrund der Faserstruktur von
7w : S — B iiberdeckt diese Familie zwangsldufig die gesamte Varietdt X. Insbesondere ist
X uniruled.

Nebenbemerkung: Man iiberlegt sich iibrigens leicht, dass tatsdchlich r = 2 gelten
muss, weil sich sonst mit Hilfe des geometrischen Quotienten ein Widerspruch zur Nicht-
Projektivitdt von X herleiten liefle (vergleiche Proposition 3.3).

Damit bleibt noch der Ausschluss der Moglichkeit ,,r = 1“ nachzureichen:

Man nimmt an, dass (Sp)rea = Cyp) irreduzibel ist (dabei sei b € B nach wie vor
allgemein) und betrachtet die lings der Normalisierung vy - Py — Cy) zuriickgezogene
Sequenz von Konormalengarben

0— Vt*(b)(N;/X|Ct(b)> - V:(b) (Na(,,)/x) - V:(b) (Na(,,)/s) —0 (11)

mit deg(v;, (N5 xlc,,)) = —(5.Ct) < 0 und v, ( é‘t<b>/3) ~ Op,. Es folgt

deg(”:(b) (Nét<b)/x)) = deg(]/:(b)(N;/X‘ct(b)>) <0.
Andererseits gilt Cy) N Sing(X) = ) nach Wahl von b und damit

ein Widerspruch. O
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6.2.2 Zur Struktur von S und X

Fiir die Untersuchung der Struktur von X bendétigt man wie zum Ausschluss des Falls
»(S.Cy) = 0% in Abschnitt 4.2 eine Aussage der Gestalt, dass die Dreifaltigkeit X unter
gewissen Voraussetzungen nicht auf eine normale Fléche in € von algebraischer Dimension
0 abgebildet werden kann. Diese Aussage soll in Form von Lemma 6.17 bereitgestellt
werden. Die Beweisfithrung verlduft im Prinzip analog zum Beweis von Folgerung 4.10. Die
komplexere Struktur der Fldche S macht jedoch einige zusétzliche Argumente notwendig
(siche Lemma 6.18).

Lemma 6.17 In der Situation aus Notation 6.1/6.4 sei (S.Cy) > 0. Dann gibt es keine
holomorphe Abbildung f : X — Y auf eine normale Fliche Y in € mit a(Y') = 0.

Beweis. Man nehme an, es gibt eine holomorphe Abbildung f : X — Y auf eine

normale Fliche Y in € mit a(Y) = 0 und betrachte die durch das normale minimale
Modell k : Y — Y’ induzierte holomorphe Abbildung

ffi=Kkof: X =Y

Wegen a(Y’) = a(Y) = 0 kann die Moishezonfldche S durch f’ nicht surjektiv auf Y’
abgebildet werden. Weil Y’ zudem frei von Kurven ist, ist es genausowenig moglich, dass
S ein 1-dimensionales Bild in Y’ besitzt. Damit bleibt lediglich die Moglichkeit einer
Abbildung auf einen Punkt.

Es seien f/(S) =: y € Y’ das Bild von S und F := f'~!(y) die zugehérige Faser mit
der natiirlichen Struktur (definiert durch das Bild von f*(m,) — Ox). Man schreibe

F=\XS+D

mit einer natiirlichen Zahl A\, einem effektiven Zykel D und der Eigenschaft S & Supp(D).
Man erinnere sich an den normalisierten Graphen (G) der Familie (C})er und betrachte
das zuriickgezogene Geradenbiindel

PNgx = Ty + Bq ' (t).

Man setzt sich zum Ziel nachzuweisen, dass gilt a = 0 sowie > 0 und unterscheidet die
beiden denkbaren Félle ,,F' = AS“ und ,F # \S*.

Im Fall ,F' = \S“ gilt N y|s ~ N 57\)0 weshalb N ;?X auf kanonische Weise global
erzeugt ist. Durch Schneiden mit C folgt nach [Ha77, IV, Lemma 1.2] einerseits

a= (p*Ng/X.q_l(t)) >0 bzw. (S.Cy) = —(p*Ng/X.q_l(t)) =—a<0.

Da andererseits nach Voraussetzung die Bedingung (S.Cy) > 0 erfiillt ist, erhdlt man
zusammengenommen o = (S.C;) = 0.
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Wieder weil N ;;‘X global erzeugt ist, gilt (jetzt) auch 5 > 0. Wire 8 = 0, so miisste
P N /X notwendig numerisch trivial sein. Dies ist jedoch unmdglich, weil N /X\ s und
damit N, ;;\X wegen emb,Y = dimg(m,/m?) > 2 mindestens zwei globale Schnitte (mit
Nullstellen) besitzt. Also gilt & =0 und > 0.

Im Fall , F' # AS“ nutzt man die auf S eingeschrinkte Sequenz von Konormalengarben
N;/X|5 - Ng/)\X - N;S/F|S — 0,

wobei Ny ¢ |s wieder global erzeugt ist und die Abbildung Ny s — N, ;;‘X nach Wahl

von A generisch injektiv ist. Da N ;;‘X infolgedessen globale Schnitte besitzt, die wegen
F # \S Nullstellen aufweisen miissen, kann man ab jetzt genau wie im Fall | F = \S*
argumentieren und erhélt abermals o = 0 und § > 0.

Mit Hilfe des nachgestellten, etwas technischen Lemmas 6.18 erkennt man letztendlich
den gesuchten Widerspruch. ]

Lemma 6.18 In der Situation aus Notation 6.1/6.] gelte p*Ng/x = Bq=(t) mit 3> 0.
Dann st p*Ng/X numerisch trivial, d.h. 3 = 0.

Beweis. Aufgrund der vorgegebenen Gestalt von p*Ng i gilt insbesondere (S.Cy) = 0.
Zusammen mit (Kx.Cy) = —1 berechnet man daraus

(8%)=-B-(5.C)=0

sowie

(Kx.8?)=—-3-(Kx.C;)=83>0
und erhélt durch Anwendung des Satzes von Riemann-Roch (etwa [Re87, Theorem 10.2])

1
(X, 0x(nS)) = —-n?(Kx.S?) + (Terme vom Grad < 1).
N
= B>0
Angenommen nun, es gilt 3 > 0, so folgt

(X, 0x(nS)) + h*(X,0x(nS)) = n?.

Man beginnt mit dem Ausschluss der Méglichkeit ,,23(X, Ox(nS)) 2 n*“: Nach Serre-
dualitéit gilt dann

h2(X, Ox(—nS) ® Kx) = h*(X,0x(nS)) = n’.
Eingesetzt in den Beginn der langen exakten Kohomologiesequenz

0— HYX,O0x(—(n+1)S)® Kx) — H°(X,0x(-—nS)® Kx) — ...
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erweist sich diese Moglichkeit sofort als unsinnig.

Damit bleibt nur h!(X,Ox(nS)) = n? Wieder aufgrund der vorgegebenen Gestalt
von p*Ng,y existiert ein amples Geradenbiindel L € Pic(T") mit der Eigenschaft

Bemerkt man, dass wegen (Kg.Cy) = (Kx.C;) = —1 gilt R'q.(p*Ks) = 0, so berechnet
man mit Hilfe der Lerayschen Spektralsequenz (und der Projektionsformel)

H'Y(C,p"Ngjx @ p"Ks) = H'(C,q"L" ® p"Ks)
~ H)T,L"® R'q.(p"Ks)) & H'(T,L" ® q.(p*Ks))
—_——

=0

= H'(T,L"®q.(p"Ks)),
was bedeutet, dass die zueinander isomorphen Kohomologiegruppen
HY(C,p"Ngjy @ p"Ks) = H'(S, pp"(Ngjx ® Ks)) = H'(S, Ngjx ® Ks ® p.Oc)

fir n > 0 verschwinden (denn L ist ample).
Die Verschwindung der letztgenannten Kohomologiegruppe nutzt man ausgehend von
der kurzen exakten Sequenz

0— Os — p.Oc — Q — 0,

wobei die Garbe Q auf dem nicht-normalen Ort E von S lebt, im entsprechenden Ab-
schnitt der langen exakten Kohomologiesequenz

o HYE, NGy ® Ks © Q) — H'(S, Ny ® Ks) — H'(S, Ngjx © Ks © p.Oc).

~
=0 fur n>0

Wegen dim £ = 1 kann man daraus nédmlich auf ein héchstens lineares Wachstum von
h' (S, Ngjx ® Ks) = h'(S, Os(nS)) in n schlieBen und man erhilt mit Hilfe der Sequenz

. — HY(X,0x((n—1)9)) — H'(X,0x(nS)) — H'(S,05(nS)) — ...

endlich
hl(X, Ox(nS)) < n,

ein Widerspruch O

Damit stehen alle erforderlichen Hilfsmittel bereit, um die Strukturen von S und X
in der nachfolgenden Proposition 6.19 sowie in Satz 6.20 zu beschreiben.
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Proposition 6.19 In der Situation aus Notation 6.1/6.4 sei X nicht-projektiv und es
gelte (S.Cy) > 0. Dann ist X ein holomorpher Faserraum tber einer kompakten Rie-
mannschen Fliche C und die allgemeine Faser ist ein P1-Biindel tiber einer elliptischen
Kurve. Dabei besitzt X die algebraische Dimension a(X) =1 oder a(X) = 2.

Beweis. Nach Proposition 6.16 ist die Varietdt X uniruled. Bezeichnet deshalb
o X — X

eine Desingularisierung von X, so ist X eine glatte kompakte Kéhlerdreifaltigkeit, fiir
deren Struktur die zwei in Satz 4.13 angegebenen Moglichkeiten in Frage kommen. Beide
gilt es im Folgenden zu untersuchen.

) Zunichst widme man sich dem Fall, dass f : X — C ein holomorgher Faserraum
iiber einer kompakten Riemannschen Flache und die allgemeine Faser von f ein P;-Biindel
iiber einer elliptischen Kurve ist. Man betrachte das Diagramm

X=X

o7
ey
C

mit der induzierten a priori meromorphen Abbildung f: X --» C.
Bezeichnet £ C X eine irreduzible Komponente des Entartungsortes von f: X --» C
und
E:=0YE)CX

das entsprechende Urbild in X so siecht man leicht ein, dass E durch f auf einen Punkt
abgebildet werden muss: Denn angenommen es gilt f (E ) C, so schneidet E insbeson-
dere jede allgemeine Faser von f , weshalb X aufgrund der Moishezoneigenschaft von E
algebraisch zusammenhéngend sein miisste. Damit aber wére auch X algebraisch zusam-
menhéngend und folglich projektiv nach Folgerung 2.16. Folglich ldsst sich die meromor-
phe Abbildung f : X --+ C wie gewiinscht zu einer holomorphen Abbildung

f: X—=C

fortsetzen. o
Selbstverstéandlich besitzt f: X — C genau wie f : X — C ein P;-Biindel iiber einer
elliptischen Kurve als allgemeine Faser und es gilt a(X) = 1 oder a(X) = 2.

IT) Es bleibt noch der Fall auszuschliefien, dass f - X — Y ein holomorpher Faserraum
tiber einer normalen kompakten Fléche Y in € der algebraischen Dimension a(Y') = 0 ist.
Durch Ubergang zum normalen minimalen Modell von Y darf man wie gewohnt davon
ausgehen, dass in Y keinerlei Kurven existieren.
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Man betrachte das Diagramm

mit der induzierten meromorphen Abbildung f : X --» Y. Wie in I) bezeichne £ C X
cine irreduzible Komponente des Entartungsortes von f : X -+ Y und E:= 0~ '(E) ¢ X
das entsprechende Urbild in X.

Da E Moishezon ist, kann das Bild von E unter f nicht die komplette Flache Y
ausmachen (denn nach Voraussetzung gilt a(Y) = 0). Genausowenig kann E nach Wahl
von Y auf eine Kurve abgebildet werden und geht folglich auf einen Punkt in Y. Dann
aber ist f : X --» Y tatséichlich holomorph, was nach Lemma 6.17 ausgeschlossen ist.
Deshalb kann Fall IT) unter den gegebenen Umsténden nicht auftreten. U

Satz 6.20 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-K ihlerdrei-
faltigkeit mit héchstens terminalen Singularititen und (Ci)ier eine mazximale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) = 1. Die Familie
(Cy)eer sei 1-dimensional und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven der
Familie (Cy)ier verlaufen. Es sei S := |J,ep Cp diejenige (irreduzible reduzierte) Fléche
in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefillt wird und es gelte (S.Cy) > 0.

Dann ist X ein holomorpher Faserraum f : X — C diber einer kompakten Riemann-
schen Fliche C' und die allgemeine Faser von f ist ein Py-Biindel tiber einer elliptischen
Kurve. Auch die Fliche S ist eine Faser von f (mengentheoretisch). Desweiteren existiert
eine fast holomorphe Abbildung w : X --» W auf eine normale Fliche W, sodass das
Diagramm

X-=>
|
ya
C

kommutiert und w holomorph ist sowohl auf den allgemeinen Fasern von f als auch
auf S. Dabei gilt dimw(S) = 1. Die Dreifaltigkeit X besitzt die algebraische Dimension
a(X) =1 oder a(X) = 2.

Beweis. Nach der voranstehenden Proposition 6.19 ist X ein holomorpher Faserraum
f:X—>C

iiber einer kompakten Riemannschen Fliche C' und die allgemeine Faser von f ist ein
[P,-Biindel iiber einer elliptischen Kurve. Dabei bewegen sich die Fasern dieser IP;-Biindel
notwendig in einer 2-dimensionalen Familie rationaler Kurven

(C;)TER'
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Von Interesse ist in diesem Beweis in erster Linie die Situation um die Fldche S. Man
bemerke zunéchst, dass S algebraisch zusammenhéngend ist und deshalb in einer Faser
Fs von f liegen muss, weil sich sonst, wie bereits mehrfach praktiziert, ein Widerspruch
zur Voraussetzung ,, X nicht projektiv® herleiten liefle. Folglich existieren eine natiirliche
Zahl X\ und ein effektiver Zykel D mit

Fs=XS+D und S & supp(D).

Schneiden mit C} liefert

—— ——  —\—
<0 >0 >0

und es folgt

Ubrigens gilt tatsichlich sogar F' = AS: Denn angenommen D ist nicht-trivial, so
besitzt N ;?X notwendig globale Schnitte mit Nullstellen und es gilt p*Ng, v = Bq~(t) mit
£ > 0 im Widerspruch zu Lemma 6.18.

Wegen (S.C;) = 0 ist ab jetzt insbesondere Lemma 6.15 anwendbar. Dabei ist aus
Proposition 6.16 bekannt, dass kein Schnitt 77 C C von ¢ : C — T existiert, der unter
p: C — S mit einer Faser ¢'(¢;) identifiziert wird. Deshalb existiert ein irreduzibler
reduzierter Schnitt Ty C C, sodass die eingeschrinkte Abbildung p|z, vom Grad 2 ist und
es zu allgemeinem ¢ € T ein eindeutig bestimmtes t* € T gibt mit C; N Cy # (). Dabei
sind die Kurven C} sowie Cy+ glatt und schneiden sich transversal in genau einem Punkt
(Lemma 6.15 ii)).

Insbesondere existieren eine eventuell singulidre Kurve B und holomorphe Abbildungen
m:S — Bsowie A : T'— B mit der Eigenschaft, dass das Diagramm

p

C IS
| I
T Ao B

kommutiert und eine allgemeine Faser von 7 genau einer der Koniken der Form C; U Cj«
entspricht.

Zu allgemeinem t € T sei Z; := C; U Cy eine solche singulidre Konik. Diese bewegt
sich in einer mindestens 1-dimensionalen Familie (Z;);c7. Doch Z; bewegt sich sogar in
einer 2-dimensionalen Familie rationaler Kurven: Man verwendet fiir den Nachweis, dass
Z,; ein lokal vollstandiger Durchschnitt ist und es sich daher bei der Konormalengarbe
N 7 /x um ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang 2 handelt. Folglich steht eine kurze
exakte Sequenz der Gestalt

0 — Ngxle, — Nz, /xlo, — Nzyslo, — 0 ()
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zur Verfiigung. Wegen (5.Cy) = 0 gilt N/ |c, = Op,. Schreibt man weiter
N7, xlc, = Op,(a) ® Op,(b) sowie Ny glc, ~ Op,(c),
so berechnet man mit der Adjunktionsformel aufgrund von (Kz,.Cy) = —1
a+b=(Kx.C)) — (Kz.C}) = —1+1=0.

Mit Hilfe der Sequenz (*) folgt ¢ = 0 und weiter a = b = 0. Also gilt N7  ¢|c, > Op, @ Op,
und deshalb N, ~ Oz, & Oy, sowie

Also bewegt sich Z; wie vorausgesagt in einer 2-dimensionalen Familie rationaler Kurven.

Ein allgemeines Mitglied der soeben nachgewiesenen 2-dimensionalen Familie liegt
nicht mehr in der Fldche S und bewegt sich deshalb notwendig in der Familie (C),cr
(denn in den P;-Biindeln iiber den elliptischen Kurven gibt es genau eine Familie rationaler
Kurven). Bezeichnet umgekehrt

Ry:={reR|C CS}

den Basisraum all derjeniger Mitglieder der Familie (C”),cg, die in S liegen, so findet sich
jedes Element C! mit allgemeinem r € Ry in der Form Z; := C; U Cy als Mitglied der
Familie (Z;)e7 wieder und es folgt Ry = T".

Bezeichnet
w:X-—sW

den geometrischen Quotienten beziiglich der Familie (C)),er, so gilt mit Sicherheit
dim W = 2, denn zwei allgemeine Kurven der Familie (C!),cg schneiden sich nicht. Au-
Berdem ist die fast holomorphe Abbildung w eingeschrankt auf eine allgemeine Faser von
f mnatiirlich holomorph, denn dort ist der geometrische Quotient w einfach die Projektion
des P;-Biindels auf die glatte elliptische Basiskurve. Bei w handelt es sich also gleichzeitig
um die relative Albaneseabbildung zu f.

Wegen w|g = 7 : S — B ist der geometrische Quotient auch eingeschriankt auf die
Flache S holomorph und es gilt dimw(.S) = 1. Damit sind alle Behauptungen des Satzes
bewiesen. 0J

6.2.3 Die Konstruktion einer Kontraktion

Zur finalen Konstruktion einer Kontraktion im Fall ,,(S.C;) > 0“ benétige ich nurmehr
das folgende Lemma.
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Lemma 6.21 Sei X ein kompakter komplexer Kdihlerraum und (Cl),cr eine Familie
rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.C!) > 0. Dann existiert zu jedem spaltenden
Mitglied Cy eine mazimale nicht-spaltende Familie rationaler Kurven

(ér)reé

mat (—Kx.cr) > 0.

Beweis. Es sei
r_ !
Cro - U Cro,j
J

ein spaltendes Mitglied der vorgegebenen Familie (C}),cr. Ziel ist die Konstruktion einer
nicht-spaltenden Familie (C,), cz-
Wegen (—Kx.C) ) > 0 existiert mindestens eine irreduzible Komponente C] ., von

70,J0
C,, mit der Eigenschaft (—Kx.C} . ) > 0. Deswegen bewegt sich diese Komponente C;

70,
nach Eins Deformationslemma in einer positiv-dimensionalen Familie (C}),¢g, rationa?lé;
Kurven. Dabei gilt (—Kx.C!) > 0 und man darf ohne Einschréinkung davon ausgehen,
dass (C),cr, maximal ist.

Spaltet auch die Familie (C!),cg,, so erhéilt man durch eine Wiederholung des soeben
beschriebenen Arguments eine Familie (C?),¢p, rationaler Kurven mit (—Kx.C?) > 0,

und so weiter.

Es bleibt zu zeigen, dass der angegebene Prozess terminiert. Die zuletzt konstruierte
Familie ist dann zwingend nicht-spaltend. Man betrachtet dazu den R-Vektorraum Ny (X)
zusammen mit einer Norm || .|| derart, dass fir alle [Z] € NE(X) N NEz(X) gilt

IZ]1° € No.

Bezeichnet [Z;] € Ni(X) die Klasse eines allgemeinen Elements der Familie (C}),er,, so
gilt || [Zi]||” € N, weil jede effektive Kurve in X ein Element in (NE(X)NNEz(X))\ {0}
definiert. Es gentiigt also zu zeigen, dass fiir alle i € N die Ungleichung

HZeaa] [ < 12l

erfiillt ist. Diese ist jedoch aufgrund der Kéhlerbedingung gegeben, denn nach Konstruk-
tion gilt L

Zi] = [Zin] + [Zi)] mit [Z],] € NEz(X)\ {0}.
(Man bemerkt hierfiir, dass gilt NE(X)N —NE(X) = {0}, vergleiche [Pe98, Teil a) im
Beweis zu Theorem 3.5].) Damit folgt die Behauptung. O

Satz 6.22 Sei X eine Q-faktorielle nicht-projektive kompakte Gorenstein-Kihlerdrei-
faltigkeit mit hochstens terminalen Singularititen und (Ci)ier eine mazximale nicht-
spaltende Familie rationaler Kurven mit der Figenschaft (—Kx.Cy) = 1. Die Familie
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(C)rer sei 1-dimensional und es gebe keinen Punkt x € X, durch den alle Kurven
der Familie (Cy)ier verlaufen. Es bezeichne S := |J,cp C; diejenige (irreduzible redu-
zierte) Fliche in X, die von den Kurven der Familie (Cy)ier ausgefiillt wird und es gelte
(S.Cy) > 0. Zusdtzlich seien noch f: X — C sowie w : X --» W die Abbildungen aus
Satz 6.20.

Dann existiert entweder eine divisorielle Kontraktion auf eine kompakte Q-faktorielle
Cohen-Macaulayvarietit X mit hichstens terminalen Singularititen oder die fast holo-
morphe Abbildung w : X --+» W ist tatsdichlich holomorph und definiert eine Konikbiindel-
struktur iber W .

Beweis. Nach Proposition 6.16 wird die Dreifaltigkeit X iiberdeckt von einer 2-dimensi-
onalen Familie (C)),cg rationaler Kurven. Man betrachtet den zugehorigen normalisierten
Graphen

/

C—L—Xx---C =W (@)
q’l fl 7
R c”

zusammen mit den in Satz 6.20 beschriebenen Abbildungen
f: X —=C sowie w:X--»W.

In der Familie (C),cr gibt es mit Sicherheit spaltende Mitglieder. Andernfalls miisste
w : X --» W nach Proposition 3.4 namlich holomorph sein und eine P;-Biindelstruktur
iiber W definieren, was aufgrund der Gestalt von S unmoglich ist. Diese spaltenden Mit-
glieder bewegen sich notwendig in den speziellen Fasern von f, denn die allgemeine Faser
von f ist bekanntlich ein P;-Biindel iiber einer elliptischen Kurve.

I) Es sei C;, € S ein spaltendes Mitglied. Findet sich kein solches Mitglied der Familie
(C))rer, so fahre man mit II) fort. Nach Lemma 6.21 existiert zu C eine maximale nicht-
spaltende Familie (C,), . rationaler Kurven. Diese Familie iiberdeckt die Dreifaltigkeit
X nicht (andernfalls ergidbe sich entweder ein Widerspruch zur Nicht-Projektivitdt von
X oder zur Existenz der Fliche S) und fiillt stattdessen eine Fliche S aus.

Ist S normal oder nicht-normal mit (S.C,) < 0, so existiert eine divisorielle Kon-
traktion ¢ auf einen Punkt oder eine Kurve in einer kompakten Q-faktoriellen Cohen-
Macaulaydreifaltigkeit X mit hochstens terminalen Singularitéiten nach den Sitzen 4.22,
5.5 oder 6.10.

Ist S nicht normal mit (S .C’r) > (), so ist S vom gleichen Typ wie S. Insbesondere ist
w|g holomorph.

IT) Existiert auBerhalb der Fldche S kein spaltendes Mitglied der Familie (C!),cr
oder findet sich auch durch die Auswahl spaltender Mitglieder und das Verfahren aus
Lemma 6.21 keine Flache S # S, die normal oder nicht-normal mit (S.C,.) < 0 ist, so gibt
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es keine positiv-dimensionale Teilfamilie der Familie (C)),cr mit der Eigenschaft, dass alle
Kurven dieser (Teil-)Familie durch einen einzigen Punkt verlaufen. Infolgedessen besitzt
die Auswertungsabbildung p’ : C" — X aus dem normalisierten Graphen (G’) keine Fasern
positiver Dimension.

Nach Konstruktion ist p’ jedoch bimeromorph, denn die allgemeine Faser von f ist ein
P;-Biindel, und hat auBerdem zusammenhingende Fasern, weil ' und X normal sind.
Zusammengenommen ist p’ also sogar ein Isomorphismus. Dies bedeutet, dass gilt

R~W sowie w=¢.

Insbesondere ist w holomorph und X besitzt die Struktur eines Konikbiindels tiber W. [J
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