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Vorwort

Dank der Giltigkeit von Moores Gesetz hat heute jeder PC-Benutzer mehr Re-
chenleistung auf seinem Schreibtisch stehen als Wissenschaftlern noch 1976, mit
dem ersten offiziellen Supercomputer Cray-1, zur ¥guing stand. Die Vorher-
sage von Moore’s Gesetz, nach der sich die Leistung von Computerchips alle 18
Monate verdoppelt, gibt die Redlit seit seiner Formulierung im Jahre 1965, er-
staunlich gut wieder. Diese rasante Entwicklung der Rechenleistung ist nicht ohne
Einfluss auf die Mathematik geblieben.

In vielen Anwendungen in der Chemie, Physik, Biologie und in den Ingenieurs-
wissenschaften treten diskrete Strukturen auf. Beispiele solcher diskreter Struk-
turen sind molekulare Graphen, fehler-korrigierende Codes, Designs, Matroide,
Schaltfunktionen, Assoziationsschemata, endliche Geometrien oder Netzwerke,
siehe z.B. [166]. Die bloRe theoretische Existenz einer solchen Struktur, auch mit
den sich aus den Anwendungen ergebenen Nebenbedingungen, nutzt dem Anwen-
der meist recht wenig. Die Herausforderung der sich die Mathematik in diesem
Zusammenhang stellen muss, ist das schnelle redundanzfreie Erzeugen diskreter
Strukturen unter Béircksichtigung von Nebenbedingungen.

Damit man sich unter dem Begriff einer diskreten Struktur etwas vorstellen
kann bzw. um die praktische Relevanz dieser Art von Mathematik zu belegen,
geben wir nun ein exemplarisches Beispiel an.

Ziel der sogenannteMolekularen Strukturaufiérung ist die ldentifizierung
von chemischen Moldden anhand von gemessenen spektroskopischen Da-
ten. Hierzu beschreibt der Chemiker die Malék mit einem mathematischen
Wechselwirkungsmodell, wobei meist ein molekularer Graph &pdtvwird.

Dies ist ein Multigraph, dessen Knoten mit Atomnamen versehen sind und der
Wechselwirkungen zwischen den Atomen des Malslbeschreibt. Die Aufgabe

der Mathematik hierbei, ist die Bereitstellung aller molekularen Graphen die
zu einem gegebenen Datensatz passen. Beispielsw@éisgekso ein Datensatz

aus der Angabe der Summenformel des Milekbestehen. Betrachtet man
hier die Dekanemit SummenformelC;oH22 SO ergeben sicli5 verschiedene
molekulare Graphen, sogenannte Bindungsisomere. Wenn man diese molekularen



Graphen nun im Rechner konstruiert, kann sich der Chemiker mit Hilfe dieser
Information weitere Experimeni#berlegen, mit denen er das chemische Malek
dann eindeutig identifizieren kannaNere Ausfihrungen zu Anwendungen von
diskreten Strukturen in der Chemiérnen beispielsweise [120] entnommen
werden.

In dieser Dissertation sollen Punktmengen im Euklidischen R&ttmmit paar-
weise ganzzahligen Alistden betrachtet werdeniif=die Wahl dieses scheinbar
recht speziellen Themas gibt es eine Reihe voan@en. Zum einen gibt es in-
teressante Anwendungeinrfdieses Problem, von denen wir ein paar iacimsten
Kapitel vorstellen mchten. Die Fragestellung ist weiterhin mathematisch sehr in-
teressant, da sie mehrere mathematische TeildisziplinéimtteZu nennen aren
hier die Geometrie, Gruppentheorie, Zahlentheorie, Graphentheorie und Kombi-
natorik. Rir die allgemeine Theorie der Konstruktion diskreter Strukturen sind die
ganzzahligen Punktmengen von Interesse, da man hier nicht mit einem einzigen
Konstruktionsalgorithmus zu befriedigenden Resultaten kommen kann, sondern
fast die gesamte Bandbreite der bekannten allgemeinen Konstruktionsalgorithmen
ausnutzen muss. Das Vorhandensein von stark eiwsskbnden Nebenbedingun-
gen ist eine weitere sehr willkommene Eigenschaft.

Ziel der Dissertation ist es, die Struktur und die Eigenschaften ganzzahliger
Punktmengen genauer als bisher bekannt aufizekl und Algorithmen zu ent-
wickeln, mit denen man diese diskreten Strukturen effizient konstruieren kann.
Trotz des speziellen Problemérnen Erkenntnisse auf das allgemeine Konstruk-
tionsproblem diskreter Strukturébertragen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Reihe neuer Resultate erzielt:

e Nach Vorarbeiten in Abschnitt 2.3knen wir in Abschnitt 2.4 den Begriff
der Charakteristik eines Dreiecks auf Simplizes beliebiger Dimension ver-
allgemeinern. Denifr die Konstruktion ganzzahliger planarer Punktmengen
aulerst wichtigen Satz, dass je zwei Dreiecke3anisht kollinearen Punk-
ten einer ganzzahligen planaren Punktmenge dieselbe Charakteristik besit-
zen, Ubertragen wir entsprechend auf beliebige Dimensionen, siehe auch
[102].

¢ In Kapitel 3 pasentieren wir eine Variante der ordnungstreuen Erzeugung,
die fur die Konstruktion ganzzahliger Punktmengen bzw. allgemeietié
Konstruktion diskreter Strukturen mit strukturétinlichen, starken Neben-
bedingungen besonders geeignet ist.

e Den Eigenschaften und der Berechnung der Charakteristik von ganzzahli-



gen Punktmengen haben wir uns in Kapitel 4 gewidmet. Die dortigen Be-
trachtungeniihren unter anderem zu theoretischen Einsichten in die Struk-
tur ganzzahliger planarer Punktmengen bzw. zu einer Laufzeitatzsoiy

fur die von uns verwendete Konstruktionsmethode (in unserem Spezialfall).

In Kapitel 5 erweitern wir die Liste der bekannten minimalen Durchmesser
ganzzahliger planarer Punktmengen. Bisher waren die minimalen Durch-
messer ganzzahliger planarer PunktmengenaBsinkten nurifirn < 9
bekannt. In Abschnitt 5.4 bestimmen wir sig f» < 89. Fur eine bestimm-

te Klasse ganzzahliger planarer Punktmengen haben wir in Abschnitt 5.2
die richtige GbRRenordnung des minimalen Durchmessers bestimmt, siehe
auch [103]. Der allgemeine Beweis, ohne Eingetkung auf eine bestimm-

te Klasse ganzzahliger Punktmengen, ist bisher noch nicht gelungen, aber in
Abschnitt 5.3 und Abschnitt C.2 geben wir zumindest eine vielversprechen-
de Strategie an. ¥ ganzzahlige planare Punktmengen oBnkollineare
Punkte waren die minimalen Durchmesser bisher ebenfallsimur K 9
bekannt. In Abschnitt 5.5 haben wir sigrf, < 36 bestimmt.

Eine offene Fragestellung aus [37, 38, 39] wird in Kapitel 6 beantwortet,
siehe auch [98]. In Abschnitt 8.3 stellen wir einen sehr effizienten Kanoni-
zitatstest @ir kleine Matrizen vor.

Die Liste der bekannten minimalen Durchmesser von ganzzahl&genlr
chen Punktmengen ausPunkten konnten wir in Abschnitt 9.1 erweitern.
Fur n = 9 mussten wir einen Wert aus der Literatur korrigieren uiad f
11 < n < 23 haben wir sie erstmals bestimmt. In Abschnitt 9.2 ordnen wir
die bisher bekannten oberen Schrank@mfinimale Durchmesset(m, n)
ganzzahligern-dimensionaler Punktmengen au®unkten in einem gi3e-

ren Rahmen ein undifen ein paar weitere Resultate hinzu. Insbesondere
Satz 9.2.6 liefert eine sehr gute obere Schranke. Die ZugghKonstruk-
tion fuhrt in den Dimensionem = 2,3 zu ganzzahligem:-dimensionalen
Punktmengen aus?+m Punkten mit minimalem Durchmesseiirfn > 4
liefert sie immerhini(m, m?+m) < 17 und wir vermuten, dass diese obere
Schranke angenommen wird.

In Kapitel 10 bestimmen wir die Anzahl ganzzahligerdimensionaler
Simplizes mit Durchmesset fur einige Paare von Werten von und d.

Fur den Spezialfalln = 2 haben wir eine exakte Formel wiederentdeckt,
siehe auch [59]. Als Verallgemeinerung betrachten wir weiterhin ganzzahli-
ge Simplizes mit zwei verschiedenen Adnstien.



e In Abschnitt 11.1 behandeln wir ganzzahligedimensionale Punktmen-
gen ausm + 2 Punkten. Bisher waren nur Beispiele in den Dimensionen
m = 3,8 bekannt. Wir zeigen, dass d& fungerade Dimensionen > 3
immer mindestens eine solche ganzzahlige Punktmenge gibt. Durch eine
vollstandige Suche zeigen wir, dass es in den Dimensionen2, 4, 6 und
10 keine derartigen Punktmengen gibt.

e Fir ganzzahligen-dimensionale Punktmengen aust 2 Punkten kann der
minimale Durchmesser ngroder4 betragen. Bisher war nur bekannt, dass
die untere Schrank&in den Dimensionem: = 3, 6,8 angenommen wird.
In Abschnitt 11.2 zeigen wir, dass sie au¢h % < m < 24 angenommen
wird.

An dieser Stelle riachte ich mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. Adalbert Ker-
ber und Herrn Prof. Dr. Reinhard Laue bedanken, die mighrend dieser Arbeit
betreuten und mit vielen anregenden Diskussionen maf3geblich zum Erfolg dieser
Arbeit beigetragen haben. Weiterdghte ich mich sehr herzlich bei Herrn Prof.

Dr. Heiko Harborth bedanken, der mich mit dem Problemkomplex der ganzzahli-
gen Punktmengen in Kontakt gebracht hat und, alodr die Universitsgrenzen
hinweg, immer ein offenes Ohiif meine Fragen und Ideen hatte. Aul3erdem dan-
ke ich den Mitarbeitern des Lehrstuhl UrfMathematik @ir das gute Arbeitsklima,
meinen Koautoren [59, 98, 103] und allen Anderen, die zur Entstehung dieser Ar-
beit beigetragen haben.

Bayreuth, im November 2005 Sascha Kurz
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1 Einfdhrung

Eine MengeP von n Punkten imm-dimensionalen Euklidischen Raui? heif3t
rational bzw. ganzzahlig wenn alle paarweisen Alistde der Punkte rational
bzw. ganzzahlig sind. In der Ebene sprechen wir bei ganzzahligen Punktmengen
aus3, 4, 5 bzw. 6 Punkten auch von ganzzahligen Dreiecken, Viereckémf-F
ecken bzw. Sechsecken. Bevor wir nun einen kutabarblick iiber die Historie

der bisher erzielten Ergebnisse zu ganzzahligen Punktmengen gejmriemwir

mit ein paar ndglichen Anwendungsbeispielen die Fragestellungen mativieren.

e Aus der Unterhaltungsmathematik sind Streichholzprobleme bekannt. So
kann man z.B. fragen wie viele Streidiiher mindestens notwendig sind,
um den vollsdndigen Graphen mit 4 Knotémerschneidungsfrei in die Ebe-
ne zu legen. Der Leser ist herzlich dazu eingeladen sich selbst an diesem
Puzzle zu versuchen. (Siehe z.B. [6d} &ine Losung.)

e Im Gellstbau knnte man daran interessiert sein, einiGeaus standardi-
sierten Streben so stabil wiedglich zu bauen. Dies bedeutet beispielswei-
se, dass man Punkte im dreidimensionalen Raum so platzigreinten dass
jeder Punkt von jedem anderen ein ganzzahliges Vielfaches einer standardi-
sierten lAnge einer Strebe entfernt ist.

¢ In der Radioastronomie macht man sich
das Plnomen der Interferenz zu Nut-
ze und verwendetdufig gekoppelte Sy-
steme von Antennen. Dies gatwleistet
eine tohere Aufbsung, als sie mit ei-
ner einzelnen Antennedglich ware. Um
Frequenzverluste zu vermeiden, sollten
die Antennen so positioniert werden, dass
die Entfernung zwischen je zwei Anten-
nen ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-

lenlange ist. =
Ein Beispiel fir ein solches gekoppeltes Abbildung 1.1:
System von Radioantennen ist ddsA Radioantenne (Image

(Very Large Array) des US National Ra- courtesy of NRAO/AUI).
1



2 Kapitel 1. Einfuhrung

dio Astronomy Observatory in New Mexico, siehe Abbildung 1.2. Es be-
steht au®7 (beweglichen) Radioantennen, die von Zeit zu Zeit in einer an-
deren Konfiguration arrangiert werden [129]. Jeder Arm des “Y” besitzt eine
Lange vor20 Km. Zum Vergleich haben wir in Tabelle 1.1 die verwendeten
Wellenlangen angegeben.

Die “kleinste” Moglichkeit 27 Punkte in der Ebene mit paarweisen ganz-
zahligen Absinden bzw. mit der zi@szlichen Nebenbedingung, dass keine
3 Punkte auf einer Gerade liegen sollen, zu platzieren, bestimmen wir in Ka-
pitel 5. Die Realisierung degLA weicht jedoch davon ab, da es noch eine
ganze Reihe weiterer Einflussfaktorém €ine gute Platzierung von Radio-
antennen gibt, siehe z.B. [24, 46, 168, 1 4] deitere Informationen.

Als zweites Beispiel iir ein System von Radioantennen, ist in Abbildung
1.3 die Antennenanordnung des Multi-Element Radio-Linked Interferome-
ter NetworkMERLIN dargestellt [128].

Abbildung 1.2: Very Large Array in New Mexico (Image courtesy of NRAO/AUI).



Band 4 P L C X U K Q
Wellenlangeincm| 400 90 20 6 36 2 13 0,7

Tabelle 1.1: Verwendete Wellgimgen anVLA.

Abbildung 1.3: Antennenanordnung v&hERLIN in Grof3britannien.

In [64] werden die Chemie (Moléle), die Physik (Energiequanten) und die
Robotik als weitere riagliche Anwendungsgebiete genannt.

Maogliche Verallgemeinerungen élbman, indem man anderé&aBme betrach-
tet oder die Bedingung der Ganzzahligkeit ein wenig lockert. Die Frage nach ganz-
zahligen Punktmengen in anderen als der euklidischen Metrik wird z.B. in [42, 48]
behandelt. Punktmengen mit paarwefast ganzzahligen Ab&nden werden in
[105, 106] untersucht.
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1.1 Historie

Eines der ersten Ergebnisse zu ganzzahligen Punktmengen ist eiab®atan-
endliche ganzzahlige Punktmengen in der Ebene.

1.1.1 Satz (Erdds, Anning 1945, [43])st H eine unendliche ganzzahlige Punkt-
menge in der Ebene, so liegen die Punkte #oauf einer Geraden.

Beweis. Sind A, B, C drei Punkte die nicht auf einer Geraden liegen und

k = max(AB, BC), so gibt es bchstensi(k + 1)? PunkteP so dass’A — PB

und PB — PC ganzzahlig sind. Dies sieht man wie folgt. Aufgrund der Dreiecks-
ungleichung isf PA — PB| hochstens so gro wid B und nimmt somit einen

der Werte0, 1,. ..,k an. Der PunkiP liegt also auf einer vot + 1 Hyperbeln.
Analog liegtP noch auf einer vork + 1 Hyperbeln, die durctB undC' bestimmt

sind. Diese zwei Scharen von (unterschiedlichen) Hyperbeln, siehe Abbildung 1.4
und die nachfolgende Eliterung, schneiden sich ibthstenst(k + 1) Punkten

und somit ist die Annahme einer unendlichen ganzzahligen Punktmenge in der
Ebene zu einem Widerspruch géaft. |

N

|
/f
/1 I

/

0 1 2 3
¥

I,

Abbildung 1.4: Beispiel von zwei Hyperbelscharen.
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In Abbildung 1.4 haben wir beispielhaft zwei Hyperbelscharen dargestellt. Als
Punkte haben wir hierbel = (0,0), B = (4,0) undC = (4,3) gewahit. Die
etwas dicker gezeichneten Linien entsprechen den OrtskiRén- PB| = k'’
mit &’ € {0,1,2,3,4} und die dinner gezeichneten Linien den Ortskury&B —
PC| =K mitk’ € {0,1,2,3}. Die Werte vonk’ haben wir jeweils in die Bhe
eines der beiden zugétigenAste geschrieben.

Das Ergebnis bleibt weiterhiriigtig, wenn die Punkte nicht mehr in der Ebene,
sondern im euklidischeR™ liegen. Hierzu betrachten wir die Punkig, ... P,
eines ganzzahligem-dimensionalen Simple& (unterm-dimensional verstehen
im Folgenden, dass die Punkte einendimensionalen Raum aufspannen) und
einen weiteren Punk®. Bezeichnen wir den maximalen Abstand zwischen zwei
Punkten ausS als Durchmesserdiam(S) so gilt aufgrund der Dreiecksunglei-
chung,

|P,Q — P,,Q| < diam(S) furo <i < m.

Da der Betrag der Differenz auf der linken Seite fedesi eine nicht negative
ganze Zahl ist, nimmt jede det linken Seiten einen von den did&) + 1 Werten
aus{0, ...,diam(S)} an. In Abschnitt 6.1 formen wir das zug#ige Gleichungs-
system derart um, so dass man erkennen kann, dass es maxigfalLdsungen
besitzt. Wir bemerken, dass man hier auch den Satz \vemo®, aus der alge-
braischen Geometrie dlte anwendendanen. Insgesamt gibt es alsodhstens
2m*1(diam(S) + 1)™ Punkte, die ganzzahlige Aldstde zu den Punkten vah
besitzen.

Da die unendlichen ganzzahligen Punktmengen somit isomorph zu Teilmengen
vonZ sind, werden wir uns im Folgenden haudatklich mit endlichen ganzzahli-
gen Punktmengen besidtigen. Der Satz gilt allerdings nicht in beliebigen metri-
schen Rumen [48]. Betrachten wir z.B. im Hilbertrauidie unendliche Menge
von Elementenz; = (0,...,0,3v/2,0,...) mit /2 an der Stellel und sonst
lauter Nullen, so giltéir den Abstand zwischen zwei Punkigf;, ;) = 1. Da
die z; eine linear unakdngige Menge bilden, sind sie nicht kollinear.

Die Existenz von nicht kollinearen ganzzahligen Punktmengen in der Ebene
mit einer beliebigen aber endlichen Anzahl an Punkten ist durch folgenden Satz
gesichert, der schon Euler bekannt war, siehe auch [7, 10, 25, 87]ukiverf den
Beweis des folgenden Satzes und derdtggien Lemmas nach einer (eigenen)
Mitschrift der Vorlesung “Diskrete Geometrie” aus dem Wintersemester 2002/03
gelesen von H. Harborth.

1.1.2 Satz Auf dem Einheitskreis gibt es eine dichte Menge von unendlich vielen
Punkten mit paarweise rationalen Abstlen.
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Beweis.Zur Konstruktion einer derartigen Mengeétlen wir eine positive ratio-
nale Zahlz und bestimmen < ¢ < 7 so, dassin ¢ = s ]
gilt. Dies ist nmbglich, da

undcos ¢ =

2 +1

21 2
= -w

und
2 _ 2
2 (e o
2 41 241
Wir wahlen weiterz so, dassp # 0 undy # 7. Die folgenden zwei Lemmas
zeigen, dass somit eine irrationale Zahl sein muss. Die Punktg seien in Po-

larkoordinaten durch
r, =1 und «a, = 2nyp

gegeben.
Waren nun 2 Punkte gleich, saissteng # n; € N existieren mit

2nop = 2n1p + 2vm.

Dies lasst sich umformen zé = 7oty was ein Widerspruch zur Irrationadit
von £ ist.
Dafirb > a der Abstand(P,, Fy)

I'b—a—l
2

- , )
= |2sin(b— a)p| =2 Z (—1) (2j +a1> in2i+1 (pcosb—a—zj—1 0
=0

eine rationale Zahl ist, besitzen alle Punkte paarweise rationalédiest

Um zu zeigen, dass die Punkte dicht liegen, sseb 0 vorgegeben. Betrachte
nun die paarweise verschiedenen Reste Zep modulo2r furn = 1,2,....
Es gibt unter ihnen 2 deren Abstand kleineist, also existieremg undn; mit

v = |2nop — 2n1| < e. Wenn wirs = ny — ng setzen so gilt

[2(ng + ks)o —2(no + (k= D)s)p| =y < e

fur allek € N. Wenn wir den Einheitskreis mitd@®yen der langey Uiberdecken, so
liegt in jedem Bogen der&nges mindestens ein Punkt. O

Die im Beweis beitigte Irrationaliit von2 wird in folgendem Lemma bewie-
sen.
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1.1.3Lemma Ist0 < ¢ < 3 undcos ¢ rational, dann ist entwedep = % oder
Z st nicht rational.

Beweis.Wir folgern aus der Annahmg € Q, dassp = % gilt. Seien alson, n €
Z gegeben mit ggln, n) = 1 undy = 27”” . Wegen

L=5*)

sinrg = (—1)7 <2 :_ 1) sin2+1 g cos™ (D
j=0 J
L5) o 4 ‘

cosTp = Z(—I)J <2 > sin? @ cos" " o,
i=0 J

sinp = 1—coslpe

existieren rationaler,, b, mit cosvy = a, undsinvy = b,sing furv =
0,...,n—1.
SeinunH der Hauptnenner dén Wertea,,, b,,. Wir betrachten ein Rechteckgitter
der Lange% und der Breite*i%. Legen wir nun einen Einheitskreis auf einen der
Gitterpunkte, so sind alle Punkte mit Winkehp auf diesem Einheitskreis Gitter-
punkte. Wegerp = % bilden dien Punkte fn = 0,1,...,n — 1) ein reguéres
n-Eck. Das folgende Lemma:tst somit nur die Werte 1, 2, 3, 4 oderi8 zu
Wegen der Ungleichung < ¢ < ¥ bleibt somit num = 6 tbrig, was zup =
fuhrt. D

Im letzten Beweis wurde nach regeiftigenn-Ecken gefragt, die sich derart in
ein Rechteckgitter einbetten lassen, so dass jeder Eckpunkt auf einem Punkt des
Rechteckgitters liegt. Als ein Rechteckgitter bezeichnen wir hierbei die Menge
{(ilo,jl1) | 4,5 € Z} wobeily, undl; zwei beliebige reelle Zahlen sind. Das
folgende Lemma gibt eine volishdige Charakterisierung dieseiEcke.

1.1.4 Lemma In ein (beliebiges) Rechteckgitter lassen sich nur raguDrei-
ecke, Vierecke und Sechsecke einlagern, anderezmeg(gdleiche Innenwinkel und
gleiche Seiterdnge)n-Ecke dagegen nicht.

Beweis.Bei einem gegebenen Rechteckgitter gibt es, im EX|stenzfaII elnam;JI

Vieleck mit kleinster Seitednge. Betrachte die Seltenvektonéfng, .. P0P1
Tragen wir diese Vektoren von den PunktEp .. n 1 auf, so smd d|e End-

punkte ebenfalls Gitterpunkte. Hierbei soll der VekRirPQ vom PunktP, aufge-

tragen werden, der Vektdr, P; vom PunktP;,usw. .
Furn > 7 zeigen diese Vektoren alle ins Innere dekcks undiiberkreuzen sich
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nicht, was man leicht anhand der Winkel nachrechnen kann. Somitiedéstim
Widerspruch zur Minimalit, ein kleineres regatesn-Eck im Rechteckgitter. &
n = 5 Uberkreuzen sich die Vektoren zwar, aber es entsteht ein kleinénésdk.
Fur die reguéren Dreiecke, Vierecke und Sechsecke gibt es entsprechende Gitter.
Der Vollstandigkeit halber geben wir dennoch an, was in dies@lef mit unse-
rem Argument passiertiffn = 6 treffen sich alle neuen Vektoren in einem Punkt,
fur n = 4 Uberdecken die neuen Vektoren die alten Vektoren, und = 3 wird
das Dreieck aus den neuen Vektoredlgr statt kleiner. O

Nach Satz 1.1.2 gibt es auf dem Kreis dicht liegende Punktmengen mit paar-
weise rationalen Abanden. Wie bereits vorher eahnt gibt es nalrlich auch
auf der Gerade dicht liegende Punktmengen mit paarweise rationaleinélbst
Ein beiihmtes ungéistes Problem von Ulam [169] ist die Frage nach rationalen
Punktmengen, digberall dicht in der Ebene liegen, siehe auch [95]. Spezieller als
Ulam fragt Schoenberg [14], ob die Klasse der rationakttke dicht in der Klas-
se allern-Ecke ist. Auch dieses Problem ist derzeit noch weit von eiri&ubhg
entfernt und nuriir n = 3 undn = 4 positiv beantwortet. Fragt man nach un-
endlichen rationalen Punktmengen, die nicht notwendigerweise dicht in der Ebene
sind, so kennt man bisher nur Konstruktionen die aus einer Gerade oder einem
Kreis mit unendlich vielen Punkten bestehen undazzigch noch eine kleine end-
liche Anzahl an Punkten auRerhalb der Gerade oder des Kreises besitzen.

Fur ganzzahlige Punktmengen die sich nur éhérdimensionale euklidische
Raume einbetten lassen haben wir folgenden Existenzsatz.

1.1.5 Satz (Steiger 1953, [164]Zu jedemn > m gibt es imE™ ganzzahlige
Punktmengen aus Punkten, so dass nicht alle Punkte in der selben Hyperebene
liegen.

Den ebenfalls konstruktiven Beweis holen wir in Kapitel 9 nach.

Die Formulierung “nicht alle Punkte in der selben Hyperebene” ist wirklich
notwendig, da bisher, auR3eiirfden planaren Fall, keine Konstruktioiirfin-
dimensionale ganzzahlige Punktmengen aus einer beliebigen endlichen Anzahl an
Punkten, bei denen keine + 1 Punkte in einer Hyperebene liegen, bekannt ist.
Fur den planaren Fall ergeben sich solche Punktmengen aus der Konstruktion im
Beweis von Satz 1.1.2.

Aus eben dieser Konstruktion ergibt sich die Fragestellung die FsErd-
mer wieder auf mathematischen Konferenzenédmt hat: Existieren in der Ebene
sechs Punkte mit paarweise ganzzahligen &fd¢n, so dass keine drei Punkte auf
einer Geraden und keine vier Punkte auf einem Kreis liegénfURf Punkte wur-
den Parametgibungen von Daykin [33] und Harborth [62] angegeben, nachdem
Erdds die Frage zuichst fir Mengen au$ Punkten gestellt hatte. Im Jahr 1988
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bestimmte A. Kemnitz in seiner Habilitation die minimaleiirf~ und Sechsecke

mit dieser Eigenschaft, und gab auch zwei verschiedene Konstruktionen an, die
auf Klassen von derartigen Sechseckéhrén. Seitdem fragte Edd nach einer
Menge ausy Punkten in der Ebene, keine 3 auf einer Geraden und keine 4 auf
einem Kreis, mit paarweise ganzzahligen Atmgten. Seitiber 15 Jahren hat es in
dieser Fragestellung keinen weiteren Fortschritt mehr gegeben. In Abschnitt 5.6
werden wir die bekannten Aatze und neue numerische Resultate zusammenstel-
len. Die Existenz von sieben Punkten mit den eachten Eigenschafteknen

wir allerdings auch nicht zeigen.

1.2 Ahnliche Fragestellungen

Die Bedingung, dass in einer Punktmenge in der Ebene alléaAbstpaarweise
ganzzahlig sein sollen, kann man dahin absativen, dass man nur von bestimm-

ten Abstinden die Ganzzahligkeit verlangt. Zur Beschreibung, welcheaftst
ganzzahlig sein sollen, benutzt man am Besten einen Graphen, bei dem zwischen
zwei Knoten genau eine Kante ist, wenn der entsprechende Abstand ganzzahlig
sein soll. Interpretieren kann man das Ganze als ein Streichholzproblem, indem
man nach einer Realisierung eines Graphen in der Ebene mit geradlinigen Kan-
ten fragt, die man mit Streiclifzern legen kann [63]. I die Klasse der planaren
Graphen wissen wir zumindest, dass man sie mit geradlinigen Kabtmschnei-
dungsfrei in der Ebene zeichnen kann [47, 165, 171]. Harborth und Kemnitz haben
die Vermutung aufgestellt, dass man die planaren Graphen auch mit ganzzahligen
Kantenhngeniiberschneidungsfrei in der Ebene zeichnen kann [90] bzw. sie mit
Streichidlzern legen kann. Ganzzahlige Darstellungen der platonischen Graphen
sind in [68, 69, 70, 122] bestimmt.

Abbildung 1.5: Kleinster bekannter 4-reguér ebener Graph mit Kanten der
Lange 1.

Ein Extremfall dieser Betrachtungen ist die Besotkung auf Darstellungen
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von Graphen bei denen die Kanten alle dinbel besitzen riissen. In [152] ist

die maximale Anzahl von Kanten dieser Graphen mit big4inoten bestimmt
worden. Ein weiteres beéhmtes Problem von Harborth fragt nach der minimalen
Anzahl an Knoten eine$-regubiren ebenen Graphen, den nidoerschneidungs-

frei mit Kanten der lange 1 in die Ebene zeichnen kann. Das kleinste bekann-
te Beispiel fungierte jahrelang als Logo der Abteiluriy Diskrete Mathematik

an der TU Braunschweig, siehe Abbildung 1.5, aber bis heute konnte niemand
die Minimalitat beweisen oder ein kleineres Beispiel angebém.grtsprechen-

de 5-regubire Graphen ist die Existenzfrage noch unentschieden, da vor kurzem
Licken in einem (unvéffentlichten) Beweis der Nichtexistenz gefunden wurden.
Aufgrund der Eulerschen Polyederformel kann i@sif > 6 keine planaren Dar-
stellungen mit Kanten derdngel von k-reguiairen Graphen geben.

Anstatt die Nebenbedingungen zu lockern, kann man sie auch @efschFor-
dert man z.B., dass nicht nur die paarweisen abde, sondern auch die Koordi-
naten ganzzahlig sein sollen, so spricht man bei Punktmengen Ruskten von
n-Clustern [132].

Motiviert durch ganzzahlige Punktmengen auf einem Kreis haben sich einige
Mathematiker auch mit ganzzahligen Punktmengen auf anderen glatten Kurven in
der Ebene beséiftigt. Die am besten untersuchte Kunigrflie die Parabej = x>
sein. In [25] wurde gezeigt, dass es unendlich viele richtivalente ganzzahlige
Punktmengen au$ Punkten auf der Parabel gibt, hierbei liegen dann notwendi-
gerweise keing Punkte auf einer Geraden und keih®unkte auf einem Kreis.
Aber schon fir 5 Punkte sind keine Beispiele mehr bekannt.

Weitere Fragestellungen zu ganzzahligen Punktmengen mit speziellen Eigen-
schaften werden in [74, 81, 82] behandelt.

Betrachtet man die konvexeiHe einer Punktmenge, als Polytop [175] so kann
man entsprechende Fragen zu ganzzahligen Polytopen stellen. Eine seit der An-
tike offene Frage ist z.B., ob es einen ganzzahligen Quader gibt, bei dem alle
Seitenfingen, Fhchen- und Raumdiagonalen ganzzahlig sind [57, Problem D18].
Um sich der Frage langsam zahrern haben einige Autoren quadédmliche Poly-
eder betrachtet, sogenanantenmbinatorial boxedDies sind dreidimensionale Poly-
eder mit8 Eckpunkteng Vierecken als Seiterithen und paarweise ganzzahligen
Abstanden zwischen den Eckpunkten. Im Gegensatz zum ganzzahligen Quader ist
die Existenz einecombinatorial boxgeklart. Der kleinste ragliche Durchmesser
betiagt 17 [71]. Weitere Arbeiten zu ganzzahligen dreidimensionalen Polytopen
sind [5, 137, 138, 139, 140].
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1.3 Algorithmische Sichtweise

Wir wollen in dieser Arbeit ein starkes Gewicht auf den algorithmischen Aspekt
legen, und so werden wir jedes der Verfahren zur Konstruktion ganzzahliger Punkt-
mengen, welches wir im folgenden vorstellen, in Pseudocode beschreiben. Dabei
wird Wert darauf gelegt, dass diese Beschreibung nah genug an einer Implemen-
tierung in einer Programmiersprache wie z@:+ liegt, so dass der Leser in die
Lage versetzt wird, die vorgestellten Algorithmen selber zu implementieren. Wann
immer eine Beschreibung in Pseudocode nicht ausreichend ist, werden wir im An-
hang auf Implementierungsdetails eingehen.

Zu jedem Algorithmus geben wir des weiteren eine Analyse seiner Laufzeit an.
Zum einen indem wir, meist im Anhang, reale Laufzeiten tabellieren. Damit die
Zeiten vergleichbar sind, haben wir sie alle auf einem Intel Pentium M Prozes-
sor mit einer Taktfrequenz vor800 MHz und256 MB Arbeitspeicher gemessen.
Zum anderen werden wiilf jeden Algorithmus, den wir verwenden, die theoreti-
sche Komplexit, entweder aus der Literatur zitieren oder selber analysietgn. F
die Grundlagen der Komplexitstheorie verweisen wir auf Standardwerke, wie
z.B. [12, 23, 49, 135, 147]. Und sdifiren wir in Abschnitt 4.5 auch einen sehr
langen und sehr technischen Beweis einzig mit dem Ziel, eine Atwaohg der
Komplexitat eines Algorithmus herzuleiten.

Fur zwei Funktionery, g auf den ndirlichen oder den reellen Zahlen benutzen
wir die Landausche Schreibweise,

feO(g) & JceRmnygeN,¥n>ng: f(n)<cg(n)

und
feolg) & 3FeceRngeN,Vn>ng: f(n)>cg(n),

um die GoRenordnung von Funktionen bzw. den Aufwand von Algorithmen zu
beschreiben. Gilt sowohf € O(g) als auchf € o(g), so Kirzen wir dies auch
durchf € Q(g) ab. Eine in dieser Arbeitdufiger verwendete ®Renordnung ist

0<dm)

Hierbei istd die Variable una: eine hinreichend groR3e aber feste Konstante, die al-
lerdings bei jeder Verwendung anders sein kann. Um eitill@ éfir diese Golden-
ordnung zu bekommen, vergleichen wir sie mit zwei bekannteri@rfeStes: und
beliebiged, e > 0 gilt

O(dmta7) € o((logd)) und O(dmet ) € O (d).
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Aus praktischenUberlegungeniiber reale Laufzeiten auf einem gegebenen
Rechner, betrachten wir in Abschnitt 4.1 und in Abschnitt 4.2 Methoden, wie man
algorithmisch mit der Existenz von schnellen aber kleinen und langsamen aber
grof3en Speicherelementen umgehen kann.

Ein groRes Problem bei der Verwendung von Computern in der Mathematik
ist die Vermeidung von Fehlern. Zu unterscheiden sigldnlich wie in den
experimentellen Naturwissenschaften, die systematischen und didligarf
Fehler. Zu den systematischen Fehleahlen Programmierfehler und fehlerhafte
Hardware. Auch nicht fehlerhafte Hardware produziert fattwend zudllige
Fehler, die sie aber im Normalfall selber wieder korrigieren kann. Und so zitieren
wir in diesem Zusammenhang, aus [99], siehe auch [108],

“With the increasing use of computers in mathematics, the correct-
ness of such (computer) “proofs” is very difficult to determine. We
should borrow an idea from the physical science, where a new result
is accepted only after is has been independently verified. The publis-
hed results should contain enough information to allow independent
cross checking of values, besides the final numbers. Internal consi-
stency checking should also be used as much as possible even when it
is expensive.”

Aber zum Glick gibt es ein paar bedhrte Techniken, mit denen man sowohl
systematische als auch allige Fehler bei Verwendung von Computern in der
Mathematik vermeiden kann. Gegen Hardwarefehler kann man sich absichern, in-
dem man die verwendeten Programme auf mehreren Rechnern las&ruhd
moglichst viele Zwischenergebnisse miteinander vergleicht. In unserem Fall ha-
ben wir die verwendeten Programme alle auf mindestens zwei unterschiedlichen
Rechnern laufen lassen. Eine weitere Technik unaligé Fehler zu vermeiden
bzw. Hardwarefehler zu entdecken sind sogenannte Konsistenztests. Higrbei
man redundante Berechnungen durch und vergleicht, ob die Ergebnisse sich nicht
gegenseitig widersprechen [17, 110]. Ein weiteréliches Mittel um Fehler zu
entdecken, ist der Vergleich mit aus der Literatur bekannten Détethefs eigene
Problem. Die bekannten minimalen Durchmesser (siehe Kapitel 5 und Kapitel 9)
haben wir im Rahmen dieser Arbeit, bis al(B8,9) = 16 (siehe Abschnitt 9.1),
samtlich besatigt. Von gro3em Nutzen war auch das zahlreiche Datenmaterial aus
[87], auch wenn wir in Abschnitt C.1 und Abschnitt C.2 ein paar der angegebenen
Werte korrigieren riissen.

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir die beschriebenen Algorithmet+n
bzw. in MAPLE implementiert. Dabei entstandémer 35.000 Zeilen Quelltext,
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da wir fur viele Parameterbereiche, wie Dimension oder Nebenbedingungen, Spe-
Zialimplementierungen vorgenommen haben, damit die Programme auch in der
Realitat schnell laufen. Wegen deiilfe des Quellcodes und der Vielfalt des Pa-
rameterraumsiir ganzzahlige Punktmengerhnen wir dem Leser leider kein
graphisches méigesteuertes Programm anbieten, mit dem er die beschriebenen
Algorithmen ausprobieren kann. Bei Bedarf senden wir dem interessierten Leser
aber gerne Teile des Quellcodes elektronisch zu.

Um eventuelle, sfitere Neuimplementierungen der beschriebenen Algorithmen
auf Fehleriberpiifen zu lkbnnen bzw. anderen diesediglichkeit zu bieten haben
wir Teile der in Testhufen ermittelten Daten atiber120 CDs archiviert.
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2 Grundlagen

Da wir ganzzahlige Punktmengen mit dem Computer erzeugen wolléssan

wir sie zurchst so beschreiben, dass der Computer sie verarbeiten KardieF
Beschreibung benutzen wir die Abstandsmatrix einer Punktmenge und definieren
genauer, wann wir zwei Punktmengen atgiivalent bzwahnlich betrachten wol-

len. Da nicht alle symmetrischen quadratischen Matrizen Abstandsmatrizen einer
Punktmenge imE™ sind, charakterisieren wir diejenigen Abstandsmatrizen, zu
denen es Punktmengen it gibt.

2.1 Abstandsmatrizen

In dieser Arbeit wollen wir zwei Punktmengen alguivalent betrachten, wenn sie
durch Translationen, Rotationen oder Spiegelungen ineindnzkrgefihrt wer-
den ldnnen. Die zwei Tetraeder in Abbildung 2.1 sémliivalent, da man sie durch
eine Spiegelung an einer geeigneten Hyperebene aufeinander abbilden kann.

Abbildung 2.1: Zweiaquivalente Tetraeder.

Wir mochten ervxahnen.z dass Rotationen und Translationen nicht ausreichen,
um die zwei Tetraeder zwberdeckung zu bringen. Als massivétiger im drei-
dimensionalen Raum iisste man sie also als unterschiedlich betrachten. Hierauf

15
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werden wir jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingehen.

Aquivalente Punktmengen, die durch Streckungen der paarweiseantlesiit
einem konstanten Faktor auseinander hervorgehen, bezeichnen dhnditsh.
Ein Beispiel fir zweiahnliche Punktmengen ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Be-
sitzen die paarweisen Aldstde einer ganzzahligen Punktmenge keinéf3tgm
gemeinsamen Teiler gBer1 so bezeichnen wir die ganzzahlige Punktmenge als
primitiv . Die linke Punktmenge in Abbildung 2.2 ist primitiv, die rechte dagegen
nicht, da alle Absinde durcl? teilbar sind.

Abbildung 2.2: Zweiahnliche Punktmengen.

Aufgrund unsereéquivalenzbegriffes ist es nicht sinnvoll, ganzzahlige Punkt-
mengen anhand von Koordinaten zu égantieren, da diese nicht invariant unter
Translationen, Rotationen und Spiegelungen sirid. dle ¢, j bleiben dagegen
die Abstinded (i, j) zwischen Punki und Punktj invariant unter diesen Opera-
tionen. Dies gibt uns die Bglichkeit Punktmengen durch ihkbstandsmatri-
zen(4(i, 7)) zu beschreiben. In Abschnitt 2.3 werden wir zeigen, wie man anhand
einer gegebenen Abstandsmatrix eine eindeutige Koordinatendarstellung ausrech-
nen kann.

Nummeriert man die Knoten der linken Punktmerfgen Abbildung 2.2 im
Uhrzeigersinn vord bis 3, beginnend mit dem linken unteren Knoten, soarh
man als Abstandsmatrix

Wk O
NN O
— O N
O~ NW

Diese Abstandsmatrix ist allerdings von einer Nummerierardgr Punktmenge

P abkangig, wir missen also genauer von der Abstandsmaki®, o) sprechen.
Da die Menge der Nummerierungen isomorph zur symmetrischen Gruppe auf
Punkten ist setzen wir 0.z € S,,, wobei wir uns allerdings nicht festlegen, wel-
che Nummerierung der Iderditid entspricht. Da unterschiedliche € S,, zu
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unterschiedlichen Abstandsmatriz&{P, ¢) von ein und der selben Punktmen-
ge P fuhren lonnen, niissen wir, um eine Punktmenge eindeutig durch eine
Abstandsmatrix darstellen zwhknen, eine den! Nummerierungen auszeichnen.
Eine Vorschrift oder einen Algorithmus wie eine Nummerierung ausgezeichnet
wird, bezeichnen wir auch aldormalform. (Hierdurch wird danm\ (P, id) fest-
gelegt.) Im rachsten Abschnitt werden wir ein paar galichliche Normalformen
vorstellen. Die Mengedut(P) = {o | A(P,o) = A(P,id)} bezeichnen wir als
Automorphismengruppe einer Punktmerigeln Kapitel 7 beschftigen wir uns
naher mit den Automorphismengruppen von ganzzahligen Punktmengen. Wir ge-
ben einen effizienten Algorithmus an, uiit(P) zu berechnen und klassifizieren
die mbglichen Automorphismengruppeirfdie Dimensionem: = 2, 3.

Nach diesen Vorbereitungen, wobei wir die Details auf diehrsten zwei Ab-
schnitte verschieben, sind wir in der Lage, eine ganzzahlige Punktmenge eindeu-
tig durch eine Abstandsmatrix in Normalform zu raégentieren. Umgekehrt ent-
spricht jedoch nicht jede symmetrische quadratische Matrix einer Punktriienge
im E™, auch dann nicht, wenn wir die Dimensian nicht fest vorschreiben. So
gibt es z.B. kein Dreieck mit den Seiténigenl, 2 und4. Die Dreiecke mit Sei-
tenlangena, b undc charakterisiert man noch leicht mit Hilfe der Dreiecksunglei-
chungemz + b > ¢, a + ¢ > bundb + ¢ > a. Falls auch deentartete Fall einer
Strecke als Dreieck bezeichnet wird sind nachb = ¢,a+c=boderb+c =a
zugelassen. Mit Hilfe deileronschen Formel

Vie+b+e)(atb—c)la—b+c)(—a+b+c)

An(a, b, c) = 1

fur den FacheninhaltAa eines Dreiecks kann man die agkigen Werteifr a, b
undc die zu einem Dreieckithren auch wie folgt beschreiben. Die Afstlea, b
und ¢ bilden genau dann ein Dreieck, weds (a, b, ¢) > 0 gilt. Das Dreieck ist
genau dann entartet, fali§} (a, b, c) = 0.

Eine Verallgemeinerungif hohere Dimensionenakst sich mit Hilfe der
Cayley-Menger-Determinanteformulieren. SeienP,, Py, ..., P,_1 Punkte im
m-dimensionalen euklidischen Raulif* mit Abstindend(P;, P;), dann ist die
Cayley-Menger-Determinante definiert durch

0 1 1 1
1 0 52(Py,P1) ... 62(Py,Pu_1)
O(Py,... ., Pyy)=| 1 (PR 0 oo 83(P,Pyy)

1 6%(P,_1,P)) 62(Pu_1,Py) ... 0
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Ist A = (§(P;, P;)) eine Abstandsmatrix von Punkten, so schreiben wir
auchC(A) anstattC( P, ..., P,—1). Der Wert vonC(A) ist hierbei unablingig
von der Nummerierung der Punkfe. Der Zusammenhang zwischen dem
dimensionalen Volumen der van+ 1 PunktenP,, ..., P, aufgespannten Punkt-
menge imE™ un der Cayley-Menger-Determinante ist durch folgenden Satz gege-
ben.

2.1.1 Satz Fur n + 1 PunkteP,, ..., P, im E™ ist das durch sie aufgespannte

n-dimensionale VolumeW,, (P, ..., P,) gegeben durch
V2(Py,...,P,) = ﬂC(PO,...,Pn).
" 27 (nl)?
Beweis. (Nach [87].Wir bezeichnen die Koordinaten vdf mit x; o, . .., Z; n—1-

Das Skalarprodukt vo#?; und P; ist gegeben durch

n—1
(Pi, Pj) = Z%,h%‘,h-
h=0

Fur dasn-dimensionale Volumen eines u.U. entarteten Simglemit Eckpunkten
Py, ..., P, qgilt (siehe z.B. [96, 163])

o0 Toa .- Tonp—1 1
1| T10 T11 -+ Tim-1 1
Va(Po, ..., Py) = =
n!
ZTn,o Tnal --- Tpp—1 1
Mit
oo .- To,n—1 1 0
10 --- T1n—1 1 0
My =
Tn,0 Tn,n—1 10
0 0 0 1
und
Z0,0 Zno O
M, =

Ton—1 --- Tpn—1

o
o
o~ O .-
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ergibt sich
-1 -1
‘/,L2(P0,-.-,Pn) = Wdet(Mo) det(Ml) = Wdet(MOMl)
(Po, Po) (Po,P1) ... (Po,Pn) 1
(P1,Py)y (P,P) ... (P,BR,) 1
G U N

(Pn, Po) (Pn,P1) ... (Py,Pn) 1

1 1 1 0

wobeiM; ausM, durch Transponieren und Vertauschen der letzten beiden Zeilen
hervorgeht. Wegen
1., 1 1
—50°(Bi, By) = (Bi, By) — 5{Fi, Bi) — (P, Py)

erhalt man, indem man in der Determinante von dé&gn Spalte{ = 0, ...,n) die
mit £ (P;, P;) multiplizierte letzte Spalte abzieht und ebenso vonieen Zeile
die mit %(Pi, P;) multiplizierte letzte Zeile abzieht,

—16%(Py,Py) ... —182(Ry,P,) 1

-1 : - : :

2 — : . : :

Vn(PO;,Pn)_(n|)2 —1(52(P P) _152(}3 P) 1
P} ny 40 2 nytn

1 1 0

Zum Schluss multipliziert man nur noch die ersterSpalten mit—2, die letz-
te Zeile mitf% und erlalt nach ein paar Zeilen- und Spaltenvertauschungen die
gewlnschte Gleichung. O

Die Verallgemeinerung der Dreiecksungleichungen ist durch folgendes Lemma
gegeben.

2.1.2 Lemma Fur n PunkteP, ..., P,_1 im m-dimensionalen euklidischem
RaumE™ gilt fur je ¢ PunkteP; , ..., P;, , bei gegebenen Alistdens(P;, P;)
(-D)'C(Piy,..., Pi,_,) >0 fur t<m+1,

c(p; P, )=0 fur m+2<t<n.

03

Beweis.Fur ¢t < m + 1 folgt die Aussage aus Satz 2.1.1 und der Tatsache, dass
das quadrierte Volumen eineglicherweise degenerierten Simplex eine nicht-
negative Zahl ist. & ¢t > m + 2 liegen diet Punkte in einer tichstensm-
dimensionalen Hyperebene dés ' und besitzen somit das Volumeén O

In [118] ist gezeigt, dass auch die Umkehrung von Lemma 2.1.2 gilt.
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2.1.3 Satz Eine Punktmengé® ausn PunktenP,,..., P,_; mit gegebenen
Abséindend(P;, P;) ist genau dann in defL™ einbettbar, wenn die Vorausset-
zungen von Lemma 2.1.2 igltf sind.

Es soll noch en&hnt werden, dass die Bedingungén# > m + 3 redundant
sind.

Um nun Satz 2.1.3 bzw. Lemma 2.1.2 algorithmisch schnell benutzeinnek
muss man noch ein paar Zusatzbetrachtungen anstellen. Zur Berechnung von
C(Py,---,P;,_,) bringt man die Matrix mittels GauRverfahren auf obere Drei-
ecksform und berechnet die Determinante als Produkt der Diagonalelemente, was
zu einem Aufwand vorO(t*) Multiplikationen und Additionen idhrt. Da man
im Konstruktionsprozess bereits die Cayley-Menger-Determinanten von Teilma-
trizen berechnet hat, hat man weitere Informationen, um den Aufwand weiter zu
reduzieren. Eine Mglichkeit ist die Verwendung der L-R-Zerlegung einer Ma-
trix zur Berechnung der Determinante. Setzt man die L-R-Zerlegung der Cayley-
Menger-Matrix der Punkte’;, ..., P;,_, und die zugebirige Transformations-
matrix als bekannt voraus, so kann man die Cayley-Menger-Determinante und die
L-R-Zerlegung der Cayley-Menger-Matrix der Punlétg, ..., P;, , zusammen
mit der zugebrigen Transformationsmatrix i@ (¢?) Additionen und Multiplika-
tionen bestimmen.

Wirde man die Cayley-Menger-DeterminatepP;, ..., P;, ,) fur alle Teil-
menger{ig, ...,i—1} C {0,...,n — 1} berechnen sodtte man exponentiellen
Aufwand. Zumindestiir Simplizes lassen sich die zu testenden Teilmengen mit
dem folgenden Lemma erheblich reduziereiir Punktmengen mit > m + 2
Punkten ist es effizienter, anstatt der Cayley-Menger-Determinanten sogenannte
Cayley-Menger-Koordinaten zu benutzen, siehe [161]. Da wir in diesdier
die, in Abschnitt 2.3 beschriebene eindeutige Koordinatendarstellung nutzen, ge-
hen wir hierauf nicht &her ein.

2.1.4 Lemma Ein SimplexS aus n Punkten P, ..., P,_; mit gegebenen
Abstindend(P;, P;) ist genau dann in defi”~! einbettbar, wenn die Teilsim-
plizesSy = {Po,...,Py_2}, 81 = {P1,..., P,_1} in denE"~2 einbettbar sind

und(—-1)"C(Py,...,P,—1) > 0 gilt.

Beweis.Da die zwei TeilsimplizesS,, S; jeweils in denE"~?2 einbettbar sind,
existieren Koordinateriif die zwei Simplizes. Die Punktg,, ..., P,,_> spannen

eine Hyperebene auf und sind & und S; enthalten. Es gibt nun genau zwei
Moglichkeiten, wie man die zwei Simplizes vereinigen kann, so dass eine Punkt-
menge imE"~! entsteht, siehe Abbildung 2.8rfeine Darstellung der zweile

bei zwei Dreiecken. Hierbei haben wir die Hyperebene, die hier nur aus der Kante
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zwischen zwei Punkten besteht, fett gezeichnet. Ersetzt man nun den quadrierten
Abstands (P, P,—1)? in (=1)"C (P, ..., P,—_1) durchz, so ertalt man ein inz
quadratisches Polynom, dessen Nullstellen, wegen Satz 2.1.1, den eben beschrie-
benen beiden Riglichkeiten entsprechen. Weiter kann man aus Satz 2.1.1 und der
Stetigkeit der Determinante schlielen, dass dieek—1)"C(Py, ..., Po—1) >0

den Zwischenstufen entsprechen, wenn man das Singleson der linken in
Abbildung 2.3 dargestellten an der gemeinsamen Hyperebene auf die rechte in
Abbildung 2.3 dargestellte Position dreht. O

Abbildung 2.3: Zusammeiifjen von zwei Dreiecken.

Mit Hilfe von Lemma 2.1.4 braucht man im Falle eines Simplex anstatt die
Cayley-Menger-Determinanten aller Teilmenggp,...,i;—1} C {0,...,n —
1} zu berechnen nur noch die Cayley-Menger-Determinanten der Teilmengen
{P;,Piy1,...,P;} mit 0 < i < j < n zu berechnen. Dies ergibt einen Aufwand
von

n—1
Z ci(n —i+1)* € O(n®)
i=1

Multiplikationen und Additionen. (Durch Verwendung der L-R-Zerleguibgtte
man den Aufwand noch um den Fakioreduzieren.)

Wir werden Lemma 2.1.4 allerdings immer direkt anwenden, da wir durch un-
sere Konstruktionsvorschriftif ganzzahlige Simplizes (siehe Kapitel 3) die zwei
berbtigten TeilsimplizesS, und S; immer bereits auf ihre Einbettbarkeit in den
E"~2 getestet haben. Sollten wir eine Punktmemyauf Einbettbarkeit in den
E™ testen wollen, so versuchen wir einfach eine Koordinatendarstellung zu be-
rechnen, siehe Abschnitt 2.3. Es wird sich herausstellen, dass diese Berechnung
O(n?) Multiplikationen bzw. Additionen und (n) Wurzeloperationen erfordert.

Wir mochten en@hnen, dass in Lemma 2.1.4 die Einbettbarkeitler Simpli-
zes gegeben sein muss, wie man an der Abstandsmatrix

0 100 52 39
100 0 52 39
52 52 0 =
39 39 =z 0

A —
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erkennen kann. Der linke obere Teil vax entspricht einem Dreieck mit Sei-
tenangen100, 52 und 52, ist also in denk? einbettbar. Br 2 < z < 79 gilt
zwar (—1)*C(A) > 0, aberA ist nicht in denE? einbettbar, da es kein Dreieck
mit den Seiterdngen100, 39 und 39 in der Euklidischen Ebene gibt. {Fz = 1
oderz > 80 gilt (—1)*C(A) < 0.)

2.2 Normalformen von Abstandsmatrizen

Im vorherigen Abschnitt wurde bereits eifint, dass es zu einer Punktmenge meh-
rere verschiedene Abstandsmatrizen geben kann. So kann z.B. die ganzzahlige
Punktmenge auf der linken Seite von Abbildung 2.2 durch folgende urévodist

ge Liste von Abstandsmatrizen dargestellt werden

0 4 4 3 0 4 3 4 01 2 3
4 0 2 2 4 0 2 2 1 0 2 4
4 2 0 1)’ 3 2 0 1 |° 2 2 0 4
3 210 4 2 10 34 40

Bei diesem Beispielithren alled! = 24 Umnummerierungen der Knoten zu unter-
schiedlichen Abstandsmatrizen, da die Punktmenge die triviale Automorphismen-
gruppe{id} besitzt. Allgemein ist die Anzahl unterschiedlicher Abstandsmatrizen
einer Punktmeng® ausn Punkten durcqﬁém' gegeben. Wir rachten an die-

ser Stelle bemerken, dass die Automorphismengruppe einéilfigeh” ganzzah-

ligen PunktmengéP fast immer trivial ist [45] und somit die Anzahl der unter-
schiedlichen AbstandsmatrizeirfP exponentiell vixchst.

Da wir bei unserer Konstruktion von ganzzahligen Punktmeréggrivalente
Paare entfernen wollen, ist es sinnvoll eine deNummerierungen auszuzeich-
nen. Dies hat den Vorteil, dass man zwei PunktmengenAauiivalenz iiber-
prufen kann, indem man die zwei in Normalform gegebenen Abstandsmatrizen auf
Gleichheit testet. An dieser Stelledehten wir ervithnen, dass in der eigentlichen
Konstruktion der ganzzahligen Punktmengen keine expliziten sondern nur impli-
zite Tests auRquivalenz durchgefhrt werden und verweisen hierbei auf Kapitel
3 und Kapitel 8.

Nun mbchten wir ein paar gebuchliche Normalformenif Matrizen vorstel-
len. Die erste Klasse beruht auf dexikographischen Ordnungvon Vektoren.

2.2.1 Definition Sei M eine total geordnete Menge und seiee (ag, ..., ay)
undb = (bo,...,b,) zwei Vektoren der Bngen + 1 mit Eintragen aus\/ so
definieren wir

a>b & F<n, Vji<i:a; =bj, a;> b,
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a=b & Vj<na;=>b;

und
a>b & a>bVa=h.

Der Beweis, dass die Eigenschaften einer Ordnuriglesind, ist eine leichte
Ubungsaufgabe. Je nach Anwendung kann man die Ordnung audektoren
unterschiedlicher &nge fortsetzen.

Mit Hilfe der lexikographischen Ordnung von Vektoren kann miarnMatrizen
eine lexikographische Normalform definieren, indem man die Matrizen durch eine
beliebige Vorschrift in einen Vektor umwandelt und fordert, dass dieser lexikogra-
phisch maximal bzw. minimal ist. Formaler bedeutet dies:

2.2.2 Definition SeiP eine Punktmenge ausPunkten& eine Nummerierung
der Punkte und sei eine Abbildung von der Menge der x n Matrizen mit
Eintragen aus einer geordneten Mengkin die Menge der Vektorefber M
der Langen?, dann heif3t die Abstandsmatix(P, 7) lexikographisch maximal
beZiglich 7 falls

Vo € S, T(A(P,5)) > 7(A(P,0)).

Lexikographisch minimal kann man entsprechend miit definieren. Da die
Definitionen von lexikographisch maximal und lexikographisch miniécpliva-
lent sind, werden wir in dieser Arbeit aus p&ntichen Paferenzen nur lexikogra-
phisch maximale Matrizen betrachtenohten den Leser aber darauf hinweisen,
dass in der Literaturdufig die lexikographische Minimadit bevorzugt wird.

Die verschiedenen Normalformen dieser ersten Klasse ergeben sich durch die
unterschiedliche Wahl von. Eine sehr gelduchliche Variante ist das Aneinan-
dertéingen der Zeilen vor (P, o). Die entstehende Ordnung bezeichnen wir als
die Zeilen-lexikographische Ordnung Die Abstandsmatrix der linken ganzzah-
ligen Punktmenge in Abbildung 2.2 in dieser Normalform ist

A(P) =

W O
NN O
— O N
O~ N W

und der zugebrige Vektor lautet

T(A<P)) = (07 4’ 4’ 3747 07 2’ 2) 47 270’ 17 3) 27 170) -
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Da das Aneinande#dmgen der Spalten bei symmetrischen Matrizen, wie z.B.
Abstandsmatrizen, zu den gleichen Vektorémrf, definieren wir hieiir kei-

ne zusitzliche lexikographische Ordnung. Wegen der Symmetrie von Abstands-
matrizen geiigt es die Dreiecksmatrizen oberhalb der Diagonale zu betrach-
ten. Die lexikographische Ordnung, die durch Aneinandegen der Zei-
len dieser oberen Dreiecksmatrizen entsteht, bezeichnen wiredlszierte
Zeilen-lexikographische Ordnung Es Rsst sich zeigen, dass sie zur Zeilen-
lexikographischen Ordnungquivalent ist. Fingt man dagegen die Spalten der
oberen Dreiecksmatrix aneinander so entsteht eine neue Ordnung, die kei als
duzierte Spalten-lexikographische Ordnungbezeichnen. Die Normalform der
linken Punktmenge aus Abbildung 2.2 it diese Ordnung zéflig dieselbe wie

fur die Zeilen-lexikographische Ordnung und der zuigaje Vektor lautet

T(A(P)) = (4,4,3,2,2,1).

Dass dieUbereinstimmung der zwei Normalformen nicht allgemein gilst sich
an folgendem Beispiel sehen. Die Matrizen

0 5 4 3 2 2 0 54 3 2 1
5 01 1 3 1 5 0 2 1 4 1
41 0 2 5 1 und 4 2 01 3 1
31 2 0 41 3110 5 1
2 35 401 2 4 3 5 0 2
211110 111120

beschreiben beide dieselbe Punktmenge, die sich allerdings nicht in einen eukli-
dischen RaunE™ einbetten &sst. Die erste Matrix ist maximal bigglich der
reduzierten Zeilen-lexikographischen Ordnung und die zweite Matrix maximal
beZiglich der reduzierten Spalten-lexikographischen Ordnung.

Eine weitere Klasse von Normalformen ergibt sich aus der iterierten Klassifi-
zierung in ihren unterschiedlichen Varianten, die wir in Abschnitt 7.3 beschreiben
werden. Allgemeiner ist durch jeden Algorithmus, der einen Regmtanten in
einer Bahn eindeutig festlegt, eine Normalform gegeben.

2.3 Eine eindeutige Koordinatendarstellung
von Punktmengen

In den vorherigen zwei Abschnitten wurde gezeigt, wie man ganzzahlige Punkt-
mengen eindeutig durch Abstandsmatrizen beschreibt. Mit Hilfe von Satz 2.1.3
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bzw. Lemma 2.1.4 émnen wir auch anhand einer Abstandsmatrix einer ganzzah-
ligen Punktmenge entscheiden, ob sie in @&heinbettbar ist. Br eine effiziente
Konstruktion ganzzahliger Punktmengen ist es jedditignauch eine Koordina-
tendarstellung einer Punktmenge zu haben.

Im nachsten Lemma werden wir zeigen, dass sich jede Koordinatendarstellung
einer ganzzahligen Punktmenge durch Anwendung von Isometrien, also Transla-
tionen, Rotationen und Spiegelungen, auf eine, von der Nummerierung der Punkte
abhangige, noch aher zu definierende Normalform bringeiss$t. Aus dem Be-
weis des Lemmasbst sich ein Algorithmus ablesen, wie man die Koordinaten in
Normalform ausrechnen kann.

2.3.1 Lemma Ein ganzzahligern-dimensionaler Simple¥ mit Koordinaten
v, V1, - . ., U, und Abstandsmatrid = (J; ;)o<i,j<m |&sst sich durch Isometrien

r¥m

in folgende Koordinaten transformieren

Vg = (0,0,...,0),
U1 = (Q1,1 k11070"'a0)7

v2 = (QQ,1\/E,Q2,2\/E,0,~~10)

(qm,l kl; QWL,Q k27 R qm,m V km)a

Vi (v ”Ul 7”:)2
CH

Um

wobeik; der quadratfreie Teil vor,—
sind undg; ;, k; # 0 sind.

E ist, ¢; ; natirliche Zahlen

7;1

Beweis.Wir kénnen 0.E»y = (0,0, ...,0) setzen, und d4y 1 € N kdnnen wir

auchv; = (60,1vk1,0,0,...,0) wahlen, wobek; = 1 gilt. Nun nehmen wir an,
wir hatten die Koordinatemy, v}, ..., v;_, bereits wie gewnscht transformiert.
Wir setzenv; = (z1, 2, ...,%,) Mitz; € R. Dadiei + 1 Punkte mit den alten
Koordinatenuvy, v1, . .., v, einei-dimensionale Hyperebene dE&§* aufspannen
kénnen wirz;, = --- =z, = 0 setzen. br diei < j gilt

J

675 = llvs —vill3 = > (gnVkn —xn)® Z -

h=1 h=j+1

Fur0 < j < ¢ betrachten wir

5(2),i Z zy, = (@, h —ap)?
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wobei wir fur . < j mittels Induktionz;, = ¢; vk, einsetzen &nnen. Dies
liefert

Jj—1

58&» - (532% = —q?,jkh + qu’j\/ kh.%‘j + Z 2qi’hqj,hk:h - qu,hkh .

h=1
Somit gilt
7j—1
quﬂjkj + hzl(q?’hkh - QC]i,th,hkh) + 53,1' - 5?"1'
T = —
! 245,57/ k;

und wir kdnnenz; = g; j1/k; setzen, da nach Induktia®y; ;/k; # 0 gilt.

Hiermit haben wir
i i—1
2 2 2 2
00,i = th =x; + Z%‘,hkh'
h=1 h=1

Somit gilt

i—1

T = |08, — Z @ nkn = qiiVki.

h=1

Da V., (v{,vi,...,v.,) # 0 gilt, liegen diei + 1 Punkte mit den Koordinaten

rYm

V4, V1, - - -, v) nicht in eineri — 1-dimensionalen Hyperebene dB¥ und es gilt
qi,ivki # 0. U

Wir mochten bemerkne, dass atié Umnummerierungen einer Abstandsma-
trix einer Punktmenge aus Punkten zuaquivalenten Punktmengeiitfren. Die
im Lemma definierte Normalform der Koordinatendarstellung eines ganzzahligen
Simplex hat den grof3en Vorteil, dass man sie im Rechner exakt abbilden kann, da
die k; natirliche Zahlen sind, und dig; ; sich als Quotient zweier ganzer Zah-
len schreiben lassen. Wibknen also mit exakten Koordinaten und nicht nur mit
Naherungen rechnen.

Mit einer leichten Abwandlung des im Beweis von Lemma 2.3.1 versteckten
Algorithmus ldnnen wir auch eine Koordinatendarstellung einer Abstandsmatrix
A(P, o) einer ganzzahligen Punktmenge mit Nummerieramigr Punkte berech-
nen. Beim folgenden Algorithmusikzen wir die Bezeichnundif den Abstand
zwischen Punki und Punktj durchd; ; ab und mity; ; bezeichnen wir dig-te
Komponente des Koordinatenvektatse R™.

2.3.2 Algorithmus  (Berechne Koordinatendarstellung)
Eingabe:A(P, o)
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AusgabeKoordinatenuy, . .., v,_1 € R™ dern Punkte voriP
begin
oben =0

unten =n —1
for ¢ from 0ton — 1 dox (i) =i end
for i from 0ton — 1 do

for j from 0to oben — 1 do

2 IS o 2 2
vy i+ > (”oben,h_2”0ben,hUj,h)“"so,z:_‘sw(]‘),i
h=1

Voben,j = 2v;
end
for j from oben + 1to n — 1 dO vopen,; = 0 €Nd
oben—1
Voben,oben = 58,7 - 'ZO ’Ugbemj
j=
if Voben,oben == 0 then

for j from 0ton — 1 dO Vunten,j = Voben,; €N
m(unten) =1
unten = unten — 1

else

n—1
if Junten < j <n : 572r(i)~7r(j) # > (Voben,n — vjn)? then
' h=0

Voben,oben = —Voben,oben
end
m(oben) =1
oben = oben + 1
end
end
forall 0 <i<j<ndo
n—1
if 6,0y x(j) £ > (vin —v;)? then return “nicht einbettbar’end
end h=0
end

In Algorithmus 2.3.2 bedeutet dieliRkgabe hicht einbettbalt, dass die Ab-
standsmatrixA(P, o) fur keinm in E™ einbettbar ist. Sollte bei der Berech-
nung der Wurzel ein negativer Term unter dem Wurzelzeichen stehen, so muss
ebenfalls fhicht einbettbat zuriickgegeben werden. Wirdgchten bemerken, dass
an der Stelle, wo durcBuv; ; geteilt wird, immerv; ; # 0 gilt und dies nicht
extra Uberpiift werden muss. Der Aufwand von Algorithmus 2.3.2 besteht aus
O(n®) Multiplikationen bzw. Additionen und (n) Wurzelberechnungen. Damit
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die Berechnungen der Koordinaten exakt und nicht ralvemungsweise gelten,
mUssen diejl ; als Tripel(q;. T qt i k;) ganzer Zahlen gespeichert werden, wobei
v;,; = -+ +/k; gelten soll, siehe Lemma 2.3.1. Zur Speicherung der ganzen Zah-

len ist gegebenenfalls eine Langzahlarithmetik zu verwenden, da die Zahlen recht
schnell sehr grof3 werderdknen. Die Dimensiom: der Punktmenge steht nach
erfolgreichem Abschluss von Algorithmus 2.3.2 in der Variaiblen.

2.4 Charakteristik einer Punktmenge

Der Flacheninhaltda eines Dreiecks mit Seitesahgena, b und ¢ wird nach der
Heronschen Formel durch

Vie+b+ce)atb—c)la—b+c)(—a+b+c)
4

Ap =

gegeben. Falls die Seitémgen ganzzahlig sind und das Dreieck nicht zu einer
Strecke degeneriert isgsst sich der Bicheninhalt somit eindeutig alsy = ¢v'k
schreiben, mit einer rationalen Zahund einer quadratfreien riatichen Zahlk.
Die Zahlk wird als Charakteristik eines ganzzahligen Dreiecks bezeichnet.

Die Bedeutung der Definition der Charakteristik eines ganzzahligen Dreiecks
ergibt sich aus folgendem Satz, der z.B. in [87] bewiesen wird, dessen Ursprung
aber mindestens bis zu Kummer éakgeht.

2.4.1 Satz Die Dreiecke aus j& nicht kollinearen Punkten einer planaren ganz-
zahligen Punktmenge besitzen dieselbe Charakteristik.

Dieser Satz liefert eine sehr starke Eingsikung fir ganzzahlige planare
Punktmengen. In Tabelle 2.1 zeigen wir numerische Resultate, dass es nur we-
nige ganzzahlige Dreiecke mit gleichem Durchmesser und gleicher Charakteristik
gibt. Fir ausfihrlichere Daten verweisen wir auf Kapitel 4.

Mit Hilfe von Satz 2.1.1 Bnnen wir die Definition der Charakteristik audlr f
ganzzahlige Simplizes verallgemeinern.

2.4.2 Definition  Die Charakteristik chdsS) eines nicht entartetenn-
dimensionalen ganzzahligen Simplex ist die quadratfreie Zahl/, (S) = ¢k,
wobeigq eine rationale Zahl ist.

Mit dieser Definition kbnnen wir eine Verallgemeinerung von Satz 2.4.1 formu-
lieren.
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Anzahl ganz;Anzahl verschiedenémaximale Haufigkeit
Durchmesserzahliger Dreiecke Charakteristiken einer Charakteristik

10 30 22 3

20 110 74 6

50 650 634 12

100 2.550 1.823 20

200 10.100 7.738 33

500 62.750 51.830 59

1.000 250.500 216.027 87

Tabelle 2.1: Die Verteilung der Charakteristiken von ganzzahligen Dreiecken.

2.4.3 Satz In einerm-dimensionalen ganzzahligen Punktmefmybesitzen al-

le m-dimensionalen Simplize$ = {P;,, P;,,..., P;, } dieselbe Charakteristik
char(S) = k.

Beweis.Es genugt zu zeigen, dass$if zwei SimplizesSy, = {F,,, Pi,, ..., P;,, }

undSy = {P;,, Py, ..., P, P} mitV,,(So), Vin(S1) # 0 die Charakterlstl-
kenuibereinstimmen, ch@i’s‘o) = chaf(S;). Mit den Notationen von Lemma 2.3.1
gilt fir den Abstand zwischeR;,, und P/

§(Pi,. Pl )¢ =

Tm

qm 2\/7 qm ’L\/>

MRt

1

= Qm Zf Qm z\/> + (Qm,m\/ km _Q;n,m\/ kin)Q
m—1

= Z (qm7i - q’lm,i)zki + qzn,mkm 2qm mqm mV kmk/ + qm mkm7

i=1

s
Il
_

mit k; = k} fur1 <i < m, daSp undS; auf den erstem: Punktenibereinstim-
men. Also muss,/k,, k!, eine naiirliche Zahl sein. D&, und k!, quadratfreie
Zahlen sind, ergibt sich,, = k/, und somit chaS,) = charS; ). O

Wir kdnnen somit auch von der Charakteristik ¢f#areinerm-dimensionalen
ganzzahligen Punktmeng@ sprechen. Der Zusammenhang zwischen keaus
Lemma 2.3.1 und der Charakteristikaus Definition 2.4.2 ist dadurch gegeben,
dassk der quadratfreie Teil vof[" , ; ist.

Fur die Berechnung der Charakteristik kann man Satz 2.1.1 verwenden. Dies ist
jedoch sehr aufwendig, da die Determinante efnes-2) x (m+2)-Matrix und ihr
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quadratfreier Teil bestimmt werdeniigsen. Betrachten wir eine-dimensionale
ganzzahlige Punktmenge mit Durchmesser diaffP) so lsst sich der Wert der
Cayley-Menger-Determinante eines Teilsimplex durch

m—+ 2

2 dian.(zp)%n+2

nach oben absétzen. Es kommen also recht gro3e Zahlen zustande. Genauere
Betrachtungen zur Berechnung der Charakteristik einer ganzzahligen Punktmenge
fuhren wir in Abschnitt 4.3 durch.

2.5 Uberpriifung zus Aatzlicher
Nebenbedingungen

In der Einfihrung haben wir bereits eélint, dass auch ganzzahlige Punktmengen
mit weiteren Nebenbedingungen von Interesse sind. Die erste wichtige Neben-
bedingung ist, dass bei einet-dimensionalen ganzzahligen Punktmenge keine
m + 1-Punkte in einem — 1)-dimensionalen Hyperebene dEg' liegen. In
diesem Fall sprechen wir von einer Punktmengsdmi-allgemeiner LageUber-
prufen kbnnen wir diese Eigenschaft mit Hilfe der Cayley-Menger-Determinante.

2.5.1 Lemma Eine Menge vorm + 1 PunktenpF, ..., P, im E™ mit gege-
benen Absindens; ; = §(F;, P;), liegt genau dann in einer Hyperebene falls
C(Py,...,Pn) =0.

Die zweite wichtige Nebenbedingung ist, dass keine 2 Punkte auf einem-
dimensionalen Sgiire liegen. Hier sprechen wir von Punktmengealigemeiner
Lage. Zur Uberpiifung haben wir folgendes Lemma.

2.5.2 Lemma Eine Menge vom: + 2 Punktenp, ..., Py,11 IME™ ohnem + 1
Punkte in einer Hyperebene, liegt genau dann auf einedimensionalen Syire,
wenn

0 62(P07P1) 62(P07Pm+1)
52(Py, Py) 0 . &(P1, Poit)

52(Pg1, o) 6%(Pps1, P1) ... 0
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Beweis. (Nach [141].Wir betrachten die Punktg; = (p; o, . .., pi,m—1) als Vek-
toren de€€™ und bilden

—

Py = (Pio = Pmt1,05- -+ s Pim—1 — Pmtim—1) ", 0<i<m+1.

Somit gilt P41 = 0. Jede Teilmenge vom Vektoren, diep,,+1 nicht entfalt,
ist linear unabhngig, da keinen + 1 Punkte in einer Hyperebene liegen. Die
m+ 2 Punkte liegen genau dann auf einerdimensionalen Sgitre, wenn es einen
Vektor i = (rq,...,7m_1)% gibtmité(p;, ) = |7,0 <i <m + 1.
R =11 e 8.7 =T
& B+ 1A =205, 7) = |

1
s (P = 5|p?|27 (0<i<m+1)

Man erlalt ein System mitn + 2 Gleichungen une Unbekanntem,, ..., r,,_1,
dessen letzte Zeile wegeh, 1 = 0 vernachhssigbar ist:
P ik
. fond 1 .
. r=3 .
Prm [Pl

Da diem Vektoren linear unaliingig sind, hat die Matrix auf der linken Seite den
Rangm. Es gibt nur dann einedsungr, wenn die erweiterte Koeffizientenmatrix

o |pol®

P |Pml?
ebenfalls den Rang: hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn ihre Determinante
verschwindet. Mit

Qi = (Pioy-- - Pim—1,|P:]*) EE™, 0<i<m+1
ist diesaquivalent zuC(Qo, . . . , Q1) = 0. Mit
§%(Qi,Q;) = 8Py, Py)+ (1B — 15;1%)?
3*(Py, Py) + |pil* + 195" — 20|52
erhalten wir
02(Py, Py) + |5l + 105" — 2151551 1
C(Qo,-- -, Qm+1) = s
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was sich unter Bércksichtigung vonp,,.1|?> = 0 und der schreibtechnischen
Vereinfachung; ; = 6(F;, P;) zu

6(2),0 - 2‘ﬁO|2|ﬁO|2 s 58,m - 2|ﬁ0|2|ﬁ7n|2 68,m+1 1

57271,0 _22‘ﬁ7rl‘2|50|2 s 572n,m _22|ﬁm|2|ﬁm|2 372”7m+1 1
5m+1,0 te 5m+1,m 5m+1,m+1

1 .. 1 1 0

umformen &sst. Einsetzen von
? = (16 + Pmtr]® = 25, Do 1)) (15517 + [Prngr | — 2005, Prng1))
8%(P;, Ps41)0%(Pj, Ps11)

1Bi[15

und Addition des jeweil&s?(P;, Ps..1)-fachen der vorletzten Spalte zu den ersten
m + 1 Spalten ergibt

52(Py, Py) . 8%(Py, Pry1) 1
%P1, Po) . 8?(Pmtt1, Pmi1) 1
1+20%(Py, Psy1) ... 1425%(Ppy1,Ps41) O

Zieht man das doppelte der vorletzten Zeile von der letzten Zeile ab und entwickelt
nach der letzen Spalte so ahman

5%(Py, Po) . 5%(Po, Prs1)
C(QOanm+l):2
82(Pni1,Po) oo 6%(Pus1s Prt1)
DaC(P,,...,Pn+1) = 0, muss auch die rechte Determinante verschwindgh.

Wir mochten bemerken, dass die Determinanten aus Lemma 2.5.2 nactir[31] f
m > 3 irreduzibel sind. Setzen wir abikzends; ; = §(P;, P;), so ergibt sichir
m = 2 folgende Faktorisierung
0 5(2)71 5(2),2 5(2),3
0o 0 oty dfs
o %1 0 3y
Bo Gy B 0
—(80,102,3 + 90,201,3 + 60,301,2) (00,1023 + d0,201,3 — 60.301,2) -
(00,102,3 — 00,201,3 + 00,301,2)(—00,102,3 + 0,201,3 + d0,301,2)-
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Hieraus &sst sich der Satz von Ptolaos ablesen, der besagt, dass ein konvexes
Viereck mit Seiterdngena, b, ¢, d und Diagonalere, f, wie in Abbildung 2.4,
genau dann einen Umkreis hat, waennt bd = ef gilt.

b
P
)
a C
d
Abbildung 2.4: Sehnenviereck.

Vierecke, bei denen die Eckpunkte auf einem Kreis liegen, werden auch Seh-
nenvierecke genannt. Sind Ztglich die sechs Seiteiigen und der Bcheninhalt
des Vierecks ganze Zahlen, dann spricht man auch von Brahmagupta-Vierecken
[151].

2.6 Abzahlen diskreter Strukturen

In dieser Arbeit soll neben der Konstruktion von diskreten Strukturen auétzzus
lich eine Formelfir ihnre Anzahl angegeben werden, sofern sie sich auf elementare
Art und Weise herleitenalsst bzw.iberhaupt eine einfache Formel existiert. In
Kapitel 10 behandeln wir beispielsweise die Anzahl ganzzahliger Simplizes.

In Abschnitt 2.1 haben wir definiert, wann wir zwei Punktmengeraglsvalent
betrachten wollen. Dies ist ein typisches Beispigl den Unterschied zwischen
nummerierten und unnummerierten Strukturen.

Um den Unterschied zu veranschaulichen betrachten wir nun als Beispiel die
Multigraphen auft Knoten, die Mehrfachkanten aés< d Kanten zulassen. Da
es genau Paare aus diesenkKnoten gibt und esifr jedes Paar genalModglich-
keiten ir die Anzahl der Kanten zwischen ihnen gibt, existieren geifaoum-
merierte Multigraphen. Nun échten wir die Anzahl der unnummerierten Graphen
bestimmen. Hierzu haben wir folgendagziiche Lemma.

2.6.1 Lemma (Cauchy-Frobenius, gewichtete Form¥ei eine Gruppenaktion,
eine endliche Gruppé; auf einer MengeS und eine Abbildungy : S — R in
einen kommutativen Rin@, der@Q als Teilring entldlt, gegeben. Wenm konstant
auf den Bahnen vo@& auf S ist, so gilt {ir jede Transversalg der Bahnen,

> ult) = g 2 3 wls),

teT g€G s€S,
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wobei S, die Menge der Elemente ads bezeichnet, welche vanfest gelassen
werden, also
Sg={seS|s=gs}

Als Gruppe vahlen wir meist die symmetrische Grupfg, hier speziell die5,,
die unsere nummerierten Objekte aufimithe Art und Weise umnummerieren
soll. In den meisten &len beidtigen wir nur die triviale Gewichtsabbildung :
s+ 1, so dass sich die obige Gleichung zu

T =S w(t) = |%| 3OS,

teT geG

vereinfacht.

Fur eine Erkérung der Begriffe Bahn und Gruppenoperation verweisen wir auf
[92] und berechnen stattdessen die Anzahl der unnummerierten Multigraphen auf
4 Knoten. In Tabelle 2.2 geben wiji§,| fur jeden des modglichen Zykeltypen der

Zykeltyp | [S,]
id d®
(ao&l) d4
(aoal)(agag) d4
(aoalagag) d2
(apaiag) d?

Tabelle 2.2:S,, fur Multigraphen auft Punkten.

S, an. Nach Einsetzen in Lemma 2.6.1 folgern wir, dass es genau

d® +9d* + 14d?
24
Multigraphen auf4 Knoten gibt, wobeid — 1 die maximale Anzahl an Kanten

zwischen zwei Knoten angibt.UF d = 2 ergibt sich somit, dass es genai
Graphen aufl Knoten gibt.



3 Konstruktion ganzzahliger
Punktmengen

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die Grundlagen von ganzzahligen Punkt-
mengen zusammengestellt haben, wollen wir nun beschreiben, wie man sie kon-
struieren kann. Wie in Kapitel 2 beschrieben, Bsgmtieren wir eine ganzzah-
lige Punktmengé® ausn Punkten durch eine symmetrische quadratischen-
Abstandsmatrix mit ganzzahligen Eiagren. Das Grundkonzept unserer Konstruk-
tion soll das rekursive Verschmelzen von Teilpunktmengen @@eyen Punktmen-

gen sein, siehe Abbildung 3.1. Genauer wollen wir immer je zwei Teilpunktmen-

Po P

Abbildung 3.1: Verschmelzen von zwei Teilpunktmengen.

gen’P, undP; aus jen Punkten, diex — 1 Punkte gemeinsam besitzen, zu einer
PunktmengéP, ausn+ 1 Punkten verschmelzen. Der Vorteil bei diesem Vorgehen
ist, dass nur der Abstand zwischen den zwei PunkterPay®; U P,\ P, noch
nicht aus der vorangegangenen Rekursionsstufe bekannt ist.

Nun kdnnte es passieren, dass nicht nur das VerschmelzeRyand P; son-
dern auch das Verschmelzen von zwei anderen TeilpunktmeRgemd P; zu
P, fuhrt. Im Allgemeinen wird es sogar recht viele solchédchkeiten geben.
Wahlt man beliebiges — 1 Punkte au$?, und zué&tzlich je einen der verbleiben-
den zwei Punktelfr P} undP; aus, so ergibt die Verschmelzung dieser Teilpunkt-
mengen ndlrlich wiederP,, wenn man den fehlenden Abstand geeignéhitv
Die naive Mbglichkeit um alle Punktmengen, bis auf Isomorphie, zu konstruieren,
ware, sich alle bisher erzeugten Punktmengen in einer Liste zu merken, und jedes
Mal, wenn man eineKandidatererzeugt hat, nachzuschauen ob man ihn nicht be-
reits erzeugt hat. Dieses immer wiederkehrende Durchlaufen von Listen konstru-

35
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ierter Objekte ist zum einen sehr aufwendig, falls die Listen grof3 werden, und zum
anderen passen die Listen meist sehr schnell nicht mehr in den Hauptspeicher, was
zu noch goRReren Geschwindigkeitsverlustamft. Fir dieses klassische Problem

der konstruktiven Kombinatorik gibt es einésung -ordnungstreues Erzeugen

[146], welche wir im rchsten Abschnittaher beschreiben wollen.

3.1 Ordnungstreues Erzeugen

In unserer Beschreibung des ordnungstreuen Erzeugen halten wir uns an den Ori-
ginalartikel von Read [146] aus dem Jahr 1978 und beschreibérhsidie allge-
meine Problemstellung. Gegeben sei das Problem déskeete Struktur ©, wie
zum Beispiel Graphen, zu katalogisieren. Die Elemente®ypim Folgenden auch
Objekte genannt, seien alsquivalenz- bzw. Isomorphieklassen auf einer Menge
L definiert. Fir zwei Elementé, und; aus der selbeAquivaIenzklasse VoIL
schreiben wiiy ~ [;. Weiter gebe es eine Abbildung L — Ny, die konstant auf
denAquivalenzklassen ist, mit der man die Elemente Yamach einem Parameter
klassifizieren kann. Bei Grapherdfnte man beispielsweise auf die Anzahl der
Knoten abbilden. Man hat also eine Folge von TeilmenfgrL, ..., wobeiL,
jeweils die Elementé € L enthalten sollen mij(l) = ¢. Die genaue Problemstel-
lung ist die Erzeugung von voliadigen Listen’,, die genau ein Element jeder
Isomorphieklasse voh, enthalten.

Da wir Objekte von diskreten Strukturen mit einem Computer konstruieren wol-
len, kbnnen wir die Folge auf ihre erstent 1 Elemente einsclanken und anneh-
men, dasd, fur ¢ < r jeweils eine endliche Menge ist. Wir nehmen weiter an,
dass wir, @ir jedesg < r, eine Funktiony, : L, — {true, false} haben, die ent-
scheidet, ob ein gegebenes Element Byganonisch in seiner Isomorphieklasse
ist. Hierfur sei eine Normalform gegeben, um ein kanonisches Element auszu-
zeichnen. Des weiteren seilrfg < r eine totale Ordnune, auf den Elementen
von L, und eine Erweiterungsfunktioli;, welche ein Element vori, auf eine
geordnete Liste von Elementen alig,; abbildet gegeben.

Zur schreibtechnischen Vereinfachung schreiben wir im Folgefiden x an-
stattl'y, <4, x4- Das Symbok =< b benutzen wir als natliche Abkirzung fir
a < bodera =b.

Ordnungstreues Erzeugen hat seinem Namen, weil die Li&en beziglich
<q¢+1 In aufsteigender Reihenfolge erzeugt werden. Wir werden im Folgenden
immer annehmen, dass die List€p aufsteigend sortiert sind. Das Grundistr
des ordnungstreuen Erzeugeasdt sich wie folgt als Pseudocode angeben.
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3.1.1 Algorithmus (Ordnungstreues Erzeugen)
Eingabe:L,, I', <, x

Ausgabe’
begin
'Cq-i-l =0

loop overz € L, do
loop overy € I'(x) do
if x(y) andy > letztes Element voiL,,, then
Figey zu L, hinzuend
end
end
end

Fur T, < und x hat man viele Wahlidglichkeiten, aber nicht allelifiren zu
einem Algorithmus, der eine voltstdige geordnete Listé, ., ausgibt.
Und so gibt Read [146] auch zwei notwendige Bedingungen an.

Bedingung 3.A Jedes kanonische Elementwus L,; lasst sich durch minde-
stens ein kanonisches Elemerdus L, durch Anwendung voh erzeugen,

Vy € Lgy1 : x(y) =true = 3z €ly: x(z) =true,y € ['(z).

Bedingung 3.B Die Abbildungf : £,+1 — L,, diez auf das kleinste Element,
beziglich < abbildet, mitz € T'(f(x)), ist schwach monoton,

v,y € Loy, x <y = [f(x) X fly).

Zusammen mit Bedingung 3.C, die nicht notwendig ist, sind sie auch hinrei-

chend.

Bedingung 3.C Firallez € L, istT'(x) beziglich < geordnet.

Also sollen in beiden Schleifen von Algorithmus 3.1.1 die Elemente aufsteigend

beZiglich < durchlaufen werden.
Beispiele @ir geeignete Wahlen voh, < und x in konkreten Anwendungen

konnen z.B. [1, 16, 27, 28, 53, 54, 55, 119, 120, 146, 173] entnommen werden.
Im nachsten Abschnitt wollen wir eine Variante der ordnungstreuen Erzeugung

beschreiben.
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3.2 Eine Variante der ordnungstreuen
Erzeugung

Da wir ganzzahlige Punktmengen durch Verschmelzen zweier Punktmengen und
nicht durch Erweitern einer Punktmenge konstruieren wolldisgan wir die De-
finitionen vonT', x und Algorithmus 3.1.1 leicht modifizieren. Die Definitionen
von L, p, L, und < kdnnen wiribernehmen. Die Erweiterungsfunktidndefi-
nieren wir r alleq < r alsT" : L2 — L},,, wobei der Stern eine beliebig
lange Liste von Elementen auds,;; bedeuten soll. Die Funktiow, die auf ei-
ne kanonische Form testen soll, erweitern wir § < » auf drei Rickgabewer-
te, x : Ly — {kanonisch, semi—kanonisch, weder noch}. Da wir sgater den
Begriff semi-kanonisch so definieren werden, dass aus kanonisch semi-kanonisch
folgt, soll x(z) = semi—kanonisch genau dann gelten, wennsemi-kanonisch
aber nicht kanonisch ist.

Wir wollen die Wahl der Erweiterungsfunktidnnun derart einsclinken, dass
es firg < r eine Abbildung|,, : L,y1 — L, gibt, fur die

Vai, w2 € Lyt y €l(21,22) = ly=m

gilt. An Stelle von|,, schreiben wir im Folgenden nur noghMit Hilfe der Ab-
bildung | kénnen wir die Beschreibung vom Anfang dieses Kapitels, dass zwei
Punktmengef®P; und P, ausn Punkten miteinander verschmolzen werden sollen,
die n — 1 Punkte gemeinsam haben, &8, = |P, formulieren. Somit biuch-
ten wir obige Bedingung af nur fir x(z1) = kanonisch und fur z, € L,
mit |z = |27 zu fordern. Da diese Bedingung selbstiiglich ware, verzichten
wir auf die Lockerung der Bedingung und nehmen in Kauf, ein paar exotischere
Wahlen vonl™ auszuschlieRen.

Da wir wie in Algorithmus 3.1.1 mitz; nur durch die kanonischen Elemente
von L, laufen wollen, fordern wir in Anlehnung an Bedingung 3.A:

Bedingung 3.A’
Yy € Lyt : x(y) = kanonisch = x(ly) = kanonisch.

Wie wir spater sehen werdenpknen in unserem konkreten Anwendungsbei-
spiel nicht alle kanonischen Abstandsmatrizen durch Verschmelzung zweier kano-
nischer Abstandsmatrizen erzeugt werden, deshadbeh wir den Begrifisemi-
kanonischein.

3.2.1 Definition  Ein Elementz € L, heitsemi-kanonisch falls fir den kano-
nischen Reprsentant’ der Isomorphieklasse vangilt, dass|z = |2’.
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Wir beschénken unsere Allgemeinheit weiter, indem winicht mehr als Ein-
gabeparameter zulassen sondern duattefinieren. Hierfir missen wir nur de-
finieren, welches Element einer Isomorphieklasse kanonisch genannt werden soll,
da semi-kanonisctber den Begriff kanonisch definiert wurde. Im Folgenden nen-
nen wir ein Element € L, kanonisch, falls es, béglich <, das go3te Element
in seiner Isomorphieklasse ist.

Nun sollen unsere Listefi, nicht mehr nur alle kanonischen Elemente vgn
sondern auch alle semi-kanonischen Elementelypanthalten. Dabei sollen die
Listen durch< geordnet sein, und wir formulieren Algorithmus 3.1.1 um zu:

3.2.2 Algorithmus (Ordnungstreues Erzeugen durch Verschmelzen)
Eingabe:L,, T, |, <

Ausgabe’L, 4
begin
Lot1=10

loop overzy € Ly, x(z1) = kanonisch do
loop overzy < x1, 22 € Ly, |22 = |21 do
loop overy € T'(xy,z2) do
if x(y) # weder noch andy > letztes Element voif, 41
then fugey zu £,4, hinzuend
end
end
end
end

Hinreichende Bedingungeiifl’, | und< liefert z.B. folgender Satz, wobei wir
die totale Ordnung auf L, lexikographisch auL§ erweitern. Weiter verwenden
wir fur ein Element: € L, und ein Elemeny € L, die Bezeichnung: C y,
falls es ein Element’ € L, gibt mity € I'(x, 2’) odery € I'(z/, x).

3.2.3 Satz Seien, r ¢ < r, I'; eine Erweiterungsfunktiofi, : L2 — L}, ,, eine
Abbildung|, : Lyi1 — Lg, <441 eine totale Ordnung auk,, und x,, wie
oben, durch<, definiert. Hierbei geltelir |,

Vo, 20 € Lyt y € N(x1,22) = |ly=m1

und es gelte
D(z1,22) =0 far |z, # |z,

Falls
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1. esi@ralley € L,41 Elementer; undz, ausL, gibt mity € I'(z1, z2),
und weiter gilt, dass

X(y) # weder noch = Vx Cy,x € L,,Va' ~z : 2’ < |y,

2. fur alle zi,z0,29,25 € L, mit x(xl),x( 1Y) = kanonisch,
x(x2), x(zh) # weder noch und(x1, z5) < (2, x4) gilt, dass
y € (z1,22),y € T(x],22) = y =y

3. fur alle 1,22 € Ly mit x(z1) = kanonisch und x(z2) # weder noch
gilt, dassI'(z1, z2) bediglich < geordnet ist,

dann erzeugt Algorithmus 3.2.2 aus einerimgdich < geordneten ListeC, der
kanonischen und semi-kanonischen Elementelyorine beglich < geordnete
Liste £,41 der kanonischen und semi-kanonischen Elemente yon.

Beweis.Wir wollen den Originalbeweis von Read [146] verwenden. Hierzu be-
merken wir, dass der dritte Punkt Bedingung 3.C entspricht und der zweite Punkt
eine strkere Forderung als Bedingung 3.B ist. Wiiissen also nur noch zeigen,
dass wir auch Bedingung 3.A, mit den offensichtlich notwenigen Modifikationen,
folgern kbdnnen. Nach Vorraussetzung gibtes zo € L, mity € T'(x1,z2).
Da somitT'(z1, z2) nicht leer ist, gilt|zy = |xz5. Da wir nur kanonische oder
semi-kanonischey betrachten rassen, gilt @ir o als Teilmenge vony, dass
Zo = |y = x1. Zum Schluss nehmen wir an, dass weder kanonisch noch
semi-kanonisch ist. Da alle Elemente vbg per Definition semi-kanonisch sind,
gilt ¢ > 1. Bezeichnen wir das kanonische Element aus der Isomorphieklasse
von z, mit 2/, so gilt |z’ = |xs = |x;. Day kanonisch oder semi-kanonisch
ist, gilt z/ < |y = x;. Daz’ und |y = z; kanonisch sind, gibt es’;, und z%
in Lg_y mit 2’ € T'(l2’,25) undzy € T'(Jzg,25). Mit |z, < |2 gilt auch
(lz1, 24) < (l2’, %) und somit nach Punkt 2; < 2’. Ausz; < 2’ undzy > 2/
folgern wir,z; = a2’ ~ x5. Wegen|zs = |z, = |2’ ist zo semi-kanonisch. [

Nach diesem Ausflug in die allgemeine Theorie wollen wir in den folgenden
zwei Abschnitten,iir unser Problem der Konstruktion ganzzahliger Punktmengen,
geeignete Funktioneh, | und < angeben.

3.3 Konstruktion ganzzahliger Simplizes

Nun wollen wir, mittels ordnungstreuer Erzeugung durch Verschmelzen, ganzzah-
lige Simplizes generieren. Nach Abschnitt 2dnken wir ganzzahlige Simplizes
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als Aquivalenzklassen von Abstandsmatrizen beschreiben. Unséire also die
Menge der quadratischen MatrizéberN. Hinzu kommt aber noch die Neben-
bedingung, dass die Abstandsmatrix bei gegebemeimdenE™ einbettbar sein
soll bzw. evtl. weitere Nebenbedingungen, wie z.B., dass keine 1 Punkte in
einer (m — 1)-dimensionalen Hyperebene liegen sollen. Wir verzichten also auf
eine exakte Beschreibung vdn da man sie leichtifr jede Kombination der im
Laufe dieser Arbeit erdhnten Nebenbedingungen bestimmen kann.

Da wir, wie am Anfang des Kapitels beschrieben, zwei Simplizes au®jak-
ten zu einem Simplex aus+ 1 Punkten verschmelzen wollenaien wirp so,
dass ein Element aus auf die Anzahl der Punkte abgebildet wird. Als Ordnung
< wahlen wir die reduzierte Spalten-lexikographische Ordnung aus Abschnitt 2.2.
Die Funktion| soll einfach die letzte Zeile und Spalte der Abstandsmatrix strei-
chen. In die andere Richtung sdl(z, z2) die letzte Spalte und Zeile der Ab-
standsmatrix:, an die Abstandsmatrix; antangen, siehe das folgende Beispiel.

0 4 4 0 4 2
3.3.1 Beispiel Seienz; = [ 4 0 2 Jundze = 4 0 4 | zwei Ab-
4 2 0 2 4 0
standsmatrizen. Das Verschmelzen wgrundz, ergibt
0 4 4 2
4 0 2 4
Plane) =1 4 5 o &
2 4 x 0

o

Wir sehen, dass unsere Erweiterungsfunkiiamoch nicht vollsandig definiert
ist. Zum Austillen desx benutzen wir Lemma 2.1.4. Hierzu ersetzen wiurch
2 und wandeln die Ungleichung

(=1)"C(Py, ..., Py_1) >0

um in az* + bz? + ¢ > 0. Es ergibt sich ein Intervalliir die nmglichen Werte
fur 2. Um die dritte Bedingung von Satz 3.2.3 zuigién, missen die raglichen
Werte fur z aufsteigend durchlaufen werdenirF xz; # |zo missen wir noch
definieren, das¥(x1, z2) die leere Menge sein soll. Die zweite Bedingung von
Satz 3.2.3 und die geforderte Eigenschaft yagelten offensichtlich. Dass auch
die erste Bedingung dilit ist, sieht man leicht anhand der Definition der redu-
Zierten Spalten-lexikographischen Ordnung. Sorditrken wir Algorithmus 3.2.2
mit unseren Wahlenif I', | und <, nach Satz 3.2.3[if die Konstruktion einer
vollstandigen ListeC,; aus einer ListeC, benutzen.
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Nun fehlt nur noch der Start der Konstruktion, der Durchlauf durch die Liste
Ly. Da die ganzzahligen Strecken trivial zu durchlaufen sind, geben wir einen
Algorithmus zum Durchlauf aller semi-kanonischen Dreiecke mit Durchmessern
zwischenstart undende an.

3.3.2 Algorithmus (Durchlaufe semi-kanonische Dreiecke)
Eingabe:start, ende
AusgabeDreieckeA = (a, b, ¢)
begin
for a from start to ende do
for b from 1to a do
for cfrom a +1—btoado
gebeA = (a,b,c) aus
end
end
end
end

Das Einzige, was uns jetzt noclrfeine Implementierung der Algorithmen zur
Erzeugung der ganzzahligen Simplizes fehlt, ist eine algorithmische Beschreibung
der Kanoniziatsfunktiony. Die einfachste Niglichkeit ist mittels Backtracking
alle Nummerierungen der Punkte zu durchlaufen und #iberpiifen, ob die Aus-
gangsnummerierung maximal liggich < war. Schneidet man die Tedlome im
Backtrackbaum rglichst fiih ab, so eréilt man einen, zumindesif kleine Di-
mensionenm, halbwegs akzeptablen Kanoniitest. In Kapitel 7 werden wir
erklaren, warum dieser Kanoniaistest fir kleine Dimensionen recht schnell ist,
aber fir groRere Dimensionen sehr, sehr langsam ist. Und so werden wir deswegen
in Kapitel 8 verfeinerte Algorithmeriif den Kanonizitstesty beschreiben.

3.4 Konstruktion ganzzahliger Punktmengen

Bei der Konstruktion von ganzzahligen Punktmengen der Dimensikdnnen

wir die Wahl der Ordnung< und der Funktioni ibernehmen. Auch die Wahl der
Erweiterungsfunktiol™ konnen wir fastubernehmen. Nuriir das Durchlaufen

der Werte @ir x in der zusammengesetzten Abstandsmafbixrien wir nicht mehr
Lemma 2.1.4 verwenden. Stattdessen berechnen wir mit Hilfe von Algorithmus
2.3.2 die Koordinatendarstellung. Obwohl ein Abstand nicht festgelegbistdn

wir wegenn > m + 2 die Koordinaten der Punkte berechnen. Die einzige
Freiheit, die wir im Falln = m + 2 noch haben, ist die Wahl des Vorzeichens
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VON Vopen,oben. AUS diesen, maximal zwei, Koordinatendarstellungen rechnen wir
dann einfach den letzten fehlenden Abstand aus, testen ob er ganzzahlig ist und
bringen die maximal zwei Mglichkeiten in aufsteigende Reihenfolge.

Bei der Wahl vonZ. miissen wir allerdings etwas aufpassen. Und so betrachten
wir zunachst das Problem, die-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen in
semi-allgemeiner Lage zu erzeugeiir k > m + 2 besitzen alle Teilmengen aus
n — 1 Punkten wiederum die Dimension, da keinen + 1 Punkte in einer Hyper-
ebene liegen. Es bleiben also alle Eigenschaften bis auf die Anzahl der Punkte er-
halten. AlsL, kdnnen wir also die Menge der ganzzahligeam+1) x (¢+m+1)
Abstandsmatrizen, die sich sol&f* einbetten lassen, dass keifie + 1) Punk-
te in einer Hyperebene liegen. Die Mengg bzw. £, kdnnen wir wie im vor-
herigen Abschnitt beschrieben erzeugen und durchlaufen. Entsprechend wird bei
m-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen in allgemeiner Lage vorgegangen.

Lasst man allerdings die Bedingung mit der begnkten Anzahl von Punkten
in einer Hyperebene weg, so ist nicht jede Teilmengeraus1 Punkten einer
m-dimensionalen Punktmenge aus> m + 2 Punkten wiedermn-dimensional.

Um Algorithmus 3.2.2 direkt verwenden zihknen niissten wirL, als die Menge
der ganzzahligep x ¢ Abstandsmatrizen definieren, die sidhr frgendeinm in
d—1

denE™ einbetten lassen. Das Problem hierbei ist, dass es me eindi-
mensionale ganzzahlige Punktmengensa&sinkten mit Durchmesseérgibt. Fir

d = 396 undn = 28 waren dies mehr alf)*° eindimensionale Punktmengen, ei-

ne Anzahl die selbst mit den heutigen Superrechnern nicht durchlaufen werden
kann. Da wir trotzdem alle ganzzahligen zweidimensionalen Punktmengen mit
DurchmesseB96 bestehend aug9 Punkten konstruieren wollen (siehe Kapitel

5), missen wir den Algorithmus ein wenig modifizieren.

Wir beschreiben zuichst die Konstruktion der ganzzahligen zweidimensiona-
len Punktmengen und starten mit dem Durchlauf der ein- und zweidimensionalen
Punktmengen au3 Punkten. Hierzu &nnen wir Algorithmus 3.3.2 verwenden,
wenn wir die untere Grenze in der innersfenSchleife durclu—b anstatu+1—b
ersetzen. Die Kombination zu ein- und zweidimensionalen Punktmenge#t aus
Punkten Bnnen wir geral3 Algorithmus 3.2.2 durchifiren. Im Anschluss hieran
schauen wir bei jeder erzeugten eindimensionalen Punktmemgeh, ob auch
eine zweidimensionale Punktmengerzeugt wurde mifx = |y. Falls es kein
solchegy gibt, kdbnnen aus: im weiteren Konstruktionsprozess nur noch eindimen-
sionale Punktmengen entstehen, also entfernen wir es in diesem Fall aus der Liste.
Da die Punktmengen in der Liste aufsteigend erzeugt werden, kann dieser Test
fur alle eindimensionalen Punktmengen mit einem einzigen Durchlauf durch die
Liste durchgeifihrt werden. Im Folgenden wechseln sich die Konstruktionsschritte
von Algorithmus 3.2.2 und der eben beschriebene Aussortiervorgang nicht mehr
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geeignet erweiterbarer Punktmengen ab, bis alle ganzzahligen zweidimensionalen
Punktmengen mit einem gegebenen Durchmesser erzeugt sind.

Bei der Konstruktion von ganzzahligen-dimensionalen Punktmengeiirf
m > 3 konnte manahnlich vorgehen. Da aber die Anzahl dgn — 1)-
dimensionalen ganzzahligen Punktmengen im Vergleich zwdelimensionalen
ganzzahligen Punktmengen mit gleichem Durchmesgenf> 3 recht klein ist,
bietet sich aus implementierungstechnischérerlegungen ein anderer Algorith-
mus an. Wir gehen davon aus, dass wir @ie— 1)-dimensionalen ganzzahligen
Punktmengen aus Punkten erzeugendkinen. Seil; eine solche Liste und,
die Liste der semi-kanonischemdimensionalen ganzzahligen Punktmengen. Wir
mischen nun einfach die Listen, so dass sie immer noch aufsteigend sortiert sind
und konstruieren hiermit die List€, ;.

In Abschnitt 2.4 haben wir die Charakteristik einer ganzzahligen Punktmen-
ge definiert. Mit Hilfe von Satz 2.4.3 bietet sie eineédilichkeit den Konstruk-
tionsalgorithmus sehr drastisch (siehe Abschnitt 4156 €ine genauere Aussa-
ge) zu beschleunigen. Hierzu zerlegen wir digweiter nach der Charakteristik
k = cha(P) der Punktmengen i, ;, und fuhren den Konstruktionsprozess f
jede Charakteristik aus, einzeln aus. Es soll darauf hingewiesen werden, dass die
Charakteristik einer Punktmeng@&von ihrer Dimensionn abhangt. Kombiniert
man also Punktmengen unterschiedlicher Dimensionen, so kann man Satz 2.4.3
nicht anwenden, und muss doch wieder die Listgmmiteinander kombinieren.

3.5 Andere Wahim dglichkeiten fur die
Parameter der ordnungstreuen Erzeugung

Ordnungstreues Erzeugen ist eine viel benutzte Technik um Objekte von diskreten
Strukturen zu erzeugen. Da die Allgemeinheit von Read’s Originalartikel [146]
sehr riitzlich fur unsere Zwecke ist, sind in Abschnitt 3.1 ganz bewusst weite Teile
aus [146] einfaclibernommen oder nur leicht modifiziert wurden. Dem Leser soll
aufgezeigt werden, dass sich hinter dem Begriff ordnungstreues Erzeugen eine
ganze Klasse von Algorithmen mit verschiedenen Parametern verbirgt und sich
die natirliche Frage ergibt, welche Parametgre man denn benutzen kann.

Eine wesentliche Motivationif diese Betrachtungen war die Frage, wie ord-
nungstreues Erzeugen und iterierte Klassifizierung, siehe Abschnitt 7.3, zusam-
mentangen bzw. ob wir die iterierte Klassifizierung als Kanogitstest fir ord-
nungstreues Erzeugen benutzémiken. Es wird sich in Abschnitt 7.3 herausstel-
len, dass wir es in unserem Fall niclitnoen, da Bedingung 3.A nicht éft ist,
wenn wirl’ und | so wahlen, wie vorher beschrieben.
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Die zweite Motivation Abschnitt 3.1 wiederzugeben, war die entsprechende
Formulierung der Variante des ordnungstreuen Verschmelzens, wie wir sie in Ab-
schnitt 3.2 dargestellt haben. Da wir ganzzahlige Punktmengen auch durch Erwei-
terung, also klassischalten konstruierendnnen, stellt sich die Frage, warum
wir sie durch Verschmelzen konstruieren. Um diese Frage zu beantworten geben
wir in Abschnitt B.1 ausge@hlte Laufzeitvergleiche zwischen der ordnungstreu-
en Erzeugung durch Erweitern (Abschnitt 3.1) und der ordnungstreuen Erzeu-
gung durch Verschmelzen (Abschnitt 3.2) an. Es wird sich herausstellen, dass Ver-
schmelzen in unserem Anwendungsbeispigigiger ist.

Theoretischdsst sich dies durch digtrukturund die Stirke unserer Neben-
bedingungen erélren. Wenn wir beispielweise ganzzahligedimensionale Sim-
plizes konstruieren wollen, issen die Einbettbarkeitsbedingungen von Lemma
2.1.2 erfillt sein. In Abschnitt 2.1 haben wir auch gesehen, wie man diese Be-
dingungen algorithmisch schnéiberptift. Nimmt man nun an, dass nur ein paar
Abstanded (i, m + 1) zumm + 1-ten Punkt bekannt sind, so kgt man expo-
nentiellen Aufwand, um alle bereits testbaren Bedingungen von Lemma 2.1.2 zu
tberpiifen. Wahlt man dagegen aus diesen Bedingungen nur einige wenige aus,
so geht man die Gefahr ein, dass man viel zu viele Objekte erzeugt, bei denen man
erst spater feststellt, dass sie die Einbettbarkeitsbedingungen nidhkegrf

Aus diesem Grund erweitern wir ganzzahlige Punktmengen auch punktweise
und nicht Abstandifr Abstand. Dem letzteren Vorgeheitirde bei der Konstruk-
tion von Graphen das Hinziien einer Kante entsprechen.

Nachdem wir die Wahl vom, I und | motiviert haben, stellt sich noch die
Frage, ob man nichtif < eine andere als die reduzierte Spalten-lexikographische
Ordnung latte wahlen lonnen. In Abschnitt 2.2 hatten wir noch die reduzierte
Zeilen-lexikographische Ordnung eitnt. Bei unserer Wahl voh und | erflllt
die reduzierte Zeilen-lexikographische Ordnung im Allgemeinen nicht Bedingung
3.A, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden.

3.5.1 Beispiel Betrachten wir folgende symmetrische Matrix

NN W OO
— W = = O Ot
— TN O
— s O N =W
— O e Ot W N
O = = = =N

auf 6 Punkten, so stellen wir nach kurzéelberlegung fest, dass sie kanonisch
beZiglich der reduzierten Zeilen-lexikographischen Ordnung ist. Weiter setzen wir
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o = (0,1)(3,2,4) und betrachten die zwei Matrizen

IM = und o(lM) =

N Wk Ot O
W = = O ot
(2 RN el N
= O NN = W
O = Ot W N
N W s Ot O
== N O ot
W = O N
Gl O = = W
O O W k=N

Da|M < o(| M) gilt, ist | M nicht kanonisch bdmglich der reduzierten Zeilen-
lexikographischen Ordnung, und somit ist Bedingung 3.A verletzt. o



4 Eigenschaften und
Berechnung der Charakteristik

In diesem Kapitel wollen wir die Eigenschaften der Charakteristik von ganzzahli-
gen Punktmengenamer untersuchen.

In den vorherigen Kapiteln haben wir gesehen, dasdiastiy ist ganzzahlige
Punktmengen getrennt nach der Charakteristik zu konstruieren. Wgisen also
immer wieder Listen von Simplizes nach ihrer Charakteristik sortieren. Da das
Sortieren im Hauptspeicher eines Rechners mehrtdsnal schneller ist als das
Sortieren auf der Festplatte, lohnt es sich einigen Aufwand zu betreiben, um zum
einen den Speicherbedaifrfeinen einzelnen Simplexdglichst gering zu halten
und zum anderen den Sortiervorgang so zu organisieren, dagichst wenig
Schreibzugriffe auf der Festplatte stattfinden.

4.1 Ressourcenschonende Datenstrukturen fur
Simplizes

Die Konstruktion derm-dimensionalen Simplizes kann immer in EinZellen
stattfinden, bei denen dasofgte(m — 1)-dimensionale Teilsimplex identisch ist.
Anstatt der(’y ) paarweisen Abginde der Eckpunkte eines-dimensionalen Sim-
plex brauchen wir nur die» Abstande, die sich im Laufe eines eben beschriebe-
nen Einzeldurchlaufesndern nnen, @ir jeden Simplex einzeln zu speichern. Die
restlichen Absinde kbnnen global gespeichert werden.

Die Grole der SeiteAhgen ist theoretisch nicht nach oben beschkt, so dass
eine allgemeine Implementierung der hier vorgestellten Algorithmen eine Lang-
zahlarithmetik verwenden sollte. Doch durch praktische Laufzeitbetrachtungen
lassen sich veiimftige obere Schranketif die Seiterdngen angeben, um opti-
mierte, auf bestimmte @fle beschiinkte, Extraimplementierungen zu schreiben.
So gibt es z.Buber eine Milliarde verschiedener ganzzahliger Dreiecke mit glei-
chem Durchmesser, sobald der Durchmesser mindezténs = 65.535 betiagt.

Fur die Konstruktion von ganzzahligen Dreiecken ist also die Verwendung des Da-
tentypsunsigned short infur die Seiterdngen durchaus ausreichend. Déaclmst

47
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kleinere Standarddatentymsigned chawiirde nur Durchmesser bis maxin2ab
erlauben, wobei es nu6.384 verschiedene ganzzahlige Dreiecke mit Durchmes-
ser255 gibt. Fiur Simplizes der Dimensiom > 3 ist der Datentypunsigned char
durchaus ausreichend, da es berg#274.949.522 unterschiedliche ganzzahlige
Tetraeder mit Durchmess2b6 gibt (siehe Kapitel 10).

Die Charakteristik eines Simplex ist gegdrer ihrem Durchmesser eine
sehr groRe Zahl. i die Charakteristik eines Dreiecks haben wir folgende
Abschatzung.

4.1.1 Lemma Fur die Charakteristik chaiS) eines Dreiecks mit Seiteringen
a, bundc gilt
char(S) < 3 - max(a,b,c)*.

Beweis.Nach der Definition der Charakteristik (Abschnitt 2.4) gilt
cha(S) < (a+b+c)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c).

Setzen wila = b = ¢, S0 betagt diese obere Absateung3a* = 3 - max(a, b, c)*
(0.B.d.A.a > b > ¢). Da die Charakteristik eines Dreiecks als quadratfreier Teil
dieser Zahl definiert ist, irde sie in diesem Fall betragen, also sehr klein sein.
Wir bemerken jedoch, ohne Beweis, dass mangegebenes > 0 immer Drei-
eckeS mitchar(S) > (3—¢)-max(a, b, ¢)* finden kann, indem manhinreichend
grol3 undb undc geeignet und nahe beiwahlt.

Umnun(a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+ b+ c) nach oben abzusatren
nehmen wir 0.E. an, dass > b > c gilt und a fest gevahlt ist. Die Dreiecks-
ungleichungen ersetzen wir durch die séaweren Ungleichungeh< b, ¢ < a.

Nun kdnnen wir mit Standardmitteln der Analysis das globale Maximum dieser in
einem Quadrat definierten Funktion von zwei Variablen bestimmen, wobei wir die
Details dem Leseiiberlassen. |

Somit kdnnen wir zum Speichern der Charakteristiken von Dreiecken mit
Durchmessern vondthstenst9.796 bzw. 41.873 die Datentyperunsigned long
long bzw. long longverwenden, die aus 8 Byte bestehen.

Wenn wir den Zusammenhang zwischen der Charakteristik eines
dimensionalen Simplex und seinem Volumenumésichtigen, und zudem noch
benutzen, dass der Simplex mit identischen Seirggen unter allen Simplizes mit
gegebenem Durchmesser dasf§e Volumen besitzt, dantbknen wir das folgen-
de allgemeinere Lemma beweisen.

4.1.2 Lemma Fur die Charakteristik chafS) einesm-dimensionalen SimpleX
mit Durchmesser dia(&) gilt

char(S) < W(m + 1)diam(S)*™ .
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Beweis. Wir betrachten einm-dimensionales SimplexS mit Eckpunkten
Py,...,P,, bei dem jede Seite diednged = diam(S) hat. Wegen Definition
2.4.2, Satz 2.1.1 und der vorherigen Bemerkung gilt

chars) < 2= U om, )

daw der quadratfreie Teil voa™ (m!)? ist. Nun milssen wir nur noch den
Wert der Cayley-Menger-Determinar@& P, . . ., P,,) ausrechnen.

Entwickeln nach der ersten Zeile und Umsortieren der verbleibenden Zeilen
liefert

1 d® & ... &2

1 0 d* ... d?
C(Py,...,Pp)=(m+1)| 1

1 d ... & 0

Addiert man nun jeweils dasd?-fache der ersten Spalte zu den restlichen Spalten
hinzu, so erhlt man

C(Po,...,Pn)=(m+1)| 1 ¢

0
1 0 0 —d?
O
m ull [ m|ull | [l m | ull ]Il
2| 49.796| 41.873 7| 20119 12 5|5
3| 1.290| 1.149 8| 13| 13 13 4| 4
4 209 191 9] 10| 9 14 41 4
5 70 65 10 8| 7 15 41 3
6 34 32 11 6| 6 16 3| 3

Tabelle 4.1: Maximaler Durchmesser bei Speicherung der Charakteristiksils
gned long longpderlong long
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Mit Hilfe dieses Lemmas é&nnen wir in Tabelle 4.1 angeben, bis zu welchem
Durchmesser das Abspeichern der Charakteristik eingémensionalen Simplex
mit den Datentypennsigned long londu | 1) undlong long(l I), auf einem 32-bit
Rechner, mglich ist. Falls die Dimensiom grof3er als19 ist, kdnnen nur noch
Charakteristiken von Simplizes mit einem Durchmesser imhbten® abgespei-
chert werden. Derartige Simplizes behandeln wir in Abschnitt 10.2.

Die soeben géihrten Betrachtungen zu den Wertebereichen der Datentypen
sind exemplarisch zu betrachten, da wir in etlichen Spezialimplementierungen aus
Effizienzgiinden anstatt einer Langzahlarithmetik nur Standarddatentypen ver-
wendet haben. Diese Programme liefern somit rimrbfestimmte Parameterbe-
reiche korrekte Ergebnisse und wir mussédmliche Betrachtungen durdiifren,
um die zuéssigen Parameterbereiche zu bestimmen.

4.2 Sortieren nach Charakteristik

Sollten die in einem Schritt zu konstruierenden Simplizes in den Hauptspeicher
passen, so @hlt man fir die praktische Implementierung Quicksort urinl &i-

ne theoretische Laufzeitanalyse Heapsort. Insbesoniera f= 2 und gibRere
Durchmesser werden die Simplizes allerdings nicht mehr auf einem normalem
Heim-PC in den Arbeitsspeicher passen. Hier sollte man die zu sortierenden Da-
ten in mbglichst gleich grol3e 8tke aufteilen, um diese einzeln im Hauptspeicher
Zu sortieren.

Eine Moglichkeit ware, Hybridsort mit double distributed partitioning zu
benutzen. Dieser Algorithmus berechnet aus einem Datum die Nr. Em&sii-
nersin den das Datum gesteckt wird. Die Container werden anschlie3end einzeln
mit einem beliebigen Sortierverfahren sortiert und aneinandargghDamit die
Container nglichst gleich viele Daten enthalten, passt man die Forinmelié Be-
rechnung der Container-Nr. mittels einer Stichprobe an die Verteilung der Daten-
schlissel an. Br eine genauere Beschreibung bzw. Analyse von Hybridsort siehe
z.B. [60, 117, 130]. Anstatt eine Stichprobe im laufenden Programm vorzuneh-
men wollen wir die Verteilung der Charakteristiken von ganzzahligen Dreiecken
modulo K untersuchen. Das Ziel ist es, geeignete Wditesf zu finden, so dass
die Verteilung ndglichst gleichnBig ist.

Wir haben etliche Tests mit unterschiedlichen Werté&nA und unterschied-
lichen Durchmessern gemacht. In Tabelle 4.2 und in Tabelle 4.3 geben wir einen
Teil der Daten an, der die wesentlichen Ergebnisse aus den Testreihen sichtbar
macht. Zum einen nehmen wir mit000 eine Zahl mit relativ vielen Teilernif
den Durchmesser und zum anderen nriif)9 eine Primzahl als Durchmesser.
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char K=16 | K=17 | K=19 K=24 K=30 | K=32
=0 0| 98.482| 89.611 0 56 0
=1 14.388| 26.250| 21.754 5.575| 44.756| 7.306
=2 9.918| 25.234| 23.050 6.216 20| 5.088
=3 | 34.542| 24.381| 24.233| 34.508 826 | 17.141
=4 0 | 24.688| 22.447 0 3.592 0
=5| 14.345| 25.237| 23.337 8.812 755 | 7.112
=6 9.301| 25.009| 23.034 9.267 9.615| 4.759
=7 | 167.879| 25.264| 22.919| 65.745 272 | 84.043
=8 0 | 24.492| 22.527 0 14 0
=9 | 13.974| 25.405| 22.761| 14.134| 113.937| 7.121
=10 9.917| 25.842| 23.335 3.738 20 | 4.928
=11| 34.757| 24.934| 23.280| 21.364| 69.960| 17.376
=12 0 | 26.895| 22.294 0 20 0
=13 | 14.379| 25.101| 22.581 5.564 232 | 7.133
=14 9.295| 23.110| 22.674 5.826 6.058| 4.764
=15 167.805| 26.309| 21.839| 167.656 1.126 | 84.173
=16 23.867| 23.348 0 3.617 0
=17 22.083 8.653 572 | 7.082
=18 23.393 9.881 18 | 4.830
=19 13.427| 44.667| 17.401
=20 0 30 0
=21 14.348| 113.945| 7.233
=22 3.503 6| 4.542
=23 102.283 564 | 83.836
=24 9.439 0
=25 384 | 6.853
=26 5.920| 4.989
=27 812 | 17.381
=28 6 0
=29 69261 | 7.246
=30 4531
=31 83.632

Tabelle 4.2: Verteilung der Charakteristik von Dreiecken mit Durchmeks8660
modulo K.

Eine derartige Unterscheidung ist bei zahlentheoretischen Problemen immer
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K=16 K=17 | K=19 | K=24 | K=30| K=32

=0 0 | 100.072| 90.938 0 | 25.186 0
=1 17.838| 24.350| 23.152| 6.912| 10.866| 8.902
=2 | 28.212| 26.525| 23.307| 17.286| 4.436| 14.008
=3 | 82.715| 23.802| 22.681| 81.596| 27.339| 41.739
=4 0] 25.964| 23.961 0| 3.010 0
=5 17.928| 27.669| 21.682| 10.806| 54.210| 9.004
=6 | 28.214| 24.662| 23.718| 28.166| 7.990| 14.186
=7 | 81279 25.802| 23.291| 31.555| 11.125| 34.454
=8 0| 26.565| 23.442 0| 4518 0
=9 | 17.566| 25.201| 21.965| 17.670| 28.217| 8.784
=10 | 28.212| 25.657| 23.784| 10.914| 9.904| 14.090
=11 | 80.414| 26.242| 24.099| 49.675| 17.778| 40.418
=12 0| 24.825| 23.616 0| 7.556 0
=13 | 17.602| 25.168| 23.231| 6.996| 8.701| 8.788
=14 | 28.210| 25.276| 24.275| 17.230| 5.176| 14.106
=15| 81.355| 25.222| 24.291| 81.041| 87.916| 36.132
=16 26.543| 23.359 0| 3.390 0
=17 22.795]| 10.822| 15.803| 8.936
=18 21.958| 28.224| 7.066 | 14.204
=19 31.858| 12.449| 40.976
=20 0 | 15.120 0
=21 17.728| 30.739| 8.924
=22 11.028| 2.610| 14.028
=23 50.038| 15.410| 46.825
=24 8.592 0
=25 34.180| 8.782
=26 5.266 | 14.122
=27 23.824| 39.996
=28 3.028 0
=29 18.140| 8.814
=30 14.104
=31 45.223

Tabelle 4.3: Verteilung der Charakteristik von Dreiecken mit Durchmeks§6f
modulo K.

ratsam. Wir haben jedoch festgestellt, dass die Verteilung der Charakteristiken von
Dreiecken modulds nicht wesentlich davon alaingt, wie viele Teiler der Durch-
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messer hat. #r die unterschiedlichen Werte vdii haben wir repiisentativ zwei
Primzahlenl7 und 19, zwei Zweierpotenzem6 und 32, und zwei Zahlen24 und
30, mit vielen Teilern ausge@hlt. Wahlt manK als Primzahl, so sind die An-
zahlen der Dreiecke mit Charakteristk 0 alle ungeéhr gleich grof3, wobei die
mittlere Abweichung vom Mittelwert ung&hr zwischer2 und3 Prozent und die
maximale Abweichung vom Mittelwert ung#ir zwischeré und7 Prozent liegt.
Die Anzahl der Dreiecke mit Charakteristik 0 mod K weicht um ein Viel-
faches von diesen Anzahlen ab. Ist dagegerine Zweierpotenz @fier gleich
16, so ist ein sich all& Schritte wiederholendes Muster erkennbar. FAllkeine
Zweierpotenz, sondern nur ein Vielfaches Wwist, dann ist dieses Muster ver-
wischt bzw. geht auch komplett unter, siehe hierzu z.B. die Wén&f= 24 in
Tabelle 4.2 und Tabelle 4.30F Werte vonK mit vielen Teilern &llt es schwer
Uberhaupt Regeléafdigkeiten zu entdecken. Als E&kung mag dienen, dass die
RegelnaRigkeiten fir Primzahlenk in diesem Fall starkiberlagert auftreten.

Die regelnaRigste Verteilung der Charakteristik der Dreiecke modiletellt
sich demnachifr Zweierpotenzen ein. Wir fassen nochgjaufeinander folgen-
de Grenzen zu einem Container zusammen, so dass die Verteilung nicht nur re-
gelmaRig, sondern die Container alle auch u@efgleich grol3 sind. Beispielhaft
geben wir fir Dreiecke mit Durchmesser000 und K = 256 die GioRRe der Con-
tainer an:

62.890, 62.780, 62.845, 63.062, 63.389, 62.352, 62.600, 62.342, 62.336,
62.755,62.044, 62.764, 62.366, 62.695, 62.517, 62.300, 62.570, 62.847,
62.385, 62.334,61.897,62.408, 61.983, 62.280, 62.227, 62.364, 62.908,
62.065, 63.018, 62.257, 63.046, 62.374.

Die mittlere Abweichungos_ g00(256) vom Mittelwert betigt hier ein knappes
halbes Prozent und die maximale Abweichufg oo (256) vom Mittelwert be-
tragt knappl, 4 Prozent. Dieses Beispiel ist ein wenig Zingtig gevahlt, da der
Durchmesse?.000 durch? teilbar ist, fir ungerade Durchmesser sind die Abwei-
chungen ein bisschend@fer. Um ein besseres Géf fir die schlechten &le zu
bekommen definieren wir

da _
@y, (K) = max (wa(K),

—ds _ —
@a, (K) = max (@a(K)

und geben in Tabelle 4.4 ein paar Werte an. Wiscimten enghnen, dass wir

fir unsere praktischen Berechnungen (die Konstruktion der ganzzahligen plana-

ren Punktmengen mit gegebenem Durchmeskes) {23, 24,25 26 27} gewahlt
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haben, da wir mitX' = 27 und der pessimistischen und empirischen Absoing
w < 25% auch fir Durchmesser bi20.000 mit ca. 180 MB Arbeitsspeicher aus-
kommen. Zur Sicherheitberpiifen wir trotzdem, ob die Containéberlaufen.

K=2K=2 K=26| K=2"| K=28] K=29]K =210

ol dO(K) | 2,66% | 4,79% | 4,94% | 5,39% | 5,68% | 5,89% | 6,23%
000

w1 o00(K) | 2,66% | 6,86% | 12,02% | 12,78% | 14,63% | 17,04% | 21,11%
w5000 (K) | 2,59% | 4,49% | 4,60% | 5,07% | 5,35% | 5,47% | 5,55%
w3000 (K) | 2,59% | 6,87% | 10,75% | 11,45% | 13,27% | 13,92% | 14,76%
oo (K) | 2,47% | 4,33% | 4,41% | 4,95% | 5,30% | 5,39% | 5,49%
oo (K) | 2,47% | 6,76% | 11,00% | 11,36% | 13,04% | 13,43% | 13,84%

Tabelle 4.4: Ausge@hlite Werte vono? (K) undw? (K).

Nun stellt sich die Frage, ob man die empirisch festgestellte Verteilung der
Charakteristiken von Dreiecken modwauch theoretisch erfden kann. Leider
konnen wir an dieser Stelle diese Verteilung nicht theoretisch herleiten, zumin-
dest nicht mit einer exakten Fehlerabdtdung. Wirliberlassen es dem Leser als
ungebstes Problem, dthten aber eriahnen, dass wir sie prinzipiell, wenn auch
nicht mit einem exakten mathematischen Anspruch, qualitativaesRl Kbnnen.
Hierzu sind allerdings ein paar Begriffshildungen und heuristisch motivieiteeN
rungen notwendig, mit denen wir den Leser nicht langweil@gimen. Zum einen
weil die Herleitung, wie schon eg&hnt, nicht mathematisch exakéve, zum ande-
ren weil sich damit z.B. die Anzahl, der ganzzahligen Dreiecke mit einem Durch-
messer zwische®000 und8.007, deren Charakteristiiquivalent7 modulos ist,
auch nur mit einem absoluten Fehler von gt (empirischer Wert) bestimmen
lassen.

Fur hdhere Dimensionen alss = 2 kdnnte man ndirlich ebenfalls entspre-
chende Untersuchungeirfdie Charakteristik’(S) einesm-dimensionalen Sim-
plex anstellen. Da wir aber mit der uns zu \lggting stehenden Rechenkraft
nicht zu so hohen Durchmessern vordringémien, bei denen wir nicht mehr
im Hauptspeicher nach der Charakteristik sortierénrien, gehen wir in dieser
Arbeit nicht weiter darauf ein.

4.3 Berechnung der Charakteristik

In Abschnitt 2.4 haben wir gesehen, dass die Charakteristik der quadratfreie Teil
einer zum Teil sehr gro3en Zahl ist. Da bishiardas Bestimmen des quadratfreien
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Teils einer Zahl kein wesentlich schnellerer Algorithmus als die Faktorisierung
der Zahl gefunden wurde und die Faktorisierung gro3er Zahlen ein algorithmisch
schweres Problem ist,ave es von Vorteil die Cayley-Menger-Determinante in
Faktoren zu zerlegeniiF 2-dimensionale ganzzahlige Punktmengen ist

(a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c)

eine solche Zerlegung.UF m > 2 ist eine Zerlegung der Cayley-Menger-
Determinante nicht nur nicht bekannt, sondern gar nicbglioh. Nach [31] ist
die Cayley-Menger-Determinantérfm > 3 irreduzibel.

Wir mochten enhnen, dasdif den Fallm = 2 die Bedingung

(a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c) >0

aus der Cayley-Menger-Determinante eine geschickte Zusammenfassung der Drei-
ecksungleichungen + b > ¢, a + ¢ > bundb + ¢ > a zu einer Ungleichung
ist.

Da wir fur m = 2 eine nichttriviale Faktorzerlegung der Cayley-Menger-
Determinante kennen,0knen wir sie benutzen, um die Charakteristiken sehr
schnell zu berechnen. Hierzu berechnen wir die Primfaktorzerlegungen der qua-
dratfreien Teile der nétlichen Zahlen kleiner gleicBd vor, wobeid hier der
maximale Durchmesser istiiif den wir ganzzahlige Punktmengen konstruieren
wollen. Dies geht inD(dv/d), was wegen deo(d?) Dreiecke mit Durchmesser
d, siehe Kapitel 10, nicht ins Gewichilft. Da jeder der vier Faktoren der zweidi-
mensionalen Cayley-Menger-Determinante kleiner glgitist, konnen wir davon
ausgehen, dass wiillf jeden Faktor eine aufsteigend sortierte Liste der Primteiler
seines quadratfreien Teils vagbar haben. & zwei quadratfreie Zahlefy und f;
ist eine Primzahp genau dann ein Teiler des quadratfreien Teils Ygfi, wenn
sie genau eine der beiden Zahlgrund f; teilt. Somit kKbnnen wir die Primfaktor-
zerlegung vom quadratfreien Teil vgi f1 durch einen gleichzeitigen Durchlauf
der entsprechenden Listen vgp und f; berechnen. Diesabst sich mit einem
Aufwand vonO(Lg + L, ) realisieren, wobelL; jeweils die Lange der Liste ist. Da
die Lange der Listen von der Anzahl f) bzw.w(f1) der Primteiler vonf, bzw.
f1 abrangt geben wir folgendes Lemma aus der Zahlentheorie an.

4.3.1 Lemma [75] Fur die Anzahlw(d) der Primteiler einer Zahld gilt die

Absclatzung
log d
d .
w(d) € 0 <loglogd)
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Insgesamt dsst sich die Berechnung der Charakteristik eines Dreiecks mit

Durchmesset! in O (lolglgocgld) durchiihren, wenn man die Primfaktorzerlegun-
gen der Zahlen kleiner gleich bereits vorberechnet hat.
Da wir im Folgenden &ufiger eine Abscitzung fir die Anzahlr(d) der Teiler

einer Zahld berbtigen, geben wir sie an dieser Stelle gleich mit an.

4.3.2 Satz [75, Satz 317]Fir e > 0 undd > dy(¢) gilt fir die Anzahlr(d) der
Teiler vond

7(d) < 20+ mefa ¢ O(dW) .

Da es fir m > 3 keine nichttriviale Faktorzerlegung der Cayley-Menger-
Determinante = C(S) gibt, missen wir den quadratfreien Teil direkt bestimmen.
Eine Moglichkeit dazu ist es'(S) in seine Primfaktoren zu zerlegen. Wir wollen
jedoch zuichst eine andere dglichkeit vorstellen, dielfr kleinez schneller ist.

4.3.3 Algorithmus  (Quadratfreier Teil)
Eingabe:z
Ausgabeguadratfreier Teil vorl
begin
s=Zz
r=1
for ¢ from 2to | /=] do
anz =0
while t|s do
anz =anz + 1
s=3
end
if anz =1 mod 2thenr = rt end
end
if /s ¢ Nthenr =rsend
return r
end

Der Aufwand dieses Algorithmus bagtO (¥/z). Um seine Korrektheit zu be-
weisen betrachten wirnach Durchlauf der for-Schleife. Da wir bereits durch alle
Zahlen kleiner gleich¥/z geteilt haben und < z, sind alle Primfaktoren vor
groRer alsy/z unds besitzt somit maximal zwei Primfaktoren. Folglich ssgenau
dann nicht quadratfrei, wenn beide Primfaktoren gleich sind hzswe N gilt.
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Fur grol3ez geht die Bestimmung des quadratfreien Teils wathneller, wenn
man z vollstandig faktorisiert. Wir bemerken, dass der triviale Faktorisierungsal-
gorithmus des Ausprobierens alleBglichen Teiler einen Aufwand vo@(/z)
hat. Aber schon die nur ein wenig kompliziertere Pollard-Rho-Methode mit einem
Aufwand vonO ({/z (log 2)?) schneller ist. Br einenUberblick iiber moderne
Faktorisierungsverfahren verweisen wir auf [123, 148, 149].

In Abschnitt 4.5 werden wir feststellen, dass die Konstruktion der ganzzahligen
Vierecke mit Durchmesset im Mittel fiir jedes Dreieck mindestens einen Auf-

wand vonO (dlog ﬁ,gd) hat. Um die Gesamtkomplegit nicht zu erbhen, geigt

es somit einen Faktorisierungsalgorithmus mit einer Laufzeit@gd©zioza ) zu

benutzen. Derartige Algorithmen sind seit 1975 bekannt. Wiadnen hier nur
die Kettenbruch Methode von Morrison und Brillhart [125] mit einer Komple-

xitat von
0 (Z (2+0(1)) 2gloe= )

fur die vollstindige Faktorisierung einer Zahl [145]. Benutzen wir die
Abschatzungz < m3d?™ aus dem Beweis von Lemma 4.1.2, so ergibt sich nach
ein paar Umformungen

O(mﬁogd—&-m@d%)

als obere Schrankéff den Aufwand der Berechnung der Charakteristik C'(S)
einesm-dimensionalen ganzzahligen Simpl&xwobei sich der linke Summand
aus der Berechnung der Cayley-Menger-Determinante ergibt. Betrachten wir

als konstant, so bleiben wir in der @enordnung (dlogfogd>.

Wir mdchten bemerken, dass die Existenz einesogiiz), polynomialen Al-
gorithmus zur Berechnung des quadratfreien Teils einer Zahm betihmtes un-
geldste Problem aus der Zahlentheorie ist. Die Berechnung des Rings der ganzen
Zahlenuber einen algebraischen Zabiper Bsst sich z.B. hierauf zickfihren
[114, 144]. Es ist bisher nicht bekannt, ob die Bestimmung des quadratfreien Teils
einer Zahl prinzipiell einfacher ist als die Berechnung der Primfaktorzerlegung.

4.4 Anzahl unterschiedlicher Charakteristiken

Aus Tabelle 2.1 konnte man die Vermutung ablesen, das®8sgordnungsatiig
nicht viel weniger unterschiedliche Charakteristiken als ganzzahlige Dreiecke mit
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4.500.000

T T
Charakteristiken
Dreiecke
4.000.000 0,2*d*d

3.500.000
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Abbildung 4.1: Anzahl unterschiedlicher Charakteristiken bei ganzzahligen Drei-
ecken.

Durchmessed gibt. Das folgende Lemma beweist eine Aussage in diese Richtung,
graphisch wird die Situation in Abbildung 4.1 dargestellt.

4.4.1 Lemma Die Anzahl der verschiedenen Charakteristiken von ganzzahligen
Dreiecken mit Durchmesserist in O (d*) und ino(lo‘;—id)

Beweis. Die Anzahl {% der verschiedenen ganzzahligen Dreiecke mit

Durchmessetl ist eine obere Schrankéirf die Anzahl verschiedener Charakte-
ristiken. Wir wahlen o0.Ed hinreichend groR3. & die untere Schranke betrachten
wir zwei Primzahlerp;, p, mit 2d < p; < L2d und 2d < p, < %d. Wir setzen

a = d und definiererb undc durchp; = a + b+ cundps = a + b — ¢. Aufgelost
nachb undc ergibt sich

—d, undc:p1;p2.

p1+ P2
b:
2
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Da p; und p» fur hinreichend grof3eg ungerade sein irssen, liefert die obige
Festlegung ndfrliche Zahlerb undc mit

3
4
Wegenb + ¢ = p; — d > d = a bildena, b undc somit ein ganzzahliges Dreieck

mit Durchmessetdl unda > b > c.
Da

d<b<dund§d<c<§d.

3 7 1 5
§d<a—b—|—c< gdund§d<_a+b+0< gd,

sindp; # po groBer alsa — b + ¢, —a + b + ¢ und somit wird die Charakteristik
des Dreiecks durch;p, geteilt. Nach dem Primzahlsatz haben viir #; undp,

je o(@) Wabhlen, und es ergeben siaﬁlog%d) verschiedene Charakteristiken.
O

Anhand von Abbildung 4.1 stellen wir folgende Vermutung auf.

4.4.2 Vermutung Die Anzahl der verschiedenen Charakteristiken bei ganzzabhli-
gen Dreiecken mit Durchmessetiegt in o(d?).

4.5 Anzahl von Dreiecken mit gleicher
Charakteristik und gleichem Durchmesser

Mit dem Algorithmus aus Abschnitt 3.3knen wir ganzzahlige Vierecke in semi-
allgemeiner Lage mit Durchmessékonstruieren, indem wir Paare ganzzahliger
Dreiecke mit Durchmesset miteinander kombinieren. Da es nGx(d?) ganz-
zahlige Dreiecke mit Durchmessérgibt, hat der Algorithmus &chstens einen
Aufwand vonO(d*). Benutzt man noch zaszlich Satz 2.4.1 so kann man den
Aufwand reduzieren. Ziel dieses Abschnitts ist eine Aldszting der Laufzeit-
komplexitt der Konstruktion ganzzahliger Vierecke in semi-allgemeiner Lage mit
Durchmessetl unter Beiicksichtigung der Charakteristik. Da wir nun nur noch
Dreiecke mit gleicher Charakteristik und gleichem Durchmesser miteinander kom-
binieren, beitigen wir zur Laufzeitabsétzung die Anzahl)(d, k) der Dreiecke

mit Charakteristikc und Durchmesset.

4.5.1 Lemma Fur quadratfreiesk ist die Anzahk)(d, k) der Dreiecke mit Cha-
rakteristik £ und Durchmesset durch

@b) abe{1,2,...,d}, a+b>d,
’ JweN:(a+b+d)(a+b—d)(a—b+d)(—a+b+d) = kw?
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und fir nicht quadratfreies: durch

¥(d, k) =0
gegeben.

Mit ¢)(d) bezeichnen wir das Maximumax;{v(d,k) | k& € N} von ¢
Uber alle ndglichen Charakteristiken. Setzt man voraus, dass die ganzzahligen
Dreiecke mit Durchmesserzusammen mit ihrer Charakteristik bereits berechnet
sind, so befigt die Laufzeit fir Konstruktion der ganzzahligen Vierecke in semi-
allgemeiner Lage mit Durchmessébis auf einen konstanten Faktor

V(d) =Y (w(d’ g) i 1>7

k

da alle Paare von Dreiecken mit gleichem Durchmesser und gleicher Charak-
teristik miteinander verschmolzen werden. Diese Sumigren&n wir wie folgt
absclatzen

W(d) < YWD +1) (d+1)°  (d+1)°((d) +1)
- 2 49 (d) 8 '

Unser Ziel ist es nun)(d) € O(d“loafoad) zu beweisen, woraus wir eine

Laufzeitabschtzung vonO (d** =eisz ) fir die Konstruktion der ganzzahligen

Vierecke in semi-allgemeiner Lage mit Durchmesgdblgern kbdnnen. Im An-
schluss an diesen seld@niglichen und technischen Beweis werden wir empirische
Resultate iir das GoRenverhalten vom(d) und ¥(d) angeben, die zeigen, dass
unsere Abschtzung fir ¢(d) relativ gut ist, wir aber¥ (d) wohl um einen Faktor

d zu grob abgesdizt haben.

4.5.2 Satz Es giltd(d) € o(wm),

Um Satz 4.5.2 beweisen zihknen geben wir zuchst eine Parametédung
fir alle Dreiecke mit gleicher Charakteristik und gleichem Durchmesser an.

4.5.3 Satz [89] Ein ganzzahliges Dreieck = (a, b, ¢) mit einer gegebenen Seite
a hat genau dann die Charakteristikfalls sich die Seiten, b, ¢ darstellen lassen
in der Form

a=1s(1 + kt?),

b=1t(1+ ks?),

c=1(s+t)(1— kst)

mitl,s,t € QF, kst < 1.
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Beweis.Siehe z.B. [87, 89]. O
Diese Parametditung khinnen wir so umformulieren, dass nur nochiméthe
Zahlen benutzt werden.

4.5.4 Lemma Ein ganzzahliges Dreieck = (a, b, ¢) mit einer gegebenen Seite
a hat genau dann die Charakteristikfalls sich die Seiten, b, ¢ darstellen lassen
in der Form

a=Lh® + kj?),
q
b=Li(h? + k5?),
q
¢ = L6 + h)(ih — k5?)
q
mith,i,j € N, p,q € Z, 99T(p,q) = 9gT(h,i,5) = 1, ih > kj*.

Beweis.Einsetzen vory = 1, ¢ = 7 undl = W mit natirlichen Zahlenu,
v, x, ¥, p undq in die Parametedlsung von Satz 4.5.3 und Umformen liefert
pva(u?y? + ku?x?)
q )
puy(v22? + ku’x?)
b = . ,
p(uy + 2v)(wvzy — kux?)

q

C =

Setzen wir nun noch= uy € N, h = v € Nundj = uz € N so erhalten wir die
im Lemma genannte Darstellung. Die Bedingung gg%) = ggT(h,i,5) = 1
konnen wir o.E. fordern. Die Ungleichung > kj? folgt auskst < 1 durch
Multiplikation mit uz und Substitution der eben definierten Variablen. O
Dap teilerfremd zug ist, mussp ein Teiler vona sein. Wir wahlena = d fest
und betrachten die Anzahl der Teitefa) vona. Nach Satz 4.3.2 gibt es bei gege-

benenu = d also nurO (dlogfoed) Maoglichkeiten fir p, wobeié eine hinreichend

grol3e, vord unablangige Konstante ist.if i funktioniert dieses Argument nicht,

dah nicht zugq teilerfremd sein muss, also zerlegen wiin geeignete Faktoren.

Im Folgenden verwenden wir stets die Bezeichnungen von Lemma 4.5.4 ohne es
in den einzelnen Lemmata explizit zu etanen.

455 Lemma Es existieren ndirliche Zahlengy, g2, k1 mit ¢ = q1q2k1,
99T(q1, ¢2) = 1, q1]h, g2]i* + kj? und k| k2.
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Beweis.Wir setzeng, = ggT(q, h), ¢ = 99T(q, i2 + kj2) und definieren hiermit
ki = 99T(q}, ¢b)- Ausa = M cN,b= %f’”z) € Nund ggTp,q) =
1 schlieRen wirg|h(i + kj?) undgli(h? + kj%). Mit ¢ = & undgy = & gilt
somitq = qiq2k; und ggTqi, g2) = 1.

Dai(h? + kj2) von q geteilt wird, existieren nétliche Zahlen-;, 7, mit k; =
ri7ro, 71| und ro|h? + kj2. Wegenr |k |qy|i% + k5% und 7 |i wird kj2 von r;
geteilt. Dary |k1|¢ |k, r1]i und ggTh,4,j) = 1 mussr; zu j teilerfremd sein, es
gilt alsor |k.

Wegen ry|k1|gi|h und ro|h? + kj? schlieBen wirry|kj?. Zusammen mit
ra|k1|gbli® + kj? ergibt sichry|i2. Da ggTh,i,j) = 1 mussrs zu j teilerfremd
sein und wir erhalten, | k.

Somit ergibt sich die letzte Teilaussage des Lemmasg:ausr | k2. O

4.5.6 Lemma Fur ¢ existiert eine Faktorisierung = wywowsw4k’ mit paar-
weise teilerfremden Zahlew,, w., ws, wy, einer natirlichen Zahl ¥'|k® und

99T(wa, h) = 99 T(w4, ) = 99 Nwo, k) = ggT(ws, k) = ggT(wy, k') = 1.

Beweis.Analog zu Lemma 4.5.5 existieren ddiche Zahlerys, ¢4, ko mit ¢ =
43qaka, 99T(qs, q1) = 1, gsli, qu|h* 4 kj* undky|k?. Aus

q= q1q2k1 = g3qsk2  und  ggTq1,q2) = 99T(gs,qa) = 1
schlieRen wir, dass es figliche Zahlenw, wh, w}, wy), ki, kY, kb, undkl gibt die
@1 = wiwhkh, g0 = wiwiky, g3 = wiwik] g2 = wiwiky, ke|khkS undky |k kY

erfullen.

Wir setzenk = kykbky = kok k) und erhaltery = wwhwiw)k. Daky von
kL kY geteilt wird, gilt k|ky ko) k2.

Nun betrachten wirg; = ggT(w},¢) und go = ggT(wj, k). Da ¢1]¢ und
g1|w)|g2]i® + kj? wird kj% von g, geteilt. Wegeng; |w)|qs|h? + kj? wird h?
von g; geteilt und mit ggTh,¢,j) = 1 erhalten wirg,|k. Analog erhalten wir

g2|k. Dies erlaubt unsv, = m zu definieren.
Wegen wh|gi|h und wh|gs|h? + kj? gilt wh|kj?. Also kdnnen wirgs =
9g9T(w}, k) und wy = % setzen, so dass g¢il», k) = 1 gilt. Analog setzen
wir ws = % mit g4 = ggT(wj, k) und es gilt ggTws, k) = 1.
Wir setzenk’ = l%kgv(gl, g2)9394|k®. Nach Definition vonu,, we undws gilt
99T(ws, h) = 99T(w4, i) = 99T(w2, k) = 9gT(ws, k) = 1. Aus ggTq1, ¢2) =
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99T(g3,q4) = 1 kdnnen wir schliel3en, dass, we, w3 undw, paarweise teiler-
fremd sind.

Wegen ki|¢;|h und ky|gsli gilt k|kiko|ih. Weiter haben wirg,|i, go|h,
g3|wh|q1|q, |k und ga|wh|gs|gsi. Mit &|k ko kbnnen wir somit

k' = kkgV(g1, g2)g394|(ih)*

folgern. Daw, teilerfremd zui undh ist, gilt somit ggTwy, k') = 1. O

Nachdem wir nury in geeignete Faktoren zerlegt haben, beweisen wir noch
zwei Lemmatdiberw, den, wie sich s@ter herausstellen wird, kritischen Faktor
vong.

4.5.7 Lemma
wy|2(i + h).

Beweis.Wir betrachtermi — bh = EREERNGM ynd folgernw,|(i — k) (i + k)
dawy teilerfremd zup, i« und A ist. Nun nehmen wir am sei ein Primteiler von
i — h der teilerfremd zu + h ist. Wegenr|ws|a, b, c und dar teilerfremd zu
p, i, h undi + h ist gilt r|i% + k52, r|h% + kj% undr|ih — kj2. Somit wirde

r|(i2 4+ kj2) + (h? + kj?) + 2(ih — kjh?) = (i + h)? folgern, ein Widerspruch
zur Teilerfremdheit vom undi + h. Jeder Teiler vonw, deri — h teilt, teilt somit

auchi + h. Wegen ggTi — h,i + h)|2i gilt we|2(i + h). O

4.5.8 Lemma
Wy S 8d.

Beweis.Um die Ungleichung zu beweisen zeigen wig|8c. Aus w4|2(i + h)
schlieRen winvy|2(i? 4 kj2) + 2(h? + kj?) — 2(i + h)? = 4(kj* — ih). Damit
gilt

4(ih — kj?)

Wy

walp-2(i + h) - = 8cwywawzk’ .
Nach Lemma 4.5.6 igb, teilerfremd zuwq, we, ws undk’, somit giltw,|8¢c. O

Ziel der letzten Lemmata war es eine Faktorisierung yonu finden, um
die Moglichkeiten fir moglichst viele Variable, bei gegebenein= d durch
O(dm) absclatzen zu Bnnen. Im #&chsten Lemma nutzen wir nun diese
Faktorisierung, um eineiif unsere Zwecke, besser geeignete Paranietery der
Dreiecke mit gegebenen Durchmesser und gegebener Charakteristik anzugeben.
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4.5.9 Lemma Jedes ganzzahlige Dreieck= (a, b, ¢) mit einer gegebenen Seite
a und gegebener Charakteristtklasst sich darstellen in der Form

pauky ((Bwivke)? + k(yst)?)
w4k’

pBskz((cwitkr)? + k(yuv)?)
w4k’

plast®ky + Buv?ka) (aBwiki ke — ky?su)
C =

’LU4]€I

mit p, q, s, t,u, v, wy, wa, o, 3,7, K1, k2, k' € N. Weiter mus¢’|£8 gelten unds,
t,u, v, a, B3, k1, ko Missen teilerfremd zw, sein.

Beweis.Wir benutzen die Faktorzerlegung vgraus Lemma 4.5.6 und setzen
wy = st® und ws = uv?

mit quadratfreien Zahles, « und naiirlichen Zahlert, v.

Die Variableh wird von den zwei teilerfremden Zahlem, undw- geteilt, sie
lasst sich also schreiben &ls= w,wsar; mit 1|k’ und ggTa, k') = 1. Analog
lasst sichi schreiben alg = wywsBra Mit ko|k’ und ggT 3, k') = 1. Aus dem
Beweis von Lemma 4.5.6 wissen wir, dg&s/onw, undws geteilt wird. Zusam-
men mit ggTws, ws) = 1 kdnnen wir folgern, dasg von stuwv geteilt wird. Wir
konnen alsg schreiben alg = stuvy. Setzen wir nochw, = st? undws = uv?
ein, so erhalten wir

h=w st?aky, i=wuv’frs und j = stuvy.

Einsetzen dieser drei Gleichungen une: wiwowswak’ = wyst?uvw,k’ in die
Parameteiisung von Lemma 4.5.4 liefert

pariu((wivBra)? + k(sty)?)

@ = ’LU4/€I ’
b pBras((witaky)? + k(uvy)?)
o ’LU4I€I ’

. p(uv?Brg + st?ary)(WiaBrike — kswyz)-
’LU4]€/

Nach Lemma 4.5.6 gilt’|k® und ggTwy,i) = ggT(w4, h) = ggT(wy, ws) =
99T(wy, w3) = 1, somit istw, teilerfremd zus, ¢, u, v, o, 8, kK1, Ka. O

Ahnlich zu Satz 4.3.2 gibt es auch eine Abattungiiber die Anzahl der ganz-
zahligen losungen(z, y) vonm = 2 + ky?.
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4.5.10 Lemma Die ganzzahlige quadratische Form = z? + ky? besitzt

hochstensn wetosm Ldsungen(z, y), mit einer vonk und m unabtangigen Kon-
stantec.

Beweis.In [170] wird sogar ein Algorithmus zur Berechnung ddisungen an-
gegeben, aus dem man diese Aligebing ableiten kann, ansonsten verweisen wir
auf z.B. [11]. O

Nach diesen ganzen technischen Lemmadtaniken wir nun endlich Satz 4.5.2
Uber die Anzahl von Dreiecken mit gegebenem Durchmesser und gegebener Cha-
rakteristik beweisen.

Beweis von Satz 4.5.2Wir benutzen die vollstindige Parametérsung aus
Lemma 4.5.9 und nehmen= d als gegeben an. Did ein Teiler vonk® ist und
nach Lemma 4.1.18 < 38432 ist, gibt es @ir ¥’ maximalO ( d®zioza ) Moglich-

keiten und wir Kknnenk’ als fest voraussetzen. Daa, v und x; teilerfremd zu
wy sind, sind sie Teiler vonk’ < 38433, Somit gibt es nach Satz 4.3.2dhstens
O (dlog fogd) Moglichkeiten fir p, o, v und k.

Der verbleibende Term = (Bw;vk2)?+k(vst)? muss leider nicht teilerfremd
ZUw, sein und so wissen wir nur, dass, k' von w, geteilt wird. Nach Lemma
4.5.7 gibt esiir wy, maximalO(d) Moglichkeiten, so dass es nach Satz 4.3.2 ma-

ximal O(d”@) Maoglichkeiten fir m gibt. Nun setzen witc = fw vk,

y = ~st und nach Lemma 4.5.10 folgt, dass es bei gegebenem 3843* ma-

ximal O dm) Losungen(z,y) fur m = x? + ky? gibt. Da die restlichen

Variablens, wy, v, k2, 7, s, t Teiler vonz bzw.y sind, ergibt sich die Aussage des

Satzes aus einer weiteren Anwendung von Satz 4.3.2. O
Wie bereits am Anfang dieses Abschnittes arigekgt folgen nun ein paar

empirische Datentir 1(d) und ¥ (d). In Abbildung 4.2 haben wir die Werte(d)

furd < 4.000 als Punkte aufgetragen. @dd) eine sehr unregelatige Funktion
ist, haben wir die Funktion

P(d) = maxp(d')

d'<d

als begrenzende Linie hinzugjeft. Aus Abbildung 4.2 lesen wir ab, dass si,?mi)
ungehhr wie eine Gerade veih.

In Abbildung 4.3 haben win‘l% aufgetragen, wiederum mit einer Auslichen
begrenzenden Linie. Diese begrenzende Linie suggeriert eine sehr langsam wach-
sende obere Schranke.
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Abbildung 4.2: Maximale AnzahlZ(d) von ganzzahligen Dreiecken mit Durch-
messerl und gleicher Charakteristikif d < 5.000.

4.5.11 Vermutung
U(d) e o(d“m)

Mit Hilfe von Vermutung 4.5.11 &nnen wir zeigen, dass der Aufwand zur Kon-
struktion der ganzzahligen Vierecke in semi-allgemeiner Lage mit Durchmesser

d maximalO(d”logfogd) betragt. Streng beweisenbknen wir allerdings nur

O<d3+ Tog fogd). Fur ganzzahlige Vierecke in allgemeiner Lage gelten dieselben

Abschatzungen, da wir den Test, ob vier Punkte auf einem Kreis liegen, in kon-
stanter Zeit durclithren ldnnen.
In Abschnitt 5.2 zeigen wir, dass auf jeder Seite eines ganzzahligen Dreiecks

mit Durchmesset! hochstensO ( d&eioz@ | Punkte mit ganzzahligen Alistden
zu den drei Eckpunkten liegen. Weiter geben wir dort auch einen Algorithmus
an, mit dem man diese Punkte mit einem Aufwand V@fd®=eioza ) bestim-
men kann. Wenn wir die ganzzahligen Vierecke mit Durchmesgseonstruie-
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Abbildung 4.3: Quotient vor (d) undd? fur d < 5.000 mit begrenzender oberer
Schranke.

ren wollen, Knnen wir einfach die figlichen Dreiecke mit Durchmessémund
gleicher Charakteristik kombinieren. Ztglich miissen wir noch die Riglich-

keiten betrachten, bei denen genau drei Punkte auf einer Geraden liegen. Hierzu
kdnnen wir die ganzzahligen Dreiecke durchlaufen und bei jedem Dreieck auf je-
der Seite die Mglichkeiten betrachten einen Punkt, mit ganzzahligen @ixn

zu den Eckpunkten des Dreiecks, eirimyégn. Es ergibt sich ein Aufwand von

O(d“logﬁvgd), wenn wir Vermutung 4.5.11 benutzen. Ohne diese Vermutung

kdnnen wir den Aufwand wiederum nur ndit( ¢>* wzicza ) absclatzen. Der eben
skizzierte Algorithmus zur Konstruktion von ganzzahligen Vierecken mit Durch-
messerl lasst sich mit ein paar technischen Modifizierungen in einen ordnungs-
treuen Algorithmus umwandeln.
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5 Minimale Durchmesser von
planaren Punktmengen

Den gioliten Abstand zweier Punkte in einer PunktmeRgkezeichnen wir als
seinenDurchmesserdiam(P). Bei ganzzahligen Punktmengen ist maniinit
cherweise an den minimalen Durchmessern interessiert, dig eine gegebene
Dimensionm und eine gegebene Anzahan Punkten geben kann. Den minimalen
Durchmesser vom-dimensionalen Punktmengen audPunkten mit paarweise
ganzzahligen Abginden bezeichnen wir mitm, »n). Hierbei sollm-dimensional
bedeuten, dass nicht alle Punkte in einer Hyperebene dBg' liegen. Die mi-
nimalen Durchmesser vom-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen aus
Punkten in semi-allgemeiner bzw. allgemeiner Lage bezeichnen wid(mitn)
bzw. d(m, n). Hierbei setzen wir stets > m voraus, da weniger Punkte keinen
m-dimensionalen Raum aufspannen.

Da die Existenz von ganzzahligen Punktmengen in semi-allgemeiner bzw. all-
gemeiner Lage bisher nur in Spezé&lén gezeigt werden konnte, definieren wir
d(m,n) bzw. d(m,n) als oo, falls es keine derartige Punktmenge gibt. In Kapi-
tel 9 zeigen wir zumindest konstruktiv die Existenz wén, n), d(m,m + 1),
d(m,m+2),d(m,m+1) undd(m, m+2). Aus Satz 1.1.2 folgt die Existenz von

d(2,n) fur beliebigen > 3.

Mit der Definition des minimalen Durchmessers alsim Falle der Nichtexi-
stenz gilt

d(m,n) < d(m,n) < d(m,n)

und die drei Funktionen sind schwach monoton wachsend Man kbnnte ver-
muten, dass sie im schwach monoton fallend sind. Es gilt aber z.B.

d(2,7) =33 <44 =d(3,7).

69
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5.1 Minimale Durchmesser ganzzahliger
planarer Punktmengen

Wir betrachten nun die Folgé(2,n) der minimalen Durchmesser ganzzahliger
planarer Punktmengen. Aus [66] entnehmen wir

(d(2a ’I’L) )n:S

In Abbildung 5.1 sind die entsprechenden Punktmengen dargestellt, wobei es
furn = 4 undn = 7 zwei minimale Beispiele gibt. Der geneigte Leser ist gerne

o =1,4,7,8,17,21,29.

.....

Abbildung 5.1: Punktmengen mit minimalem DurchmesgeBf< n < 9.
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dazu eingeladen ein Muster in diesen minimalen Beispielen zu entdecken und zu
versuchen das qualitative Aussehen der minimalen Punktmeiigegofderen
vorherzusagen.

Es ist sicherlich sehr schwierig, wenn nicht gar d@mglich in diesen ersten paar
Beispielen ein Muster zu entdecken. Erst mit weiteren Werten und dendiigeh
gen Punktmengen konnten wir zu einer realistischen Vermutung kommen. Um nun
weitere Werte vonl(2,n) zu erhalten wurden die Algorithmen aus Kapitel 3 im-
plementiert. Die Konstruktiorésntlicher planarer Punktmengen mit einem Durch-

messer kleiner gleich00 liefert
(d(2,n)),,—10 20 = 40,51,63,74,91,104, 121, 134, 153, 164, 196,

212,228, 244, 272, 288, 319, 332, 364, 396 .

.....

Abbildung 5.2: Planare Punktmenge mit- 1 Punkten auf einer Geraden.

Schaut man sich nun die entsprechenden minimalen Beispiele an, so stellt man
fest, dass jeweils — 1 Punkte auf einer Geraden liegen. Als @lende Notation
beschreiben wir derartige Punktmengen (Abbildung 5.2) durch zwei Zeilenvek-
toren. In der ersten Zeile stehen die Abwde zwischen benachbarten Punkten auf
der Gerade mit den — 1 Punkten, und in der zweiten Zeile stehen die restlichen
Abstande. Um die Darstellung eindeutig zu machexhien wir noctb, > b;.

/ /
bs bs_1 -+ by by by --- b,

! ! !
as Qs—1 **+ a1 Qo Qy - Ay Oy

Abbildung 5.3: Kompakte Darstellung von planaren Punktmengen mit Punk-
ten auf einer Geraden.

Mit Hilfe dieser Notation kbnnen wir die planaren Punktmengen mit minima-
lem Durchmesselif 9 < n < 12 wie folgt angeben.

. 5 3 5 35 3 5
= 17 13 11 9 9 11 13 17
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0. 11 5 3 5 35 3 5

R 27 17 13 1109 9 11 13 17

. 1 5 3 5 35 3 5 11

A 27 17 13 11 09 9 11 13 17 27
5

43 34 29 26 23 22 22 23 26 29 34

Aus Platzgiinden geben wir die weiteren minimalen planaren ganzzahligen Punkt-
mengen mittl3 < n < 29 im Anhang A.1 an.

Bei den minimalen ganzzahligen planaren Punktmengef miiz < 29 liegen
also immerm — 1 Punkte auf einer Geraden. Gilt diese Entdeckung aukleine
Werte vonn? Oder gibt es Gmde daifir, dass bei minimalen planaren ganzzahli-
gen Punktmengen immer ziemlich viele Punkte auf einer Geraden liegen?

Eine erste riagliche Begiindung liegt im Satz von Eé$ und Anning (1.1.1).
Der tiefere Grund liegt aber, zumindest nach Meinung des Autors, in Satz 2.4.3
Uber die Charakteristik einer Punktmenge bzw. in seinem planaren Spezialfall Satz
2.4.1. In Abschnitt 4.5 haben wir empirisch gesehen bzw. bewiesen, dass es nicht
allzu viele Dreiecke mit gleichem Durchmesser und gleicher Charakteristik gibt,
gemessen an der Zahl der ganzzahligen Dreiecke mit gleichem Durchmesser.

Minimale planare ganzzahlige Punktmengen sind also gezwungigljcmst
wenig unterschiedliche Dreiecke mit gleicher Charakteristik zu verwenden. Ent-
weder dadurch, dass sie identische Teildreieékaiber enthalten, oder dadurch,
dass sie raglichst wenige, nicht zu einer Strecke degenerierte, Dreiecke enthalten.

Die minimale Anzahl nicht degenerierter Dreiecke einer planaren Punktmenge
ausn Punkten, wird durch Punktmengen erreicht bei demen1 Punkte auf ei-
ner Geraden liegen. Dieses Minimum fegr(",'). Das Maximum(’;) wird von
Punktmengen in allgemeiner oder semi-allgemeiner Lage erreicht und ist somit
eine ganze Gif3enordnung @fer.

Motiviert durch diesdJberlegungen und die bisher bekannten minimalen Bei-
spiele kommen wir zu der folgenden Vermutung.

n— 12 <11 7T 5 7 4 5 7 5 7 >

5.1.1 Vermutung Bei einer planaren ganzzahligen Punktmerigenit n > 9
Punkten und mit diafP) = d(2,n) liegenn — 1 Punkte auf einer Geraden.

Eine schviichere Version dieser Vermutungasen — 1 durchn — x fur ein
festess zu ersetzen.

Anstatt nun die ersten paar Werte w2, n) zu berechnen, kann man auch die
GrofRenordnung dieser Funktion untersuchen. In Abschnitt 5.5 werden wir zeigen,
dass

8(2, ’Il) < nclog logn
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und somit auch
d(2,n) < ncloglogn

gilt [67]. In die andere Richtung konnte Solymosi [162] vor kurzem
d(2,n) > cn

beweisen.

Im nachsten Abschnitt wollen wirli den Spezialfall von planaren ganzzahli-
gen Punktmengen miielenPunkten auf einer Geraden, eine untere Schranke in
der Form der besten bekannten oberen Schrainkéen minimalen Durchmesser
beweisen. Wobei hieviel mindestens(n?) fur eine feste Zahb > 0 bedeuten
soll.

5.2 Ganzzahlige Punktmengen mit n — 1
Punkten auf einer Geraden

Die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt legen eine Béggimg mit plana-

ren ganzzahligen Punktmengen nahe, bei denen Punkte auf einer Gerade lie-

gen, siehe auch [103]. Hier soll ein Algorithmus entwickelt werden, mit dem man

diese speziellen Punktmengen effizient erzeugen kann, um gute obere Schranken,

oder genaf? unserer Vermutung u.U. die exakten Werte, d®1n) zu berechnen.

Ausgehend von der Annahme, dass bei planaren ganzzahligen Punktmengen mit

minimalem Durchmesseriif ein beliebiges festes > 0, mindestens:? Punk-

te auf einer Geraden liegenphnen wir zeigen, das§(2,n) > ncelosloen also

einen Ausdruckahnlich der besten bisher bekannten oberen Schranke, gilt.
Betrachten wir hierzu nun Abbildung 5.2 und setzen

%
CZ:q+Zb] fir 0<i<s
j=1

bzw.

i
c=q +) b, fur 0<i<t.
j=1

Die Anwendung des Satzes von Pythagoras liefert

2 2 _ 2
Ciy1 +h° =aiyy
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und
C? +h?=ad?

3

fir 0 <1 < s. Zieht man diese Gleichungen voneinander ab, salenan

b7, 1 + 2big1 ij +2bis1g=a;y, —a; .
=1

Da die a; und b; nailrliche Zahlen sind gil2b;11g € Nfur0 < ¢ < s und

wir folgern 29gT(by, b2, ...,bs)g € N. Ausq + ¢ = a9 € N schlieBen wir
29gT(by1, b2, ...,bs)¢" € N. Wenden wir die analoge Schlussweise auch auf die
rechte Seite des FuRBpunktes voan und definieren

g =299T(by,...,bs, b, ..., b}),

so erhalten wir
gg €N und gq €N.

Nach einem letzten Anwenden des Satzes von Pythagoras erhalteiar vaiief
1 <i<sundfirallel < j < teine Zerlegung vog?h? in ein Produkt zweier
natirlicher Zahlen,

9°h* = (ga; + ge;)(ga; — gei) = (ga) + gc)(ga); — gcf) .

Wir wollen nun diese Zerlegung und Satz 4.8I#r die Anzahlr(d) der Tei-
ler einer Zahl benutzen, um eine Schranke den Durchmesser einer planaren
ganzzahligen Punktmenge zu beweisen.

5.2.1 Satz IstP eine planare ganzzahlige Punktmenge, bei der auf einer Geraden
mindestens? Punkte liegen, so gilt

diam(P) > nimeezass losloen
fire > 0undn > ng(e).

Beweis. Mit obigen Bezeichnungen haben wir wegen< diam(P) undg <
2diam(P),

g*h? < ddiam(P)*.
Wir wahlen eine Gerade mit? Punkten und folgern aus der Zerlegung von?,
dassr(g2h?) > "2 gilt. Mit obiger Absctiatzung fir g2h und Satz 4.3.2 folgern
wir

(1+¢) log diam(p)4 ne —3
2 log log diam(P)3 >

- 2
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furn > nj(e’). Wegen dian(iP) > d(2,n) > ¢in gilt

(14¢)4 log diam(p)
log log n ng

furn > ng(e), und der Satz folgt nun aus einer elementaren Umformung. O

Nun wollen wir die Zerlegung vop?h? in ein Produkt zweier nétlicher Zah-
len nutzen, um einen effizienten Algorithmus zum Erzeugen planarer ganzzahliger
Punktmengen, mit. — 1 Punkten auf einer Geraden, zu entwickeln. Die Idee ist,
durch alle Dreiecke mit einem Durchmesser zwischiamt und endezu laufen,
und die zuatzlichenn — 3 Punkte auf einer Seite des Dreiecks eirimen.

5.2.2 Algorithmus (Durchlaufe nichtisomorphe Dreiecke)
Eingabe:start, ende
AusgabeDreiecke(a, b, ¢)
begin
for a from start to ende do
for b from | %2 | to a do
for cfrom a +1 —btobdo
Einfuegenin_DreieckKa, b, ¢)
Einfuegenin_Dreieck(b, a, c)
Einfuegenin_Dreieckc, a, b)
end
end
end
end

Die Korrektheit von Algorithmus 5.2.2 kann man wie folgt zeigen. @chst
kann man fir die Seiteriingen eines Dreiecks > b > ¢ voraussetzen, dies er-
gibt jeweils die oberen Grenzen der zwei inneren Schleifen. Von deaglichen
Dreiecksungleichungen sind 2 automatisclildt;fund es muss nur noéht-c > a
erfullt werden. Daa, b undc ganzzahlig sind entspricht dieéé > b + ¢ > a + 1,
woran man die unteren Grenzen der inneren Schleifen ablesen kann.

Um nun die Faktorisierung vogfh? benutzen zu &nnen, niissen wirg undh
bzw.g*h? ausa, b undc berechnen. Mit der Notation von Abbildung 5.2 setzen wir
bs = bundb, = c. Weiter gilt";_, a; +ao+>.7_, a; = a. Da wir dieb; und die
b; noch nicht kennen,danen wirg nicht durchg = 29gT(b1,...,bs, b1, ...,b})
berechnen. Stattdessen definieren wir hials die minimale nalrliche Zahl, so
dassgcs € Nist. Es hsst sich leicht nachpfen, dass miyc, € N auch diegb;
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undgd; natirliche Zahlen sind. & ¢, gilt

b2 —? +a?
Cg = ——— .
2a

Hieraus ergibt sich

_ 2a

©ggT(b?2 — 2 +a2,2a)
Wegen der Heronschen Formel

g

1644 = (a+b+c)a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)
fur den Facheninhalt eines Dreiecks upd A = ah gilt

9.0 gatb+c)at+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
f=9n"= 122 :

Folgender Algorithmus berechnet die maximale Anzahl von Punkten, die auf der
Seite der langea eines Dreiecks mit den ganzzahligen Se#eglens undb > ¢
eingefigt werden Bnnen, so dass alle Aldstde paarweise ganzzahlig sind. Die
Anzahl der Punkte auf der Seitelinks vom Ful3punkiF', siehe Abbildung 5.4,

die nicht zu den Eckpunkten des Dreiecks @yeim, bezeichnen wir als;. Fur

die rechte Seite wird,. entsprechend definiert. Falls ein Punkt rhitidentisch

ist, setzen wir¥,,, = 1 ansonster¥,, = 0. Insgesamt en#it die zugebrige
Punktmenge somi + ¥; + X,,, + X,. Punkte.

5.2.3 Algorithmus (Einfuegenin_Dreieck(a,b,c))
Eingabe:Seiteningeru, b, ¢
Ausgabe3 + ¥; + X, + X,
begin
Berechngy, gc, und f
2 =Y,=%,=0
if g=1andgc, < gaand/f € NthenX,, =1 end
forall (u,v) : wv=f, u>v,u=v mod 2do
Yy=u-—2x
if t =gcs —y =0 mod gandges — ga < y < gcs
thenX;, =%, +1end
if t =ga—gcs —y=0 mod gandy < ga — gcs
thenX,. =%, + 1end
end
end
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Um die Korrektheit von Algorithmus 5.2.3 zu beweisen, betrachten wir eine
planare ganzzahlige PunktmenBedie aus einem Dreieck der Seiténfjena, b
undc besteht und bei der alle weiteren Punkte mit ganzzahligeréAdsn auf der
SeiteC'B = a liegen, siehe Abbildung 5.4. Den FuBpunkt déiHg des Dreiecks
auf CB bezeichnen wir mit-.

A

C F B

Abbildung 5.4: Ganzzahlige Punkte auf der Seite eines Dreiecks.

Damit F' ein Punkt vorP sein kann, rissenAF = h undCF = ¢, naiirliche
Zahlen sein, alsg = 1 und f muss eine Quadratzahl sein. Da &, = CF >
CB = a der FuBpunkitF entweder mitB zusammerillt oder sogar rechts von
B liegt, dirfen wir ihn nicht Ahlen. Weil wirb > ¢ vorausgesetzt haben, kahn
nicht mit C' zusammenfallen oder links vari liegen.

In der Zerlegungf = ¢*h? = (ga; + gc;)(ga; — ge;) setzen wirz = ga;,

y = gc;, u = x +yundv = x — y. Damitx undy natirliche Zahlen seinénnen,
mussen: undv modulo 2 den selben Wert besitzen und es mussv gelten.

Betrachten wir nun zuichst die Punkte, die links voRA liegen. Daa; eine
ganze Zahl sein soll, muss = ga; modulog den ResD besitzen. Der Abstand
des potentiellen neuen Punktes zu Puiikietiagtges — gc; = ges — y, also muss
gcs—1y modulog ebenfalls den Restbesitzen. Die Bedingunge, —ga < y < ges
ergibt sich daraus, dass der potentielle neue Punkt zwigcherd B liegen muss.
Die Bedingungeniir die Punkte rechts voR ergeben sich auBB = ¢, = a — c;
und daraus, dass nicht rechts vor¥' liegen kann. Somit ist die Korrektheit von
Algorithmus 5.2.3 bewiesen.

Mit Hilfe von Algorithmus 5.2.3 konnten gute obere Schranken ¥6® n)
fur 30 < n < 89 bestimmt werden. In den Tabellen 5.1 und 5.2 geben wir die
oberen Schrankeriif d(2,n) zusammen mit den Seitémigen des Dreiecks, in
das eingdigt wird, und der Charakteristik der Punktmenge an.

Genmal3 Vermutung 5.1.1 vermuten wir fi@ich, dass die oberen Schranken aus
den Tabellen 5.1 und 5.2 mif2, n) Ubereinstimmen. Anhand der Tabellen stellen
wir empirisch fest, dass immer= 1 gilt, g>h? immer viele Teiler besitzt und dass
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n | d2,n) < (a,b,c) chai(P) g°h? g
30 437 (437,289, 194) 70 2°.32.5.7 |1
31 464 (464,272,272) 35| 26.32.5.7 1
32 494 (494,298, 272) 35| 260.32.5.7 |1
33 524 (524,298, 298) 35| 26.32.5.7 |1
34 553 (553,351,272) 35| 20.32.5.7 |1
35 578 (578,374,272) 35| 20.32.5.7 |1
36 608 (608, 374, 298) 35| 260.32.5.7 |1
37 642 (642,351,351) 35| 260.32.5.7 |1
38 667 (667,374,351) 35| 26.32.5.7 |1
39 692 (692,374, 374) 35| 20.32.5.7 |1
40 754 (754,432, 374) 35| 20.32.5.7 |1
41 816 (816,432, 432) 35| 26.32.5.7 |1
42 897 (897,569, 374) 35| 260.32.5.7 |1
43 959 (959,569, 432) 35| 26.32.5.7 |1
44 1.026 | (1.026,578,524) 70| 27.3%2.5.7 |1
45 1.066 | (1.066,587,587) 105 26.-3%.5.7 |1
46 1.139| (1.139,654,587) 105 26.32.5.7 |1
47 1.190| (1.190,734,524) 70| 27-.32.5.7 |1
48 1.248 | (1.248,734,578) 70| 27.3%2.5.7 |1
49 1.306 | (1.306,733,733) 770 25-32.5.7-11 | 1
50 1.363| (1.363,734,687) 70| 27.3%2.5.7 |1
51 1.410| (1.410,827,733) 770 25-3%2.5-7-11 | 1
52 1.460| (1.460,873,733) 770 2°-32.5-7-11 | 1
53 1.514| (1.514,827,827) 770 2°-3%2.5.7-11 | 1
54 1.564 | (1.564,873,827) 770 25-32.5.7-11 | 1
55 1.614| (1.614,873,873) 770 25-3%2.5.7-11 | 1
56 1.675| (1.675,1.063,862) 385|26.32.5.7-11 | 1
57 1.727| (1.727,1.063,906) 385(20.32.5.7-11 | 1
58 1.770 | (1.770,1.063,943) 385|26.32.5.7-11 | 1
59 1.817 | (1.817,1.063,984) 385|26.32.5.7-11 | 1
60 1.887 | (1.887,1.063,1.046) 385|26.32.5.7-11 | 1
61 1.906 | (1.906,1.063,1.063) 385|26.32.5.7-11 | 1
62 2.060 | (2.060,1.203,1.063) 385|26.32.5.7-11 | 1
63 2.140| (2.140,1.277,1.063) 385 26.32.5.7-11 | 1

Tabelle 5.1: Obere Schrankeir (2, n), 30 < n < 63.
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n | d2,n) < (a,b,c) chal(P) g*h? g
64 2.169| (2.169,1.304,1.063) 385[20.32.5.7-11 | 1
65 2.231| (2.231,1.362,1.063) 385(26.32.5-7-11 | 1
66 2.299| (2.299,1.426,1.063) 385|20.32.5.7-11 | 1
67 2.432| (2.432,1.304,1.304) 385(20.32.5.7-11 | 1
68 2.494 | (2.494,1.362,1.304) 385(26.32.5.7-11 | 1
69 2.556 | (2.556,1.362,1.362) 385(26.32.5.7-11 | 1
70 2.624 | (2.624,1.426,1.362) 385(26.32.5.7-11 | 1
71 2.692| (2.692,1.426,1.426) 385(26.32.5.7-11 | 1
72 2.827| (2.827,1.619,1.362) 385 20.32.5.7-11 | 1
73 2.895| (2.895,1.619,1.426) 385(26.32.5.7-11 | 1
74 2.993| (2.993,1.713,1.426) 385(26.32.5.7-11 | 1
75 3.098 | (3.098,1.619,1.619) 385|20.32.5.7-11 | 1
76 3.196 | (3.196,1.713,1.619) 385|20.32.5.7-11 | 1
77 3.294 | (3.294,1.713,1.713) 385 20.32.5.7-11 | 1
78 3.465| (3.465,1.878,1.713) 385|20.32.5.7-11 | 1
79 3.575| (3.575,2.071,1.746) 770 [ 27-32.5.7-11 | 1
80 3.658 | (3.658,2.071,1.823) 770 27-32.5.7-11 | 1
81 3.749| (3.749,2.071,1.908) 770 | 27-32.5.7-11 | 1
82 3.885| (3.885,2.071,2.036) 770 27-.32.5.7-11 | 1
83 3.922| (3.922,2.071,2.071) 770 | 27-32.5.7-11 | 1
84 4.223| (4.223,2.358,2.071) 770 [ 27-32.5.7-11 | 1
85 4.380 | (4.380,2.509,2.071) 770 [ 27-3%2.5.7-11 | 1
86 4.437 | (4.437,2.564,2.071) 770 27-3%.5-7-11 | 1
87 4.559 | (4.559,2.682,2.071) 770 27-32.5.7-11 | 1
88 4.693| (4.693,2.812,2.071) 770 27-32.5.7-11 | 1
89 4.883 | (4.883,2.703,2.446) 1.155|26.3%.5.7.11 | 1

Tabelle 5.2: Obere Schrankeirti(2,n), 64 < n < 89.

die Punktmenge, die zu der oberen Schraiike:fPunkte fihrt, meist Teilmenge
der Punktmenge, die zur oberen Schrarike:f+ 1 Punkte fihrt, ist.

Um einen besserddberblickiiber das Verhalten vag#h2 undg zu bekommen
geben wir der Vollsindigkeit halber in Tabelle 5.3 die entsprechenden Daten f
9 <n<29an.

Wir mochten bemerken, das&rfDurchmesser kleiner as000 der triviale Al-
gorithmus, der einfach bei allen- 1 moglichen Punkte auf der SeiféB testet ob
der Abstand zum Punkd ganzzahlig ist, in der Praxis schneller als Algorithmus
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5.2.3 huft, siehe Abschnitt B.2.

n | d(2,n) < (a,b,c) chai(P) g°h? g
9 29 (29,17,17) 35| 3%2.5.7 |2
10 40 | (40,27,17) 35| 3%2.5.7 |2
11 51| (51,27,27) 3| 32.5.7 |2
12 63| (63,43,34) 30| 2°-3.5 |1
13 74| (74,43,43) 30| 2°.3.5 |1
13 74| (74,53,53) 10| 2°-32.5 |1
14 91| (91,66,53) 10| 2°-32.5 |1
15 104 | (104,77,53) 10| 2°-32.5 |1
16 121 | (121,77,66) 10| 25-32.5 |1
17 134 | (134,77,77) 10| 25-32.5 |1
18 153 | (153,94,77) 10| 2°-32.5 |1
18 153 | (153,98,89) 5| 26.32.5 |1
19 164 | (164,98,98) 5| 26.32.5 |1
20 196 | (196,126,98) 5| 26.32.5 |1
21 212 | (212,134,134) 105 26-3-5-7 | 1
21 212 | (212,146,146) 70| 25-32.5.7 |1
22 228 | (228,158,146) 702°-32.5-7 |1
23 244 | (244,158, 158) 70 25-3%2.5-7 |1
24 272 | (272,194,146) 70| 25.32.5.7 |1
25 288 | (288,194,158) 702°-32.5-7|1
26 319 | (319,194,183) 702°-32.5-7 |1
27 332 | (332,194,194) 70| 25.32.5.7 |1
28 364 | (364,222,194) 702°-32.5-7 |1
29 396 | (396,222,222) 70| 25-32.5.7 |1

Tabelle 5.3: Minimale Durchmesséf2,n), 9 < n < 29.

Ausgehend von der Beobachtung, dass mgistl undg?h? eine Zahl mit vie-
len Teilern ist, bnnte man nalrlich einen heuristischen Algorithmus entwickeln,
der gute obere Schrankeiirfd(2, n) fur groBen liefert. Hierauf werden wir aber
nicht weiter eingehen und stattdessen iatimsten Abschnitt Strategien beschrei-
ben, wie man eine gute untere Schranke 4(2,n) beweisen knnte, und im
Uiberrachsten Abschnitt einen Algorithmus entwickeln, der esdglioht, weitere
Werte vond(2, n) furn > 30 exakt zu bestimmen.
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5.3 Strategien zum Bewelis einer unteren
Schranke fir d(2,n)

Mit Satz 5.2.1 haben wir bereits eine gute untere Schratikeé(®,») fur den

Fall, dass relativ viele Punkte auf einer Geraden liegen. Befinden sich dagegen auf
jeder Geraden nur relativ wenig Punkte, so wissen wir nach Abschnitt 5.1, dass
derartige Punktmengen viele Dreiecke mit gleicher Charakteristiétiggm. Dies
wollen wir in folgendem Lemma quantifizieren.

5.3.1 Lemma Jede ganzzahlige planare Punktmer@enit hochstens; kolli-
nearen Punkten endlft eine Menge vorg nicht aquivalenten Dreiecken, welche
den gleichen Durchmesser und die gleiche Charakteristik wie die Punktmenge be-
sitzen.

Beweis.Wir wahlen zwei Punkted und B von P mit maximalem Abstand. Da
hochstens; Punkte kollinear sind, gibt es mindesteisPunkteC, die nicht auf
der Gerade durch und B liegen. Der Beweis wird abgeschlossen durch die Fest-
stellung, dassdchstensl aquivalente Dreiecke in einer planaren Punktmenge die
Seite A B gemeinsam haberbknen, siehe Abbildung 5.5. O

Abbildung 5.5:Aquivalente Dreiecke mit einer gemeinsamen Seite in einer plana-
ren Punktmenge.

Hieraus lonnen wir sofort eine untere Schranke in Ablgigkeit von)(d) fol-
gern.

5.3.2 Folgerung

a@n) =7 (L)
8
Somit ergibt sich zusammen mit Satz 4.8(2,n) € o(n'~¢) fure > 0, also
eine marginal schlechtere untere Schranke als die von Solymosi [162], der erst
kurzlich ein mindestens lineares Wachstum v, n) bewiesen hat.
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In Lemma 5.3.1 haben wir eine Strecke und die Charakteristik einer Punkt-
menge fest ge@hlt, und gefragt wie viele nicltquivalente Dreiecke eine planare
Punktmenge aus Punkten besitzen muss. Eine imdiche Verallgemeinerung ist,
statt einer Strecke ein-Eck (- > 3) fest zu wahlen und nach der Anzahl der
mindestens bditigten(r + 1)-Ecke zu fragen.

5.3.3 Lemma SeiR ein nicht degeneriertes-Eck, mitr > 3, einer ganzzahli-
gen planaren Punktmenge ausn Punkten, dann enéit ? mindestens; nicht
aquivalentg(r + 1)-Ecke, dieR enthalten.

Beweis.Wir betrachten die Anzahl der &lichkeiten wie man eify +1)-Eck auf
ein nicht degeneriertesEck R legen kann, so dassEckpunktelibereinstimmen.
Diese Anzahl entspricht maximal der Ordnung der Automorphismengruppe, siehe
Kapitel 7, vonR. Da die Automorphismengruppe v@eine Untergruppe def,.
sein muss, besitzt si®hhstens die Ordnung. O

Wir modchten en@hnen, dass wir in Kapitel 7 beweisen, dass die Ordnung der
Automorphismengruppe voR maximal6 betragt, was aber von der Gi8enord-
nung keinen Unterschied macht, solange wils vonn unablangig und als fix
betrachten.

Gibt man einr-Eck R mit Durchmesseti fest vor, so wird ein zugzlicher
Punkt durch Angabe von zwei Aldstdend;, do zu zwei beliebigen Punkted,
B von R bis auf Spiegelung arl B eindeutig bestimmt. & d;, d gibt es ma-
ximal O(d?) Moglichkeiten, falls das entstehentie+ 1)-Eck ebenfalls Durch-
messewl besitzen soll. Kann man noch voraussetzen, dass da ausl d, neu
entstehende Dreieck nicht entartet ist, so gibt es nach Satz 2.4.1 makidal
Maoglichkeiten fir d; undds. Weitere Einschinkungen ergeben sich daraus, dass
die restlichenr — 1 neuen Absinde, die sich durcli;, d> und die schon bekann-
ten Abstinde ausdrcken lassen, ganzzahlig seirissen. Br gol3eres- steigen
zwar die Einschinkungen, aber im gleichen Atemzug werden die zu betrachten-
den Diophantschen Gleichungen komplizierter. Wir gehen an dieser Stelle nicht
weiter hierauf ein, schlagen aber als vielversprechende Strategie vor, die eben aus-
gefihrtenUberlegungeniir den Fallr = 3 naher zu untersucheniiFempirische
Ergebnisse verweisen wir auf Abschnitt C.2 im Anhang.

5.4 Ein hybrider Konstruktionsalgorithmus ftr
planare ganzzahlige Punktmengen

Mit dem in Kapitel 3 vorgestellten Konstruktionsverfahren ist die valislige
Konstruktion von planaren ganzzahligen Punktmengen mit groRer Punktanzahl nur



5.4. Ein hybrider Konstruktionsalgorithmus 83

fur relativ kleine Durchmesser, zumindest auf haritgldishen PCs, riglich. So
dauert die Konstruktion der planaren ganzzahligen Punktmengg9aBsankten
mit Durchmesse396 schon guB2 Stunden. Wenn wir z.Bi(2, 80) exakt bestim-
men wollen, niissen wir uns also etwas Andeiéserlegen.

Unsere Konstruktionsstrategie bestand darin aetst die ganzzahligen Drei-
ecke mit Durchmess&96 zu konstruieren, und dann anschliel3end rekursiv zwei
Punktmengen aus Punkten zu einer Punktmenge aus+ 1 Punkten zu kom-
binieren. Um einen ersten Einblick zu bekommen, bei welchem Teilschritt die
meiste Arbeit verrichtet werden muss, betrachten wir die Anzahl der ganzzahli-
gen planaren Punktmengen au®unkten mit Durchmess&06 in Abhangigkeit
von n. Um unablngig von einem konkreten Algorithmus oder einer Implemen-
tierung zu bleiben, untersuchen wir Aahst nur die Anzahl der Strukturen und
nicht die befdtigte Zeit zu ihrer Erzeugung. In Tabelle 5.4 geben wir die Anzahlen
der Strukturen mit gegebener Anzahl der Punkte an und in Abbildung 5.6 stellen
wir das relative Gal3enverhltnis graphisch dar, siehe [10@]rftypische Verufe
bei diskreten Strukturen. Es ergibt sich in unserem Fall Bingkelform

n 3 4 5 6 I 8 9
#P | 78606 | 18761 | 29507 | 69150 | 172400| 395263 | 809026
n 10 11 12 13 14 15
#P | 1473314| 2411581| 3572024| 4807870| 5862049| 6438744
n 16 17 18 19 20 21
#P | 6315396| 5489815| 4192664 | 2793379| 1608509 793904

n 22 23 24 25 26| 27| 28| 29
#P | 331424 | 115631 | 32924 | 7516 | 1300| 169 | 13| 1

Tabelle 5.4: Anzahl ganzzahliger planarer Punktmengen mit Durchim&saus
n Punkten.

Die erste Frage, die sich stellt ist, ob wir dBackelin Abbildung 5.6, nach-
dem wir ihn empirisch festgestellt haben, auch mathematisctiibdgn knnen.
Hierzu betrachten wir eine planare Punktmenge in der Form von Abbildung 5.4
bestehend aus Punkten. Nun betrachten wir die Teilpunktmengen, die hieraus
hervorgehen wenn man die PuniteBB, C und noch weiteré < n— 3 Punkte auf
der Strecke”' B wahlt. Diese Teilpunktmengen besitzen alle denselben Durchmes-
ser wie die Ausgangspunktmenge und somiitssen alle dies(s"j) Teilpunkt-
mengen mit unserem Konstruktionsalgorithmus erzeugt werdenk Mt{%j
ist dieser Ausdruck maximal. In unserem Fall haben @%ﬁrf) = 10.400.600,
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6e+06

5e+06

4e+06

3e+06

2e+06

Anzahl der Unterstrukturen

1et+06

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
Anzahl der Punkte

Abbildung 5.6: Anzahl ganzzahliger planarer Punktmengen mit Durchmgser

also mehr Mglichkeiten als es ganzzahlige planare Punktmengen mit Durchmes-
ser396 bestehend aus6 Punkten gibt. Dies liegt daran, dass manche von die-
sen10.400.600 Moglichkeitenaquivalenten Punktmengen entsprechen. Nach ei-
ner Anwendung des Lemmas von Cauchy-Frobenius (2.6.1), ergibt sich, dass es
genau

)

29-3

(291;3) + —1’2*‘+1(
2

Teilpunktmengen der Punktmenge @9sPunkten mit Durchmessép6 gibt, die
ausk + 3 Punkten bestehen.

Wir vermuten nun, dass die Teilpunktmengen von einigen wenigen Punktmen-
gen fur einen maRgeblichen Anteil aBuckelverantwortlich sind. Mit Hilfe von
Algorithmus 5.2.3 Bnnen wir alle planaren Punktmengen mit Durchme886ér
und mindesteng4 Punkten bestimmen, bei denen- 1 Punkte auf einer Gera-
den liegen. In Notation von Tabelle 5.1 lauten 86, 222, 222), (396, 282, 282),

(396, 282, 246) und (396, 267, 201). Nach einer kurzen Rechnung ergibt sich, dass
diese4 Punktmengen

[MEAN]

25—3

)+ )+ =52 (CH+ D)) . (25 _3> . (24 _3>

k k

Teilpunktmengen aus + 3 Punkten mit Durchmess866 besitzen.
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Zieht man nun die Anzahl derartiger Teilpunktmengen von den Anzahlen aus
Tabelle 5.4 ab, so ed#ft man die Anzahlegt'P aus Tabelle 5.5.

n 3 4 5 6 7 8 9
#'P | 78.602| 18.694| 28.776| 64.210| 147.901| 302.523| 527.502
n 10 11 12 13 14 15
#'P | 772.318| 946.776| 969.689| 828.443| 588.105| 344.906

n 16 17 18 19| 20| 21|22 23
#'P | 165.476| 64.007| 19.504| 4.517| 748 | 79| 4| O

Tabelle 5.5: Anzahl ganzzahliger planarer Punktmengen mit Durchnisseh-
ne die Teilpunktmengen vohausgevithlten Punktmengen.

Den Anzahlen von Tabelle 5.5 entnimmt man, dassBiexke| durch das Ent-
fernen der vier Punktmengen und ihrer Teilpunktmengen, zwar nicht komplett ab-
getragen wurde, sich seinebHe aber verringert und seirdthster Punkt weiter
nach links verschoben hat.

Wenn wir also eine Niglichkeit hatten im rekursiven Konstruktionsprozess so
frih wie mbglich zu entscheiden, ob eine Punktmerigjebei gleichbleibendem
Durchmesser, nur noch durch Hinzunehmen von Punkten aufidgsten Seite
erweitert werden kann, s@knen wir die Punktmenge mit der maximalen Punkt-
anzabhl, dieP enttalt, mit Hilfe von Algorithmus 5.2.3 direkt erzeugen, ohne die
Vielzahl von Teilpunktmengen konstruieren ziissen.

Eine Moglichkeit dieses Ziel zu erreichen, ist auf dandisten Seite erst gar
keine Punkte einziigen. In Kapitel 3 haben wir ja erst dafgesorgt, dass auch
Strecken mit vielen Punkten in die Konstruktion mit einbezogen werden. Nun
kombinieren wir einfach ausschlieBlich zweidimensionale Punktmengen mitein-
ander, wobei wir aber Punktmengen sidder mehr kollinearen Punkten zulassen.
AnschlieRend testen wir mit Hilfe von Algorithmus 5.2.3 wie viele Punkte wir auf
der langsten Kante eiiifen onnen.

Wir wollen hier aber eine etwas allgemeinere Konstruktionsstrategie vorstel-
len und benutzen. Wenn wir minimale Durchmesggr, n) bestimmen wollen,
konnen wir davon ausgehen, dass #(2, n — 1) schon kennen. i einen Durch-
messerd > d(2,n — 1) sind wir in diesem Fall nicht an allendglichen ganz-
zahligen Punktmengen mit diesem Durchmesser interessiert, sondern nur an de-
nen, die aus mindestemsPunkten bestehen. Wir werden nun dieses Problem so
umformulieren, dass egjuivalent dazu ist, grof3gliquen, das sind vollsindige
Teilgraphen, in Graphen zu finden.
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Zu einem gegebenen Dreie¢k mit Durchmessed betrachten wir die Menge
V der Punkte, die zu den drei Eckpunkten des Dreigklkesnen ganzzahligen Ab-
stand kleiner gleicld besitzen. Diese Menge nehmen wir als Knotenmengérf
unseren Graphe@i(A). Wir definieren, dass zwei Knoten, v2 € V genau dann
benachbart sind, wenn sie einen ganzzahligen Abstand kleiner gldiekitzen.
Man Uiberlegt sich leicht, dass es zwischen den ganzzahligen planaren Punktmen-
gen mit Durchmesset, die das Dreiecl\ enthalten, und den Cliquen v@i{A)
eine Bijektion gibt.

5.4.1 Algorithmus (Konstruiere groRBeganzzahlige planare Punktmengen)
Eingabe:d, n
Ausgabe:Ganzzahlige planare Punktmengen mit Durchmegsars mindestens
n Punkten
begin
Berechne Koordinateny, i, von A
Berechne Koordinaten;, y; von B
Berechne Koordinatens, y> vonC'
i=3
foreach A = (4, B, C) with diam(A) = d and x(A) = kanonisch do
foreach? = (A, B,C, D) with |P = A and
x(P) € {kanonisch, semi—kanonisch} do
Berechne Koordinaten;, y; von D
i=i+1
end
for each D with AD + BD = ABand AD,BD,CD € {1,...,d} do
Berechne Koordinaten;, y; von D
i=i+1
end
G=(0,...,i—1}10)
for each {u,v} with 0 < u < v < ido
if /(20 —25)2 + (yu — Yo)? € Nthen
Fuge Kante{u, v} zu G hinzu
end
end
Gebe alle Cliquen vog aus mindestens Knoten aus
end
end

Bei diesem Algorithmus verwendet man Algorithmus 2.3.2 zur Koordinatenbe-
rechnung und Algorithmus 5.2.3 zum Durchlauf der ganzzahligen Punkté&uf
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als Unterroutinen. Den Durchlauf mi und P kann man mittels ordnungstreuer
Erzeugung, wie in Kapitel 3 beschrieben, duidiren. Rir die Cliquensuche in
G benutzen wir eine Implementierung des Bron-Kerbosch Algorithmus [21] bzw.
das SoftwarepakeéfLIQUER [131], basierend auf [133, 134].

Mit Hilfe von Algorithmus 5.4.1 konnten wir verifizieren, dass die in Abschnitt
5.2 angegebenen oberen Schrank@nden minimalen Durchmessé(2, n) fur
n < 89, wie vermutet, die exakten Werte sind.

Doch wie sieht es mit der Komple#it von Algorithmus 5.4.1 aus?iFdie Be-
stimmung der Knotenmengéder Graphergj(A) haben wir insgesamt einen Auf-

wand vonO (¥ (d) + d**wisza ), siehe Abschnitt 4.5 und Abschnitt 5.2. Um eine

gute Abschitzung fir die Anzahl der Knoten eines Graphgreu haben, massen
wir die Gultigkeit von Vermutung C.2.1 voraussetzen. Unter dieser Annahme gilt

V| e o(dm).

Fur die Suche nach einer maximalen Clique in Graphennalisoten sind aber
bisher leider erst Absétizungen der Forr®(c¢™) bekannt. In [167] wird gezeigt,

dass mar = 1, 2599 wahlen kann. Somit kann man den Aufwaiid dlie Cliquen-

suche in unserem Fall bisher nicht polynomial, also dup¢tic), abscktzen. Wir
mochten enahnen, dass das Entscheidungsproblem, ob ein gegebener Graph eine
Clique ausy Knoten besitzt N P-vollstandig ist. Nach [76] ist sogar das Bestim-
men von Approximationsisungen in polynomieller Zeit schwer. Somitrinen

wir eigentlich nicht erwarten, dass Algorithmus 5.4.1 schnell ist. In der Praxis
stellt sich aber heraus, dass er nicht wesentlich mehr Zeit braucht, als die Kon-
struktion der ganzzahligen Vierecke alleine beégt. Dies liegt daran, dass wir

es hier nicht mit dem allgemeinen Cliquenproblem zu tun haben, sondern dass die
von uns betrachteten Graphen eguugartigeStruktur besitzen. In Abschnitt 5.2 ha-

ben wir gesehen, dass Punkte auf einer Geraden zu sehr groRen lilgream fn
Abschnitt 5.5 werden wir sehen, dass Punkte auf Kreisen zu mittelgro3en Cliquen
fuhren und in Abschnitt 5.6 werden wir empirisch feststellen, dass es zwischen
diesen zwei Arten von Cliquen recht wenige Kanten gibt. Also:

“Keine Angst vorN P-vollstandigen Problemen, solange man sie nur in
Spezialéllen bBsen muss.”

Wir haben den Konstruktionsalgorithmus 5.4.1 als einen hybriden Konstruk-
tionsalgorithmus bezeichnet, weil er bis zu einem gewissen Punkt ordnungstreu
erzeugt und anschlie3end Cliquensuche benutzt. Bei einem solchen Vorgehen stellt
sich natirlicherweise die Frage nach dem optimalen Punkt des Wechsels der Kon-
struktionsmethode. Da wir empirisch festgestellt haben, dass die Konstruktion der
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ganzzahligen Viereckéhger dauert als die anschlielende Cliquensuche, braucht
man nur noch die Nglichkeit zu betrachten direkt nach der Konstruktion der
ganzzahligen Dreiecke und der ganzzahligen Strecken aus drei Punkten auf die
Cliqguensuche umzusteigen. Bei dieseddiichkeit berdtigen wir zwar nui(d?)
Schritte fir den Teil der ordnungstreuen Erzeugungissten die Cliquensuche
aber daifir auf Graphen mif2(d) Knoten durchiihren, was letztendlich weitaus
langsamer ist.

Wenn wir vom Optimalfall ausgehen, dass es einen Algorithmus, mit poly-
nomialer Laufzeit (in der Anzahl der Knoten), zumindest finsere speziel-
len Graphen, zum Finden maximaler Cliquen gibt und weiterhin die Vermutun-
gen 4.5.11 und C.2.1 stimmen, dangtte Algorithmus 5.4.1 eine Laufzeit von

O( d**weisza ). Da dies aber alles nur Vermutungen und Hoffnungen sitigisen

wir damit leben, dass unser Algorithmus zwar in der Praxis schnell ist, wir aber
keine gute obere Schrankiérfdie Komplexiat beweisen &nnen.

5.5 Minimale Durchmesser von planaren
Punktmengen in semi-allgemeiner Lage

In diesem Abschnitt besélftigen wir uns mit den minimalen Durchmessern von
ganzzahligen planaren Punktmengen in semi-allgemeiner Lage, also Punktmen-
gen bei denen keine drei Punkte auf einer Geraden liegen. Die bisher bekannten
minimalen Durchmesset(2, n) entnehmen wir [64],

(d2,n)),_, o=1,4,8,8,33,56,56.

Zusatzlich wurde nochi(2, 10) = d(2,11) = d(2,12) = 105 vermutet. Mit Hil-

fe des Konstruktionsalgorithmus aus Abschnitt 3.4 konnten wir alle ganzzahligen
planaren Punktmengen mit Durchmesser kleiner gl&ioho konstruieren. Dies
liefert

(d(2.n)), 1o 4 = 105,105,105,532,532,735,735,735,
735,1995, 1995,1995, 1995, 1995, 1995.

Wie in Abschnitt 5.4 beschrieben, bekommen wir auch hier b&Rgremn Pro-
bleme mit der exponentiellen Anzahl an Unterstrukturen. Um dieses Problem zu
umgehen wollen wir wieder Algorithmus 5.4.1 benutzen. Da wir nun nur an Punkt-
mengen in semi-allgemeiner Lage interessiert sinidssen wir ihn leicht modifi-
zieren. Beim ersten Teil brauchen wir mittels ordnungstreuer Erzeugung nur noch
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die ganzzahligen Vierecke in semi-allgemeiner Lage konstruieren. Beiradeinf

der Kanten{u, v} in den Grapher;(A) testen wir wieder, ob der Abstand zwi-
schen(x,, y,) und(z,,y,) in {1,...,d} liegt. Falls dies nicht der Fall istii§en

wir keine Kante ein. Zuitzlich fordern wir noch, dass die Punkte, diewzund

v geltbren, nicht mit einem der drei Punkte vdnauf einer Geraden liegen. Erst
wenn beide Bedingungen étft sind, fugen wir die Kante ein. In Abschnitt 5.4
konnten wir sagen, dass die ganzzahligen planaren PunktmengenPauskten

mit Durchmessed, die das Dreieck\ enthalten, den Cliquen ausKnoten von
G(A) bijektiv entsprechen. Hier ist diese Bijektigttleider nicht mehr gegeben, da
fur 3 < wu < v < w nicht ausgeschlossen wurde, dass die drei Punkte mit den Ko-
ordinaten(x, y.), (zv, y») Und(z,, y,,) auf einer Geraden liegerdknen. Aber

es gibt zumindest zu jeder derartigen Punktmengexdusnkten eine Clique aus
Knoten inG(A). Somit sind die Cliquen der Bthtigkeit gbl3er gleichn ausG(A)

nur Kandidateniir ganzzahlige Punktmengen in semi-allgemeiner Lage aus min-
destens: Punkten, die noch daraiiberpiift werden niissen, ob sie drei Punkte
auf einer Geraden besitzen. Mit Hilfe dieses modifizierten Algorithmus konnten
wir weitere12 exakte Werte vor(2, n) bestimmen,

(A(2.1)), _ps 46 = 9.555,9.555,9.555,10.672,13.975,13.975,
13.975,13.975,13.975,13.975, 13.975, 13.975.

Wir mochten en@hnen, dass wir bei der Bestimmung v, n) fir n < 36 kei-
nen Kandidaten verwerfen mussten, da sie alle Punktmengen in semi-allgemeiner
Lage entsprechen.

Bisher haben wir nur die Werte der minimalen Durchmedé2yn) furn < 36
angegeben und die Algorithmen beschrieben, mit denen wir sie bestimmt haben.
Fur Koordinatendarstellungen und Abbildungen der ziagefen Punktmengen
verweisen wir den Leser auf Abschnitt A.2. Schaut man sich diese Punktmen-
gen genauer an, so stellt man fest, dass die Punkte jeweils auf einem Kreis liegen,
siehe auch [127, 1591if derartige Punktmengen.

5.5.1 Vermutung Ist P eine ganzzahlige planare Punktmenge auRunkten in
semi-allgemeiner Lage mit Durchmesgé®, n), so liegen allex Punkte auf einem
Kreis.

In Satz 1.1.2 ist bereits eine Methode enthalten, wie man ganzzahlige Punkt-
mengen auf Kreisen konstruieren kann. Da man hiermit, zumindest unseres Wis-
sens nach, nicht gezielt Punktmengen mit vielen Punkten und kleinem Durchmes-
ser konstruieren kann, beschreiben wir nun eine weitere Methode, mit dessen Hilfe
die obere Schranke

a(27n) < ncloglogn
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bewiesen wurde [67].

Wir betrachten den Ring[g] mit o = *1%\/?3 In Z[ o] besitzt jede Primzahl
p = 1 mod 6 (in Z) eine Primfaktorzerlegung der Forsip) - v(p), wobei wir
mit v(p) die zu~y(p) konjugiert komplexe Zahl bezeichnen. So gilt z.B.

7T = B+0B+0),
13 = (4+0)4+02),
19 = (5+420)(5+20),
31 = (6+0)(6+02),
37 = (7T+30)(7+ 30),
43 = (T+0)(7+2).

Zur Konstruktion einer ganzzahligen Punktmerngeavahlen wir nun eine Zahl

r—1
R = ][] p;*, die ein Produkt von Primzahlesy = 1 mod 6 (ausZ) ist. Zu
=0

jedem TellerH p;* betrachten wir weiter die drei komplexen Zahlen

r—1
s ViU
o = [[rv@) )",
=0
m = mnoe und
ne = mo’.

Insgesamt ergeben S|GhH v; +1) unterschiedliche Wertdif dier),. Die Punkte

von P definieren wir nun durch die Koordinaten

(»(%) (%))

fir die nbglichen Werte von), wobei den Realteil unds den Imagirrteil ei-
ner komplexen Zahl bezeichnet. In [67] wird bewiesen, dass diese Konstruktion
wirklich zu einer ganzzahligen planaren Punktmenge in semi-allgemeiner Lage

bestehend aus = 3 H (v; +1) Punkten mit einen Durchmesser klelr%fuhrt

Wahlt manR als Produkt der ersten 2umodulo6 kongruenten Primzahlen, so gilt
diam(P) < nclosloen |n Tabelle 5.6 betrachten wir diedglichengutenWahlen
von R die zu ganzzahligen Punktmengen nmithsten200 Punkten @ihren.
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Wenn man die oberen Schranken aus Tabelle 5.6 mit den exakten \Wgtten
vergleicht, so stellt man fest, dass viele der minimalen Durchmesser durch die eben
beschriebene Konstruktion erreicht werden.

R [ [P] [ diam(P) R P[] diamP)
1 3 1 7-13-19-31 48 61.880
7 6 8 72.13%2-19 54 181.675
72 9 56 72.13-19-31 72 433.225
713 | 12 105 7-13-19-31-37 | 96| 2.289.957
72.13 | 18 735 72.132-.19-31 | 108 | 5.632.056
7-13-19 | 24 1.995 72.13-19-31-37 | 144 | 16.029.704
72.132 | 27 9555 7-13-19-31-37-43 | 192 | 98.468.151

72.13-19 | 36 13.975

Tabelle 5.6: Obere Schrankeirfi(2, n).

5.6 Erd6s-Problem

In der Einfihrung wurde bereits auf die Fragestellung von Paub&rthch ganz-
zahligen planaren Punktmengen in allgemeiner Lage hingewiesentdkbick

auf die Abschnitte 5.1, 5.4 und 5.5 erscheint diese Frage rechtlinht da

sich die Punkte der ganzzahligen planaren Punktmengen bzw. der ganzzahligen
planaren Punktmengen in semi-allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser
hauptéchlich auf einer Geraden bzw. auf einem Kreis konzentrieren.

Abbildung 5.7: Ganzzahliges Vier- bzwiiRfeck in allgemeiner Lage mit mini-
malem Durchmesser.
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Betrachten wir nun die minimalen Durchmeséa, n) fur ganzzahlige planare
Punktmengen in allgemeiner Lage. Das gleichseitige Dreieck mit Siitgal
liefert d(2,3) = 1. Aus [62, 87] entnehmen wif(2,4) = 8, d(2,5) = 73 und
d(2, 6) = 174. Die zugelrigen eindeutig bestimmten Punktmengen haben wir in
Abbildung 5.7 bzw. Abbildung 5.8 dargestellt.

Abbildung 5.8: Ganzzahliges Sechseck in allgemeiner Lage mit minimalem
Durchmesser.

Mittels ordnungstreuer Erzeugung haben wir alle ganzzahligen Sechsecke in
allgemeiner Lage mit einem Durchmesser kleiner gleigi)00 konstruiert. In
Abschnitt C.3 listen wir diejenigen, die primitiv sind, vobsidig auf. Die Frage
von Erdds nach einem ganzzahligen Siebeneck in allgemeiner Lageek wir
bisher leider nicht positiv beantworten undrikaen nur

d(2,7) > 15.000

angeben.

Obwohl ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage sehr seltene Objekte sind,
sind Konstruktionen bekannt, die zu unendlich vielen nédimlichen Sechsecken
fuhren. Wir stellen nun eine derartige Konstruktion aus [87] vor. Hierzu betrachten
wir ein ganzzahliges Dreieck = (a, b, ¢) mit halb-ganzzahligen Seitenhalbieren-
deng, %, £ und figen es so zusammen wie in Abbildung 5.9 dargestelltilierf
die ganzen Zahlea > b > c¢ die Dreiecksungleichungen und gilt mity, z € N
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folgendes Gleichungssystem,

2?2 = 202427 —d?, (5.1)
y? = 2a® 42 — 12,
22 = 2a®+20% — 2,

so ergibt sich ein ganzzahliges Sechseck in allgemeiner LageDé&tails bzw.
einen Beweis verweisen wir auf [87].

a

Abbildung 5.9: Sechseck aus sechs Kopien eines Dreiecks.

Wir mochten en@hnen, dass die zwei kleinsten ganzzahligen Sechsecke in allge-
meiner Lage aus dieser Konstruktion hervorgehen. Um die ganzzahligemgen

von Gleichungssystem 5.1 systematisch zu bestimmen, dwiftimhan geschick-

ter Weise allel < a < d, § < b < a und bestimmtr,y aus der Differenz der
ersten beiden Gleichungen,

(y —x)(y + ) = 3(a — b)(a +b).

Die zwei restlichen Variableaundz lassen sich nun leicht bestimmen. Berechnet
man die Primfaktorzerlegungen der Zahlen kle2vor und durchdwuft die Teiler
von 3(a — b)(a + b) geschickt, siehe Abschnitt B.2, so ergibt sich ein Algorith-

mus mit einer Laufzeit vo® ( d** ©gisza ). Um ein paar mehr Beispiele primitiver

ganzzahliger Sechsecke in allgemeiner Lage zu erhalten, haben wir den beschrie-
benen Algorithmus mi# = 50.000 rechnen lassen. Wir dthten en@hnen, dass
Parameteiisungen von Gleichungssystem 5.1 schon Euler bekannt waren [35],
diese aber zu astronomisch grof3en Wertenadn ¢,  undy fuhren.

Eine zweite Konstruktion aus [8711fit an ein gleichseitiges Dreieck an jede
Seite einaquivalentes Dreieck , wie in Abbildung 5.10 dargestellt, an. Diese Kon-
struktion kann auch als zyklisches Antragen von Vierecken beschrieben werden.
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Abbildung 5.10: Sechseck aus dreimal zyklisch angetragenen Vierecken.

In [87] wurde weiterhin ein Gleichungssysteiir fderartige Sechsecke angege-
ben und die kleinste ®Bglichkeit bestimmt. Wir haben sie in Abbildung 5.11 dar-
gestellt und bemerken, dass es kein weiteres primitives derartiges Beispiel mit
Durchmesser kleiner gleictb.000 gibt.

A'¢
392 7 323
Abbildung 5.11: Kleinstes ganzzahliges Sechseck aus dreimal zyklisch angetrage-

nen Vierecken.

Wir haben diese zwei und weitere in der Literatur beschriebene explizite Kon-
struktionsverfahreniir ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage benutzt, um
moglichst viele Beispiele zu finden. Mit Hilfe von Algorithmus 6.1.1 haben wir
versucht jeweils einen weiteren ganzzahligen Punkt zu finden. Leider blieb unsere
Suche nach einem ganzzahligen Siebeneck in allgemeiner Lage bisher erfolglos.
Und somit bleibt die Frage nach der Existenz dieser Punktmengen weiterhin un-
geklart.



6 Maximale ganzzahlige
Punktmengen

Aufgrund des Beweises des Satzes vond&ndnd Anning (Satz 1.1.1) bzw. seiner
Verallgemeinerung auf deB™, gibt es ganzzahlige Punktmeng®n fur die es
keinen Punkt: gibt, so dass die um erweiterte Punktmendg® U {x} weiterhin
ganzzabhlig ist. Derartige Punktmengen wollen miximal odernicht erweiter-
bar nennen.

Maximale ganzzahlige Punktmengen wurdem,den Spezialfall von planaren
n-Clustern, also ganzzahligen planaren Punktmengen, die in ein kartesisches ganz-
zahliges Gitter eingebetet werdearien, in [37, 38, 39] betrachtet. Die Autoren
haben zwar Beispiele von Punktmengen angegeben, von denen sie vermutet ha-
ben, dass sie maximal sind, konnten aber keinen Beweis angeberdchmatan
Abschnitt wollen wir nun einen Algorithmus angeben, mit dem man maximale
ganzzahlige Punktmengen in beliebigen Dimensiandrestimmen kann.

6.1 Ein Algorithmus zur Bestimmung
maximaler ganzzahliger Punktmengen

Wir gehen von einem ganzzahligem-dimensionalen Simple§ in E™ aus und
fragen uns, ob er bereits maximal ist, oder wie wir ihn zu einer maximalen Punkt-
menge erweitern dnnen. Zudachst bestimmen wir eine endliche Men§evon
moglichen Erweiterungspunktep.

Bezeichnen wir die Punkte vo8 fir 0 < ¢ < m mit P;, und setzen eine
Koordinatendarstellun®; = (xo, - .., zm—1,) Voraus, so giltfir einen weiteren
Punkt@ = (Zo, ..., Zm—1) im E™ mit paarweise ganzzahligen Aksden zu den
P, nach Satz 1.1.1 das Gleichungssystem

POprm

O
Il
=g

Pm—lQ_Pm

O
|

6m—17

95
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wobei died; ganze Zahlen zwischenP; P,, und P; P,, sind. Unter Verwendung
der Koordinatendarstellungsst es sich umformulieren zu

m—1 m—1
Z Tj0 — T;)? (@jm — ;) = do
j=0 j=0
m—1 m—1
D (@1 —E5)? — (Tjm —;)* = Om-1.
§=0 §=0

Nach Trennen der Wurzelausdke, Quadrieren und Ersetzen von
\/Z?:_Ol (2;.m — #;)? durchz,, erhalten wir

m—1 m—1
2 ~
(xj0 — = 0§+ 200Zm, + E (@jm —
Jj=0 Jj=0
m— m—1
2 2 ~ ~ \2
E , (Tjm—1— ;)" = Opq +20m-1Tm + E (Tjm — @5)"

j=0 =0

Bringt man alle Ausdicke auf eine Seite, so ergibt sich mit

Ju

+ 2(Ij,m — Ij,o)fij} — 260‘%171 — 6(2) = O
j=0
m— 1
22 0+ 2T m — Tjm—1)T;] = 20m_ 1@ — 02 = 0
j m—1 " j,m, J,m Jjm—1)Lj m—1<m m—1
]:O
ein lineares Gleichungssystem der Fadm — b = 0. Da der SimplexS per Defi-
nition nicht entartet ist, sind die Zeilen vohlinear unabhngig. Falls nud; = 0
furalle0 < ¢ < m — 1 gilt, so gibt es folglich eine eindeutigedsung des Glei-
chungssystems. Ansonsten gibt es einen Irydest J; # 0 und der lBsungsraum
ist eindimensional. In diesem Fallidtken wir die Variablerx; linear durchzy aus
und setzen dies in eine Zeifedes obigen Gleichungssystems ein, wobei iyjr

wieder durch\/zg.":’ol(xj’m — z;)? ersetzen. Nach einer weiteren Umformung
erhalt man eine quadratische Gleichungaip und somit keine, eine oder zwei

Losungen ifir das urspingliche Gleichungssystem. Zur Sicherheit kann man die
gefundenen tisungen noch mal durch Einsetzen verifizieren.
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In Kurzform kdnnen wir die Bestimmung der Mengewie folgt formulieren.

6.1.1 Algorithmus (Erweiterungsmenge)
Eingabe:ganzzahliges SimpleX
AusgabeMenge& von Punkter) mit ganzzahligen Ab&inden zu den Eckpunk-
ten vonS
begin
E=0
Durchlaufe alle mglichen Wertefir died;
Lose das zugédinige Gleichungssystem
Flge die losungen z¢& hinzu, die zu allen Eckpunkten
von S positive ganzzahlige Abashde besitzen
end

Bildet man nun mit den Punkten vdh einen Grapher;, bei dem zwischen
zwei Knoten genau dann eine Kante existiert, wenn der Abstand zwischen den
zugelvrigen Punkten ganzzahlig ist, so entsprechen die maximalen ganzzahligen
Punktmengen genau den Cliquen v@nFur die Cliquensuche verweisen wir auf
Abschnitt 5.4. Dort haben wir ebenfalls ganzzahlige Punktmengen konstruiert, in-
dem wir Cliguen in einem Graphef(A) gesucht haben. Zur Bestimmung der
Knoten vonG(A) hatten wir dabei ordnungstreues Erzeugen verwendet. Theore-
tisch kbnnten wir die Knoten auch mit Algorithmus 6.1.1 bestimmen. Da seine
Komplexitat aber2(diam(S)™) betragt, ist er ddir nicht geeignet.

6.2 Beispiele maximaler Punktmengen

Die zwei Beispiele von maximalen Punktmengen aus [37] sind in Abbildung
6.1 dargestellt. Mit Hilfe von Algorithmus 6.1.1 kann man leicht zeigen, dass
es jeweils in der Ebene keinen weiteren Pugkimit paarweise ganzzahligen
Abstanden gibt [98].

In [38] wurde die Frage gestellt, ob es ganzzahlige Dreiecke mit ganzzahligen
Koordinaten gibt, die nicht mehr erweiterbar sind. Da jedes ganzzahlige Dreieck
mit ganzzahligen Koordinaten Charakteristithat und esiir jedes ganzzahlige
Dreieck mit Charakteristik eine Einbettung in ein ganzzahliges kartesisches Git-
ter gibt, betrachten wir das Problem losigglvon einer speziellen Koordinaten-
darstellung. Ein Durchlauf der Dreiecke mit Charakterigtiklnd der Test auf Er-
weiterbarkeit mit Hilfe von Algorithmus 6.1.1 liefert sieben maximale Dreiecke
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9,24 16,24

0,1 25,12

9,0 16,0

Abbildung 6.1: Zwei Beispiele maximaler Punktmengen.

mit Durchmesser klein€et.000,

(2.066, 1.803, 505), (2.549,2.307, 1.492), (3.796, 2.787, 2.165),
(4.083,2.425,1.706), (4.426,2.807, 1.745), (4.801,2.593,2.210)
und (4.920,4.177,985).

Darstellungen in ganzzahligen Koordinatearen z.B.

0 0 0 0 0 0
2.030 —-384 |, 2.451 —-700 |, | 3.404 -1.680 |,
1.653 —720 1.443 —1.800 2.760 387
0 0 0 0 0 0
3.720 —-1.683 |, | 4410 -376 |, | 3.649 -3.120
2.064 —1.273 2.793 280 2.015 —-1.632
0 0
und 4.488 —2.016
4.015 —1.152

Fragt man nach maximalen ganzzahligen Tetraedern, die sich in ein ganzzahli-
ges Gitter einbetten lassen, so stellt man fest, dass es hiervon recht viele gibt, z.B.

0 0 0
. . . 2 -1 =2 . 1 .
eines mit den Koordinate 5 1 9 . Fordern wir zuatzlich, dass die
4 0 0

Tetraedeheronschsein sollen, also ein ganzzahliges Volumen, Seiéehftn mit
ganzzahliger Flche und ganzzahlige Seitangen besitzen soll, siehe auch [22],
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so sind die kleinsten maximalen derartigen Tetraeder gegeben durch die Koordi-
naten

396 132 99 432 144 108 528 396 121
288 -84 0 |, | 336 —48 20 |, | 468 204 —423 |,
176 0 0 297 0 0 144 108 —135
540 180 135 624 468 0 672 104 0
336 252 0 |, | 648 360 —189 |,| 672 0 0 |,
400 0 0 660 264 —77 600 0 135
672 104 0 672 153 104 672 153 104
672 —104 0 |,| 672 o0 104 |, | 672 —153 104 |,
600 0 135 672 0 0 672 0 0
704 528 84 756 435 308 756 520 117
704 528 —84 |, | 756 —45 108 |, | 756 0 117 |,
616 363 0 756 0 0 756 0 0
756 525 92 768 224 0 792 264 198
756 45 —108 |, | 756 108 —45 |, | 576 —168 0 |,
756 0 0 600 0 0 352 0 0

wobei wir die Koordinaten des ersten Punktes(al$), 0) gewahlt und aus Platz-
grunden weggelassen haben.

Die Ganzzahligkeit der Koordinaten spieltrfAlgorithmus 6.1.1 keine Rolle
und wurde nur wegen der ungsten Probleme in [37, 38, 39] betrachtet. Nun
lassen wir diese Bedingung wieder fallen und fragen nach dem minimalem Durch-
messer eines:-dimensionalen maximalen Simplex. Das folgende Lemngat ki
die Situation vollshndig. Far m > 2 betiagt der minimale Durchmessgund fur
m = 1 gibt es keine maximalen ganzzahligen Punktmengen.

6.2.1 Lemma Das m-dimensionale Simple& bestehend aus lauter Einheits-
abs@inden istfir m > 2 maximal.

Beweis.Wir betrachten einen Punk} mit ganzzahligen Absinden zu den Ecken
von S. Aufgrund der Dreiecksungleichun@knen die Absinde des Punkteg,
nach geeigneter Wahl van nur die Werter bzw.z + 1 annehmen. Die Bufigkeit
von Abstandr bezeichnen wir mit und die Haufigkeit von Abstand: + 1 mit ;.
Fur die Cayley-Menger-Determinantg§S U @) der Punktmengé& U @ zeigt man
leicht per Induktion,

C(SUQ) = (—1)""7 [(4ij — 2i — 2j)a® +4(i — 1)jz +ij +i—1—j].
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Nach Lemma 2.1.2 muss dieser Ausdruck gleich Null seim.okin(i, 7) > 2 ist
jedoch die Diskriminante

8(i+7)i+j—ij—1)

dieser inx quadratischen Gleichung negativ, es existiert also keine reelle und somit
keine ganzzahligedsung. Firi = listz = Qund firj = 1istx = —1 eine
doppelte Nullstelle. Da wir 0.E.> 1 annehmen &nnen, bleibt somit nur der Fall
j = 0 ubrig, der zu
1—1
24
fuhrt. O

r== <1




7 Automorphismengruppen von
ganzzahligen Punktmengen

Fur eine Punktmeng® bezeichnen wir die Menge
Aut(P) = {o € S, [ 8(i,j) = 6(0(i),0(j)) VO <i <j <n}

als Automorphismengruppe von P. Wir untersuchen in diesem Kapitel die Au-
tomorphismengruppen von ganzzahligen Punktmengen, da widohsten Ka-

pitel sehen werden, dass die Ordnung vt (P) einen gro3en Einfluss auf die
Wahl eines schnellen Kanoniaistests hat. Einedfig verwendete Technik bei

der Konstruktion diskreter Strukturen ist das Vorschreiben einer Untergrippe
der Automorphismengruppe, siehe z.B. [15, 20, 77, 86, 154]. D.h. man konstru-
iert nur noch Objekte deren Automorphismengrugpeals Untergruppe enit.
Motivation hierflr ist, dass diénteressantei®bjekte taufig eine grofRe Automor-
phismengruppe besitzen und die Konstruktion dieser speziellen Objekte schneller
geht als die vollsindige Konstruktion. Somit gibt es ein prinzipielles Interesse an
den noglichen Automorphismengruppen diskreter Strukturen. Wir werden in den
folgenden Abschnitten die Automorphismengruppen von ganzzahligen Punktmen-
gen im zwei- und im dreidimensionalen euklidischen Raum klassifizieren, eine
Datenstruktur ir Gruppen aus der Literatur zitieren und einen Algorithmus zur
Berechnung der Automorphismengruppe einer Punktmenge beschreiben.

Uber die Automorphismengruppen von Punktmengen bzw. Kristallen, ohne die
Bedingung der Ganzzahligkeit, gibt es viel Literatur, z.B. [126, 155, 156], auf
die wir uns im Folgenden beziehen. Anstatt sich auf die Permutationsgruppen der
Punkte vonP zu beschinken, ist es iitzlicher, hngen- und winkeltreue Abbil-
dungen des Euklidischen Raumes, sogenannte Isometrien, zu betrachten. Dies sind
Spiegelungen an einer Hyperebene, Drehungen um einen Punkt bzw. Kombinatio-
nen davon. Die Fortsetzung der anfangs definierten Permutationsgiug®)
als Untergruppe der Isometrien bezeichnen wirlg(P).

101
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7.1 Automorphismengruppen im zwei- und
dreidimensionalen Raum

Die Automorphismengruppen von planaren Punktmengen sind (siehe z.B. [156])
Untergruppen der Diedergrupg®,, also der Automorphismengruppe eines re-
gelmaRigenr-Ecks. Nehmen wir die Nebenbedingung der paarweise ganzzahligen
Abstande wieder hinzu, so gilt folgendes Lemma.

7.1.1 Lemma Die miglichen Automorphismengruppen von ganzzahligen plana-
ren Punktmengen sind i, Dy ~ Zy X Zs, Z3 und D3 ~ Ss.

Beweis.Betrachten wir zuachst ein Elemery € Aut(P) der Ordnungr > 3
und einen Punk® ausP. Wenden wir nuryy wiederholt aufQ) an, so ergibt sich
ein regelnaligesr-Eck R. Fur die drei aufeinanderfolgenden Ecké = Q,
Q1 = gQ undQ, = 3%Q von R gilt

(TN _ 5(@07 QQ)
cos (7) 25(Q0,01) < &

Mit Hilfe von Lemma 1.1.3 folgt somit = 3 und es bleiben nur die aufgelisteten
Gruppen als Mglichkeitenibrig. O

Die ersten drei in Abbildung 5.1 dargestellten ganzzahligen planaren Punkt-
mengen besitzePs, id bzw. Z, als AutomorphismengruppeilFD3 undid sind
dies auch Beispiele mit minimalem Durchmesser. Die ganzzahlige planare Punkt-
menge mit minimalem Durchmesser ufid als Automorphismengruppe ist ein
Dreieck mit den Seitedhgen2, 2 und 1. Fir Z3 als Automorphismengruppe ist
die ganzzahlige planare Punktmenge mit minimalem Durchmesser in Abbildung
5.11 dargestellt. AuRer diesem Beispiel ist bisher keine weitere primitive derarti-
ge Punktmenge bekanntuFD, als Automorphismengruppe ist die ganzzahlige
planare Punktmenge mit minimalem Durchmesser durch die vier Eckpunkte eines
Rechtecks mit den Seiténigen3 und4 gegeben.

Aus der Kenntnis vorAut(P) ergeben sich eine Reihe von Einsihkungen
an die Anzahl der Punkte bzw. die Charakteristik der Punktmenge.

7.1.2 Lemma Fur eine ganzzahlige planare Punktmerigejilt

Aut(P)=id = n >3,

Aut(P) =7y = n >3,

Aut(P)=Dy = n>4,

Aut(P)=%Zs = n>6,n=0 mod3, char(P)=3 und
Aut(P)=D3 = n=23,chaf(P)=3.
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Beweis.Die Anzahln der Punkte einer planaren Punktmengedigitwvegen unse-
rer Definition der Dimension mindesteBsDa Aut(P) eine Untergruppe def,,
sein muss, besitzt eine Punktmenge whitt(P) = D, mindestens! Punkte. Ist

g € Aut(P) ein Element der Ordnung, so entkilt P ein gleichseitiges Dreieck
R und besitzt somit die Charakteristik Das Elemeng entspricht einer Drehung
von %w um den Schwerpunk® vonR. Da O der einzige Fixpunkt vog ist, aber
keine ganzzahligen Abinhde zu den Eckpunkten va@d besitzt, muss jeder Punkt
von P auf einem gleichseitigen Dreieck liegen und somilurch3 teilbar sein.
Ein gleichseitiges Dreieck besitzt dig; als Automorphismengruppe und somit
gilt n > 6 fur Aut(P) = Zs. Nehmen wir nun an, dass es eine ganzzahlige pla-
nare Punktmeng® mit n > 6 und Aut(P) = D5 gibt. Seig € Aut(P) wieder
ein Element der Ordnung Da die Punkte vorP auf ¢ gleichseitigen Dreiecken
liegen, ldonnen wir sie so bezeichnen, dass deesgleichseitige Dreieck die Punk-
te Qi0, Qi1 = gQioundQ; 2 = yQQm als Eckpunkte besitzt. Betrachten gir
nun als Permutatiop, in Zykelschreibweise, auf denPunkten, so besteht es aus
2 Zyklen der Lange3. Sei nunh € Aut(P) ein Element der Ordnung und /
die zugeldrige Permutation in Zykelschreibweise. Man kann gibkrlegen, dass
h ausy Zyklen der Lange2 bestehen muss, weil sonstind ., zusammen keine
zur D3 isomorphe Gruppe erzeugen. Somit sthéunkte voriP Fixpunkte vonh
bzw. h. Dah als Element der Ordnurigjeine Spiegelung ist, liegen diese Punkte,
0.E. Qi 0, zusammen mit dem Schwerpur®teines gleichseitigen Dreiecks auf
einer Geraden, siehe Abbildung 7.1irizwei unterschiedliche gleichseitige Drei-
eckei Undj gllt QLQQLO, Qj’QQj’() € Nund OQZ"()OQ]'_’O € Q\/g Somit kann
der Abstand zwische@; o undQ; o nicht ganzzahlig sein. O

Abbildung 7.1: Planare Punktmenge mit als Automorphismengruppe.
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Die Automorphismengruppen von dreidimensionalen Punktmengen sind, sie-
he z.B. [156], Untergruppen der Diedergruppe (Pyramiden und Bipyrami-
den), D, x Zsy (gerade Prismen und Bipyramiden) und Untergruppen der Auto-
morphismengruppen deiiiif platonischen Krper. Da nicht alle Abginde eines
Wiirfels, Oktaeders, Dodekaeders bzw. Ikosaeders ganzzahlig swierk, folgt
mit Lemma 7.1.1 eine Charakterisierung deigtichen Automorphismengruppen
von ganzzahligen dreidimensionalen Punktmengen.

7.1.3 Lemma Fur eine ganzzahligg8-dimensionale Punktmengegilt
AUt(P) € {ld7 ZQ, Z%, Zg, Zg, ZG> 53, Sg X Zg, 1447 54}

Fur hdhere Dimensionendanen wir nur enéthnen, dass das ganzzahlige
dimensionale Simple& mit gleich langen Seiten die symmetrische Gruspe.1
als Automorphismengruppe hat, die Ordnung der Automorphismengruppe also ex-
ponentiell inm sein kann.

7.2 Datenstrukturen fir Gruppen

Dadie Ordnung der Automorphismengruppe einer ganzzahtigdimensionalen
Punktmenge u.U. sehr groR sein kann, wir sie aber mit dem PC bearbeiten wollen,
berbtigen wir eine geeignete Datenstruktiir Gruppen. Wir benutzen in dieser
Arbeit Stabilisatorketten [160] undLabelled Branchings[29, 79], da diese Da-
tenstrukturen nur einen, in der Anzahlder Punkte einer Punktmenge, polyno-
mialen Speicherbedarf haben und die zugajen Algorithmen nur eine in po-
lynomiale Rechenzeit bétigen. Rir Details verweisen wir auf die Literatur, z.B.

[78, 111, 113].

7.3 lterierte Klassifizierung

In Abschnitt 7.1 haben wir beschrieben, welche Gruppen als Automorphismen-
gruppen von zwei- oder dreidimensionalen Punktmengen auftrétamek. Doch

wie bestimmt man nun die Automorphismengruppe einer gegebenen Punktmen-
ge? Eines der schnellsten Programme zur Bestimmung der Automorphismengrup-
pe von Graphen ist, nach eigener Aussagyg)TY [115] von Brendan McKay. Es
beruht auf dem Prinzip deterierten Klassifizierung [116]. Da wir ganzzahlige
Punktmengen als kantenbewertete Graphen betrachiterek lassen sich die Me-
thoden leichiibertragen. &r unseren Spezialfall wollen wir die Methode kurz an
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einem Beispiel edutern, verweisen abeiirf den allgemeinen Fall bzwif eine
detailliertere Darstellung auf die Literatur [113, 172].

32 0 4 4 2
4 0 2 4
0 1 1 2 4 30

Abbildung 7.2: Nummerierte ganzzahlige planare Punktmenge mit Duigein
Abstandsmatrix.

In Abbildung 7.2 haben wir eine ganzzahlige PunktmeRgehgebildet, bei der
wir die Knoten nummeriert haben. Unser Objekt besteht aus den KAptea, 3
und den bewerteten Kanten zwischen je zwei Knoten. Wir wollen hieiiraekd
die Kanten zwischen Knotenund Knoten;j mit ¢j bezeichnen. Bei der iterierten
Klassifizierung werden die Knoten und die Kanten in Klassen eingeteilt. Diese
Einteilung bezeichnen wir mit’,, bzw. C¢. Als Startbelegung klassifizieren wir
nur die Kanten abfallend nach ihrer Bewertung,

Cy = ({0,1,2,3}) und Cg = ({01,02,13},{23},{03,12}).

Nun versuchen wir abwechselnd die Knoten- und die Kantenklassen zu verfei-
nern. Da jede Kante aus zwei Knoten bestebihrien wir zu jedem Knoteneinen
Haufigkeitsvektor h(v) bilden, der angibt wie oft in den Kanten der Klassen
von C¢ enthalten ist. In unserem Beispiel gilt0) = (2,0,1), (1) = (2,0,1),

h(2) = (1,1,1) undh(3) = (1,1,1). Nun verfeinern wir jede Knotenklasse von
Cy, indem wir die Knoten lexikographisch abfallend naclin feinere Klassen
einteilen. Dies ergibt

Cy = ({Ov 1}v {23 3})

Analog kbnnen wir auch die Kantenklassen verfeinern, indem \ahlen, wie

viele Knoten aus den einzelnen Knotenklassen in einer bestimmten Kante ent-
halten sind:h(01) = (2,0), h(02) = (1,1), h(13) = (1,1), h(23) = (0,2),

h(03) = (1,1) undh(12) = (1, 1). Dies fuhrt zu

Ce = ({01}, {02,13}, {23}, {03, 12}).

Der Versuch erneut die Knotenklassen zu verfeinern bringt keingnderung. In
diesem Fall vahlt man, nach irgendeiner festgelegten Regel, eine Knotenklasse
aus undzeichneteinen Knotenaus, d.h. man steckt ihn in eine eigene Klasse.
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Dies tut man auf jede dgliche Art und Weise. In unserem Beispiel erhalten wir
zwei Ralle, wenn wir die erste Knotenklasse gdwt haben,

Cy = ({0}3{1}7{273}) und Cy = ({1}7{0}7{273})'

Verfeinert man nun wieder, so endet man bei

Cvo = ({0}, {1},{2},{3}) bzw. Cy, = ({1},{0},{3},{2}).

Allgemein ertélt man eine Liste von idglichen Einteilunge’y, in einelementige
Klassen. Betrachtet man nun zwei Abstandsmatrizerafieder zC'y, bzw. Cy,
zugeldrigen Nummerierung, so kann man entscheiden, ob die Matiiberein-
stimmen oder nicht. Im ersten Fall ist durch die Abbildung ¢g»n nachCy, ein
Automorphismus der Punktmenge, von der wir uisgglich ausgegangen sind,
gegeben. Esakst sich zeigen, dass wir jeden Automorphismus auf diese Weise
finden ldnnen. Hier giltAut(P) = {id, (0,1)(2, 3)}.

Benutzt man die Information gefundener Automorphismen geeignet, siehe z.B.
[116], so muss man nicht alle Automorphismen explizit auflisten und es entsteht
ein in der Praxis sehr schneller Algorithmus. Es gibt jedoch Beispiele, bei denen
exponentieller Aufwand entsteht [121].

Da der Algorithmus abelif die meisten Elle sehr schnell ist und eine kano-
nische Nummerierung der Punkte einer Punktmenge lieféntien wir ihn gerne
fur den Kanonizitstest einsetzen. Das folgende Beispiel zeigt allerdings, dass
wir, mit unserer Wahl voit', die iterierte Klassifizierung nicht in dieser Form ver-
wenden Bnnen. Zum Zwecke gf3erer Allgemeinheit geben wir ein Beispiéf f
Graphen anstattif ganzzahlige Punktmengen an, bei dem Bedingung 3.A verletzt
und somit das ordnungstreue Erzeugen nicht anwendbar ist.

7.3.1 Beispiel Betrachten wir folgende Adjazenzmatrix eines Grapfien

0
01 101 1Y .
101100
110100 . 5
0011000
100000
100000 3

so stellen wir fest, dass sie kanonischiloglich der iterierten Klassifizierung ist.
Der erste Klassifizierungsschritt ergikitmlich fur die Ecken vorg die Einteilung

({0}, {1,2}, {3}, {4,5})
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und die Permutationefi, 2) und(4, 5) sind Elemente der Automorphismengruppe
vong.

Entfernt man nun Knoteh ausg, so ergibt sich nach drei Klassifizierungs-
schritten die Einteilung der Ecken zu

({1,2},{0}, {3}, {4}).

Man rechnet leicht nach, dasgrfiede der beiden @glichen Nummerierungen
Bedingung 3.A' verletzt ist. o

Die Betrachtungen in [56] zum Zusammenhang zwischen iterierter Klassifizie-
rung und ordnungstreuer Erzeugung lassen uns hoffen, die iterierte Klassifizierung
in Zukunft doch noch so zu modifizieren, dass wir die Ginsere Zwecke nutzen
kdnnen.
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8 Der Kanonizit atstest

Beim ordnungstreuen Erzeugen muss jedes Mal, wenn ein neues Ogekeugt
wurde, getestet werden, @b kanonisch, semi-kanonisch oder nichts von beidem
ist. Eine Mbglichkeit diese Entscheidung zu treffen besteht darin, den kanonischen
Repiasentanten der Isomorphieklasse @zu bestimmen und ihn m® zu ver-
gleichen. Die Bestimmung des kanonischen Repntanten bezeichnet man auch
als Kanonisierung. In unserer Situation brauchen wl nicht zukanonisieren
sondern nur auf Kanoni#t zu testen. Oftmalsdanen wir aus diesem kleinen
Unterschied nicht wirklich Vorteile ziehen, so dass das erste Verfahren, das wir
vorstellen, auch kanonisiert.

Die einfachste Mglichkeit,O zu kanonisieren ist, alle Nummerierungemon
O zu durchlaufen und den maximalen We(l0) auszuvahlen. Da esifr Punkt-
mengerP ausn Punktenn! Nummerierungem gibt, ist dieses Vorgehen nuirf
eine sehr kleine Anzahl von Punkten praktikabel.

In den folgenden zwei Abschnitten werden wir Methoden kennen lernen, mit
denen man di&Kandidatenmenge dies ist die Menge der Nummerierungen
die ausprobiert werdeniissen, reduzieren kann. Hierbei begetken wir unsere
Betrachtungen der Einfachheit halber @dahst auf die Entscheidung kanonisch
oder nicht kanonisch (lassen also den Fall semi-kanonisch aus).

Die vorgestellten Techniken nutzen die Eingotkungen durch die Geometrie
desE™ nicht explizit aus. Br derartige Untersuchungen verweisen wir auf die
Literatur, siehe z.B. [18, 19, 84].

8.1 Der Lerneffekt

Der Vergleich vonO mit ¢(O) hat drei nigliche Ausginge,O{<, =, >}c(0).
Diese Information kann man nutzen, um die Kandidatenmenge zu reduzieren, oder
in den Worten von Grund [52]:

Man kann etwas lernen!

Falls O < ¢(O) kann O nicht kanonisch sein, da es eind@eres Objekt in
seiner Nebenklasse gibt und widhknen den Kanoniztstest sofort beenden. Im

109



110 Kapitel 8. Der Kanonizitatstest

Fall O = o(O) kdnnen wir faufig mito auch noch weitere Nummerierungen aus
der Kandidatenmenge streichen.

8.1.1 Beispiel Betrachten wir die Abstandsmatrix

4 4
A(P,id) =

W b =~ O

3
0 2 2
2 01
2 1 0
und den zugebrigen Vektor7(A(P,id)) = (4,4,3,2,2,1), siehe Abschnitt
2.2. Rir die Nummerierungr = (02)(13) = [2,3,0,1] gilt 7(A(P,0)) =
(1,4,2,3,2,4). Vergleichen wir die zwei Vektoren, so stellen wir fest, dass sie
sich schon in der vordersten Stelle unterscheiden. Dalidid ersten zwei Punk-
te der Anordnungr verantwortlich sind, &nnen wir alle Anordnungen der Form
[2, 3, %, x| bzw. aus Symmetriegnden auch alle Anordnungen der FOBT2, *, x|
aus der Kandidatenmenge streichen. o

Um die Kandidatenmenge nicht im Speicher halten Zissen, wollen wir die
Anordnungen in lexikographischer Ordnung ordnungstreu durchlaufen.tHierf
nehmen wir eine Funktionextg, p), die zu einer Anordnung einen Nachfol-
ger bestimmt, als gegeben an. Hierbei gatlie Position bezeichnen, an der sich
die Anordnungandern muss. (i die Bestimmung vop benutzen wir einéern-
funktion, z.B. die in Beispiel 8.1.1 angedeutete Lernfunktion:

8.1.2 Algorithmus (Einfaches Lernen)
Eingabe:d, o, n
Ausgabep
begin
for i from 1ton — 1 do
for jfrom O0toi —1do
if 6(¢,7) > d(o(i),0(4)) then return ¢ end
end
end
return n — 2
end

Durchlaufen wir nun die Kandidatenmenge der Abstandsmatrix aus Beispiel
8.1.1 mit Hilfe von Algorithmus 8.1.2 als Lernfunktion, saigsen wir nuil6 an-
statt4! = 24 Kandidaten testen.if die planare Punktmengd@, o mit minimalem
Durchmesser ausPunkten, siehe Abschnitt 5.1, sind iud anstat9! = 362.880
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Kandidaten zu testen. Diese Reduktion scheint schon ganz gut zu sein, d@sstes |
sich zeigen, dass mit Algorithmus 8.1.2 als Lernfunktion immer mindestei?s
Kandidaten durchlaufen werden, und falls alle Atvgte identisch sind, sogat
Kandidaten getestet werderussen.

Allgemein muss bei dem eben beschriebenen Backtrackverfahren immer min-
destens die ganze Automorphismengruppe durchlaufen werden. Nach Lemma
7.1.1 stellt diesiir planare Punktmengen noch kein Problem dar, da diese sehr
kleine Automorphismengruppen besitzeiir [len planaren Fall haben wir auch
diesen einfachen Backtrackalgorithmus, mit leichten Modifikationen, verwendet.
Bei steigender Dimensiom kann die Ordnung der Automorphismengruppe aller-
dings, wie bereits eriahnt, bis zum+1)! betragen. Im &chsten Abschnitt werden
wir zeigen, wie man den Durchlauf der kompletten Automorphismengruppe beim
Backtracking vermeiden kann.

Eine weitere Idee zur Verbesserung der Backtrackverfahren kann man aus den
entsprechenden Verfahren in der diskreten Optimieiibernehmen, die Verwen-
dung von oberen Schranken.

Die Endknoten im Backtrackbaum entsprechen jeweils einer Nummerierung

n—1

bzw. Permutatiorr = ; » dern Knoten einer Punktmenge
o .- n—1

P. Zu jeder Permutatio bezeichnen wir die zugéhige Abstandsmatrix mit
A(P, o), siehe Abschnitt 2.1. Bei den inneren Knoten im Backtrackbaum sind
noch nicht alle Werte des; bekannt und wir sprechen von eingwvollstandigen

o ... r—1 r ... n—1

pPo .- Pr—1 %

sollen, dass diese Werte noch nicht festgelegt sind. Die Menge der Endknoten die
unterhalbdes zus zugeldrigen Knoten liegen bezeichnen wir nfi{5). Formaler
bedeutet dies

Fo={(p )

wobei wir fur & obige Bezeichnungen voraussetzen. Eine Abbildfindie eine
unvollstindige Permutatiod auf eine AbstandsmatriX\’ von P abbildet, be-
zeichnen wir al®obere-Schranken-Abbildung falls fur alle unvollséndigen Per-
mutationens

Permutation ¢ = ( , wobei diex bedeuten

p2=pN0<i<r},

Vo € F(5) : A(P,o) < f(5)

gilt. Der Vorteil einer solchen Abbildung ist, dass wir in einemazaugetdrigen
Knoten im Backtrackbaum nur weiter nach unten gehéissan, wenry () >
A(P,id) gilt.
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Betrachten wir zuachst ein Beispiel ifr eine solche obere-Schranken-
Abbildung.

8.1.3 Beispiel Betrachten wir eine Punktmeng@&mit Abstandsmatrix

09 8 6 5 7
9 0 7 7 9 5
. 8 7 0 5 7 6
AP =167 5 0 5 5
59 75 07
75 6 5 70
und eine unvollgindige Permutatiof = 0 123 45 . Tragen wir
01 2 % % %
die Werte, die durcly bereits festgelegt sind, in die Abstandsmatrix ein, so ergibt

sich

0 9 8 % % %

9 0 7 x x *

- 8 7 0 x x *
A(P,o) = * *x *x 0 % *
* * * *x 0 %

* % * x % 0

Um nun eine obere Schrankés) zu bestimmen, betrachten wir die noch nicht
verwendeten Ab&inde der ersten Zeile und sortieren sie dedl$&rnach abfal-
lend. Dies tihrt zu(7, 6, 5), was wir in dieser Reihenfolge in die erste Zeile von
A(P, o) auf die freien Patze(x) schreiben. Entsprechenidrfdie zweite und drit-

te Zeile. Bei den restlichen drei Zeilerimde sich(5, 5,0), (7,5,0) und (7,5, 0)
ergeben. Diese drei Tupel sortieren wir nun auch noch lexikographisch, so dass
die neue Reihenfolge nufv,5,0), (7,5,0), (5,5,0) lautet. Eintragen der zwei
groften Werte des ersten Tupels in die vorvorletzte Zeile und dd&eyr Wertes

des zweiten Tupels in die vorletzte Zeile ergibt

0 9 8 7 6 5
079 7
0 7 6

0 7

0

S = Ot Ot Ot

was man noch symmetrisch zu einer vollen Matrixézen kann, so dass sich
f(&) ergibt. Es &sst sich zeigen, dass das eben skizzierte Verfahren zu einer obere-
Schranken-Abbildung fuhrt. ©
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Die Nutzlichkeit der obere-Schranken-Abbildufigus Beispiel 8.1.3 zeigt sich
besonders drastisch beidimensionalen SimplizeS mit gleichen Kanterdingen.
Ohne die Verwendung voyi hatte der Backtrackbaurfin + 1)! Endknoten und
mit Verwendung vory kdnnen wir in einem Schritt feststellen, dass die Abstands-
matrix A(S, id) kanonisch ist.

Da die Reduktion der Kandidatenmenge im Allgemeinen nicht so drastisch ist,
wie bei den Simplizes mit identischen Kant@éngen haben wir die Verwendung
von obere-Schranke-Abbildungen allerdings in der praktischen Implementierung
nicht benutzt.

8.2 Lerneffekte durch gefundene
Automorphismen

Falls fur einen VergleichO = o(O) mit einer Permutatiorr gilt, so isto ein
Automorphismus vor©. Diese Information &nnen wir nutzen um die Kandida-
tenmenge zu reduzieren.

Bisher sind wir, @ir ein ObjektO auf n Punkten, durch die Permutationen der
S, gelaufen und haben zazlich eine Lernfunktion genutzt, um gewisse Permu-
tationen zutiberspringen. Istut(Q©) die Automorphismengruppe vafl so gilt
00(0) = 01(0) fur alleoy, 01 € Aut(O). Wir brauchen also nur eine Transver-
sale vonS,, /Aut(O) anstelle vonS,, zu durchlaufen.

Da wir die Automorphismengruppe va@n zurachst noch nicht kennen, starten
wir mit einer Gruppe= = {id} und durchlaufer$,,/G. Jedes Mal wenn wir einen
Automorphismus gefunden habeiigén wir ihn zuG hinzu, bisG am Ende die
komplette Automorphismengruppe véhenttalt. Eine Alternative vire zurichst
die Automorphismengruppe mit einem anderen Verfahren, z.B. der iterierten Klas-
sifizierung, zu berechnen und anschlieBend difgktAut(O) zu durchlaufen.

Fur den Durchlauf vors,, /G setzen wir eine Funktionezt(o, p, G) voraus,
die zu einem Transversalenelementon S,,/G den Nachfolger bestimmt, der
sich mindestens an der Stelleinterscheidet. i die Bestimmung vop benutzen
wir eine Lernfunktionlearn (o). Als Lernfunktion lonnen wir eine Variante von
Algorithmus 8.1.2 benutzeniiF die Nachfolgerfunktiomext verweisen wir den
Leser auf eine sehr aktuelle Arbeit [56] von R. Gugisch, in der eine Methode von
D. Knuth [97] unter Verwendung topologischer Sortierungen verallgemeinert und
ausfihrlich beschrieben wird. Wir haben die dort beschriebene Methode nachim-
plementiert und geben an dieser Stelle nur die LaufzeitatsahgO ((n — p)?)
an, wobeip wiederum die Position sein soll, an der sich dimergebene Permuta-
tion andert.



114 Kapitel 8. Der Kanonizitatstest

Nehmen wir die zwei Funktionenext undlearn als gegeben an, s@hknen
wir einen verbesserten Kanoniistest in Pseudocode angeben. Hierbeirsatk
den Rickgabewert-1 liefern, falls es keinen Nachfolger mehr gibt.

8.2.1 Algorithmus (Kanonizitatstest mit Lerneffekten)
Eingabe:nummeriertes ObjekD aufn Punkten, Lernfunktioriearn, Nachfol-

gerfunktionnext

Ausgabekanonisch odernicht kanonisch

begin
G = {id}
oc=id

While next(c,learn(o),G) # —1 do
if 0(O) > O then return nicht kanonisch end
if 0(O) = O thenflugeo zu G hinzuend
end
return kanonisch
end

Fur die effiziente Verwaltung der Gruppgeverweisen wir auf die in Abschnitt
7.2 angegebene Literatur.

Fur das Konstruktionsprinzip der ordnungstreuen Erzeugung durch Verschmel-
zen kann man Algorithmus 8.2.1 noch weiter verbessern, indem man nicht zwin-
gend mit der Grupp& = {id} startet. Durch unser Konstruktionsverfahren ent-
steht ein Objek® immer durch verschmelzen von zwei Objekt@npund O, . D.h.
wir kbnnen davon ausgehen, dass wir bereits zwei Grupper Aut(Oo) und
G1 < Aut(Oq) kennen. lar den Schnitt gilt

Go N Gl S Aut(O)

Weiter kann man einzelne Elemente ag bzw. G, darauf testen ob sie Auto-
morphismen vor© sind. Gute Kandidatendnnten die Elemente va&, bzw. G
sein, die den jeweils letzten Punkt vék bzw. O, bewegen. Hier steht allerdings
eine Analyseffir eine gute Heuristik noch aus.

Wir haben bewusst darauf verzichtey = Aut(Op) undG; = Aut(O4) zu
fordern, um die Speicherung bzw. die Berechnung der Automorphismengruppe im
Konstruktionsprozess bei jedem Objekt einzeln, je nach Beelarfpderabschal-
tenzu kdnnen. Kennen wir z.BZ nicht durch den vorangegangenen Konstrukti-
onsschritt, so setzen wir einfach, = {id}.
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8.3 Kanonizit atstests ohne Testen von
Permutationen

Bisher haben wirimmer eine Kandidatenmenge von Permutatiec@nchlaufen,
um danniiber Vergleiche zwische® undo(O) herauszufinden, ot kanonisch
ist oder nicht. Da so ein Vergleich bei einem Objékaufn Punkten mit(n?)
relativ teuer ist und die Kandidatenmenge im schlimmsten Falbdisein kann,
haben wir bisher Methoden vorgestellt die Kandidatenmenge zu reduzieren.

In diesem Abschnitt wollen wir nun Kanoniatstests vorstellen, die ohne Ver-
gleiche von® mit o(O) auskommen. Der Einfachheit halber begetiken wir uns
nun wieder auf die Abstandsmatrizen von ganzzahligen Punktmengen und betrach-
ten zuréchst einel x 4 Matrix

0 do1 do2 o3
dop 0 12 013
do2 d12 0 Jo3
do;3 013 0623 O

Ay =

Ob A, kanonisch ist, &angt nun nicht von den absoluten Werten élgf, son-
dern nur von den Kleiner-, @Rer- bzw. Gleichheitsbeziehungen zwischen den
Paaren; ;,d;; ab. Da die Absinded; ; total geordnet sind, kann man die Gleich-
bzw. Ungleichheitsbeziehungen durch eine Zuordnung

do,1 o2 01,2 do3 013 O23
i ! ! ! ! !
Po p1 D2 p3 P4 Ps

darstellen, mit der Bedeutung, dass gepgu\bstande goRer sind algg 1, .. ..
genaups Abstande gofer sind al$, ;. Den Vektor(po, . . ., ps) bezeichnen wir
alsKanonizitatsvektor von A4, da man anhand dieses Vektors entscheiden kann,
ob A4 kanonisch oder nicht (bzw. semi-kanonisch) ist. Der grof3e Vorteil an Kano-
nizitatsvektoren ist, dass es hiervon nur endlich viele gibt, uaadply vom Durch-
messer der Punktmenge. Die Anzahl ganzzahliger Tetraeder, welche j&
Matrizen sind, mit Durchmesset hat dagegen die @Renordnungd?(d®) und
wachst mit wachsendem Uber alle Grenzen, siehe Abschnitt 10.1. Allgemein
kénnen wir fir die Kanoniziatsvektoren einen x n-Matrix im voraus berech-
nen, ob sie zu einer kanonischen, semi-kanonischen bzw. weder kanonischen noch
semi-kanonischen Matrix géhen und die Ergebnisse in einer Hashtabelle able-
gen. Um nun eine beliebige symmetrisehex n Matrix A,, auf Kanoniziat zu
testen, brauchen wir dann nur noch ihren Kanoatgitektor berechnen und in



116 Kapitel 8. Der Kanonizitatstest

der Hashtabelle das Ergebnis nachschlagen. Durch Sortieren déggintnA,
konnen wir den Kanonizittsvektor inO(n? log n) bestimmen.

Dieses Vorgehen ist allerdings niirfkleine Werte vom praktikabel, da die
Anzahl dermdglichenKanonizititsvektoren sehr stark ansteigt, siehe Tabelle 8.1.
Maoglich soll hier bedeuten, dass die Kanoréstzektoren bei unserer Konstruk-
tionsmethode der ordnungstreuen Erzeugung durch Verschmelzung auch wirklich
vorkommen Bnnen. kir unseret x 4-Matrix Ay gilt z.B. 69,1 > 6g,2 > 61,2 und
somitpy < p; < po, da das Dreieck A4 laut unserer Konstruktionsvorschrift
kanonisch sein muss. Weiter setzen wir voraus, dassder gif3te Abstand ist
und somitpg = 0 gilt.

# Kanonizitts- semi-  weder
vektoren| kanonisch kanonisch noch
2 x 2-Matrizen 1 1 0 0
3 x 3-Matrizen 6 4 2 0
4 x 4-Matrizen 392 225 73 94
5 x 5-Matrizen 2.812.522| 856.608 1.923.628 32.286

Tabelle 8.1: Anzahl von Kanoniztsvektoren.

Fur eine3 x 3-Matrix gibt es die folgenden dglichen Kanonizitsvektoren:
(07 07 0)7 (07 17 1)7 (07 0? 2)’ (07 27 0)’ (07 27 1) und (07 17 2)

Hierbei geldren genau die Kanoniztsvektoren0,2,0) und (0,2,1) zu semi-
kanonischen und die restlichen zu kanonischen Matrizen. In diesem einfachen Fall
einer3 x 3-Matrix gibt es einen Trick, wie man, ohne den zugepen Kano-
nizitatsvektor zu bestimmen, mit einem einzigen Vergleich zweier gkiut ent-
scheiden kann, ob die Matrix kanonisch oder semi-kanonisch ist. Man testet ein-
fach, obdy 2 < 01,2 erfullt ist. Falls ja, ist die Matrix semi-kanonisch, ansonsten
ist sie kanonisch.

DiesenTrick kdnnen wir verallgemeinern. Wir betrachten hierzu eineratsdn
Entscheidungsbaum, bei dem in jedem Knoten &irage der Formd; ; < 0,
0;,; = 0x, oderd; ; > d,; gestellt wird, so lange bis entschieden werden kann,
ob die Matrix kanonisch, semi-kanonisch oder keines von beidemiistt k 4-
Matrizen geben wir den von uns verwendeten Entscheidungsbaum als Algorithmus
an. (D.h. man kann die kompakte Darstellung des Algorithmus so transformieren,
dass ein Entscheidungsbaum mit den beschriebenen Fragen entsteht.)
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8.3.1 Algorithmus (Kanonizitatstest fir 4 x 4-Matrizen)
Eingabe:4 x 4-AbstandsmatrixA

1 : kanonisch
Ausgabex(A) =< —1 : semi-kanonisch
0 : wedernoch

begin
IIif 89,1 < d2,3 then return 0 end
if (5071 = (5072 then
if (5072 = 6172 then
if 5073 > (51_’3 then
if 61,3 > d2,3 thenreturn 1 else return—1 end
else return—1 end
else
if (5072 = (5073 then
if 62,3 > d1,2 then return 0
else
if 01,2 < d1,3 thenreturn 0
else
if 62 3 > 01,3 then return —1 else return1 end
end
end
else
if (51’2 < 60’3 then
if 51’3 < (52)3 then
if 62 3 = dp,1 then return 0 else return —1 end
else
if 81,3 = dp,1 then return 0 else return1 end
end
else
if 01,3 < d2,3 then return —1 else return1 end
end
end
end
else
if (5072 < (5173 then
if 60,2 < d1,3 then return 0
else
if (50,2 = 51_]2 then
if 09,3 < d1,3 then return —1 else return1 end
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else
if 61,2 < dp,3 thenreturn 0 else return1 end
end end
else
if 5072 = (5073 then
if 5071 = (52_’3 then
if 60,2 = d1,2 thenreturn 1 else return0 end
else
if 01,2 < d1,3 then return 0 else return1 end
end
else
if 5072 = 51_’2 then
if 60,3 < 61,3 thenreturn —1 else return1 end
else
if 09,1 =023 and d; 2 <o 3 then return 0 else return1 end
end
end
end
end
end

Schaut man sich die Verzweigungen in Algorithmus 8.3.1 genauer an, so stellt man
fest, dass er maximélVergleiche bis zu einer Ausgabe ligigt. Alleine das Sor-
tieren der6 Abstande viirde Binger dauern (ohne Benutzung von konstruktionsbe-
dingt eriuliten Ungleichungen). Die Effizienz von Algorithmus 8.3.1 égticht

es z.B. erst die ganzzahligen Tetraeder mit Durchmeg¥ein einer verrinfti-

gen Laufzeit zu konstruieren, siehe Abschnitt 10.1. Aber Algorithmus 8tk
moglicherweise noch weiter verbessert werden. Er stellt nur eine Implementierung
eines bestimmten Entscheidungsbaumes dar, den wir per Hand und mit Bauch-
gefuhl so entwickelt haben, dass er relativ wenig Vergleichétgn Evtl. gibt es
andere Entscheidungsbme, diebessersind, also im Schnitt weniger Vergleiche
berbtigen.

Um das Ganze als Optimierungsprobleier die niaglichen Entschei-
dungskume formalisieren zudnnen, definieren wir, was wir als Kosten ei-
nes Entscheidungsbaumes betrachten. Zu jedéglichen Kanonizitsvektory
konnen wir experimentell eine &difigkeit des Auftretensg, wahrend der Kon-
struktion bestimmen. it einen gegebenen Entscheidungsbaimnd einen Ka-
nonizitatsvektorv kdnnen wir leicht die Anzaht, der berdtigten Vergleiche bis
zu einer Entscheidung ausrechnen. Ziel ist es nun die durchschnittliche Anzahl an
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Vergleicheny_ ¢, h,, Uber alle ndglichen Entscheidungalime, die nairlich auch

die korrektequntwort liefern rassen, zu minimieren.

Es ist klar, dass der Tespo < 42 fUr 3 x 3-Matrizen optimal ist. Doch
schon fir 4 x 4-Matrizen misste der optimale Algorithmusiiff eine gegebene
Haufigkeitsverteilung, erst noch bestimmt werdeiixr & x 5-Matrizen benutzen
wir bisher eine Hashtabelle, da wir einen Entscheidungsbaurdié 2.812.522
mdglichen Kanonizitsvektoren nicht mit der Hand aufstellen wollten. In der Op-
timierung bzw. der Bestimmunguter Entscheidungsiume steckt sicherlich noch
viel Potential und Stoffiir weitere Untersuchungen. Daraufrinen wir allerdings
im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingehen.



120 Kapitel 8. Der Kanonizitatstest



9 Punktmengen in h Oheren
Dimensionen

In Kapitel 5 haben wir ganzzahlige planare Punktmengen behandelt. Hier wollen
wir nun Punktmengen indheren Dimensionen betrachten. Als erstes holen wir
den Beweis der Existenzaussage ganzzahliger Punktmeagbelfebigem und

n > m + 1 aus Kapitel 1 nach. Von der Vielzahl der bekannten Konstruktionsme-
thoden fir ganzzahlige Punktmengen wurde der folgende Satz und sein Beweis aus
[65] ausgewvihlt, da er auch gleichzeitig eine obere Schraiikelfm, n) liefert.

9.0.1 Satz Furn > m + 1 existieren ganzzahlige-dimensionale Punktmengen
ausn Punkten und es gilt

n=mtl _ 2 firn—m=0 mod 2,
d(m,n) < .
3(2"~™—1) firn—m=1 mod 2.
Beweis. Es werdenn Punkte desE™ angegeben, die paarweise ganzzahlige

Abstande haben und nicht alle in einer Hyperebene liegen. Sei hierz{i25™ |
undb; = 2257 — 20 fiir0 < i < s. Fur0 < ¢ < m definieren wir die Punkte

25+1

P =
V2

(0,...,0,1,0,...,0)

und fur 0 < 7 < s die Punkte
b; b;
vm vm

Die PunkteQo, ..., Q2s_1 liegen alle auf einer Strecke mit Mittelpunky, die

senkrecht auf der durchy, .. ., P, bestimmten Hyperebene steht. Die entste-

henden Absinde und den Durchmesser rechnet man leicht aus, wiabenfera-

den — m der PunktQ), weggelassen wird, damit die Punktmenge alunkten

besteht. O
Fordert man von den Punktmengen Nebenbedingungen wie semi-allgemeine

Lage bzw. allgemeine Lage, so sind nur sehr eingésitte Existenzaussagen

Q1:P0+ (1,71) und Q'H—s:PO_ (1,,1)

121



122 Kapitel 9. Punktmengen in fbheren Dimensionen

bekannt. Nach Satz 1.1.2 existieren planare ganzzahlige Punktmengen in semi-
allgemeiner Lageifr jede beliebige Anzahk > 3 von Punkten. Die Existenz

von m-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen in allgemeiner Lage au$
Punkten ist klar, da man einfach ein-dimensionales Simplex mit identischen
Seiteningen nehmen kanniF ganzzahlige Punktmengen in allgemeiner Lage
ausm + 2 Punkten geben wir folgenden Satz aus [141] an.

9.0.2 Satz Zu jeder Dimensiomn > 3 gibt es eine ganzzahlige-dimensionale
Punktmengé in allgemeiner Lage aus: + 2 Punkten mit

. m falls2 # m =2 mod 4 oderm = 3 mod 4,
diam(P) < { 2m fallsm =0 mod 4 oderm =1 mod 4.

Beweis.Wir wahlen” mit den Punkten?,, ..., P,,_1, A und B, wobei P; die
Eckpunkte eines regekl®igen(m — 1)-dimensionalen Simplex mit Seiteémge
a sind. Die Punkted und B wahlen wir so, dass(A, P;) = §(B,FP;) = b fur
0 < i < m gilt. Man Uberlegt sich leicht, dasB eine Bipyramide in allgemeiner
Lage ist. Setzen wit = §(A, B) so folgt aus dem Satz von Pythagoras

am—1 ¢ 9
— =b".
2m +4

a

Fur die vier Restklassen van modulo4 konnen wir folgende Parametésiung
dieser Diophantschen Gleichung angeben,

_3m—2

m=0 mod4: a=2m, b 5 , c=m — 2,
—1

m=1 mod4: a:2m,b:3m2 ,c=m+1,

3m — 2 -2
2#4#m=2 mod4: a=m, b= m4 ,c:m2 ,
3m—1 1
m=3 mod4: a=m, b= mn ,c:m+ .

4 2

Mit diam(P) = max(a, b, ¢) folgt die Behauptung. O

Anstatt die Diophantsche Gleichung aus diesem Beweis allgemeitisen,|
kann man auchiir kleine Dimensionem die ganzzahlige &sung mit minimalem
max(a, b, ¢) bestimmen, um bessere Schrankiend(m, m + 2) zu erhalten. Mit
den Kombinationeria,b,c) = (3,2,2), (3,2,1), (2,2,3) und (5,4, 4) erhalten
wir d(3,5) < 3,d(6,8) < 3, d(8,10) < 3 undd(25,27) < 5. Alle anderen
Kombinationen fihren zu Durchmesserndgser gleiclo.
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AulRer den angegebenen Resultaten sind keine weiteren allgemeinen Existenz-
aussagerifr ganzzahlige Punktmengen bekannt und so geben wir in den folgenden
Abschnitten nur vereinzelte Beispiele an, die wir durch valisige Konstruktion
der ganzzahligen Punktmengen mit einem gegebenen Durchmesser gefunden ha-
ben. Durch dieses Vorgeherjrnen wir auch gleichzeitig die zugifigen mini-
malen Durchmesser bestimmen.

9.1 Raumliche ganzzahlige Punktmengen

Die minimalen Durchmessel(3,4) = d(3,4) = d(3,4) = 1 werden vom re-
gularen Tetraeder mit Kantagimgel erreicht. Die einzigeg-dimensionale ganz-
zahlige Punktmenge mit Durchmessgrist durch die Bipyramide aus Satz
9.0.2 gegeben und liegt somit in allgemeiner Lage. Da wir in Folgerung 11.1.2
d(m,n) > 3furn > m + 2 zeigen, giltd(3,5) = d(3,5) = d(3,5) = 3. Das ein-

zige Beispiel eineB-dimensionalen ganzzahligen Punktmenge mit Durchmesser
aus6 Punkten ist in Abbildung 9.1 zusammen mit der zuiyéden Abstandsmatrix
abgebildet. In Lemma 11.3.1 werden wir eine Verallgemeinerung dieses Beispiels
auf hbhere Dimensionen vorstellen. Witdthten bemerken, dass die Seitaafien

aus gleichseitigen Dreiecke bzw. aus einer der zwei planaren ganzzahligen Punkt-
mengen aug Punkten mit minimalem Durchmesser bestehen, siehe Abb. 5.1.
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Abbildung 9.1:3-dimensionale ganzzahlige Punktmenge @&inkten mit mini-
malem Durchmesser.

Nimmt man zu der Punktmenge aus Abbildung 9.1 noch einen weiteren Punkt
hinzu, so ergibt sich eine ganzzahlige Punktmenge mit Durchm@&sssehe
Lemma 11.3.1. Da wir diese Konstruktiofirfbeliebige Dimensionem > 2
durchiihren ldnnen, giltd(m, 2m + 1) < 8. Furm = 3 gilt sogar Gleichheit, wie
wir durch vollstindige Konstruktion de&d-dimensionalen ganzzahligen Punktmen-
gen mit Durchmesser kleiner gleiéhbeshtigt haben. Eine weitere ganzzahlige
Punktmenge aus Punkten mit Durchmess@rist zusammen mit ihrer Abstands-
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matrix in Abbildung 9.2 dargestellt. Sie besteht aus zwei regBigen Tetraedern

mit Kantenhnge3 bzw. 8 die so an einem Punkt miteinander verbunden sind, dass
die “Grundfichen” der zwei Tetraeder in einer Hyperebene liegen und sich die
zwei Spitzen auf unterschiedlichen Seiten dieser Hyperebene befinden. Auch die-
ses Beispieldsst sich leicht auf Dimensionen > 3 verallgemeinern, so dass
man wiederumi(m, 2m + 1) < 8 erhalt.
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Abbildung 9.2:3-dimensionale ganzzahlige Punktmenge a&sinkten mit mini-
malem Durchmesser.

AulRer den zwei angegebenen Punktmengen gibt esthaitere ganzzahlige
3-dimensionale Punktmengen a@uBunkten mit Durchmessér Fir 8 Punkte gilt
fur den minimalen Durchmessé{3, 8) = 13. Die zwei Punktmengen mit diesem
Durchmesser haben wir in Abbildung 9.3 und 9.4 dargestellt. Die Punktmenge aus
Abbildung 9.3 besteht ausKopien einer planaren ganzzahligen Punktmenge aus
6 Punkten, die direkt daneben noch mal vditslig abgebildet ist. Imachsten

Abbildung 9.3:3-dimensionale ganzzahlige Punktmenge &&sinkten mit mini-
malem Durchmesser.
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Abbildung 9.4: Zweites
furd(3,8) = 13.

11

— —
= © oo,

— =
wowooD L Lo
©

—_
—_

— —
S oo oo

—_
= o

I N e T =R =)

N=l e N e ==

9 8 3
8 9 11
10 9 11
13 3 8
6 11 9
0 11 9
11 0 5
9 5 0

Beispiel

und

Abschnitt werden wir sehen, wie
man mit Hilfe dieser planaren Punkt-
menge bzw. strukturellahnlichen
Punktmengen, obere Schrankeiir f
d(m, n) konstruktiv bestimmen kann.
Die Punktmenge aus Abbildung 9.4
bestent aus einem geraden Pris-
ma, mit einem gleichseitigen Dreieck
der Seiterdinge 12 als Grundfiiche,
und zwei weiteren inneren Punkten.
Die zwei Abstandsmatrizen de3-
dimensionalen ganzzahligen Punkt-
mengen mit minimalem Durchmesser
lauten

0 13 13 12 12
13 0 12 13 5
13 12 0 5 13
12 13 5 0 12
12 5 13 12 0
8§ 7 7 8 8
T8 8 T 7
5 12 12 13 13

~N W O 00 0o ~J ~
\]
—
w

In [141] wurded(3,9) = 17 angegeben. Wir tissen diesen Wert adf3,9) =

16 berichtigen. Es gibt bis auf Isomorphie genau eine ganzzahlige dreidimensio-

nale Punktmenge a@sPunkten mit Durchmessé6. lhre Abstandsmatrix lautet

0
16
15
15
14
11
11
10
10

16
11

11
6

14

15
11

15
14
16
11
10
10

15
11
15

14
11
16
10
10

14 11 11
6 9 9
14 16 11
14 11 16
0 6 6
6 0 9
6 9 0
16 14 14
6 6 6

10
14
10
10
16
14
14
0

10

0 Abbildung 9.5:d(3,9) = 16.
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In Abbildung 9.5 haben wir die Anordnung d&Punkte in einer zweidimensiona-
len Projektion dargestellt. Die Punktmenge bestehtdaBtrecken der Angel6,
die sich in einem Punkf schneiden. Did Strecken der Angel6 werden vonz
jeweils im Verfaltnis6 zu 10 geteilt.

Fur 10 < n < 12 qilt d(3,n) = 17. Das eindeutige Beispielif 12 Punkte
haben wir in Abbildung 9.6 dargestellt. Die Punktmenge ist konvex und besteht

/

Abbildung 9.6:3-dimensionale ganzzahlige Punktmenge su®unkten mit mi-
nimalem Durchmesser.

aus4 gleichseitigen Dreiecken, mit Seité@nige8, und4 identischen Sechsecken,
wovon wir eines auf der rechten Seite von Abbildung 9.6 dargestellt haben. Die
vollstandige Abstandsmatrix lautet

0 17 17v 15 15 13 13 13 13 8 8 7
70 7 13 8 15 13 13 8 15 13 17
77 0 8 13 13 15 8 13 13 15 17
5 13 8 0 15 7 13 8 17 13 17 13
5 8 13 15 0 13 7 17v 8 17 13 13
13 15 13 7 13 0 8 13 17 15 17 8
3 13 15 13 7 8 0 17 13 17 15 8
3 13 8 8 17 13 17 0 15 7 13 15
3 8 13 17 8 17 13 15 0 13 7 15
§ 15 13 13 17 15 17 7 13 0 8 13
§ 13 15 17 13 17 15 13 7 8 0 13
T 17 17 13 13 8 8 15 15 13 13 O

Fur 13 Punkte giltd(3, 13) = 56. Die zugeldrige Punktmenge ist wiederum bis
auf Isomorphie eindeutig. Sie entsteht indem mMatopien der planaren Punkt-
mengen aus Abbildung 9.8 entlang der Stredie zusammenklebt. Dig Punkte
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Py, P, und P, arrangiert man so, dass siizusammen mit
dem Ful3punkf’ (von P; auf die Strecked B) so wie in
Abbildung 9.7 (nicht maR3stabsgetreu) angeordnet sind. h

Der Abstandh = CF, = CP, = CP, = 4/15  Po

0 30
P
ist durch die planare Punktmenge aus Abbildung 9.8 '
bestimmt. Die drei restlichen Alitdea = PPy, 415 CAA/E

b = PyP, undc = PP, wurden so bestimmt, dass
a, b, c ganzzahlig sind und eine planare Punktmenge aus Abbildung 9.7:
4 Punkten, wie in Abbildung 9.7, entsteht.

2

Abbildung 9.8:2-dimensionale ganzzahlige Punktmenge dusPunkten mit
Durchmesses6.

Allgemein nmissen die nétlichen Zahler, b undc die Dreiecksungleichungen
und die, sich aus Lemma 2.1.2 ergebende, Gleichtd@a®b? + a%c? + b2c?) —
2h2%(a* + b* + ¢*) + 2a%b%c? = 0 erfullen. Wir mdchten enihnen, dass die zu
d(2,11) = 51 zugeldrige Punktmenge zi = 2+/35 fulhrt und die eben erahnte
Gleichung keine bsung mitmax(a, b, ¢) < 25.000 besitzt.

Die Abstandsmatrix der zi(3, 13) = 56 zugeldrigen Punktmenge lautet

0 56 45 39 35 32 32 32 32 24 21 17 11
56 0 11 17 21 32 32 32 24 32 35 39 45
45 11 0 6 10 23 23 23 13 21 24 28 34
39 17 6 0 4 19 19 19 7 15 18 22 28
35 21 10 4 O 17 17 1v 3 11 14 18 24
32 32 23 19 1v 0 30 30 16 16 17 19 23
32 32 23 19 17v 30 0 15 16 16 17 19 23
32 32 23 19 1v 30 15 0 16 16 17 19 23
32 24 13 7 3 16 16 16 0 8 11 15 21
24 32 21 15 11 16 16 16 8 0O 3 7 13
21 35 24 18 14 17 17 17 11 3 0 4 10

0

6

17 39 28 22 18 19 19 19 15 7 4 6
11 45 34 28 24 23 23 23 21 13 10 0
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Fur Punktmengen au$4 bzw. 15 Punkten haben wirl(3,14) = 65 bzw.
d(3,15) = 77. Die zugeldrigen Abstandsmatrizen lauten

0 65 56 44 38 38 38 38 36 30 23 21 14 8
65 0 9 21 53 53 53 H3 29 35 42 44 51 57
56 9 0 12 46 46 46 46 20 26 33 35 42 48
44 21 12 0 38 38 38 38 8 14 21 23 30 36
38 53 46 38 0 60 60 30 34 32 31 31 32 34
38 53 46 38 60 0 30 60 34 32 31 31 32 34
38 53 46 38 60 30 O 45 34 32 31 31 32 34
38 53 46 38 30 60 45 0 34 32 31 31 32 34
36 29 20 8 34 34 34 34 0 6 13 15 22 28
30 35 26 14 32 32 32 32 6 O 7 9 16 22
23 42 33 21 31 31 31 31 13 7 O 2 9 15
21 44 35 23 31 31 31 31 15 9 2 O 7 13
14 51 42 30 32 32 32 32 22 16 9 7 O 6
8§ 57 48 36 34 34 34 34 28 22 15 13 6

und

0 77 68 56 48 46 46 46 46 42 35 33 26 20 12
70 9 21 29 53 53 53 53 35 42 44 51 57 65
68 9 0 12 20 46 46 46 46 26 33 35 41 48 56
56 21 12 0 8 38 38 38 38 14 21 23 30 36 44
48 29 20 8 0 34 34 34 34 6 13 15 22 28 36
46 53 46 38 34 0 60 60 30 32 31 31 32 34 38
46 53 46 38 34 60 0 30 60 32 31 31 32 34 38
46 53 46 38 34 60 30 0 45 32 31 31 32 34 38
46 53 46 38 34 30 45 60 0O 32 31 31 32 34 38
42 35 26 14 6 32 32 32 32 0 7 9 16 22 30
35 42 33 21 13 31 31 31 31 7 O 2 9 15 23
33 44 35 23 15 31 31 31 31 9 2 O 7 13 21
26 51 41 30 22 32 32 32 32 16 9 7 0 6 14
20 57 48 36 28 34 34 34 34 22 15 13 6 0 8
12 65 56 44 36 38 38 38 38 30 23 21 14 8 O

Die zwei zugebrigen Punktmengendkinen analog zus-dimensionalen Punkt-
menge aud3 Punkten mit minimalem Durchmesser konstruiert werden. Wir be-
nutzen jeweils eine ganzzahlige planare Punkmenge bei der alle bis auf einen
Punkt auf einer Gerade liegen. Genauer benutzen wilgepien von der Punkt-
menge aus Abbildung 9.9 bzw. aus der Punktmenge die aus Abbildung 9.9 hervor-
geht wenn man den rechten unteren Punkt entfernt und verkleben sie entlang der
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StreckeAB. Den FuRpunkt voP; auf die Strecked B bezeichnen wir wieder mit

C. Die 4 PunkteP,, P, P, und P; kbnnen nun so arrangiert werden, dass sie auf
einem Kreis mit Radius+/15 und MittelpunktC' liegen, daC'P; = 8v/15 gilt.
Wenn wir die PunkteP; noch so auf dem Kreis arrangieren, dass sie paarweise
ganzzahlige Absinde haben, erhalten wir die ganzzahligen Punktmengen, die zu
d(3,14) = 65 undd(3,15) = 77 fuhren. Far die ganzzahlige Anordnung auf dem
Kreis kdnnen wir die ganzzahlige planare Punktmenge@u4) = 4 benutzen,
siehe Abbildung 5.1 bzw. Abschnitt A.2.

Abbildung 9.9:2-dimensionale ganzzahlige Punktmenge ddsPunkten mit
Durchmesser?.

Allgemein fuhrt die eben beschriebene Konstruktion zu Lemma 9.2.5, welches
wir im nachsten Abschnitt nachreichenirFl3 < n < 23 gehen die ganzzah-
ligen dreidimensionalen Punktmengen mit minimalem Durchmesser aus dieser
Konstruktion hervor, siehe Tabelle 9.&rfdie zugebrigen Werte.

Fur Punktmengen in semi-allgemeiner bzw. allgemeiner Lage konnten wir noch
d(3,6) = d(3,6) = 16 undd(3,7) = d(3,7) = 44 bestimmen. Die zugéigen
Punktmengen sind jeweils eindeutig und ihre Abstandsmatrizen lauten

0 44 41 30 27 20 16
44 0 21 22 25 40 36
41 21 0 29 28 35 27
und | 30 22 29 0 27 22 28
27T 25 28 27 0 35 22
20 40 35 22 35 0 20
16 36 27 28 22 20 O

0 16 13 13 10 9
6 0 11 9 10 13
13 11 0 10 9 16
13 9 10 0 13 10
10 10 9 13 0 13
9 13 16 10 13 O

Eine zweidimensionale Projektion dieser zwei Punktmengen haben wir in Abbil-
dung 9.10 dargestellt.
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5
Abbildung 9.10:3-dimensionale ganzzahlige Punktmengen Gbgw. 7 Punkten
in allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser.

Die minimalen Durchmessé(3, ) filrn < 10,7 # 9 undd(3,n) bzw.d(3,n)
furn < 6 waren bereits bekannt [64, 141]. Weitéiberlegungen zu ganzzahligen
raumlichen Punktmengen finden sich in [5, 71, 137, 138, 139, 140].

9.2 Obere Schranken fur minimale
Durchmesser

In diesem Abschnitt wollen wir konstruktiv allgemeine obere Schrankemini-

male Durchmesser vai-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen bestimmen.
Grundlage sind dabei ganzzahlige planare Punktmengen mit kleinen Durchmes-
sern. Betrachten wir z@hst die ganzzahlige planare PunktmeRgaus9 Punk-

ten mit Durchmesse29, siehe Abbildung 5.1. Diese Punktmenge besteht8aus
Punkten auf einer Geraden und einem weiteren Punkt, den wBplize nennen
wollen. Kleben wir nun zwei Versionen voR entlang der Gerade a@sPunk-

ten zusammen und arrangieren die zwei Spitzen im Abstarsd erhalten wir

eine 3-dimensionale ganzzahlige Punktmenge ati$?unkten mit Durchmesser

29. Kleben wir eine weitere Version voR an der Gerade ausPunkten an und
arrangieren die drei Spitzen derart, dass sie ein gleichseitiges Dreieck mit Sei-
tenlangel bilden, so erhalten wir eing-dimensionale ganzzahlige Punktmenge
ausl1 Punkten mit Durchmessef. Fur Dimensionenn > 3 kleben wir entspre-
chendm — 1 Versionen vori? zusammen und arrangieren die— 1 Spitzen zu
einem(m — 2)-dimensionalen Einheitssimplex. Wir bezeichnen diese Konstruk-
tion auch alsaufblasender Spitze vorP zu einem(m — 2)-dimensionalen Ein-
heitssimplex. Allgemein ergibt sich somit folgende obere Schraikenfnimale
Durchmesser.

9.2.1 Lemma IstP eine ganzzahlige planare Punktmengemit 1 Punkten auf
einer Geraden und einem weiteren Punkt, so gilt

d(m,n — 2+ m) < diam(P)
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furm > 2.

Da die ganzzahligen planaren Punktmengen@us n < 89 Punkten mit
minimalem Durchmesser die in Lemma 9.2.1 diégte Struktur besitzen ergibt
sich

9.2.2 Folgerung
d(m,n —2+m) <d(2,n)

fur9 <n < 89undm > 2.
Aus Abschnitt 5.2 und Lemma 9.2.1 ergibt sich mit

9.2.3 Satz
d(m, n) S O((n — m)CIOglog(n,m))

ein Resultat, welches bereits in [67] auf anderem Wege bewiesen wurde.

In [141] wird die planare ganzzahlige Punktmerigaus8 Punkten mit Durch-
messeR1, siehe Abbildung 5.1 dazu genutzt die obere Schradken 2m+2) <
13,d(m,2m—+3) < 17undd(m, 2m+4) < 21 furm > 2 herzuleiten. Die Punkt-
mengeP besteht aus Punkten auf einer Geradgnund 2 weiteren PunkterP;,
P, auf einer dazu parallelen Geraden mitP; = 8. Blasen wir nun jeweild’,
und P; zu einem regren(m — 2)-dimensionalen Simple&, bzw. S; mit Kan-
tenlange6 auf, so erhalten wir eing-dimensionale ganzzahlige Punktmerige
aus2m + 4 Punkten mit Durchmessexl. Ist Qg ein Punkt ausS, und Q1 ein
Punkt ausS;, so betagt der Abstand zwischef, und QQ; entweder8 oder10,
da6? + 82 = 102. Lassen wir auf der Geradgnden linken bzw. den linken und
den rechten Punkt weg, so erhalten wir die anderen zwei Ungleichungen. In Abbil-
dung 9.3 ist diesiir den letzten Fall mitg| = 4 undm = 3 graphisch dargestellt.
Allgemein ergibt sich,

9.2.4 Lemma Ist P eine ganzzahlige planare Punktmenge mit 2 Punkten
auf einer Geradery und zwei weiteren Punkter,, P; auf einer dazu parallelen
Geraden mitP, P; = u, und existieren), w € N mitu? + v? = w?, so gilt

d(m,n — 2+ 2(m — 2)) < max(w, diam(P))
furm > 2.

Beweis.Blase P, und P, in P jeweils zu einem regalen Simplex mit Kan-
tenlangev auf. O
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Abbildung 9.11: Planare Punktmenge mit Punkten auf zwei parallelen Geraden.

Um Lemma 9.2.4 nutzen zwknen, niissen wir die bedtigten Punktmengen
P konstruieren. Hierzu definieren wi(2, n) als minimalen Durchmessséiirfder-

artige Punktmengen und bestimmen die ersten paar Werte durch einanatitigt
Suche. Es ergibt sich

Um die zugebrigen Punktmengen kompakt darstellen baiken, benutzen wir
die Bezeichnungen aus Abbildung 9.11 und geben in Tabelle 9.1 jeweils nur die
Anzahl der Punkten, die Seiterdngena, b, ¢, d, ¢, f und den Durchmesser der
Punktmenge an. Die fehlenden Punkte auf der Seite @liegéa konnen mit Hilfe
von Algorithmus 5.2.3 schnell bestimmt werden.

n a b c d e f=u| v w |[diam(P)
4 4 4 2 2 4 3| 4 5 5
5 8 9 7 7 9 4, 3 5 9
6| 11 13 9 9 13 6/ 8 10 13
7| 16 13 11 9 17 6 8 10 17
8| 21 17 11 11 17 8 8 10 21
9120 107 97 87 123

40 30 50 123
10 | 143 123 97 97 123 40 30 50 143

11| 252 222 114 141 183 9920 101 252
12 | 297 222 141 141 222 9920 101 297
13| 598 331 331 514 176 19528 197 598
14| 793 514 331 331 514 19528 197 793

Tabelle 9.1: Punktmengen mit minimalem Durchmes4ern).

In [87] wurde die ganzzahlige Punktmenge aus Abbildung 9itbéliebige
Dimensionenm betrachtet, wobei jeweils die Strecken deinige60 durch ein
(m — 1)-dimensionales regates Simplex der Kantefhge60 ersetzt wurden.
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Abbildung 9.12: Ganzzahliges Prisma &us Punkten @ir m = 2.

Es ergibt sich die obere Schranken, 3m) < 109. Eine andere Art diese Punkt-
menge zu beschreiben besteht darin, nur die untere StreckeRauskten zu be-
trachten und die Punkte zu gleich grof3en rageh Simplizes aufzublasen. Unter
diesen Punktmengen ist das Beispiel aus Abbildung 9.12 die kleinsgdidVikeit,
beZiglich dem Durchmesser, mit paarweise ganzzahligendhloletn. Bhst man
eine Strecke aug Punkten auf, so beruht das kleinste Beispiel auf dem pytha-
goraischen Dreieck mit den Seitémgen3, 4 und5. Dies liefertd(m, 2m) < 5.
Aufblasen eines einzelnen Punktes zu einem égul Einheitssimplex liefert
d(m,m + 1) < 1. Als neues Ergebnis fsentieren wir in Abbildung 9.13 die
kleinste Mglichkeit eine Strecke aus Punkten zu einem ganzzahligen Prisma
aufzublasen. Es gilt somil{m, 4m) < 409. Fur 5 Punkte auf einer Strecke ist der
Durchmesser der kleinstenddlichkeit, falls sigiberhaupt existiert, bereitsifser
als1.000.000. Als weitere Mbglichkeit khnnte man noch das Aufblasen von Punk-
ten zu regudren Simplizes mit verschiedenen Kanteargen betrachten. Séknte
z.B. die Konstruktion aus Lemma 11.3.1, dieddun, 2m) < 4 fuhrt, beschrieben
werden. Wir werden hierauf jedoch nicht weiter eingehen.

Sl

218
182 27 182

Abbildung 9.13: Ganzzahliges Prisma alus Punkten @ir m = 2.
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In Tabelle 9.2 geben wir die oberen Schrankénrhinimale Durchmesser an,
die mit Hilfe vond(m, m+1) < 1, d(m,2m) < 5,d(m,3m) < 109, d(m,4m) <
409, Lemma 9.2.1 und Lemma 9.2.4 bestimmt werdénren.

In [67] wurden ganzzahlige PunktmendgBrausn Punkten auf einem Kreis mit
RadiusR+/3, R € N betrachtet, siehe auch Abschnitt 5.5. Legt man nun weiter im
E™ einen(m — 2)-dimensionalen regaten SimplexS mit Kantenhnge2R in den
zu'P orthogonalen Raum, so dass der SchwerpunkiS/dfittelpunkt des Kreises
P ist, so entsteht eine ganzzahligedimensionale Punktmenge aust m — 1
Punkten mit DurchmesseRR. Es ksst sich jedoch zeigen, dass diese Konstruktion
zu schlechteren oberen Schrankén den minimalen Durchmesser als Lemma
9.2.1ihrt.

Die Verallgemeinerung der ganzzahligidimensionalen Punktmengen aus
bzw. 15 Punkten mit minimalem Durchmesséihit zu folgendem Lemma.

9.2.5 Lemma SeiP eine ganzzahlige planare Punktmenge auBunkten, bei
der n — 1 Punkte auf einer Streckd B liegen, i die Lange der Hhe auf die
Strecked B und P’ eine ganzzahlige planare Punktmenge alBunkten, bei der
die Punkte alle auf einem Kreis mit Raditudiegen. Dann gilt

d(3,n +n' — 1) < max(diam(P), diam(P’)).

Beweis.Wir konstruieren eine ganzzahligedimensionale Punktmenge aust
n’ — 1 Punkten mit Durchmessetax(diam(P), diam(P’)). Hierzu kleben wim’
Kopien vonP entlang der Streckel B zusammen. Die’ Punkte, die nicht auf
AB liegen, befinden sich alle in einer zZLiB orthogonalen Hyperebene und wir
kdnnen sie so arrangieren, dass&jeivalent zuP’ sind. O
Mit Hilfe von Lemma 9.2.5 Bnnte man nun mit den bekannten Punktmengen
zud(2,n) und den Methoden aus Abschnitt §ateobere Schrankerif d(3,n)
bestimmen. Da wir dies, aus Zeitgrden, jedoch noch nicht durchgéft haben
bzw. uns noch keine Verallgemeinerung auf Dimensiomer 3 eingefallen ist,
haben wir die sich aus Lemma 9.2.5 ergebenden oberen Schranken nicht in Ta-
belle 9.2 mit aufgenommen. Eine entsprechende Tabelle unter Verwendung aller
bekannten Ergebnisse, insbesondere Lemma 11.3.1 und Satz 9.2.6, werden wir
unter [101] bereitstellen und versuchen sie auf dem neuesten Stand zu halten.
Quasi in letzter Minute vor Fertigstellung dieser Arbeit konnte die ganzzahlige
3-dimensionale Punktmenge alsPunkten mit Durchmesser, siehe Abbildung
9.6, noch zu einer Konstruktion einer-dimensionalen ganzzahligen Punktmenge
mit kleinem Durchmesser und vielen Punkten verallgemeinert werden.

9.2.6 Satz
d(m,m* +m) <17 far m > 2.
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n\m 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

4 1

5 4 1

6 5 4 1

7 7 5 4 1

8| 13 5 5 4 1

9| 17 13 5 5 4 1

10| 17 13 5 5 5 4 1

11| 21 17 13 5 5 5 4 1

12| 21 17 13 5 5 5 5 4 1
13| 63 21 17 13 5 5 5 5 4 1
14| 74 21 17 13 5 5 5 5 5 4 1
15| 91 74 21 17 13 5 5 5 5 5 4
16| 104 91 21 17 13 5 5 5 5 5 b
171121 104 91 21 17 13 5 5 5 5 b
18| 134 121 104 21 17 13 5 5 5 5 5
19| 153 134 121 104 21 17 13 5 5 5 5
20| 164 153 134 121 21 17 13 5 5 5 5
21| 196 164 153 134 109 21 17 13 5 5 5
22212 196 164 153 123 21 17 13 5 5 5
23228 212 196 164 143 109 21 17 13 5 5
24 | 244 228 212 196 143 109 21 17 13 5 5
25| 272 244 228 212 196 143 109 21 17 13 5
26| 288 272 244 228 212 143 109 21 17 13 5
27| 319 288 272 244 228 212 109 109 21 17 {3
28 (332 319 288 272 244 228 143 109 21 17 13
29 | 364 332 319 288 272 244 228 109 109 21 17
30| 396 364 332 319 288 272 244 109 109 21 17
31| 437 396 364 332 319 288 272 244 109 109 |21
32| 464 437 396 364 332 319 2838 272 109 109 |21
33| 494 464 437 396 364 332 319 288 109 109 109
34| 524 494 464 437 396 364 332 319 288 109 109
35| 553 524 494 464 437 396 364 332 319 109 109
36 | 578 553 524 494 464 437 396 364 332 109 109
37| 608 578 553 524 494 464 437 396 364 332 109
38| 642 608 578 553 524 494 464 409 396 364 109

Tabelle 9.2: Obere Schrankeir fden minimalen Durchmessétm, n).
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Beweis.Wir betrachten ein regela8igesm-dimensionales Simple& mit Kan-
tenlange23. An denm + 1 Ecken vonS schneiden wir jeweils ein regelifliges
m-~dimensionales Simplex der Kanténge8 ab und bezeichnen die entstehende
Punktmenge mif. Die Anzahl der Punkte vof® betiégt (m + 1)m. Wir wol-
len nun zeigen, dasP eine ganzzahlige Punktmenge mit Durchmesser kleiner
gleich 17 ist und bezeichnen daf die Ecken vonS mit Py, ..., P,. Fir zwei
beliebige Punkte:, v ausP existieren nung, i1, i2,i3 € {0,...,m}, SO dass
in der StreckeP;, F;, und v in der StreckeP;, P;, enthalten ist. Abangig von
der Machtigkeit|{P,,, P;,, P;,, P, }| spannen diese Punkte ein regaliges Te-
traeder, ein regelailiges Dreieck bzw. eine Strecke mit Kanéege23 auf. Wir
brauchen also nur noclifm < 3 zu zeigen, dass unsere Konstruktion eine ganz-
zahlige Punktmenge mit Durchmesser kleiner gldicliefert. Hierzu betrachten
wir Abbildung 9.6 und die zugditige Abstandsmatrix. O

Betrachten wir allgemeim-dimensionale Punktmengéh die dadurch entste-
hen, dass an den Ecken einesdimensionalen regelaSigen Simplex mit Kan-
tenfangex + 2y jeweils einm-dimensionaler regeléfiiger Simplex mit Kan-
tenlangey abgeschnitten wird, so bilden die Akstde vonP fur m > 3 die
Menge{z,y, x +y, /22 + zy + y2, /22 + 22y + 2y2}. Die kleinste ganzzahli-
ge Moglichkeit ist durche = 7 undy = 8 gegeben. Wir rachten en@hnen, dass
es keine weitere ganzzahligésung mit ggTz, y) = 1 undmax(z,y) < 10.000
gibt. Rur m = 2 tritt \/22 + 22y + 2y2 nicht als Abstand auf. Hier gibt es ei-
ne unendliche Serie von nicAguivalenten ganzzahligen planaren Punktmengen
aus6 Punkten [80]. Die kleinste Kiglichkeit besitzt den minimalen Durchmesser
d(2,6) = 8, siehe Abbildung 5.1.

Satz 9.2.6 verbessert die in Tabelle 9.2 angegebenen oberen Schiianken f
nimale Durchmesser zum Teil erheblich.

9.3 Minimale Durchmesser flir h 6here
Dimensionen

In diesem Abschnitt wollen wir die erzielten unteren Schrank@mnfinimale
Durchmesser von ganzzahligen-dimensionalen Punktmengen mit > 3 zu-
sammenfassen. Die minimalen Durchmesser von planaren ganzzahligen Punkt-
mengen haben wir bereits in Kapitel 5 diisflich behandelt. Ganzzahlige Punkt-
mengen mit Durchmessarbzw. 4 behandeln wir in Kapitel 11. Alle weiteren an-
gegebenen Werte bzw. Schrankéndie minimalen Durchmesser haben wir durch
vollstandige Konstruktion der zugéhigen ganzzahligen Punktmengen bestimmt.
Die bisher noch nicht bekannten unteren Schranken haben wir in den Tabellen 9.3,
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9.4 und 9.5 jeweils fett gedruckt. Die Abstandsmatrizen der ganzzahligen Punkt-
mengeriP mit minimalem Durchmesser und di&m) > 4 listen wir in Abschnitt

A.4 auf.

n\m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ‘
3 1
4 4 1
5 8 3 1
6 8 16 4 1
7] 33 44 7 4 1
8| 56 >66 11 5 3 1
9| 56 >17 8 >6 4 1
10 | 105 >9 >6 3 1
11 | 105 >4 3 1
12 | 105 >4 3 1
13 | 532 >4 3 1
14 | 532 >4 3
15| 735 >4

Tabelle 9.3: Minimale Durchmessé(m, n).

n\m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 1
4 8 1
5 73 3 1
6 174 16 4 1
7 | >15.000 44 7 4 1
8 >66 14 5 3 1
9 >17 8 >6 4 1
10 >9 >6 3 1
11 >4 3 1
12 >4 3 1
13 >4 3
14 >4

Tabelle 9.4: Minimale Durchmesséfm, n).
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Bei den ganzzahligem-dimensionalen Punktmengen ohne Ein&ctungen
an die Lage mitn > 4 geben wir vorsichtiger Weise keine unteren Schranken,
die wir durch eine vollsindige Konstruktion erzielt haben, an. Wir nehmen die
Ausfuhrungen aus Abschnitt 1iber die Verhsslichkeit von computerunteiisz-
ten vollséindigen Suchen ziemlich ernstiftdie ganzzahligen Punktmengen ohne
Einschankungen an die Lage ist die Konstruktion zum einen vom Softwareent-
wicklungsstandpunkt komplizierter aigrfPunktmengen in semi-allgemeiner bzw.
allgemeiner Lage, siehe Abschnitt 3.4. Zum anderen haben witihierbgramme
verwendet, die wir nur ein einziges Mal implementiert haben und nicht mit Daten
aus anderer Queligberpiifen konnten. Die dtigen Korrekturen von, wenn auch
sehr wenigen, Ergebnissen bzw. Daten aus [87, 141] sind ein ernst zu nehmendes
Anzeichen ddir, dass die vollgindige Konstruktion ganzzahliger Punktmengen
mit Computerunter§itzung grol3er Sorgfalt, bei der Implementierung und den an-
schlieBenden Tests auf Korrektheit, bedarf.

Gewissermalien als Ausgleich geben wir nun theoretisch hergeleitete untere
Schranken an. Hierzu betrachtet man sogenamoieierte Punktmengenausn
Punkten imE™, siehe z.B. [142]. Dies sind Punktmengen bei denen dieakiolst
zwischen verschiedenen Punkterdf@er gleichl sind und sich verschiedene
Abstande um mindesterisunterscheiden. Ganzzahlige Punktmengeiilleri bei-
spielsweise diese Eigenschaft. Bezeichnen wir den minimalen Durchmesser von
m-dimensionalen normierten Punktmengen auBunkten mitM (m,n) so gilt
d(m,n) > M(m,n).

Aus den in [85] bestimmten unteren Schrank@nX/ (m, n) lasst sich somit

d(m,n) > M(m,n) >/ —n'/™
und sclarfer furm = 3 undn > 5,

1
d(3,n) > M(3,n) > ——n!/?

V14

folgern.

Fur m = 2 wurde 1982 die Ungleichundy/ (2, n) > %/4 furn > 16 bewiesen
[44]. Bezeichnen wir die minimale Anzahl verschiedener Ahsge einer planaren
Punktmenge aus Punkten, ohne weitere Einsémkungen an die Abdhde, mit
f(n),soqiltM(2,n) > f(n). Interessant ist, dass Chung, Szeadeund Trotter
im Jahr 1992

/5

(log n)°

f(n) >
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n\m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ‘

3 1

4 4 1

5 7 3 1

6 8 4 4 1

7| 17 8 4 4 1

8| 21 13 4 4 3 1

9| 29 16 <5 4 4 4 1
10| 40 17 <8 4 4 4 3 1
11| 51 17 <5 4 4 4 3 1
12| 63 17 <5 4 4 4 4 3 1
13| 74 56 <6 <5 4 4 4 4 3 1
14| 91 65 <6 <5 4 4 4 4 4 3
15| 104 77 <6 <5 4 4 4 4 4
16 | 121 86 <5 4 4 4 4 4
17134 99 4 4 4 4
18| 153 112 4 4 4 4
19 | 164 133 4 4 4
20| 196 154 4 4 4
211|212 195 4 4
22 | 228 212 4 4
23 | 244 228 4
24 | 272 4

Tabelle 9.5: Minimale Durchmesséftm, n).

fur hinreichend groRRes zeigen konnten [26]. In 2003 gelang es dann Solymosi
d(2,n) > cn zu zeigen. Ansonsten verweisen wir flie minimalen Durchmesser
im planaren Fall auf Kapitel 5.
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10 Anzahl ganzzahliger
Simplizes

In diesem Kapitel wollen wir die Anzahl(d, m) der ganzzahligen Simplizes der
Dimensionm mit Durchmesset! naher betrachten. In Tabelle 10.1 und Tabelle
10.2 geben wir diese AnzahletrfSimplizes mit kleinen Dimensionen an. Da

d| adl) | ad,?2) | a(d,3) a(d,4) a(d,b)
1 1 1 1 1 1
2 1 2 4 6 10
3 1 4 16 56 197
4 1 6 45 336 3.133
5 1 9 116 1.840 41.308
6 1 12 254 7.925 403.753
7 1 16 516 29.183| 3.076.647
8 1 20 956 91.621| 18.364.836
9 1 25| 1.669 256.546| 91.171.940
10 1 30| 2.760 648.697
11 1 36| 4.379 1.508.107
12 1 42 | 6.676| 3.267.671
13 1 49 | 9.888| 6.679.409
14 1 56 | 14.219| 12.957.976
15 1 64 | 19.956| 24.015.317
16 1 72 | 27.421| 42.810.244
17 1 81| 37.062| 73.793.984
18 1 90 | 49.143| 123.240.964
19 1 100 | 64.272| 200.260.099
20 1 110 | 82.888| 317.487.746

Tabelle 10.1: Anzahk(d, m) von ganzzahligen Simplizes mit Durchmesgéiir
kleine Dimensionem: - Teil 1.

141
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d| a(d,1) | a(d,?2) a(d, 3) a(d,4)
21 1 121 105.629 492.199.068
22 1 132 133.132 747.720.800
23 1 144 166.090 1.115.115.145
24 1 156 205.223 1.634.875.673
25 1 169 251.624 2.360.312.092
26 1 182 305.861 3.358.519.981
27 1 196 369.247 4.716.186.332
28 1 210 442.695 6.541.418.450
29 1 225 527.417 8.970.194.384
30 1 240 624.483| 12.168.243.592
31 1 256 735.777| 16.344.856.064
32 1 272 | 861.885| 21.748.894.367
33 1 289 | 1.005.214| 28.688.094.20§
34 1 306 | 1.166.797| 37.529.184.064
35 1 324 | 1.348.609| 48.713.293.955
36 1 342 | 1.552.398| 62.769.489.452
37 1 361 | 1.780.198| 80.321.260.053
38 1 380 | 2.033.970| 102.108.730.634
39 1 400 | 2.315.942| 128.999.562.925
40 1 420 | 2.628.138| 162.007.000.505
41 1 441 | 2.973.433| 202.323.976.907
42 1 462 | 3.353.922| 251.321.436.143
43 1 484 | 3.773.027| 310.607.982.16(0
44 1 506 | 4.232.254| 382.002.253.424
45 1 529 | 4.735.254| 467.627.887.530

Tabelle 10.2: Anzah(d, m) von ganzzahligen Simplizes mit Durchmesgétir
kleine Dimensionem: - Teil 2.

es zu jedem Durchmességenau eine Strecke mit diesem Durchmesser gibt, gilt
fur die erste Spalte(d, 1) = 1. Fur die zweite Spalte kann man aus Algorithmus
5.2.2 eine Formelifr «(d, 2) ableiten.
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Summiert manx(d’, 2) fur alled’ < d auf, so erflt man, dass es
1
a(d) = |-+ D+ 3+ 1)

ganzzahlige Dreiecke mit Durchmesser kleiner gleigibt. Zahlt man nicht nach

dem Durchmesser, sondern nach dem Umfang der Dreiecke ab, so kann man der
Literatur [8, 83] entnehmen, dass es

u? wl | w42
{12} LLJ { 4 J
ganzzahlige Dreiecke mit Umfanggibt. Bemerkenswert ist ein Zusammenhang
mit dieser Anzahl und den Partitionen einer Zahl in drei Summanden. In Abschnitt
10.2 werden wir einen weiteren Zusammenhang zwischen der Anzahl von ganz-
zahligen Simplizes und der Anzahl von Partitioneagantieren.
Fur die dritte Spalte von Tabelle 10.1 bzw. Tabelle 10.2 wurde bisher keine ein-
fache Formel gefunden, deshalb gehen wir éxamsten Abschnitt ausiirlich auf

sie ein. Bevor wir uns nun mit den ganzzahligen Tetraedern Bésgpin, geben

wir in Tabelle 10.3 noch ein paar Anzahletid, m) von ganzzahligen Simplizes
fur groRere Dimensionen an.

d a(d,6) a(d,7) a(d,8) a(d,9) | a(d,10) | a(d,11)
1 1 1 1 1 1 1
2 14 21 29 41 55 76
3 656 2.127 6.548 19.130| 53.394| 144.156
4 31.771 329.859| 3.336.597| 32.815.796

5| 1.197.137| 42.534.683

6 | 30.793.707

Tabelle 10.3: Anzahk(d, m) von ganzzahligen Simplizes mit Durchmesgéiir
groRere Dimensionem.

10.1 Anzahl ganzzahliger Tetraeder

Nachdem wir nuniir die ersten beiden Spalten von Tabelle 10.1 und Tabelle 10.2
exakte Formeln gefunden haben, wollen wir uns die dritte Spalte anschauen, die



144 Kapitel 10. Anzahl ganzzahliger Simplizes

ganzzahligen TetraederiFDurchmesser kleiner gleicd62 geben wir ihre An-
zahlen im Anhang in Abschnitt C.4 an, wobei wir betoneacimten, dass diese
Punktmengen auch wirklich erzeugt und nicht nurajdzwurden.

Da sich die Cayley-Menger-Determinante fn. > 3 nicht mehr so sain fakto-
risieren Bsst wie &irm = 2, siehe Abschnitt 2.4, lassen sich Forméind(d, m)
mit m > 3 nicht mehr so elementar herleiten wiér fn = 2. Wir kbnnen aber
zumindest die Anzahit< (d, 3) der Abstandsmatrizen vehPunkten mit ganzzah-
ligen Abstinden zwischen und d, welche die Dreiecksungleichungenigién,
bestimmen. Einedingere Rechnung und eine Anwendung von Lemma 2.6.1 ergibt

46 4 1 2
2464§(d,3):1-[3d + 55d* + 36d—‘+

240

37d* — 18d% 4 20d2 — 21d + (3642 + 42) [¢]

4d* + 5> ) d d]?
+3-[12-‘+6-<d —dh}+[2w +
d dl?
. 2_ — p—
+8 ( 42}421)7
was sich zu

17d%+425d* +162842 fird = d?2
ag(d,w{ o mee”

2880
6 4 2 .
17d +425d2é§%)763d +675 fird=1 mod 2

vereinfachendsst. Um in dieser nicht angegebenen Berechnuinchkibkeitsfeh-
ler auszuschliel3en, haben wir diese Fornield < 50 auch durch Konstruktion
der zugebrigen Strukturen verifiziert. Setzen wir(d, 3) = d<(d,3) — d<(d —
1,3) so gilt

34d° —85d*+680d> —962d> +1776d—960 iy J —
a(d,3) = {34d585d4+680d396%08d2+1722d483 :Ur 4=0 mod2,
960 Urd=1 mod 2.

Die Formeln fir &(d, 3) und fur a(d, 2) legen die Vermutung nahe, dass sich
a(d, 3) vielleicht ebenfalls als eine zusammengesetzte Funktion von Polynomen
fur die verschiedenen Restklassen einer Zasithreibendsst. Mit Hilfe der be-
kannten Werte vom(d, 3) kdnnen wir dies aberif £ < 52 ausschlielen. Wenn
wir schon keine Formeliir a(d, 3) finden lonnen, so bestimmen wir wenigstens
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Abbildung 10.1:2(% 3; vs. 129

a(d,3)
a(d,3)’
ge Abstandsmatrix, welche die Dreiecksungleichungeiileréin nicht entartetes
Tetraeder ist. In Abbildung 10.1 haben wir hiﬂrw mit 2% verglichen. Es

(d,3) 1000
ergibt sich somit die Bherung

auf empirischen Wege dM/ahrscheinIichkeiEllim dass eine ganzzahli-

123935
d,3) ~ 2200
a(d:3) ~ 255000

oz(d 3)
&(d,3)

kénnen, vermuten wir, dass er existiert, da die (endliche) Fé%)d
’ =1,...,962

streng monoton fallend ist. Um eine ungkefe Vorstellung von diesem vermuteten
Grenzwert zu bekommen, haben wir

Obwohl wir die Existenz des Grenzwerlm nicht theoretisch beweisen

(800, 3) = 8.430.487.428.682

und
a(lOOO 3) = 25.728.695.195.597

bestimmt, was 25505} ~ 0, 72869 bzw. $1305:3) ~ 0, 72826 fulhrt.

Wir mochten en@hnen, dass die Rechenzeit zur Berechnung /@00, 3)
knapp10 Stunden betragen hat. Das Hoéhlen, mit einer einfachen Schleife,
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bis zu dieser Zahl&te alleine schon knagpStunden gedauertiiF noch gbRere
Durchmesseti > d, geht die Bestimmung voa(d, 3) ab einen gewissen Durch-
messerl, sogar schneller als das Hoéten mit einer Schleife. In Abschnitt C.4
werden wir raher beschreiben, wie dieglich ist.

Weitere derartige Betrachtungeir fdie Spalten von Tabelle 10.1 bzw. Tabelle
10.2 erscheinen wenig vielversprechend, zumal schomf = 4 keine weiteren
Anzahlena(d, 4) auBer den angegebenen mehr bekannt sind und der Bestimmung
weiterer Werte mittels Konstruktion von der viégbaren Rechnerleistung her en-
ge Grenzen gesetzt sind. Also wenden wir uns den Zeilen von Tabelle 10.1 und
Tabelle 10.3 zu.

10.2 Ganzzahlige Simplizes mit Durchmesser
kleiner gleich 2

Bei einer Betrachtung der Zeilen von Tabelle 10.1 und Tabelle 10.3 stellen wir
fest, dass zum einen(1,m) = 1 gilt und a(1,m) + «(2,m) der Anzahl der
Partitionen vonn + 1 entspricht. Dabei soll unter der Partition einerimhthen
Zahlk einr-Tupel[ig, . .. , i,—1] natirlicher Zahlen mity > --- > é,._; > 0 und
i0+...1,—1 = k verstanden werden. Die Anzahl der Partitionen kdrezeichnen

wir mit p(k). Asymptotisch gilt

1
k) ~ 7T1/2k‘/37
p(k) 3

setzt marp(k) = 0 fur k£ < 0, so kann mamp(k) fur £ > 1 auf effiziente Art und
Weise rekursiv aus

)+ 3 (=10 (= 2 ) g (= D )

i>1

berechnen, siehe z.B. [58].

Im Folgenden werden wir eine Bijektion zwischen den Partitionenmon 1
und den ganzzahligem-dimensionalen Simplizes mit Durchmesger 2 be-
weisen. Da in Simplizes mit DurchmesseK 2 nur maximal zwei verschiedene
Abstande vorkommen énnen, gibt es eine rialiche Abbildung in die Menge
der Graphen. (Im Folgenden werden waufiger Begriffe aus der Graphentheo-
rie verwenden und verweisen den Leser zum Nachschlagen der Definitionen auf
[36] oder jede andere Eiafrung in die Graphentheorie.) Hierzu ordnen wir zwei



10.2. Ganzzahlige Simplizes mit Durchmesser kleiner gleich 2 147

Punkten im Graphen genau dann eine Kante zu, falls der Abstand der entsprechen-
den Punkte im Simplex eins bagt. Betrachten wir die figlichen Dreiecke mit
Seiteningenl und2, (1,1,1), (2,2,1) und(2,2,2), so stellen wir fest, dass die
ganzzahligen Simplizes mit DurchmesseK 2 immer auf Vereinigungen von
vollstandigen Graphef;; abgebildet werden. Wir betrachten also die Abbildung

w welche eine Partitiofig, . . ., ¢,.—1] auf den SimplexS abbildet, der aus einem
Grapherg = |J K;, hervorgeht, wenn man Kanten und Nichtkanten wie eben
0<j<r

beschrieben den zweidglichen Absanden zuordnet.iF eine gegebene Dimen-
sionm definieren wir die Quelle vow als Menge der Partitionen von + 1 und
das Ziel als Menge den-dimensionalen Simplizes mit Alisiden aug1,2}. Da
w offensichtlich injektiv ist, niissen wir nur noch die Surjektigit beweisen.

Bevor wir dies tun bemerken wir, dass obigberlegungen auch gelten, wenn
wir allgemeinerm-dimensionale Simplizes mit At¥stden aug1, A} mit einer
reellen Zahl\ > 2 betrachtet. Also verallgemeinern wir unsere Abbildungu
wy, SO dass sie eine Nichtkante des Grapfeauf den Abstand\ > 2 abbildet.
Nach dem Satz von Menger (2.1.3Jussen wir, um die Surjektiat vonw), zu
beweisen, zeigen, dad#falle Partitionenio, . . ., i,._1] vonm + 1 die Bedingun-
genvon Lemma 2.1.2if wy ([ig, - . ., 4-—1]) erfullt sind. Indem wir die Bijektiviat
von w, induktiv iiber die Dimensionn beweisen, &nnen wir voraussetzen, dass
die Teilsimplizes vorw, ([éo, . - ., i,—1]) Mittelsw, aus einer Partition hervorge-
hen. Wir brauchen also nuilf jede Partition[ig, . ..,4.—1] zu zeigen, dassif
S = wx([ig, ..., ir—1]) die Ungleichung—1)"C(S) > 0 gilt, wobei C(S) die
Cayley-Menger-Determinante vahist undm + 1 = ig + - - - + 4,1 gilt.

10.2.1 Lemma Fir eine Partition[ig, ...,i,_1] sSeiD = (d, ;) die Abstands-
matrix vonS = wy ([io, . . . ,ir—1]), A = (d7 ;) die Matrix der Abstandsquadrate,
dim(A) die Anzahl der Zeilen der Matrixl und A > 1. Die Cayley-Menger-
Matrix zu einer MatrixA von Abstandsquadraten bezeichnen wir miEs gelten

(=14 (A2 det(A) + det(A4)) >0 und (—1)3™A) det(A) > 0.

Beweis.Wir beweisen per Induktioiiberr. Fallsr = 1 so sind alle Absinded; ;
gleich 1. Eine kurze Rechnungifrt zudet(A) = (—1)3™A)=1(dim(A4) — 1)
unddet(A4) = (—1)4m(4) dim(A). Somit sind beide Ungleichungen @lif.

Furr > 1 definieren wirF = (f; ;) = wa([i1,...,4r-—1]), B = (f?;) und
k = io.
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Die Matrix
0 1 1 A2 A2
) .
| : . .o
1 .- 1 0 A2 L. o \2
A2 .. o2
B

N2 e

mit einemk x k Block in der linken oberen Ecke bezeichnen wir élg. Da
det(A) = det(Cy) unddet(A) = det(C}) gilt, starten wir mit der Berechnung
der Determinanten vo}, und Cj,. Dividieren der ersten Zeile und der ersten
Spalte von

0 A2 A2
)\2
C = : B
)\2
durch)? liefert B
det(C1) = A det(B).
Bei
0 A2 A2 1
A2 1
Ci= : B
A2 1
1 1 - 1 0

ziehen wirA?-mal die letzte von der ersten Zeile und Mal die letzte von der
ersten Spalte ab. Dies liefert

—2X2 0 --- 0 1

0 1

det(Cr) = | B '
0 1
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Durch Entwickeln erhlt man
det(C}) = —2X\* det(B) — det(B).

Fur £ > 2 ziehen wir beiC), die zweite von der ersten Zeile und die zweite von
der ersten Spalte ab. Dies liefert

-9 1 0 -+ --- 0 0 -+ --- 0
1 0 1 - -1 A2 ... . N2
0 1 o 1 --- 1 A2 ... . N2
. . ) . . .

1
0 A2 A2 A2

B

0 A2 A2 ... .. N2

Durch Entwickeln erhalten wir

det(C) = —2 det(Cr—1) — det(Cr—_2).
Analoge Berechnungetif Cj, fuhren zu

det(Cy) = —2 det(Cr_1) — det(Cr_2).

Mittels Induktion, obiger zwei Rekursionsgleichungelat(Cy) = det(B) und
det(Cy) = det(B) lasst sich nachrechnen, dass

det(Cr) = (=D)L (kX* det(B) + (k — 1) det(B))
und

det(Cy) = (=1)*((2kA* — k + 1) det(B) + k det(B))

gelten. Mit diesen zwei Gleichungetim(Cy) = dim(B) + k, A > 1,k > 0 und
der InduktionsvoraussetzungrfB folgern wir

(—=1)3mA) (A2 det(A) + det(A)) =

(—1)4m) (A2 det(Cy) + det(Cy)) =

(kX2 — k +1)(=1)3mB) (X2 det(B) + det(B)) > 0

>0 >0
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und
(—1)3m(A) et (A) =
(_1)dim(Ck) det(@) —
fo(—1)dim(B) (/\2 det(B) + det(B)) (kA2 — &+ 1)(—1)4m(B) det(B) > 0.

>0 >0

>0

O
Mit Lemma 10.2.1 und den vorangegangetérerlegungen haben wir einen
Beweis fir den folgenden Satz.

10.2.2 Satz (in anderer Formulierung, Einhorn, Schoenberg, 1966, [40, 41])
Fur \ > 2ist die Abbildungv, eine Bijektion zwischen den Partitionen vant 1
und denm-dimensionalen Simplizes mit Seitemyen in{1, A}.

Man kann Satz 10.2.2 auch eleganter beweisen, indem man anstatt Lemma
10.2.1 zu benutzen einfach eine Koordinatendarstellungwfio, . . . ,%,—1])
direkt angibt. Hierzu betrachten wir folgende Konstruktion von Christian Haase
[59]. Wir platzieren regudre(i; — 1)-dimensionale Simplizes der Seiténgel in
paarweise orthogonale Untatume, so dass ihr Schwerpunkt jeweils im Ursprung
liegt. AnschlieBend wird der Schwerpunkt deten Simplex jeweils um einen Be-

5 — ig;l in eine neue Koordinatenrichtung verschoben. Da die Ecken
J

i;—1

desj-ten reguéiren Simplex den Absta 57, von ihrem Schwerpunkt haben,

besitzen je zwei Punkte aus unterschiedlichen gagul Simplizes den Abstand

Den Beweis von Lemma 10.2.1 haben wir aber dennoakettiert, da wir im
Folgenden kufiger Lemmatdiber den Wert oder das Vorzeichen bestimmter De-
terminanten angeben, bei denen wir die Beweise dem ligsatassen. In diesen
Fallen ist ein Beweis immer méhnlichen, teils sehéhglichen aber elementaren,
Berechnungen fyglich.

Weiter soll ervahnt werden, dass in [72] eine Formadirfdie Cayley-
Menger-Determinante voa, angegeben wurde und sich Satz 10.2.2 noch wei-
ter versclrfen Bsst. In [142], siehe auch [73], wurde u.a. dasigmdgliche
o(m,m + 2) bestimmt, so dass es eime-dimensionale Punktmenge gibt, bei
denen alle Abstnde auq 1, o(m,m + 2)} sind. Wir zitieren ohne Beweis, dass
furm > 2,

-1 252 2
J(m,m—|—2)—\/9m 0+f§7114 52m + 20
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gilt.

10.2.3 Satz (in anderer Formulierung, Piepmeyer, 1993, [73, 142])

Fur A > o(m—1,m+1) undm > 3ist die Abbildungv, eine Bijektion zwischen
den Partitionen vonn + 1 und denm-dimensionalen Simplizes mit Seitemjen
in {1, \}.

Beweis.Dac(m—1,m+1) furm > 3 groferl ist, istw, injektivund mit Lemma
10.2.1 folgt, dass sich die Bilder van, alle in denE™ einbetten lassen. Wir
missen also nur noch zeigen, dass es auf3er diesen Bildewy \k@ine weiteren
Simplizes mit Seite@ingen aug1, A} im E™ gibt. Also nehmen wir an, dass ein
weiteres Simplexs existiert. Wir betrachten nun das Simplg§\’) welches aus
hervorgeht, indem wir die Seiten dedhge) auf Lange)\’ strecken. Wegen Satz
10.2.2istS(N) fur A’ > 2 nicht mehr in derfE™ einbettbar. Daher gibt es wegen
der Stetigkeit der Cayley-Menger-Determinanten bzw. der Koordinatendarstellung
ein ) > ), so dassS()\') eine Punktmenge aus + 1 Punkten im euklidischen
E™~1 ist. Dies ist aber ein Widerspruch zur Definition vemn — 1,m + 1). O

Farm > 3 gilt o(m — 1,m + 1) < 0(2,4) = V2++3 =~ 1.93185 und
o(m—1,m+1) > 3v/9+ /33 ~ 1.91993.

Aus Satz 10.2.2dsst sich noch eine Aussag®er die Anzahl derm-
dimensionalen Simplizes mit Seiténigen aus einer gegebenen Menge ableiten.

10.2.4 Folgerung Die Anzahlx({ay, ..., a,—1}, m) derm-dimensionalen Sim-
plizes mit Seitedingen augay, ..., a,—1} Mitag < --- < a,_; ist grolRer gleich

(5) @m0 =24

wobeip(m + 1) die Anzahl der Partitionen vom + 1 bezeichnet. I2a; < a;11
fur alle ¢ erfullt, so gilt sogar Gleichheit.

10.3 Ganzzahlige Simplizes mit h 6chstens zwei
Abst anden

Im vorherigen Abschnitt hatten wir bereits Simplizes mit Avgten in{1, A} be-
trachtet. Nun wollen wir allgemeineiif zwei natirliche Zahler: undb Simplizes
mit Abst@nden in{a,b} betrachten. Hierzu definieren wiiif einen Graphei
aufn Knoten die Abbildungv, ;,(G) — S, die eine Kantgi, j} auf den Abstand
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0(i,7) = a und eine Nichtkante auf den Abstadid, j) = b abbildet. Mit unserer
vorherigen Definition gilt also

W)\([Z‘(),...,Z'T,ﬂ) :wl)\< U Kz]) .

0<j<r

Zu gegebenera undb fuhren nun nicht alle Graphe&hzu einem Simplex, der sich
indenE™~! einbetten#sst. Bir den FalRa < b bzw.2b < a haben wir im vorheri-
gen Abschnitt eine vollgindige Charakterisierung, der Graphen, die zu Simplizes
fuhren, angegeben, was dann zu exakten Forniglaf{a, b}, m) fuhrt. Einen
Grapherg fur denw, ;(G), bei gegebenem undb, kein Simplex ist, bezeichnen
wir als verbotenenGraphen. Istj’ ein Graph, der einen verbotenen Graphls
induzierten Teilgraph bzw. Untergraph enthalt, so ist der Graplg/’ ebenfalls
verboten. Dabei heil3t ein Graghinduzierter Teilgraph bzw. Untergraph eines
Grapheng’, falls die Knoten vorg eine Teilmenge der Knoten vaji bilden und
{u, v} genau dann eine Kante ¢hist, wenn sie es i’ ist.

Einen Graphen bezeichnen wir nun eésbotenen minimalenGraphen, wenn
er verboten ist, aber alle echten Untergraphenwpp auf Simplizes abgebildet
werden. In Abbildung 10.4 stellen wir die Anzahl derdimensionalen Simplizes
mit Seiteniinger2 und3, der Anzahl der verbotenen minimalen Graphen und der
Anzahl der Graphen mit 41 Knoten gegeiiber. Die verbotenen minimalen Gra-
phen aus tichstens$ Knoten haben wir vollgtndig in Abschnitt D.1 abgebildet.

m | # verbotener minimaler Graphen«({2,3},m) | # Graphen
1 0 2 2
2 0 4 4
3 1 10 11
4 1 27 34
5 21 71 156
6 7 172 1.044
7 10 395 12.346
8 33 850 274.668
9 72 1.697 | 12.005.168

Tabelle 10.4: Anzahl verbotener minimaler Graphem Simplizes mit Sei-
tenfanger2 und3.

Es stellt sich heraus, dass die Anzal{{2,3},m) der ganzzahligen Simplizes
mit Abstanden aug2, 3} fir groRere Dimensionem nur einen Bruchteil der An-
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zahl der Graphen bétgt. Die Graphen, die mittels, 3 auf Simplizes abgebildet
werden, sind somit etwasesonderesind man kann sich die Frage stellen, wie
man diese spezielle Graphenklasse, allein mit graphentheoretischen Hilfsmitteln,
charakterisieren kann.

Fur Simplizes mit Absinden aug$1, 2} kann man z.B. sagen, dass es genau die
Graphen sind, die aus Vereinigungen von valtgtigen Graphen entstehen. Eine
andere Art diese Graphenklasse zu charakterisieren besteht darin zu sagen, dass
diese Graphenklasse aus allen Graphen besteht, die keinen Pfadngderlals
induzierten Teilgraphen enthalten. Wir haben also ausgenutzt, dass es nur endlich
viele, hier einen, verbotenen Untergraphen gibt. Leider ist die Situatio8im-
plizes mit Absnden2 und 3 nicht ganz so einfach, da es hier mehr verbotene
minimale Graphen gibt. Ob ihre Anzahl endlich ist, ist ungewiss und Tabelle 10.4
legt eher die gegenteilige Vermutung nahe, wobei man allerdings bei dem vorhan-
denen Datenmaterial sehr vorsichtig mit Vermutungen sein sollte.

# verbotener zusammeahgender| # zusammen-
m minimaler Graphen &({2,3},m) | hangender Graphen
1 0 1 1
2 0 2 2
3 1 5 6
4 1 15 21
5 20 36 112
6 6 77 853
7 6 146 11.117
8 12 271 261.080
9 19 475 11.716.571

Tabelle 10.5: Anzahl verbotener zusammimgender minimaler Grapherirf
Simplizes mit Seite@inger2 und3.

Da es uns nicht gelungen istrfa ({2, 3}, m) eine einfache Formel anzugeben
bzw. die zugetirige Graphenklasse durch verbotene Untergraphen zu charakte-
risieren, wollen wir das Problem noch weiter vereinfachen. Anstatt allgemeiner
Graphen betrachten wir nur noch zusamnérgende Graphen und bezeichnen
mit &({a, b}, m) die Anzahl dem-dimensionalen Simplizes mit Alistden aus
{a, b} bei denen das Urbild van, ; ein zusammerimgender Graph ist. Motiviert
ist diese Betrachtungsweise durch die einfache Gleicliu{g, 2}, m) = 1. Die
in Tabelle 10.5 angegebenen Weiite &({2, 3}, m) machen aber leider ebenfalls
wenig Hoffnung eine einfache Forméirfa({2, 3}, m) odera({2, 3}, m) zu fin-
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den. Deswegen betrachten wir nun ganzzahlige Simplizes mit Seitgetha < b
bei denen der Quotierﬁft nahebei?2 liegt.

Wir untersuchen beispielhaft die Simplizes mit Seiégiglen aug4, 7} bzw.
{5,9}. Die entsprechenden Werte vert{4, 7}, m), a({5,9},m), &({4,7},m)
unda({5, 9}, m) geben wir firm < 30 in Tabelle 10.6 an. Zwardnnen wir auch
hier keine Formelidr ({4, 7}, m) bzw. «({5,9}, m) angeben, aber zumindest
kdnnen wir die Werte voa ({4, 7}, m) bzw.a({5, 9}, m) vollstandig bestimmen.
Da wir nur eine Formelifr @ und nicht fir « herleiten wollen, brauchen wir nur
eine Strukturaussagéber die zusammeidngenden Grapheg, fur die w, 7(G)
bzw. ws 9(G) ein Simplex ist, zu finden und zu beweisen. Hierzu definieren wir
fir zwei vollséindige Grapher,, und K, einen Graphey = K, ® K, als
Vereinigung vonk,, und K,,, wobei die zwei vollsindigen Graphen genau einen
Knoten gemeinsam haben, siehe Abbildung 10r2¢in Beispiel. Allgemein gilt

Ku S Kl = K’u,-

Abbildung 10.2: Der Graplis & K.

10.3.1 Lemma Ist G ein zusammerdmgender Graph und, 7(G) oderws ¢(G)
ein Simplex, so existieren nmtiche Zahlenu undv, so dassgy = K, ¢ K, gilt.

Beweis.Man rechnet leicht nach, dass die Graphen in Abbildung 10.3, sohl f
die Abstinde{4, 7} als auch @ir die Abstinde{5, 9}, verbotene Graphen sinduF
diesen Beweis bezeichnen wir sie in dieser Reihenfolgef(alsc4, PyundT.
Weiter rechnet man leicht nach, dass von dérrusammenéingenden Graphen
mit hdchsteng Knoten alle bis auf die Graphen der Foky & K, verboten sind.
Wir beweisen nun unsere Behauptung per Indukiibarv + v.

LY

Abbildung 10.3: Verbotene Grapheiirfdie Abstandsmengeft, 7} und {5, 9}.
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m | a({4,7},m) | «({5,9},m) | a({4,7},m) | a({5,9},m)
1 2 2 1 1
2 4 4 2 2
3 7 7 2 2
4 12 12 3 3
5 21 20 3 3
6 34 29 4 4
7 49 40 4 4
8 73 55 5 5
9 103 74 5 4

10 144 98 6 3

11 197 135 6 3

12 264 179 7 3

13 353 238 7 3

14 471 315 8 3

15 625 412 8 3

16 821 537 9 3

17 1.080 701 9 3

18 1.403 904 10 3

19 1.823 1.166 10 3

20 2.351 1.496 11 3

21 3.026 1.909 11 3

22 3.867 2.424 12 3

23 4.939 3.074 12 3

24 6.264 3.870 13 3

25 7.931 4.863 13 3

26 9.996 6.087 14 3

27 12.574 7.591 14 3

28 15.741 9.431 15 3

29 19.676 11.694 15 3

30 24.489 14.436 16 3

Tabelle 10.6: Anzahl von Simplizes mit Seitangend und7 bzw.5 und9.

Entfernt man aug§ einen Knoteny derart, dass der Graph immer noch zusam-
mentangend bleibt, entsteht ein Gragh fur den nach Induktionsvoraussetzung
u undv existieren mitg’ = K,, ® K,,. Den gemeinsamen Knoten véf, und K,
bezeichnen wir mit:. Der Knoteny hat in K, entwede, 1 oderu Nachbarn, da
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G’ sonstk, als Untergraphen enthalteriivde, entsprechendif K,,. Diese zwei
Anzahlen an Nachbarn fassen wir als Tupek (n,,n,) zusammen. Der Fall
v = (0,0) kann nicht eintreten, dé@ nach Vorraussetzung zusammangend ist.
Im Fall v = (0,1) gilt ¢ = Ky ® K, fallsw = 1 odergG enttalt den P, als
Untergraphen falls > 1, entsprechendif v = (1,0). DaC, undT verbotene
Graphen sind, kann im Fall = (1,1) nurG = Ko @ K, oderG = K,, ® K»
gelten. Der Fall = (0,v) bzw.v = (u, 0) kann nicht auftreten, daentweder mit
x benachbart ist oder nichtiiFy = (1,v) bzw.v = (u,1) qilt G = K,, & K41
bzw.G = K41 ® K,. Fallsu, v > 2 undv = (u, v) so wirdeG den Grapheri,
als Untergraphen enthalten, was nichigtich ist. Somit haben wir alledfe fur

v behandelt. O
10.3.2 Lemma
1 m =1,
3 m=4,5 V10 <m <41,
a({5,9},m)=< 4 m=6,7,9,
5 : m=S8,
2 : sonst

Beweis.Nach Lemma 10.3.1 brauchen wir zu gegebememur fur die Graphen
G =K,® K, mtu+ v = m + 2 testen, ohws o(G) ein Simplex ist. Eine
kleine Computerberechnung bésgt die angegebenen Werte vari{5,9},m)
furm < 41. Da K3 @ K4, fur die Abstnde{5, 9} ein verbotener Graph ist, gilt
a({5,9},m) < 2 furm > 42. Per Induktion zeigt marif die Cayley-Menger-
Determinanten
C(W5)9(K1 (&%) Kv)) = (—1)1}52(/”_2)’0

und

Clws (K @ K,)) = (1) 5272 (961 + 289v).
Somit sindws o (K & K,,) undws o(K2 & K,) nach Lemma 2.1.4 Simplize<]

10.3.3 Lemma

[ s om <31,
16 : m =32,
14 : m=33,
13 : m= 34,35,
a({4,7},m) = 12 : 36 <m <39,

11 : 40 <m <48,

10 @ 49<m <171,
9 : T2<m <295,
8 : m > 296.
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Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 10.3.2 b#gien wir die Werte von
a({4,7},m) fur m < 71 durch eine Computerberechnung. Per Induktion zeigt

man folgende Formelruf die Werte von Cayley-Menger-Determinanten,

11)241) 4

(=1
(=1
(=1)
(=1~
= (="
(=1
(=1)
(=1
(=1

1’U

1)t ot 4(289 + 223v),
1)7224=3(289 + 95v),

321(867 + 1570),
424076289 + 31v),

1 v— 824v+23(289

1)075 24v+8(1445 + 91wv),
1)076 24 H13(867 4 290),
7240 +16(2023 + 250)

und

v).

Mit Hilfe von Lemma 2.1.4 folgt die Behauptungrifm > 72.
Wir mdchten bemerken, dass Lemma 10.3.2 und Lemma 10.3.3 zwar eigentlich

nur eine Aussagéber die Anzaht({5, 9},

m) bzw.&({4, 7},

O

m) geben, sich die

zugelbrigen Simplizes aber leicht mit Hilfe von Lemma 10.3.1 ablesen lassen. In
den Tabellen 10.7, 10.8 und 10.9 geben wir weitere Werten@n, b}, m) an

m [a((L2},m) [a({2. 3}, m) [a((3, 4}, m) [a({4, 5}, m)
1 2 2 2 2
2 3 4 4 4
3 5 10 11 11
4 7 27 33 34
5 11 71 139 155
6 15 172 752 1.013
7 22 395 5.445 11.195
8 30 850 48.807 213.822
9 42 1.697 503.307| 6.896.920

10 56 3.346

11 77 6.539

12 101 12.342

13 135 40.079

Tabelle 10.7: Anzahl ganzzahliger Simplizes niithsten® Abstanden - Teil 1.
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m |a({5,6},m)|a({6,7},m)|a({7,8},m)|a({8,9},m)|a({9,10},m)
1 2 2 2 2 2
2 4 4 4 4 4
3 11 11 11 11 11
4 34 34 34 34 34
5 156 156 156 156 156
6 1.043 1.044 1.044 1.044 1.044
7 12.286 12.343 12.346 12.346 12.346
8 270.577 274.537 274.666 274.668 274.668
9 | 11.512.070] 11.990.444| 12.004.931| 12.005.164| 12.005.168

Tabelle 10.8: Anzahl ganzzahliger Simplizes niithsten® Abstanden - Teil 2.

m |a({3,5},m)|a({5,7},m)|a({5,8}, m)|a({7,9},m)
1 2 2 2 2
2 4 4 4 4
3 9 11 10 11
4 15 31 23 34
5 25 115 50 152
6 40 481 92 936
7 65 2.419 146 9.015
8 104 13.165 223 132.627
9 166 70.916 349 | 2.807.075

10 253 336.123 558

11 377 918

12 546 1.498

13 786 2.450

Tabelle 10.9: Anzahl ganzzahliger Simplizes niithsten Abstanden - Teil 3.

Vergleichen wir die Anzahl der Graphen und die Anzahl der Simplizes mit
Abstinden in{a, a + 1}, siehe Tabelle 10.7 und Tabelle 10.8, so stellen wir fest,
dass sieilir a < 9 undm < a Ubereinstimmen. Betrachten wir die Anzahl
a({1,z}, m) der Simplizes mit Absindenl < z fir eine feste Dimensiom,
so folgt aus Satz 2.1.3 und der Stetigkeit der Determinante «dddsz}, m) mit
der Anzahl der Graphen auf + 1 Punkteniibereinstimmt, sobald hinreichend
nahe arnl liegt. Es stellt sich die Frage, ob man d@sreichend naheuantitativ
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bestimmen kann. In die eine Richtung haben wir folgendes Lemma.
10.3.4 Lemma Die Abstandsmatrix
una (K722 U K o2 )

ist fur a > 1 kein Simplex, wobek’, U K, die disjunkte Vereinigung von zwei
vollstandigen Graphen bezeichnet.

Beweis.Fir eine naiirliche Zahla > 1 und eine reelle Zaht > 1 betrachten wir
die Abstandsmatrix

A(a) = Wg,1 ((Kl'#} U KLHT-HJ) .
Mittels Induktion Bsst sich zeigen, dagsrfdie Cayley-Menger-Determinante
C(A(@)) = (—1)™2 ((a + 2)a%+? — dtz2+1 4+ 24227)

mitt = | %52 | [«£2] gilt. Einsetzen vonr = 1 liefert zusammen mit Lemma
2.1.2 die Behauptung. O
Wir bemerken, dass aus einer genaueren Analyse der Nullstellefi (k)

unter Verwendung eines Resultats aus [41], die Einbettbarkeit von

wa+2,a+1 (K|—a+2‘| U KLGT“J)

2

in denE+*! folgt. In Abschnitt D.2 geben wirifr a < 8 alle Abstandsmatrizen
aufa 4 2 Punkten mit Absindena unda + 1, die keine Simplizes sind, anilF
die andere Richtung motivieren wir eine Vermutung.

10.4 Ganzzahlige Simplizes mit Durchmesser 3

Im vorherigen Abschnitt haben wir Simplizes mddhstens zwei Abander: und
b betrachtet. Wir wollen nun den Spezialf@ll, b} = {2, 3} nutzen, um ganzzah-
lige Simplizes mit Durchmesser < 3 zu konstruieren bzw. Informationdiber
ihre Struktur zu gewinnen. Hinter diesem Vorgehen steckt eine allgemeine Strate-
gie, um kompliziertere Probleme in mehrere einfachere Probleme zu zerlegen, das
Homomorphieprinzip. Eine allgemeine Beschreibung dieses Prinzips enthehmen
wir z.B. [153]:

Zur Ldsung eines Problemy einer StrukturS kann man, wie folgt, in vier
Schritten vorgehen.
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1. Vereinfachung der gegebenen Strul@mit Hilfe eines Homomorphismus
f:6 — &', wobei&’ eine gbbere Struktur ist.

2. Transformation des Problerfsauf der urspiinglichen Struktur in ein Pro-
blemB’ auf den homomorphen Bildern vghin der vergbberten Struktur
G

3. Ldsung des Problemg’ auf&’.

4. Verfeinerung jeder &sung vortld’, so dass die &isungen vord auf S ent-
stehen.

Eine Strke des Homomorphieprinzips ist, dass es bei iterierter Anwendung und
untergunstigen UmstndendenAufwand logarithmieren kann. Wir wollen dies
an einem, in [16] Aher beschriebenem, Beispiel belegen.

10.4.1 Beispiel (Hensels Lemma)
Fur eine Primzahp # 2 undn € N sei das Problem gegeben, einésLng
7 € Z/p"Z fur die Kongruenz:?2 = —1 mod p", mitT = z + p"Z, zu finden.
Fur2 < i < n kann man Homomorphismef) : Z/p'Z — 7Z/p*~'Z durch
y+p'Z — y+p'~17Z definieren. Wir suchen zéchst eine bsungz, € Z/pZ von
22 = —1 mod p. Falls keine bsung existiert brechen wir ab, ansonsten testen
wir fur 1 <4 < n alle Elemente der Menge

bis einz; 1 € Z/p""'Z mita?,; = —1 mod p'*' gefunden ist. o

Wir mochten bemerken, dass die Anwendung des Homomorphieprinzips daf
sorgt, dass wir in Beispiel 10.4.1 anstatt yghKandidaten maximai - p Kandi-
daten testen fissen, der Aufwand also logarithmiert wird. Zwar kann es vorkom-
men, dass wir bei dem Problem unserer Wahl keine geeigneten Homomorphismen
finden bzw. sie nicht mit speziellen problemangepassten Methoden der Aufwands-
reduktion vertaglich sind, versucht werden sollte dieser Ansatz aber in jedem Fall.

Im Folgenden wollen wir nun einen geeigneten Homomorphismus von der
Menge der ganzzahligen Simplizes mit Durchmegser 3 auf einer Menge mit
einfacherer Struktur konstruieren. Hierzu betrachten wir eine Abbil(fur@ der
Menge der ganzzahligen Simplizes bestehendraBsinkten mit Absinden aus
{do,...,0,—1} in die Menge der Graphen aufKnoten, welche die Ab&nde der
Langel auf Kanten und die restlichen Aladstde auf Nichtkanten abbildet. Da das
Dreieck mit Seiterdngenl, 1 unda flr a > 2 die Dreiecksungleichungen nicht
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erfillt, sind die Bilder vonf disjunkte Vereinigungen vollahdiger Graphen. Ein
ganzzahliges Simple& lasst sich also so in Teilsimplizeés mit | JS; = S parti-
tionieren, dassiir allev # v/,

Ji:v' €S = uv)=1

gilt. Betrachtet man weiter zwei ganzzahlige Absdel < a < b, soistl +a < b
ebenfalls eine Verletzung der Dreiecksungleichuiagrficht entartete Dreiecke,
und so gilt

i # j, vo, v € Siyv1,v1 €S = d(vg,v1) = d(v], v]).

In Abbildung 10.4 haben wir als Beispiel ein ganzzahliges Simplex mit Sei-
tenlangenl, a und b dargestellt, indem wirifr Abstandl eine durchgezogene,
fur Abstanda eine stark gepunktete undérfAbstandb eine schwach gepunktete
Kante verwendet haben.

Abbildung 10.4: Ganzzahliges Simplex mit Seitamyent, a undb.

Da wie oben bemerkt der Abstand zwischen zwei Knoten nur davoanaibh
in welchen TeilsimplizesS; sie liegen, komprimieren wir jedes solche Teilsim-
plex in einen einzelnen Knoten und notieren die Anzahl der Punkte des Simplex in
der Mitte des Knotens. In unserem speziellen Beispiel von ganzzahligen Simplizes
mit Durchmessetl < 3 kdnnen wir somit Absinde der Bnge2 auf Kanten bzw.
Abstande der Bnge3 auf Nichtkanten abbilden, und erhalten einen Isomorphis-
mus. Der Multigraph in Abbildung 10.4 wird somit mit= 2 undb = 3 zum
knotengewichteten Graphin Abbildung 10.5.

®

Abbildung 10.5: Knotengewichteter Grapirfein Simplex mit Seitedingen aus
{1,2,3}.

Die ganzzahligen Simplizes mit DurchmesgerK 3 entsprechen somit kno-
tengewichteten Graphen, wobei die Suminber die Knotengewichte der Anzahl
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der Punkte des zugétigen Simplex entspricht. In dieser Darstellung ist es leicht
einen Homomorphismug anzugeben, der auf eine einfachere Struktur abbildet.
Wir vergesserinfach die Gewichte der Knoten und erhalten Graphen bzw. Sim-
plizes mit Absénder2 und3.

Nun brauchen wir uns nur noch Ziberlegen, wie wir den 4. Schritt des Ho-
momorphieprinzips geschickt duréhifren kbnnen, wie wir also einen gegebenen
Graphen auf jede dgliche Art und Weise mit Knotengewichten versehéniken.
Hierzu skizzieren wir im Achsten Abschnitt theoretische Grundlagen und Metho-
den, nilssen aberiir eine audihrlichere Darstellung auf die Literatur verweisen.

Mit dieser Methode haben wir, au3er den in Tabelle 10.3 angegebenen Werten,
nocha(3,12) = 379.350 und«(3, 13) = 978.775 bestimmit.

10.5 Gruppenaktionen, Doppelnebenklassen
und das Leiterspiel

In Abschnitt 3.1 hatten wir die Objekte diskreter Strukturen bereitaisvalenz-
klassen beschrieben, ohne jedoch genauer auf die Details einzugehen. Dies wollen
wir nun nachholen, um einedsung tir den 4. Schritt des Homomaorphieprinzips
fur unser Problem aus dem vorherigen Abschnitt beschreibetrmek.

SeiG eine endliche Gruppe unll eine endliche Menge. Eineruppenopera-
tion ¢ X vonG auf X (von links) ist eine Abbildung

Gx X =X, (9,2) gz,

so dassiir alleg,¢g’ € G undz € X die Bedingungeny(¢’z) = (gg¢')x und
idgx = z erfullt sind. Mittels

x~g o = JgeGigr=2a

lasst sichifir jede Gruppenoperation eiAguivalenzrelation definieren. Digqui-
valenzklassen bezeichnen wir im Folgenden auciBatinenG(z) = {gz | g €
G}. Die Menge der Bahnen notieren wir &8\ X . In dieser Sprechweise haben
wir bisher auf der Menge von ganzzahligen Abstandsmatrizen mit der symmetri-
schen Gruppé,, durch Umnummerierung der Punkte operiert und in jeder Bahn
ein Element nach einer bestimmten Regel als kanonisch ausgezeichneteiF
tergehende Grundlagen zu Gruppenaktionen verweisen wir den Leser auf[91, 92],
siehe auch [94].

Seien nu und B Untergruppen einer endlichen Grupfeso operiertd x B
via

(Ax B)x G — G, ((a,b),g) — agb™*
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auf G. Die Bahnen heil3eDoppelnebenklassewvon A und B in G,
A\G/B ={AgB | g€ G} = A x B\G.

Eine BahnAgB heilt Doppelnebenklasse vanund B beZiglich g.
Wir mdchten bemerken, dass sich jede beliebige Operatiorauf ein Doppel-
nebenklassenproblem transformierass.

10.5.1 Das Fundamentallemm#93, Lemma 3.1]
Seiy X eine endliche Gruppenoperatianc X undG eine Untergruppe Vo# .
Dann gilt:

1. Die AbbildungH (z) — H/H,, hx — hH, ist bijektiv.

2. Die Operationeny H (z) und gy H/ H,, sindaquivalent.

3. Die Bahnange ist der Index des StabilisatqiF,(z)| = |H|/|Hz|-
4

. Die AbbildungG\H(z) — G\H/H,, G(hz) — GhH, ist eine Bijek-
tion zwischen den Bahnen va# auf H(x) und den Doppelnebenklassen
G\H/H,.

Hierzu betrachten wir den Gruppenhomomorphisrus- Sx, g — g mit
g : * — gz und Kirzen das Bild durcld: ab. Setzen witl = Sx so gilt H(z) =
X fur ein beliebiges Element € X. Wenden wir das Fundamentallemma an, so
erhalten wir eine Bijektion zwischen der BahnenmeafeX undG\Sx /(Sx ).
fur ein Element: € X.

Auch die Bestimmung der nichtisomorphen Beschriftungen der Knoten
(vo,-..,vn—1) €ines Graphed mit Gewichten au$? = (wy, . ..,w,—1), bei de-
nen jedes Gewicht genau ein Mal verwendet werden saktlsich auf ein Dop-
pelnebenklassenproblem #gkfiihren. Jede solche Beschrifturigsét sich als bi-
jektive Abbildungf : (vo,...,vn—1) — (wo,...,w,—1) darstellen und entspricht
somit einer Permutation € S, mittels f,(v;) = wy ;. Mit Aut(G) < S, be-
zeichnen wir die Automorphismengruppe des Graphen undlmit2) < S,, die
Automorphismengruppe bzw. den Stabilisator Yonlst nunmy € Aut(G) und
m € Aut(Q), so wollen wir die Abbildungy, die Ur, (i) QUfwr (z(;)) abbildet,
als isomorph zur Abbildung betrachten. Das Element vertauscht nuw; und
wj im Bild mit w; = wj, fihrt also zur selben Beschriftung, und das Element
7o andert nur die Nummerierung der Knoten v@rohne die Adjazenzmatrix zu
verandern. Wegen der Gleichung

9(i) = fr wnzr(vi) Vi
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lautet unser Doppelnebenklassenproblem
Aut(Q\S,, JAut(G).

Um die besondere Struktur der Automorphismengruppe{¥an beschreiben,
ordnen wir 0.E. diev; um, so dass

WOZ"':W)\O—1<W>\O:"':w)\l—l<"'<w)\7‘71:"':w)\r—l

mit > \; = n erfulltist. Somit gilt Aut(Q2) = Sy, x --- x Sy, . Diese sogenannte

Youlné)—Gruppe kUrzen wir auch als$ . ab. Aber auch die Bestimmung der
Bahnen vonS,, . . \S./Aut(G) ist i.A. noch zu schwer bzw. beansprucht zu
viel Rechenzeit, so dass wir das Homomorphieprinzip erneut anwenden wollen.
Hierzu berdtigen wir, siehe z.B. [112, 153], eine Untergruppenkette

Sxgrh, =A< A <A< A= 5,
zwischenS) . undS,, zusammen mit den Homomorphismen
fi A\Sn/Aut(G) — A;—1\Sn/Aut(G), A;gAut(G) — A;_19Aut(G).
Wahlt man 0.E\g > ... )\, soistdurch

Ai == Srfi

Zo A A i A i Ay
i=

00"

eine geeignete Untergruppenkette definiert, da der Aufwand wesentlich durch
|A;—1\4;| bestimmt wird.

10.5.2 Beispiel SeiQ = (1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2.3,3,3,3), so gilt \yp = 6,
A1 = 5, A2 = 4 und die Untergruppenkette ist durch

S6,54 < S11,4 < 515

gegeben. &r die Indizes gilt|S15\S11,4| = 1.365, |S11,4\5,54| = 462 und
|S15\56,5,4] = 630.630. Somit wurde der “Aufwand” durch die Verwendung des
Homomorphieprinzips mit Untergruppenketten w@80.630 = 1.365 - 462 auf
1.827 = 1.365 + 462 reduziert, also sozusag®uyarithmiert ©

In Beispiel 10.5.2 wren noch die beiden anderen Untergruppenkefign, <
51075 < Sis und 56,5,4 < 59,6 < Sis mogllch Bei denen sind allerdings die
Summen der Indizes gRer als beiSs 54 < S11.4 < Si5. Da die Aufwandsre-
duktion durch Verwendung des Homomorphieprinzips so enorm ist, lohnt es sich
sogar manchmal Umwege zu gehen und zwischendurch schwierigere statt einfache
Probleme zudsen. Diesifihrt uns zurni_eiterspiel [154].
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10.5.3 Beispiel Wir setzen Beispiel 10.5.2 fort und betrachten die Untergrup-
penleiter aus Abbildung 10.6. Hier gibt es “Aufvis-" und “Abwartsschritte”,

dies bedeutet, dass die Homomorphismen in unterschiedliche Richtungen gehen.
Fur eine algorithmische Beschreibung, wie man durch diese Untergruppenleiter
durchgeht und dabei die géwschten Bahnen der Doppelnebenklassen bestimmt,
verweisen wir auf [113, 153, 154]. Wir @chten jedoch erahnen, dass der Auf-
wand wieder im Wesentlichen durch die Summe der Indizes zwischen den ein-
zelnen Untergruppen auf dem Weg der Leiter besteht. In unserem Beispiel ergibt
sich

15+144+24+13+34+12+4+11+104+24+9+3+8+4+7+5=122.
o

Dieser Abschnitt kann nur ein sehr grober Abriss der verwendeten theoretischen
Grundlagen sein.ii eine genauere Beschreibung und Implementationsdetails ver-
weisen wir auf die Literatur, z.B. [113, 153, 154].

S1s
|
S1a,1
S13,2
513,1,1/ ‘ S12,3
S12,2,1 ‘ S11,4
511,3,1/ ‘
510,1,4
‘ S9.2,4
Sy 1,1,4/ ‘ Sg,3.4
Ss,2 1,4/ ‘ S7.4,4
S731,4 Se,5,4
S6,4,1,4

Abbildung 10.6: Untergruppenleiter zur Untergruppenkéiig 4 < Si1.4 < Sis.
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11 Punktmengen mit kleinen
Durchmessern

Ganzzahlige Punktmengen mit kleinen Durchmessern besitzen natffganch
wenige verschiedene Alistde. Deshalb ist es sinnvoll, den eigentlich recht spe-
ziellen Fall zu betrachten, bei dem die quadrierten Abde modulo einer Zafi

alle kongruent zu sind.

11.0.1 Satz ([141, Satz 2.7]peiP eine ganzzahlige Punktmenge Hfi* und

k,l € Z mit ggT(k,l) = 1. Falls fur alle v # v' € P der quadrierte Abstand
52 (v, v") kongruent zd modulok ist, so besitz hochstensn + 2 Punkte. Wird
diese obere Schranke angenommen, sd:gilt+ 2 undP ist in allgemeiner Lage.

Beweis.Wir nehmen an, dasP ausm + 3 Punkten besteht und betrachten die
Cayley-Menger-Determinante, die nach Lemma 2.r3dm + 2 und fur m + 3
Punkte verschwinden muss. Diégft zu den notwendigen Bedingungen

(=)™ 2(m + 2)1m+! 0 mod k,
(=)™ (m +3) ™" = 0 mod k.

Wegen ggTk,!) = ggT(k,—1) = 1 geltenm +2 =0 mod kundm +3 =0
mod k, was fir kein ganzzahliges Paat, k gleichzeitig eriilit werden kann.

Nehmen wir nun an, dasB8 ausm + 2 Punkten besteht, so gith + 2 = 0
mod k. Analog konnten wir fir m + 1 Punkte in einer Hyperebene oder nach
Lemma 2.5.2iir m + 2 Punkte auf einer Sglre,m + 1 = 0 mod k schliel3en,
was nicht gemeinsam mik + 2 = 0 mod k gelten kann. Die Punktmenge
liegt also in allgemeiner Lage. O

Da sich hieraus eine Aussad#@er ganzzahlige Punktmengen mit zwei
Abstanden gewinnenakst (siehe Folgerung 11.1.1), und da Punktmengen mit
kleinem Durchmesser, wie bereits étwt, wenig verschiedene ABside besit-
zen ldnnen, besdiftigen wir uns nun mit ganzzahligen Punktmengen mit zwei
Abstanden.
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11.1 Ganzzahlige Punktmengen mit zwei
Abst anden

11.1.1 Folgerung ([141, Korollar 2.8])SeiP eine ganzzahlige Punktmenge im
E™, deren Absinde nur die Werté, und §; annehmen, so besteRt hdchstens
ausm + 2 Punkten. Wird diese obere Schranke angenommen, so befind@ sich

2 2
in allgemeiner Lage und es g%% ‘m + 2.

Beweis.Wir setzen 0.E. ggldy, 6;) = 1 voraus und benutzen Satz 11.0.1 mit
k=62 — 6% undl = 63. O

Mit Hilfe von Folgerung 11.1.1 kann man z.B. zeigen, dass es keine ganzzabhli-
ge planare Punktmenge aus vier Punkten gibt, die nur zwei verschiederdmddst
besitzt. In [141] wurde gezeigt, dass sich hieraus ein weiterer Bevwetid Ir-
rationalitat von /2 ergibt. Hierzu nimmt man/2 = 2 an. Durch strecken der
zugetdrigen Punktmenge mit erhélt man eine ganzzahlige planare Punktmenge
mit Abstandenp undgq, ein Widerspruch. Es soll edthnt werden, dass ganzzahli-
ge Punktmengen, bei denen alle bzw. viele Abste ungerade sind, von mehreren
Autoren untersucht wurden, siehe z.B. [51, 143, 150].

Fur den Spezialfalby = 1, 53 = d € N\{0, 1} kann man Folgerung 11.1.1
versclarfen [141]. Es gibt keine ganzzahlige-dimensionale Punktmenge aus
m + 2 Punkten mit Absindenl undé (# 1). Hierzu betrachtet man das Drei-
eckA = (1,1,4). Wegen der Dreiecksungleichungen ist due= 2 moglich. In
diesem Fall ist das Dreieck aber entartet und die Hinzunahme eines beliebigen
weiteren Punktes iwrde zu einer ganzzahligen planaren Punktmenge &umk-
ten mit Durchmesse? fuhren, die es nicht gibt. Der Rest folgt aus dem Beweis
von Satz 10.2.2. Aus dieser Vergefung folgt sofort:

11.1.2 Folgerung

Fuar n>m+2 gilt d(m,n) > 3.

Dad(m,m + 1) = 1 trivialerweise gilt, wollen wir uns im achsten Abschnitt
mit ganzzahligen Punktmengen mit Durchmesskesclaftigen.

Folgerung 11.1.1 bietet eine prinzipielledglichkeit fur eine gegebene Dimen-
sionm in endlicher Zeit zu entscheiden, ob es eine ganzzahligimensionale
Punktmenge aus +2 Punkten gibt, in der&chstens zwei verschiedene Adnstle
vorkommen. Und so wird auch in [141] gefragir fvelche Dimensionen derartige
Punktmengen existieren. Bisher wurde die Frage dumf = 2, 3,8 entschie-
den. In Lemma 11.1.4 werden wir zeigen, ddassungerade Dimensionen > 3
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derartige Punktmengen existieren. Zahst beiitigen wir jedoch ein technisches
Lemmaiber den Wert bestimmter Determinanten.

11.1.3 Lemma Definieren wir fir gegebene, ¢,z € N eine symmetrische Matrix
A(n,tx) = (57L,j)i,j<n durch

0 1=,
6i,j: x : Z?j<tal7£.77
r—1 : sonst

so giltC(A(n,t,xz)) =
(—1)nx2(t71) (na;2 —2tln+1—-t)+t(n+1-— t)) (x — 1)2(7%1571)7
wobeiC(A) die Cayley-Menger-Determinante vdnbezeichnet.

Ein Beweis gelingt leicht mittels Induktion.UF ungerade Dimensionem
kénnen wir die Parameter, ¢ und x geeignet v@thlen, so dass wir eine ganz-
zahligem-dimensionale Punktmenge aws= m + 2 Punkten mit Absinden aus
{z,x — 1} erhalten.

11.1.4 Lemma Furungeraden € NistA(m + 2, 23 m+3) die Abstandsma-

trix einer m-dimensionalen Punktmengeausm + 2 Punkten mit Absinden aus
{ m;—37 m;—l }

Beweis. Wir miissen nur nachrechnen, dass die Bedingungen von Lemma
2.1.2 erfillt sind. Da die Teilpunktmengen voR Abstandsmatrizen der Form
A(n/ ¢/, ™£3) mitn/ < nundt’ < min(t,n’) besitzen, kann man hi¢nfLemma
11.1.3 verwenden. O

Wir mochten enihnen, dassif m = 8 die Matrizen A(10,2,3) und
A(10, 8, 3) ebenfalls Abstandsmatrizen ven-dimensionalen Punktmengen sind.
Insgesamt gibt e$1 nicht aquivalente8-dimensionale ganzzahlige Punktmengen
aus10 Punkten mit nur zwei verschiedenen Adostien. In Abschnitt 10.2 haben
wir eine Abbildungw betrachtet, die einer Partitidiy, . . ., 4,—1] ein Simplex mit
maximal zwei verschiedenen Absiden zuordnet. Um weitere Beispiele von ganz-
zahligenm-dimensionalen Punktmengen aus= m + 2 Punkten zu finden, die
zwei verschiedene Akdbde benutzen, kann man Folgerung 11.1.1 benutzen, um
die Moglichkeiten fir die zwei Absnde zu bestimmen, und anschlieBend alle Par-
titionen vonn durchlaufen. Leider hat dieses Vorgehen bisher zu keinen weiteren
Beispielen gefhrt und wir haben nur die zwei Abstandsmatrize(i0, 2, 3) und
A(10, 8, 3) wiederentdeckt.

Durch vollstindige Konstruktion bzw. Suche konnten wir zeigen, dassies f
m = 2, 4, 6 und 10 keine Beispiele gibt.
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11.2 Ganzzahlige Punktmengen mit
Durchmesser 3

Wie wir in Abschnitt 10.4 gesehen haben, ist die Anzahl der Simplizes mit Durch-
messei3 auch fir mittelgrol3e Dimensionem noch konstruktiv handhabbar und
wir kdnnen die Punktmengen mit Durchmes8eazinfach rekursiv aus den Sim-
plizes mit Durchmesse$ konstruieren. Die Ergebnissérfm < 12 geben wir

in Tabelle 11.1 an. Wir richten end@hnen, dass ganzzahlige Punktmengen mit
Durchmesses bisher nur in den Dimensionen = 3, 6, 8 bekannt waren [141].

31 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10 11 12
dim,m+2)| >4 3|1>4|>4 3|1>4 3 3 3 3 3
dm,m+2)|>4| 3 |>4|>4| 3|>4| 3| 3| 3| 3| 3
dm,m+2)|>4| 3|>4|>4| 3|>4| 3| 3| 3| 3| 3
dim,m+3)|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4
dmm+3)|>4|>4 (>4 |>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4
dim,m+3)|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4|>4

Tabelle 11.1: Schrankeriif minimale Durchmesser von Punktmengen mit weni-
gen Punkten.

Da wir die ganzzahligen Punktmengen mit Durchme8sgir die Dimensionen
m < 12 vollstandig konstruiert haben, konnten wir die AnzahlgB, m, m + 2)
der ganzzahligem-dimensionalen Punktmengen aust 2 Punkten in allgemei-
ner Lage mit Durchmess@8rbestimmen, siehe Tabelle 11.2.

m|2(3[4[5[6]7] 8[9[10] 1112
BBmm+2) |0[1]0]0olalo|15]8]14]48]48

Tabelle 11.2: Anzahﬁ(?), m, m+2) ganzzahligem-dimensionaler Punktmengen
ausm + 2 Punkten in allgemeiner Lage mit Durchmes3er

11.2.1 Vermutung Fur m > 8 gilt

d(m,m +2) = d(m,m+2) = d(m,m +2) = 3.



11.3. Ganzzahlige Punktmengen mit Durchmesser 4 171

Leider haben wir bisher keine allgemeine Konstrukti@in #.-dimensionale
ganzzahlige Punktmengen auws-+ 2 Punkten in allgemeiner Lage mit Durch-
messeB entdeckt und so listen wir im Anhang in Abschnitt A.3 die konstruierten
Punktmengenifr m < 12 vollstandig auf. Vielleicht entdeckt der Leser ja ein Mu-
ster. Konstruiert man diese Punktmengen nicht véatidtg, sondern sucht nur bis
zum ersten Beispiel, so kann man in etwékdére Dimensionen vordringen und
Vermutung 11.2.1dr m < 24 besttigen. Durch eine heuristische unvdstige
Suche konnten wir noch Beispiele in den Dimensionen= 26, 28, 29, 32, 34,

35, 36 und41 finden.

11.3 Ganzzahlige Punktmengen mit
Durchmesser 4

Der Diplomarbeit [141] von L. Piepmeyer entnehmen wir folgendes Lemma.

11.3.1 Lemma
Seid = 7%(1,...,1) und B; = %(0,...,0,1,0,...,0), wobei fir

0 < ¢ < m die von der Null abweichende Koordinate jeweils an thgn Stelle
steht. Setzt maR, = 3(A + B;) und@; = 4(A + B;) fur 0 < i < m, so ist die
Punktmengé® = {P, ..., Pyn-1,Qo,. .. Qm-1} ganzzahlig und besitzt Durch-
messer. Nimmt man noch den Ursprung des Koordinatensystems hinzu, so ergibt
sich eine ganzzahlige Punktmenge mit Durchme&ser

Beweis.Fur0 <4 7&] < mgllt (S(Pi, PJ) =3, (5(6217 Q]) =4, (S(Pi, Q]) =4und
0(P;, Q;) = 2. Bezeichnet man den Ursprung rilt so gilt weiter§(P;, O) = 6
unddé(Q;, O) = 8. O
Es soll ervahnt werden, dass die Punktmerigé Lemma 11.3.1 ein verallge-
meinerter Pyramidenstumpf ist, siehe Abbildung 11iriden Fallm = 3.

Abbildung 11.1: Ganzzahliger Pyramidenstumpf.
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Somit gilt
3<d(m,n) <4 fur m+2<n<2m.

Fur n = 2m hat man sogar den folgenden Satz.
11.3.2 Satz [141, Satz 3.2]
d(m,2m)=4 fuar m > 1.

Beweis.Wir beweisen per Induktiofiberm. Der Induktionsanfang(2,4) = 4
wurde in Kapitel 5 gezeigt. Daif m > 2 die Ungleichun®2m > m + 2 gilt,
geriigt es die Annahmé(m, 2m) = 3 zu einem Widerspruch ziihren. Sei nun
‘P eine solche Punktmenge. Wegen Folgerung 11.1.1 tritt jeder deaddiest, 2
und3 mindestens einmal auf. Wirdthlen zwei Punktel und B ausP mit Abstand
1. Fur jeden weiteren Punk®; gilt wegen der DreiecksungleichurgA, P;) =
0(B, P;), und somit bilden die Punktd, B und P; jeweils ein gleichschenkliges
Dreieck mit BasisAB. Dies bedeutet, dass die Punkiein einer Hyperebene
liegen, die orthogonal zur Gerade durtlund B ist. Die P; bilden somit einém—
1)-dimensionale ganzzahlige Punktmenge 2Zwis— 2 Punkten mit Durchmesser
3, ein Widerspruch zur Induktionsannahme. O

Schaut man sich den Beweis etwas genauer an, so kann man ihn leicht verall-
gemeinern.

11.3.3 Folgerung
Falls d(m,n) = 4 furm > 1 undn < 2m, so giltd(m + 1,n 4+ 2) = 4.

Mochten wir nun wissen, ob es zu gegebeneganzzahlige Punktmengen mit
Durchmessett aus mehr al®m Punkten gibt, so fisssen wir versuchen, sie zu
konstruieren. Dabei stoRen wir allerdings auf @hmliches Problem wie in Ab-
schnitt 5.4. Es gibt sehr wenige ganzzahlige Dreiecke mit Durchmessdyer
mit ¢ < m steigt die Anzahl dei-dimensionalen ganzzahligen Simplizes mit
Durchmessed rapide an. Bei dem:-dimensionalen ganzzahligen Punktmengen
mit Durchmessed fallt die Anzahl mit steigender Anzahl der Punkte wieder
rapide auf0 ab. Schaut man sich die Anzahlefd, 4) ganzzahliger Simplizes an,
so sind die ganzzahligen Punktmengen mit Durchmes$@érm > 11, mit dem
in Kapitel 3 beschriebenen Konstruktionsalgorithmus, nicht mehr mit der uns zur
Verfugung stehenden Rechenleistung zu erzeugen. (Auch = 9 bzw.m = 10
wilrde eine derartige Konstruktion ziemlich lange dauern.)

Hier konnte das Homomorphieprinzip helfen — falls man einen geeigneten Ho-
momorphismus finden kann. Eindglicher Homomorphismus ave die Abbil-
dung f, welche die Absinded; ; einer AbstandsmatriA auf0, falls §; ; gerade
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ist, und aufl, falls 6; ; ungerade ist, abbildet. Bezeichnen wir die Punkte einer
PunktmengéP mit P; und die zugetirige Abstandsmatrix mif\, so khinnen wir
die Bedingung”(P;,,..., P, ,) =0flrt > m+2ausLemma2.1.2 zu

Tt—1

c(p, P,

it—1

)=0 mod 4

03

umformulieren und damit absckaehen. Wegen? = 22 = 0 mod 4 und1? =
32 = 1 mod 4 kdnnen wir sie auch testen, wenn wir nfifA) kennen. Leider
gibt es sehr viel®-1-MatrizenA’, dieC(A’) =0 mod 4 erflllen.

11.3.4 Lemma Die Anzahl der symmetrischenx n MatrizenA’ mit Eintragen
aus{0, 1} und Nullen auf der Hauptdiagonale, di¢(A’) = 0 mod 4 erfilllen,
ist mindestens so grof3, wie die Anzahl der Graphemaufl Knoten.

Beweis.Zu jedem Graplt; ausn — 1 Knoten fillen wir die linke obere Teilmatrix
von A’ mit der Adjazenzmatrix voig;, hangen die Kopie einer beliebigen Zeile
als letzte Zeile an undiflen die letzte Spalte geeignet auf. Da sodit zwei
identische Zeilen endit, gilt C(A’) =0 mod 4. O

Da es bereitd.018.997.864 Graphen aufll Knoten bzw.165.091.172.592
Graphen aufl2 Knoten gibt, ist der Homomorphismufsnicht wirklich geeignet,
das Problem zu vereinfachen. In Ermangelung eines geeigneten Homomorphismus
kdnnen wir das Homomaorphieprinzip hier leider nicht einsetzen.
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12 Ausblick

Nach der Habilitationsschrift von A. Kemnitz [87], der Dissertation von B. E. Pe-
terson [137] und der Diplomarbeit von L. Piepmeyer [141] ist dies, neben einer
Reihe von Forschungsartikeln, die viert&@ere Arbeitiber ganzzahlige Punkt-
mengen. Ein paar offene Fragen auf diesem Gebiet konnten wir beantworten. Doch
in vielen Rallen haben wir sie nur teilweise beantwortet bzw. neuedfaesund
Methoden pasentiert, die noch nicht volbsndig ausgereizt sind. Mit dieser mehr

in die Breite statt in dieTiefegehenden Arbeit lichten wir, sozusagen, die zwei-

te Runde eirduten und hoffen, dass es in nicht allzu ferner Zukunft noch einige
Fortschritte auf diesem Gebiet geben wird.

In diesem abschlieBenden Kapitel wollen wir kurz beschreiben, welche - zu-
mindest nach Meinung des Autors - aussichtsreichen Untersuchungen in Zukunft
durchgetihrt werden knnten.

Nahezu alle Computerberechnungen, die im Rahmen dieser Arbeit durch-
gefuhrt wurden, Bnnten mit einem intensiveren bzvanger andauernden Rech-
nereinsatz fortgéfrt werden.

Fur die planaren ganzzahligen Punktmengen auBunkten mit minimalem
Durchmesser vermuten wir, dass sig fi > 9 jeweilsn — 1 kollineare Punk-
te besitzen. Es #@re sckin, wenn diese Strukturaussage bewiesen werdantk.
Realistischer ist es allerdings, dass die hier vorgestellten Strategien zur Ermitt-
lung einer guten unteren Schranke f(2,n) in einen Beweis weiterentwickelt
werden bnnen. kir planare ganzzahlige Punktmengen in semi-allgemeiner Lage
hatten wir vermutet, dass die Punkte von Beispielen mit minimalem Durchmesser
samtlich auf einem Kreis liegen. Viele der Punktmengen mit minimalem Durch-
messer gehen aus der in Abschnitt 5.5 beschriebenen Konstruktion hervor und
es stellt sich die Frage, ob es nicht doch noch andere Konstruktionen gibt, die
auch fir eine ldhere Anzahl an Punkten zu Punktmengen mit minimalem Durch-
messer fihren. Hierzu Bnnte man gezielt ganzzahlige Punktmengen auf Kreisen
untersuchen. Il3-dimensionalen Raum haben wir zwar noch nicht so viele mini-
male Durchmesser bestimmt, aber wir vermuten dennoch, dass die Punktmengen
mit minimalen Durchmesser und > 13 durch Lemma 9.2.5 bestimmt sind, al-
so aus einer ganzzahligen planaren Punktmenge:mit 1 kollinearen Punkten
und einer ganzzahligen planaren Punktmenge auf einem Kreis hervorgéien. F

175
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hohere Dimensionen und einetffere Anzahl an Punkten haben wir noch keine
\orstellung, wie die ganzzahligen Punktmengen mit minimalem Durchmesser aus-
sehen Bnnten. Hier vire es interessant, die vorgestellten algorithmischen Tricks
fur den4-dimensionalen Fall weiter zu entwickeln und die entsprechenden mi-
nimalen Durchmesser samt zugelyer Punktmengen zu bestimmen. Mit Blick
auf Abbildung 9.6 erscheint es interessant, sich Polytope [175] mit ganzzahligen
Kantenhngen und einer grof3en Automorphismengruppe bzw. vielen isomorphen
Unterstrukturen genauer anzuschauen.

In Abschnitt 7.3 haben wir zwar gezeigt, dass wir die iterierte Klassifizierung
in der bisherigen Form nicht als Kanonéistest fir ordnungstreues Erzeugen
durch Verschmelzen benutzebrinen, aber mit den gewonnen Ergebnissen und
den neuen Resultaten aus [5@Jnte es uns evtl. gelingen eine Normalform aus
der iterierten Klassifizierung zu konstruieren, die mit ordnungstreuer Erzeugung
vertraglich ist.

Die in Abschnitt 8.3 grob skizzierte theoretischédlichkeit Kanoniziétstests
unter Verwendung von Entscheidungsimen zu optimieren ist sicherlich eine
Fragestellung mit Potentialif weitere Untersuchungen.



A Punktmengen mit minimalem
Durchmesser

A.1 Planare Punktmengen

Die planaren ganzzahligen Punktmengen mit minimalem Durchme$ser £
n < 29 geben wir aus Platzginden in der kompakten Form

/ /
g As—_1 N a1 ao al N at

/ / /
by be1 - by bo by - b, b, )

siehe Abbildung 5.2 bzw. Abschnitt 5.2if eine Er&uterung der Notation, an,
wobei es @irn = 13, 18 und21 jeweils zwei minimale Punktmengen gibt:

. 5 3 5 35 3 5
= 17 13 11 9 9 11 13 17

0 11 5 3 5 35 3 5

= 27 17 13 11 9 9 11 13 17

1 11 5 3 5 35 3 5 11

n= 27 17 13 11 9 9 11 13 17 27

o 11 7 5 7 5 4 5 7 5 7
= 43 34 29 26 23 22 22 23 26 29 34
13 1 7 5 7 5 4 5 7 5 7 11
= 43 34 29 26 23 22 22 23 26 29 34 43
5 6 5 8 9 7 4 7 9 8 5 6
n= 53 49 46 42 39 38 38 39 42 46 49 53
_wu 17 6 5 8 9 7 4 7 9 8 5 6
= 66 53 49 46 42 39 38 38 39 42 46 49
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n=15:
n=16:
n=17:
n=18:
n=18:
n=19:
n=20:
n=21:
n=21:

13
T

6
49

13
7

6
49

13
T

6
49

19
94
5

46

11
98
4

61

11
98
4

61

32
126
7
58

9
134

6
86

7
146

Anhang A. Punktmengen mit minimalem Durchmesser

7 6 5 8 9 7 4 7 9 8
66 53 49 46 42 39 38 38 39 42

)

7w 6 5 8 9 7 4 7 9 8
66 53 49 46 42 39 38 38 39 42

17

53 66

7 6 5 8 9 7 4 7 9 8
66 53 49 46 42 39 38 38 39 42

17 13
53 66 77
3 17 6 5 8 9 7 4 7 9

77 66 53 49 46 42 39 38 38 39

6 17 13
49 53 66 77

9 14 15 4 7 6 10 12 10 6
89 82 72 63 61 58 56 54 54 56

15 14 9
63 72 82 89

9 14 15 4 7 6 10 12 10 6
89 82 72 63 61 58 56 54 54 56

15 14 9 11
63 72 82 89 98

11 9 14 15 4 7 6 10 12 10
98 89 82 72 63 61 58 56 54 54

4 15 14 9 11
61 63 72 82 89 98

8 25 ) 13 14 6 13 11 4
127 121 104 101 94 88 86 83 82

14 13 5 25 8 9
88 94 101 104 121 127 134

8 19 8 17 3 11 ) 7
141 129 118 114 107 106 103 102

5
46

11 13
82 83

22
101
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7 5 11 3 17 8 19 18 7
101 102 103 106 107 114 118 129 141 146

0. 6 7 18 19 8 17 3 1 5 7
"= 158 146 141 129 118 114 107 106 103 102
22 7 5 11 3 17T 8 19 18 7
101 101 102 103 106 107 114 118 129 141
146 )
. 6 7 18 19 8 17 3 1 5 7T
"= 158 146 141 129 118 114 107 106 103 102
22 7 5 11 3 17 8 19 18 7T
101 101 102 103 106 107 114 118 129 141
16
146 158
o 13 31 16 7 18 19 8§ 17 3 11
"= 194 183 158 146 141 129 118 114 107 106

103 102 101 101 102 103 106 107 114 118

18 7
129 141 146
5. 13 31 16 7 18 19 8 17 3 11
e 194 183 158 146 141 129 118 114 107 106

103 102 101 101 102 103 106 107 114 118

18 7 16
129 141 146 158

. 13 31 16 7 18 19 8 17 3 11
"= 194 183 158 146 141 129 118 114 107 106
5 7 2 7 5 11 3 17 8 19
103 102 101 101 102 103 106 107 114 118
18 7 16 31
120 141 146 158 183
o7 13 31 16 7 18 19 8 17 3 11
"= 194 183 158 146 141 129 118 114 107 106
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)
103

18
129

32
n=28: <222

11
106

19
118

32
n=29: <222

11
106

19
118

Anhang A. Punktmengen mit minimalem Durchmesser

7 22 7 ) 11 3 17 8 19
102 101 101 102 103 106 107 114 118

7T 16 31 13
141 146 158 183 194
3 31 16 7 18 19 8 17 3

194 183 158 146 141 129 118 114 107

5 7T 22 7 5 11 3 17 8
103 102 101 101 102 103 106 107 114

8 7 16 31 13
129 141 146 158 183 194

13 31 16 7 18 19 8 17 3
194 183 158 146 141 129 118 114 107

) 7T 22 7 5 11 3 17 8
103 102 101 101 102 103 106 107 114

18 7 16 31 13 32
129 141 146 158 183 194 222

Fir die Punkmengen mit Durchmess#R, n) fir 30 < n < 89 verweisen
wir auf Tabelle 5.1 und Tabelle 5.2, da in Abschnitt 5.4 gezeigt wurde, dass diese
oberen Schranken die exakten Werte sind.
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A.2 Planare Punktmengen in semi-allgemeiner
Lage

Fur die Punktmengen in semi-allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser

d(2,n) geben wir jeweils eine Koordinatendarstellung und den RaRias.

=somta [(9)(5)(5)]
- emes [(0) (o) () ()]

Diese zwei Punktmengen hatten wir bereits in Abbildung 5.1 dargestellt.

in VIR
%28
N =
(@23

0 _38 _39 55
7 14 14

7V3  _ 47V/3  71V/3 233 ] :
3 21 42 42

Abbildung A.1: Ganzzahlige planare Punktmengen@hbzw. 7 Punkten in semi-
allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser.
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182
49
n=9, R= E\/i
49 _ 49 0 8§ .39 55 2769 752
2 2 2 2 98 49
[ _49v3 493 49v3 473 71V/3  23V3  239V/3 20173
6 6 3 3 6 6 294 147
1265
98
42733 } )
294
91
n=12, R= E\/i
91 _91 0 105 __616 1127 _ 104 _ 507
2 2 26 13 26 7 14
[ _91v3 _91v3 91v3 _ 2359v3 511v3  1337v3 _ 611v3  923V3
6 6 3 78 39 78 21 42
715 _ 9095 1991 3552
14 182 182 91
299v/3  _ 5113v3  16199v3 _ 55433 ] :
42 546 546 273

Abbildung A.2: Ganzzahlige planare Punktmengend®h®w. 12 Punkten in semi-
allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser.

n = 14, R:E;l 7,
0 532 522 120 496 855 370 306
0 0 30v7 —1T 487 1637 _90y7 102V7
8l 36 10

226 £ 162 5
102V7 —195VT  —90\/7 S8VT  _48\/7 30V7 |
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Abbildung A.3: Ganzzahlige planare Punktmenge dds Punkten in semi-
allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser.

637
n=18, R=—V3,
3
637 637 735 4312 7889
h - 0 56 —13 —104
_637V3 _ 637V3  637v/3  16513v3 35773 9359v3 _ 611V3
6 6 3 78 39 78 3
_ 507 715 _ 9095 1991 3552 _ 35997 9776
2 2 26 26 13 98 49
9233  299v/3  5113v/3  16199v/3 _ 5543+/3  3107v/3 262213
6 6 78 8 39 294 147
16445 _ 122600 468369 _ 223169
98 637 1274 1274
_ 555493  345769v/3  22031v/3 7135693 | *
204 1911 3822 3822
1729
n=24, R=—V3,
3
1729 1729 0 21021 16835 18928 1995
2 2 38 38 19 26
_1729v3 17293 1729v3 546913 588773  2093v3 448213
6 6 3 114 114 57 78
11704 21413 493087 120456 252175 1976 9633
13 26 494 247 494 7 14
9709v/3 25403v/3 _ 11263v/3 372631v/3 _ 7339993 _ 11609v/3 175373
39 78 1482 741 1482 21 42
13585 124696 203645 45747 172805 37829
14 133 266 266 182 182
5681v3 789493  295139v/3  _ 453037v/3 _ 971473  307781+/3
42 399 798 798 546 546
67488 _ 854319 3323599 1234640
91 3458 3458 1729
_105317+/3  5792879v/3  _ 16149613  _ 2088959v3 | *
273 10374 10374

5187
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281
n =27, R:%\@,

8281 8281 735 7889
5 - 0 o 412 5F
82813 82813  8281v/3  16513v/3 35773  9359/3
6 6 3 6 3 6
_ 629552 _ 247695 1506799 1352 _ 6591 9295
169 338 338 2
_ 877247+/3 27659033 _ 1011409v/3 _ 7943+/3 119993 38873
507 1014 1014 3 6 6
9095 1991 1280169 747080 213991
2 3552 3: 169 338
_ 5113v/3  16199v/3 _ 5543+/3  1708151v/3 5330893 27743293
6 6 3 1014 507 1014
_ 467961 127088 213785 _ 122600 468369 _ 223169
98 49 98 49 98 98
40391+/3  340873+/3 _ 722137+/3  345769v/3  22031v/3 _ 713569v/3
294 147 294 147 294 294
32252209 46502735 39377472
16562 16562 8281
125257679+/3  _ 111007153+/3  _ 71252633 | °
49686 49686 24843

Die ganzzahligen planaren Punktmengen &ubzw. 7 Punkten in semi-
allgemeiner Lage mit Durchmessé(2,6) bzw. d(2,7) haben wir in Abbildung
A.1 dargestellt. Da die Beschriftungen der Kanten mit den &tdén &éir mehr
als6 Punkte zu uiibersichtlich wird, haben in den Abbildungen A.2 und A.3 nur
bei denaufReren Kanten die Alistde mit angegeben. Mit den angegeben Koor-
dinatendarstellungerdkinen die weggelassenen Adnstle jedoch leicht berechnet
werden. fr 18, 24, 27 bzw. 36 Punkte kann man die Punktmengen mit minima-
lem Durchmesser aus der in Abschnitt 5.5 beschriebenen Konstruktion erhalten.
Um dem Leser die Berechnungen zu ersparen, geben wir jeweils die Koordinaten
an, verzichten aber auf Abbildungen der entsprechenden Punktmengen. Die bisher
betrachteten Punktmengen in semi-allgemeiner Lage mit minimalem Durchmes-
ser waren jeweils durch die Angabe der Anzahl der Punlg@endeutig bestimmt.
Fur 28 Punkte gibt es nun gleich drei nichguivalente Punktmengen. In Abbil-
dung A.4 stellen wir eine von diesen Punktmengen graphisch dar und geben im
Anschluss daran jeweils eine Koordinatendarstellingdde der drei Punktmen-
gen an. Vereinigt man diese drei Koordinatendarstellungen und streckt sie um den
Faktor8, so erlalt man eine ganzzahlige planare PunktmeRgaus40 Punkten,
die auf einem entsprechend gestreckten Kreis liegen und einen Durchmesser von
85.376 haben. Schaut man sich die Aistle vori® genauer an, so stellt man fest,
dass sie rechtdufig durch2, 4 oder8 teilbar sind. Und so kann man a5 zum
Teil mehrere, Punktmengen mit Durchmes$2688, 21.344 bzw. 10.672 beste-
hend aus36, 32 bzw. 28 Punkten ableiten. Diese Punktmengen haben zwar nicht
den minimalen Durchmessé(2, n), liegen aber in der Bhe davon.
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Abbildung A.4: Ganzzahlige planare Punktmenge &3s Punkten in semi-
allgemeiner Lage mit minimalem Durchmesser.

20672
n=28 R=——V15,
15
1056528 3447056 12934464 15538432 19302980
21344 21344 21344 21344 21344
336168015 _ 7907952v/15  12934464+/15 _ 15538432+/15 1708854015
21344 21344 21344 21344 21344
31548433 40638976 55665152 67256945 66707337
21344 21344 21344 21344 21344
1963314515  _ 232222721/15  24588288v15 2614306515 _ 27467727/15
21344 21344 21344 21344 21344
78887424 92035328 104977796 117434688 135747840
21344 21344 21344 21344 21344
_ 2868633615  28174080+/15  28630308v/15 _ 30095040+/15 2817408015
21344 21344 21344 21344 21344
148895744 165917584 172118016 176674960 187144192
21344 21344 21344 21344 21344
_ 2868633615 2547406415 2458828815  _ 2523928015  _ 2322227215
21344 21344 21344 21344 21344
197005120 205017124 212244736 220227392 224055972
21344 21344 21344 21344 21344
19423040v/15 1834783615 _ 15538432/15 986092815 _ 8188092v/15
21344 21344 21344 21344 21344
0 227783168 227395641
21344 21344 21344
0v15 0v15 182691315
21344 21344 21344
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20672
n=28, R=——V15,
15
1056528 3447056 12934464 15538432 19302980
21344 21344 21344 21344 21344
3361680v15 790795215 12934464+/15 _ 1553843215 _ 1708854015
21344 21344 21344 21344 21344
31548433 40638976 55665152 78887424 92035328
21344 21344 21344 21344 21344
19633145v15 _ 2322227215 2458828815 _ 28686336115 28174080v15
21344 21344 21344 21344 21344
104977796 117434688 135747840 148895744 165917584
21344 21344 21344 21344 21344
28630308v15 _30095040v15 28174080v15 _ 2868633615 2547406415
21344 21344 21344 21344 21344
172118016 176674960 187144192 197005120 205017124
21344 21344 21344 21344 21344
24588288y 15 _25239280v15 _ 2322227215 19423040v15 _ 18347836v15
21344 21344 21344 21344 21344
212244736 220227392 224055972 0 227783168
21344 21344 21344 21344 21344
_15538432v15 9860928V 15 _8188092v15 0+/15 015
21344 21344 21344 21344 21344
7555776 30778048 110348480 214848704
21344 21344 21344 21344
986092815 1942304015 _30095040v15 1293446415 N
21344 21344 21344 21344
20672
n=28, R=——V15,
15
12934464 15538432 40638976 55665152 78887424
21344 21344 21344 21344 21344
12934464+/15 _ 15538432v15 _ 2322227215 24588288v15 _ 2868633615
21344 21344 21344 21344 21344
92035328 117434688 135747840 148895744 172118016
21344 21344 21344 21344 21344
28174080415 _ 3009504015 28174080v15 _ 2868633615 2458828815
21344 21344 21344 21344 21344
187144192 197005120 212244736 220227392 0
21344 21344 21344 21344 21344
_ 2322227215 1942304015 _15538432v15 9860928V 15 015
21344 21344 21344 21344 21344
227783168 7555776 30778048 51108208 61865584
21344 21344 21344 21344 21344
015 9860928V 15 1942304015 _25239280v15 2547406415
21344 21344 21344 21344 21344
110348480 214848704 224336112 226726640 208480188
21344 21344 21344 21344 21344
_30095040v15 1293446415 _ 790795215 336168015 _ 1708854015
21344 21344 21344 21344 21344
22766044 122805372 3727196
21344 21344 21344
_18347836v15 28630308v15 _8188092v15 .
21344 21344 21344
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12103
n=36, R=——V3,
3
12103 12103 0 147147 117845 132496
2 2 38 38 19
~12103v/3 _ 12103v/3 121033 _ 382837+/3  412139v/3 146513
6 6 3 114 114 57
13965 _ 81928 149891 _ 3451609 843192 1765225
26 13 26 494 247 494
_313747+/3 679633  177821+/3 _ 78841+/3  2608417v/3 51379933
78 39 78 1482 741 1482
1976 9633 13585  _ 124696 203645 45747 _ 172805
2 2 19 38 38 26
_11609v/3  17537v/3 5681+/3 789493 295139+/3 4530373 _ 97147V3
3 6 6 57 114 114 78
37829 67488 _ 854319 3323599 _ 1234640 _ 683943
26 13 494 494 247 98
3077813 _ 105317+/3  5792879+/3 _ 1614961v/3 _ 2088959v/3 590333
78 39 1482 1482 741 294
185744 312455 1474187 5229120 11932427 2329400
49 98 1862 931 1862 637
498199+/3  1055431+/3 223906673 _ 6703307+/3 _ 89840533 65696113
147 294 5586 2793 5586 1911
8899011 4240211 74739752 6190039 143289465
1274 1274 12103 24306 24206
418589+/3 _ 13557811+/3 685497133  _ 292768969v/3  155669543v3 | °
3822 3822 36309 72618 72618

A.3 Ganzzahlige Punktmengen in allgemeiner
Lage mit Durchmesser 3

In diesem Abschnitt wollen wirifr m < 12 die Abstandsmatrizen demn-
dimensionalen ganzzahligen Punktmengen in allgemeiner Lage a@sPunkten
mit Durchmesses vollstandig auflisten.
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m=_8:

0322222222
3022222222
2202222222
2220222222
2222022222
2222202222
2222220222
2222222022
2222222202
2222222220

0333322222
3033322222
3303322222
3330322222
3333022222
2222201111
2222210111
2222211011
2222211101
2222211110

0333333333
3033333333
3303333333
3330333222
3333022322
3333202322
3333220232
3332332032
3332223302
3332222220

— RN WWWWOoO NN WWWWOo
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WK WRN WWOW NMNNNDNDNDNOW
WWN WO Ww NN ONW
LW W WO WW NN W—ONNDW
WM WO WwWNw Do wWwo R~ NN W

0333322222
3022233322
3202233322
3220233322
3222033322
2333302222
2333320222
2333322022
2222222202
2222222220

0333333322
3033333232
3303332332
3330323332
3333022222
3332203322
3323230232
3233232032
2333223302
2222222220

0333333332
3033333332
3303333332
3330333323
3333022232
3333202232
3333220232
3333222032
3332333303
2223222230

O NN WWWWEFE ONNNNDDNDDNDDN

WO WNNWN NN OWWND NN
MO WR WWRNN NONNDNDNNDN

0333322222
3033232222
3301223333
3310223333
3222023333
2322203333
2233330111
2233331011
2233331101
2233331110

0333333333
3033333322
3303333322
3330333322
3333011122
3333101122
3333110122
3333111022
3222222201

3222222210

0333333332
3033333332
3303333332
3330333332
3333033223
3333302323
3333320233
3333232033
3333223303
2222333330

RO RO GO o oo o NN WWWwWO
NN WWWWO W WwwhoNnNnow
DR WWWO WwWw WWWNNOoONDW
PO MO GO GO O oo WWWhN OoONNDW

0333333222
3033332322
3301112222
3310112222
3311012222
3311102222
3222220322
2322223022
2222222201
2222222210

0333333332
3033333332
3303333323
3330332222
3333023222
3333202322
3332320322
3332233022
3322222202
2232222220

0333333333
3033333333
3303333333
3330333322
3333033232
3333302332
3333320332
3333233032
3332333302
3332222220

NN WO WWWwW NN WOoONDNDNW

—HF ONNNNNDN FODNDNWWWND
O NNNNNIND ©@FNNDWWWN

DO WWWww NDNDOWWwWWwwN

0333322222
3033232222
3302333333
3320333333
3233023222
2333203222
2233330222
2233222022
2233222202
2233222220

0333333332
3033333332
3303333332
3330332223
3333023223
3333203223
3332330223
3332222023
3332222203
2223333330

0333333332
3033333332
3303333332
3330333332
3333033332
3333303332
3333330332
3333333032
3333333302
2222222220
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03333222221
30331222223
33023333333
33203333333
31330222223
22332022222
22332202222
22332220222
22332222022
22332222202
13333222220

03333333322
30333333322
33033333322
33303333222
33330222222
33332022222
33332201322
33332210322
33322233022
22222222201
22222222210

03333333333
30333333333
33033322221
33302233223
33320233223
33322022223
33233201222
33233210222
33222222022
33222222202
33133322220

03333333332
30333333332
33033333222
33303333222
33330331333
33333013333
33333103333
33331330333
33223333022
33223333202
22223333220

03333333332
30333333332
33033333323
33303322122
33330122322
33331022322
33322202222
33322220222
33313322022
33222222202
22322222220

03333333333
30333333333
33033333333
33303333221
33330332223
33333012323
33333102323
33332220323
33322333022
33322222202
33313333220

03333333333
30333333333
33033333333
33303333222
33330221222
33332012222
33332102222
33331220222
33322222022
33322222202

m=10:

033332222211
302222222233
320112222233
321012222233
321102222233
222220222222
222222022222
222222201122
222222210122
222222211022
133332222201
133332222210

033333222222
303332332222
330223322222
332023322222
332203232222
323330332222
233323032222
232233302222
222222220111
222222221011
222222221101
222222221110

033333333332
302222222223
320222222223
322022222223
322202222223
322220222223
322222022223
322222201112
322222210112
322222211012
322222211102
233333322220

033333333333
303333332222
330222223322
332022223322
332201113222
332210113222
332211013222
332211103222
323333330222
323322222022
322222222202
322222222220

033333332211
303333323233
330222132333
332011233333
332101233333
332110233333
331222032333
323333303233
232333230222
223333322022
133333332201
133333332210

033333322222
303333232222
330332332222
333023332222
333203332222
332330332222
323333032222
233333302222
222222220111
222222221011
222222221101
222222221110

33322222220

03333333332
30333333332
33033333332
33303333332
33330332213
33333012233
33333102233
33332220223
33332222023
33331332203
22223333330

033333333311
303332222233
330223222233
332023222233
332202322233
323320322233
322233022233
322222201133
322222210133
322222211033
133333333301
133333333310

033333333311
303333222233
330332322233
333023322233
333203322233
332330322233
323333022233
322222201133
322222210133
322222211033
133333333301
133333333310
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033333332222
303333332222
330333332222
333032222222
333302222222
333220222222
333222022222
333222202222
222222220111
222222221011
222222221101
222222221110

033333333332
303333333332
330333333332
333033333223
333303333223
333330111332
333331011332
333331101332
333331110332
333223333023
333223333203
222332222330

033333333322
303333333322
330333322222
333033322222
333301133333
333310133333
333311033333
332233301122
332233310122
332233311022
222233322201
222233322210

033333333332
303333333332
330333333332
333033333322
333303333232
333330111222
333331011222
333331101222
333331110222
333322222032
333232222302
222222222220

033333333333
303333333321
330333333123
333033332323
333302212323
333320122323
333321022323
333312202323
333222220323
331333333023
322222222202
313333333320
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033333333322
303333333322
330333333322
333033332233
333303312233
333330132233
333331032233
333313302233
333222220133
333222221033

m=11:

0333333222222
3022222332222
3202222332222
3220111322222
3221011322222
3221101322222
3221110322222
2333333022222
2332222202222
2222222220221
2222222222012
2222222222102
2222222221220

0333333222222
3033332332222
3302213222222
3320123222222
3321023222222
3312203222222
3233330332222
2322223022222
2322223202222
2222222220111
2222222221011
2222222221101
2222222221110

0333333333322
3033221111122
3302223333322
3320223333322
3222022222222
3222202222222
3133220111122
3133221011122
3133221101122
3133221110122
3133221111022
2222222222201
2222222222210

0333333322211
3033332233333
3302222222233
3320113322233
3321013322233
3321103322233
3223330133333
3223331033333
2322223301122
2322223310122
2322223311022
1333333322201
1333333322210

0333333332221
3033222223223
3302322222223
3320322222223
3233022223223
3222201112223
3222210112223
3222211012223
3222211102223
2322322220222
2222222222012
2222222222102
1333333332220

0333333322211
3033321122233
3302233322233
3320223322233
3322023322233
3232202222233
3133320122233
3133321022233
2222222201122
2222222210122
2222222211022
1333333322201
1333333322210

222333333301
222333333310

0333333333311
3033332222233
3302212222233
3320122222233
3321022222233
3312202222233
3222220222233
3222222022233
3222222201133
3222222210133
3222222211033
1333333333301
1333333333310

0333333333331
3033322222213
3302233332233
3320233332233
3322022222233
3233201112223
3233210112223
3233211012223
3233211102223
3222222220223
3222222222023
3133322222203
1333333333330
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0333333333333
3033333222211
3302222332233
3320222222233
3322011332233
3322101332233
3322110332233
3232333012222
3232333102222
3222222220222
3222222222022
3133333222201
3133333222210

0333333222222
3033332322222
3302223333322
3320223333322
3322023333322
3322203333322
3233330232222
2333332032222
2233333302222
2233332220222
2233332222022
2222222222201
2222222222210

0333333332222
3033333332222
3303322213333
3330222233333
3332022233333
3322202223333
3322220223333
3322222023333
3313322203333
2233333330222
2233333332022
2233333332202
2233333332220

0333333333221
3033333222333
3303332333223
3330223322333
3332023222333
3332203222333
3323330333223
3233223022333
3232223202333
3232223220333
2323332333022
2323332333202
1333333333220

0333333333321
3033333332223
3302222222223
3320222222223
3322011112223
3322101112223
3322110112223
3322111012223
3322111102223
3222222220223
3222222222023
2222222222202
1333333333320

0333333332222
3033332223322
3302223333333
3320223333333
3322023333333
3322203333333
3233330223322
3233332013222
3233332103222
2333333330222
2333333222022
2233332222202
2233332222220

0333333322222
3033332233322
3303323233322
3330233332222
3332033322222
3323302333322
3233320333322
3223333033322
2333233302222
2332233320222
2332233322022
2222222222201
2222222222210

0333333322222
3033333322222
3303333222222
3330222222222
3332022222222
3332201322222
3332210322222
3322233022222
2222222201111
2222222210111
2222222211011
2222222211101
2222222211110

0333333333321
3033333332223
3302222223333
3320222223233
3322011113333
3322101113333
3322110113333
3322111013333
3322111103333
3233333330223
3232333332023
2233333332202
1333333333320

0333333322221
3033333222223
3303331232223
3330113333333
3331013333333
3331103333333
3313330232223
3223332032223
2233333302222
2223332220112
2223332221012
2223332221102
1333333322220

0333333332222
3033332223322
3303323223232
3330233223223
3332033223223
3323303223232
3233330223322
3222222013222
3222222103222
2333333330222
2322223222022
2232232222202
2223322222220

0333333333333
3033333322111
3303333222333
3330222222333
3332022222333
3332201322333
3332210322333
3322233022333
3222222201222
3222222210222
3133333322011
3133333322101
3133333322110

0333333222222
3033331222222
3302223333333
3320223333333
3322023333333
3322203333333
3133330222222
2233332022222
2233332202222
2233332220222
2233332222022
2233332222202
2233332222220

0333333222221
3033332222223
3303312322223
3330233322223
3332033322223
3313302322223
3223320322223
2233333022222
2222222201112
2222222210112
2222222211012
2222222211102
1333333222220

0333333322222
3033333322222
3303332233322
3330223233322
3332023233322
3332202333322
3323320333322
3322233033322
2233333302222
2233333320222
2233333322022
2222222222201
2222222222210

0333333333322
3033333322233
3303333232233
3330222333322
3332022333322
3332201333332
3332210333332
3323333032233
3233333302233
3223333220233
3223333222033
2332233333302
2332222333320
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0333333333332
3033333332223
3303333223223
3330222333332
3332022333332
3332201333333
3332210333333
3323333023223
3323333202323
3233333320323
3223333233023
3223333222203
2332233333330

0333333333322
3033333332222
3303333323232
3330222232332
3332022232332
3332202232332
3332220132332
3332221032332
3323333303232
3232222230222
3223333322022
2233333332202
2222222222220

0333333333332
3033333333332
3303332222222
3330332222222
3333023333333
3333203333333
3322330222222
3322332022222
3322332202222
3322332220222
3322332222012
3322332222102
2222332222220

0333333333322
3033333333322
3303333332233
3330333223233
3333022333322
3333202333322
3333220333322
3332333023233
3332333202333
3323333320333
3322333233033
2233222333301
2233222333310
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0333333333322
3033333322222
3303333222232
3330222333332
3332022333332
3332202333332
3332220333332
3323333022232
3223333202232
3223333220122
3223333221022
2233333332202
2222222222220

0333333333322
3033333332232
3303333323222
3330222233223
3332022233223
3332202233223
3332220133223
3332221033223
3323333303222
3233333330232
3222222222022
2322222223202
2223333322220

0333333322222
3033333322222
3303333233322
3330332333322
3333023333322
3333203333322
3332330333322
3323333033322
2233333302222
2233333320222
2233333322022
2222222222201
2222222222210

0333333333333
3033333332222
3303333332222
3330333323332
3333022233332
3333202233332
3333220123332
3333221023332
3332332203332
3223333330222
3223333332022
3223333332202
3222222222220

0333333333322
3033333332222
3303333223233
3330222333222
3332022333222
3332202333222
3332220333222
3323333023233
3323333203233
3233333330222
3222222222022
2232222332201
2232222332210

0333333333333
3033333333322
3303333333322
3330322222222
3333022222222
3332202222222
3332220111122
3332221011122
3332221101122
3332221110122
3332221111022
3222222222201
3222222222210

0333333333222
3033333333222
3303333333222
3330333311222
3333022233222
3333201133222
3333210133222
3333211033222
3331333301222
3331333310222
2222222222011
2222222222101
2222222222110

0333333333332
3033333333322
3303333332233
3330333323233
3333022233322
3333202233322
3333220133332
3333221033332
3332333302333
3323333320333
3322333333033
3233223333302
2233222233320

0333333333322
3033333333233
3303333222322
3330222333332
3332022333332
3332202333332
3332220333332
3323333022322
3323333201332
3323333210332
3233333333033
2323333233302
2322222222320

0333333333322
3033333333322
3303333333322
3330322222222
3333022222222
3332202222222
3332220222222
3332222022222
3332222202222
3332222220222
3332222222022
2222222222201
2222222222210

0333333333322
3033333333322
3303333332222
3330333223322
3333022333322
3333202333322
3333220323222
3332333023322
3332332203222
3323333330222
3323332322022
2222222222201
2222222222210

0333333333332
3033333333223
3303333332323
3330333323323
3333022233332
3333202233332
3333220133333
3333221033333
3332333303323
3323333330323
3233333333023
3222333322203
2333223333330
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0333333333322 0333333333333 0333333333322 0333333333322
3033333333322 3033333333333 3033333333322 3033333333322
3303333333322 3303333333333 3303333333322 3303333333232
3330333322222 3330333333221 3330332222233 3330333333232
3333022233322 3333022222223 3333032222233 3333032222333
3333202233322 3333202222223 3333302222233 3333302222333
3333220233322 3333220222223 3332220111133 3333220222333
3333222033322 3333222022223 3332221011133 3333222022333
3332333302222 3333222202223 3332221101133 3333222201333
3332333320222 3333222220223 3332221110133 3333222210333
3332333322022 3332222222022 3332221111033 3322333333032
2222222222201 3332222222202 2223333333301 2233333333302
2222222222210 3331333333220 2223333333310 2222333333220
0333333333333 0333333333322 0333333333332 0333333333332
3033333333333 3033333333322 3033333333332 3033333333332
3303333333333 3303333333233 3303333333332 3303333333332
3330333332221 3330333332333 3330333333323 3330333333332
3333033323333 3333033323333 3333033333323 3333033333332
3333302233223 3333302233322 3333303333233 3333303333332
3333320233223 3333320233322 3333330222323 3333330333322
3333322032223 3333322033322 3333332022323 3333333022222
3333233303333 3333233303333 3333332201323 3333333202222
3332333230222 3332333330333 3333332210323 3333333220132
3332322232022 3323333333033 3333323333033 3333333221032
3332322232202 2233322233301 3332232222303 3333332223302
3331333332220 2233322233310 2223333333330 2222222222220

m=12:

03333322222211\ /03333332222222\ /03333333222222\ /03333333333322
30222233222233 [ 30222223333333 |[ 30222222333322 |[ 30333322222222
32022222222233 || 32022223333333 || 32022222333322 || 33022122222222
32201133222233 || 32202213333333 || 32202222333322 || 33201222222222
32210133222233 || 32220122222222 || 32220222333322 || 33210222222222
32211033222233 || 32221022222222 || 32222011333322 || 33122022222222
23233301222222 || 32212203333333 || 32222101333322 || 32222202222222
23233310222222 || 23332230111111 || 32222110333322 || 32222220111122
22222222022122 || 23332231011111 || 23333333022222 || 32222221011122
22222222201222 || 23332231101111 || 23333333201122 || 32222221101122
22222222210222 || 23332231110111 || 23333333210122 || 32222221110122
22222222122022 || 23332231111011 || 23333333211022 || 32222221111022
13333322222201 || 23332231111101 J| 22222222222202 || 22222222222201
13333322222210/ \23332231111110/ \22222222222220/ \22222222222210
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03333333332211
30333332113233
33022212332333
33201123332333
33210123332333
33211023332333
33122202332333
32233320223233
31333332013233
31333332103233
23222223330322
22333332223022
13333333332201
13333333332210

03333333333311
30333332222233
33022223332233
33202223332233
33220113332233
33221013332233
33221103332233
32333330112233
32333331012233
32333331102233
32222222220233
32222222222033
13333333333301
13333333333310

03333333322221
30333322233223
33022233233323
33202233233323
33220233233323
33222033233323
32333301233223
32333310233223
32222222033223
23333333301222
23333333310222
22333322222022
22222222222202
13333333322220

03333333322222
30333333322222
33033222233322
33302322233322
33320322233322
33233022233322
33222201133322
33222210133322
33222211033322
22333333301122
22333333310122
22333333311022
22222222222201
22222222222210

Anhang A. Punktmengen mit minimalem Durchmesser

03333333333211
30333333211233
33022211233333
33201122233333
33210122233333
33211022233333
33122201233333
33122210233333
32222222022333
31333333201233
31333333210233
22333333322022
13333333333201
13333333333210

03333333333222
30333332222332
33022223333222
33202223333222
33220113333222
33221013333222
33221103333222
32333330222332
32333332011332
32333332101332
32333332110332
23222223333022
23222223333202
22222222222220

03333333333321
30333322222223
33033122222223
33302333332233
33320333332233
33133022222223
32233202222223
32233220222223
32233222022223
32233222202223
32222222220123
32222222221023
22233222222202
13333333333320

03333333333221
30333333332223
33033322223333
33302233223333
33320133223333
33321033223333
33233301223333
33233310223333
33222222023333
33222222203333
32333333330223
22333333332022
22333333332202
13333333333220

03333333322111
30333222232333
33022333322333
33202333322333
33220222222333
32332011132333
32332101132333
32332110132333
32332111032333
23222333302222
22222222220222
13333333322011
13333333322101
13333333322110

03333333333222
30333332222333
33022223333322
33202223333322
33220113333322
33221013333322
33221103333322
32333330222333
32333332011333
32333332101333
32333332110333
23333333333022
23222223333202
23222223333220

03333333322221
30333333122223
33033222333223
33302322333223
33320222333223
33232022333223
33222202333223
33222220333223
31333333022223
22333333202222
22333333220222
22222222222012
22222222222102
13333333322220

03333333322222
30333333322222
33033332233322
33302212233322
33320122233322
33321022233322
33312202233322
33222220233322
33222222033322
22333333302222
22333333320222
22333333322022
22222222222201
22222222222210

03333333332222
30333332223333
33022223333322
33202223333322
33220113333222
33221013333222
33221103333222
32333330113333
32333331013333
32333331103333
23333333330222
23332223332022
23222223332202
23222223332220

03333332222221
30333312222223
33022233333223
33202233333223
33220233333223
33222033333223
31333302222223
22333320222222
22333322022222
22333322202222
22333322220222
22222222222012
22222222222102
13333332222220

03333333332222
30333322223333
33033222222222
33302322222222
33320322222222
33233022222222
32222201112222
32222210112222
32222211012222
32222211102222
23222222220111
23222222221011
23222222221101
23222222221110

03333333322222
30333332233333
33033323322222
33302233333333
33320233333333
33322032233333
33233303322222
32333230133333
32333231033333
23233323302221
23233323320222
23233323322012
23233323322102
23233323312220
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03333333322222
30333332233333
33033323322222
33302233333333
33320233333333
33322032233333
33233303322222
32333230133333
32333231033333
23233323302222
23233323320221
23233323322012
23233323322102
23233323321220

03333333333222
30333333332333
33033332213222
33302223332333
33320223332333
33322013333333
33322103333333
33233330123222
33233331023222
33133332203222
32322333330333
23233332223022
23233332223202
23233332223220

03333333332222
30333333223322
33033332333322
33302223333322
33320223333322
33322023333322
33322203222222
33233330333322
32333323012222
32333323102222
23333323220122
23333323221022
22222222222201
22222222222210

03333333333222
30333333333222
33033332211333
33303323333222
33330232233333
33332032233333
33323303333222
33232230222333
33232232022333
33133332201333
33133332210333
22323323333011
22323323333101
22323323333110

03333333333322
30333333322232
33033322133322
33302233333232
33320233333232
33322033322332
33233301233322
33233310233322
33133322033322
32333233301332
32333233310332
32322333333032
23233322233302
22222222222220

03333333333222
30333333332322
33033332223222
33302223332322
33320223332322
33322013333322
33322103333322
33233330223222
33233332013322
33233332103322
32322333330322
23233332333022
22222222222201
22222222222210

03333333322222
30333333322222
33033332133322
33303322333322
33330123333322
33331023333322
33322203333322
33223330233322
33133332033322
22333333302222
22333333320222
22333333322022
22222222222201
22222222222210

03333333333332
30333333333323
33033333333122
33303333222333
33330221322333
33332012322333
33332102322333
33331220322333
33323333022333
33322222202333
33322222220333
33133333333022
32233333333203
23233333333230

03333333322221
30333333233323
33033332332233
33302223332223
33320223332223
33322013322223
33322103322223
33233330332233
32333333033323
23333223302222
23222222320122
23222222321022
22322223222202
13333333322220

03333333333322
30333333332233
33033332223322
33302223333322
33320223333322
33322013333322
33322103333322
33233330223322
33233332013322
33233332103322
32333333330233
32333333332033
23222222223301
23222222223310

03333333333311
30333333222233
33033332322233
33303322233333
33330232222233
33332032222233
33323302233333
33222220222233
32322222022233
32232232201133
32232232210133
32232232211033
13333333333301
13333333333310

03333333333322
30333333333322
33033333332233
33303332212233
33330223333322
33332023333322
33332203333322
33323330122233
33323331022233
33313332202233
33223332220233
33223332222033
22332223333301
22332223333310

03333333333321
30333333322233
33033332232223
33302223332223
33320223332223
33322013232223
33322103232223
33233330232223
33233222032223
32333333302233
32222222220123
32222222221023
23222222232202
13333333333320

03333333332222
30333333323222
33033333222222
33302222322333
33320222322333
33322011322333
33322101322333
33322110322333
33233333022222
32222222202222
23222222220222
22233333222011
22233333222101
22233333222110

03333333333333
30333333322221
33033332132223
33303322323323
33330232322233
33332032322233
33323302323323
33222220222223
33133332032223
32322222302222
32232232220122
32232232221022
32223322222202
31333333322220

03333333333222
30333333332222
33033333223332
33303333222332
33330222333333
33332022333333
33332201333333
33332210333333
33223333012332
33223333102332
32323333220222
22333333332012
22333333332102
22223333222220
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03333333333221 03333333333221 03333333333332 03333333333322
30333333332223 30333333331223 30333333333332 30333333333122
33033333312323 33033333323333 33033333333222 33033333331322
33303333233333 33303333223333 33303333221322 33303333223333
33330222233333 33330222223333 33330222333333 33330222223333
33332022233333 33332022223333 33332022333333 33332022223333
33332201333333 33332201323333 33332201333333 33332202223333
33332210333333 33332210323333 33332210333333 33332220223333
33322233033333 33322233023333 33323333012232 33322222023333
33133333302323 33222222203333 33323333102232 33322222203333
32233333320323 31333333330223 33313333220322 33133333330322
22333333333022 22333333332022 33233333223032 31333333333022
22233333322202 22333333332202 33223333332302 22233333332201
13333333333220 13333333333220 22223333222220 22233333332210
03333333333333 03333333333322 03333333333332 03333333333322
30333333333321 30333333333232 30333333333222 30333333333232
33033333333123 33033333332332 33033333332322 33033333333223
33303333331323 33303333332222 33303333332232 33303333221333
33330222223323 33330332213333 33330332213333 33330331223333
33332022223323 33333012233333 33333012233333 33333023333222
33332202223323 33333102233333 33333102233333 33333203333222
33332220223323 33332220123333 33332220123333 33331330223333
33332222023323 33332221023333 33332221023333 33322332012333
33332222203323 33331332203333 33331332203333 33322332102333
33313333330323 33223333330222 33223333330222 33313333220333
33133333333023 32323333332022 32323333332022 32233223333022
32222222222202 23323333332202 32233333332202 23233223333202
31333333333320 22223333332220 22223333332220 22333223333220
03333333333332 03333333333333 03333333333322 03333333333332
30333333333332 30333333333333 30333333333322 30333333333332
33033333333332 33033333333333 33033333332133 33033333333332
33303333332213 33303333333222 33303333322333 33303333332213
33330333213233 33330333311222 33330333123333 33330333322233
33333022232233 33333022233222 33333022333322 33333033123233
33333201333233 33333201133222 33333202333322 33333301322333
33333210333233 33333210133222 33333220333322 33333310322333
33332233022233 33333211033222 33331333023333 33333133023233
33331333203233 33331333301222 33322333203333 33332222202233
33323233230223 33331333310222 33223333330233 33322322320223
33322222222023 33322222222011 33133333332033 33322233222023
33313333332203 33322222222101 22333222333301 33313333332203
22233333333330 33322222222110 22333222333310 22233333333330

A.4 Weitere Punktmengen mit minimalem
Durchmesser

In diesem Abschnitt listen wir die Abstandsmatrizen der konstruierten
dimensionalen PunktmengeR mit minimalem Durchmessenn > 4 und
diam(P) > 4 auf. Rur die planaren Punktmengen mit minimalem Durchmesser
verweisen wir auf Kapitel 5 bzw. Abschnitt A.2if raumliche mit minimalem
Durchmesser auf Abschnitt 9.1 unigrfPunktmengen mit Durchmesseauf Ab-
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schnitt 11.2 bzw. Abschnitt A.3. Zagzlich verweisen wir noch auf Lemma 11.3.1
fur Punktmengen in beliebiger Lage mit Durchmesiser

Im 4-dimensionalen sind die angegebenen minimalen Durchme§den),
d(4,n) bzw.d(4,n) durch folgende Abstandsmatrizen gegeben.

0 4 3 3 3 2 0 4 4 3 3 3
40 3 3 2 3 40 2 3 3 2
= : 330 4 3 2 4 2 0 3 3 2
d(4,6)=d(4.6)=4: | 5 o 4, 4 9 3 || 33 304 3
323 20 3 333 40 3
2 32 3 30 322 3 30
d(4,7) =d(4,7) =7
07 7775 4 07 7755 2
7055 2 75 706 5 75 6
750 4 4 77 76 0555 6
754045 7|, 7550747
72 440 6 5 5 75 7 0 7 4
5 7756 05 5 55 4705
45 77550 2 6 6 7 4 5 0
0 11 11 10 9 7 7 5
11 0 10 11 7 7 5 9
11 10 0 11 5 9 7 7
- 0 11 11 0 7 5 9 7
d(4,8) =11 9 7 5 7 05 45
7 7 9 5 5 0 5 4
7 5 7 9 4505
5 9 7 7 5 45 0
0 14 14 14 14 13 11 10
14 0 14 14 11 10 14 13
14 14 0 14 10 11 7 6
d(4.8) = 14 14 14 14 0 7 6 10 11

14 11 10 v 0 2 10 10
13 10 11 6 2 0 10 10
11 14 7 10 10 10 0 2
10 13 6 11 10 10 2 O
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05 5 4444 3 2
5045 43 2 4 4
5403 25 4 4 4
453002445 4
d4,9)<5: | 4 4 2 2 0 4 3 4 3 |,
43544025 4
424432043
344545 40 2
9 4 4 43 43 20
0555 44333 0555 444 3 3
50435 35 43 504 45 3 3 4 4
5403353 45 540335 45 4
53303345 4 5430345 45
453304355 |.[45330445 5
435340055 3 435440345
35343503 4 434543054
3445050530 3 34545 45 0 3
335453430 344555 430
08 88 8 8 8 8 b5 3
808 88 8 8 8 3 5
8 808 7753 7TT
8 88 053 77TT7TT
8§ 8750073877
d410<8: | ¢ ¢ 7 3 708 5 7 7
8 8573807771
8 837 85 70771
537777770 2
S5 77T T T T T 20

Hierbei sind die Auflistungen der Abstandsmatrizen jeweils \éntidtg, d.h.
dass es keine weiteren Abstandsmatrizen mit diesem Durchmesser, der Anzahl der
Punkte, der Dimension und der angegebenen Nebenbediridpanglie Lage der
Punktmenge mehr gibt. Entsprechend geben wir nun weitere Abstandsmairizen f
den5- und den6-dimensionalen Raum aniiFd(7,9) = d(7,9) = 4 gibt es je-
weils 150 nicht isomorphe Abstandsmatrizen, die wir aus Plataden allerdings
nicht vollstandig auflisten wollen.
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0595 5 5 5 4 3
5 0 5 5 5 4 3 5

5 5 0 4 3 5 5 5

5 5 4 0 3 3 5 3
5 5 3 3 0 3 5 4
5 4 5 3 3 0 5 3

4 3 55 5 5 05

355 3 4350

5:

d(5,8)

0 8 8 8 77 7 4 3
8§ 0 8 7 7 4 3 7 8
8§ 8 0 3 4 7 8 7 7
8§ 73 05 7 7 8 7
7T 7T 45 0 5 8 5 7
7T 4 7 7 5 0 5 5 8

73 87 8 5 0 77
4 7 7 8 5 5 7T 05
3 8 77 7T 8 7T 5 0

8:

d(5,9)

)

M <010 10 << 0 10 10 10 10 N N O
N0 <HF <10 10 10 10 <H 0 10 10 N O M
MO IO M <H M IO H 1o M0 10 O N ™M
TN 010 10 10 10 N M <f < O 10 10 10
0 M0 MO M0 0 <H O < o 0 10
OO N N MO MO O <H <F Moo
O N <F <F 0 10 10 N O 10 10 M0 <H o
O M IO M H MO O 0 Mo o <o 0
W <H M0 M < O 0 0 M0 0 0 <A
WO <H 10 M M O <FH Mo Mmoo oo <t
OO M M O MM H 1o M Mo <o 1o
OO <F O M MO M < M 0 oM <o
W0 O <F MO MO <H o M0 0 <o
O OO0 0 <FHH O N0 10 M0 0 <f
OO0 10 0 10 1O 10 1O <f H FH D N M

O

VI

—~~

0

™

5

~—

=
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055 5 5 5555 5 44 4 3 3
5 0 5 55 443 3 35 5 3 5 4
5 5 0 4 3 5 3 5 4 3 5 35 45
5 5 4 03 3 5 3 45 35 5 45
5 53 3 03 3 45 43 35 5 5
5 45 3 3 04 3 5 5 3 5 5 5 4
5 4 3 5 3 4055 3 5 3 5 5 4
5 3 53 435 03435 355
5 3 4 45 5 5 303 55 3 45
5 3 3 5 45 3 4305 3 355
4 5533 35 355 04455
453 5 35 355 34045 5
4 3 55 5 55 3 3 3 440 5 5
35445 555 45 5 5 50 3
345 5 5 4 455 5 5 5 95 30

344 45 5 5 5 445 44330

N < 0101010 <FH <o < <fF o
N 0 010 o < o < on O
N <H H 00 F o FH FH o <H F o O M
Mmoo F o F oo Homon oo <
T N0 <F 0 0 o N O M <o
<t Hmwo I o0 O non
om0 F 0N O <o <
oM F o F F OO Mo <o <o
IO MO FHF O M 00 < <
<O N N MO FH T 00
[IoBR S AR B S IO U R T B i T}
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B Laufzeitvergleiche

B.1 Ordnungstreue Erzeugung durch Erweitern

vs. ordnungstreue Erzeugung durch
Verschmelzen

In Kapitel 3 haben wir ohne Be@ndung geschrieben, dass wir ganzzahlige Punkt-
mengen durch Verschmelzen zweier Punktmengen mit je einem Punkt weniger er-
zeugen wollen. In Abschnitt 3.1 haben wir dann die Alternative des Erweiterns
von Unterstrukturen kennengelernt. In diesem Abschnitt wollen wir die prakti-
schen Laufzeiten beider Varianten der ordnungstreuen Erzeugung, Erweitern und
Verschmelzen, miteinander vergleichen. Betrachten wir als erstes die Konstruktion
von ganzzahligen Tetraedern mit gegebenem Durchmesser.

diam

AlgorithmusErweitern

AlgorithmusVerschmelzen

30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160

0,2s
0,7s
15s
2,6s
49s
8,8s
15,2s
24,7 s
38,6s
58,2s
85,3s
121,3s
168,6 s
230,3s

0,1s
0,5s
1,1s
20s
35s
6,1s
10,4 s
16,7 s
26,3s
39/4s
58,0s
82,5s
1149s
156,6 s

Tabelle B.1: Erweitern vs. Verschmelzen - Konstruktion ganzzahliger Tetraeder.
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Die Ergebnisse von Tabelle B.1 bescheinigen dem Algorithwarschmelzen
zwar einen kleinen Laufzeitvorteil geg@mer dem Algorithmug&rweitern kdnnen
aber noch nicht hundertprozentiperzeugen. Seine wahreasite spielt der Algo-
rithmusVerschmelzearst bei starken Nebenbedingungen aus. Deshalb betrachten
wir als nachstes die Konstruktion von ganzzahligen Vierecken in semi-allgemeiner
Lage.

diam | AlgorithmusErweitern | AlgorithmusVerschmelzen
25 0,1s 0,01s
50 0,7s 0,01s
100 6,2s 0,04 s
200 94,2 s 0,13s
400 1.490,0 s 0,43s

Tabelle B.2: Erweitern vs. Verschmelzen - Konstruktion ganzzahliger Vierecke in
semi-allgemeiner Lage.

Der drastische Unterschied zwischen beiden Algorithmen liegt hacigish dar-
an, dass wir nur beim ordnungstreuen Erzeugen durch Verschmelzen Satz 2.4.1
Uber die Charakteristik einer planaren Punktmenge benutzemek.

Bei der Konstruktion ganzzahliger Simplizes et der Laufzeitunterschied
fur eine gegebene Dimension jeweils einen konstanten Faktor, siehe Tabelle
B.1. Dies ist zum einen dadurch bégdet, dass die Auswertung von Lemma 2.1.4
um einen konstanten Faktor schneller geht als ein Test der Einbettbarkeit mit Hilfe
von Algorithmus 2.3.2. Zum andererimde man beim Ausillen der letzen Spalte
bei der ordnungstreuen Erzeugung durch Erweiteriéngiper 2.1.2 verletzten als
beim Verschmelzen.

B.2 Punktmengen mit n — 1 kollinearen Punkten

In Abschnitt 5.2 waren wir daran interessiert ganzzahlige planare Punktmengen
mit n — 1 kollinearen Punkten zu konstruieren. Hierzu durchlaufen wir mit Al-
gorithmus 5.2.2 alle Dreiecke mit gegebenem Durchmegdgei jedem Dreieck
und bei jeder der drei Seiten des Dreiecks testen wir, wie viele und vor allem wel-
che Punkte wir in die Seite eiidfen ldnnen, so dass die entstehende Punktmenge
ganzzabhlig ist.

Fur diesen Test steht uns zum einen Algorithmus 5.2.3, mit einer theoretischen

Komplexitat von O (dlozfiog), (siehe Satz 4.3.2){if eine geeignete Konstante
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(siehe Satz 4.3.2), zur Vérjung. Die andere bylichkeit ist, einfach alle Punkte
auf der Seite” B, siehe Abbildung 5.4, darauf zu testen, ob sie einen ganzzahligen
Abstand zum Punk# besitzen. Diesen Algorithmus mit der KompleéxiO(d)
wollen wir dentrivialen Algorithmus nennen.

In Tabelle B.3 vergleichen wir die Laufzeit dieser beiden Algorithmen, wobei
wir sie jeweils auf alle ganzzahligen Dreiecke eines gegebenen Durchmessers an-
wenden. Da die Laufzeit von Algorithmus 5.2.3 im Gegensatz zum trivialen Algo-
rithmus von der Anzahl der @glichen Punkte auf der Seit@B abhangt, wahlen
wir in Tabelle B.3 immer mal wieder Durchmesser, die zu Punktmengen mit vielen
Punkten @ihren, siehe die Tabellen 5.1 und 5.2.

diam | Algorithmus 5.2.3| trivialer Algorithmus
244 28s 11s
250 2,7s 1l1s
494 141s 55s
500 124s 6,3s
750 32,6s 19,8s
754 40,4 s 19,7 s
1000 65,7s 459s
1026 709s 49,0s
1500 173,7 s 152,4s
1514 2724 s 157,9s
2494 837,3s 678,1s
2500 661,8 s 686,3 s
2993 1.556,4 s 1.167,7 s
3000 920,0s 1.196,0s
3465 1.237,0s 1.835,8s
3500 1.361,5s 1.8849s

Tabelle B.3: Algorithmus 5.2.3 vs. trivialer Algorihmus.

Wir mochten noch kurz ergahnen, wie man Algorithmus 5.2.3 wirklich mit der
Laufzeit (dlogclog) implementieren kann. Die kritische Stelle ist die Schleife, in

der die Teiler eineO(d?) groRen Zahlf durchlaufen werden sollen. Alle Zah-
len zu durchlaufen und zu testen, ob sie Teiler yosind ware zu langsam. In
einem Vorbereitungsschritt berechnen wir die Primfaktorzerlegungen aller Zahlen
kleiner gleich3d, und speichern sie als Listen von Paaren aus je einer Primzahl
p; und dem zugebrigem Exponenten;. Hierbei sollen die einzelnen Listen nach
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der GHRe der vorkommenden Primzahlen sortiert sein. Die Berechnung der Prim-
faktorzerlegung eines Produkts oder eines Quotienteravomd b ist nun leicht
mittels eines gleichzeitigen Durchlaufs durch die Primfaktorlistenavandb zu
verwirklichen. Somit kann man die Teiler vghdurchlaufen, indem man alle Tu-

pel der Form(eg,...,e._;) mit 0 < e} < e; durchBuft und den Teilet durch

r—1 ’
t =[] p;' berechnet.
=0



C Anzahlen und komplette
Auflistungen von

ganzzahligen Punktmengen

In diesem Kapitel geben wir augirliche Tabelleniiber Anzahlen von ganz-
zahligen Punktmengen an bzw. listen sie bis zu einem gewissen Durchmesser
vollstandig auf. Diese Datentkinen z.B. genutzt werden, umdgliche eigene
Programme zur Erzeugung ganzzahliger Punktmengen auf systematische Fehler
zu Uberpitifen. Zum Teil werden aucahnliche Tabellierungen korrigiert.

C.1 Ganzzahlige Fuinfecke in allgemeiner Lage

In diesem Abschnitt geben wir in den folgenden Tabellen die primitiven ganzzah-
ligen Rinfecke in allgemeiner Lage mit einem Durchmesser viachktens320

an. Wir nehmen dabei Bezug auf eine entsprechende Tabelle aus [87]. Bei einem
Vergleich unserer Daten mit den dort angegeben haben wir festgestellt, dass in der
Tabelle aus [87]iinf ganzzahlige &nfecke fehlen. Im Anschluss an unsere Auf-
listung geben wir Koordinatendarstellungdir flie fehlendeninf Beispiele an,

um zu belegen, dass unsere Auflistung vahstig ist und unsere Konstruktions-
programme, zumindesiif diesen Fall, keine systematischen Fehler enthalten.

d01 | %02 | 00,3 | o4 | 012 | 01,3 | 01,4 | d2,3 | O24 | 034 | Cha(P)
73 64 35 26 39 42 63 51 42 39 55
78 65 56 50 65 34 32 33 65 34 1
79 68| 51 33 22 32 64| 34| 46| 48 15
79 65 58 26 56 39 57 73 41 48 165
79 76 46 37 45 37 46 58 41 27 770
80 70 47 29 46 55 53 75 57 24 91

Tabelle C.1: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 1.
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90,1 | 00,2 | 00,3 | d0a | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
83 65 51 34 60 34 51 38 57 25 154
88| 85 73| 41 23 21 51 37 56 33 195

102 | 81 76 45 33 78 63 85 54 41 2

109 95 82 29 36 29 82 23 74 57 770

112 | 112 | 104 | 84 26 96 68 73 49 32 55

114 | 107 68 49 26 68 68 49 68 51 55

116 | 104 | 85 65| 44| 39 69 61| 41 60 42

118 | 115 | 88 85 23| 102 | 47 83 60 | 107 273

119 | 78 64 | 57 76 57 64| 38 60 23 15

120 | 100 | 78 65 60 54 57 78 45 39 14

120 | 112 | 104 | 84 32 49 39 73 49 32 55

123 | 121 86 41 68 41 86 53| 102 55 910

124 | 120 99 51 76 | 115 77 51 99 | 102 21

124 | 104 85 60 60 41 | 104 61| 116 65 42

125 | 107 95 40 57 95 95 40 95 99 91

125 | 125 | 107 95 75 57 95 24 40 40 91

125 124 | 120| 93 51| 115| 68 68 35 51 429

126 | 121 | 44| 44 65| 110| 86 85 99 56 2

130 | 114 | 76 41 68 | 102 93 50 95 75 154

135 | 107 72 49 47 93 89 49 72 61 1.235

136 | 116 95 49 60 49 95 31 95 66 13

141 | 114 | 107 73 57 38 94 59 47 76 30.030

143 | 136 | 117 | 99 29 29 88 23| 103 | 81 35

144 | 136 | 108 | 88| 112 | 42 76 | 119 62 64 455

145 129 | 99 86 64| 116 | 66 60| 86| 104 7

149 | 132 55 50| 119| 102 | 101 | 85| 118 35 6

152 | 145 | 143 | 53 88 48 | 110 | 128 | 132 92 7

152 | 151 37 24 17| 141 | 136 | 136 | 133 17 715

153 | 136 72 64 47 99 | 121 | 104 | 88 88 35

153 | 129 | 120 97 48 | 123 74 | 141 34 | 133 715

154 | 148 | 102 85 50 80 85 50 | 105 85 1

154 | 152 | 114 | 101 | 46 92 57 58 77 85 390

155 | 142 77 45 77 92| 140 | 117 | 107 88 17

157 | 147 | 133 | 95 80 48 63 | 112 73 57 3

161 | 157 | 144 18 18 25| 157 37| 155 | 138 11

Tabelle C.2: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 2.
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901 | 00,2 | 00,3 | doa | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
161| 119| 64| 57| 70| 113| 106| 57| 64| 23 15
161 | 153 | 92| 71| 76| 71| 92| 95| 88| 33 65
165| 154 | 136 | 80| 143 | 37| 91| 150| 102 | 72 1
165| 162 | 152 | 108 | 57| 67| 63| 118| 90| 52 2
169 | 156 | 96| 95| 104| 95| 96| 144 | 64| 89 3.927
170| 160| 96| 95| 78| 130| 78| 80| 75| 65 231
170 | 158 | 127 | 87| 68| 87| 127| 131| 85| 136 2.002
174|156 | 104| 60| 60| 86| 129| 104| 99| 86 7
1741 170| 60| 44| 64| 129| 143 | 145| 129 | 64 7
174 170 | 143 | 129 | 64| 44| 60| 92| 44| 64 7
174 164 | 108 | 67| 68| 108 | 136| 64 | 153 | 119 455
174 173 | 128 | 59 4| 62| 128| 59| 128 | 99 455
174|158 | 131 | 68| 68| 85| 158 | 127 | 170 | 87 2.002
174|158 | 131 | 85| 68| 85| 131 | 127| 87| 136 2.002
177 | 171 | 155| 141 | 120| 43| 45| 79| 87| 16 91
180 | 128 | 114 | 68| 92| 69| 113| 46| 84| 52 15
180 | 172 | 64| 54| 22| 164 | 129 | 164 | 124 | 50 119
187 | 143|121 | 99| 99| 88| 104 | 121 | 47| 88 35
188 | 171 | 136 | 85| 59| 124| 117 | 155| 124 | 59 77
191| 143 | 132| 95| 114 | 73| 104 | 121 | 62| 73 105
191| 152 | 133| 85| 57| 124 | 114| 131 | 93| 62 858
195| 195| 140 | 99| 150| 85| 168 | 85| 102| 85 1
195| 170| 160 | 102 | 40| 95| 132| 110| 128 | 62 15
198 | 153 | 140| 88| 117 | 82| 130 | 43| 143 | 108 2
200| 192 | 160| 55| 92| 60| 170 | 128 | 143 | 145 7
200 | 171 | 137 | 119 | 49| 77| 149| 35| 152 | 135 299
201 196| 154 | 91| 59| 85| 140| 46| 161 | 135 38
201|196 | 180 | 154 | 59| 189 | 85| 136| 46| 106 38
201 | 167 | 143 | 74| 64| 74| 143| 90| 97| 107 95
202 | 201 | 154 | 123| 97| 84| 91| 157 | 84| 97 510
203|198 | 124 | 94| 61| 159| 143 | 118 | 116| 38 170
204 | 188 | 151 | 144 | 128 | 157 | 138 | 51| 46| 20| 15.015
209 | 205| 171 | 126| 76| 76| 85| 136| 89| 81 2
209 | 136| 111| 100| 95| 100| 111| 65| 44| 31 21
209| 201 | 120| 82| 58| 199| 159 | 159 | 133 | 58 78

Tabelle C.3: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 3.
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90,1 | 00,2 | 00,3 | d0a | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
209 | 191 | 143 | 132 62 88| 121 | 114 | 73| 121 105
214 | 193 | 148 | 138 69| 138 | 148 | 171 | 89| 190 1.785
216 | 168 | 155 | 135 | 120 | 115 | 117 15| 159 | 145 11
218 | 198 | 114 | 74| 160 | 143 | 192 87 | 128 55 7
219 | 196 | 182 | 147 65| 128 96 | 168 | 119 56 55
219| 180 | 136| 85| 171 85| 136 | 124 | 155 59 7
221 | 169 | 136 | 104 65| 153 | 143 | 143 | 117 | 40 35
221 | 187 | 143 | 104 47 | 104 | 143 99 99 | 117 35
221 | 205 | 146 | 114 | 36 81| 159| 81| 129 | 120 77
221 | 202 | 162 71 71 97 | 202 | 136 | 207 | 119 2.090
222 | 185 | 153 | 114 | 185 75| 120 | 130 | 185 75 1
222 | 220 | 169 | 128 | 52 68 | 134 | 101 | 108 | 121 95
225 | 193 | 149 94 58 94 | 149 | 100 | 105 | 107 3.094
226 | 224 | 219 | 189 | 54 84 40 | 135| 49 96 143
230 | 184 | 157 | 114 | 114 | 123 | 184 | 171 | 202 67 1.870
231 | 224 | 146 | 64 | 169 91| 185| 130 | 224 | 114 3
232 | 208 | 193 | 130 | 120 87| 122 | 177 | 82| 133 42
234 | 195| 170 | 150 | 195| 80 96 | 125| 195| 80 1
234 | 225 | 117 | 102 81| 135| 140 | 162 | 157 19 14
234 | 189 | 180 | 136 | 81| 174 | 130 | 201 59 | 196 38
237 | 192 | 132 | 128 | 165 | 138 | 115| 72| 160 | 92 7
237 | 231 | 172 94 78 | 169 | 169 | 221 | 143 | 182 30
237 | 224 | 187 | 149 291104 | 143 | 117 | 117 | 171 35
238 | 218 | 213 | 114 | 120 46 | 128 76 | 152 | 114 15
239 | 205 | 190 | 148 | 106 | 149 | 189 | 45 97 58 770
240 | 201 | 165 | 160 66 90 | 200| 96| 209 | 115 7
240 | 224 | 168 | 168 64 | 192 78 | 136 98 | 171 55
240 | 214 | 96 45 58| 192 | 201 | 190 | 182 57 231
241 | 234 | 164 | 136 | 175 85| 135| 190 | 110 | 100 2
242 | 240 | 192 | 167 | 158 70| 120 | 192 | 83| 125 39
242 | 174 | 171 | 154 | 128 73| 116 | 105 | 148 53 255
244 | 205 | 174 | 161 | 129 | 110| 85 41 | 124 | 85 42
244 | 180 | 155 | 124 | 104 | 91| 144 | 85| 136 59 7
245| 226 | 180 | 161 | 107 | 191 98 98 75 | 107 286
246 | 170 99 94| 128 | 150 | 160 | 82| 128 50 39

Tabelle C.4: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 4.
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901 | 00,2 | 00,3 | doa | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
246 | 205| 170 | 99| 82| 128| 150 | 154 | 128 | 82 39
246| 235| 172| 98| 89| 154 | 188 | 87 | 213 | 186 2.470
247 | 237 | 215| 152 | 88| 33| 147 | 77| 95| 117 3
247 | 204 | 164 | 161 | 61| 122| 96| 122| 85| 38 15
2471204 | 176 | 161 | 61| 72| 96| 38| 85| 48 15
247 | 247 | 68| 58| 78| 213| 195| 195| 207 | 78 22
2471 232|209 | 136 | 99| 171 | 117 | 243 | 144 | 117 35
247|232 | 216 | 136 | 99| 221 | 117 | 128 | 144 | 208 35
247 | 214 | 163 | 111 | 111 | 150 | 214 | 201 | 235 | 76 231
247 | 244 | 189 | 162 | 117| 96| 86| 183 | 116| 78 935
248 | 240 | 102 | 77| 152| 154 | 221 | 198 | 173 | 115 21
248 | 238 | 230 | 184 | 90| 28| 156 | 107 | 84| 161 55
249 | 152 | 136 | 125| 145| 125| 136 | 120 | 43| 79 91
249 | 207 | 205| 125| 120 | 79| 136 | 43| 152 | 125 91
249|221 | 204 | 166| 50| 75| 85| 95| 75| 50 154
250 | 228 | 162 | 135|198 | 92| 165| 150 | 99| 81 14
250 | 248 | 220 | 116 | 78| 195| 204 | 126 | 168 | 105 399
252 238| 230| 204| 49| 68| 51| 107| 68| 49 55
253 | 243 | 187 | 153 | 82| 72| 238| 70| 180 | 170 2
2531 238| 89| 51| 185| 228| 206 | 157 | 221 | 98 10
253 | 238 | 161 | 138 | 185 | 138 | 161 | 247 | 104 | 161 10
253 | 247 | 225| 165 | 150 | 100 | 110 | 230 | 100 | 150 21
2531 240| 186 | 89| 53| 89| 186 | 114 | 161 | 145 91
253 | 243 | 171 | 143 | 190 | 88| 124 | 198 | 134 | 76 1.190
255|192 | 144 | 122| 153 | 114 | 152 | 96| 170 | 76 15
256 | 212 | 209 | 160 | 52| 113| 104| 69| 78| 126 15
2591 231|189 | 94| 50| 98| 225| 108 | 215| 133 26
259 | 259 | 145| 69| 210| 172| 250 | 118 | 200 | 98 286
259 | 254 | 235| 145| 37| 186 | 124 | 151 | 111 | 130 1.122
260 | 247 | 169 | 130 | 195| 117 | 150 | 234 | 135| 117 14
260 | 256 | 252 | 204 | 84| 17| 64| 68| 68| 51 55
260 | 225| 219 | 203 | 100| 50| 174| 60| 76| 128 231
261 | 240| 198 | 162 | 221 | 81| 153 | 238 | 102 | 144 35
261 | 246 | 162 | 74| 102 | 162 | 190 | 96 | 192 | 128 455
262 | 261 | 204 | 158 | 127 | 158 | 204 | 255 | 131 | 254 2.002

Tabelle C.5: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 5.
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90,1 | 00,2 | 00,3 | d0a | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
263 | 224 | 182 | 169 | 91 84 | 192 98 | 107 | 156 55
263 | 257 | 183 | 152 | 58 82| 155| 80| 123 | 83 3.003
264 | 221 | 166 | 85 85| 130 | 221 | 145 | 206 99 1.330

267 | 225| 189 | 125| 168 | 120 | 147 | 216 | 175| 71 11
268 | 261 | 196 | 117 | 49| 184 | 161 | 215| 168 | 103 5
273 | 259 | 200 | 177 | 168 | 213 | 135| 81| 93| 87 11
273 | 259 | 200 | 184 | 168 | 213 | 93| 81| 135| 144 11
273 | 247 | 223 | 123 | 145| 71| 165| 176 | 200 | 104 51
274 | 252 | 243 | 154 | 26| 77| 248 | 81| 238 181 230
274 223 | 158 | 96| 79| 192 | 202 | 191 | 137 | 166 | 95.095
276 | 253 | 169 | 98| 161 | 133 | 242 | 98| 169 | 111 10
276 | 267 | 214 | 200| 57| 70| 124| 97| 83| 114 22
276 | 267 | 133 | 124 | 159 | 241 | 160 | 160 | 209 | 159 91
277 | 221 | 147 | 136 | 186 | 136 | 147 | 178 | 123 | 59 570
279 | 249 | 154 | 127 | 120 | 127 | 154 | 143 | 134 | 43 85

279| 205| 198 | 171 | 76| 171 | 198 | 143 | 134 | 243 1.190
279 | 261 | 224 | 131 | 144 | 85| 160 | 191 | 136 | 135 1.463

280 | 261 | 207 | 163 | 135| 235| 135| 120 | 105 | 125 11
280 | 258 | 196 | 133 | 122 | 124 | 237 | 194 | 161 | 217 4.290
281 | 265| 208 | 193 | 21| 177 | 104 | 177 | 97| 89 555
282 | 272 | 168 | 165| 70| 198 | 177 | 232 | 133 | 213 13
282 | 171 | 169 | 143 | 117 | 143 | 169 | 40| 104 | 136 35

283 | 268 | 230 | 226 | 65| 163 | 69| 102 | 46| 104 2.310
284 | 280 | 179 | 140 | 158 | 175| 192 | 102 | 266 | 193 319
284 | 268 | 181 | 158 | 72| 257 | 134 | 199 | 146 | 207 | 10.010
285| 250 | 118 | 116 | 185| 169 | 247 | 192 | 146 | 130 231

286 | 209 | 164 | 133 | 105| 138 | 159 | 117 | 114 | 33 10
286 | 231 | 195| 133 | 205| 169 | 159 | 276 | 196 | 88 10
286 | 253 | 236 | 170 | 231 | 58| 156 | 233 | 117 | 134 30
286 | 274 | 155| 118 | 208 | 241 | 184 | 129 | 168 | 87 30
288 | 272 | 204 | 78| 65| 96| 219 | 119 | 196 | 147 55
288 | 230 | 162 | 133 | 98| 138 | 157 | 128 | 123 | 35 143

288 | 235|201 | 111 | 163 | 111 | 201 | 76| 214 | 150 231
288 | 263 | 201 | 163 | 65| 111 | 235| 64| 250 | 214 231
289 | 243|168 | 56| 73| 219| 243 | 219| 191 | 168 35

Tabelle C.6: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 6.
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901 | 00,2 | 00,3 | doa | 012 | 01,3 | d1,4 | 023 | 024 | d34 | Cha(P)
289 | 273 | 168 | 56| 33| 219| 243 | 189 | 231 | 168 35
291 | 260| 222 | 108| 57| 81| 201| 90| 160 | 150 11
291 | 247 | 237 | 156 | 148 | 66 | 177 | 94| 221 | 153 70
291 | 247 | 182 | 179 | 146 | 143 | 130 | 201 | 84| 123 510
294 | 254 | 224 | 182 | 128 | 98| 119 | 170| 93| 98 55
294 | 265 | 244 | 225|169 | 230| 141 | 69| 50| 91 66
294 | 256 | 185 | 140 | 242 | 116 | 196 | 171 | 284 | 130 255
296 | 208 | 204 | 185| 120 | 100 | 185| 100 | 185 | 95 1
296 | 287 | 177 | 133 | 121 | 187 | 201 | 121 | 245 | 184 195
296 | 287 | 177 | 168 | 121 | 187 | 184 | 121 | 245| 201 195
296 | 287 | 184 | 133 | 121 | 168 | 201 | 107 | 245 | 177 195
296 | 281 | 256 | 256 | 48| 152 | 48| 185| 30| 160 231
296 | 251 | 142 | 112| 53| 210| 200 | 185 | 165 | 46 741
299 | 299 | 293 | 185 | 207 | 249 | 264 | 48| 141 | 117 595
301 | 252 | 243 | 124 | 133 | 184 | 187 | 261 | 184 | 133 65
302 | 288 | 138 | 98| 70| 197 | 225| 162 | 230 | 128 143
303 | 274 | 175| 153 | 145| 208 | 156 | 111 | 185 | 148 1
303 | 256 | 244 | 198 | 143 | 61| 126 | 108| 74| 68 95
303 | 288 | 154 | 61| 135| 229 | 244 | 286 | 229 | 135 95
303|193 | 171 | 138 | 190 | 138 | 171 | 148| 89| 69 1.785
303 | 248 | 158 | 134 | 89| 155| 239 | 134 | 158 | 156 | 39.270
304 | 277 | 240 | 86| 69| 272 | 250 | 205 | 209 | 158 91
304 | 265 | 188 | 147 | 56 | 154 | 242 | 147 | 188 | 209 255
304 | 261 | 176 | 160 | 85| 180 | 256 | 190 | 179 | 236 455
304 | 279 | 261 | 160 | 103 | 85| 256 | 162 | 289 | 179 455
305|204 | 190 | 135| 171 | 135| 190 | 54| 171 | 125 14
305|280 | 221 | 108 | 135 | 266 | 203 | 149 | 212 | 217 110
306 | 243 | 228 | 162 | 99| 234 | 156 | 255 | 135| 130 2
306 | 295| 234 | 189 | 209 | 228 | 135| 69 | 146 | 123 2
306 | 254 | 224| 182| 65| 170| 128 | 170 | 93| 98 55
306 | 294 | 224 | 182 | 93| 170| 128 | 98| 119| 98 55
306 | 294 | 254 | 224 | 93| 65| 170 | 128 | 98| 170 55
306 | 282 | 172 | 155 | 192 | 244 | 164 | 124 | 148 | 102 | 15.015
307 | 289 | 238 | 192 | 84| 184 | 161 | 238 | 107 | 230 55
307 | 276 | 174 | 162 | 97| 241 | 161 | 162 | 174 | 192 935

Tabelle C.7: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 7.
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0,1 | G02 | d0,3 | do.a | 612 | 013 | 014 | 023 | O2.4 | 034 | ChA(P)

307 | 255 | 205| 123| 86| 174| 200 | 188 | 174 | 86 966
307 | 218 | 208 | 128 | 100 | 207 | 195 | 118 | 130 | 192 3.927
308 | 240 | 240 | 212 | 187 | 128 | 128 | 60| 77| 32 7
308 | 282 | 177| 70| 70| 155| 282 | 165| 272 | 133 13
308 | 282 | 268 | 177| 70| 48| 155| 38| 165 133 13
309| 279 | 190| 161 | 60| 161 | 190 | 109 | 190 | 169 22
309 | 305|231 | 207 | 36| 162 | 132 | 186| 112 | 186 65
310 | 264 | 247 | 200 | 74| 193 | 170 | 217 | 176 | 57 21
310 | 279 | 234 | 185| 62| 128 | 134 | 150 | 128 | 62 119
310| 309 | 283 | 225| 41| 93| 95| 130 | 114 | 68 154

312 | 271 | 207 | 111 | 209 | 111 | 207 | 208 | 178 | 114 1.785
312 | 244 | 220 | 215| 88| 118 | 202 | 114 | 116 | 205 2.415
312 309|239 | 199 | 93| 199 | 239 | 268 | 178 | 310 | 39.270

315| 279 | 180 | 125 | 108 | 255 | 200 | 165 | 196 | 185 26
315| 294 | 244 | 237 | 147 | 127 | 120 | 230 | 69 | 169 66
316 | 259 | 239 | 168 | 225| 85| 202 | 160 | 98 | 118 47
316 | 300 | 261 | 215| 224 | 73| 141 | 249 | 125 | 136 91

316 | 261 | 255 | 127 | 127 | 131 | 261 | 204 | 262 | 158 2.002
316 | 261 | 255 | 131 | 127 | 131 | 255 | 204 | 158 | 254 2.002
316 | 312 | 239| 93| 268| 93| 239| 199 | 309 | 178 | 39.270
317 | 287 | 244 | 138 | 100 | 161 | 205| 69 | 215 | 206 286

318 | 280 | 265 | 175| 46| 265 | 193 | 265 | 175 | 120 1
319 | 273 | 221 | 221 | 130| 252 | 100 | 130 | 130 | 208 1
319 | 300 | 273 | 225| 41| 130 | 104 | 153 | 105| 78 1
319 | 308 | 186 | 98| 165| 217 | 255 | 130 | 294 | 200 6
319 | 261 | 242 | 198 | 232 | 99| 187 | 247 | 81| 176 35
319 | 261 | 253 | 242 | 232 | 72| 99| 176 | 247 | 81 35
319 | 288 | 198 | 121 | 143 | 169 | 208 | 234 | 169 | 143 35
319 | 288 | 208 | 169 | 143 | 121 | 198 | 176 | 121 | 143 35
319 | 306 | 288 | 242 97| 79| 99| 162| 68| 130 35
319| 312 | 261 | 253 | 91| 232| 72| 153| 79| 176 35
319| 289 | 170 | 155| 190 | 159 | 166 | 221 | 204 | 25 42
319| 265 | 230 | 94| 144 | 219 | 237 | 285 | 219 | 144 91
319|291 | 265| 94| 50| 144 | 237 | 166 | 203 | 219 91
319|291 | 265 | 219 | 50| 144 | 230 | 166 | 240 | 94 91

Tabelle C.8: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 8.
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90,1 | %02 | 00,3 | doa | 012 | 613 | 014 | 92,3 | 024 | 034 | Cha(P)

319 | 253 | 190 | 124 | 198 | 171 | 205 | 243 | 143 | 134 1.190
319 | 279 198 | 171 | 88| 253 | 190 | 171 | 198 | 243 1.190
319|279 | 205 | 171 | 88| 124 | 190| 76| 198 | 134 1.190
319| 279 | 205 | 198 | 88| 124 | 253 | 76| 171 | 143 1.190

320 | 265| 256 | 184 | 165| 96| 144 | 201 | 111 | 120 7
320 | 265| 249 | 218| 65| 79| 138| 64| 122 | 62 15
320 | 285 | 138 | 79| 155| 218 | 249 | 252 | 244 | 62 15
320 316 | 298 | 125| 12| 30| 205| 36| 199 | 188 39

Tabelle C.9: Primitive ganzzahligdiRfecke in allgemeiner Lage - Teil 9.

Wie bereits am Anfang dieses Abschnitts ahmt, folgen nun Koordinatendar-
stellungen deb ganzzahligen &nfecke in allgemeiner Lage, die in der Auflistung
aus [87] fehlen.

(0) (%) (¥ ) (oo ) (s )
0\ 0 )7\ Vo1 )  \ $vor )\ —&VoL )|’
2851 287 324
(6) (%) (e ) (apdhis ) (s )]
0 0 12./715 24./715 NG
19929 20017 29705
(0) (%) (alifs ) (aifg ) (it )]
157 T 157 T 314
10968 18183 9888
(8)7<2§7>7<396’697>7(38%1587>3< 8&%7)
79 158 79
(O>a<319>a<24?i’2 )7( 722?% )’(1618?11 )
0 0 I3 V35 —17V35 V35

Die zugeldrigen Abstandsmatrizen lauten

0 125 107 95 40 0 152 151 37 24
125 0 57 95 95 152 0 17 141 136
107 57 0 40 95 |, 151 17 0 136 133 |,
95 95 40 0 99 37 141 136 O 17

40 95 95 99 0 24 136 133 17 O
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0 157 147 133 95 0 237 192 132 128
157 0 80 48 63 237 0 165 138 115
147 8 0 112 73 |, 192 165 0 72 160
133 48 112 0 57 132 138 72 0 92
95 63 73 57 O 128 115 160 92 O

0 319 288 208 169
3199 0 143 121 198
und 288 143 0 176 121
208 121 176 0 143
169 198 121 143 O

C.2 Anzahl ganzzahliger Vier- und Flinfecke

In Kapitel 10 haben wir Anzahlen(d, m) von ganzzahligemn-dimensionalen
Simplizes mit Durchmesset betrachtet. Da diese Anzahlen nicht nar Sim-
plizes interessant sind, definieren ifd, m, n) als die Anzahl der ganzzahligen
m-dimensionalen Punktmengen mit Durchmessigestehend aus Punkten. Ent-
sprechend definieren wi#(d, m,n) bzw. B(d,m,n) fur ganzzahlige Punktmen-
gen in semi-allgemeiner Lage bzw. allgemeiner Lage. Summieren wir diese Wer-
te fir alled’ < d, so erhalten wir die Funktioneb« (d, m,n), 8- (d, m,n) und
B<(d,m,n). In diesem Abschnitt wollen wir ganz spezigll (d, 2, 4), 3<(d, 2, 4)

und < (d, 2, 5) betrachten. In Tabelle C.10 geben wir Zghst ein paar spezielle
Werte an, die zum Teil Ergebnisse aus [87] korrigieren.

d ﬁé(dv2a4) ﬁ§<d7275) d ﬁﬁ(da274) ﬁﬁ(dv275)
10 2 0] 120 5.417 17
20 27 0| 140 8.122 27
30 100 0| 160 11.651 46
40 258 0| 180 15.500 66
50 438 0 | 200 19.881 75
60 763 0| 250 34.994 158
80 1.819 6 | 300 54.739 236

100 3.240 8| 320 64.076 314

Tabelle C.10: Anzahl von ganzzahligen Vier- urighfecken in allgemeiner Lage.

Um einen ungethren Eindruck von der @Renordnung vorBS (d,2,4) und
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B<(d,2,4) zu bekommen, geben wir die Wertigrfd < 6.000 in Abbildung C.1
graphisch an.

9e+07

T
allgemeine Lage  +
semi-allgemeine Lage

8e+07 |-

7e+07 |

6e+07

5e+07

4e+07 -

3e+07

2e+07 |

1e+07 |

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Durchmesser
Abbildung C.1: Anzahl Bg(d,2,4), der ganzzahligen Vierecke in semi-

allgemeiner Lage, unﬂg(d, 2,4), der ganzzahligen Vierecke in
allgemeiner Lage,iir d < 6.000.

Wir mochten en@hnen, dass in diesem Bereich
Bo(d,2,4) ~d*"" und B<(d,2,4) ~0,98d>

gelten.

In Abschnitt 5.3 hatten wir vorgeschlagen die maximale Anzahl der ganzzah-
ligen Vierecke, die ein gemeinsames Dreieck besitzahenzu betrachten, um
eine gute untere Schrank@rfd(2,n) zu beweisen. Diesen Tipp wollen wir nun
empirisch belegen. Hierzu definieren wir

Y(d) = max|{P | diam(P) = d, |P = A, [P| =4},

wobei A alle kanonischen Dreiecke durchlaufen uRdebenfalls kanonisch sein
soll. Da wir die Anzahl der Punkte auf den Seiten vndie zu den drei Ecken

ganzzahlige Absinde besitzen, nach Abschnitt 5.2 du&édlog fogd) absclatzen
koénnen, fordern wir vorP, dass es in semi-allgemeiner Lage bzw. allgemeiner

Lage liegen soll und bezeichnen die entsprechende Funktidf(alsbzw. T (d).
In Abbildung C.2 geben wir die Werte vdh(d) und in Abbildung C.3 die von
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Y(d) jeweils fur d < 15.000 an. Verglichen mit Abbildung 4.2 sehen sie schon
weitaus vielversprechender aus. Wir sehen, 888, ahnlich wiey, eine sehr

80

Anzahl

O 7 L L L L L L L

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
Durchmesser

Abbildung C.2:Y(d) fur d < 15.000.

unregelnaflige Funktion ist. Wir betrachten nun die beste streng monoton wach-
sende obere Schranke

T(d) = g}%T(d’).
Da wir gerned(2,n) € o(d°'°¢°s4) peweisen viirden, haben wir nétlich die
Hoffung, dassT € O(dlogfogd) gilt (siehe Lemma 5.3.3 und Satz 5.2.1). Um

diese vermutete Absétzung fir T zu motivieren, betrachten wir das Maximum
=(d) der Anzahl der Punkte einer planaren ganzzahligen Punktmenge mit Durch-
messer kleiner gleict, bei denen alle bis auf einen Punkt auf einer Gerade liegen.
In Tabelle C.11 vergleichen wir, jeweils an den Stellen, an dénef) springt, die
bekannten Werte voff' (d) mit denen vorE(d). Da wir in Abschnitt 5.2 gezeigt
haben, das&(d) € O(dloglcogd) gilt, formulieren wir aufgrund dieser empiri-
schen Daten unsere Hoffnung als Vermutung.

C.2.1 Vermutung
T(d) O<d—10gfogd) .
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Fur weitere Informationen zu ganzzahligen bzw. rationalen Vierecken und Po-
lygonen verweisen wir auf die Literatur [2, 3, 4, 9, 13, 14, 32, 33, 34, 88, 100, 124,

157, 158].

d | Y | 2(d) d | T(d) | 2(d) d| T | 2@
1 0 3| 240 14| 22| 3.360| 47 77
4 1 4| 280| 17| 24| 4368 48 84
8 3 5/ 480| 18| 31| 4.947| 49 89
30 4 9| 560| 19| 34| 5040 54| >090
48 5/ 10| 663| 20| 37| 6.000| 56| >98
56 6| 11| 704| 25| 39| 6.825| 61| >103
64 8| 12| 1.105| 26| 45| 9.000| 64| >116
65 9| 12| 1.408| 31| 50| 10.080| 72| >123
135| 10| 17| 1.680| 37| 56| 13.650| 73| > 141
140| 11| 17| 2.863| 38| 72| 14.841| 75| >146
156 | 12| 18] 3.000| 43| 74

Tabelle C.11: Vergleich voff' (d) und=(d).

80 T T

Anzahl

L L
0 2000 4000

L
6000

L
8000

Durchmesser

L
10000

Abbildung C.3:Y(d) furr d < 15.000.

L
12000

L
14000
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C.3 Ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner
Lage

Bei der Konstruktion ganzzahliger Sechsecke in allgemeiner Lage mit einem
Durchmesser kleiner gleich5.000 hat sich herausgestellt, dass sie sehr selten
sind. Deshalb geben wir in den folgenden Tabellen die primitiven ganzzahligen
Sechsecke in allgemeiner Lage vdiistig an.

30,1 0,2 60,3 d0,4 0,5 61,2 61,3 14 O15 823 24 25 634 635 045 chal
174 158 131 85 68 68 85 131 158 127 87 170 136 87 127 2002
316 261 255 131 127 127 131 255 261 204 158 262 254 158 204 2002
319 279 205198 171 88 124 253 190 76 171 198 143 134 243 1190
370 271 209 208 178 209 271 178 208 312 207 111 111 207 114 1785
580 523 367 243 113 113 243 367 523 244 290 486 226 290 244 49742
590 342 325 285 256 256 285 325 342 37 141 130 160 141 37 231
645 469 348 303 286 286 303 348 469 247 194 433 99 194 247 690
650 619 404 314 159 159 314 404 619 377 325 628 318 325 377 167314
656 529 463 207 145 145 207 463 529 142 328 414 290 328 142 29393
713 713 645 392 323 713 392 323 645 323 645 392 407 407 407 3
818 725 632 386 327 327 386 632 725587 409 772 654 409 587 969969
878 841 519 473 219 219 473 519 841 562 402 860 464 402 562 146965
884 683 659 255 233 233 255 659 683 208 442 510 466 442 208 144739
954 881 640 446 277 277 446 640 881 569 477 892 554 477 569 1019711
1046 870 729 367 244 244 367 729 870 339 523 734 488 523 339 49742
1054 841 741 493 345 345 493 741 841 152 696 736 688 696 152 1155
1058 984 621 463 142 142 463 621 984 435 529 926 284 529 435 29393
1120 959 952 561 232 561 232 959 952 637 1102 731 731 816 637 115
1158 1133 915 477 179 179 477 915 1133 332 964 1136 888 964 332 146965
1221 1040 768 603 391 391 603 768 1040 688 473 989 645 473 688 7
1238 975 942 404 377 377 404 942 975 477 619 808 754 619 477 167314
1258 1024 999 703 266 266 703 999 1024 697 737 810 1184 737 697 455
1366 1326 765 659 208 208 659 765 1326 699 683 1318 416 683 699 144739
1386 1122 891 836 684 408 765 850 810 363 858 462 935 225 760 2
1444 1026 920 828 685 950 540 920 913 790 1170 1027 460 395 169 14
1450 1227 1158 632 587 587 632 1158 1227 981 725 1264 1174 725 981 969969
1585 1435 1220 690 656 500 805 1025 993 345 1075 1003 1030 940 98 286
1614 1252 1223 491 466 466 491 1223 1252 515 807 982 932 807 515 [15249

1762 1431 1338 640 569 569 640 1338 1431 831 881 1280 1138 881 831 1019711

Tabelle C.12: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 1.
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30,1 d0,2 %0,3 d0,4 J0,5 O1,2 613 S1,4 O1,5 623 d24 25 834 035 Jas chal
17791646 1125 696 205 205 696 11251646 629 9701529 579 970 629
1807 161510251025 902 6921012 9121591 60011001767 8201353 697

1859 1768 1521 1521 1287 377 520 3771144 253 2991339 207 12241053
187012411200 850 663 663 85012001241 263 759 680 910 759 263
18851242 1026 1007 989 1007 9891242 1026 9721249 299 299 713 972
1886 1886 1392 1246 841 828 61012001275 610 7321623 61010151275
1946 1717 1420 1278 1102 621 918 676 1656 1215 5751125 71017101100
2010 1898 1462 1240 853 1568 1568 9101183 4481022 1617 798 1295 637

206115301139 1000 855 855100011391530 425 9701377 589 970 425
2080 13951378 1118 1075 10751118 1378 1395 1343 347 13701404 347 1343
22611547 1274 1054 1015 1054 1015 1547 1274 8191377 612 612 441 819
2366 2236 14951131 598 598 113114952236 779 16332262 1196 1633 779
2389 1537 1488 1352 1139 1352 1139 1537 1488 281 16351384 1384 1147 281
2475 237515251343 793 65012501948 1748 9001518 1782 702 1098 1320
2504 24211473 1223 515 5151223 1473 2421 1398 1252 2446 1030 1252 1398
2524 24301809 1595 166 166 1595 1809 2430 1431 1825 2344 2294 1825 1431
254216811488 1426 943 94314261488 1681 529 1105 984 1426 1105 529
2552 223121201840 752 365115217521896 8511679 161522801752 1152
25522328 22312120 752 400 36511521896 48513281624 85116151752
260020721840 1215 1080 1152 1800 1475 1600 2232 893 1472 16251000 675
267823121921 1099 810 81010991921 23121391 1339 2198 1620 1339 1391 11
2829 2565 2312 1656 1025 2046 6051725 1886 2123 981 1700 1520 1457 721
28751665 1495 1480 1240 1240 1480 1495 1665 272 629 595 765 629 272
2907 1729 1638 1305 1292 1292 1305 1638 1729 637 434 931 567 434 637
292422792091 1763 9351763 9352279 2091 1748 2838 1394 1394 1394 1748
2993 2091 2074 1066 1017 1066 1017 2091 2074 833 1435 1092 1092 1309 833
312024102319 970 879 970 87924102319 88919401541 15411602 889
3166 2721 2322 1312 1025 1025 1312 2322 2721 1743 1583 2624 2050 1583 1743

3362 3286 2439 2304 1769 288 926 1334 2006 9021138 1822 7651280 685
3520 3293 2960 2336 1850 477 1200 2336 1850 1443 1885 1517 2704 1850 966
3660 3072 2888 2736 2318 1932 848 1599 1708 1336 528 910 874 874 437
3680 3392 3043 2530 2150 2288 858 1380 2220 1573 2702 1258 1272 1368 1920
3828 3569 2736 2656 2058 2107 1548 1204 2430 11051743 1513 688 918 1334

Tabelle C.13: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 2.

966
21

181415831312 774 581 581 774131215831025 907 1548 1162 907 1025 | 70499

35
2109
770
1

14

3

20581708 1519 889 466 466 88915191708 427 1347 1426 1400 1347 427 | 10846

1001
77
110
22
7315
14
15249
3458
385
91
91
11
21285
21
11
110
910
1
133
70499

3206 2879 2410 1524 1223 1223 1524 2410 2879 2251 1603 3048 2446 1603 2251 4370938
3328 2963 2075 1323 509 509 1323 20752963 1118 1664 2646 1018 1664 1118 (438311

455
1
15
7

5
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n

50,1 %0,2 60,3 60,4 0,5 O1,2 613 61,4 S1,5 623 624 25 O34 I35 da5 cha

3834 316126801306 877 87713062680316111291917 26121754 19176609981
3858 348124821640 839 8391640248234811751 1929 3280 1678 1929285448
387233922702 15731258 928 2262 3135 2622 2530 3043 2150 1272 1920 1368
3936 3239 2296 1880 1225 1225 1880 2296 3239 1845 1379 2914 1456 1379 1845
3946 34852924 1778 1401 1401 1778 2924 3485 2521 1973 3556 2802 1973 2521
3969 3670 35423087 3016 133918131764 1135 488 667 854 4691098 799
3999 3567 3036 2790 1885 1734 31951581 3094 1581 8971972 1734 1159 1525
40152916 23502185 11891189 2185 2350 2916 1034 1739 1927 21151739 1034
402933152686 1975 846 84619752686 3315 1139 2300 2679 2449 2300 1139
4147 3978 3744 35203146 1261 1027 1683 1287 2106 598 88423361690 726
41812921 2794 2370 1425 2370 1425 2921 2794 1905 3289 1696 1696 1481 1905
418134762921 23702185 2185 23702921 3476 5653634 4029 3289 3634 565
418134762921 2794 2370 2185 2370 14252921 565 2090 3634 1905 3289 1696
418137803626 1517 551 5511517 3626 37801694 3113 3421 3663 3113 1694
42302952 2867 1927 1638 1638 1927 2867 2952 1955 1271 2214 2444 1271 1955
4248 421627731829 368 36818292773 4216 1989 26354216 2006 2635 1989
4255 2869 2756 2461 1426 1426 2461 2756 2869 1863 1530 1557 3033 1530 1863
4501 4251 3627 2923 2299 2200 3520 1740 3000 1560 2780 2000 3404 1480 2220
4559 3757 3713 2451 2444 836 103422782773 3301618 22231748 2397 695
45803676 2977 2061 1032 1032 2061 2977 3676 1035 2375 2860 2290 2375 1035
4582 3968 2923 2449 646 64624492923 3968 18452511 3366 2844 2511 1845
4624 4017 3297 1921 1391 1391 1921 3297 4017 2430 2312 3842 2782 2312 2430
464042254000 3588 2704 1665 960 1156 26402175 1157 1599 1148 2544 1508
46414284 3675 3640 25351785 2436 11832262 861 1148 2703 14352610 1625
46604533 3276 1864 743 7431864 3276 4533 2223 2941 4526 2588 2941 2223
4664 4400 4389 3239 3025 2024 2585 2755 1749 4301 3999 2585 1160 2024 1424
4775437538712794 600 6002794 387143752954 328140254773 32812954
4862 4264 3549 3076 2652 1482 1339 2058 3094 1573 23401924 817 2223 2464
488847314056 3168 1989 6412288 1976 3289 2727 2133 2970 1224 3393 2187
4896 3880 3429 2853 1784 1784 2853 3429 388033491717 3536 3978 1717 3349
4986 4446 3498 1472 69028803441 354244161119 3182 4224 2426 3393 1058
5094 4660 4331 3904 2599 776 77618702590 5641116 2346 12811884 2085
51604416 3741 3008 2915 2280 1935 2360 2375 3075 1600 2755 1955 890 1315
517542552997 2232 1840 1840 2232 2997 4255 2072 2093 4025 1071 2093 2072
5289 5148 4059 3267 2706 3213 1660 2622 2835 2057 4455 4158 2442 2255 627
5408 4765 4507 2699 2547 2547 2699 4507 4765 4498 2704 5398 5094 27026443884
5436 4633 4321 4068 2952 2627 2365 2664 2556 44241812911 374924711620

7
187
3256678
5
42
182
154
35
7
7
7
2210
7
77
770
21
70
14
455

1121285

1

1
513590
91
741
10

35
168245

7

247
91

11

2

665

Tabelle C.14: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil

3.
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50,1 %0,2 60,3 S04 0,5 S12 613 61,4 S1,5 623 d24 25 34 I35 O4a5 cha

5461 3876 3610 3204 2945 3145 2109 2945 2774 1406 8403059 87418052261
5548 3857 3654 2755 1978 2755 1978 3857 3654 2233 3762 1991 1991 1936 2233
5566 5180 3887 3658 3614 846 3703 2184 3108 2893 1578 3306 184144592772
55904096 3401 2378 2257 2378 2257 4096 3401 2025 3690 1935 1935 1440 2025

5644 47713787 2007 1105 11052007 3787 47711592 2822 4014 2210 2822 1592 ]

57505644 4625 4350 4150 1458 1539 3240 1620 1053 2106 2106 1755 1215 2700

5758 4809 4572 2410 2251 2251 2410 4572 4809 3669 2879 4820 4502 2879 3669 4

577352905225 4225 38352691 7022484 2166 2925 1143 3375 2430 1500 2418
58254953 3550 2725 1598 1598 2725 3550 4953 2783 2332 4499 2475 2332 2783
583054674187 2597 1573 1573 2597 4187 5467 1440 4536 5544 3816 4536 1440
5841 5069 4484 4002 3599 1300 3835 1989 2950 4225 1079 2970 3614 1475 2201
5875 4407 3525 3350 2068 2068 3350 3525 4407 1302 3337 3589 3575 3337 1302
5926 4992 3969 2075 1118 1118 2075 3969 4992 1527 2963 4150 2236 2963 1527
5952 4526 42403074 2173 4526 3248 3074 3965 1326 4180 2849 3074 2173 1749
6061 552950354161 3869 9502736 4370 2208 3154 4560 1702 1786 2544 3358
6084 585051355130 3950 2106 1781 2466 3686 8454140 2300 3425 1975 4600
6085 3706 3535 3250 2483 2483 3250 3535 3706 1053 2196 1665 3015 2196 1053
6097 57255251 2738 2356 1058 2430 3375 4995 3136 3007 5041 3105 3375 2430
6104 4901 34222794 1917 1917 2794 3422 4901 1537 2755 4258 1332 2755 1537
61755200 3600 3200 2950 2457 3145 3105 4185 3680 2160 2430 2000 3250 1350
6237 4687 4392 2709 1946 1946 2709 4392 4687 2695 2494 3551 3789 2494 2695
6253 5402 4186 4097 2067 2775 2665 5250 5200 1360 2775 3625 2665 2665 2050
6253 6253 5402 4186 4097 4056 2775 2665 5250 1449 2665 2706 1360 2775 2665
6316 4949 4855 2059 1983 1983 2059 4855 4949 2524 3158 4118 3966 315823220
632257513918 268011291129 2680 3918 5751 2631 3161 5360 2258 3163626341
6489 5459 4738 2668 2227 2668 2227 5459 4738 3399 5633 3266 3266 3565 3399
6496 3965 3828 3712 3536 2544 3074 371230721007 1748 624 754 5781216
6516 5984 4573 2465 2379 3700 2665 4141 4287 1955 4641 3787 2788 2200 1204
6542 54735350 2848 2769 2769 2848 5350 5473 4567 3271 5696 5538 327 146671
654957955007 4371 4089 1096 1566 2262 3348 902 1426 2284 708 1998 1410
657957194998 2583 2499 1012 2829 4662 4182 2737 4046 3430 2499 2583 924
6685 4393 37453430 2674 2674 3430 3745 4393 2520 1095 2865 2625 1095 2520
6688 64985184 4221 2304 646 3968 2923 4736 3366 2511 4698 1845 4608 2997
6698 6698 3961 3904 3728 4560 5491 3306 3030 3059 3306 4950 237539611776
6700 6096 4488 2596 1980 1540 3619 6080 4928 4158 6100 4620 2783 2541 1760
6762 632152655151 4095 1323 1653 4059 3157 2064 2808 2324 3864 2340 1804
6792 6343 4525 3253 1999 1999 3253 4525 6343 4198 3396 6506 3998 339®4d/886

L

858
65
10

119

1089878

14

1370938

14
266
17
14
646
438311
1

91
14
4466
11
170
11
56810
1

1

130
15

210
390
286
455

39

Tabelle C.15: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 4.
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50,1 %0,2 60,3 60,4 0,5 O1,2 613 61,4 S1,5 623 624 25 O34 I35 da5 cha

6822 65255481 4770 3888 1863 4995 2128 3150 6264 2015 3627 4539 3105 1638
6864 5588 4233 3753 2948 2948 3753 4233 5588 4585 1945 5720 4110 1945 4585
6960 637551854375 3960 2535 5183 2665 4056 2890 3250 2535 4440 1855 2665
6960 63755185 5185 3960 2535 5183 1855 4056 2890 2890 2535 4624 1855 3007
6962 5787 4920 2482 1751 1751 2482 4920 5787 2517 3481 4964 3502 3481b@%ih4s
69705919 5334 2924 2521 2521 2924 5334 5919 4203 3485 5848 5042 3485 4203
7011 6344 60355742 2988 1765 1166 5031 5049 2139 3286 3844 5053 4433 2790
7028 5437 5371 2151 2095 2095 2151 5371 5437 2384 3514 4302 4190 3512423548
7047 6688 6498 5184 4221 2449 1845 2511 2844 646 3968 2923 3366 2511 1845
707456904979 2197 1516 1516 2197 4979 5690 1319 3537 4394 3032 353264:3583
717269395202 5037 3111 4391 3266 2465 4123 6327 3144 4422 3201 3111 1938
717571756969 6020 4263 3150 4624 1855 2968 1586 1855 3458 3007 4056 1855
7186 6052 4777 2491 1266 1266 2491 4777 6052 1645 3593 4982 2532 3593 1645
7194 6194 4635 4341 3508 3508 4341 4635 6194 5929 2023 7042 5376 2023 5929
7198 6786 3900 3380 2301 5888 6052 3956 5428 2964 5980 6900 4160 4551 1495
7198 6045 5546 2832 1343 1343 2832 5546 6045 1591 4773 4988 5074 4773 1591
7198 6771 6045 2257 1343 2257 1343 6771 6045 2784 7076 5452 5452 4988 2784
72257085 6052 5655 5291 1050 1717 2590 2044 1073 1820 2366 877 1839 2366
726060615164 3448 1727 1727 3448 5164 6061 3625 3525 5170 4940 3525 3625
7263 6600 5580 4950 4590 1513 1749 5487 3141 1260 4050 2070 4050 1458 2700
7368 67154607 3161 1427 1427 3161 4607 6715 3238 3684 6322 2854 36843288
7397 6757 5605 3995 3703 1680 5488 5152 4292 6272 5488 4388 1680 2652 1212
7436 6253 6253 5402 2067 2535 2535 2190 5785 4056 2775 5200 1449 4264 3625
7436 65455785 5200 44395115 2067 4524 3075 3420 1455 3900 2535 1392 2601
7439 5886 5589 3445 2020 3445 2020 5886 5589 3375 6139 3886 3886 3911 3375
74737102 45593478 1961 1961 3478 4559 7102 4181 37207261 314937204181
7488 6384 48804633 1767 3264 3008 6001 5745 4096 3128 5016 5288 3128 4096
75117462 6090 5510 4214 2499 4669 3741 3325 2632 2208 3976 11604144 3016
76256840 6275 5760 5035 2875 2875 2231 4725 5751656 2375 1219 2000 2581
76307630 71105760 3318 381541602990 6713 69558305152 5850 4503 6222
7654 5809 5291 3825 2025 2025 3825 5291 5809 3330 3286 4136 5164 3286 3330
76807040 6528 572047301280 2112 2200 3910 2752 2320 2810 10124118 3135
7682 6561 6283 4345 4199 1363 2871 4437 3509 3016 3944 2552 2088 2552 1856
773375335832 4059 2664 2176 3364 5104 5476 4860 6048 4932 2088 4608 3720
77655464 4747 4251 3468 4251 3468 5464 4747 1563 5963 4444 4444 2971 1563
7820 6804 6669 5346 4644 5984 1241 2494 5016 5049 5346 2376 1485 3825 3510

11
133
1
1

D

8256678
42

]

455

D

70
1

1218151

1495
231
7315
7315
1
22134
494

33

1

1
7106
170170
15
33
11
15
266
7

35
455
45885

7825 6655 4950 3249 2650 1720 4375 5456 6425 4345 4888 4905 1719 5200 3961

29

Tabelle C.16: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Tei

5.



C.3. Ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage 223

50,1 %0,2 60,3 S04 0,5 S12 613 61,4 S1,5 623 d24 25 34 I35 O4a5 cha

7956 6698 6305 3434 2899 3434 2899 6698 6305 4953 70724121 4121 5746 4953
7995 6084 48794641 4346 4641 4346 6084 4879 1387 7293 5950 5950 4633 1387
8029 747564755957 4600 1786 4144 2590 3431 2430 3312 3105 4662 3375 1863
8066 6771 6469 2257 1767 2257 1767 6771 6469 2360 6068 5028 5028 4988 2360
808566785291 2926 2793 2793 2926 5291 6678 3059 3772 6279 2783 3772 3059
809159455742 5295 4959 2204 4959 3036 5742 4147 1560 3886 2613 7047 4746
81126461 61715967 4745 1989 2349 3159 3393 2160 3042 2106 918 1566 1872
8118 6929 6533 5842 4726 5453 5635 2296 4004 462 4389 3087 4389 2919 1932
817961354408 4341 3836 3836 4341 4408 6135 1807 4524 6149 3107 4524 1807
835267856726 4465 1974 4465 197467856726 2773 7886 6137 6137 5340 2773
8400 7824 694056405510 936 148031203380 9862964 2561 2000 2000 2600
8448 70405742 5597 3712 5632 3630 2915 4864 6622 4173 5632 2465 2146 2291
85056811 5400 5292 2660 3850 3375 5859 6125 2125 2303 5425 2916 3500 4816
8526 6769 4774 4565 4340 33255852 4199 4774 2793 2356 4669 2299 4774 2655
85417884 754073327062 8732769 1287 234919761104 14822808 798 2106
8556 5980 5640 4674 3999 3496 2964 3990 5859 2380 1634 4981 1494 3111 3381
8556 67895022 3174 191941855766 6210 6675 2139 3645 5010 1896 3509 1635
85906919 4995 4085 1739 1739 4085 4995 6919 2366 3626 5292 3080 3626 2366
86747157 6782 3444 3181 3181 34446782 7157 5015 4337 6888 6362 433B503% 4
875554114977 4118 3694 3694 4118 4977 5411 2492 1339 3033 2609 1339 2492 ]
8758 785254234379 1210121043795423 7852 3189 4983 7038 4524 4983 3189
8769 8004 6068 5504 5328 7803 6549 3615 6882 2112 5412 2706 3564 814 3608
89006917 6463 2493 2047 2047 2493 6463 6917 1004 4450 4986 4094 4458050626
8959 7602 5642 4046 3136 2162 3534 5202 7505 3136 3584 5642 2688 5054 2422
8967 8526 3045 2565 1419 7497 6622 7998 7614 8729 6009 8073 4080 1736 2616
9061 7544 5986 3725 3285 3285 3725 5986 7544 4510 3869 7301 4161 3869 4510
9114 8736 6678 5642 4626 2562 7728 4991 8448 5586 3458 6810 3059 2304 3473
9116 7208 6149 4876 3655 4876 3655 7208 6149 2109 8268 6273 6273 4386 2109
91308086 8052 7304 7241 5256 7018 5874 7089 1802 1038 21451276 853 1233
91767943 65725129 4756 4617 3348 4185 4860 2295 3672 5913 1593 3672 2295
9246 8319 8178 7598 7006 2385 3552 5344 37125217 6721 4847 1856 1184 1888
927891245009 4563 1198 1198 4563 5009 9124 4795 4639 9126 2396 4639 4795
9288 8364 7912 7839 43205412 4816 68315832 7241617 4116 2033 3608 3969
9288 5472 5203 4429 3960 3960 4429 5203 5472 589 2387 2232 2666 2387 589
9304 9215 8879 8569 5560 2649 633 3423 5616 3066 1026 7095 3720 5001 7089
9315 7625 7605 6885 6745 2860 1800 3078 2750 1580 7902970 1422 1610 2444
9315 7650 7625 6885 6745 2925 2860 3078 2750 4225 3825 1475 7902970 2444

168245
1

11
170170
10
1190
35

10
2170
91
231

7

26

6

170
22
182
62
f
2259290
1330
455

15
5
37
15
42
805
1
7315
249458
5
65
2
14
14

Tabelle C.17: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 6.



224 Anhang C. Anzahlen und Auflistungen von ganzzahligen Punktmengen

50,1 %0,2 60,3 d0,4a 05 12 613 61,4 O15 623 24 J25 34 O35 a5 ChaﬁL

9361 65125888 46234477 4477 4623 5888 6512 5200 1955 6105 4945 1955 5200 7
9381 82806903 4995 31314665 70805160 6375 2835 3375 6365 3240 6095 3085 11
9408 887854185145 445969705586 7497 5243 9256 3848 5448 7098 4046 3136 55
9425 7632 754047854200 2257 5655 4930 7535 3620 2895 5304 3625 3620 289% 1
9440 831954724096 21832183 409654728319 37054225767020804225370%5 231
9471 9016 6868 6728 6552 3857 3857 5551 3087 2204 2752 4816 1764 3220 4816 5
9472 82148192 4366 3040 6290 4864 6290 6528 14308177 5746 74105408 3094 231
9522 91458556 7797 7006 2483 5106 2139 4208 2701 3698 2461 5727 1922 4181 36190
9525 8580 7488 63505568 1530 5313 6350 4257 5772 6520 3852 1462 3072 3082 7
9530 81128097 4507 4498 4498 4507 8097 8112 7641 4765 9014 8996 47 G5s#6rddd

9542 8466 6021 3787 1592 1592 3787 6021 8466 33154771 7574 3184 47 71b3&YS

9555 625357404655 3458 3458 4655 5740 6253 1463 3498 3289 4235 3498 1463 10
9600 8960 7660 7252 2150 2240 1960 2552 7850 2100 1932 7590 768 59855727 663
9648 9112 7236 5896 5632 7504 2814 5092 4720 7973 4154 8584 4288 1916 4488 455
9750 793072936084 595044204407 4134 5300 6643 2366 6600 4641 1387 4346 1
9765 7995747174716850 72306526 5084 7865 836 2206 1405 1446 15212829 238
9807 636552904867 477247724867 5290 6365 145540825513 2677 40821455 1870
9842 75907106 7007 6314 2548 4368 3381 5796 4004 847 5104 4389 1452 5313 10

9898 94746177 4855 2524 2524 4855 6177 9474 5949 4949 9710 5048 49425948
9955 9594 8450 7995 4200 5795 3045 3500 5795 3016 7995 6954 5005 4850 4005 1
9984 7680 76006760 6660 7680 2800 3640 3540 5200 740051002800 950237% 231
10023 9061 6851 4095 4056 8424 4392 6768 6669 4752 9384 5655 5304 2847 3861
10043 872947413234 313654728448 7348 7107 4800 7700 5775 5500 3075 2450
10062 95469204 87327095 10321014 13708643 1422 9628901 9447659 7973
10082 7956 71105746 46314114 2992 4752 5767 3366 4862 3403 1936 3071 2935
10089 8415807580756137 33756536 21854123 8075 3400 2584 4845 6137 2584 91
10089 8840 7650 7446 6902 2950 2610 3000 4888 3400 1700 5916 2040 2584 4352 231
10116 6408 6085 4369 4356 4356 4369 6085 6408 3107 2041 4212 3146 2041 310y 2030
10120 8680 7836 3724 3381 4080 3604 7684 7429 1156 5236 7259 4624 6171 4165 13
10182 967956484610 811 81146105648 967942315091 9220 1622 5091s42:3:k
10240 10240 56104740 1580 4480 8630 6020 8668 6250 7700 8916 6525 5084 3239 39
10246 675852395085 3924 3924 5085 5239 6758 25111757 414212761757 2511 170
10295 9160 7958 6800 3800 2295 4913 3785 8585 5882 3800 6800 2538 8262 6120 1001
10314 70706751 6594 3840 3776 6020 38406594 2516 896 3910314048793174 247
10373 9840 7626 5530 3649 2173 3649 8847 7626 4674 7250 6601 8096 5945 2679 91
1042510011 8618 8165 7695 2106 2223 2340 4680 1521 3042 3042 1755 2535 3900 14
10449 825076806144 5676 3576 6513 61505160 2950 2756 4576 1728 6228 4680 119

Tabelle C.18: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 7.



C.3. Ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage 225
30,1 90,2 0,3 %0,4 %05 OS1,2 813 814 15 0d23 34 Od25 34 035 45 chal

10560 10095 7040 57004096 7905 8800 6540 6976 3445 4680 9361 2860 7424 4796 7
10604 9196 8721 64796479 5720 1925 6875 5445 5405 9405 2915 5200 4180 6820 29
10625 9675 6665 65794925 2450 5390 5236 6550 6020 3402 5000 5390 5220 1678 26
10695 8464 7475 39253640 2737 5750 7310 7531 5589 5661 5032 3600 6175 3145 11
1073510373 9963 9538 8757 628 1532 1273 2852 1840 837 2960 1717 1440 2453 182
10846 8091 6919 59455797 5945 5797 8091 6919 1292 9164 7936 7936 6732 1292 455
10874 10542 6453 53712384 2384 5371 645310542 6285 5437 10742 47685437 6285 24845483
10880 9086 8375 81286160 7590 3525 4320 4800 8550 9150 6930 825 2475 2640 39
10920 7176 6882 58884108 4446 6063 5368 6838 5478 3496 3224 2114 4256 2380 15
10935 9963 9717 82628235 6318 8178 7533 4590 1968 2187 2592 1515 3952 2997 7
10946 9813 8544 53504567 4567 5350 8544 9813 8307 547310700 9134 5473 8307 3870947311
11015 10615 10460 9042 946 470 3795 2077 10511 3925 179310131 311897068492 (1345890
11040 9100 7847 63846175 4040 3914 5760 5210 1568 2744 5200 1862 3648 3914 31
11115 10875 6875 5225280510680 4760 10750 8544 7600 5950 10680 6050 4840 6050 21
1113511049 4624 4454 4318 10744 7569 10349 6873 7225 671510033 2890 2958 5372 2002
11232 10744 7533 58052776 2776 5805 753310744 7261 589110960 7398 5891 7261 77
11264 9114 8448 77284991 2162 5632 7904 7505 4626 6678 5642 2304 3473 3059 15
1128811100 7475 64744212 5220 3915 6786 8700 49590 4698 10440 3393 5655 6786 14
11368 10059 8648 5082 3808 7973 4560 6650 8120 10043 8673 6517 3610 6680 3430 13
11380 10611 6591 4979 1319 1319 4979 6591 10611 4548 5690 9958 2638 5690 4548 266865830
11388 11025 10500 9464 8064 1392 3072 2080 3480 4200 1624 3654 3584 2856 2128 231
11400 10374 8450 79955795 6954 4850 4005 5795 3016 7995 5795 5005 3045 3500 1
11492 11492 9116 9009 2492 10816 11040 5525 9200 2720 552511184 5525 9200 7595 1
11495 8778 8645 62925005 6061 5928 6149 6600 8911 2750 5929 6929 4368 3289 51
11564 10602 8432 6324 6324 3959 9628 5590 5408 6076 6324 4557 8432 6076 2418 55
11583 7189 6422 63995832 6422 7189 5832 6399 7189 5530 1771 17715530 3969 17
11592 9614 5152 40043335 5014 9016 8428 9407 9522 8118 8901 1764 1863 981 5
11594 10043 8448 7348 7107 4620 9130 4620 6580 4741 3234 3136 5500 3075 2450 39
11628 9945 5400 54004402 4131 8052 7452 7530 5055 7695 6969 6000 4582 1482 14
11630 9101 8122 45523969 3969 4552 8122 9101 5159 4837 7868 6174 4837 5159 71630
11640 11155 10600 4559 3760 2425 6640 8051 8120 4255 6984 8075 6059 8760 3431 91
11696 11286 9880 87215814 3526 2136 10591 7174 2546 7695 5700 8569 5054 4845 2
11803 11726 11570 90108450 1705 1047 3497 4343 2704 2784 5304 3920 3640 4200 1
11810 10418 8207 5007 3368 3368 5007 8207 10418 6161 5905 10014 6736 59056161 2189690321
11906 10924 7583 5277 2690 2690 5277 758310924 5893 5953 10554 5380 5953 5893 13990982082
11960 8464 7533 55804968 8280 4465 6785 7360 6475 7475 4600 2430 33753105 11
11960 9920 8280 73606785 5032 8464 4968 5589 3640 3200 6175 4600 7475 3105 11
11968 10048 8256 53305291 6144 7552 7002 9339 2176 5082 5253 3914 3173 2964 3255
12104 10779 7473 4777 1645 1645 4777 747310779 3798 6052 9554 3290 6052 3798 1218151
12144 11375 4715 36753325 3625 747511115 9269 6808 9317 9240 4225 2600 5005 51
12168 9375 8450 72007080 2832 5408 5328 6144 3200 2550 4080 1900 5920 4080 231
1217011086 9875 36001595 2280 3555 893010875 4539 8246 9645 6325 8880 2995 91
12312 10000 6561 6399 5848 5848 6399 6561 10000 7201 3841 10808 4050 3841 7201 1001
12403 11571 9367 7657 6840 2960 8250 5050 6445 5510 5510 4845 7600 3895 3895 1
1244412339 8671 66965646 2145 6325 6900 8910 7700 6075 9735 7015 3355 6630 14
12489 12445 11356 75145168 6116 8987 7367 7367 3399 10981 7923 12070 7956 4726 70
12496 10579 9656 55253720 5525 3720 10579 9656 674511346 6919 6919 7616 6745 123
12544 11088 10854 98015136 8736 4190 3527 7488 4554 9603 7488 5508 5898 5235 95
12567 11875 11050 9250 8300 3058 3515 3565 4483 875 2925 5175 2344 47302430 14
12597 11571 7344 7267 5616 10944 6279 5824 8463 6735 7552 12567 833 6048 5369 55
12648 11584 10752 10080 8688 2366 4056 2847 4704 5408 1664 5068 4368 2160 3558 55
12674 12182 7757 62193044 3044 6219 775712182 7465 6337 12438 6088 6337 7465 23834724914

Tabelle C.19: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 8.



226 Anhang C. Anzahlen und Auflistungen von ganzzahligen Punktmengen

30,1 9%0,2 %,3 %0,4 %,5 61,2 %13 S1,4 %15 623 24 Y25 34 635 a5 cha

12686 10188 9759 4525 4198 4198 4525 9759 10188 5997 6343 9050 8396 6343 5997 693878766
12720 12342 10527 7888 6460 1302 6783 5152 8260 7623 4522 7378 7105 9947 3332 13
12727 10043 9434 5060 4539 5060 4539 10043 9434 6409 9537 5746 5746 7565 6409 42
12727 12302 10813 3190 1019 1019 319010813 12302 2229 10608 11949 9603 10608 2229 555
12744 11800 11475 9288 8397 1416 10971 5832 5103 11375 5952 3813 5553 11457 6075 11
12754 11636 7817 5413 2130 2130 5413 7817 11636 5197 6377 10826 4260 6377 5197 171876562
12768 12350 10545 8645 5705 2318 9633 6517 12103 7505 484510695 3800 5720 5880 3
12832 11544 7728 7585 7215 3080 5200 10335 6865 4920 7585 7215 7585 2385 9250 1
12906 11562 11448 6882 4929 5856 6858 6324 7995 1014 7540 7291 8034 7473 2511 77
12920 12818 10268 8738 8381 1818 6732 483812699 5250 5644 11475 7306 6375 11305 506
12936 12488 11760 7350 1925 3248 2520 1197011165 1144 9746 10579 9702 9877 6125 6
12958 8381 8091 5589 5549 5589 5549 8381 8091 4640 5920 2880 2880 4960 4640 455
12988 12439 8093 6375 3301 3301 6375 8093 12439 7804 6494 12750 6602 6494 7804 596539086
13018 10266 7859 5191 4684 4684 5191 7859 10266 4205 5375 9230 2820 5375 4205 90706
13018 12052 7915 5743 2334 2334 5743 791512052 5873 6509 11486 4668 6509 5873 249143466
13020 12210 8510 6923 634811730 697010087 9792 5900 5353 6018 3197 3082 713 247
13034 12635 9268 4802 1045 1045 4802 9268 12635 5031 8631 12312 6930 8631 5031 629
13079 12341 11374 10231 9635 2460 3135 2898 3526 1035 2622 3854 2157 3431 1276 442
13086 12992 11760 8526 4949 2210 1614 6612 8425 3248 5390 8085 6174 7301 3773 6
13090 9856 7392 6314 6144 7238 6650 7623 7198 3136 3850 7040 1106 3936 3670 39
13161 10701 10379 4920 4280 4920 428010701 10379 6640 10209 6889 6889 8881 6640 3003
13234 9699 9329 4913 4607 4913 4607 9699 9329 4930 7828 5198 5198 6432 4930 1155
13242 12527 7910 6148 2519 2519 6148 7910 12527 6667 6621 12296 5038 6621 6667 2808910
13266 10787 7889 6901 5795 6901 579510787 7889 740612328 5382 5382 3956 7406 5
13350 12675 10959 10610 8112 8685 4551 4520 7578 4524 4795 4797 401 3471 3278 1
13370 10360 10017 9805 8555 3150 3367 9315 8875 1127 8325 7475 7208 6392 1360 11
1343011052 9483 4607 3238 3238 4607 9483 11052 4281 6715 9214 6476 6715 4281 1371608238
13485 12095 9315 6750 6417 1800 12000 8475 8808 11800 7775 7072 472511592 6993 11
13632 11745 10440 7040 3432 9537 5928 979211016 391513345 11577 10120 9192 3672 35
1377811332 10399 5171 4470 4470 517110399 11332 6781 6889 10342 8940 6889 6781 9273226963
13834 13350 7479 6463 1004 1004 6463 7479 13350 6141 6917 12926 2008 6917 6141 30596566
13906 13384 11424 9216 8036 3915 7344 5166 5904 3864 4296 6426 4320 6720 2460 143
14025 11800 11781 9690 9100 5425 2346 5355 6125 5149 2450 7700 4029 3871 5530 6
14079 13833 12445 11400 5225 6288 1976 701112464 7112 1197310048 5225 11400 12635 51
14124 13380 9075 8772 8140 4440 10659 6000 7480 7245 4680 9200 5373 10285 5560 21
14186 11126 10747 4517 4200 4200 4517 10747 11126 5077 7093 9034 8400 7093 5077 3774901
14190 13818 8820 8428 4875 3732 6630 6278 12915 5082 7546 13857 4928 9705 6647 19
1419310304 8664 7752 7125 4015 8265 7125 7752 6200 3160 4661 6840 2451 4503 91
14250 10170 9834 6150 5125 7320 5616 9000 10075 2184 4080 8645 3816 7259 5125 1
14269 12121 11560 11288 8432 2262 10971 6629 8983 9231 4913 6851 4352 3808 3264 15
14314 13011 10332 6782 5015 5015 6782 1033213011 9543 7157 13564 10030 7157 9543 18503914
14360 11178 8989 7582 6021 7582 602111178 8989 379112596 8883 8883 5282 3791 1430
14365 13156 12110 11989 10100 8073 8625 9558 6785 1242 2025 3496 957 2990 3599 14
14370 13682 8143 6607 1832 1832 6607 8143 13682 6511 718513214 3664 7185 6511 9804275481
14375 14375 11615 8125 6565 12650 12696 9500 10650 2990 6750 7940 4700 5454 1690 14
1443211832 11832 9380 7841 9464 4360 5668 11009 11136 5668 4223 5668 11009 5559 1
14501 13544 13038 12818 10370 5955 1939 2669 4199 4394 3626 6506 800 3212 3468 1
14536 14336 11872 11542 8960 5688 4504 3009 8704 2912 6042 5824 3520 4368 6698 15
14575 12675 11050 5200 3778 8500 3625 1262511391 8125 8125 8939 9750 8104 2686 1
14690 14690 12197 9880 9250 3900 4797 5070 9360 2553 5070 7140 3003 4797 5070 1
1472112936 12412 9135 7414 5607 2491 6384 7505 4052 7959 7678 4843 5474 1919 78
14742 14168 11440 9352 7999 3430 6422 5530 9559 8712 5040 10881 5832 3969 6399 17

Tabelle C.20: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 9.



C.4. Anzahl ganzzahliger Tetraeder 227

50,1 %02 %03 %04 %05 %12 913 S14 O15 023 O34 O35 034 035 d45 cha
14790 11135 11049 7569 7225 7225 7569 11049 11135 10744 4624 11560 11832 4624 10744 2002
14814 13832 13104 12257 10752 4636 2340 7912 4758 5824 11214 3416 5698 4368 8645 1015
14911 11830 10478 9100 5846 7293 5239 11661 10175 3380 13650 9988 10478 7224 4346 114
14916 14421 12621 12179 10100 2013 4437 6613 6136 5790 4750 6851 8840 2549 8501 1
2
i}

14965 11388 10370 8687 5085 8687 5085 11388 10370 4862 13651 9537 9537 6545 484 1
14976 13275 8414 7550 6021 6021 7550 8414 13275 4931 9575 14166 5596 9575 493[1 24871

Tabelle C.21: Primitive ganzzahlige Sechsecke in allgemeiner Lage - Teil 10.

C.4 Anzahl ganzzahliger Tetraeder

In Abschnitt 10.1 haben wir die Anzahl(d, 3) der ganzzahligen Tetraeder mit
Durchmessed betrachtet und eine®herungsformel sowie die ersten paar exakten
Werte angegeben. In den folgenden Tabellen geben wir alle Werte (b8) fur

d < 500 an.

Wir mochten bemerken, dass wir die angegebenen Zahlen durchandlige
Konstruktion bestimmt haben. Dabei haben wir allerdings die Technik des impli-
ziten Erzeugens benutzt, wenn auch auf sehr eingéskte Weise. Mit Hilfe von
Algorithmus 3.2.2 durchlaufen wir die Kombinationen der kanonischen und se-
mikanonischen Dreiecke, verzichten aber auf den DurchlauflMon, z3). Die
Verschmelzung von zwei Dreieckeny und x; lasst noch einen Abstand unbe-
stimmt. In Abschnitt 3.3 haben wir beschrieben, wie wir ein Interf@lb] be-
stimmen knnen, so dass sich die Verschmelzung wgrund z; genau dann in
denE? einbetten dsst, wenn der unbestimmte Abstand aus| gewahlt wird.

Man kann sichiberlegen, dass die kanonischen Tetraeder durch eine Teilmenge
[u, 0] C [u, o] bestimmt sind. Man braucht also nur daséf§tex € [u, o] bestim-

men, mitx(z) = kanonisch. Hierzu gibt es mehrere &lichkeiten. Zuachst
schi&nkt man das Intervall aiif;, min(o, d)] ein. Eine Mdglichkeit ist die Verwen-
dung der bidren Suche, die zu einem Aufwand VOimin (o, d) — u) fuhrt.

Wir sprechen hier von impliziten Erzeugen, da wir diex(or — u + 1,0)
ganzzahligen Tetraeder, die sich aus der Verschmelzung:yamd x; ergeben,
nicht wirklich konstruieren. Stattdessen haben wir sozusagen die Abstandsmatrix
mit einer Unbestimmten angegeben und die Werte vardurch die zwei Gren-
zen eines Intervalls beschrieben. Durch diese Technik istoggich, ganzzahlige
Tetraeder mit Durchmesseérfur hinreichend grof3eé schneller zu konstruieren
als der Computer die zugéhgen Bits anfassen kann.

Eine weitere Mglichkeit, das @gilte z € [u,min(o,d)] mit x(z) =
kanonisch zu bestimmen ist es, nur die Werdg; und d; ; — 1 zu betrachten,
wobei §; ; die bestimmten Absinde aud’(zy, ;) bezeichnen soll. Bei diesem
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Vorgehen niissen nur maximah(m + 1) Kanonizi@tstests durchgéhrt werden,
was bei konstanter Dimension einem konstanten Aufwand entspricht.

a(d,3) | d ald,3) | d a(d,3) d a(d,3)
1] 33| 1.005.214| 65| 29.783.292| 97 | 220.570.260

41 34| 1.166.797| 66 | 32.145.746| 98 | 232.180.129

16 | 35| 1.348.609| 67 | 34.657.375 99 | 244.275.592

45| 36 | 1.552.398| 68 | 37.322.859| 100 | 256.866.619
116 | 37 | 1.780.198| 69 | 40.149.983| 101 | 269.975.550
254 | 38 | 2.033.970| 70 | 43.145.566| 102 | 283.610.746
516 | 39 | 2.315.942| 71| 46.318.399| 103 | 297.795.621
956 | 40 | 2.628.138| 72 | 49.673.679| 104 | 312.538.533
1.669| 41| 2.973.433| 73| 53.222.896| 105 | 327.861.267
10 2.760| 42 | 3.353.922| 74 | 56.969.822| 106 | 343.779.633
11 4.379| 43 | 3.773.027| 75| 60.926.247| 107 | 360.310.876
12 6.676 | 44 | 4.232.254| 76 | 65.098.817| 108 | 377.468.428
13 0.888| 45 | 4.735.254| 77 | 69.497.725| 109 | 395.279.081
14 | 14.219| 46 | 5.285.404| 78 | 74.130.849| 110 | 413.752.313
15| 19.956| 47| 5.885.587| 79 | 79.008.179| 111 | 432.911.580
16 | 27.421| 48 | 6.538.543| 80 | 84.138.170| 112 | 452.770.678
17| 37.062| 49| 7.249.029| 81 | 89.532.591| 113 | 473.357.380
18 | 49.143| 50 | 8.019.420| 82 | 95.198.909| 114 | 494.679.480
19| 64.272| 51| 8.854.161| 83 | 101.149.823| 115 | 516.769.476
20 | 82.888| 52 | 9.756.921| 84 | 107.392.867| 116 | 539.638.043
21 | 105.629| 53 | 10.732.329| 85 | 113.942.655| 117 | 563.311.240
22 | 133.132| 54 | 11.783.530| 86 | 120.807.154| 118 | 587.806.250
23 | 166.090| 55 | 12.916.059| 87 | 127.997.826| 119 | 613.149.416
24 | 205.223| 56 | 14.133.630| 88 | 135.527.578| 120 | 639.349.793
25| 251.624| 57 | 15.442.004| 89 | 143.409.248| 121 | 666.452.571
26 | 305.861| 58 | 16.845.331| 90 | 151.649.489| 122 | 694.457.782
27 | 369.247| 59 | 18.349.153| 91 | 160.268.457| 123 | 723.397.831
28 | 442.695| 60 | 19.957.007| 92 | 169.272.471 124 | 753.294.720
29 | 527.417| 61 | 21.678.067| 93 | 178.678.811] 125 | 784.173.528
30 | 624.483| 62 | 23.514.174| 94 | 188.496.776| 126 | 816.054.763
31| 735.777| 63 | 25.473.207| 95 | 198.743.717| 127 | 848.966.752
32 | 861.885| 64 | 27.560.402| 96 | 209.427.375| 128 | 882.929.116

O©CO~NOOULE, WN P&

Tabelle C.22: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiifl < d < 128.
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Anzahl ganzzahliger Tetraeder

d

a(d,3)

d

a(d,3)

d

a(d,3)

129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163

917.973.194

954.119.305

991.398.384
1.029.825.039
1.069.446.680
1.110.271.536
1.152.334.932
1.195.660.068
1.240.285.329
1.286.227.132
1.333.524.594
1.382.200.653
1.432.289.098
1.483.817.182
1.536.824.477
1.591.326.553
1.647.370.931
1.704.979.654
1.764.192.720
1.825.036.265
1.887.549.071
1.951.757.450
2.017.712.225
2.085.427.843
2.154.955.009
2.226.323.422
2.299.573.962
2.374.730.742
2.451.849.494
2.530.951.605
2.612.086.272
2.695.280.888
2.780.596.424
2.868.048.149
2.957.694.293

164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198

3.049.559.162
3.143.698.500
3.240.146.331
3.338.951.502
3.440.134.268
3.543.780.126
3.649.896.694
3.758.542.173
3.869.758.448
3.983.598.001
4.100.089.139
4.219.299.938
4.341.258.803
4.466.032.790
4.593.653.168
4.724.179.176
4.857.645.442
4.994.123.918
5.133.638.641
5.276.266.139
5.422.038.744
5.571.025.138
5.723.257.096
5.878.807.390
6.037.715.058
6.200.045.198
6.365.845.844
6.535.183.811
6.708.087.280
6.884.650.594
7.064.900.320
7.248.911.394
7.436.727.480
7.628.433.180
7.824.056.682

199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233

8.023.682.148

8.227.353.208

8.435.150.548

8.647.118.435

8.863.330.234

9.083.837.903

9.308.721.357

9.538.028.568

9.771.841.896
10.010.209.821
10.253.222.963
10.500.903.450
10.753.379.072
11.010.665.457
11.272.858.984
11.540.029.913
11.812.239.467
12.089.543.813
12.372.071.267
12.659.826.302
12.952.913.355
13.251.404.399
13.555.395.124
13.864.909.821
14.180.068.428
14.500.918.460
14.827.566.110
15.160.068.364
15.498.506.093
15.842.955.902
16.193.521.188§
16.550.246.886
16.913.236.257
17.282.565.687
17.658.332.884

Tabelle C.23: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif129 < d < 233.
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d a(d,3) d a(d,3) d a(d,3)
234 | 18.040.591.869 269 | 36.222.565.121 304 | 66.776.021.181
235 | 18.429.446.549 270 | 36.900.953.395 305 | 67.881.702.961
236 | 18.824.978.194 271 | 37.589.498.715 306 | 69.001.972.339
237 | 19.227.281.739 272 | 38.288.253.684 307 | 70.137.002.684
238 19.636.418.984 273 | 38.997.381.171 308 | 71.286.888.887
239 | 20.052.509.372 274 | 39.716.969.687 309 | 72.451.833.235
240 | 20.475.584.436 275 | 40.447.150.514 310 | 73.631.946.952
241 | 20.905.826.207 276 | 41.188.007.56Q 311 | 74.827.406.203
242 | 21.343.233.231 277 | 41.939.722.247 312 | 76.038.301.748
243 | 21.787.936.645 278 | 42.702.326.875 313 | 77.264.865.271
244 | 22.240.025.127 279 | 43.476.013.590 314 | 78.507.170.924
245 | 22.699.589.548 280 | 44.260.846.692 315 | 79.765.414.755
246 | 23.166.712.363 281 | 45.057.028.301 316 | 81.039.761.336
247 | 23.641.513.032 282 | 45.864.566.583 317 | 82.330.341.168
248 | 24.124.035.119 283 | 46.683.674.823 318 | 83.637.264.560
249 | 24.614.429.558 284 | 47.514.418.542 319 | 84.960.795.422
250 | 25.112.753.73Q 285 | 48.356.980.089 320 | 86.300.970.558
251 | 25.619.124.378 286 | 49.211.444.44Q 321 | 87.658.059.514
252 | 26.133.616.539 287 | 50.077.928.783 322 | 89.032.139.905
253 | 26.656.371.096 288 | 50.956.557.623 323 | 90.423.413.054
254 | 27.187.425.616 289 | 51.847.531.687 324 | 91.831.974.246
255 | 27.726.924.827 290 | 52.750.878.982 325 | 93.258.093.137
256 | 28.274.949.522 291 | 53.666.800.656 326 | 94.701.864.849
257 | 28.831.622.757 292 | 54.595.390.546 327 | 96.163.449.741
258 | 29.397.000.831 293 | 55.536.792.603 328 | 97.643.012.04Q
259 | 29.971.246.089 294 | 56.491.115.791 329 | 99.140.764.018
260 | 30.554.402.29Q 295 | 57.458.539.448 330 | 100.656.779.530
261 | 31.146.611.716 296 | 58.439.155.413 331 | 102.191.370.052
262 | 31.747.975.982 297 | 59.433.140.480 332 | 103.744.550.239
263 | 32.358.593.00Q 298 | 60.440.578.76Q 333 | 105.316.590.014
264 | 32.978.539.369 299 | 61.461.658.788 334 | 106.907.629.863
265 | 33.607.991.756 300 | 62.496.428.392 335 | 108.517.828.13§
266 | 34.246.990.276 301 | 63.545.176.640 336 | 110.147.344.725
267 | 34.895.687.321 302 | 64.607.896.475 337 | 111.796.464.340
268 | 35.554.164.681 303 | 65.684.805.319 338 | 113.465.191.274

Tabelle C.24: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif234 < d < 338.
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231

d

a(d,3)

d

a(d,3)

d

a(d,3)

339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373

115.153.808.855
116.862.463.817
118.591.393.244
120.340.661.184
122.110.547.407
123.901.164.748
125.712.765.764
127.545.476.597
129.399.510.030
131.275.003.995
133.172.240.148
135.091.291.098
137.032.437.489
138.995.822.720
140.981.669.021
142.990.105.758
145.021.392.187
147.075.701.467
149.153.224.453
151.254.154.886
153.378.707.430
155.526.991.341
157.699.405.308
159.895.927.415
162.116.904.447
164.362.467.506
166.632.865.162
168.928.286.004
171.248.947.225
173.594.984.150
175.966.711.782
178.364.255.326
180.787.925.048
183.237.785.998
185.714.212.935

374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403
404
405
406
407
408

188.217.270.232
190.747.279.327
193.304.430.027
195.888.956.881
198.500.969.780
201.140.869.064
203.808.692.441
206.504.811.308
209.229.379.522
211.982.621.005
214.764.710.019
217.576.012.87(
220.416.672.309
223.286.890.321
226.186.964.470
229.117.077.365
232.077.439.486
235.068.427.167
238.090.046.371
241.142.763.522
244.226.662.765
247.342.041.949
250.489.089.204
253.668.185.627
256.879.395.196
260.123.075.814
263.399.396.125
266.708.736.40(
270.051.165.359
273.427.105.688
276.836.635.698
280.280.133.816
283.757.829.033
287.269.963.909
290.816.720.995

409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439
440
441
442
443

294.398.515.577
298.015.449.981
301.667.890.400
305.356.017.668
309.080.167.804
312.840.509.671
316.637.407.005
320.471.044.426
324.341.780.204
328.249.789.098
332.195.407.013
336.178.761.897
340.200.430.664
344.260.373.554
348.358.970.543
352.496.548.355
356.673.346.257
360.889.642.665
365.145.743.577
369.441.844.396
373.778.340.955
378.155.411.085
382.573.467.504
387.032.607.566
391.533.379.213
396.075.825.044
400.660.329.364
405.287.210.697
409.956.798.298
414.669.209.328
419.424.964.730
424.224.122.232
429.067.235.064
433.954.446.706
438.886.088.735

Tabelle C.25: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif339 < d < 443.
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d

a(d, 3)

d

a(d, 3)

d

a(d, 3)

444
445
446
447
448
449
450
451
452
453
454
455
456
457
458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478

443.862.410.857
448.883.852.108
453.950.579.502
459.062.981.878
464.221.321.997
469.426.010.051
474.677.140.160
479.975.287.283
485.320.550.345
490.713.368.610
496.153.997.275
501.642.766.026
507.179.994.548
512.766.118.425
518.401.253.297
524.085.853.718§
529.820.175.414
535.604.657.804
541.439.452.586
547.325.114.181
553.261.716.093
559.249.806.718
565.289.609.649
571.381.479.435
577.525.697.652
583.722.794.232
589.972.835.181
596.276.412.669
602.633.663.52(
609.045.109.988§
615.510.919.875
622.031.632.874
628.607.371.973
635.238.678.668
641.925.821.731

479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499
500
501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
511
512
513

648.669.164.978
655.468.974.700
662.325.849.577
669.239.890.299
676.211.549.630
683.241.218.437
690.329.209.913
697.475.889.543
704.681.712.271
711.946.872.588§
719.271.866.926
726.657.026.971
734.102.767.707
741.609.293.480
749.177.291.709
756.806.817.107
764.498.374.503
772.252.331.967
780.069.183.914
787.949.084.861
795.892.673.360
803.900.006.59(
811.971.813.224
820.108.276.791
828.309.872.048
836.576.796.924
844.909.812.326
853.309.006.408
861.774.837.685
870.307.762.669
878.908.167.924
887.576.322.187
896.312.905.643
905.117.973.855
913.992.267.356

514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
538
539
540
541
542
543
544
545
546
547
548

922.935.912.971
931.949.466.23(
941.033.256.137
950.187.884.593
959.413.475.890
968.710.675.797
978.079.728.301
987.521.224.487
997.035.394.413
1.006.622.871.65(

1.016.283.850.25%

1.026.018.902.83¢
1.035.828.452.183
1.045.712.893.57¢
1.055.672.510.051
1.065.708.117.25§
1.075.819.652.783
1.086.007.916.407
1.096.273.173.623
1.106.615.989.114
1.117.036.621.557
1.127.535.667.047
1.138.113.488.13¢
1.148.770.604.147
1.159.507.332.16%
1.170.324.228.93%
1.181.221.582.297

1.192.200.180.466

1.203.260.108.221
1.214.402.009.647
1.225.626.233.37¢
1.236.933.380.58§
1.248.323.735.061
1.259.798.008.623
1.271.356.311.46§

Tabelle C.26: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif444 < d < 548.
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d ald,3) | d a(d,3) d a(d,3)
5491 1.282.999.446.634584 | 1.747.577.980.624619 | 2.337.933.783.52
550| 1.294.727.625.864585 | 1.762.592.281.487620 | 2.356.880.503.87
551| 1.306.541.502.915586 | 1.777.709.619.722621 | 2.375.950.039.39
552 1.318.441.295.899587 | 1.792.930.481.008622 | 2.395.142.772.71
553 1.330.427.885.279588 | 1.808.255.307.378623 | 2.414.459.284.05
554|1.342.501.328.66589 | 1.823.684.978.399624 | 2.433.900.177.74
555 1.354.662.276.278590 | 1.839.219.599.855625 | 2.453.466.296.70
556| 1.366.911.183.03/1591 | 1.854.860.008.5311626 | 2.473.157.873.27
557 1.379.248.584.788592 | 1.870.606.552.237627 | 2.492.975.665.11
558 1.391.674.870.92{1593 | 1.886.460.000.156628 | 2.512.920.394.42
559 1.404.190.625.24]594 | 1.902.420.548.330629 | 2.532.992.608.86
560| 1.416.796.092.768595 | 1.918.489.173.292630| 2.553.192.617.53
561| 1.429.492.165.069596 | 1.934.666.010.940631 | 2.573.521.670.48
562| 1.442.278.951.212597| 1.950.951.830.388632 | 2.593.979.730.51
563| 1.455.157.128.509598 | 1.967.347.190.697633 | 2.614.567.828.61
564 | 1.468.127.019.401.599 | 1.983.852.571.098634 | 2.635.286.375.41
565 1.481.189.372.93[1600 | 2.000.468.396.580635 | 2.656.136.086.10
566 1.494.344.484.682601| 2.017.195.717.495636 | 2.677.117.474.97
567| 1.507.592.844.182602 | 2.034.034.427.768637 | 2.698.231.436.45
568 1.520.935.026.578603 | 2.050.985.542.292638 | 2.719.478.226.17
569| 1.534.371.594.3911604 | 2.068.049.436.2211639 | 2.740.858.734.70
570| 1.547.902.823.110605 | 2.085.226.757.018640| 2.762.373.382.78
571| 1.561.529.503.18/1606 | 2.102.517.973.362641 | 2.784.023.167.29
572| 1.575.251.802.83607| 2.119.923.781.132642 | 2.805.808.169.35
573| 1.589.070.555.266608 | 2.137.444.542.369643 | 2.827.729.616.54
5741 1.602.986.002.544609 | 2.155.081.072.687644 | 2.849.787.664.98
575|1.616.998.831.45[610| 2.172.833.776.006645 | 2.871.983.234.35
576| 1.631.109.389.184611| 2.190.703.327.198646 | 2.894.316.944.36
577| 1.645.318.535.52[1612 | 2.208.690.152.82647 | 2.916.789.342.24
578 1.659.626.257.208613 | 2.226.795.116.074648 | 2.939.400.864.36
579 1.674.033.463.189614 | 2.245.018.444.844649| 2.962.152.870.10
580 1.688.540.496.999615 | 2.263.360.907.194650 | 2.985.045.178.54
581|1.703.148.026.294616 | 2.281.823.030.884651 | 3.008.078.977.49
582| 1.717.856.325.605617 | 2.300.405.665.328652 | 3.031.254.621.21
583 1.732.666.266.800618 | 2.319.108.893.456653 | 3.054.572.991.15
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Tabelle C.27: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif549 < d < 653.
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d a(d,3) | d ald,3) | d a(d,3)
654 | 3.078.034.522.795689 | 3.994.716.850.59)7724 | 5.117.846.624.87
655| 3.101.640.170.632690 | 4.023.791.436.076725| 5.153.290.173.30
656| 3.125.390.308.35y691 | 4.053.035.500.459726 | 5.188.929.711.54
657 3.149.285.725.605692 | 4.082.448.946.6783727| 5.224.766.259.07
658| 3.173.327.033.648693 | 4.112.033.065.565728 | 5.260.800.281.37
659| 3.197.515.120.518694 | 4.141.788.498.05[L729| 5.297.033.177.49
660| 3.221.850.132.598695 | 4.171.715.932.665730| 5.333.465.204.48
661| 3.246.333.512.981696 | 4.201.815.928.494731| 5.370.097.621.91
662 | 3.270.965.244.781697 | 4.232.089.800.914732| 5.406.930.766.96
663| 3.295.746.350.916698 | 4.262.537.523.70F7733 | 5.443.966.075.53
664 | 3.320.677.308.8811699 | 4.293.160.422.277734| 5.481.203.808.19
665 | 3.345.759.050.265700 | 4.323.958.989.350735| 5.518.644.955.02
666 | 3.370.992.026.491701 | 4.354.934.230.235736 | 5.556.290.633.51
667 | 3.396.377.203.356702 | 4.386.086.461.288737 | 5.594.141.586.83
668| 3.421.914.780.151703 | 4.417.417.034.448738| 5.632.198.175.92
669 | 3.447.605.933.778704 | 4.448.926.053.599739| 5.670.461.848.01
670| 3.473.451.085.128705 | 4.480.614.830.183740| 5.708.932.993.27
671| 3.499.451.102.466706 | 4.512.483.982.850741 | 5.747.612.981.42
672| 3.525.606.351.486707 | 4.544.534.096.882742 | 5.786.502.108.37
673| 3.551.918.116.108708 | 4.576.765.892.523743 | 5.825.601.565.80
674 | 3.578.386.483.720709 | 4.609.180.662.139744| 5.864.911.900.46
675| 3.605.012.442.631710| 4.641.778.539.134745| 5.904.434.386.58
676| 3.631.796.660.928711 | 4.674.560.765.225746 | 5.944.169.554.35
677| 3.658.739.976.487712| 4.707.527.885.88( 747 | 5.984.118.390.96
678| 3.685.842.744.449713 | 4.740.680.895.400748 | 6.024.281.640.46
679| 3.713.106.077.351714 | 4.774.020.080.649749| 6.064.660.340.50
680| 3.740.530.243.895715 | 4.807.546.919.562750| 6.105.255.057.38
681| 3.768.116.545.100716 | 4.841.261.644.505751 | 6.146.067.272.01
682| 3.795.865.199.479717| 4.875.165.326.878752 | 6.187.097.075.59
683| 3.823.777.078.572718 | 4.909.258.739.863753 | 6.228.345.927.83
684 | 3.851.852.843.155719 | 4.943.542.513.530754 | 6.269.814.408.91
685| 3.880.093.505.304720 | 4.978.017.317.88R755| 6.311.503.501.00
686 | 3.908.499.342.705721 | 5.012.684.809.112756 | 6.353.413.814.46
687| 3.937.071.408.239722| 5.047.544.805.708757 | 6.395.546.981.28
688 3.965.810.244.575723| 5.082.598.472.588758 | 6.437.902.991.27
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Tabelle C.28: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif654 < d < 758.



C.4. Anzahl ganzzahliger Tetraeder
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d

a(d,3)

d

a(d,3)

d

a(d, 3)

759
760
761
762
763
764
765
766
767
768
769
770
771
772
773
774
775
776
777
778
779
780
781
782
783
784
785
786
787
788
789
790
791
792
793

6.480.483.219.92
6.523.288.334.62
6.566.319.651.18
6.609.577.387.5]]
6.653.063.131.66
6.696.777.169.46
6.740.720.730.11
6.784.894.908.75
6.829.300.283.01
6.873.937.508.33
6.918.808.325.74
6.963.912.738.78
7.009.252.419.15
7.054.827.728.53
7.100.639.975.46
7.146.689.672.11
7.192.978.242.03
7.239.506.094.42
7.286.274.586.21
7.333.284.410.96
7.380.536.625.31]]
7.428.031.732.46
7.475.771.656.60
7.523.756.424.35
7.571.987.185.02
7.620.464.885.69
7.669.190.874.85
7.718.165.609.95
7.767.390.386.63
7.816.865.741.78
7.866.593.056.47
7.916.573.028.48
7.966.806.824.86
8.017.295.016.01
8.068.039.424.56

494
95
1796
7797
&98
799
B00
B01
802
‘803
B04
B05
4806
B07
B08
B09
310
B11
812
B13
B14
B15
B16
@17
B18
@19
B20
B21
B22
B23
B24
B25
B26
B27
828

8.119.039.958.87|
8.170.298.138.61
8.221.814.981.80
8.273.591.490.28
8.325.628.158.84
8.377.926.739.33
8.430.487.428.68
8.483.311.873.76
8.536.400.668.32
8.589.755.007.08
8.643.375.455.65
8.697.263.802.26
8.751.420.418.88
8.805.846.385.57
8.860.542.781.80
8.915.510.840.28
8.970.750.902.68
9.026.265.140.17|
9.082.053.287.80
9.138.117.232.89
9.194.457.670.69
9.251.075.605.06
9.307.971.891.95
9.365.148.300.45
9.422.604.900.25
9.480.343.279.05
9.538.364.312.05
9.596.669.273.61
9.655.258.664.83
9.714.134.329.24
9.773.296.398.55
9.832.746.509.26
9.892.485.720.96
9.952.514.906.58
10.012.834.904.23

@29
‘B30
B31
B32
B33
B34
B35
B36
B37
B38
B39
B40
B41
B42
843
B4
@45
'B46
B47
B48
B49
4850
851
B52
B53
B354
B55
B56
@57
B58
'B59
860
B61
B62
863

10.073.447.344.70
10.134.352.633.28
10.195.552.425.20
10.257.047.318.51
10.318.838.899.45
10.380.927.509.24
10.443.314.970.84
10.506.001.740.63
10.568.989.420.83
10.632.278.808.55
10.695.870.926.57
10.759.766.492.47
10.823.968.132.91
10.888.475.179.92
10.953.289.498.45
11.018.412.183.21
11.083.844.172.45
11.149.586.485.60
11.215.640.679.35
11.282.007.354.28
11.348.688.081.08
11.415.683.412.73
11.482.995.121.87
11.550.623.495.39
11.618.570.602.66
11.686.836.816.02
11.755.423.596.55
11.824.331.976.71
11.893.563.385.28
11.963.118.190.85
12.032.998.537.75
12.103.204.603.04
12.173.738.315.84
12.244.600.382.92
12.315.792.173.74

Tabelle C.29: Anzahk(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif 759 < d < 863.
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236 Anhang C. Anzahlen und Auflistungen von ganzzahligen Punktmengen

d

a(d,3)

d

a(d,3)

864
865
866
867
868
869
870
871
872
873
874
875
876
877
878
879
880
881
882
883
884
885
886
887
888
889
890
891
892
893
894
895
896

12.387.314.216.367
12.459.168.763.55¢
12.531.356.123.59¢
12.603.877.709.894
12.676.734.645.671
12.749.928.189.204
12.823.459.073.334
12.897.329.403.57¢
12.971.539.369.19]
13.046.090.688.041
13.120.984.417.46]
13.196.221.508.021
13.271.803.345.044
13.347.731.432.38]
13.424.006.317.13¢
13.500.629.653.094
13.577.602.128.303
13.654.925.792.83]
13.732.600.803.334
13.810.629.632.34¢
13.889.012.083.57¢
13.967.750.212.53]
14.046.845.249.76]
14.126.298.067.94¢
14.206.109.637.734
14.286.282.218.80¢
14.366.815.798.424
14.447.712.415.76¢
14.528.972.762.45]
14.610.598.895.471
14.692.590.873.23%
14.774.950.806.234
14.857.679.487.871

3 897
b 898
b 899
4 900
? 901
1902
1 903
3 904
[ 905
b 906
[ 907
b 908
4 909
3910
5911
D 912
3913
[ 914
1915
) 916
5 917
| 918
[ 919
5 920
1921
D 922
1923
b 924
| 925
? 926
b 927
1928
? 929

14.940.778.744.08]
15.024.249.135.90¢
15.108.092.236.43¢
15.192.308.794.063
15.276.901.257.951
15.361.869.673.98]
15.447.215.741.021
15.532.940.704.2054
15.619.046.032.59]
15.705.532.477.29]
15.792.402.018.62]
15.879.655.145.72]
15.967.293.658.34¢
16.055.318.499.34¢
16.143.731.654.754
16.232.533.192.971
16.321.725.735.374
16.411.309.410.524
16.501.286.094.364
16.591.657.094.664
16.682.423.759.021
16.773.586.920.98]
16.865.148.541.207
16.957.109.053.081
17.049.470.695.54¢
17.142.234.178.84]
17.235.401.224.56¢
17.328.972.280.11¢4
17.422.950.096.04
17.517.334.790.18]
17.612.128.093.081
17.707.331.348.58]
17.802.946.101.294

[ 930
5 931
3 932
3933
? 934
| 935
? 936
b 937
| 938
[ 939
[ 940
| 941
3 942
) 943
) 944
3 945
1 946
1947
1 948
1949
[ 950
| 951
b 952
? 953
3 954
8 955
) 956
D 957
3 958
[ 959
? 960
1 961
1962

17.898.972.827.48¢
17.995.414.226.49¢
18.092.270.317.64(
18.189.543.391.361
18.287.234.204.27]
18.385.344.240.57¢
18.483.874.725.00(
18.582.827.743.42]
18.682.203.720.08]
18.782.004.647.83
18.882.231.158.104
18.982.885.809.08¢
19.083.968.600.82(
19.185.481.984.09

19.287.426.420.018
19.389.804.000.43]
19.492.615.962.121
19.595.863.585.091
19.699.547.830.18¢
19.803.671.054.43]
19.908.233.784.85¢
20.013.237.839.034
20.118.684.214.36]
20.224.575.161.56(
20.330.910.806.333
20.437.693.685.523
20.544.924.668.044
20.652.605.404.52]
20.760.736.959.21¢
20.869.321.079.54

20.978.358.597.821
21.087.852.400.78]7
21.197.802.129.16]

Tabelle C.30: Anzahi(d, 3) ganzzahliger Tetraedeiif864 < d < 962.



D Verbotene minimale Graphen
bzw. Abstandsmatrizen

D.1 Verbotene minimale Graphen flir Simplizes
mit Seitenl &ngen zwei und drei
In Abschnitt 10.3 haben wir die Abbildung, , betrachtet, die einen Grapheén

ausn Knoten auf eine Abstandsmatrix mit Abstanden auga, b} abbildet. IstA
kein Simplex imE™~!, so haben wig als verboten bezeichnet. Einen ver-

LA
S

s S
g ges
apEgas

Abbildung D.1: Verbotene minimale Graphéirfa, b} = {2,3} - Teil 1.
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238 Anhang D. Verbotene minimale Graphen bzw. Abstandsmatrizen

botenen Graphen, bei dem kein echter Untergraph verboten ist, haben wir als ver-
botenen minimalen Graphen bezeichnéir fu, b} = {2,3} geben wir in Abbil-

dung D.1 und in Abbildung D.2 die verbotenen minimalen Graphen acisstens

8 Knoten vollsandig an.

N A

Abbildung D.2: Verbotene minimale Graphdirfa, b} = {2, 3} - Teil 2.

D.2 Verbotene Abstandsmatrizen mit
Abst anden a und a+1

In Abschnitt 10.3 hatten wir empirisch festgestellt, dagsaf < 9 jeder Graphg
aus tochstensy + 1 Knoten, zu einem Simplex, 1 ,(G) mit Abstandena und
a + 1 fuhrt. In Lemma 10.3.4 konnten wir zeigen, dass der Graph

G=Klap UK op)

ausa + 2 Punkten zu einer Abstandsmattix 1 ,(G) fuhrt, die kein Simplex ist.
Fura < 5 ist dies das einzige Beispiel dieser Art. Der Vdistligkeit halber listen



D.2. Verbotene Abstandsmatrizen mit Absindenaund a+1 239

wir diese Abstandsmatrizen, die keine Simplizes sind, noch mal explizit auf:

0 4 4 3 3
02 1 gg;; 40 4 3 3
20 1), |5 5 53 || 44033/,
110 5 9 3 0 3330 4
33340
05 5 4 4 4 06 6 655 5
6 06 655 5
50 5 4 4 4
6 6 065 5 5
55 0 4 4 4
.l 66 6 0555
444055
55550 6 6
444505
L4455 0 55556 0 6
55556 6 0

Fur6 < a < 9 gibt es mehrere Abstandsmatrizen mit Atglern: unda+1, die
keine Simplizes sind. Da wir diese verbotenen Abstandsmatrizen weiter untersu-
chen nidchten, transformieren wir sie auf Abstandsmatrizen mit &wdént und
x = GTH In Abschnitt 10.3 hatten wir bereits e@nt, dass edif jeden Graply
ausn Knoten einen Werg gibt, so dass,; 1 (G) flrz < ¢ ein Simplex ist, aberifr
x > ¢ kein Simplex ist. Im Folgenden geben wir die verbotenen Abstandsmatrizen
mit Abstanderns unda + 1 zusammen mit den zugétigeng-Werten an.

Verbotene Abstandsmatrizen aBunkten:

0O z = 1 1 1 1 0 z z =z 1 1 1 1
z 0 1 1 1 1 z 0 1 1 1 1
z z 0 1 1 1 1 z ¢z 0 1 1 1 1
r z z 0 z 1 1 1 r z x 0 1 1 1 1
1 1 1 2 0 z z x 1 1 1 10 z x x
11 1 1 = 0 z = 1 11 1 2z 0 x «x
1 1 1 1 2 = 0 x 1 1 1 1 2 2 0 x
1 1 1 1 z = 2 0 1 1 1 1 2 = = 0
¢ = /90 + 10v/21 ~ 1,1654 ¢ =2V3~1,1547
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1
1
1
1

0 =z = =z

z 0 = =

1

z x 0 =z
z x x 0

1

0 = =

z 0 = =z
1 z = 0 =z

z x 0

1

986 + 102v/33 ~ 1, 1661

L
34

¢ =

Verbotene Abstandsmatrizen &uPunkten:

1
1

xr x 0 z 1

0 =z = «x

x 0 x =z

1

1
1 0 =z =z =z
1
1

1
1

x x x 0

1

r 0 = =z =z
x x 0 =z =z
x x x 0 x

1 2 =z = 0

1

1

1

1

1
z 0 =z x =z
1 2 0 =z =z

0 =z =z =z

z 0 = = =z

z xz 0 o =z

z z = 0 =z

z z x x 0
1

1
1

1
1
1
1

zr x x 0 x

1 2 2 =z x 0

54+ 21/217 ~ 1,1420

1

§:§

310 ~ 1, 1359

2
31

S

Verbotene Abstandsmatrizen alsPunkten:

Ozzaxx1 1111

0z 2xz2x1 1111

zrx 0z 211111

zxx 0x 11111

zrxxx 021111

111120z 2x2xz
11 1112x202x2xzx
11111 xzxz02xzx
11111xz2x 0z
11111xzx2x200

Ozzaxz2x1 1111

0 x2xz2x1 1111

zox 0z 211111

rxx 0x 11111

rxxx 011111

111110z2x22xz
11111202z 2xz
1111122z 02xz
11111 xzx 0z
11111 x2x2x2x20

42 + 14v/2 ~ 1,12303

1

S=7

5~ 1,11803

1
2

¢ =
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Ozzzz 11111 Oz zxzaxzzxzaoz 1111
0z 2xz2x1 1111 r 0z z2xzx1 111
zx 0z 211111 rx 0z 221 111
xroxx 0z 11111 zor oz 0zxzxz1l111
rxxzzxz 011111 rxxxz0x1111
111110z 2x22x1 zrxxxzx 01111
11 1112x20x2zxzx 1111110z 2xz
111112z 02xzx 1111112 0z2x«x
11111xz2x2 0z 111111z 2x20zx
111111zzz0 111111zxzx2x00

¢ = g5 V/3162+ 62741 ~ 1,12322 ¢ =214~ 1,12390

Wir stellen empirisch fest, dass der Wert wpuanter den verbotenen Abstands-
matrizen aus Punkten @ir

A :w%l(G:K[%} UKLHJ)

2

das Minimum annimmt. Zusammen mit5 < ¢ < n=1 fijhrt uns dies zu:

n—2

D.2.1 Vermutung Die Anzahla({a,a + 1}, m) der Simplizes mit Ab&hdena
und a + 1 stimmt genau dann mit der Anzahl der Graphen auf- 1 Knoten
Uberein, wenm > m gilt.
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