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Kurzfassung

Verschrdankungsstrukturen in
multidimensionalen diskreten Quantum Walk Modellen

In der vorliegenden Arbeit wird der Einflul verschrankter Coin Startzustdnde auf multidi-
mensionale diskrete Quantum Walk Modelle untersucht. Durch die sich ergebenden Orts-
korrelationen, ist es moglich die Struktur der Verschrinkung zu analysieren und die Ver-
schrinkung selbst zu messen. Dazu werden fiir eindimensionale Multicoin Modelle und fiir
multidimensionale Modelle die Ortskorrelationen als Funktion allgemeiner Coinzustéinde
exakt abgeleitet und mit der Verschrinkung von Zustdnden aus unterschiedlichen Ver-
schrinkungsklassen verglichen. Fiir die eindimensionalen Mittelwerte wird ein direkter
Zusammenhang mit einem Verschrinkungsmafl abgeleitet. Die Struktur der berechneten
Mittelwerte kann direkt mit den Elementen der Dichtematrix bzw. der reduzierten Dichte-
matrix in Zusammenhang gebracht werden. Durch kombinierte Betrachtung unterschiedli-
cher Erwartungswerte lassen sich auch komplizierte Verschréankungsstrukturen verstehen.

Abstract

Entanglement structures in
multidimensional discrete Quantum Walk models

In this thesis, the influence of entangled coin states on multidimensional discrete Quantum
Walk models is investigated. With the space correlation functions it is possible not only to
analyze the structure of the entanglement, but also to measure the resulting entanglement.
Two different type of models are analyzed, one-dimensional models with multiple coins
and multidimensional models. The space correlation functions are calculated exactly as
functions of general coin states and are compared with the entanglement of states from
different entanglement classes. For the one-dimensional mean values, a direct connection
to an entanglement measure has been found. The structure of the calculated mean values
can be directly connected to the elements of the density matrices resp. the reduced density
matrices. With the combination of different mean values it is possible to understand also
complex entanglement structures.
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Kapitel 1

Einfiihrung & Motivation

Quantum Mechanics:
Real Black Magic Calculus
Albert Einstein

Die Theorie der Quanteninformation (QI) beschéftigt sich mit der Anwendung der Quan-
tenphysik auf Fragestellungen der Informationstheorie. Berechnungen sollen schneller,
Kommunikation sicherer und Dateniibertragung effizienter gemacht werden. Einen Ge-
samtiiberblick bietet das Standardwerk von Nielsen und Chuang [92]. Grundlagen sind
die, fiir den klassischen Betrachter, Besonderheiten der Quantenphysik: die Superpositi-
on der Zustédnde eines Teilchens und die Verschrankung der Zustdnde mehrerer Teilchen.
Verschiedenste Protokolle aus dem Bereich der Quantenkommunikation sind theoretisch
erforscht und experimentell umgesetzt worden. Die absolut sichere Verschliisselung ist das
Ziel der Quantenkryptographie. Mehrere Protokolle sind nunmehr bekannt. Die Superpo-
sition ist die Basis des BB84 Protokolls [14] von Bennett und Brassard. Das Protokoll nach
Ekert [41] beruht auf verschriankten Zusténden. Mittlerweile werden Geréte, basierend auf
quantenkryptographischen Grundlagen, kommerziell vertrieben. Die Verschrinkung der
Zusténde mehrerer Teilchen stellt die Ressource weiterer QI Protokolle dar. Ein Highlight
ist die sogenannte Quantenteleportation [15] mit der experimentellen Umsetzung durch
Bouwmeester et al. [23]. Die experimentelle Ubertragung der Information eines Zustandes
wird heutzutage iiber mehrere Kilometer erfolgreich geschafft [83,111]. Weitere Protokolle
beschiiftigen sich beispielsweise mit Superdense Coding [17], der Ubertragung von zwei
klassischen Bits mit einem Quantenbit (Qubit). Ein Hauptanliegen der QI Forschung ist
daher das Verstidndnis bzw. die Charakterisierung verschrénkter Zustéande.

Das grofle Ziel der Quanteninformationstheorie ist der Bau eines Quantencomputers. Ein
solches System besteht wie im klassischen Fall aus Hardware und Software. Die Hardware-
seite beschéftigt sich mit der Bereitstellung der Architektur, z.B. moglicher Quantengatter.
Ein Stichwort ist hier die koh#rente Kontrolle von Quantensystemen. Aktuell gelingt die
Kontrolle von 12 Qubits [91]. Der Dekohérenz [122] steht die Quantenfehlerkorrektur [105]
ebenbiirtig gegeniiber. Die Softwareseite bemiiht sich um Entwicklung der Algorithmen
zur Losung bestimmter Aufgaben und Probleme, die im klassischen Fall nur mit erheb-
lichem Aufwand zu berechnen wiren. Bisherige Meilensteine auf der Softwareseite sind
der Suchalgorithmus von Grover [53] und der Faktorisierungsalgorithmus von Shor [104].
Im Gegensatz zum exponentiellen Anstieg der Rechendauer mit der Grofle der Zahl im
klassischen Fall, gelingt die Faktorisierung mit polynomiellem Aufwand. Die erste expe-
rimentell erfolgreiche Umsetzung auf einem Quantencomputermodell gelang Vandersypen
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et al. [113] mit der Zerlegung der Zahl 15 in die Primfaktoren 3 und 5. Diese Zerlegung
mag ldcherlich einfach erscheinen, demonstriert aber das funktionierende Zusammenspiel
von Quantenphysik und Informationstheorie. Der Algorithmus von Shor basiert auf der
effizienten Umsetzung der Fouriertransformation auf einer Quantencomputerarchitektur.
Um nun weitere Algorithmen zu finden, bedient man sich beim klassischen Vorbild. Sto-
chastische Algorithmen stellen ein Erfolgsmodell innerhalb der klassischen Informations-
verarbeitung dar, siehe z.B. [88]. Die Erweiterung klassischer Zufallsweg-Modelle sind nun
die Quantum Random Walks bzw. Quantum Walks (QW). Der Begriff des Quantum Ran-
dom Walks wurde erstmals 1993 in einer Arbeit von Aharonov, Davidovich und Zagury [5]
vorgestellt. Sie betrachteten die eindimensionale Bewegung eines Spin-1/2 Teilchens, wo-
bei die Bewegungsrichtung durch eine Messung der z—Komponente des Spins gesteuert
wird. Durch die Superposition der Wahrscheinlichkeitsamplituden ergibt sich im Mittel
eine groflere zuriickgelegte Strecke als im klassischen Fall. Das Kernkonzept besteht nun
aus einer unitéren Zeitentwicklung nach obigem Vorbild, also ohne zwischenzeitlich durch-
gefithrten Messungen. Natiirlich mit der Absicht einer effizienten Umsetzung bzw. Simu-
lation von Quantum Walks auf Quantencomputern.

QW Modelle: — Obwohl ein Quantum Walk dhnliches Modell bereits von Feynman in sei-
nen berithmten Lectures on Physics diskutiert wurde, gelangten sie erst mit Erforschung
moglicher Quantencomputer ins Visier der QI Gemeinschaft. Aktuelle Ubersichtsartikel
verfassten Kempe [63] und Kendon [64]. Zur Umsetzung von Quantum Walks werden in
der Literatur zwei Modelle unterschieden. Der kontinuierliche und der diskrete Quantum
Walk. Beide Umsetzungen basieren auf diskreten Raumstrukturen (Gitter bzw. Graphen)
und unterscheiden sich in der Beschreibung der Zeitentwicklung: durch kontinuierliche
Quantendynamik bzw. durch diskrete Zeitschritte. Der von Farhi und Gutmann [46] be-
schriebene kontinuierliche Walk benutzt eine Hoppingrate um die Bewegung des Teilchens
auf dem Gitter zu steuern. Die Aquivalenz zwischen kontinuierlichen und diskreten Walks
wird fiir den 1D Fall in einer Arbeit von Strauch [106] gezeigt.

Den Anstofl zur Diskussion von diskreten QW Modellen im Zusammenhang mit Quan-
tenalgorithmen gaben Arbeiten von Ambainis et al. [8] und Aharonov et al. [4]. Diskrete
Quantum Walks benutzen, dquivalent zum klassischen Random Walk, eine Miinze (engl.
Coin) zur Bewegungssteuerung. Im einfachsten Fall ist dies die Bewegung eines 2-Level
Quantensystems (Qubit) auf einem eindimensionalen unendlichen Gitter. Nach dem Wurf
der Miinze, also Anwendung eines Operators auf das Qubit, wird bei Zustand |0) ein
Schritt nach rechts, bei Zustand |1) ein Schritt nach links gegangen. Dieses Modell ist
mittlerweile beziiglich Ausbreitung [8], Randbedingungen [9], Dekohéirenz [67], Symme-
trie [73] und dem Zusammenhang mit Quanten Zellular Automaten [48,56,72] ausfiihrlich
diskutiert worden. Da in dieser vorliegenden Arbeit der diskrete Coin Quantum Walk im
Mittelpunkt steht, wird Kapitel 3 dieses Modell ausfiihrlicher behandeln.

Algorithmen: — Die bisher gefundenen Algorithmen, die auf Quantum Walks basieren,
kann man grob zwei Bereichen zuordnen. Wegsuche bzw. Struktursuche in Graphen einer-
seits und die Quantensuche in einer ungeordneten Datenbank, dquivalent zum Groverschen
Vorbild, andererseits. Ein kurzer Reviewartikel wurde von Ambainis [6] geschrieben. Die
Umsetzung der Algorithmen ist mit beiden QW Arten, kontinuierlich und diskret, glei-
chermaflen moglich.

Fin Algorithmus zur Quantensuche, basierend auf einem diskreten QW, beschreibt Shenvi
et al. [103]. In diesem Artikel wird die Umsetzbarkeit eines Suchalgorithmuses auf einem
Hypercube gezeigt. In der Effizienz bzw. Schnelligkeit ist er mit dem Groveralgorithmus



vergleichbar. Algorithmen aus der gleichen Gruppe sind die Elementunterscheidung nach
Ambainis [7] und die rdumliche Suche nach Childs und Goldstone [32,33]. Ein grundlegen-
der Algorithmus zur Suche von Strukturen in Graphen wird ebenfalls von Childs et al. [31]
beschrieben. Sie gebrauchen einen kontinuierlichen QW um auf einem bekannten Graphen
die Strecke zwischen zwei Vertices zuriickzulegen. Zur Findung eines Dreiecks in einem
Graphen dient der Algorithmus von Magniez et al. [82]. Allen Algorithmen ist gemein,
daB die Suche schneller als in vergleichbaren klassischen Fillen geht, vgl. die Ubersicht
von Kendon [64, 65].

Experimentelle Realisierung: — Zur Umsetzung der QW Modelle in Experimenten gibt es
vielfiltige Vorschldge. Ob Ionen in Fallen [109], Atome in optischen Gittern [35,37,39], die
Umsetzung mittels linearer optischer Elemente [61], Hohlraum Quanten-Elektrodynamik
[3,36,101], mit kalten Atomen [80] oder mit Bose-Einstein Kondensaten [30]. Alle Systeme,
in denen die oben erwihnte kohérente Kontrolle der Qubits moglich ist, kommen in Frage.
Bis dato wurden nur zwei Experimente verwirklicht. Eine Methode im optischen Bereich,
eine weitere aus dem Gebiet der Fliissigkeits NMR. Die experimentelle Implementierung
eines Galton Brettes mit klassischen optischen Methoden erfolgte durch Bouwmeester et
al. [22]. Der Zusammenhang mit Quantum Walks wurde durch Kendon und Sanders [66]
gezeigt. In diesem Zusammenhang diskutierten Knight et al. [69] und Kendon [65, 66]
die Frage, was denn nun Quantum am QW sei, wenn er sich mit klassischen optischen
Methoden implementieren liefle. Die Antwort, der QW zeigt Komplementaritit, was im
Experiment von Bouwmeester et al. demonstriert wird. Die Umsetzung eines periodischen
N = 4 Quantum Walks mit NMR Methoden gelang der Gruppe um Ryan et al. [100].

Verschrinkung in QW Modellen : — Um auf die Hauptressource der QI, die verschrank-
ten Zustédnde, zuriickzukommen, kann man die Frage nach Verschrankungsmoglichkeiten
in QW Modellen stellen. Bei eindimensionalen Modellen mit einem Coin ergibt sich nur
die Verschrinkung zwischen Coin und Gitter. Erst bei einer Erweiterung der Modelle, z.
B. die Erweiterung des Coinraumes, a8t sich der Einflul der Verschréinkung des Coins
untersuchen. In solchen Fillen ist es auch mdoglich die Zeitentwicklung der Verschriankung
im Coinunterraum zu betrachten. Die dabei auftretenden Probleme, beziehen sich auf die
noch nicht vorhandenen Charakterisierungsmoglichkeiten verschrankter Zustéande.

Das die Verschriankung des Coin Startzustands einen Einflul hat, wird von Venegas et
al. [115] beschrieben. Die Verschrinkung zwischen Coin und Gitter untersuchen Abal et
al. [2].

Motivation und Aufbau der Arbeit: — Wie man gesehen hat, ist die Motivation zum Studium
von QW Modellen schnell gefunden. Einerseits ermoglichen sie die Grundlagen der Quan-
teninformationstheorie, z.B. verschrinkte Zustidnde, niher zu erforschen. Andererseits Al-
gorithmen fiir Quantencomputer zu konstruieren. Die vorliegende Arbeit konzentriert sich
nun auf den Teilaspekt der Verschrinkung. Untersucht wird der Einflufl verschriankter
Zustédnde auf die Ausbreitung von QW Modellen. Es wird sich zeigen, dafl es moglich ist,
mit den Ortsverteilungen der Walks eine Charakterisierung der Verschrinkung vorzuneh-
men. Mittels Ortskorrelationen werden Analysen bzw. Messungen der Verschrankungs-
struktur der Coin Startzusténde realisierbar. Insbesondere sind hierfiir multidimensionale
QW Modelle geeignet, die der Multicoin Struktur gerecht werden, da pro Qubit eine Raum-
richtung zur Verfiigung steht.

Zur Struktur der Arbeit. In den beiden folgenden Kapiteln 2 und 3 werden nétige Grund-
lagen diskutiert. Zum einen die Verschrdnkungstheorie, zum anderen diskrete QW Mo-
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delle. In Kapitel 4 wird ein eindimensionales QW Modell mit mehreren Coins bespro-
chen. Der Einflufl verschiedener Coin Startzustéinde wird studiert. Hier wird gezeigt, dafl
fiir Zustéinde mit einer bestimmten Struktur der Ortsmittelwert des QW mit einem Ver-
schrinkungsmaf in direkten Zusammenhang gebracht werden kann. In Kapitel 5 wird diese
Untersuchung auf mehrdimensionale QW Modelle erweitert. Darin ist es moglich Ortskor-
relationen zu betrachten und so mehr Information iiber verschrinkte Coin Startzustinde
zu erhalten. Das abschlieBende Kapitel 6 fafit die Hauptergebnisse zusammen.

Zur Notation: — Wie bereits bemerkt, wird in dieser Arbeit die englische Bezeichnung
» Quantum Walk“ verwendet. Eine passende deutsche Ubersetzung wire Quantenzufalls-
weg. Da aber Zufall keine Rolle spielt, sondern der Walk durch eine unitére Zeitentwicklung
beschrieben wird, ist der Zufallsbegriff obsolet. Ubrig bliebe nur der Quantenweg oder der
Quantengang. Der Autor hat sich deshalb fiir den englischen Ausdruck entschieden. Da
die Fachliteratur auf englisch abgefait wird, werden in anderen Féllen die dquivalenten
Ausdriicke meist in Klammern mitgeliefert.



Kapitel 2

Verschrinkungsmessung und
Polynomiale Invarianten

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Verschrankungstheorie erldutert, die im
weiteren Verlauf der Arbeit gebraucht werden. Die Frage nach einer Quantifizierung der
Verschriankung ist zweigeteilt. Was wird gemessen und wie wird gemessen? Vor der eigent-
lichen Messung kommt zuerst die Charakterisierung des verschrinkten Zustandes. Welchen
Arten von Verschriankung gibt es? Erst nach einer Untersuchung der Verschriankungsstruk-
tur kommt die Entwicklung entprechender Verschrinkungsmafe.

Der erste Abschnitt gibt eine kurze Ubersicht der Ergebnisse auf dem Gebiet der Ver-
schrankungstheorie. Danach folgt die beispielhafte Anwendung der Mafle auf reine 3-Qubit
Zustidnde, da obige Fragen fiir diese Art bereits gekliart sind. Die Quantifizierung von
Zustdnden mit vier Qubits ist diffiziler. Da diese Zustéinde noch Gegenstand aktueller
Diskussion sind, werden im letzten Abschnitt polynomiale Invarianten zur Messung einer
echten 4-Qubit Verschrankung betrachtet und mit vorhandenen Methoden verglichen.

2.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Aussagen iiber Verschrinkungsmessung und
Verschrankungscharakterisierung vorgestellt. Verschriankte Zusténde wurden schon bei
FEinfithrung der Quantenmechanik diskutiert, stoflen sie doch an die Grenzen des klas-
sischen Verstdndnisses. Die Diskussion um das EPR-Paradoxon zwischen Einstein, Po-
dolsky und Rosen [40] auf der einen, und Bohr [20] auf der anderen Seite ging in die
Wissenschaftsgeschichte ein. Der Begriff der Verschréinkung geht zuriick auf eine Arbeit
von Schrédinger [102]. Einfiihrende Ubersichtsartikel verfaten Horodecki [60], BruB [26],
Terhal [108] und Plenio [96].

Verschrinkung hat nur im Kontext von mehreren Quantenteilchen eine Bedeutung. Der zu-
gehorige Hilbertraum wird als Produktraum der Subsysteme geschrieben. Um verschriinkte
Zusténde zu quantifizieren gibt es zweil Ansitze [16] und zwei Regime, die es zu unter-
scheiden gilt: die formale mathematische Definition und den operationellen Ansatz, das
endliche und das asymptotische Regime. Im endlichen Regime behandelt man einzelne
Zusténde, im asymptotischen Bereich, Sequenzen von Zusténden.

Die formale Definition ist einfach. Reine Zustéinde heiflen verschrinkt, falls sie nicht als
Produktzustidnde geschrieben werden koénnen:

[P12..n) # [11) @ [1h2) ® ... @ [Phn), (2.1)
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Teleportierter Zustan

Bob /

Alice Klassische Kommunikation
BeII Basi$
Messun
/ EPR ZV
Eingangszustand EPR Quelle

Abbildung 2.1: Quantumteleportation in a nutshell [21]: Alice will den ihr unbekannten Ein-
gangszustand zu Bob iibertragen. Eine Projektionsmessung scheidet aus, weil
diese den Zustand zerstoren wiirde. Alice und Bob besitzen weiterhin Teilchen
eines EPR Paares als Hilfsbits. Alice fithrt nun eine Bell Basis Messung am kom-
binierten Paar Eingangszustand und ihren Teil des Hilfsbits durch. Das Ergebnis
wird Bob {iber einen klassischen Kanal mitgeteilt. Dieser kann nun mit einer
lokalen unitéren Transformation U, die abhingig von Alices Messung ist, den
Zustand rekonstruieren.

Andernfalls heiflen sie separierbar. Die gleiche Definition gilt fiir gemischte Zusténde. Ein
gemischter Zustand heifit verschrankt, falls er nicht als Mischung reiner Produktzustinde
geschrieben werden kann:

2. # Y _pilal)(af| @ |B) (07| @ (2.2)

wobei p; > 0 und ), p; = 1. Das Standardbeispiel verschrankter reiner Zusténde sind die
Bell-Zustéande:

1 1

—(]00) & |11 TE) = —(|01) £ 110 2.3
\/5(\>!>)\>\/§(\>!>) (2.3)
Um die Verschrankung solcher bipartiten Zustéinde zu messen wurde von Bennett et al.
[13] die Entropie der Verschrinkung vorgeschlagen, die als von Neumann Entropie der
reduzierten Dichtematrizen p4 bzw. pp definiert ist:

|2%) =

E = —tr(palogy pa) = —tr(pplogs p). (2.4)

Die reduzierten Dichtematrizen des Gesamtsystems p4p koénnen iiber eine Teilspurbildung
berechnet werden, z.B. pa = trppan.

Die operationelle Definition beruht auf der Verwendung der Zusténde in bestimmten Quan-
teninformationsprotokollen. Den Teilsystemen werden einzelne Beobachter zugeordnet, die
im bipartiten Fall meist mit Alice und Bob bezeichnet werden. Die Verschrinkung eines
Zustandes ist nun grofler, falls damit eine bestimmte Operation besser durchfiihrbar ist.
Diese Operation wire mit Produktzustdnden natiirlich nicht méglich. Ein Beispiel fiir ein
operationelles Schema ist die Quantenteleportation, die in Abb. 2.1 kurz erldutert wird.
Durch Verwendung eines EPR Paares, lokaler Transformationen und klasssicher Kommu-
nikation ist es moglich, einen unbekannten Zustand zu iibertragen.

Allgemein werden solche Quantenoperationsschemata als LOCC Transformationen be-
zeichnet. LOCC (Local operations and classical communication) sind lokale Transfor-
mationen und klassische Kommunikation. Die lokal durchfiihrbaren Operationen umfas-
sen unitédre Transformationen, Addition von Hilfsbits, Messungen und Weglassen ganzer
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Teilsysteme. Mit Hilfe dieser Transformationen kann man neben der Unterscheidung ver-
schrinkt / separierbar eine weitergehende Charakterisieung vornehmen, die darauf beruht,
dal manche Zusténde nicht durch LOCC Transformationen ineinander iiberzufiihren sind.
Innerhalb einer solchen Klasse kann man dann ein Verschrinkungsmaf}, wie die oben be-
schriebene Entropie der Verschrinkung definieren. Fiir solche skalaren Verschrankungsma-
Be sollten besondere Randbedingungen gelten, die als Monotonie der Verschréinkung [117]
zusammengefafit werden. Zu diesen Kriterien zéhlen folgende Eigenschaften:

e E = 0 fiir separierbare Zusténde

e Invarianz unter lokalen unitéren Transformationen
e Kein Anstieg unter LOCC

o Additivitit: E(p®™) = nE(p)

MasBe, die iber LOCC Transformationen definiert sind, sind z.B. das Distillable Entan-
glement und das Entanglement of Formation. Ersteres Mafl ist gleich der Anzahl der
EPR-Paare die aus dem Zustand mittels LOCC hergestellt (destilliert) werden kénnen.
Zweiteres ist gleich der Anzahl der EPR-Paare, die gebraucht werden um den Zustand
tiber LOCC zu formieren.

Im bipartiten Fall wurde gezeigt, dafl es im asymptotischen Bereich nur eine Art der
Verschrankung gibt, und diese mit obiger partieller Entropie gemessen werden kann. Das
Distillable Entanglement und das Entanglement of Formation stimmen dann mit der par-
tiellen Entropie iiberein.

Betrachtet man nun Zustédnde, die aus mehr als zwei Teilchen bestehen, so wird die Sa-
che schwieriger. Selbst die Frage nach der Separierbarkeit eines Zustandes ist noch nicht
vollsténdig gelost. Da in der Arbeit nur reine 2-Level (Qubit) Zusténde betrachtet werden,
wird im folgenden ndher auf die vorhandenen Mafle und Charakterisierungsmoglichkeiten
eingegangen.

2.2 Charakterisierung reiner 2- und 3-Qubit Zustinde

In diesem Abschnitt werden die 2- und 3-Qubit Mafle und entsprechende Beispielzustinde
vorgestellt, mit denen im weiteren Verlauf gearbeitet wird. Die Darstellung der Zusténde
erfolgt in der Standardbasis. Mit den Eigenzustéinden |0),|1) des Pauli 0 Operators als
Basis eines einzelnen Qubits. Die Basiszustédnde der 2-, 3- und 4-Qubit Zusténde sind dann
Produktzustéinde der 0% Basis und werden meist binér kodiert abgekiirzt. So z.B. die Basis
eines 2-Qubit Systems:

0) ®0) = [00) := 1) [0) @ 1) = |01) := |2) (2.5)
1) ©]0) = [10):=13) [ @[1) = [11) := |4) (2.6)

Die Basissysteme der 3- und 4-Qubit Zustinde werden dquivalent dargestellt. (Man ver-
zeihe die Kodierung bei der 1 beginnend.) Die Basiswahl bei der Behandlung der Ver-
schrankung diskutiert Vedral [114].
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2.2.1 Concurrence

Das in der Literatur allgemein akzeptierte Mafl einer 2-Qubit Verschrinkung ist die von
Hill und Wootters [59,119,120] eingefiihrte Concurrence. Dieses Maf ist wie folgt definiert:

Cr2 = max{v/ A1 — VA2 — VA3 — VA1, 0}, (2.7)

wobei die \; die Eigenwerte der Matrix
¢ = p12(0] ® 03)pis(0] ® 03) (2.8)

mit absteigender Ordnung sind,c? eine der Paulimatrizen und pis die Dichtematrix des
Zustandes ist. Die Concurrence hdngt mit dem oben erwdhnten Entanglement of Formation
folgendermaflen zusammen:

By = h(z + 3v/C) (2.9

mit der bindren Entropiefunktion h(x) := —xlogy x — (1 — x) logy(1 — ). Fiir einen allge-
meinen 2-Qubit Zustand [¢)) in der bindren Standardbasis:

|) = «|00) + B|01) 4+ ~|10) 4 §[11) (2.10)
mit «a, 8,7, € C 148t sich die Concurrence einfacher darstellen:
Cz = 2|ad — 3| (2.11)

Daraus ergibt sich die Bedingung fiir die Separierbarkeit des Zustandes, ad = (7. Die
Concurrence hat einen entscheidenden Vorteil z.B. gegeniiber dem weiter unten beschrie-
benen 3-Qubit Mafl Tangle. Da sie iiber die Dichtematrix definiert ist, kann man eine
2-Qubit Verschrinkung auch in Systemen mit mehr als 2 Qubits berechnen. Also z.B.
bei drei Qubit Zustdnden die Concurrence zwischen Qubit 1 und Qubit 2, C7s, zwischen
Qubit 1 und 3, Cy3 und zwischen Qubit 2 und 3, Cs3. Die Berechnung erfolgt iiber die
oben erwihnte Teilspurbildung.

2.2.2 I-Concurrence und Tangle

Um die Concurrence auf mehr als 2 Qubits zu erweitern, fithrten Rungta et al. [99] die
I-Concurrence ein:

ICacp = \/2[1 — tr(3)], (2.12)

wobei py die auf das Untersystem A reduzierte Dichtematrix ist, pa = trg(pap). Die
Systeme A, B kénnen nun aus mehr als einem Qubit bestehen. Bei 3-Qubit Zustdnden
kann man so z.B. die Verschrankung zwischen Qubit 1 und Qubit 2 und 3 mit der I-
Concurrence 1C_o3 messen. Folgende Schreibweise: IC_93 = IC1, usw.

In einer Arbeit von Coffmann, Kundu und Wootters [34] wird untersucht, wie sich die
Verschrankung in einem 3-Qubit Zustand auf die einzelnen Qubits aufteilt.

CPy + Cf5 < C'12(23)7 (2.13)

wobei 012(23) = 4 Det(p;) ist und gleich der oben eingefiihrten I-Concurrences ist, 012(23) =

IC?_,,. Die Liicke zwischen beiden Seiten wird als 3-Qubit Verschriinkung interpretiert
und mit Tangle 793 bezeichnet:

012(23) = Cfy + CP3 + 7123 (2.14)
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2.2.3 Globalverschriankung und CKW Ungleichung

In [43] und [44] wurde gezeigt, dafl man das 3-Qubit Tangle und die 2-Qubit Concurrences
mit einem globalen Verschrinkungsmafl in Beziehung setzen kann. Das sogenannte Global
Entanglement @ fithrten Meyer und Wallach [86] ein, um die in einem Zustand enthaltene
Gesamtverschrinkung zu messen. Brennen [24] zeigte einen Zusammenhang mit den auf 1-
Qubit reduzierten Dichtematrizen und so den Zusammenhang mit der I-Concurrence. Das
Global Entanglement @ kann als gemittelte qudratische 1-Qubit I-Concurrence geschrieben
werden:

N
1
=) IC? 2.1
Q= ; Ci (2.15)
Dadurch war es moglich folgende Beziehung abzuleiten:

Q = 5 (Ch + Cl3 + Cs) + T1as. (2.16)

[N )

Die Gesamtverschriankung in einem 3-Qubit Zustand, gemessen mit der Globalverschrank-
ung @, kann als Summe der zweier Verschriankungen, gemessen durch die Concurrences,
und der dreier Verschrinkung, gemessen durch das Tangle, ausgedriickt werden.
Coffman, Kundu und Wootters (CKW) vermuteten, da§ obige Ungleichung auch fiir Sy-
steme mit n—Qubits gilt, also:

Cly+Chs+ ... 4+ CF, < CRlgz - (2.17)

Diese CKW Ungleichung wurde erst kiirzlich durch Osborne und Verstraete [94] bewiesen.

2.2.4 Bellsche Ungleichungen zur Verschriankungsmessung

Neben diesen Maflen gibt es natiirlich weitere Moglichkeiten Verschrinkung zu quantifi-
zieren. Beispielsweise durch Bellsche Ungleichungen, wie in [43,44] erortert wird. In diesen
Arbeiten wird ein Klassifizierungsschema nach Yu et al. [121] numerisch umgesetzt und
mit obigen vorgestellten Maflen verglichen. Als Ergebnis stellte sich heraus, dafl die Un-
gleichungen nicht nur dazu geeignet sind, Verschrinkung zu klassifizieren, sondern auch
zu quantifizieren.

Die Bellschen Ungleichungen basieren auf Mermin-Klyshko Polynomen [11,68, 84]. Fiir 3
Qubits kénnen die Polynome als Produkte von Spin Operatoren geschrieben werden:

F3;=(AB'+ A'B)C + (AB - A'B")C' (2.18)
Fj} = (AB'+ A'B)C' — (AB — A'B')C, (2.19)

wobei die Operatoren Summen von Paulimatrizen sind
A0 = g0 o4, B — .08, o =& . e (2.20)

mit @*, 5) und @ normierten Vektoren und den Paulimatrizen G4, 35, &c bezogen auf
die Qubits 4, B und C mit g; = (67,07, 07).

Die Anwendung der Klassifizierung nach Yu et al. [121] funktioniert folgendermaflen. Man
maximiert den Absolutbetrag des Erwartungswertes des Operators von F3 und erhélt bei
reinen Produktzustinden:

max{|(F3),| < 2. (2.21)
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Mit dem Ergebnis kann bei verschrankten 3-Qubit Zustéinden noch zwischen 2-Qubit ver-
schrankt
(F3)2 + (F3)2 < 23 (2.22)

und 3-Qubit verschrinkt
(F5)2 + (F3)2 < 2* (2.23)

unterschieden werden. Der numerische Aufwand ist z.B. bei 3-Qubit Zustidnden eine Op-
timierung von 18 Parametern unter nichtlinearen Nebenbedingungen.
Fiir einen 4-Qubit Zustand lassen sich die Mermin-Klyshko Polynome einfach erweitern:

1 1
Fy=5(D+ D)@ F+5(D- D)o F (2.24)

1 1

wobei DU) dquivalent zu (2.20) definiert ist. Die Klassifizierung geht dann wie folgt. Fiir
einen Produktzustand gilt:
max{|(Fy),| <2 (2.26)

Fiir vorhandene 2-Qubit Verschrinkung gilt:

(Fu)2 + (Fy)2 < 2° (2.27)
und eine vorhandene 3-Qubit Verschrinkung gilt:

(Fy)2 + (Fp)2 < 2. (2.28)

Fiir <F4>g+<F 4)% > 2% hat man eine notwendige Bedingung fiir eine 4-Qubit Verschrinkung.
In [43,44] wurde bei der Untersuchung parameterabhingiger Zustéinde festgestellt, dal das
erhaltene Maximum der optimierten Ungleichungen im Verlauf mit Verschrankungsmaflen,
wie der Concurrence, dem Tangle oder dem Gap der CKW Ungleichung iibereinstimmt.

2.2.5 SLOCC Klassen fiir 3-Qubit Zustinde

Wie oben beschrieben, basiert eine Moglichkeit der Charakterisierung verschrinkter Zu-
stinde auf LOCC Transformationen. Bei Betrachtung von 2-Qubit Zustdnden, kénnen alle
verschrinkten Zustinde mit dem EPR Paar (]00) +[11))/+/2 identifiziert werden. D.h. die
Verschriinkung jedes reinen bipartiten Zustandes ist asymptotisch dquivalent unter LOCC
zum EPR Zustand. Bei Anwendung asymptotischer LOCC erhélt man bei Zustdnden mit
mehr als drei Qubits mehrere nicht dquivalente Formen der Verschréankung. In [38] wird
von Diir, Vidal und Cirac die Klassifizierung von 3-Qubit Zustéinden betrachtet. Da sie
einzelne Zusténde genauer untersuchen, konnen die Ergebnisse des asymptotischen Berei-
ches nicht verwendet werden. Zwei einzelne Zusténde |¢)) und |¢) konnen mit Sicherheit
(Wahrscheinlichkeit = 1) mit LOCC ineinander konvertiert werden, falls sie iiber lokale
unitire Transformationen zusammenhéngen. Aber selbst im einfachen bipartiten Fall sind
die Zusténde meist nicht iiber lokale unitédre Transformationen zusammenhéngend.

Diir et al. untersuchen nun die Klassifizierung von Zustédnden unter SLOCC Transfor-
mationen. SLOCC (stochastic local operations and classical communication) ist LOCC
ohne garantierte Erfolgswahrscheinlichkeit. Sie definieren zwei Zustédnde als dquivalent
verschrénkt, falls diese durch SLOCC Transformationen ineinander iibergefithrt werden
konnen. Ein Teilergebnis ist folgendes: Zwei Zustéinde [¢) und |¢) sind dquivalent unter
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Abbildung 2.2: SLOCC Klassenstruktur reiner 3-Qubit Zustéinde aus der Arbeit von Diir et
al. [38].

SLOCC, falls, und nur dann, die Zusténde durch invertierbare lokale Transformationen
zusammenhéngen. Bei drei Qubits z.B.

) =U1 @U@ Uslyy)  und  |) = U7 @ Uyt @ Us ), (2.29)

wobei Uy, Us und Us invertierbare Operatoren sind. Das Hauptergebnis der Arbeit von
Diir et al. ist die Klassenstruktur reiner 3-Qubit Zusténde, die in Abb. 2.2 dargestellt ist.
Sie zeigen, daf} sich jeder 3-Qubit verschrinkte Zustand durch SLOCC in eine von zwei
Standardformen konvertieren léft. Einerseits in den GHZ-Zustand (Greenberger, Horne
und Zeilinger [51,52]):

1

IGHZ) = —(]000) + [111)), (2.30)

S

2

andererseits in den W-Zustand:

1 1
V3 V3

Die zugehorigen Klassen werden den Prototypen zugeordnet. Bei 3-Qubit Zustédnden kénnen
dann weiterhin 2-Qubit verschrinkte Zustidnde (Qubit 1 und 2 verschriankt, mit 3 — 12
bezeichnet, usw.) und Produktzustéinde unterschieden werden. Diese Klassenstruktur 148t
sich auch anhand der oben besprochenen Mafle differenzieren. Nur Zustidnde der GHZ-
Klasse haben ein von Null verschiedenes Tangle Mafl. Zusténde aus der W-Klasse sind
demnach nicht 3-Qubit verschrinkt. Wie in [44] gezeigt, erfiillt der W-Zustand aber das
Bell Kriterium fiir eine 3-Qubit Verschrinkung. Diese kann als effektive 3-Qubit Ver-
schrinkung gedeutet werden, da die jeweiligen 2-Qubit Concurrences maximal sind, wie
in [38] bewiesen wurde.

Eine weitere Moglichkeit SLOCC Invarianz zu berechnen, bieten Li et al. [77]. Thr Aus-
gangspunkt sind Prototypenzustéinde, wie der GHZ- oder der W-Zustand. Das Existenz-
kriterium fiir eine mogliche SLOCC-Transformation ist wie von Diir et al. gezeigt, die
Existenz lokaler unitérer Transformationen. Zwei Zusténde |¢), |¢) sind invariant unter
SLOCC, falls die Transformation (2.29) moglich ist. Nimmt man nun den zu untersuchen-
den Zustand |¢) und den Prototypen als |¢), kénnen leicht Kriterien berechnet werden,
d.h. also Bedingungen unter denen die Transformation existiert. Diese sind meist auf die
Invertierbarkeit der Matrizen zuriickzufiithren, also einer von Null verschiedenen Determi-
nanten. Fiir einen allgemeinen 3-Qubit Zustand in der Standardbasis, Zig:l a;li), gelten

W) (l001) + [010) +[100))  |W) (|011) + [101) + [110)). (2.31)
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folgende Kriterien fiir eine SLOCC Aquivalenz zum GHZ-Zustand:
(a1ag — gy — agary + a3a6)2 — 4(agas — ajag)(agar — agag) # 0 (2.32)
(011018 — O30 — Qa7 + 044045)2 — 4(0[1044 — 042043)(045048 — a6a7) 75 0. (2.33)

Fiir den W-Zustand gelten neben der Gleichheit von (2.32) und (2.33) nachstehende wei-
tere Bedingungen:

a1ay # asag V agar £ asog (2.34)
asas £ a1ag Vo agar £ asag (2.35)
a0 # asag Vo azas £ apor. (2.36)

2.2.6 3-Qubit Beispielzustinde

In [43] und [44] wurden die Eigenzustidnde einer 3-Qubit und einer 4-Qubit Heisenbergket-
te beziiglich der Verschrankung untersucht. Da somit die Verschrankungsstruktur genaue-
stens bekannt ist, sollen diese Zustédnde hier als Beispielzustinde dienen. Der Vorteil liegt
in ihrer Parameterabhéingigkeit. Bis dato wurden nur Prototypen, wie der GHZ-Zustand,
untersucht. Bei Betrachtung der Parameterabhingigkeit der Verschriankung, fallen Ge-
meinsamkeiten bzw. Unterschiede verschiedener Charakterisierungsmoglichkeiten leichter
ins Auge. Nachstehend sollen nun kurz die 3-Qubit Beispiele betrachtet werden. Die 4-
Qubit Zustédnde werden im néchsten Unterkapitel eingehender untersucht. Eine kompakte
Aufstellung der Ergebnisse befindet sich in Anhang A. Zur Charakterisierung eines rei-
nen 3-Qubit Zustandes geniigt es die Concurrences und das Tangle Maf3 zu berechnen, da
damit die Verschrankungsstruktur des Zustandes schon vollstéindig erfafit ist. Die Berech-
nung der Bell Maximierung dient im 3-Qubit Fall nur als Anschauung. Die Auswertung
der Mafle Globalverschrinkung @) bzw. I-Concurrence ist zur Charakterisierung nicht not-
wendig, weil oben gezeigte Zusammenhinge gelten. Da nach der SLOCC Klassifizierung
fiir 3-Qubit Zustédnde nur zwei relevante Klassen existieren, geniigt es Zustinde dquivalent
zum GHZ- bzw. zum W-Zustand zu betrachten. Der parameterabhéingige GHZ-Zustand,
der hier mit |[yGHZ) bezeichnet wird:

[YGHZ) = ~]000) + /1 — 42|111) (2.37)

ist fiir v €]0,1[ 3-Qubit verschriankt. Dies zeigt man daran, daf§ die Concurrences alle
gleich Null sind:

Ci2=C13=03=0 (2.38)
und am Tangle Maf}, welches fiir den gewé#hlten Parameterbereich von Null verschieden
ist:

7123 = 4’}/2(1 — ’yz). (239)
Nach obigem Zusammenhang (2.16) ist fiir diesen Fall die Globalverschrinkung gleich dem
Tangle, QQ = Ty03.
Die néchsten Zustéinde sind Eigenzusténde einer 3-Spin 1/2 Heisenbergkette (vgl. Anhang
A), mit einer Anisotropie A:

[5) = k1[110) + K2|101) + £1]011) [96) = K1]001) + K2]|010) 4 £1[100) (2.40)
mit der Normierung 2x% + 15 = 1 und den verwendeten Abkiirzungen

VX 2 (2.41)

o T AV

K1
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Abbildung 2.3: Vergleich zwischen Globalverschrinkung @ (linke y-Achse, durchgezogene Li-
nie) und optimierter Bell Ungleichung (rechte y-Achse, schwarze Punkte) fiir die
Zusténde |15), |p6) als Funktion des Parameters A. Die gestrichelte Linie gibt
die untere Grenze der Bell Bedingung fiir eine 3-Qubit Verschrinkung an (> 8).
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Abbildung 2.4: Vergleich der verschiedenen VerschréinkungsmaSe fiir den Zustand |i)7s) als Funk-
tion von A. Linke y-Achse: Globalverschrinkung @ (gestrichelte Linie), Summe
der quadrierten Concurrences (Linie mit Dreiecken) und Tangle (durchgezogene
Linie). Rechte y-Achse: Optimierte Bell Ungleichungen (schwarze Punkte).
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mit n = /12 + A(A —4) und x =17+ A — 2. Die Verschrankungsmafle werden als Funk-
tion des Parameters A betrachtet. Diese Zustinde haben ein Tangle gleich Null. Nach
Gleichung (2.16) ist die Globalverschrinkung somit dquivalent zur Summe der quadrier-
ten Concurrences. In Abb. 2.3 sind die Globalverschrankung @ und das Ergebnis der
Belloptimierung als Funktion des Parameters A aufgetragen. Beide Mafle stimmen sehr
gut iiberein. Im Bereich A > 0 zeigen die Zustédnde die angesprochene effektive 3-Qubit
Verschrankung, welche aus den Concurrences resultiert.

Der Zustand [¢7g) ist aus zwei W-&hnlichen Eigenzustinden der angesprochenen Hei-
senbergkette zusammengesetzt, [¢7s) := (|17) + [¢s)) /V2:

1

’1/}78> = \/5

(¢11001> + (2]010) + G[011) + ¢1]100) + Co|101) + C1!110>> (2.42)

mit
VIVX ’ V2,/1]

und y und 1 wie oben definiert. Dieser Zustand zeigt ein endliches Tangle. Die Gesamtver-
schrinkung @ ist nach Gleichung (2.16) somit aus 2-Qubit Verschréinkungen und 3-Qubit
Verschrinkungen zusammengesetzt. In Abb. 2.4 sind die verschiedenen Mafle als Funkti-
on von A verglichen. Interessant ist die Nullstelle des Tangle bei A = 3, wo die Summe
der Concurrences maximal wird. Ebenso der Grenzfall A — co. Der Zustand nimmt hier
GHZ Form an, das Tangle wird maximal und die Summe der Concurrences wird Null.
Die optimierte Bell Ungleichung stimmt sehr gut mit dem Parameterverlauf des Tangle
iiberein.

G (2.43)

2.3 Polynomiale Invarianten und 4-Qubit Verschrinkung

Fiir Zustdnde mit vier Qubits ist die allgemeine Quantifizierung der Verschriankung ein
noch nicht abgeschlossenes Thema. Es gibt noch keine Mdoglichkeit eine 3- bzw. 4-Qubit
Verschrankung in einem 4-Qubit Zustand zu messen. Lediglich die Quantifizierung der
2-Qubit Verschrankung durch die Concurrences und der Globalverschrinkung durch das
Maf3 @ ist vorhanden.

Natiirlich gibt es Spezialfiille in denen diese Mafle ausreichend sind. Fiir 4 Qubits in einer
verallgemeinerten W-Form:

¢1]0001) + ¢/0010) + ¢3]0100) + ¢4]1000) (2.44)

kann gezeigt werden, daB die Summe der quadrierten Concurrences gleich dem Global
Entanglement @ ist:

(CEy + Cfs + O3y + C33 4+ C34 + C3y). (2.45)

N —

Q=

Fiir diesen Zustand gilt ebenfalls ein Zusammenhang zwischen Gesamtverschrinkung @
auf der einen Seite, und den Teilverschrankungen, gemessen durch die Concurrences, auf
der anderen Seite. Um nun eine mogliche 3- bzw. 4-Qubit Verschréinkung abzuschétzen,
kann man wie im 3-Qubit Fall mit der CKW Ungleichung arbeiten. Hierzu werden alle
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moglichen 4-Qubit Permutationen der CKW Ungleichung verwendet:

Ch, + Ciy+ Cfy < C'12(234)
Ch+ C33+C3, < C'22(134)
Ch3 + O3y + C3y < C3 1oy
Ch+C3+C3 < 02(123)-

2.46
2.47
2.48
2.49

AA/_\/_\
—_— — ~— —

Summiert man diese Ungleichungen auf, so erhélt man:
2(Ct + Cfs + Cfy + Cis + O3y + C3y) < Clogay + Caaaay + Ciany + Couagy  (2.50)

Die rechte Seite dieser Ungleichung entspricht der Summe der 1-Qubit I-Concurrences und
somit dem Global Entanglement @, vgl. (2.15). Daraus folgt:

1
Q > 52022] (2.51)
Weiterfithrend ist daher mit der Grofie :
1
Q- 3 Z CZ?]. (2.52)

die verbleibende 3- bzw. 4-Qubit Verschrankung abschétzbar.

2.3.1 SLOCC Klassifizierung von 4-Qubit Zustinden

Die SLOCC Klassifizierung von 4-Qubit Zustdnden wird in Arbeiten von Miyake [87] und
Verstraete et al. [116] diskutiert. Beide kommen durch unterschiedliche Ansitze auf eine
ghnliche Struktur.

Die Klassifizierung von Verstraete et al. basiert auf einer Verallgemeinerung der Sin-
gulirwertzerlegung auf komplexe orthogonale Aquivalenzklassen. Das Ergebnis sind neun
unterschiedliche Familien von Zustéinden. Jeder 4-Qubit Zustand kann dann iiber SLOCC
Transformationen einer der Familien zugeordnet werden. Verstraete et al. behaupten, dafl
der folgende Zustand |G gpeq), derjenige mit maximaler 4-Qubit Verschrinkung ist:

a+d

|Gabcd> = 9

(10000) + [1111)) + %Z(mom + [1100))

b+c

T

(]0101) + [1010)) + %(|0110> +1001)). (2.53)

Der Ansatz von Miyake griindet auf einer Dualitéit zwischen verschrinkten und separier-
baren Zusténden. Er leitet aus dieser Dualitéit die Verbindung zwischen Hyperdetermi-
nanten und Verschrinkungsmessung ab. Hyperdeterminanten [49] sind die Verallgemeine-
rung von Determinanten auf Hypermatrizen. Sie sind invariant unter Wirkung der Gruppe
SL(2,C)xSL(2,C)x...xSL(2,C), der Gruppe der SLOCC Transformationen. Deswegen
werden sie als mogliches Maf3 einer N—Qubit Verschrinkung in einem N —Qubit Zustand
diskutiert. Fiir zwei Qubits entspricht die Hyperdeterminante gleich der Concurrence:

C = 2|DetAs| = 2|ad — By|. (2.54)
Fiir drei Qubits entspricht sie dem Tangle:

Ti23 = 4| Det As| (2.55)
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mit einem allgemeinen 3-Qubit Zustand [1) = S°°_| a4]i) in der Standardbasis und
DetAs = a%a% + a%a% + agag + a%ai + 4<a1a4a6a7 =+ a2a3a5a6)

- 2<041042047048 + ajazasag + arasogag + a3y + aoosoyy + 042045@4046)-
(2.56)

Die abgeleitete SLOCC Klassifizierung von Miyake hat als Repréisentanten in der &uflersten
4-Qubit Verschriankungsklasse den folgenden Zustand:

|Gagys) = a(]0000) + |1111)) + 3(|0011) + [1100))
+7(]0101) +[1010)) + §(|0110) + [1001)) (2.57)

mit komplexen Koeffizienten «, 3,v,9. Dieser ist dquivalent zu Ggpeq, vgl. (2.53). Das
Kriterium zur Klassenzugehorigkeit, ist eine von Null verschiedene Hyperdeterminante
DetA4:

DetAy = a’*y*6*(a+ B+ 7+ 0) (a+ B+v—08)*(a+ S —v+0)>*(a—B+7+0)
(—a+B+7+00)*(a+B—7=0)>*(a—B+v—08)>* (a—B—7y+6)>#0 (258)

Zu beachten ist, daf8 der 4-Qubit GHZ-Zustand (]0000) + [1111))/v/2, der die Bell Un-
gleichungen maximal verletzt, nicht in der Klasse enthalten ist, da fiir diesen Zustand die
Hyperdeterminante gleich Null ist.

Die SLOCC Bedingungen von Li et al. [77] konnen auch fiir bestimmte 4-Qubit Zusténde
abgeleitet werden. Beispielsweise lauten die Bedingungen fiir die SLOCC Aquivalenz eines
allgemeinen 4-Qubit Zustandes in der Standardbasis, |¢g) = Zgl a;|i), mit dem 4-Qubit
GHZ-Zustand:

(aas — ajog) (2005 — a0
(asag — agar) (o2 — ooy
)

(oo — anag

Falls diese Bedingungen erfiillt sind, kann der Zustand unter SLOCC Transformationen
in den GHZ-Zustand iiberfiihrt werden.

2.3.2 Hyperdeterminanten und Polynomiale Invarianten

In [79] beschreiben Luque und Thibon die Algebra der Polynome auf dem Hilbertraum der
4-Qubit Zustdnde, die invariant unter SLOCC Transformationen sind. Sie konnten einen
vollstéindigen Satz von vier algebraisch unabhéngigen Invarianten mit Grad 2,4,4,6 finden.
Dieser Satz [H, L, M, D], kann in den komplexen Koeffizienten eines generalisierten 4-
Qubit Zustandes dargestellt werden. Weiterhin konnte dadurch eine allgemeine Darstellung
der 4-Qubit Hyperdeterminante gefunden werden. In der Standardbasis wird solch ein
allgemeiner 4-Qubit Zustand als:

1

)= > ayuli) @) @ k) @ 1) (2.63)

1,7,k,1=0
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geschrieben. Luque und Thibon untersuchten nun die, unter der SLOCC Gruppe SL(2, C)4,
invarianten Funktionen f (aijkl). Diese a1 lassen sich als Koeffizienten einer quadrilinea-

ren Form:
1

Az, y, z,t) = Z Qijk1TiYj 2kt (2.64)
imj’kvlzo

auffassen. Die a;j;; kann man binér kodieren, d.h. mit a;,¢ € [1,16] um die Schreibweise
abzukiirzen.
Obige quadrilineare Form A hat eine Invariante H vom Grad 2:

H = ajai6 — agais — azaig + aqaiz — asae + aganr + aragg — agag (2.65)

Die zwei Invarianten mit Grad 4 sind zwei, folgender drei Determinanten:

ap a5 Qg Q13 ap a9 a3 Qi1 ap Gz Qg9 Q10
a2 Qg « a a2« a4 « a3 a4 « a
I = |[*2 6 10 14 M= |*? 10 4 12 N — |3 4 11 12 (2.66)
a3 a7 011 Q15 a5 Q13 Q7 Qi5 Q5 Qg Q13 Q14
Oy ag Q12 Qip Qg Q14 Qg8 Qjp ar Qg Q15 (16

mit L + M + N = 0. Um eine Invariante mit Grad 6 zu konstruieren verwendeten Luque
und Thibon Methoden der klassischen Invariantentheorie [93]. Der genaue Weg ist in [79]
beschrieben. Diese Invariante kann in den «; dargestellt werden als:

Dy = (—0412Oé14+04160410> (-(a4a5+a3a6—a2a7—a1a8)(—0410415-1-04130434-@11@5—Oé7a9)+
(azas — aqar)(—agars — arage + aaa + ai3oy + oo + o — gy — 0470410))4-
<—a116¥13 + a15a9)
<_(a4a6 — agag)(—aoars — e + Q40 + 30y + Q205 + a0 — agag — arrarig)+
(asga5 + azag — aoar — ajag)(—ag0ie + a1a0s + ajpas — a8a10)> -
<—04120413 — 11004 + Q169 + a150410>
((044046 — azag) (s — 1303 — aras + arog)+

(—a3a5 + a1a7)(a2a16 — Q404 — Q1206 + a8a10)>. (2.67)

Die Folge [H, L, M, D,;] der Generatoren der Algebra Polynomialer Invarianten ist voll-
stéandig. Nun kann man die Hyperdeterminante DetA, als Funktion der Invarianten dar-
stellen. Luque und Thibon identifizierten dazu die Diskriminante A einer bindren quarti-
schen Form. Diese hat zwei Invarianten S und 7', die mit der Diskriminanten iiber:

A= 83— 27T? (2.68)

zusammenhingen. Dieses A ist dquivalent zur Hyperdeterminante Det A4. Luque und Thi-
bon gaben weiterhin S und 7" als Funktion obiger H, L, M und D,; an:

1 2 2 4
S = EH‘1 - gH2L + gH2M —2H Dy + g(L2 + LM + M?) (2.69)
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1 1 1 1
T=—HS— —HYL-M)—=H3D, + ~H*(2L?> — LM + 2M?
216 18 ( ) 6 ttg ( + )

2 8

—H(L — M)Dy — —
+3 ( ) Dt o7

Im néchsten Abschnitt werden die Invarianten H, L, M, N, D.;,S,T und A fiir verschie-
dene parameterabhingige Zustinde untersucht und mit den oben eingefiihrten Verschréin-
kungsmaflen verglichen.

Aquivalente Invarianten sind weiterhin von Emary [42] und Lévay [76] mit unterschiedli-
chen Ansétzen abgleitet worden. Einen Vorschlag, um solche Invarianten experimentell zu
bestimmen, machen Leifer et al. [75]. Sumner und Jarvis [107] benutzten Verschrinkungs-
invarianten fiir Fragestellungen aus der Biologie, exakter, der Phylogenetik.

4
(L3 — M3) — GLM(L - M)+ D2, (2.70)

2.3.3 Charakterisierung von 4-Qubit Beispielzustinden

In diesem Abschnitt werden die oben vorgestellten Invarianten mit den beschriebenen opti-
mierten Bell Ungleichungen und der abgewandelten CKW Ungleichung verglichen. Es stellt
sich heraus, daf} die beiden Mafle und eine der Invarianten bei Anwendung auf verschiedene
parameterabhéngige 4-Qubit Zustdnde gleiches Verhalten in der Parameterabhingigkeit
zeigen. Die n#her betrachteten Zustéinde gehdren verschiedenen Verschréankungsklassen
an. Ein Teil der Zustidnde (|¢14),|/¢15) und der parameterabhéngige GHZ-Zustand) wur-
de ebenfalls bereits in [43,44] behandelt. Eine genauere Aufstellung der jeweiligen Ver-
schrinkungsmafle befindet sich in Anhang A.

2.3.3.1 Parameterabhingiger 4-Qubit GHZ Zustand

Man nimmt an, dafl der parameterabhéngige 4-Qubit GHZ Zustand:

IWGHZ) = 4|0000) + /1 —42|1111) (2.71)

fiir v €]0,1[ 4-Qubit verschrénkt ist. Die Concurrence Cj; zwischen jedem Qubit Paar
ist gleich Null. Das Globale Verschrinkungsmaf berechnet sich zu Q = 4y?(1 — ~?). Die
Berechnung der Luque Invarianten liefert:

H=~y1-72 (2.72)
L=M=N-=0 (2.73)
Dy =0 (2.74)
1
S = E’y‘l(—l +92)? (2.75)
L6 2,3
T = 2167( 14+~%) (2.76)
A =0. (2.77)

Man sieht, daf} die Invarianten S und T bis auf einen konstanten Faktor und einer Wurzel

mit () iibereinstimmen:
1

[P 3

s 192Q 13824Q (2.78)
Da v/S und Q dquivalent sind, wird im folgenden die Quadratwurzel von S verwendet. In
Abb. 2.5 sind die Globalverschriinkung @, v/S und das Ergebnis der Belloptimierung als
Funktion von v? aufgetragen. Obwohl die Belloptimierung fiir den parameterabhiingigen
GHZ-Zustand einige Schwierigkeiten bei v ~ 0 und v ~ 1 hat, wie in [43,44] beschrieben,
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Abbildung 2.5: Optimierte Bell Ungleichungen (schwarze Punkte) auf der rechten y-Achse, Glo-

balverschrinkung @ (gestrichelte Linie) und /S Invariante auf der linken y-
Achse, als Funktion von ~2 fiir den parameterabhingigen GHZ-Zustand. Die
gepunktete Linie zeigt die untere Grenze der Bell Bedingung fiir eine 3-Qubit
Verschréankung (> 8) bzw. eine 4-Qubit Verschriankung (> 16).

stimmen trotzdem alle Groflen perfekt iiberein. Dieser Zustand gehort nicht zur duflersten
von Miyake beschriebenen SLOCC Klasse, da das Hyperdeterminantenkriterium (A = 0)
nicht erfiillt ist. Das Kriterium nach Li et al., ob der Zustand SLOCC invariant zum

GHZ-Zustand ist:
—vV1=792#0 (2.79)

ist nattirlich fiir v €]0, 1] erfullt.

2.3.3.2 Heisenberg Zustand |¢15)

Die Charakterisierung des néichsten Zustandes ist im Vergleich mit den bisher behandelten
Zustinden komplexer. |¢p15) ist Eigenzustand eines speziellen 4-Qubit Heisenberg-Modells,
mit antiferromagnetischen Kopplungskonstanten J und Jg, beide > 0:

|¢15) = B1(—|0011) + [0110) — |1001) + [1100)) + B2 (—|0101) + [1010)) (2.80)

mit den zwei Amplituden (3, and (s, gegeben durch

B = (4+ (=T + 27, + 0)2/(27%) "/

By = (A+ (—J +2J, + 0)/(27%) 27 /(26) (2.82)

und der verwendeten Abkiirzung § = (9J% — 4.J.J, 4+ 4J2)'/? (vgl. Anhang A).

Aus der Optimierung der Bell Ungleichungen ist bekannt, dafl dieser Zustand die Be-
dingung fiir eine 3- bzw. 4-Qubit Verschrinkung erfiillt. Die Globalverschrinkung @ ist
konstant (@ = 1), unabhiingig von der Wahl der Parameter. Die Parameterabhingigkeit
der optimierten Ungleichungen ist im Verlauf mit der CKW Ungleichung vergleichbar. Die
Parameterabhéngigkeit beider Mafle ist in Abb. 2.6 als Funktion von J mit konstantem
Js = 2 bzw. als Funktion von J; mit konstantem J = 2 aufgetragen.

Die Berechnung der Luque/Thibon Invarianten liefert folgendes Ergebnis:
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Abbildung 2.6: Optimierte Ungleichungen (Linie mit Punkten) auf der rechten y-Achse, CKW
Abschiitzung (gestrichelte Linie) und /S Invariante (durchgezogene Linie) auf
der linken y-Achse; (a): als Funktion von J mit konst. J; = 2. bzw. (b): J;
mit konst. J = 2, fiir den Zustand |¢15). Die gepunktete Linie zeigt die untere
Grenze der Bell Bedingung fiir eine 4-Qubit Verschrinkung (> 16). J und J;
sind komplizierte Funktionen von 1 and 2 (siehe Text).
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H=-26] - 83 (2.83)
L=-N =G0} -05) (2.84)
M=0 (2.85)
Dyt = —383 (2.86)
5= <B4~} + 63 (287)
1
T = 5401 + 63)° (2.88)
A =0. (2.89)

In Abb. 2.6 ist zusétzlich der Verlauf der auf 1 normierten Invarianten /S aufgetragen.
Alle drei betrachteten GroBen zeigen gleiches Verhalten. Die Ubereinstimmung ist gut an
den Maxima bzw. Minima zu sehen. Fiir J = 0,J; = 2 bzw. J = 2, J; — 00 zeigen alle
drei Groflen eine maximale 4-Qubit Verschrankung an. In diesen Grenzfillen nimmt der
Zustand GHZ Form an. Auch im Minimum J = 2, J, = 2 herrscht Ubereinstimmung.

Da die Invariante A gleich Null ist, gehort der Zustand nicht zur Gog.5 Klasse. Aber der
Zustand erfiillt fast fiir alle Parameter, bis auf einen schmalen Bereich um J = Jg = 2,
die Bell Bedingung fiir eine 4-Qubit Verschrinkung. Testet man nun die Klassifikations-
kriterien nach Li et al. fiir die SLOCC Aquivalenz mit dem GHZ-Zustand, so erhélt man
folgende Gleichungen:

207 + 05 #0, —B{ =0 and 785 =0. (2.90)

Diese werden fiir 51 = 0 und (2 # 0 gelost. Das stimmt mit den Grenzwerten J; = 2,J — 0
und J = 2,J; — oo iiberein. Wie bereits angesprochen, reduziert sich der Zustand auf
einen GHZ-Typ, |¢15) ~ (—|0101) +]1010))/+/2. In allen anderen Fillen, d.h. 3; # 0, muB
der Zustand noch einer Klasse zugeordnet werden.

2.3.3.3 Miyake Zustand |G.,)

In diesem Teilabschnitt wird explizit ein Zustand mit A ## 0 untersucht. Dazu wird der
urspriingliche Miyake Zustand |Gog+5) (2.57) um mehrere Parameter reduziert. Setzt man
B =68 =rund 20?2 + 6% = 1, so wird:

|Gay) = a(]0000) + [1111)) + +(]0011) + [1100)+
|0101) + |1010) + |0110) + [1001)), (2.91)

wobei a bzw. v reell gewihlt werden, also v € [0,1/v/6]. Die Globalverschrinkung @ fiir
diesen Zustand ist parameterunabhéngig, () = 1. Die Berechnung der Concurrences zeigt
die Gleichheit aller, Clg = C13 = 014 = C23 = 024 = Cg47 mit

Cha = 2v2 (2.92)
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Abbildung 2.7: VerschrankungsmaBe des Miyake Zustandes |G4~) als Funktion des Parameters
v. (a): Concurrence; (b): Optimierte Ungleichungen (Linie mit Punkten) auf
der rechten y-Achse, CKW Abschitzung (gestrichelte Linie) und v/S Invariante
(durchgezogene Linie) auf der linken y-Achse. Die gepunktete Linie zeigt die
untere Grenze der Bell Bedingung fiir eine 4-Qubit Verschrinkung (> 16). (c):
Invariante A als Funktion von ~.
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und « wie oben definiert. In Abb. 2.7a ist die Concurrence als Funktion des Parameters
aufgetragen. Die Berechnung der Luque/Thibon Invarianten liefert:

H=1/2 (2.93)
L=M=N=0 (2.94)
1
Dap = 7%(1 = 8°) (2.95)
11, 212
S = T (1—-8y9) (2.96)
1 vt 7 8 10 12
T—— O o8 12 2 2.
3821 192 T ag T3 T o1y (2.97)
1
A= -5 (67" = (24" = 1)%(8° =), (2.98)

Abb. 2.7b vergleicht die Parameterabhéngigkeit der betrachteten Mafle. Wieder zeigt sich,
daf der Verlauf der auf 1 normierten Invarianten v/S, der CKW Ungleichung und der op-
timierten Bellungleichungen dieselbe Parameterabhingigkeit liefert. Fiir v = 0 nimmt der
Zustand GHZ Form an, |Ga,) = (/0000) + |1111))/+/2 und alle drei betrachteten GréBen
haben ein Maximum. Auch die Minima bei v = 1/2v/2 und die Maxima bei v = 1/21/6
stimmen gut iiberein.
Der Zustand |Gagys) ist der Représentant der dufersten SLOCC Verschrinkungsklasse
mit dem Kriterium A # 0. Auch fiir den speziell gewidhlten Zustand |G,,) ist die Hyper-
determinante A verschieden von Null, mit Ausnahme von v = 0, £1/v/6, £1/v/8, +1//24.
Diese Maxima stimmen mit den Maxima bzw. Minima von /S perfekt iiberein. Abb. 2.7c
beinhaltet ergéinzend den Verlauf der Hyperdeterminanten A.
Die Kriterien nach Li et al. zur SLOCC Aquivalenz mit dem GHZ Zustand berechnen sich
Zu:

—a? =340 A o2 —At=0. (2.99)

Fiir eine der Nullstellen von A, v = 1/4/8, sind diese Bedingungen erfiillt.

2.3.3.4 Heisenberg Zustand |¢14)

Zuletzt ein Zustand, dessen Verschrankungsstruktur mit vorhandenen Mitteln vollstéandig
zu erkléren ist. Der Zustand

h14) = €1]1110) + €3]1011) + €3]0111) — €5/1101) (2.100)

mit €2 +e3+2€3 = 1 ist ebenfalls Eigenzustand der oben erwihnten 4-Qubit Heisenbergket-
te (vgl. Anhang A). Da er allgemeine W-Form (2.44) hat, stimmt die Globalverschréinkung
@ mit der Summe der quadrierten Concurrences iiberein, vgl. (2.45). Der Zustand enthilt
also nur 2-Qubit Verschriankungen. Die optimierten Bell Ungleichungen erfiillen nicht die
Bedingung einer 4-Qubit Verschrankung. Die genaue Darstellung der Mafle befindet sich in
Anhang A. Die Luque/Thibon Invarianten sind fiir diesen Zustand alle gleich Null, liefern
also keine Information iiber die Verschrinkungsstruktur.

Eine weitere interessante Beobachtung ergibt sich bei Betrachtung der Invarianten H.
Diese Invariante und die Ungleichung der Li et al. Kriterien fiir die SLOCC Aguivalenz
zum GHZ-Zustand stimmen bei allen Beispielen, bis auf ein Minuszeichen, {iberein. Eine

von Null verschiedene Invariante ist somit ein Kriterium fiir die SLOCC Aquivalenz zum
GHZ-Zustand.
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2.4 Diskussion

In Kapitel 2 wurden die Grundlagen der Verschrankungstheorie erldutert. Die Charakteri-
sierung reiner 2- und 3-Qubit Zustinde stellt kein Problem dar und ist bereits vollstindig
geklart. Mit den Concurrences und dem Tangle Mafl lassen sich die 2-Qubit und die 3-
Qubit Verschrankungen bestimmen. Fiir die Charakterisiserung eines 4-Qubit Zustandes
stehen nur ein 2-Qubit Mal und die Globalverschrinkung @ zur Verfiigung. Der Rest,
eine 3- bzw. 4-Qubit Verschrankung, kann aber mit der CKW Ungleichung und optimier-
ten Bell Ungleichungen abgeschitzt werden. Diese wurde mit Polynomialen Invarianten
verglichen. Es stellte sich heraus, daf} eine der Invarianten geeignet ist die iibrigbleibende
Verschrankung zu messen.



Kapitel 3

Diskrete Quantum Walk Modelle

Der klassische Random Walk wird meist mit der Bewegung eines Betrunkenen verglichen.
Dieser macht mit einer Wahrscheinlichkeit p einen Schritt nach links, und mit einer Wahr-
scheinlichkeit (1 — p) einen Schritt nach rechts. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ bei
t—maliger Wiederholung dieser Bewegung das Ereignis Schritt nach links genau k—mal
eintritt durch:

rw = ()t a-pt )

gegeben. Dies ist die Wahrscheinlichkeit, den Betrunkenen zum Zeitpunkt ¢ an einem be-
stimmten Ort z zu finden. Man erhélt eine Binomialverteilung, der Mittelwert bei einer
ungerichteten Bewegung (p = 1/2) ist (x) = 0, mit dem Ursprung als Startpunkt. Die
Varianz ist proportional zu t, o%(z) = t.

Der diskrete Quantum Walk ist identisch aufgebaut. Man betrachtet die Dynamik eines
Quantensystems auf einem diskreten Gitter, erhélt aber ein komplett anderes Verhalten
als im klassischen Fall. In diesem Kapitel werden nun einfache Modelle des diskreten QW
behandelt. Einerseits zum Uberblick iiber vorhandene Literatur, andererseits zur Vorbe-
reitung auf die folgenden Kapitel. Beginnend mit dem einfachsten Modell: ein unendliches
eindimensionales Gitter mit einer Miinze (engl. Coin). Das Modell wird ausfiihrlich be-
handelt, analytische Losungsmoglichkeiten auf der einen Seite und Vereinfachungen zur
numerischen Simulation auf der anderen Seite, werden aufgezeigt. Das Modell ist in meh-
rere Richtungen erweiterbar. Zum einen durch die Anzahl der verwendeten Coins, zum
anderen durch eine Erh6hung der Dimensionalitidt des Ortsraumes. Diese Zusétze machen
es in spéateren Kapiteln moglich, den Einflul von Multiqubit Zusténden auf die Verteilun-
gen der QW Modelle zu studieren und so Zusammenhénge zwischen Verschriankungsmaflen
und Ortskorrelationen herzustellen. Ein weiterer Ansatz betrachtet das Hinzufiigen von
Nichtlinearitidten, meist ortsabhéngigen Phasen, wodurch die Beziehung zu Quantenchaos-
Modellen hergestellt wird. Innerhalb eines solchen Modells wird die Verbindung zwischen
Verschrinkung und Ortsverteilung bereits sichtbar.

3.1 Eindimensionale QW Modelle

Das einfachste Modell eines diskreten QW beschreibt die Bewegung eines 2-Level Quan-
tensystems (Qubit) auf einem eindimensionalen Gitter mit g Gitterpunkten. Der Hilbert-
raum H des Gesamtsystems wird durch einen g-dimensionalen Ortsraum Hp (Positi-
onspace) und einen 2-dimensionalen Miinzraum (Coinraum, Coinspace) H¢c beschrieben,

25
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H = Hp ® Hc. Die g-dimensionalen Basisvektoren des Ortsraumes werden mit {|z)} be-
zeichnet, die zweidimensionale Basis des Coinraumes mit |0) und |1).

Die Bewegung des Systems erfolgt nun nach einem festgelegtem Muster in zwei Schrit-
ten. Zuerst wird die Miinze geworfen, d.h. die Anwendung eines Coinoperators C. Danach
erfolgt die Bewegung auf dem Gitter, in Abh#ngigkeit des Wurfergebnisses, mittels eines
Bewegungsoperators S (Shiftoperator). Diese beiden Operationen definieren einen Zeit-
schritt. Der Gesamtzustand nach ¢ Zeitschritten ergibt sich zu:

[W(®) = (SO (to)) = E' [ (to)), (3.2)

=F

mit [ (tg)) =: |[¢(t = 0)). Beide Operatoren sind folgendermafien aufgebaut. Der Coin-

operator C' ist das Produkt eines Wiirfeloperators im Coinraum und eines Einsoperators
im Ortsraum 1p. Als Standard Wiirfeloperator dient der Hadamardoperator H:

C=1pxH. (3.3)
Er ist durch seine Wirkung auf die Coinbasis |0), |1) definiert:
€
V2

Ordnet man dieser Basis entsprechende Vektoren zu:

0) = <(1)> - ((1)) (3.5)

so erhélt man die Standardform des Hadamardoperators:

.1 (11
H_\/i<1 _1>. (3.6)

Die coinabhéingige Bewegung auf dem Gitter wird durch den Shiftoperator S erzeugt:
= v+ 1)z @[0)(0] + D |z — 1)(z| @ [1)(1] (3.7)

=S @ [0)(0] + S~ @ [1)(1], (3.8)

HI0) = —=(10) + 1)) FIJ1) = ——(|0) — |1)). (3.4)

Sl

2

mit der abkiirzenden Schreibweise fiir die einzelnen Bewegungsrichtungen:
S= Y] 5= Y e 1 (39)

Aufgrund der Verwendung des Hadamardoperators wird dieses QW Modell auch als Hada-
mard Walk bezeichnet. Der Zustand zum Zeitpunkt tg ist aus einem Anteil im Ortsraum
und einem Anteil im Coinraum aufgebaut:

1Y (to)) = |wo) @ |[Ye(to))- (3.10)

Im Normalfall startet der Walker auf einer lokalisierten Position im Ortsraum. In den
Arbeiten von Abal et al. [1,2] wird néher auf nichtlokalisierte Startzustinde im Ortsraum
eingegangen.

Die Dynamik des Quantum Walk ist am besten graphisch darstellbar. Dazu betrachtet
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Abbildung 3.1: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsverteilungen eines klassischen (gestrichelte Li-
nie) und eines Quantum Walks nach ¢ = 100 Zeitschritten. Der Coin Startzustand
ist (|0) + [1))/v/2. Die GittergroBe ist ¢ = 240 und der Startpunkt im Ortsraum
120. Im Quantenfall sind nur die Wahrscheinlichkeiten an geraden Punkten auf-
getragen, da die ungeraden nicht besetzt sind.

0.1

P(z)

0.05

Abbildung 3.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung P(z) fiir einen Quantum Walk mit unterschiedli-
chen Coin Startzustidnden, |0) (gestrichelte Linie) und |1) (durchgezogene Linie),
nach ¢ = 100 Zeitschritten. Die Gittergrofle ist ¢ = 240 und der Startpunkt
im Ortsraum 120. Im Quantenfall sind nur die Wahrscheinlichkeiten an geraden
Punkten aufgetragen.
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Abbildung 3.3: Mittelwert des eindimensionalen Hadamardwalks fiir den allgemeinen Coin Start-
zustand (3.14) in Abhéngigkeit der Parameter v und ¢ nach ¢t = 90 Zeitschritten.
Die Gittergrofle ist g = 200, der Startpunkt im Gitter zg = 100.

man die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Gitter:

P(z,t) = {0l () + [(Llw () (3.11)

Mittelwerte und Varianz lassen sich daraus standardméifig ableiten. Abb. 3.1 vergleicht
die sich ergebende Verteilung eines Hadamardwalks mit der klassischen Verteilung. Die
Unterschiede sind leicht erkennbar. Wahrend die klassische Verteilung um den Startpunkt
zentriert ist, erkennt man beim Quantum Walk die typisch gezackte Verteilung. Die Mo-
mente fiir grofie Zeiten sind von Amabinis et al. [8] berechnet worden. Der Mittelwert ist
abhéngig vom Coin Startzustand a und proportional zur Zeit t:
() = a(l — —)t (3.12)
Tt a \/i . .
Das Vorzeichen von a bestimmt das Vorzeichen des Mittelwertes bzw. die Bewegungsrich-
tung. Das zweite Moment ist unabhéngig vom Startzustand und geht quadratisch mit der
Zeit: 1
2 2
(%) =(1 \/i)t . (3.13)
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist somit quadratisch hoher als im klassischen Fall. In
Abb. 3.2 sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir zwei unterschiedliche Startzusténde
illustriert. In den Verteilungen spiegelt sich die Konstruktion des Shiftoperators S wieder,
vgl. (3.7). Fiir |0) als Coin Startzustand ist die Wahrscheinlichkeit hoher nach rechts zu
laufen, fiir |1) ist sie grofer nach links zu laufen. Diese Abhéingigkeit erkennt man auch
sehr gut bei Betrachtung des Mittelwertes fiir einen allgemeinen Coin Startzustand [64]:

[Ye(to)) =710) + e /1 —~21) (3.14)

in Abhéngigkeit des Parameters v und der Phase ¢. Diese Abhéngigkeit ist in Abb. 3.3 zu
sehen. Je nach Einstellung von v lduft der Walker mehr nach links bzw. nach rechts. Die
allgemeinen Phase ¢ kann diese Bewegung dédmpfen, wie deutlich fiir ¢ = 7 zu erkennen



3.1 Eindimensionale QW Modelle 29

ist.

Es gibt mehrere Moglichkeiten das Modell analytisch zu 16sen. Aufgrund der Translations-
invarianz beim unendlichen Gitter, ist eine Fouriertransformation die erste Wahl. Diese
Rechnung wurde von Nayak und Vishwanath [90] und Ambainis et al. [8] diskutiert.
Aufgrund des Shiftoperators wird die Wellenfunktion am Ort x zum Zeitpunkt ¢+ 1 durch
die Wellenfunktionen zum Zeitpunkt ¢ an den Orten x 4+ 1 bestimmt:

Yz, t+1) = Myh(x — 1,t) + M_tp(z + 1,t) (3.15)

mit M., M_, den jeweiligen Teilen des Wiirfeloperators. Die Transformation der Wellen-
funktion v (x,t) in den k-Raum erfolgt tiber:

P(k,t) = (w, t)e’*”. (3.16)

Im Fourierraum 18t sich nun die Anwendung der Operatoren My, M_ zusammenziehen.
Dies kann an folgender Rechnung nachvollzogen werden:

Pk, t+1) = (Myp(z — 1) + M_tp(x + 1,t))e’*

T

=e* M, Z p(n —1,8)e*E ek Z Yla+ 1,8)eH e (3.17)
= (eikM+ + e_ikM—)'l;(k7 t)

Im Fourierraum wird also der Ubergang von ¢ nach t+1 durch Anwendung eines einzelnen
Operators ausgefiihrt: . .
Yk, t +1) = M ip(k,1) (3.18)

mit My, = e* M, + e~ M_. Die Zeitentwicklung li8t sich nun einfach berechnen. Durch
Diagonalisierung des M}, Operators reduziert sich die t-fache Matrixmultiplikation auf eine
Potenzierung der zugehorigen Eigenwerte Aj:

Pk, t) = Mip(k,to) mit M= (A)" [¢}) (%] (3.19)

)

Das Problem stellt die Riicktransformation in den Ortsraum dar. Die exakte Losung der
Integrale ist fiir beliebige Zeiten nur naherungsweise moglich. Beispielsweise verwenden
Nayak und Vishwanath [90] zur Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir grofie
Zeiten die Methode der stationéren Phasen [12].

Zur Berechnung der Verteilungsmomente haben Brun et al. [25] eine elegante Gleichung
abgeleitet. Im k-Raum kann die Wirkung des Entwicklungsoperators auf einen an der
Stelle |zp = 0) im Coinzustand |¢g) startenden Walker als

E(Ik) @ |¢0)) = k) © Uk | o) (3.20)
geschrieben werden, da
T dk
= [ 5 (321)

ist. Uy, ist ein allgemeiner Wiirfeloperator im k—Raum. (Zur Vereinfachung wird das Dach
“bei den Operatoren weggelassen.) Die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢, |¥(¢)), ist dann
gegeben durch:

W) = o) = | 1K) @ ()l (3.22)

—T
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Wie oben erwihnt, ist die Riicktransformation der Wellenfunktion im allgemeinen kompli-
ziert. Man ist aber nicht an der Wellenfunktion interessiert, sondern nur an den Momenten
der Verteilung. Dazu berechnet man die Wahrscheinlichkeit den Walker zum Zeitpunkt ¢
am Ort x zu finden, mit:

P(a,t) = (U(0)[(Jz) (=] @ 1)[(2))

1

(27T)2 /_7r dk /_7r dk’e—z’x(k—k’)<¢0|(Ug)t(Uk,)t|¢0>. (3‘23)

Die Berechnung des m-ten Momentes erfolgt iiber:
m 1 m " " —ix(k—k'
@™ = G 2 / dk/ ke =R (ol U T do).  (3.24)

Diese Gleichung 148t sich durch ausnutzen der Beziehung

2i > ame itk = jmgtm) () — ) (3.25)
T
vereinfachen zu:
Z‘m K ™
@ = 5 [ i [ a0l O] ) ) (3.20)

Die Ableitung der §-Funktion kann durch partielle Integration umgangen werden und man
erhélt so einen allgemeinen Ausdruck fiir das m-te Moment:
dm

) = o [ ar il [ 0 e (3.27

Neben der Fouriertransformation sind noch weitere Losungsmethoden auf das Quantum
Walk Problem angewandt worden. Die Losung mittels Pfadintegralmethode / Kombina-
torik wird von Ambainis et al. [8] und Carteret et al. [29] diskutiert. Konno et al. [73]
nutzen die Algebra des Matrixoperators. Methoden der klassischen Wellenoptik werden
durch Knight et al. [69] beschrieben. In der Arbeit von Romanelli et al. [98] wird die Dy-
namik des QW in einen Markovschen Anteil und einen Interferenzterm zerlegt.

Um den Quantum Walk simulieren zu koénnen, ist es hilfreich Rekursionsrelationen fiir
die Amplituden des Coinzustandes am Ort x abzuleiten, was in mehreren Arbeiten de-
monstriert wurde, vgl. [8]. Eine direkte numerische Umsetzung der Matrizen ist natiirlich
auch moglich, man stofit aber schnell an die Grenzen des Arbeitsspeichers. Bei eindimensio-
nalen Modellen beispielsweise, benttigt die Simulation in Matrixdarstellung Speicherplatz
fiir komplexe Matrizen der Dimension (2 x g,2 % g), wobei g die Gittergréfie ist. Die Metho-
de der Rekursionsrelationen reduziert das Ganze auf zwei komplexe Vektoren der Linge g.
Dies hat entscheidenden Vorteil bei hoherdimensionalen Modellen, da hier die Grofle des
Arbeitsspeichers iiber die Durchfiihrbarkeit der Simulation entscheidet.
Der Zustand zum Zeitpunkt ¢ 148t sich allgemein als Summe der Zusténde in der Coinbasis
am Ort x schreiben:

(1) =Y alx,t)|z,0) + bz, t)]z, 1), (3.28)

x

wobei |a(z,t)|? die Wahrscheinlichkeit angibt, den Walker am Ort 2 im Coinzustand |0) zu
finden. Und |b(x,t)|? die Wahrscheinlichkeit ist, den Walker am Ort = im Coinzustand |1)
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zu finden. |z, 0) ist eine Kurzschreibweise fiir |x) ® |1). Die Wirkungen des Coinoperators
C und des Shiftoperators S auf diese Zustdnde lassen sich wie folgt darstellen:

Cla, 0) = %(m,m te1)  Cla) = %(m,m ) (3.29)
Slz,0) = |z +1,0) S|z, 1) = |z —1,0). (3.30)

Ein Schritt in der Zeitentwicklung ist dann, wie oben definiert, erst die Verwendung des
Coinoperators, gefolgt durch die Anwendung des Shiftoperators:

[4(t)) = SCly(t - 1)), (3.31)

wobei [1(t — 1)) gegeben ist durch:

[t —1)) =) az,t —1)|2,0) + b(a,t — 1]z, 1). (3.32)

T

Der Gebrauch der Operatoren liefert nun den Zustand zum Zeitpunkt ¢ in Abhéngigkeit
des Zustandes zum Zeitpunkt ¢ — 1:

(1)) = % S~ {ae.t = Dz +1,0) +alw,t — D~ 1,1+

T

b(a,t — )|z +1,0) — b(z,t — )|z — 1, 1>} (3.33)

Die Rekursionsrelationen fiir die Amplituden a,b ergeben sich durch Projektion auf die
einzelnen Basiszusténde:

a(z,t) = (z, 0 (t)) = %{a(m 1t —1) bz —1,t— 1)} (3.34)
b, ) = (2, 1[(8)) = %{a(m FLE-1) b1 -1) (3.35)

3.2 Erweiterung des Coinraumes

Fine mogliche Erweiterung des obigen Modells besteht aus der Ergédnzung des Coinrau-
mes um mehrere Qubits. Der Gesamthilbertraum ist Produktraum aus Ortsraum und M
Coinrdumen, H = Hp ® (Hc)®M. Ein allgemeiner Entwicklungsoperator E wiirde wie
folgt ausschauen:
E= <$‘+1 215M Vg 00+ S te1dM Vg |1><1|> (le 2 13M N g é) (3.36)
Die Entwicklung des Quantum Walks ist aber immer noch abhéingig von einem Coin al-
leine, d.h. nur ein einzelner Coin steuert die Bewegung auf dem Gitter.
Modelle mit dieser Erweiterung wurden in Arbeiten von Brun et al. [25] und Flitney et
al. [47] studiert. Erstere beschiftigte sich mit dem Ubergang in den klassischen Bereich.
Durch Einsatz verschiedener Coinoperatoren konnen Interferenzeffekte reduziert werden.
In der Arbeit von Flitney et al. wurde die Umsetzung von Parrondo Spielen [57, 58, 85]
in Quantum Walk Modellen diskutiert. Der Parrondo Effekt ist dadurch charakterisiert,
dafl aus der Kombination zweier Spiele mit negativem Erwartungswert, ein Spiel mit po-
sitivem Erwartungswert gemacht werden kann. Durch die Erweiterung des Coinraumes
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ist es moglich, eine Geschichtsabhéngigkeit innerhalb des QW zu studieren. Innerhalb des
M-fachen Coinraumes werden die Ergebnisse der ¢ — 1 vorherigen Coinwiirfe gespeichert.
Der neue Coinwurf wird dann abhéngig von diesen vorherigen Ergebnissen ausgefiihrt.
Im folgenden wird dieses Modell eingehender betrachtet, da einige interessante Effekte und
neue Methoden auftreten. Zu den bisherigen Operationen, Coinwurf und Gitterbewegung,
im Operator E implementiert, kommt ein Ordnungsoperator O, der im Coinraum die bis-
herigen Ergebnisse speichert bzw. ordnet. Die Zeitentwicklung des Startzustandes besteht
aus t-maliger Anwendung der Kombination F und O:

[4(t)) = (OE)' % (to)) (3.37)

Der Coinanteil des Entwicklungsoperators E':

b= (S“ 2 15M Vo)l + S Te1EM Vg 11><1\)

A~

(ﬂp ® Z ijk17~~~7jMfl ® U(pjl---jlwfl)) (3'38)
Ji,-Jm—1€{0,1}

ist speziell konstruiert. Die Projektionsoperatoren P} steuern die Anwendung des

JlsenjM—1
parameterabhéngigen Wiirfeloperators U(pj,..j,,_,). Dadurch wird die Wiirfeloperation

durch U, abhingig von den anderen Coins ausgefiihrt. Durch den Parameter p ist eine
Vorzugsrichtung links oder rechts einstellbar. Dieser parameterabhéingige Operator sieht

wie folgt aus:
U(p) = ( VP “1_”). (3.39)
iW1—p VP

Fiir die Geschichtsabhéngigkeit ist der Operator O zustindig:

O=1p® Z lgnedn - gm—1) (- - gm—1iml- (3.40)
Ji,-im€{0,1}

Dieser ordnet die Coinstruktur um. Zur Veranschaulichung des gesamten Schemas, hier
die explizite Darstellung der Operatoren fiir drei Coins (M = 3):

E = (S“ R1c@1c®[0)(0] + S @lc@lc® \1><1y>
(ﬂP ® (!00>(00\ ® Ulpoo) +101)(01] @ U(po1)+

10)(10] © U (p10) + [11)(11] @ U(pn))) (3.41)
O=1p® (yooo><000\ +1001)(010] + [010)(100] + |011)(110|+
1100)(001| + |101)(011] + [110)(101| + |111><111|). (3.42)

In Abb. 3.4 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir einen M = 2 und einen M = 3
geschichtsabhéingigen Quantum Walk dargestellt. Im Gegensatz zum Eincoin Hadamard-
walk treten, abhingig von der Anzahl der verwendeten Coins, zusétzliche Spitzen in der
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Abbildung 3.4: Wahrscheinlichkeitsverteilung eines QW mit Geschichtsabhéingigkeit fiir unter-
schiedliche Coinanzahl, M = 2 (durchgezogen) und M = 3 (gestrichelt).

Verteilung auf. Diese konnen mit einem leichten Argument erkliart werden. Die Peaks sind
Interferenz Phinomene, die sich aus Zusténden ergeben, die nach mehreren Zeitschritten
auf sich selbst abgebildet werden, z.B. fiir M = 2:

<|x,01> Iz, 10>) <|:17 01) — |x,10>> (3.43)

Die Umsetzung eines Parrondo Spiels funktioniert nun wie folgt. Man bendtigt dazu einen
QW mit M = 3 und zwei verschiedene Spiele A, B, wobei A, B einer Kombination OC
mit spezieller Parameterwahl p entspricht. Fiir das Sp1e1 A wihlt man:

poo = po1 = p10 = p11 = 0.5. (3.44)

Im Spiel B fiihrt man einen entsprechenden Bias ein, z.B.:

L£00 = 0.55 Po1 = P10 = P11 = 0.5. (3.45)

Beide Spiele, unabhéngig voneinander ausgefiihrt, liefern einerseits einen Erwartungswert
gleich 0, andererseits einen negativen Erwartungswert. Fiithrt man nun die Operatoren
nacheinander aus, d.h.

[¢(t+ 1)) = BBAAJ(t)), (3.46)

so ergibt sich ein positiver Erwartungswert, ein Quanten Parrondo Effekt.

Wie man sieht bietet das Modell des QW mit Geschichtsabhingigkeit mehrere interes-
sante Phéanomene. Durch Kombination spezieller Operatoren ist es moglich, den Erwar-
tungswert zu lokalisieren. Der Einflufl der nicht benutzten Coins im Coinraum spielt hier
die entscheidende Rolle. Ebenso besteht die Mdoglichkeit, Quantenspiele innerhalb eines
Quantum Walks umzusetzen.



34 Kapitel 3 ® Diskrete Quantum Walk Modelle

3.3 Mehrdimensionale QW Modelle

Dieser Abschnitt zeigt, wie man Quantum Walk Modelle auf mehrere rdumliche Dimen-
sionen erweitern kann. Dem eindimensionalen Modell dhnlich, werden Rekursionsrelatio-
nen fiir eine Computerumsetzung abgeleitet. Die analytische Berechnung der Mittelwerte
und hoheren Momente wird durch eine Erweiterung der Gleichung nach Brun et al. [25]
ermdglicht. Zusétzlich zu den 1D Mittelwerten bzw. Varianzen koénnen Ortskorrelationen
betrachtet werden, mit denen im Laufe der Arbeit die Verschrinkungsstruktur des Coin
Startzustandes exakt beschrieben wird.

Die erste Diskussion hoherdimensionaler QW Modelle ist in den Arbeiten von Mackay et
al. [81] und spéter Tregenna et al. [110] nachzulesen.

3.3.1 2D

Die Erweiterung des 1D Quantum Walks auf mehrere rdumliche Dimensionen stellt keine
Hiirde dar, weder numerisch noch algebraisch. Man definiert einen entsprechenden Wiirfel-
operator und legt fest in welche Richtung der Walker bewegt wird. Dies soll am Beispiel
des QW auf einem zweidimenisonalen Gitter detailliert nachvollzogen werden.

Der Hilbertraum des Gesamtsystems ist durch folgenden Produktraum gegeben:

H = sz (039 pr & HCZ & Hcy. (3.47)

Die Basisvektoren sind Produktzustéinde der zwei Ortsrdume und der zwei Coinrdume. Die
beiden Richtungen des Gitters werden mit x und y bezeichnet. Als Basis im Coinraum
nimmt man die binédre Basis mit den Zustédnden |00), |01), [10),|11), z.B.:

|z) ® |y) ® |0) @ |0) := |z, y,00). (3.48)

Der einfachste Coinoperator ist das Produkt zweier Hadamard Operatoren H = Hy @ H,
mit folgender Wirkung auf die Basiszustéinde:

H|z,y,00) = % (|, y,00) 4 |z,y,01) + |z,y,10) + |z,y, 11)) (3.49)
ﬁ|x,y,01> = % (|z,y,00) — |z,y,01) + |z,y,10) — |x,y, 11)) (3.50)
Hlz,y,10) = % (123,00} + |2, 5, 01) — |z, 9, 10) — |z, 5, 11)) (3.51)
Hl|z,y,11) = % (|, y,00) — |z,y,01) — |z,y,10) + |z, y,11)). (3.52)

Die Bewegung auf dem Gitter erfolgt mittels Shiftoperator S:
Slz,y,00) = |z 4+ 1,y +1,00)  S|z,y,01) = |z + 1,y —1,01) (3.53)
Slz,y,10) = |z — 1,y +1,10) S|z, y,11) = |z — 1,y — 1,11). (3.54)
Der Entwicklungsoperator E schreibt sich wie folgt:
E = (851 10,001 + 87 9 |L)(LJ) (1. ® f) ) @ (3.55)
(55 @ 10,000, + 5, @ 1) (1) (1, @ ). (3.56)

Wie man erkennt, sind die Bewegungen in z- bzw. y-Richtung voneinander unabhéngig.
Fine mogliche Korrelation beider Richtungen wiirde dann aus einer Korrelation des Start-
zustandes resultieren. Natiirlich ist es moglich anstatt des Produktes zweier Hadamard
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Operatoren andere Wiirfeloperatoren zu nutzen. Operatoren, die die rdumlichen Freiheits-
grade verschréinken sind der DF'T Coinoperator und der Grover Coinoperator, resultierend
aus den jeweiligen bekannten Quantenalgorithmen. Nimmt man die binédre Kodierung der
Coinbasis (von der 0 aus beginnend), so kann man beide Operatoren wie folgt darstellen.

Den DFT Operator
201

1 . d
CPlp) = — 2T /2%)y, 3.57
und den Grover Operator
241

Cli) = <= (-2 + 3 ). (3.58)
v=0

Fiir d = 2 ist die Matrixdarstellung anschaulicher:

1 1 1 1 -1 1 1 1
1 L 1 _
211 -1 1 -1 211 1 =1
1 —i =1 i 1 1 1 -1

Der Einflufl beider Operatoren im Vergleich zum Hadamardprodukt ist in Abb. 3.5 fiir
verschiedene Coin Startzustéinde graphisch dargestellt. ! Diese sind aus [110] entnommen.

|Vsym) = %(yo> +i1)) ® (]0) +i[1)) = %(100> +i|01) +i|10) — |11)) (3.60)
[Ya) = 5 (100) — 101) — 10) +]11)) (3.61)

1 1—34 1—34
[vp) = §(|00> + WIOD + [10) — Wum (3.62)

Es zeigt sich, dafl unterschiedliche Startzusténde im Coinraum nétig sind, um fiir den
jeweiligen Operator symmetrische Verteilungen zu erhalten. Die Vierpeakstruktur des
Hadamardoperators mit dem symmetrischen Coin Startzustand (3.60) in Abb. 3.5a ent-
spricht der zweidimensionalen Erweiterung der eindimensionalen Verteilung mit der Zwei-
peakstruktur, vgl. Abb. 3.1. Hier kann man sehr gut die Produktstruktur des Hadamar-
doperators erkennen. Der DFT und der Grover Operator erzeugen ganz unterschiedliche
Verteilungen. Auffillig ist beispielsweise die Lokalisierung des Walkers am Startpunkt
durch den Grover Operator, vgl. Abb. 3.5e.

Im folgenden werden die Rekursionsrelationen abgeleitet. Der allgemeine Zustand zum
Zeitpunkt ¢ lautet:

[6(6) = >_{ale,y,t)|z. y,00) + Bz, y, 1)z, y, 01)+

"E7y

A, y, Dle,9,10) + 8(z, y, Dlw,y,11) . (3.63)

Die Angabe der Gittergrofie g in den Abbildungen, ist in der gesamten Arbeit immer auf eine Dimension
bezogen.
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(a) H® H;(3.60) (b) H® H;(3.61)

(c) DFT; (3.60) (d) DFT; (3.62)

Abbildung 3.5:

(e) Grover; (3.60) (f) Grover; (3.61)

Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Gitter zweidimensionaler QW Modelle
mit unterschiedlichen Coinoperatoren und Coin Startzustédnden. Die Gittergrofe
einer Dimension betragt g = 200, der Zeitpunkt der Messung ¢t = 90. Die Be-
zeichnung beinhaltet den verwendeten Wiirfeloperator und den jeweiligen Coin
Startzustand. Hellere Farben in der Farbkodierung bedeuten eine hohere Wahr-
scheinlichkeit.
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Basis

Xy || 100) [01) | [10) [11)
00) |+ + | + + | + +
01 |+ - + - + -
10y | - + | + + | - -
i | - - + - - +

Tabelle 3.1: Anwendung des Shiftoperators und des HeoH Operators auf die vier verschiedenen
2-Qubit Basiszustinde. Auswertung wie folgt, z.B. linke Spalte, erste Zeile: Ist der
Coinzustand |00), so ist in —Richtung und in y—Richtung jeweils +1 zu gehen. Der
Hadamard-Produkt Operator macht aus |00) ein ,,plus |00) plus [01) plus [10) plus
[11)«.

Nach Anwendung der oben definierten Hadamard- und Shiftoperatoren und der Projektion
auf die Coinbasis Zusténde erhilt man:

a(a:,y,t) = (wayaoo‘w(t» = %(Oé(l’— 17y_ 17t_ 1) +ﬂ(1’— 1,:1}_ 17t_ 1)+

e —1y—1,t—1)+8x—1,y— Lt—l)) (3.64)

B(z,y,t) = (x,y,01|(t)) = %(a(w —Ly+1L,t—=1)=px—1,y+1,t—1)+

’y(ac—1,y—|—1,t—1)—5(m—1,y+1,t—1)) (3.65)

Y(z,y,t) = (2, y,10[¢(t)) = %(a(wr Ly—-1Lt-1)+px+1Ly—-1t-1)-

7(:E+1,y—1,t—1)—5(:U+1,y—1,t—1)) (3.66)

1
fy(g;+1,y+1,t—1)+5(x+1,y+1,t—1)) (3.67)

Diese Schritte konnen mit Hilfe einer Tabelle leicht zusammengefafit und iibersichtlich dar-
gestellt werden (siehe Tabelle 3.1). Die tabellarische Form erleichtert die Herangehensweise
an hoherdimensionale Modelle. Die Umsetzung in einem geeignetem Simulationsprogramm
ergibt sich direkt aus der Tabelle.
Die Wahrscheinlichkeit, den Walker am Ort (x,y) zum Zeitpunkt ¢ zu finden, ergibt sich
Zu:

P(z,y,t) = |a(z,y, )] + 18(z, y,0)1* + |v(,y, 0 + 8z, y, 0)[%. (3.68)

Fiir die Charakterisierung solch einer zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilung
existieren mehrere Moglichkeiten, vgl. z.B. [97]. Die Mittelwerte in z- bzw. y- Richtung
ergeben sich durch Aufsummation der jeweils anderen Richtung:

po(t) = (@) =Y &Yy Pla,y,t)  py(t) ==Y y> Plx,yt),  (3.69)
T Yy Yy x
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wobeil man abkiirzende Schreibweisen definieren kann:

P(z,t) =Y Plx,y,t)  Ply,t)=Y_ Plx,y.t). (3.70)

Die Berechnung der Varianzen erfolgt wie im eindimensionalen Fall:
on = (%) — () oy =) v (3.71)

wobei die Standardabweichungen o, bzw. o, die Wurzeln aus der Varianz sind. Bei einer
zweidimensionalen Zufallsgrofie 1483t sich zusétzlich die mogliche Korrelation der beiden
Verteilungen in z- bzw. y-Richtung untersuchen. Sie wird iiblicherweise durch die Kovari-
anz quantifiziert, welche definiert ist als:

Cov(z,y) = ((z — pa)(y — py)) = (2Y) — Hatty. (3.72)

Bei unkorrelierten Groflen wéren (xy) und (x)(y) gleich. Der Korrelationskoeffizient ent-
spricht der Normierung auf ein Intervall zwischen —1 und +1:

Py — Cov(z,y) _ (&~ pa)(y — 1)) (3.73)

OO0y OO0y

Bei pyy = 1 wiren x und y perfekt korreliert, bei p,, = —1 antikorreliert.

Um die Mittelwerte analytisch zu bestimmen, kann die bereits oben diskutierte Ableitung
nach Brun et al. [25] auf mehrere Dimensionen erweitert werden. Die Wahrscheinlichkeit
den Walker am Ort (z,y) zum Zeitpunkt ¢ zu finden, ergibt sich nach einfacher Rechnung
Zu:

1 g 4 / N /
P(z,y,t) = — dlydk,ydkydl], e~V ke ko) gmin(hy=ky)
(x7 Y, ) (27{')4 /km’k/z7ky7k:lg:_7r T Yy Y € e Y
(6ol (UL)' U, @ (UL ) ULy |60). (3.74)

Ist man nur an den eindimensionalen Mittelwerten interessiert, so kann iiber die y—Richtung
summiert werden, (z) =) Zy P(z,y,t), und Beziehung (3.25) fiir m = 0:

1 ; /
m —iz(k—k') _ mg(m) . _ 1/
o 2 z™e i\ (k — k) (3.75)

angwandt werden. So erhélt man fiir den Mittelwert in z-Richtung
d

Z’ s
= 5 k. fyt 2 gt TNt Tt ' .
(z) @) /My:_wd dky {¢ol(U},) dkakx®(Uky) U, |¢o) (3.76)
1

Eine dquivalente Rechnung liefert den Mittelwert in y-Richtung:

_ i T\t 77t Tti ¢
(y) = @) /k mky:_wdk’mdk’y (9ol (Uy,)" Uy, ®(U},) dkyU’fv®|¢°>‘ (3.77)
1

Der Mittelwert in eine Richtung des zweidimensionalen Modells, bei Aufsummation der
jeweils anderen Richtung, entspricht also dem eindimensionalen Modell mit zwei Coins.
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Fiir die Berechnung des Erwartungswertes beider Richtungen (zy) wird (3.25) zweimal
angewandt:

1

S f e 4 e d
(27-‘-)2 /kz7ky:_7r dkmdky <¢0|(ka) dk‘x ka &® (Uk‘y) dk‘ Uk‘y|¢0> (378)

(zy) = —
Die einfache Berechnung der Erwartungswerte iiber diese Methode ist nur moglich, da
die Wiirfeloperatoren in beide Richtungen unabhéingig voneinander sind. Die Anwendung
des Grover bzw. DFT Operators beispielsweise, wiirde eine komplexere Auswertung notig
machen.

3.3.2 3D und 4D

Die Erweiterung auf drei bzw. vier Raumdimensionen macht keine grofien Unterschiede
zum zweidimensionalen Fall. Die Basis im Coinraum wird um die nétigen Qubits erwei-
tert. Man nimmt die Computational Basis und nummeriert die Zustdnde binér durch. Im
dreidimensionalen Fall ergebens sich 22 Basiszustéinde, nummeriert von 1 bis 8:

0) ®10) ®[0) =[000) =: 1) |1) ®|0) ® |0) = [100) =: [5) (3.79)
|0) ®[0) @ |1) = [001) =: |2) 1) ®10) @ |1) = |101) =: |6) (3.80)
0) @ [1) ®[0) =[010) =:[3) 1) ® 1) ®[0) = [110) =: |7) (3.81)
0)® 1) ®[1) =[011) =:|4) [ ® 1) ®@[1) = [111) = |8) (3.82)

Im vierdimensionalen Fall entsprechend 2% Zustinde, die mit 1 bis 16 bezeichnet werden:
|0000) := [1),]0001) :=|2),...,[1111) := |16). (3.83)

Die Qubits werden den einzelnen Raumrichtungen z; zugeordnet, wobei Qubit 1 der Rich-
tung x1 entspricht, usw. Die allgemeinen QW Zusténde in 3D bzw. 4D zum Zeitpunkt ¢
sehen wie folgt aus:

8
> aglan, w5, b, w0, 23, 5) (3.84)

1,T2,23 j=1

16

W(t» = Z Z ozj(xl,xg,x37x4,t)|x1,x2,x3,x4,j>, (385)

T1,22,23,L4 j=1

wobei |z1, z2,z3,J) = |r1) ® |r2) ® |23) ® |j) ist. Als Wiirfeloperator wird das Produkt
von drei bzw. vier Hadamardoperatoren angenommen. Die Anwendung der Wiirfel- (H )
und Shiftoperatoren (S ) kann wie im zweidimensionalen Fall in Tabellenform dargestellt
werden. Passende Simulationsalgorithmen lassen sich direkt aus der Tabelle ablesen. Der
dreidimensionale QW ist in Tabelle 3.2, der vierdimensionale QW in Tabelle 3.3 aufge-
schliisselt.

Da ein Produktwiirfeloperator verwendet wird, kann der Entwicklungsoperator E als Pro-
dukt der eindimensionalen Operatoren geschrieben werden:

B = (551 1050000 + 87 @ 1) (1)) (1, 0 7)) (3.86)

Die Korrelationen der einzelnen Raumrichtungen sind also nur durch den Coin Startzu-
stand bedingt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen berechnen sich durch Summation der
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Basis x1 xe a3 || [000) [001) | [010) [011) | [100) |101) | [110) [111)
1) :==1[000) | + + + + + + + + + + +
2=l |+ + - | + - |+ - |+ - |+ -
I3) :=[010) | + - + + + - - + 4 i, _
|4) :==|011) | + - - + - - + + - - -
5) ;== [100) | - + + || + + + + - - - -
o) =Jo) | -+ -+ - |+ - -+ - g
=m0y - - +| + + | - - | - -]+ %
I8) :=111) | - - - + - - + - + + -

Tabelle 3.2: Anwendung des Shiftoperators S und des H ® H ® H Operators auf die 3-Qubit
Basiszusténde.

einzelnen Amplituden |a|?:

8

P(x1,m,03,t) = > |aj(w1, 29, 3,1)| (3.87)
j=1
16

P($1,$2,$3,$4,t) = Z |Oéj($1,$2,$3,$4,t)|2. (388)
j=1

Die eindimensionalen bzw. mehrdimensionalen Mittelwerte ergeben sich durch Summation
iiber die jeweils anderen Richtungen, wie hier beispielsweise gezeigt:

(1) =) w1 Y P(x1,19,73,1). (3.89)

r2,T3

Ebenso wie im zweidimensionalen Fall, lassen sich die Korrelationen zwischen zwei Raum-
richtungen anhand der Kovarianzen berechnen:

Cov(wi, ;) = (i — {a)) () — () (3.90)

mit Cov(z;,z;) = Cov(z;,x;) und Cov(z;,x;) = o2, Die Korrelationskoeffizienten be-
rechnen sich dquivalent. Aus diesen Paarkovarianzen lafit sich die Kovarianzmatrix V;; =
Cov(x;, x;) aufstellen. Eine charakteristische Grofe ist die Determinante:

Det(V;;) = o2020% — Cov(z,y)?0? — Cov(z, z)zag — Cov(y, 2)%02

+ 2Cov(z,y)Cov(zx, z)Cov(y, z). (3.91)

2
Y

Will man &nhlich zum 2D Fall hohere Korrelationen betrachten, so kann man beispielsweise
folgende Grofle untersuchen:

((m1 — (1)) (w2 — (22)) (22 — (22)) = (W1T2W3) — (w1)(w2)(W3)—
(x1)Cov(xg, x3) — (x2)Cov(x1,x3) — (x3)Cov(x1,21), (3.92)

die aber der Struktur der Kovarianz nur bedingt dhnelt. Hohere Korrelationen werden in
der dem Autor bekannten Literatur nicht diskutiert.
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Abbildung 3.6: Zeitentwicklung eines dreidimensionalen QW mit symmetrischem Coin Start-
zustand (]0) + i|1))®3. Die GittergroBe einer Dimension betrigt g = 110. Die
Anzahl der Zeitschritte ist ¢ = 50. Dargestellt ist die zeitliche Entwicklung der
acht grofiten Peaks der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Die analytische Berechnung der Mittelwerte bzw. hoheren Momente erfolgt ebenfalls mit
einer Erweiterung der Gleichung (3.27) nach Brun et al. [25]. Diese Auswertung ist moglich,
da der Entwicklungsoperator F in Produktform vorliegt. Die Berechnung der Erwartungs-
werte gleicht dem 2D Fall und wird in Kapitel 5 ausfiihrlich erdrtert.

Die Betrachtung der Zeitentwicklung im 3D Gitter wird moglich durch Betrachtung der
Peakstruktur. Diese Methode ist inspiriert durch eine Arbeit von Navarrete et al. [89], der
die zeitliche Entwicklung der Peaks im eindimensionalen QW mit Nichtlinearitéten un-
tersucht hat. Man erkennt in Abb. 3.6 eindeutig die Aquivalenz zur Zweipeakstruktur im
eindimensionalen Fall (vgl. Abb. 3.1), bzw. Vierpeakstruktur im zweidimensionalen Fall
(vgl. Abb. 3.5a).

3.4 Nichtlineare 1D Modelle

Fine ganz andere Moglichkeit Quantum Walk Modelle zu erweitern, ergibt sich durch
das Hinzufiigen von Nichtlinearitdten. Ein erstes Modell war der Stroboskopische Quan-
tum Walk von Buerschaper und Burnett [27]. Als Ortszustéinde werden die Eigenzustéinde
bestimmter physikalischer Systeme genommen. Der einfachste Fall beschreibt den har-
monischen Oszillator. Die QW Operationen wirken dann wie periodische Stérungen des
darunterliegenden Systems. Dadurch ist es moglich eine Verbindung zu nichtlinearen Sy-
stemen des Quantenchaos, wie dem d—gekickten Rotator herzustellen. Eine Einfiihrung in
das Gebiet des Quantenchaos bietet das Buch von Haake [55]. Das Modell des Strobosko-
pischen QW im Harmonischen Oszillator wird nachstehend ausfiihrlicher betrachtet, da
sich eine erste Verbindung zu verschriankten Zustdnden gezeigt hat. Es besteht ein Zusam-
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menhang zwischen der Coin-Gitter Verschrinkung und der Ortsverteilung.

Wie bereits erwahnt, sollen die Ortszustéinde nun Eigenzusténde eines Hamiltonoperators
sein. Der Hilbertraum H ist Produktraum, bestehend aus Ortsraum Hp und Coinraum
H¢. Die Zeitentwicklung wird beschrieben durch einen Operator E. Zusitzlich wird eine
Zeitentwicklung des Systems eingefiigt auf dem der Walk stattfindet. Die charakteristische
Grofle ist der Faktor 7, der die Zeit zwischen den einzelnen Schritten des Quantum Walks
angibt. Die Zeitentwicklung erfolgt {iber die Schrodingergleichung, mit einem Zeitentwick-
lungsoperator exp(—iﬁ p7/h). Der gesamte Entwicklungsoperator fiir den Quantum Walk
sieht nun wie folgt aus:

E(r) = 8(C @ e wllrT), (3.93)

Der Shiftoperator S und der Coinoperator C sind #quivalent zum diskreten eindimensio-
nalen Modell definiert. Durch den Operator E (7) erhélt der Walker an jedem Gitterpunkt
eine T-abhéngige Phase. Falls die Phasendifferenz zwischen Eigenzustéinden benachbarter
Gitterpunkte ganzzahlige Vielfache von 27 ist, ereignet sich eine vollstdndige Phasenneu-
einstellung. Das daraus resultierende kleinstmogliche Zeitintervall ist gegeben durch die
Talbot-Zeit (siche z.B. [18,19]):

2mhA

T2
En _En+2

(3.94)
wobei A eine spezifische systemabhéngige Ganzzahl ist und die F,, Energieeigenwerte des
zugehorigen Hamiltonians. Die Analyse kann also auf 7 € [0, 7] beschrinkt werden. Der
einfachste Fall behandelt den Harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator:

Hp:mm+%) (3.95)

und der bekannten Wirkung auf die Eigenzustéinde bzw. hier die Ortszustinde |n):

Hpln) = Ep|n). (3.96)
Die Talbotzeit des Harmonischen Oszillators ist T = T, mit A = 1. Damit ergibt sich
folgende Darstellung;:
— i Hyr

e = e_i”("+%)7, (3.97)

wobei in Einheiten der Talbot-Zeit gerechnet wird, 7 also dimensionslos ist, 7 € [0,1]. Um
den Grundzustand nicht zu erreichen, wird der Walk lokalisiert in einem hochangeregtem
Zustand gestartet. Das Ausbreitungsverhalten des Walks ist 7-abhéngig. In Abb. 3.7 sind
der Mittelwert und die Standardbweichung in Abhéngigkeit des Parameters 7 aufgetragen.
Je nach Wahl von 7 ergibt sich eine Ausbreitung vergleichbar mit dem diskreten QW, pe-
riodischen Oszillationen der Wahrscheinlichkeit, bis hin zur kompletten Lokalisierung des
Zustandes am Ursprung. In den Abb. 3.8 ist die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir verschiedene 7 dargestellt. Man kann klar die Periodizitéit erkennen, die sich
in Abhéngigkeit von 7 ergibt.

Die Veranlassung zur weiteren Beschiftigung mit diesem Modell ergab sich aus der Be-
trachtung der Verschrinkung zwischen Coin und Gitter in Abhéngigkeit des 7 Parameters.
Ein Maf} zur Betrachtung der Coin-Gitter Verschrankung ist die Verschriankungsentropie,
vgl. (2.4):

Ec(t) = =) Ajlogy(Ay), (3.98)
J
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Abbildung 3.7: Mittelwert und Standardabweichung des Stroboskopischen Walks als Funktion

von 7 (g = 420;t = 200). Numerische Simulation mit (|0) + 4[1))/+/2 als Coin
Startzustand.

die bereits von Carneiro et al. [28] im Zusammenhang mit QW Modellen verwendet wird.
Die )\; sind die Eigenwerte der reduzierten Dichtematrix des Coins zum Zeitpunkt ¢, wo-
bei der Gitterfreiheitsgrad rausgespurt wird. Trigt man die Zeitabhiangigkeit der Ver-
schrinkung E¢(t) fiir verschiedene 7 Parameter auf und vergleicht mit der Zeitentwick-
lung der Standardabweichung des Ortes, wie in Abb. 3.9 dargestellt, so erkennt man einen
direkten Zusammenhang. Wie es scheint, kann die Standardabweichung als Maf} einer
Coin-Gitter Verschrinkung verwendet werden.

Um dieses Modell genauer zu analysiern, kann man mit dem Ansatz zur Fouriertransfor-
mation nach Nayak and Vishwanath [90] das Problem angehen. Uber die Transformation
in den k-Raum:

Uk, t) = w(n,t)en (3.99)
kann die Entwicklung der Wellenfunktion fiir einen Zeitschritt berechnet werden:

J(k’,t + 1) _ Z{M+7/)(n o 1,t)€_i7TT(n_1/2) + M_Zb(n + 1,t)€_iﬂT(n+3/2)}€ikn

n

— Z{M+w(n _ 17 t)eikn—iﬂﬂ'n—i-iﬂﬂ'l/Q + M_¢(n + 17 t)eikn—iﬂﬂ'n—i7m'3/2}

— J(lﬁ, t+ 1) = e—i%T <eik Z{M_"_w(n —1, t)ei(k—ﬂﬂ')(n—l)}

te Z{M_w(n +1,t)e bt }) , (3.100)

wobei
ikn —imtn +in7Tl/2 =i(n — 1)(k — n7) + ik —in71/2 (3.101)
ikn —irtn —ir73/2 =i(n + 1)(k — n7) — ik —iwT1/2 (3.102)

verwendet wurde. Daraus folgt der Zusammenhang zwischen den Zustédnden zu den Zeit-
punkten ¢ und t + 1:

Dkt +1) = e 5 <e“fM+ + e‘ikM_) d(k — 77, t). (3.103)

0,
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Abbildung 3.9: Zeitentwicklung der Standardabweichung (a) und der Verschrinkungsentropie

(b)(3.98) fiir den Stroboskopischen QW mit (|0)+i[1))/+/2 als Coin Startzustand.
Die Gittergrofie ist ¢ = 120. Die Auflésung fiir 7 ist 1/100.
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Die Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ + 1 mit Wellenvektor & wird bestimmt durch den
Zustand zum Zeitpunkt ¢ mit Wellenvektor k — 7. Der Stroboskopische Walk bewirkt
eine Phasendifferenz von 77 pro Zeitschritt. Um in den Ortsraum zuriickzutransformieren
wiéhlt man die Coinbasisdarstellung:

vo(n,t +1)) _ 7 dk Yok — 77, 1) o—ikn
(zbl(n,t + 1)) B /_7r o Uk (%(k‘ e t)) (3.104)

mit dem Wiirfeloperator:

R e—zgr etk eik
Uy = (_ik _k> (3.105)

Yo(n,t + 1) bzw. ¢1(n,t + 1) bezeichnen die Komponenten, bezogen auf die Coinbasis
|0}, |1). Die gesamte Zeitentwicklung, vom Startpunkt ¢y bis zum Zeitpunkt ¢, kann man
wie folgt schreiben:

1/11 (n, t) —T 2m ¢1(l€ — tﬂ'T, to)
wobei die Abkiirzung
Up = UpAURA%Uy, ... AU, (3.107)

A= <e_ 0 ) (3.108)
0 eZ’TrT

verwendet wurde. Die weitere Auswertung dieser Reihe ist komplizierter. Eine Vertau-
schung der A- mit den Ug-Matrizen ist fiir allgemeine 7 nicht moglich, da folgende Kom-
mutatorrelationen gelten:

mit

. 0 eik
[A", Uy] = —2isin(nnT) <_6_ik 0 ) (3.109)
[A"Uy, A"Uy) = —isin(rr(m —n)) (1 _11) : (3.110)

Eine exakte Berechnung der Zustinde ist nur bei bestimmten Annahmen fiir 7 durchfiihr-
bar, vgl. die Arbeit von Wéjcik et al. [118].

Um die 7-Abhéngigkeit der Mittelwerte zu berechnen, kann man die Auswertung etwas
vereinfachen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus P(n,t) = |yo(n,t)]> +
[1(n,t)|?, der Mittelwert aus (n); = > n P(n,t). Dazu schreibt man die Matrix ﬁf
in Komponenten w;; = w;;(k, 7,t):

Uy = (““ ”12> . (3.111)

U1 U222

Fiir den Startzustand im Coinraum wihlt man (|0) +4[1))/v/2. Da der Startzustand im
Ortsraum lokalisiert ist, im Fourierraum also gleichverteilt, braucht der Shift um 77 nicht
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Abbildung 3.10: Mittelwert (n) als Funktion von 7 eines eindimensionalen Stroboskopischen
QW. Vergleich der numerischen Simulation (Linie) mit der anlaytischen Be-
rechnung (Punkte) fiir ¢ = 30 aus (3.117).

beachtet zu werden. Man erhélt nun aus (3.106) fiir die einzelnen Komponenten des Coin-
vektors:

Tk 1 .
Yo(n,t) :/ %ﬁ(uu + duga)e”* (3.112)
"k 1 L
P1(n,t) :/ %ﬁ(uu + iupp)e* (3.113)

Interessiert ist man an den Wahrscheinlichkeitsamplituden:

dk dk’' . s /
Yo(n, )Yy (n, t) / / (w11 + durn) (uhy + dufy) " e M=KD (3.114)

o2 21
=Io(k,k’ t)
dk dk!' .
Y1(n, t)Y1(n,t) / / 5 (gt + dugn ) (uhy + duhy)™ e~ mHF=K) (3.115)
e =11 (kK t)

wobei u;; = u;;(k',7,t) nun Funktion von &’ ist. Durch Anwendung der Relation (3.25)

erhilt man elne Gleichung fiir den Mittelwert:
(n); = 41/ / dk dk’ (Io(k, K, t) + I (k, k’,t))5<1>(k k) (3.116)
L

A , : ,
== /_ﬂ dk 8, [[o(k,k 1) + Iy (k. k ,t)} o (3.117)

Dieses Integral 148t sich mit einem Computeralgebra Programm fiir Zeiten bis ungefihr
t = 30 mit angemessenem Aufwand berechnen. In Abb. 3.10 wird die Auswertung des In-
tegrals mit der numerischen Simulation verglichen. Man erhélt perfekte Ubereinstimmung.

Der Stroboskopische QW war der erste in einer Reihe von Modellen bzw. Arbeiten, die



3.5 Diskussion 49

den Einflufl von Nichtlinearititen untersucht haben. Einen verallgemeinerten QW haben
Wjcik et al. [118] betrachtet. Bei diesem wird bei Anwendung des Shiftoperators S eine
allgemeine ortsabhiingige Phase ¢(n) durch den Walker mitgenommen:

S n) = ®M|n £ 1) (3.118)
Den Zusammenhang mit dem Stroboskopischen QW erhélt man durch:
@(n) = (n|H|n)t,, (3.119)

wobei H ein Hamiltonoperator und ¢, die Stérungsperiode ist. Die Verbindung zum Stan-
dard QW ergibt sich durch eine konstante Phase. Wojcik et al. diskutieren nun den QW
fiir den Fall ¢(n) = n¢, wobei ¢ ein Rationalbruch von ¢ = 27q/p, mit ¢ und p coprim,
ist. Je nach Wahl von p ergeben sich unterschiedliche Arten ballistischer Diffusion. Fiir
irrationale ¢/(27) erhalten sie eine dynamische Lokalisation des Walkers.

Die Arbeit von Bafiuls et al. [10] untersucht einen zeitabhéingigen Coinoperator C(¢). Fiir
einen betrachteten Spezialfall ist dieser mit dem verallgemeinerten QW von Wjcik et
al. dquivalent. Sie erhalten ebenfalls, einerseits quasiperiodische Dynamik, andererseits
dynamische Lokalisierung. In der Arbeit von Navarrete et al. [89] wird ein allgemeiner
nichtlinearer QW untersucht. Fiir eine spezielle Wahl der Nichtlinearitdt wird das Ver-
halten der Peakstruktur der Wahrscheinlichkeitsverteilungen beschrieben. Dieses ist mit
dem Verhalten von Solitonen vergleichbar. Die Arbeit von Kosik et al. [74] diskutiert sto-
chastische Phasenshifts innerhalb eines QW Modells. Dadurch ist es Kosik et al. moglich
Dekohérenz und den Quanten - Klassischen Ubergang zu studieren.

3.5 Diskussion

Innerhalb diese Kapitels wurden verschiedene Arten diskreter QW Modelle betrachtet
und genauer analysiert. Durch Erweiterung des Coinraumes bzw. des Ortsraumes einer-
seits und durch Nichtlinearitdten andererseits, ist es moglich, das Ausbreitungsverhalten
des Quantum Walks gezielt zu steuern. Dies stellt einen Ansatzpunkt fiir weitere Analy-
sen beziiglich einer Anwendung innerhalb der Quanteninformationstheorie dar. Es wurden
Wege aufgezeigt, die Modelle sowohl numerisch als auch in bestimmten Féillen analytisch
auszuwerten. Wie man gesehen hat, besteht ein Zusammenhang zwischen charakteristi-
schen Grofien der Walkausbreitung und einer Coin-Gitter Verschrankung. In den beiden
folgenden Kapiteln wird nun der Einflufl der Verschréinkung des Coin Startzustandes auf
die Gitterausbreitung genauer untersucht. Dabei wird der Zuammenhang zwischen Ver-
schrankung einerseits und Ortskorrelationen andererseits exakt analysiert.






Kapitel 4

Verschriankung in 1D QW
Modellen

In diesem Kapitel wird das Modell eines eindimensionalen QW mit multiplen Coins stu-
diert. Diese Modelle sind aus der Literatur bekannt [25,47], neu ist jedoch die Untersuchung
des Verschrankungseinflusses. Es wird gezeigt, daf3 fiir bestimmte Coin Startzustéinde der
resultierende Ortsmittelwert proportional zur Verschriankung des Coin Startzustandes ist,
wobei die Verschrankung mit der I-Concurrence gemessen wird. Dadurch ergibt sich die
Moglichkeit innerhalb eines QW Schemas eine Verschrinkungsmessung durchzufiihren.

4.1 Modellbeschreibung

Das hier diskutierte QW Schema mit M Coins, ist dem Modell von Brun et al. [25] in
seiner Basis dhnlich. Im direkten Vergleich der beiden Modelle gibt es zwei Unterschie-
de. Auf der einen Seite einen unterschiedlichen Wiirfeloperator und andererseits wird der
Entwicklungsoperator nacheinander auf alle Qubits angewandt. Man kann zeigen, dafl es
vor allem mit letzterer Erweiterung mdoglich ist, ein Schema zu entwickeln um die Ver-
schrinkung des Coin Startzustandes zu messen.

Der Hilbertraum besteht aus einem (M X 2)-dimensionalem Coinraum H, gM , welcher die
M Zweilevel Coins beschreibt und einem g-dimensionalen Ortsraum Hp der das eindi-
mensionale Gitter mit g Gitterpliatzen beschreibt. Das QW Schema besteht aus t-maliger
Anwendung des Entwicklungsoperators E auf einen ortslokalisierten Startzustand |W(to)),
wie in Kapitel 3 beschrieben. Der Entwicklungsoperator fiihrt nun einen eindimensionalen
QW aus, der nur von einem vorher festgelegtem Qubit gesteuert wird. Beispielsweise ein
Operator mit drei Coins. Die Entwicklung erfolgt beziiglich des ersten Qubits:

B = <I0><0| ®lc® e @5 + 1)1 @ 1c ® e ®S‘—1) (U ®1c® Lo ®11p> (4.1)
—_—————
Qubit 1 Qubit 1 Qubit 1

bzw. beziiglich des zweiten Qubits:

By = (110 ® 00| ® Le ®S™ + e ® [1)(1] ® 1o ®S—1) (110 2U 1o ®11p> (4.2)
— ———
Qubit 2 Qubit 2 Qubit 2
und beziiglich des dritten Qubits:
By = (uc ® e ® |0)(0] @5 + 1e ® 1o ® [1)(1] @S—l) (nc ®1c ® U@Ilp). (4.3)
— ——
Qubit 3 Qubit 3 Qubit 3

o1
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Der hier verwendete Wiirfeloperator entspricht (3.39) mit p = 1/2:

Sl (1
U_\/§<i 1). (4.4)

Die Shiftoperatoren S*!, $~1 wurden bereits in (3.7) bzw. (3.9) diskutiert. Die 1 p ¢ sind
FEinheitsoperatoren im Orts- bzw. Coinraum. Durch einfithren weiterer 1o Operatoren ist
es moglich, das Schema beliebig zu erweitern.

4.2 Analytische Vereinfachung

Um die Ergebnisse auf analytischem Wege nachzuvollziehen, werden die bereits vorgestell-
ten Methoden von Nayak und Vishwanath [90] bzw. Brun et al. [25] verwendet. Eine Fou-
rieranalyse ermoéglicht es, die Zeitentwicklung des Mittelwertes bzw. der Varianz soweit
zu bestimmen, dafl die Zusammenhénge mit der bereits angesprochenen I-Concurrence
sichtbar werden.

Nach Ausfiihren der diskreten Fouriertransformation erhilt man den U-Operator im k-

Raum:
L[ e et
U, = 7 (z’e—“f e_ik> . (4.5)

Die Zeitentwicklung kann dann einfach durch eine Eigenwertzerlegung des Ug-Operators
berechnet werden. Die Bestimmung der Eigenwerte liefert:

1
Ao = %(COS k+iv1+sin?k). (4.6)

Durch ausfiihren einer Ahnlichkeitstransformation mit:

T= (‘31* 01_) (4.7)

und cx = e (sink 4+ /1 + sin? k) kann man leicht das t-malige Matrixprodukt des Uy-

Operators ausdriicken:
A : b
vi=r (M V) o[ @ : (4.8)
0 Ao —b* a*

mit den verwendeten Abkiirzungen:

sin k ie'®
a = costh + i—————=sintd b= ——=-sintd (4.9)
V1 +sin?k V1 +sin?k
k
§ = arccos > (4.10)

V2

und der Normierung |a|? + [b]? = 1.
Um die Verteilungsmomente im Ortsraum zu berechnen verwendet man Gleichung (3.27)
nach Brun et al. [25]:

) =5 [ an il | 0 b (a11)
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Zur Berechnung des Mittelwertes (m = 1) fingt man mit der Vereinfachung des Integran-

den an:
d ! % *\/ *p/ *\/
(U,I)t—Ug: a'a* +b(b*) a*bt/ — (a*)'b e d; (4.12)
dk a'b* —a(b*) a(a*) + b —di ¢
Durch eine einfache Rechnung kann gezeigt werden, dal die Summe aus ¢; und cj gleich
Null ist:

c1+ ¢ =a*d + b +ad*a+0'b* = (aa®) + (bb*) = (|a)* + |b]*) = 0. (4.13)

Daraus folgt ebenfalls, dafl das Integral iiber die Summe verschwindet:

2 dk (e + ) =0. (4.14)

2 J_,
Im folgenden wird die Abkiirzung:

el L dk c; (4.15)

T or r

verwendet. In Abb. 4.1a ist die numerische Auswertung von ¢; als Funktion der Zeit
dargestellt. Die Punkte sind linear angepafit, mit dem Ergebnis:

& (t) = 0.5116 — 0.2932 ¢. (4.16)

Man kann mit Symmetrieiiberlegungen ebenso zeigen, daf} das Integral iiber die Differenz
der Nebendiagonalelemente verschwindet, also 5~ ffﬂ dk (d1 — d“{) = 0 ist.

Fiir die Berechnung der Varianz und der Standardabweichung benétigt man das zwei-
te Moment. Dafiir wird der Integrand aus (3.27) fiir m = 2 vereinfacht:

d2 a* —b a by
Uht — U} = =
( k) dk;2 k (b* a ) ((_b*)// (a*)//>

(a”a* +0(0%)" a*b’ — (a*)”b> — ( C2 d2> . (4.17)

a//b* _ a(b*)// a(a*)// + b//b* _d; C;

Durch numerische Auswertung kann man zeigen, daf} die obige Matrix nach ausfithren der
Integration diagonal ist und die Diagonalelemente gleich sind, also —% [ Zr dk (co—c5) =0
und
1/7rdl<:d— L ﬂdk‘(d*)—O (4.18)
or ) VTP Ton ) 2= '

™

Mit diesen beiden Informationen folgt, dafl das zweite Moment unabhingig vom Anfangs-
zustand ist, also nur vom Integral:
~ 1 [7

Cy = —% o dk Co. (4.19)

abhingt. Das ist in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Konno [70,71]. In Abb.
4.1b ist das Integral ¢3 numerisch ausgewertet und mit einer quadratischen Abhingigkeit
gefittet, mit dem Ergebnis:

a(t) = 0.351249 2. (4.20)
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Abbildung 4.1: (a):Numerische Auswertung des Integrals ¢; als Funktion der Zeit (Punkte) und
linearer Fit durch ¢;(t) = aot + a1 mit ap = —0.2932 und a; = 0.5116 (Linie).
(b): Numerische Auswertung des Integrals ¢; als Funktion der Zeit (Punkte) und
quadratischer Fit mit c3(t) = bot? mit by = 0.351249 (Linie).

Dieses QW Schema wird nun auf fiinf unterschiedliche Coin Startzustinde angewandt, die
sich in der Verschrankungsstruktur unterscheiden. Es wird gezeigt, daf fiir Zustéinde mit
einer gewissen Struktur folgende Gleichung fiir den quadratischen Mittelwert gilt:

()7 = &a%(t) (1 - 1¢?), (4.21)
wobei (z); der Mittelwert beziiglich des E'i-Operators ist, der auf das i-te Qubit angewandt
wird. IC; ist die in (2.12) definierte I-Concurrence. Desweiteren kann folgende Gleichung
fiir die Varianzen gezeigt werden:

() — (@)2), = (@(t) — a2()) + &2 ()IC? (4.22)

Im folgenden Abschnitt werden analytische und numerische Beispiele dafiir gezeigt, daf3
obige Gleichungen fiir Zustédnde gelten, die nur eine Art von Verschrinkung aufweisen. Also
3-Qubit Zusténde, entweder mit 2-Qubit Verschrinkungen, (gemessen durch die Concur-
rence) oder einer 3-Qubit Verschréinkung (gemessen durch das Tangle). Solche Zusténde
werden ab sofort als Zustédnde mit reiner Verschrinkung bzw. Zusténde mit gemischter
Verschrankung bezeichnet.

4.3 Betrachtung der Beispielzustinde

Die Zusténde die anhand obigen Schemas besprochen werden sollen, sind bereits in Kapitel
2 ausfiihrlich diskutiert worden (vgl. auch Anhang A). In Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse
beziiglich reiner/gemischter Verschréinkung (Ver.) nochmals zusammengefait. Die Aus-
wahl der Zustédnde erstreckt sich auf mehrere Verschrinkungsklassen, hat somit einen
allgemeinen Charakter.

Der 3-Qubit parameterabhéingige GHZ-Zustand:

lYGHZ) = 4]000) + /1 —~2|111) (4.23)

ist, wie bereits diskutiert, im Bereich v €]0, 1[ 3-Qubit verschrinkt. Das Tangle ist ungleich
Null, die Concurrences sind gleich Null. Die I-Concurrence ist gleich fiir alle reduzierten
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Zustand 2-Qubit Ver. 3-Qubit Ver. 4-Qubit Ver. || Reine Ver. | (z)? oc 1 — IC?
|[WGHZ) - v v v

v6) v - v v

|17s) v v - -

|P14) v - - v v

P15) v v? v? - _

Tabelle 4.1: Verschriankungsstruktur der betrachteten Beispielzustinde, wobei die 2-Qubit Ver-
schriinkung (Ver.) durch die Concurrence, die 3-Qubit Verschrinkung von 3-Qubit
Zusténden durch das Tangle und die 3- bzw. 4-Qubit Verschriankung wie in Kapitel
2 beschrieben, gemessen wird. (vgl. die explizite Darstellung der Mafle in Anhang
A) Reine Verschrinkung meint die Tatsache, dafi der Zustand nur eine Art Ver-
schrankung enthélt.

Zustand 1C4 10, 105 1Cy
|7GHZ> 202.634 202.634 202.634
|1/)6> 202.631 202.631 202.631

|p14)1 202.639 202.636 202.639 202.634
|p14)2 202.641 202.635 202.641 202.633

Tabelle 4.2: Parameter Ay aus dem Fit der quadrierten Mittelwerte, mit (z)? = Ao(1 — IC?),
fiir ¢ = 50. |¢14)1 bzw. |d14)2 bedeutet die Abhéngigkeit von einem Parameter, bei
konstantem anderen Parameter.

Qubits:
1031,2,3} = 47°(1 = 7). (4.24)

Die analytische Losung fiir den Mittelwert berechnet sich zu:
<x>%172,3} = 612(272 - 1)2 = CAiz(l - 10{217273}) (425)

und stimmt mit der Vermutung (4.21) iiberein. In Tabelle 4.2 ist der Fitparameter Ag
gegeben, der aus der Anpassung an die Simulation mit (x)7 = Ag(1 — IC?) herriihrt. Die
analytische Rechnung liefert mit (4.16) fiir ¢ = 50 einen Wert von 200.18. Wie man sieht
stimmen Simulation und analytische Rechnung sehr gut iiberein.

Die folgende Zusténde sind Eigenzusténde zweier Heisenberg Spinketten, deren Verschrinkung
ausfiihrlich in [43,44], sowie in Kapitel 2 diskutiert wurden, vgl. ebenso Anhang A.

Der Zustand [i) ist ein rein 2-Qubit verschrénkter Zustand

[96) = K1]001) + K2]|010) 4 £1|100) (4.26)
mit der Normierung 2x7 4+ x5 = 1 und den verwendeten Abkiirzungen k; = % und

Ko = —ﬁ mit 7 = /12 + A(A —4) und x = 7+ A — 2. Die I-Concurrence kann als
Funktion dieser Parameter berechnet werden:

ICYi 5y =1—ry  IC5 =4(r3 — K3). (4.27)
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Abbildung 4.2: Quadratischer Mittelwert des Zustandes |1g) in Abhéngigkeit des Parameters A,
mit dem Schema bezogen auf Qubit 1, Qubit 3 (Punkte) und Qubit 2 (Kreuze).
Die Linien sind Anpassungen mit (x)? = Ag(1 — IC?). Der QW wurde bis zum
Zeitpunkt ¢ = 50 simuliert.

Es kann wieder der Zusammenhang (4.21) gezeigt werden:

<$>%1,3} = é\/12 I{% = CAiz (1 - 104?173}) (428)
2
@i =a(1-243) =a2(1-13). (4.29)

In Abb. 4.2 ist die Parameterabhingigkeit des quadrierten Mittelwertes und das Ergebnis
der Anpassung aufgetragen.
Der néchste Zustand, der diskutiert werden soll, ist:

1

’1/}78> = \/5

(¢11001> + 2]010) + G[011) + ¢1]100) + (o|101) + C1!110>> (4.30)
mit
_v2 L WX
VIVX V27
und y und n wie oben definiert. Wie bereits ertrtert, zeigt dieser Zustand sowohl 2-Qubit
Verschrankungen als auch eine 3-Qubit Verschrinkung. Die I-Concurrences fiir diesen Zu-
stand sind in Anhang A angegeben, sind in diesem Fall aber nicht so wichtig, da der
quadrierte Mittelwert keine Parameterabhingigkeit zeigt:

G (4.31)

() 13y = (@1 + €]) + 2G1Ga(dy — d}) = 0 (4.32)
()2 = (@1 + &) + 2 (dy — d}) = 0. (4.33)

Die Berechnungen sind konsistent mit der numerischen Simulation. Fiir gemischte Ver-
schrankungen bleibt der Mittelwert 0.

Die beiden 4-Qubit Zusténde |¢14) and |¢15) sind ebenfalls Zustéinde einer Heisenberg
Spinkette [43,44]. Die Parameter ¢; und [; sind abhiingig von zwei weiteren Parametern,
vgl. Kapitel 2 und Anhang A.

Der Zustand |¢14)

|p14) = €1]1110) + €2]1011) + €3]0111) — €5]1101) (4.34)
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mit der Normierung €} + €3 + 2¢3 = 1 ist nur 2-Qubit verschriinkt. Aus Griinden der
Einfachheit wird nur die I-Concurrence reduziert auf Qubit 1 und Qubit 3 betrachtet:

ICF 5y = 4(e3 — €3). (4.35)

Man kann leicht zeigen, daff der Zustand ebenfalls die Beziehung (4.21) erfiillt:

(@Fqy = i (26— 1)2 = G? (1 ~IC ). (4.36)

Dieser Zusammenhang 148t sich ebenso leicht fiir 1 C{22 1 zeigen.
Wie bereits in Kapitel 2 diskutiert, ist die Verschrinkungsstruktur fiir den Zustand |¢15)

|p15) = —F1]0011) 4 31|0110) — 51]1001) + (31|1100) — (2]0101) + (32|1010) (4.37)

mit der Normierung 44? + 2637 = 1 komplexer, da die Quantifizierungsmoglichkeiten fiir
eine 3- bzw. 4-Qubit Verschrankung fehlen. Aber im Vergleich mit den Bell Ungleichungen
bzw. der CKW Ungleichunng ist bekannt, dafl neben der 2-Qubit Verschrinkung eine
hohere Verschrinkung vorhanden ist.

Die 1-Qubit I-Concurrences sind parameterunabhéingig:

IC} 934y = 1. (4.38)

Die Mittelwerte sind gleich Null:

(@hasay = @8 +8)(a +c) =0, (4.39)

Die Ergebnisse sind konsistent mit dem 3-Qubit Fall. Deswegen wird folgende Erklirung
der Ergebnisse vermutet. Fiir rein verschrinkte Coin Startzustéinde, d.h. pro Zustand nur
eine Verschriankungsart (nur 2-Qubit verschrénkt, nur 3-Qubit verschréinkt. .., usw.), ist
der quadrierte Mittelwert proportional zur jeweiligen I-Concurrence, wahrend fiir gemischt
verschrankte Zustdnde der Mittelwert immer Null ist. Man kann aus den Ergebnissen
nicht ableiten, ob ein glatter Ubergang stattfindet. Der 3-Qubit Zustand |+7g), der einen
Ubergang in der Verschrinkungsstruktur zeigt, hat parameterunabhéingig einen Mittelwert
gleich Null.

4.4 Subraumentwicklung

Eine Moglichkeit die zeitliche Entwicklung der Verschrankung zu betrachten, besteht im
Coinunterraum. Die Gesamtwellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ besteht, wie bereits gesehen,
aus zwei Anteilen, dem Ortsanteil und einem Anteil im Coinunterraum:

[U(1)) =) l) ® e () (4.40)

In diesem Abschnitt werden nun die Zusténde [¢¢(x)) genauer diskutiert. Mit einer kiinst-
lichen Normierung des Zustandes ist es moglich, an jedem Gitterpunkt die Globalver-
schrinkung () zu berechnen.

Aus der numerischen Simulation erhélt man folgende Resultate:

e Fiir alle Coin Startzustinde ist die Verschrankungsstruktur am Ursprung konstant
in der Zeit.
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Abbildung 4.3: (a): Globalverschréinkung @ als Funktion der Zeit fiir den parameterabhéngigen
GHZ Zustand, mit v = 0.3, von verschiedenen Gitterpunten aus gesehen. z = 60
(durchgezogene Linie), x = 50 (gestrichelte Linie) und x = 40 (gepunktete Linie).
Der Startpunkt liegt bei z = 60. (b): Verteilung der Globalverschrinkung @ auf
dem Gitter fiir ¢ = 50, fiir zwei verschiedene Parameter « des Zustandes [YGH Z),
mit v = 1/v/2 (gestrichelte Linie) und v = 0.3 (duchgezogene Linie).

e An anderen Gitterpunkten beobachtet man Oszillationen der Verschrankungsstruk-
tur.

Diese beiden Effekte sind in Abb. 4.3a dargestellt, mit dem parameterabhéngigen GHZ
Zustand als Coin Startzustand. Am Startpunkt x = 60 ist die Verschrankung, gemessen
mit dem Verschrankungsmafl @), konstant in der Zeitentwicklung. Betrachtet man x = 50
oder x = 40 kann man die beschriebenen Verschrinkungsoszillationen sehen. Ein weite-
rer Effekt ist in Abb. 4.3b gezeigt. Die Verschrinkungsverteilung auf dem Gitter ist bei
t = 50 und dem parameterabhingigen GHZ Zustand als Coinstartzustand fiir zwei ver-
schiedene Parameterwerte dargestellt. Fiir v = 1/v/2 ist der Ortsmittelwert gleich 0 und
die Verschrankungsverteilung auf dem Gitter ist symmetrisch. Wahlt man ~ = 0.3, erhélt
man einen von 0 verschiedenen Ortsmittelwert und die Verschrinkungsverteilung wird
asymmetrisch.

4.5 Diskussion

In diesem Kapitel ist ein eindimensionales QW Modell mit multiplen Coins n&her unter-
sucht worden. Dabei wurde eine Beziehung zwischen den Ortsmittelwerten der Gitterver-
teilung und der Verschrinkung des Coin Startzustandes, gemessen mit der I-Concurrence,
gefunden. An verschiedenen Beispielzustdnden, die aus unterschiedlichen Verschriankungs-
klassen stammmen, wurde gezeigt, dal der Zusammenhang nur Giiltigkeit hat, solange
die Zusténde eine bestimmte Verschriankungsstruktur aufweisen. Das Kriterium hierfiir
ist der Unterschied, ob der Zustand nur eine Verschrankungsart, oder mehrere enthélt.
Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in einer Arbeit von Endrejat und Biittner [45] bereits
verdffentlicht.



Kapitel 5

Verschrinkung und
mehrdimensionale QW Modelle

Dieses Kapitel beschreibt die Erweiterung des Hadamard Walks auf mehr als eine réum-
liche Dimension. Im letzten Kapitel wurde gezeigt, dal es moglich ist, die rdumlichen
Mittelwerte eines eindimensionalen QW Modells auf die Verschrinkung des Coin Startzu-
standes zu beziehen. Fiir Zustéinde mit einer bestimmten Verschrinkungsstruktur konnte
der direkte Zusammenhang mit einem Verschrinkungsmafl hergeleitet werden. Das Modell
soll nun beziiglich der Raumdimension erweitert werden. Da in htherdimensionalen QW
Modellen neben den eindimensionalen Ortsmittelwerten, Korrelationen der verschiedenen
Raumrichtungen betrachtet werden kénnen, wird eine tiefer gehende Erkenntnis {iber die
Verschrankungsstruktur des Coin Startzustandes erwartet.

Die Abbildung von Verschrinkungsmaflen auf Korrelationsfunktionen ist in der Literatur
im Zusammenhang mit Spinketten schon behandelt worden. In der Arbeit von Glaser et
al. [50] werden die Concurrence, die I-Concurrence und das Tangle als Funktion von Spin-
korrelationen dargestellt. Durch Kombination verschiedener Korrelationsfunktionen wer-
den Beziehungen zu Verschrankungsmaflen ermdoglicht. Die bereits erwéhnte Kovarianz ist
ebenfalls eine einfache Kombination verschiedener Erwartungswerte. In einer neueren Ar-
beit von Palumbo et al. [95] wird die Kovarianz in einem Spinsystem mit der Concurrence
in Beziehung gesetzt. Die Charakterisierung der Verschrankung mit der Negativitit der
Kovarianzmatrix bechreibt die Arbeit von Usha Devi et al. [112]. Giihne et al. [54] stellen
Quantenzustinde als Kovarianzmatrix passender Observablen dar und kénnen dadurch
Beziehungen zu verschiedenen Verschrinkungskriterien herstellen.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Der erste Abschnitt dient der Berechnung der Zeit-
entwicklung des Hadamard Walks. Dieser ist in der Literatur zwar schon ausfiihrlich dis-
kutiert worden, jedoch werden Vereinfachungen aufgezeigt, die bei der exakten Berech-
nung der Verteilungsmomente hilfreich sind. Die darauf folgenden Abschnitte behandeln
jeweils zwei-, drei- und vierdimensionale QW Modelle. Zum einen wird eine exakte Darstel-
lung der Ortserwartungswerte in Abhéngigkeit der Komponenten des Coin Startzustandes
berechnet. Desweiteren werden die Erwartungswerte beziiglich der Verschrankung dieser
Zusténde untersucht. Mit den Charakteristika der Gitterverteilung ist es moglich, die Ver-
schrinkungsstruktur des Coin Startzustandes zu verstehen bzw. genauer zu analysieren.
Durch Kombination verschiedener Ortskorrelationsfunktionen ist es sogar moglich, die un-
terschiedlichen Verschrinkungen auch komplizierter Zusténde zu messen.
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5.1 Berechnungen zur Hadamard Entwicklung

5.1.1 Fouriertransformation und Zeitentwicklung

Durch die Vorarbeiten von Nayak und Vishwanath [90] und Brun et al. [25] kann die exakte
Zeitentwicklung des Hadamard Walks berechnet werden. Mittels einer Fouriertransforma-
tion erhélt man die Darstellung des Hadamard Operators im k-Raum:

1 ez’k eik
H, = E <e_ik _e_ik> (5.1)
Die Berechnung der Eigenwerte ergibt:

A2 = % (:l:\/ 1+ cos? k + isin k‘) (5.2)

Ziel ist die Berechnung der Zeitentwicklung Hj. Die t-malige Matrixmultiplikation 148t
sich umgehen. Mit einer Ahnlichkeitstransformation kann die Matrix zerlegt werden. Mit

:<C+ C_> und T = ! <1 _C_> (5.3)
11 cy—co \—1 ¢

cx = e®(cosk £ /1 + cos? k) (5.4)

ergibt sich folgende Zerlegung:

und

t
HI =T A0 e (5.5)
0 A

Die Matrixmultiplikation reduziert sich somit auf t—maliges Potenzieren der Eigenwerte.
Nun werden die Elemente dieser Matrix berechnet:

- <C+A§—C_A§ —C+c_(At1—Atz)> _ <a11 “12> (5.6)

Cq —C_ A= AL —Ac_ + My a1  G22

Um die Zeitentwicklung der Eigenwerte A; o zu berechnen, geht man in die Exponenti-
aldarstellung iiber. Aufgrund des Vorzeichenwechsels im Imaginérteil, bei einer Intgration
zwischen —7 und 7, mufl man eine Fallunterscheidung machen. Fiir k € [0, 7] ergibt sich:

/1 2k :
61 = arccos —i—c% = A = ¢t (5.7)
/1 2k . . .

und fiir k£ € [—7, 0] erhélt man:

1 2k ;
01 = — arccos Lok = M = ¢ith (5.9)

2
/1 2k . . ,
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Im folgenden wird t gerade angenommen und fiir 8 = 6 geschrieben. Damit ergibt sich
fiir die Summe bzw. Differenz der Eigenwerte im positiven k-Bereich k € [0, 7] sowie im
negativen k-Bereich k € [—m,0[:

AN =2cost A — AL = 2isintd. (5.11)
Weitere Zwischenrechnungen liefern:
c+ 1( cosk N 1> - _ 1( cosk B 1> (5.12)
cr —c—  2\\/1+cos?k cr —c—  2\\/1+cos?k

und
cre_ = —e?k ¢y —c_ =2e"*\/1 + cos?k. (5.13)

Daraus folgt fiir die Elemente a;; der Matrix H}:

. 1 cos k sin to + costh g ie' sin t@ (5.14)
1 V14 cos?k 2 V14 cos?k '
. —Zk . . .
to - ksintd
L —ajy LORTAITT | cost = ajy. (5.15)

ag] = —F—e a2 = —F—er
V14 cos?k V14 cos?k

Man erhélt also eine vereinfachte Darstellung:

! = ( “ b), (5.16)
b a*

5.1.2 Berechnung der Erwartungswerte

wobei a11 := a und a9 := b gilt.

Wie bereits in Kapitel 3 gezeigt, konnen mit einer Erweiterung der Gleichung von Brun et
al. [25] die Ortserwartungswerte der hoherdimensionalen QW Modelle analytisch berech-
net werden. Ausgangspunkt war der Zusammenhang zur Berechnung der Momente des
eindimensionalen QW:

R R A S (5.17)

wobei Uy, ein allgemeiner Coinoperator und |¢g) der Startzustand im Coinraum ist. In den
folgenden Modellen werden Produkte des Hadamardoperators H als Coinoperator verwen-
det. In den beiden néchsten Unterabschnitten sollen nun Vereinfachungen des Operators
im Integranden
dm

(H) = Hy (5.18)
abgeleitet werden. Diese Vereinfachungen ermoglichen eine weitere analytische Auswer-
tung.

5.1.2.1 Mittelwerte

Zur Berechnung der Mittelwerte setzt man in (5.17) m = 1 und erhélt fiir die Entwick-
lungsmatrix:

¢ d o [a* —b a vy
(HIZ) dk Hy, = <b* a) <(_b*)/ (a*)/> o

a*a' +b(b*) ot — (a*)b) [ a di (5.19)
ab* —a(*) a(a?) +Vb*)  \—di ¢ '
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Nachstehend werden nun einige Zusammenhinge fiir die Elemente dieser Matrix gezeigt.

Lemma 1. ¢; = — ¢
Bewess.

c1+ ¢ =a*d +b* +ad*a+ 00" = (aa*) + (bb*) = (Ja)* + |b]*) =0, (5.20)
da |a|? + p|?> = 1. O

Lemma 2. [ dk (di +d}) =0

Beweis. - - -
dk dy + dj = dk 2Re(d1) =2 [ dk Re(a™d' — (a*)'b) (5.21)
Dies fiithrt auf den Integranden:
tcosksink sin 2t0

Re(a™t — (a®)'b) =

— . 5.22
1+cos?k + 1 + cos? k)3/2 ( )

Da beide Teilintegranden ungerade Funktionen sind und das Integral symmetrisch um den
Nullpunkt liegt, ist das Gesamtintegral gleich 0. O

Im weiteren Verlauf werden folgende Abkiirzungen verwendet:

,l‘ K
¢l i=— k 2
C1 o . d C1 (5 3)

d = — [ dk di. (5.24)

T o o

Das Integral ¢; kann mit einem Computeralgebra System ausgewertet werden. Man erhélt
als relevanten Teil:
- ™ 1 —1t(14 cos2k) 1 1
c1 ~ dk = —(1—-——)t 5.25
! o 27(3 + cos 2k) 2v/2 ( \/5) (5.25)
Der nichtrelevante Anteil des ¢; Integrals liefert fiir grofie Zeiten ¢ nur einen sehr kleinen
Beitrag:

4 sin k sin 2t6 (3 + cos 2k) cos 2t6
d - 0.02 fiir ¢ > 100. 5.26
/_ﬂ- (\/571'(3 -+ cos 2k)3/2 27T(3 + cos 2]{7)2 > < b > ( )

Nun zur Auswertung des Integrals dy:

~ 17 w
=g [ dk(aV' —a"b) (5.27)

Die Berechnung der einzelnen Ableitungen liefert:

itcos®kcostd icos?ksinksintd isinksintd  tcosksinté

— + —
1+ cos?k (14 cos? k)3/2 V1+cos2k 1+ cos?k
Y — ie'*t cos k cos t6 e’ sin t6 n ie'* cos k sin k sin t6 (5.29)
 14cos?k V1 + cosk (1 +cos?k)3/2 '

*/

(5.28)
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Abbildung 5.1: Auswertung des Integrals ¢; (Kreise) und des Integrals d~1 (Quadrate) als Funk-
tion der Zeit. Die numerisch bestimmten Punkte sind mit den jeweiligen Néhe-
rungen (5.25) bzw. (5.31) verglichen.

Daraus folgt fiir den Integranden:

O — a'b = ite'* cos k i isin? t0 _ isinkcostfsintf (5.30)
14cos?2k  1+cos?k (1 + cos? k)3/2
Die weitere Auswertung mittels Computeralgebra System liefert:
~ 1 1
—(1-=—)t (5.31)

di ~ ——— .
NG V2

In Abb. 5.1 wird die numerische Auswertung der Gesamtintegrale ¢; und dy mit den
jeweiligen Néherungsrechnungen verglichen. Man erhélt eine sehr gute Ubereinstimmung.
Eine lineare Regression der numerischen Punkte liefert ein &hnliches Ergebnis:

c1 ~ 0.361 —0.293 ¢ dy ~ —0.350 — 0.293 ¢ (5.32)

Fiir sehr grofle Zeiten fallen die unterschiedlichen Ordinatenabschnitte zwischen ¢; und dvl
nicht mehr ins Gewicht, die Integrale sind ungefihr gleich:

&~ dy (5.33)

5.1.2.2 Varianzen

Zur Berechnung der zweiten Momente wird Gleichung (5.17) fiir m = 2 ausgewertet. Die
Berechung des Entwicklungsoperators liefert:

d2 E/i *\// )M (kNI
(Hli)t—gH;;: a*a” +b(b*)" a*b” — (a*)"b _ [ e da (5.34)
dk a'br — a(b*)// a(a*)// + b'b* _dz C;
Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
~ 1 (7 ~ 1 (7
Cy i =m —— dk Co d2 = dk dg. (535)

27 —r T J—x
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Nachstehend wird gezeigt, dafl obige Matrix nach ausfithren der Integration diagonal ist

und die Eintrige auf der Hauptdiagonalen gleich sind.
Lemma 3. [7 dk (c; —c5) =0

Beweis.
m ™

dk cg — c5 = dk (a*a” — aa™) + (bb*" — b*V")

—T —T

Mit der Identitét:

(a*a/ _ aa*/)/ _ (a*/a/ + a*a//) _ (a*/a/ + a*//a) —a*d" — a’a

(bb*l _ b*bl)/ — (b*/b/ + b*l/b) _ (b*/bl + b*b//) — bb*l/ _ b*b//

148t sich die Integration vereinfachen:

/ dk 02—032/ dk {(a*a/—aa*/)/—l—(bb*/—b*b/)/}.

—Tr —Tr

Die beiden Teile kann man zusammenfassen:

a*a’ — aa® = 2ilm(a*a’) bb* — bt = 2iIm(bb*)

mit
Im(a* ,) tcos? k sin k sin 2t6
m(a*a’) = _
1+cos?k  2(1+ cos? k)3/2
2
sin“ t0
Im(bb") = ——— .
m(bb™) 14 cos2k

Die Integration ist also auf eine Auswertung der Teilfunktionen zuriickgefiihrt:
™

dk (co — c5) = 2i [Ilﬂn(a*a’)]7r

—T

+2i [Im(bb*’)] :T,

wobei beide Teile nach einsetzen Null ergeben.
Lemma 4. [7 dkdy =0
Beweis.

dkdy = | dk (a*b’ — a*"b)

Mit Umschreiben des Integranden:
(a*b/ _ a*/b)/ — (a*/b/ + a*b//) _ (a*/b/ —I-CL*”b) — a*b// _ a*//b

1488t sich die Integration vereinfachen:

dk (a*b" — a™'b) = dk (a*b' — a”'b)’ = [a*V' — a*'b]

—T —Tr

™
-7’

Dies ergibt ebenfalls Null, wie sich durch einsetzen der Grenzen iiberpriifen 148t.

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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Abbildung 5.2: Numerische Auswertung des Integrals ¢z als Funktion der Zeit. Die numerischen
Punkte sind mit einer quadratischen Abhéingigkeit gefittet, ¢z = Ay + A; t2, mit
Ap =0.534 und A; = 0.293

Nun zur Auswertung des Integrals ¢5. Der Integrand 148t sich wie folgt vereinfachen:
cy = a*a// + bb*/l — (a*a/)/ _ a*/a/ + (bb*/)/ _ b/b*/ — (a*a/)/ + (bb*/)/ _ (|(l/|2 + |b/|2) (546)

Die Integration iiber den ersten Teil vereinfacht sich mittels des Hauptsatzes der Integral-
rechnung, wobei die Auswertung fiir die beiden Teilbereiche, £ > 0 bzw k < 0, mit einem
Computeralgebra System erfolgt ist:

_iﬂ— * I\/ *//__i * ! */7r_
2w/dk‘(aa)+(bb)— 2w[aa+bb] = 0. (5.47)

—T

Fiir das zweite Integral erhilt man ndherungsweise den Ausdruck:

Cy ~ 3v2 +(1- i)t? (5.48)

8 V2

In Abb. 5.2 ist die numerische Auswertung des Integrals ¢, als Funktion der Zeit aufgetra-
gen. Die numerischen Punkte sind mit einer quadratischen Abhéngigkeit angefittet, mit
dem Ergebnis:

s ~ 0.534 4+ 0.293 12, (5.49)

welches sehr gut mit der Niaherungsrechnung iibereinstimmt.
Fiir grofie Zeiten ¢t kann der Vorfaktor vernachlissigt werden. Dadurch werden die Integrale
¢1 und ¢y vergleichbar:

5. (5.50)
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5.2 Zweidimensionaler QW

5.2.1 Berechnung der Erwartungswerte
Im folgenden werden die Ortserwartungswerte fiir einen allgemeinen Coin Startzustand
|po) = a|00) + 3]01) + ~|10) + 0]11), (5.51)

mit «, 5,7, € C, abgeleitet. Dazu werden die oben bewiesenen Vereinfachungen bzw.
Relationen verwendet. Betrachtet werden die Mittelwerte sowie die 2. Momente. Zur Be-
rechnung wird zuerst der Integrand der Gleichung (3.76) ausgewertet.

s

: d
) = (2m)? / dhzdky (ol (H],)" dTHiix @ (Hj )" Hf, |$0), (5.52)
e —F® =1
—A

wobei folgende Kurzschreibweise eingefiihrt wurde:

~ d

1
A .= (H] ' —H, (5.53)
dky
Die Integration iiber k, liefert einen Faktor 27:
‘ F(1)
(@) = 5 [ dha (Gl @ 1]60) (554)

Der Operator H ,gi) ® 1 sieht in Matrixdarstellung wie folgt aus:

AV e1= di) g (10 (5.55)
- —a ) \o 1

Die Auswertung des Integranden liefert:

(dol HY @ 1|g) = er{]al® + B2} + & {y? + 162} +
di{a’y + %6} — difay™ + 86"} (5.56)

Nun kann die Integration ausgefiihrt werden. Mit den Lemmas (1) und (2) lassen sich
die jeweiligen Koeffizienten zusammenziehen. Dies fiihrt auf einen Ausdruck fiir den z-
Mittelwert in Abhéngigkeit der Amplituden des Coin Startzustandes:

() = aflal + 18" = 1> = [0} + di{a*y + B°5 + oy + 65"} (5.57)

Die Zeitabhingigkeit des Mittelwertes steckt alleine in den ¢; bzw. 671 Integralen. Die
Berechnung des Mittelwertes in y-Richtung erfolgt dhnlich. Man erhélt durch Einsetzen
in (3.77):

W) = 5= | by (ool @ Flon), (5:59)

—Tr

wobei H Ig) aquivalent zu (5.53) definiert ist. Die Auswertung des Integranden liefert

(00l @ Hy, |éo) = er{laf + |y} + i {8 + 0]} +
difa”B + 776} = di{af’ +40"} (5.59)
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Somit erhilt man ebenfalls die Darstellung des y-Mittelwertes als Funktion der Amplituden
des Coin Startzustandes:

() = ci{lal® + |72 = 181> — |61} + di{a’B + "8 + aB* + 75"} (5.60)

Die Berechnung des zweiten Momentes erfolgt dhnlich und erfordert die Auswertung des

Integrals:
s

1 ~
@) =~ [ dradi, (ool 5 1jon) (5.61)
ko ky=—m
mit der verwendeten Abkiirzung:
7(2) e &
Nach ausfiihren der k, Integration erhélt man
1 i ~
(%) = —5= | dhs (Gl H @ 1]0) (5.63)

—Tr

Da der Operator, wie in den Lemmas (3) und (4) gezeigt, diagonal ist:

APe1=(2 %)e(t ), (5.64)
’ 0 Co 0 1

liefert die Auswertung des Integrals ein zweites Moment unabhéingig vom Coin Startzu-
stand:
(x%) = & (5.65)

Die Startzustand Abhéngigkeit der Varianz resultiert also aus der Abhéingigkeit des Mit-
telwertes. Zur Berechnung von (32) benétigt man den Integranden (¢o|1l ® H ]ij)|¢0> und
erhilt ebenfalls:

W) =& (5.66)

Die Berechnung des zweidimensionalen Erwartungswertes (zy) ist gleichbedeutend mit der
Auswertung des Integrals:

(oy) = [ dwadn, (ool o i) (5.67)

ke ky=—m
Unter Benutzung der Hilfsbeziehungen (1) und (2) erhilt man
~ T2 * * * *
(wy) = @2{ (a2 + 11%) — (182 + W)} +di {a*d+ad* + By" + 5%}
+ c~1d~1{a*ﬁ Faft +aty +ayt — B8 — 356 — 40 — 7*5} (5.68)

Dieser Ausdruck kann weiter vereinfacht werden. Wie oben gezeigt, sind im Limes grofler
Zeiten t die Integrale ¢; und dy gleich und man erhélt:

(wy) = la+ 62 — |8 =71 + (a = )(B" +7) + (" + ) (B~ ) (5.69)



68 Kapitel 5 ® Verschrinkung und mehrdimensionale QW Modelle

Die Berechnug der zweidimensionalen zweiten Momente liefert aufgrund der Diagonal-
gestalt der Entwicklungsmatrix keine weiteren Informationen. Zur Berechnung werden
folgende Integranden verwendet:

() — (¢l HY © H{Y|o0) (5.70)
(wy?) — (ool HY ® H o) (5.71)
(x2y?) — (gol H @ H2 o) (5.72)

und man erhélt nach ausfithren der Integration die Ortserwartungswerte:

(xy?) = &a(x) (5.73)
(@?y) = &2 (y) (5.74)
(@Y%) = & (5.75)

Durch Kombination mit einem zweiten Moment erhilt man den eindimensionalen Erwar-
tungswert, multipliziert mit dem Faktor cs.
5.2.2 Mittelwerte und I-Concurrence

Das Hauptergebnis des vorangegangenen Kapitels war ein Zusammenhang zwischen den
quadratischen Mittelwerten und der I-Concurrence. Diesen Zusammenhang kann man
ebenfalls fiir zweidimensionale QW Modelle ableiten.

Die I-Concurrence ist eine Funktion der reduzierten Dichtematrizen p; = trg p12 bzw.

p2 = tr1 p12, mit p12 = [¢o){¢o|:
IC1 2 =/2(1 —trp) 1091 =/2(1 — trp3) (5.76)
Das Ziel sind Gleichungen der Form:
(@)~ (1-101,) (Y ~(1-1C3,) (5.77)
Der rechte Teil der Gleichungen kann mit obigem Zusammenhang auch als
1—IC? =2tr(p?) — 1 (5.78)

geschrieben werden. Fiir den allgemeinen 2-Qubit Zustand (5.51) berechnen sich die redu-
zierten Dichtematrizen wie folgt:

al>+ 18] ay* + 36* al>+ 2 aft + "
MZCJ Rl T (Tl (579
@ty + B0 |v[F + 0] @' B+ |B° +1d]
Die Spurbildung iiber die quadratischen Matrizen liefert:
2 2 * * * *
tr(p?) = (la® +181°)" + (71> + 161°)" + 2(av* + 86%) (a*y + 5*6) (5.80)
tr(p3) = (laf? + [v%)* + (181 +151%)° + 2(aB" +~8") ("B ++70) (5.81)

Die Ableitung der obigen Form soll nun detailliert fiir (z)? nachvollzogen werden, die
Ableitung fiir (y)? erfolgt auf gleichem Wege. Die Spur iiber die quadrierte reduzierte
Dichtematrix p1, kann als Funktion der Elemente von p; geschrieben werden:

tr(pf) = Ry + R3 + 2R1aRon, (5.82)
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mit den Elementen:

Ryy = (p1)n Rip := (p1)12 (5.83)
Ry1 := (p1)n Ry := (p1)22 (5.84)

Der a-Mittelwert (5.57) 148t sich ebenfalls als Funktion dieser Elemente darstellen:
() = c1(R11 — Ra2) + CE(Rlz + Ro1) (5.85)

Quadriert man nun den z-Mittelwert, so erhélt man:
~ ~2 ~ 7
()% = &% (Rix — R22)2 +di” (Riz2 + 17%21)2 +2¢1d1 (Ri1 — Raz) (Riz + Ra1)  (5.86)

Im Limes grofler Zeiten sind ¢; und dr gleich. Die Terme lassen sich dann geschickt zu-
sammenfassen und auf eine Form bringen, die der Ausgangsform entspricht:

(2)2 = 512{(1 ~IC% ) + Restw}, (5.87)

wobei
Rest, = (R12 — R21)2 + (R11 — Rgg)(Rlz + R21) (5.88)

Die Gleichheit ist natiirlich nur im asymptotischen Bereich vorhanden, weswegen eigentlich
ein >~ Zeichen passender wére. Wenn im folgenden dieser Zusammenhang verwendet wird,
ist also immer der Limes grofler Zeiten gemeint.

Durch eine dhnliche Rechnung 148t sich der y-Mittelwert ebenfalls auf die gewiinschte
Darstellung bringen:

(y)? = 512{(1 —ICE )+ Resty}, (5.89)

wobei fiir den Term Rest, nun natiirlich die Elemente von p eingesetzt werden miissen.

Der Restterm Rest,. 148t sich fiir eine weitere Diskussion zusammenfassen:
Rest, = —4{Im(R12)}2 + 2(R11 — R22) Re(ng) (5.90)

Es stellt sich die Frage, fiir welche Zusténde |¢g) dieser Restterm gleich 0 ist? Der Restterm
verschwindet fiir alle Zusténde, die in der Bell Form (2.3) vorliegen, also:

a]00) + 5|11)  bzw. B|01) + ~y|10), (5.91)

sowohl mit reellen als auch komplexen Parametern a,(3,,d. Fiir andere Zustdnde, wie
z.B.
a|00) + 3]01) + ~]10), (5.92)

liefert der Term Rest, einen endlichen Beitrag. Dies pafit nicht ins Bild des Ergebnisses
aus Kapitel 4 (vgl. Seite 57), wo eine gemischte Verschrinkung als Antwort vorgeschlagen
wurde. Im Falle von reinen 2-Qubit Zustédnden existiert nach gédngiger Meinung nur eine
Art der Verschrinkung und diese kann mit der Concurrence gemessen werden.
Interessant ist der Zusammenhang zwischen I-Concurrence und Korrelation, im Vergleich
mit den Ergebnissen von Glaser et al. [50]. Hier wird die I-Concurence mit Spinkorrelatio-
nen in Beziehung gesetzt. Sie erhalten folgenden Zusammenhang:

ICE =1 (0})* — 4{of Yo7 ), (5.93)

7

wobei die 0; die Standard Paulioperatoren, bezogen auf das i-te Qubit sind. Der quadra-
tische 0 Erwartunsgwert ist, bis auf einen Restterm, proportional zu 1 — IC?.
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5.2.3 Kovarianz und Korrelationen

Die Kovarianz ist definiert als:

Cov(z,y) = ((z — (2))(y — (¥))) = (xy) — (z)(y) (5.94)

und ist ein Maf fiir eine Korrelation der beiden Ortsverteilungen x und y. Die Kovarianz
ergibt sich aus der Kombination der bereits abgeleiteten Erwartungswerte zu:

Cov(e,y) = a2{(laf* + 161%) = (1812 + ) = (lal® = [61)2 + (18 = ) }+
a"{(jal? +182)(@*6 + ad") + (182 + 1)y + By*) -
VB0 + 52y 5 (0 + %) — ad(B7 + 7" 8" (B2 4+ 97) |
ad {2172 + 52) ("8 + a) + 2(18 + 82) (@ + ay*)
2(/af? + |7[2)(8°6 + B8%) — 2(|af* + |B) (v +70") ). (5.95)
Dieser Ausdruck 148t sich unter der Annahme reeller Parameter auf folgende Form bringen:
Cov(w,y) = 2(ad — ) |[~(@— 02 + (B+72) + 2a = 0)(B+7)|.  (590)

Der erste Faktor entspricht genau der Darstellung der Concurrence, vgl. (2.11). Eine von
Null verschiedene Concurrence ist also eine notwendige Bedingung fiir eine endliche Ko-
varianz, also einer Korrelation der z- und y-Richtung.

Der Korrelationskoeffizient (3.73), welcher einer normierten Kovarianz mit den jeweili-
gen Standardabweichungen entspricht, wird hier nicht weiter untersucht. Eine mogliche
Parameterabhéngigkeit wiirde bei der Normierung durch die Parameterabhéngigkeit der
Mittelwerte verfilscht. Stattdessen wird nachstehend die Kovarianz untersucht, die mit
Potenzen von ¢; auf die nétige Grofle umsakliert wird.

5.2.4 Betrachtung eines Beispielzustandes

Die abgeleiteten Mittelwerte bzw. Verschrinkungsrelationen sollen nun anhand eines 2-
Qubit Beispielzustandes diskutiert werden. Wie im einleitenden Kapitel {iber Verschrin-
kungsmafle bereits erortert, existiert nur eine Verschrinkungsart fiir 2-Qubit Zusténde.
Der Prototyp dieser Verschrankungsklasse ist der EPR-Zustand. Die Verschriankung der
2-Qubit Zustédnde kann mit der Concurrence berechnet werden.

Der hier diskutierte Zustand ist eine parameterabhingige Verallgemeinerung des EPR-
Zustandes:

[60) = [00) + e'¥y/1 —2[11), (5.97)

mit v € [0, 1] und einer allgemeinen Phase ¢ € [0, 27]. Die Concurrence fiir diesen Zustand
berechnet sich nach Gleichung (2.11) zu:

C(|®0)) = 27v1 -2, (5.98)

unabhéngig vom Phasenwinkel ¢. Die I-Concurrences 1C7_o bzw. IC5_1 sind im 2-Qubit
Fall gleich und entsprechen der Concurrence.
Die eindimensionalen Erwartungswerte ergeben sich mit den allgemeinen Beziehungen
(5.57) bzw. (5.60) zu:

(z) = (y) = c1(29* - 1). (5.99)
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Abbildung 5.3: Mittelwerte (x), (y) des Beispielzustandes (5.97) als Funktion von «. Die nume-
rischen Punkte sind mit der analytischen Losung Ag(2v2 — 1) gefittet, mit dem
Ergebnis Ap = 28.9756. Die Simulation des QW erfolgte auf einem Gitter mit
der Grofle g = 220 pro Richtung, der Walker war ¢ = 100 Zeitschritte unterwegs.
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Abbildung 5.4: Mittelwert (xy) fiir den Beispielzustand (5.97) als Funktion von ~ fiir verschie-
dene ¢. Die jeweiligen numerischen Punkte sind mit der passenden analytischen
Lésung Ag + A12v4/1 — 2 cos ¢ angepafit. Mit dem Ergebnis Ag = 839.583 und
A, = 878.688. Numerische Simulation des QW mit g = 220 pro Richtung und
t = 100.
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Diese Erwartungswerte erfiillen die allgemeinen Zusammenhénge (5.87) bzw. (5.89) mit
der I-Concurrence, die Restterme Rest, bzw. Rest, sind fiir diesen Zustand gleich 0. Die
Verschrankung des Zustandes ist also durch Angabe bzw. Messung der eindimensionalen
Ortserwartungswerte komplett charakterisiert, da durch die I-Concurrences auch die Con-
currences bestimmt sind. In Abb. 5.3 ist der Mittelwert () als Funktion von ~y aufgetragen.
Die numerischen Punkte sind mit der analytischen Losung Ag(272 — 1) angepafit, wobei ¢
als Fitparameter verwendet wurde. Das Ergebnis der Anpassung Ay = 28.9756 entspricht
der analytischen Losung des Integrales ¢; fiir t = 100, vgl. (5.25). Der Erwartungswert
(xy) berechnet sich mit (5.68) zu:

~ ~2
(zy) =& +di 29v/1— 42 cos (5.100)

Wie man sieht, ist dieser Erwartungswert abhéngig von der Phase ¢. In Abb. 5.4 ist die
~v-Abhéingigkeit von (zy) fiir verschiedene ¢ geplottet und mit der analytischen Losung
angepafit. Die groflen Werte des Mittelwertes ergeben sich aus der Entwicklung des Walks
fiir grofle Zeiten.

Fiir v € {0,1} ist die Concurrence gleich 0, der Zustand unverschrinkt. In diesem Fall
entspricht (xy) = (x)(y). Fiir v € {0,1} ist der Zustand verschrinkt. In diesem Fall kann
(xy) nicht mehr als Produkt der einzelnen Erwartungswerte (z), (y) geschrieben werden.
Die Korrelation wird durch die Kovarianz bschrieben und ist ebenfalls von ¢ abhéngig:

Cov(z,y) = é124y2(1 —~%) + dvl22’y\/ 1—~2cosp (5.101)

Die v-Abhéngigkeit der Kovarianz ist in Abb. 5.5 fiir verschiedene Winkel ¢ dargestellt.
Die analytischen Ergebnisse stimmen mit den Resultaten der numerischen Simulation per-
fekt tiberein. Die Kovarianz Cov(zx,y) ist ebenfalls fiir v € {0, 1} gleich 0. Die Korrelation
verschwindet also in diesem Fall fiir unverschrinkte Zustédnde, vgl. auch die allgemeine
Darstellung (5.96). Die Concurrence ist maximal fiir v = 1/v/2. Das Maximum der Kova-
rianz ist abhingig vom Phasenwinkel ¢. Fiir ¢ = 7/2 entspricht die Kovarianz der qua-

drierten Concurrrence. Aber beispielsweise fiir ¢ = 0 liefert der dvlz Term einen endlichen
Beitrag. Diese Phasensensitivitét ist bei einer Diskussion der Verschrinkungsabhingigkeit
natiirlich fehl am Platze. Die Concurrence, als Maf einer 2-Qubit Verschrinkung ist pha-
senunabhéngig. Groflen, die die Parameterabhéngigkeit der Concurrence wiederspiegeln
sollen, sollten folglich ebenfalls phasenunabhéingig sein.

Es wird daher vorgeschlagen, die Phasenabhéngigkeit durch eine Mittelung zu reduzieren,
um auf ein Verschrankungsmafl zu kommen:

2

1 ~

o / Cov(z,y)de = ¢1%472(1 — ~?) (5.102)
0

Durch diese Mittelung iiber den gesamten Phasenbereich erhélt man einen direkten Zusam-
menhang zwischen Kovarianz und quadrierter Concurrence. Diese Gréfle wire natiirlich
auch experimentell zuginglicher, da eine direkte Kontrolle der Phase schwierig ist. An-
dererseits ist durch die Phasenabhéngigkeit der Erwartungswerte, die Phase durch QW
Experimente bestimmbar.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Betrachtung der folgenden Grofe:

Cov(z,y) := (Jx = (x)lly — W)]) (5.103)

Ahnlich zur Kovarianz konstruiert, wird nun der Absolutbetrag der Abweichungen vom
Mittelwert untersucht. In Abb. 5.6 ist die v-Abhéngigkeit dieser Grofle fiir verschiedene
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Kovarianz des Beispielzustandes (5.97) als Funktion von -+, fiir verschiede-
ne Werte von . Die numerischen Punkte sind mit der analytischen L&sung
A4y (1 — 42) + A1294/1 — 42 cos ¢ angefittet, mit den jeweiligen Ergebnissen
Ap = 839.583 und A; = 878.688. Die numerische Simulation des QW wurde mit
g = 220 und t = 100 durchgefiihrt.

2500

Cov(z,y) des Beispielzustandes (5.97) als Funktion von +, fiir verschiedene Werte
von ¢. Die numerischen Ergebnisse fiir ¢ = 0 wurden einerseits mit der Gleichung
fiir die Concurrence (gestrichelte Linie) und andererseits mit der quadrierten
Concurrence (durchgezogene Linie) angepafit. Numerische Simulation des QW
mit g = 220 und ¢ = 100.
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o aufgetragen. Die Phasenabhéingigkeit wird gedampft. Die numerischen Punkte aus der
Simulation fiir ¢ = 0 sind mit den Gleichungen, sowohl fiir die Concurrences, als auch die
quadrierte Concurrence angefittet. Beide Gleichungen reichen nicht aus um die Parame-
terabhéingigkeit von Cov(zx,y) zu beschreiben. Trotzdem wird im direkten Vergleich eine
verbesserte Beschreibung der Verschriankung erzielt.

5.2.5 Diskussion

Die Verschrankungsstruktur eines 2-Qubit Zustandes kann also mittels Ortserwartungs-
werten eines QW verstanden werden. Die Betrachtung der eindimensionalen Mittelwerte
(x;) liefert einen Zusammenhang mit der I-Concurrence. Diese entspricht im 2-Qubit Fall
der Concurrence, dem Maf einer 2-Qubit Verschrinkung. Hat man Zusténde in der Bell
Form vorliegen, so reichen die (x;) alleine aus, da die Restterme gleich Null sind. Weiter-
hin kann die Verschrinkung mittels Kovarianz analysiert werden. Ein Phénomen, welches
dabei besonders zu beriicksichtigen ist, ist eine Phasensensitivitidt der zweidimensionalen
Erwartungswerte (z;z;) und folglich der Kovarianz. Eine Chance den Phaseneinfluf} zu re-
duzieren, besteht aus einer gemittelten Betrachtung aller moglichen Phaseneinstellungen.

5.3 Dreidimensionaler QW

In diesem Unterabschnitt wird der Einflufl eines 3-Qubit Coin Startzustandes |¢pg) auf die
Ausbreitung eines dreidimensionalen QW untersucht. Ein allgemeiner Coin Startzustand
kann in der Standardbasis wie folgt dargestellt werden:

8
|do) = Y ali) (5.104)
=1

Ahnlich wie im 2-Qubit Fall werden nun die Erwartungswerte beziiglich ihrer Aussage-
kraft iiber die Charakterisierung moglicher Verschrankungsstrukturen untersucht. Im 3-
Qubit Fall gibt es zwei Arten von Verschrinkung, die zur Charakterisierung unterschie-
den werden. Eine echte 3-Qubit Verschrinkung, welche mit dem Tangle meBbar ist und
eine 2-Qubit Verschrinkung, die durch die jeweiligen 2-Qubit Concurrences charakteri-
siert wird. Diese beiden Arten der Verschrinkung spiegeln sich auch in der Struktur der
Verschrankungsklassen wieder. Wie bereits diskutiert, werden die GHZ-Klasse und die W-
Klasse unterschieden. In die GHZ-Klasse fallen Zustéinde mit einem von Null verschiedenen
Tangle. Der Prototypzustand der GHZ-Klasse ist der GHZ-Zustand, der der W-Klasse der
W-Zustand. Die betrachteten Beispielzustéinde orientieren sich an dieser Klassifizierung.

5.3.1 Berechnung der Erwartungswerte
5.3.1.1 1D Mittelwerte und I-Concurrence

Die Berechnung der Erwartungswerte erfolgt wie im zweidimensionalen Fall durch eine
Erweiterung der Beziehung nach Brun et al. [25]. Die Berechnung des eindimensionalen
Erwartungswertes (x1) erfordert eine Auswertung des Integrals:

™

? ~(1
@) =g [ dhadkadi Gl @ 16 i), (5.105)

k:cl 7k12 ,k13:—7r
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wobei H ]ii)l in (5.53) definiert ist. Durch Ausnutzen der abgeleiteten Lemmas (1) und (2)
erhdlt man:

(o) = G {laa? + faaf* + lasl? + [asf* — las|? — [asf* — larl* — Jas[*}+
d}{ala; + ajas + o + asas + azar + azor + agag + aZag} (5.106)

Die Berechnung der Mittelwerte (x3) bzw. (x3) erfolgt analog. Man benutzt die Integran-
den:

(w2) — (0|l ® ﬁ,il)z ® 1|¢o) (5.107)
(z3) — (Pl @1 ® ﬁ;gil\tﬁd (5.108)

und fafit die Ergebnisse entsprechend zusammen. Die genaue Darstellung der Mittelwerte
in Abhéangigkeit der «; befindet sich in Anhang B.

Die Berechnung des Zusammenhanges zwischen Mittelwerten und I-Concurrences erfolgt
wie im zweidimensionalen QW. Die reduzierte Dichtematrix p; erhélt man mit einer par-

tiellen Spurbildung der Gesamtdichtematrix piog = |¢o)(do|, p1 = tra3 p123. Die Elemente

1) .

von py werden mit R;.” := (p1);; abgekiirzt:

Ry = {Iozll2 +laz|® + las|* + |aa? (5.109)
R%) = {oqoz; + asag + azas + oz4oz§} (5.110)
Rgll) = {a’fag, + aha6 + azar + aZag} (5.111)
RS = {lasl? + [agf? + ar]? + |as|*}. (5.112)

Da die Strukturen die gleiche Form wie im zweidimensionalen Fall haben, sowohl die Spur
iiber p?:
1 1 1) (1
tr (p}) = (RY)” + (Rgy)” + 2R1y Ry, (5.113)
als auch der Mittelwert:
(o) = a{ R - RS} + di{RY + RY . (5.114)
erhélt man den gewiinschten Zusammenhang:

(11)2 = 512{(1 —IC2 )+ Restxl}. (5.115)

Hierbei wurde wieder die Annahme benutzt, dafl ¢ grof} ist, damit ¢; und dq gleichgesetzt
werden konnen. Die Ableitung kann ebenfalls fiir (x2) und (z3) durchgefiithrt werden. Man
kann als allgemeines Ergebnis fiir den asymptotischen Grenzfall grofler Zeiten festhalten:

()2 = 512{(1 —IC?) + Restxz.}. (5.116)

Der quadratische Mittelwert (x;) ist proportional zur Differenz 1 — 1 CZ?, wobei ein noch zu
diskutierender Term Rest,, tibrigbleibt. Fiir verallgemeinerte GHZ- und W-Zusténde ver-
schwindet dieser Restterm. Ebenso bei den weiter unten besprochenen Beispielzustinden.
Es lassen sich natiirlich Zustdnde mit Resttermen ungleich Null konstruieren. Ob diese
Zusténde bestimmte Gemeinsamkeiten aufweisen, mufl noch geklért werden.
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5.3.1.2 2D & 3D Mittelwerte

Die Berechnung der hoheren Mittelwerte in Abhéngigkeit der «; erfolgt nach dem gleichen
Schema. Erst die Auswertung des Integrals:

2 r P
(z122) = / iy dlezdi, (g0l HYY @ HY @ 1]60), (5.117)

kzl 7k12 7k13:—7"'

dann das Zusammenziehen der Terme mittels Hilfssidtzen:

(w122) = &2{on]? + o] — Jasf? — Jau[? = |as | = |ag|* + |ag]? + |as|* |+
~2
d; {oqoz? + ajar + asag + asas + agai + azas + agog + aZa6}+
cﬁd}{ala; + ajasz + aqas + ajas + agal + asay + asog + asog—

a3ay — Q507 — Qi0i; — QUEQIT — QUOlg — Q08 — QlgOlg — agag}. (5.118)
Die weiteren Mittelwerte (x123) und (zex3) berechnen sich mit den Integranden:

(w123) — (¢olHy,) © 1@ Hy.) |0) (5.119)
(wa23) — (9ol ® H) © Hy |60) (5.120)

Die genaue Darstellung befindet sich in Anhang B.

Betrachtet man die auf zwei Qubits reduzierte Dichtematrix pio = trs pios und kiirzt
die Elemente dieser mit jol-z) := (p12)i; ab, so kann man den Erwartungswert (ziz2) als
Funktion dieser Elemente schreiben:

(wrea) = a2 { R - REY — REY + REP Y+ & {REY + REY + REY + RED |+

c~1d~1{R§122) +RUY + pID 4 1D _ g(12 _ pU2 _ pUD _ pl2) } (5.121)

Wie im Fall der eindimensionalen Mittelwerte ist also eine Darstellung als Funktion der
Elemente der reduzierten Dichtematrix moglich. Die Darstellung der anderen beiden Mit-
telwerte hat ebenfalls die gleiche Struktur.

Vergleicht man diese Struktur mit der Darstellung durch Spinkorrelationen aus der Arbeit
von Glaser et al. [50], so ergibt sich wieder eine Ubereinstimmung. Betrachtet man nur den
é12 Anteil, also die Addition /Subtraktion der Diagonalelemente, so erhilt man in Termen
der Spinkorrelationen einen Zusammenhang mit einer o, Zweipunkt Korrelation:

(070%) = RY)) — RS — R + R{Y. (5.122)

Die Berechnung des dreidimensionalen Erwartungswertes liefert:

s

3
/ gy by ey (0ol HY @ HY @ H [g0)  (5.123)

kzl 7k12 7k13:—7"'
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und die Darstellung in Abhéngigkeit der «; des Coin Startzustandes:

(wrzaws) = &*{ o ]? — ool — Jas[? + Jau[? = |as | + g + |ag|? = |as| |+
73 * * * *
dq {(oqozg + agad + azaf + aual) + c.c.}—l—
~ 72 * * * * * *
c1dy {(oqoz4 + a1 + arar + aoog + agay + a3a5)—
(00§ + azag + asog + auas + asag + agad) + c.c}+
6~12<1~1{(0z1oz§ + 1o 4 a1a5 + agag + agag + arag)—
(20} + asog + agal + azas + asog + asay) + c.c}. (5.124)
Hierbei entspricht c.c. dem konjugiert komplexen Anteil der jeweilgen Elemente pro ge-
schweifter Klammer.
5.3.2 Betrachtung der Beispielzustéinde

Im folgenden werden die Ortserwartungswerte fiir bestimmte Coin Startzusténde berech-
net, die beispielhaft fiir die Klassenstruktur der 3-Qubit Zustéinde gew#hlt wurden und
somit allgemeinen Charakter haben.

5.3.2.1 Parameterabhingige GHZ Zustinde

2-Qubit Verschrinkung: Zur Vereinfachung kann man einen 3-Qubit Zustand kon-
struieren, der nur eine Verschrinkung zwischen Qubit 1 und Qubit 2 enthélt:

~1000) + /1 — 42|110) = (’y]OO ) 4 e y/1— 42|11) ) ®|0), (5.125)

mit y € [0, 1] und ¢ € [0, 27]. Mit der Concurrence C12 zwischen Qubit 1 und 2, sowie den
I-Concurrences ICy und ICs, ist es moglich diese Verschriankung zu messen:

012 :2’}/\/1—’}/2 ICl :[Cg :2’}/\/1—’}/2. (5.126)

Die Concurrence zwischen den anderen Qubit Paaren ist Null, Cy3 = C13 = 0, ebenso die
I-Concurrence I1C5 = 0. Die Auswertung der Mittelwerte liefert folgende Ergebnisse:

(x1) = (w2) = (27 -1 (5.127)
(3) = (5.128)

(z129) = &2 + dy 2’y\/ﬁcos<p (5.129)
(x123) = (xow3) = ¢12(292 —1) (5.130)
(x1203) = ald+ cldl ZVMCOSQD (5.131)

Die eindimensionalen Mittelwerte (x1) und (x3) sind proportional zu den jeweiligen I-
Concurrences, es gilt der Zusammenhang (5.116). Der Mittelwert bezogen auf die x3-
Richtung, also das dritte Qubit, (x3), ist unabhingig vom Startzustand und liefert einen
konstanten Beitrag. Die Betrachtung der zweidimensionalen Erwartungswerte liefert eben-
falls Hinweise auf die Verschrinkungsstruktur. Die Mittelwerte (zqx3) sowie (xox3) kénnen
als Produkt der eindimensionalen Mittelwerte geschrieben werden:

(z123) = (T1)(23)  (T273) = (W02)(3), (5.132)
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die dazugehorigen Kovarianzen sind folglich Null:
Cov(z1,z3) = Cov(za,x3) = 0. (5.133)

Zwischen den Richtungen x; und x3, sowie zwischen x5 und x3, existiert also keine Korrela-
tion. Dies stimmt mit der Verschrinkungsstruktur iiberein. Die Betrachtung der Kovarianz
zwischen Richtung z1 und x liefert eine parameterabhéngige Struktur:

~2
Cov(z1,x2) = 12472 (1 — ~2) + dy 2y\/1 — 2 cos @ (5.134)

Diese Struktur ist gleich der Kovarianz des betrachteten 2-Qubit Beispielzustandes, vgl.
(5.101). Die Phasenabhéngigkeit &8t sich durch Mittelung iiber alle Phaseneinstellungen
wegdiskutieren:

(Cov(z1,29))p = C12472(1 — 4% (5.135)

Die Kovarianz zwischen x; und x5 ist proportional zur quadrierten Concurrence zwischen
Qubit 1 und Qubit 2.

Der dreidimensionale Mittelwert liefert keine weitere Information, da er als Produkt aus
niederdimensionalen Erwartungswerten zusammengesetzt werden kann:

(z12223) = (T122)(73) (5.136)

Allein aus der Produktstruktur der Erwartungswerte 148t sich die Verschrinkungsstruktur
des Zustandes ableiten. Desweiteren kann sowohl mit der gemittelten Kovarianz als auch
den eindimensionalen Mittelwerten die Verschrinkung gemessen werden.

3-Qubit Verschrinkung: Der GHZ-Zustand ist der Prototyp Zustand der GHZ-Klasse:

|po) = ¥]|000) 4 ?/1 — 42[111) (5.137)

Im gesamten Bereich v €]0,1[ ist der Zustand 3-Qubit verschrinkt, mit einem Tangle
ungleich Null, 7 = 472(1 — ~?). Der Zustand enthélt keine 2-Qubit Verschrinkung, die
Concurrences sind Null (vgl. Anhang A). Die Mittelwerte berechnen sich mit den oben
angegebenen allgemeinen Gleichungen zu:

(1) = (w2) = (w3) = a1(29* — 1) (5.138)
(r122) = (1123) = (w273) = &1 (5.139)
(

(r12973) = c~13(2’y2 — 1) + dV132’y\/ 1—~2cosp 5.140)

Die eindimensionalen Mittelwerte sind gleich und entsprechen nach Zusammenhang (5.116)
den jeweiligen I-Concurrences. Die Restterme sind fiir diesen Zustand gleich Null. Die zwei-
dimensionalen Erwartungswerte (x;x;) sind nicht parameterabhéngig und entsprechen der
Konstanten ¢ 2, die nur durch den QW bestimmt wird. Dies kénnte auf einen Zusam-
menhang mit den Concurrences hindeuten, die jeweils gleich Null sind. Eine mogliche
Korrelation kann durch Berechnung der Kovarianz bestimmt werden:

Cov(zi, ;) = ¢1247%(1 — »?) (5.141)

Dies entspricht (x;z;) # (z;)(z;). Die Kovarianz ist unabhéngig vom Phasenwinkel ¢ und
ist in der Form dem Tangle bzw. dem Global Entanglement, vgl (2.39) gleich. Ein direkter
Zusammenhang zwischen Kovarianz auf der einen Seite und Concurrence auf der anderen



5.3 Dreidimensionaler QW 79

4000

2000

(T12023)

-2000

Abbildung 5.7: Erwartungswert (21 z2x3) als Funktion von + fiir zwei verschiedene Phasenwinkel
©, ¢ =0 (Kreise) und ¢ = 7/2 (Quadrate) fiir den parameterabhéngigen GHZ-
Zustand (5.137). Die durchgezogenen Linien sind Anpassungen der numerischen

Punkte mit der analytischen Gleichung (5.140). A¢(2v%2—1)+ A1274/1 —y2 cos ¢
und den Ergebnissen Ap = 2884.5 und A; = 3374.18. Die Werte des QW sind
g =110 und t = 55.

ist folglich nicht gegeben. Die 3-Qubit Verschrankung bewirkt also auch eine Zweier Kor-
relation der Raumrichtungen.

Im Gegensatz zum vorher betrachteten 2-Qubit verschrinkten Zustand, kann der dreidi-
mensionale Erwartungswert (zqzex3) nicht als Produkt niederdimensionaler Erwartungs-
werte geschrieben werden:

(T12073) # (Ti75) (X)) (5.142)
(z122w3) # (1) (w2)(23)- (5.143)

Der Erwartungswert (z1xox3) besteht aus zwei Teilen. Sowohl der ¢;, als auch der dvl An-
teil geben Hinweise auf einen moéglichen Zusammenhang mit Verschriankungsmaflen. Der
dvl Anteil kann aber bei einer Mittelung iiber die Phasenwinkel vernachléssigt werden. In
Abb. 5.7 ist (x1xex3) als Funktion von ~ fiir zwei verschiedene Winkel ¢ dargestellt. Die nu-
merischen Punkte sind mit der analytischen Losung angepafit. Eine Korrelation zwischen
drei klassischen Zufallsvariablen wird in der géingigen Literatur nicht diskutiert. Deswegen
wird &hnlich zum Quantenfall versucht eine Art Dreier Korrelation / Kovarianz abzu-
leiten. Die Gesamtverschriankung eines 3-Qubit Zustandes kann als Summe der 2-Qubit
Verschriankungen und der 3-Qubit Verschrédnkung geschrieben werden, vgl. (2.16). Ein
dghnlicher Gedanke steckt hinter der folgenden Berechnung. Die Kovarianz ist urspriinglich
definiert als:

Cov(wi, ;) = (@i — (@) (@5 — (;)))- (5.144)
Untersucht man nun eine Grofle dhnlich zur Kovarianz, so erhilt man:
((x1 = (@1)) (@2 — (22)) (w2 — (22)) =
(z1moms) — (x1)(x2)(23) — (®1)CoV (22, 3) — (X2)COV (21, 23) — (23)CoOV (21, T2)

— 332292 — )42 (1 — 42) + dy 29V/1 — 2cos . (5.145)
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Vom dreidimensionalen Mittelwert werden die Kovarianzen und das Produkt der eindimen-
sionalen Mittelwerte abgezogen, wobei die Kovarianzen mit den eindimensionalen Mittel-
werten gewichtet werden. Das Ergebnis liefert aber nicht den gewiinschten Zusammenhang.
Auch nach einer Mittelung iiber die Phasenwinkel, wire diese Grofle beispielsweise nicht
proportional zum Tangle, da fiir v = 1/4/2 der komplette Term gleich Null ist, obwohl bei
diesem Wert die Verschrankung maximal wére.

Zusammenfassend 1483t sich folgendes sagen. Eine direkte Abbildung der Verschréinkung auf
die Kovarianzen ist nicht gegeben. Im Gegensatz zum diskutierten 2-Qubit Beispielzustand
(5.97), ist fiir den 3-Qubit GHZ-Zustand die Kovarianz proportional zum Tangle bzw. zur
Globalverschrinkung . Einen Hinweis auf eine nicht vorhandene 2-Qubit Verschrinkung,
die Concurrences sind 0, geben die zweidimensionalen Mittelwerte (z;x;), welche fiir den
gesamten Parameterbereich konstant und nicht parameterabhéngig sind.

5.3.2.2 Verallgemeinerter W-Zustand |[g)

Ein etwas komplizierterer Zustand, von der Parameterabhéngigkeit her gesehen, ist der
bereits diskutierte Zustand (vgl. Anhang A):

|96) = K1|001) 4 K2]|010) + 1/100) (5.146)

mit der Normierung 2«3 + x3 = 1, mit

_ VX 2
=37 2= -~ (5.147)

K1

und
n=+12+A(A —4) X=n+A-2 (5.148)

Der Zustand ist Eigenzustand einer speziellen Heisenberg Spinkette, mit einer Anisotropie
A. In Abhéngigkeit dieses Parameters A werden die Verschriankungsmafle bzw. die Orts-
erwartungswerte diskutiert.

Der Zustand hat kein Tangle, 7193 = 0, gehort folglicherweise nicht zur GHZ-Klasse. Die
jeweiligen Concurrences sind aber von Null verschieden:

4

2
012—023—5 013—m,

(5.149)

der Zustand gehort somit in die W-Klasse. Die Gesamtverschriankung @ ist nach (2.16)
somit nur eine Funktion der quadrierten Concurrences. Fiir A — oo kann der Zustand als
Produkt von Qubit 1 und 3 mit Qubit 2 geschrieben werden:

1 1
V2 V2

In diesem Fall gehen Ci9 und Cas gegen 0, Ci3 wird maximal. Fiir den speziellen Wert
A = 3 hat der Zustand W-Form (2.31) und die Concurrences sind alle gleich. Die Diskus-
sion dreht sich im folgenden um diese beiden Spezialfille.

Die Berechnung der Mittelwerte fiir einen dreidimensionalen QW mit |1s) als Coin Start-

) ~ —=(|001) +[100)) = —=(|01)13 + |10)13) © |0)2 (5.150)
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zustand liefert:

(x1) = (x3) = C1K3 (5.151)
(z9) = 1(2K3 — ,.@g) (5.152)

(x129) = (wo3) = &2 K3+ d1 2K1 K9 (5.153)
(z123) = & 2(—2K2 + /12) + d1 22 (5.154)

(z12023) = —€1° + cldl 2(Kk? + 2K1Ky) (5.155)

Die folgenden Fragen stellen sich bei Betrachtung der Erwartungswerte des Zustandes

|[6):

e Kann die Struktur der Verteilung der 2-Qubit Verschriankungen herausgearbeitet
werden?

e Ist es moglich eine nicht vorhandene 3-Qubit Verschrinkung zu erkennen?

e Konnen die jeweiligen Verschrankungen mit den Erwartungswerten gemessen wer-
den?

Die eindimensionalen Mittelwerte (z;) sind nach Gleichung (5.116) proportional zur jewei-
ligen quadrierten I-Concurrence IC?, mit:

A—2)+4
n(n + , )+ ez, =2 (5.156)

[0} 53 =1CF 15 = 7

Die Restterme Rest,, sind gleich Null. Durch die Angabe der I-Concurrences ist somit
die Globalverschrinkung @ berechenbar, vgl. (2.15). In Abb. 5.8 sind die Mittelwerte als
Funktion von A dargestellt und die numerische Simulation mit der analytischen Losung
verglichen. Abb. 5.9 veranschaulicht die hoheren Erwartungswerte sowie die Kovarianzen
als Funktion von A.

Die Concurrence Struktur ist einerseits an den zweidimensionalen Mittelwerten, anderer-
seits an den Kovarianzen erkennbar:

Cov(x1,z2) = Cov(za, 13) = —¢1°2k3(1 — K3) + d~122/-£1/£2 (5.157)
Cov(zy,x3) = —12(1 — 2K3) + dvl2(1 — K3) (5.158)

Die Gleichheit zweier Concurrences spiegelt sich in der Gleichheit der Kovarianzen bzw.
der zweidimensionalen Erwartungswerte wieder:

C12 = C23 < <331332> = <$2$3> (5.159)
C12 = C23 < COV(Q?l,xQ) = COV(ajg,xg) (5.160)

Unter Beachtung der Vorzeichen lassen sich die Concurrences als Funktion der k; schreiben:
012 = 023 = —2/41/62 013 = 2/{% (5.161)
und somit die Kovarianzen als Funktion der Concurrences darstellen:

Cov(z1,29) = —12(C% 4 C12) (5.162)
Cov(xy,z3) = —12(C23 — C13) (5.163)
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Abbildung 5.8: Mittelwerte (x;) des Zustandes |1)s) als Funktion von A. Die numerischen Punkte
sind mit der jeweiligen analytischen Lsung angepafit, wobei ¢; als Fitparameter
angenommen wurde. Das Ergebnis A4y = 14.235 stimmt fiir die numerischen
Werte mit der analytischen Rechnung tiberein. Der QW wurde mit g = 110 und
t = 55 simuliert.
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Abbildung 5.9: Kovarianzen und hoherdimensionale Erwartungswerte des Zustandes [ig) als
Funktion von A. Der QW wurde mit g = 110 und ¢ = 55 simuliert.
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wobei der Limes grofier Zeiten angenommen wurde. Ebenso 148t sich der dreidimensionale
Erwartungswert als Funktion der Concurrences schreiben:

- o2
(w1x2x3> = —612 + c1dq (Clg — 2C12) (5.164)

Mit einer kiinstlichen Aufspaltung, da C1o = Cas, erhélt man eine Darstellung von (z1zox3)
als Funktion aller Concurrences:

~ 2
<l’1l’2$3> = —612 + ec1dy (013 — (19 — 023) (5.165)

Betrachtet man nun den Spezialfall groer A, d.h. x; — 1/4/2 und k9 — 0, so verschwinden
die Concurrences zwischen den Qubits 1 und 2 und zwischen den Qubits 2 und 3, Ci5 =
C53 — 0. Diese Verhalten kann man an den Erwartungswerten bzw. Kovarianzen ebenfalls
beobachten:

(r129) = (w23) — 0, Cov(zy,x2) = Cov(xg,x3) — 0 (5.166)

Die Concurrence C13 wird aber maximal. Der dazugehorige Erwartungswert bzw. die Ko-
varianz zeigen aber nicht dieses Verhalten:

(r123) — —al+ d~12, Cov(zy,x3) — —&% + d~12 (5.167)

. ~ s 2 .. . . . . . .
Die Summe —¢;% +d;~ wiirde im Limes groBer Zeiten gegen 0 gehen. Ein minimaler Un-
terschied zu den beiden anderen Kovarianzen wire dennoch erkennbar.

Fiir diesen Zustand 148t sich zusammenfassend folgendes sagen:

e Die vorhandene Sturktur der 2-Qubit Verschrinkungen kann herausgearbeitet wer-
den, die Kovarianzen lassen sich in Termen der Concurrences schreiben. Man kann
die Verschrankung aber nicht mit den Kovarianzen alleine messen, da sich C13 und
Cov(z1,x3) reziprok verhalten.

e Der dreidimensionale Erwartungswert (z1xox3) 148t sich ebenfalls als alleinige Funk-
tion der Concurences darstellen. Man kann also eine 3-Qubit Verschrankung aus-
schliefen.

e Mit den Ortskorrelationsfunktionen 143t sich die Verschrinkung quantitativ bestim-
men.

5.3.2.3 Superpositionszustand [¢7s)

Der Zustand |[i7g) ergibt sich aus der Superposition zweier Eigenzustéinde der bereits
angesprochenen Heisenbergkette (vgl. Anhang A):

S

|[178) = NG

<§1|001> + (2[010) + (1]011) + ¢1]100) + C|101) + <1|110>), (5.168)

mit

= V2 ¢ zﬂ
VIVX V20

und y und 7 in (5.148). Der Zustand hat bis auf A = 3 ein Tangle ungleich Null, gehéort
also der GHZ-Klasse an. Im Limes A — oo hat der Zustand GHZ-Form:

G (5.169)

Irg) A % (|010> n |101>>, (5.170)
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mit (; — 0 und (o — 1. Die Concurrences C12 und Cs3 sind gleich und verschieden von
C43. Die genaue Darstellung der Concurrences als Funktion von A ist kompliziert.(Eine
explizite Diskussion der Verschrinkung des Zustandes befindet sich in Anhang A.) Es ist
aber moglich das Tangle mit der Hyperdeterminanten zu berechnen und somit als Funktion
der (; zu schreiben:

T(lrs)) = |¢3 — 4G7 G- (5.171)

Die Frage, die sich bei Betrachtung der Erwartungswerte diese Zustandes stellt, ist die
nach der 3-Qubit Verschriankung. Ist es moglich, aus den vorhandenen Erwartungswerten
die Form des Tangles abzuleiten? Wie bei der obigen Diskussion des Zustandes |¢g) ge-
sehen, steckt die Information iiber die Verschrinkung sowohl in den zweidimensionalen
Erwartunsgwerten bzw. den Kovarianzen als auch im dreidimensionalen Erwartungswert.
Eine Kombination dieser miifite also den Parameterverlauf des Tangles liefern.

Die Berechnung der Ortserwartungswerte des QW mit |¢7g) als Coin Startzustand ergibt:

(1) = (z3) = d1 2G1¢2 (5.172)
(x2) = d12¢7 (5.173)
(2102) = (wows) = —&1 3 + 1 2G1Go (5.174)
(w123) = G2(=2C2 + ) + dy 22 (5.175)
(w120w3) = —d; (23 + (F) — &2A2(CE + 2G1Ga)- (5.176)

Mit der Darstellung der quadrierten I-Concurrences als Funktion der (;:
IC} gy =ICF 15 =1~ % =1-(2()? (5.177)
IC3 3=1— % = 1—4¢, (5.178)

nx

kann man den Zusammenhang (5.116) leicht nachvollziehen. Die Restterme Rest,, sind
gleich Null. Die Berechnung der Kovarianzen liefert:

Cov(z1,29) = Cov(za, x3) = —G12¢2 + %22@@(1 —2¢%) (5.179)
Cov(er,as) = &2(~2¢2 +3) +di 2¢3(1 — 2G3). (5.180)

In Abb. 5.10 sind die zwei- und dreidimensionalen Erwartungswerte sowie die Kovarianzen
als Funktion von A aufgetragen. Da die direkte Darstellung der Concurrences kompliziert
ist, wird der Einfachkeit halber, die Beziehung zu den Kovarianzen nur graphisch vergli-
chen. Die Concurrences Cj; zeigen mehrere markante Punkte, vgl. Abb. A.1 in Anhang A.
Fiir A = 2 ist C13 gleich Null. Bei A = 3 hat ('3 ein Maximum und geht mit A — co gegen
Null. C12 bzw. Cy3 zeigen ebenfalls ein Maximum bei A = 3 und werden im Limes A — oo
ebenso Null. Fiir A = 1 sind alle Concurrences gleich. Die Kovarianzen Cov(xi,z2) und
Cov(zo,x3) sind gleich, verschieden von Cov(x1,x3). Nur das Minimum bei A = 2 erkennt
man bei |Cov(zy,x3)|. Alle anderen Eigenschaften der Concurrences werden nicht durch
die Kovarianzen wiedergegeben.

Der Zustand enthélt neben den 2-Qubit Verschrinkungen, eine durch das Tangle cha-
rakterisierte 3-Qubit Verschriankung. Wie am Beispiel des GHZ-Zustandes gesehen, kann
die Information iiber die 3-Qubit Verschrankung in den Kovarianzen stecken. Zieht man
weiterhin die Ergebnisse der Diskussion des Zustandes |¢s) in Betracht, so ist die Informa-
tion einer 2-Qubit Verschrinkung, sowohl in den zwei-, als auch in den dreidimensionalen
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Abbildung 5.10: Kovarianzen und hohere Erwartungswerte des Zustandes |¢7g) als Funktion von
A. Der dreidimensionale Mittelwert (zqxox3) ist mit 1/¢; skaliert. Der QW
wurde mit g = 110 und ¢ = 55 simuliert. Die gestrichelteln senkrechten Linien
markieren die speziellen Punkte bei A =1 bzw. A = 3.
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Abbildung 5.11: Vergleich der Grofe (5.181) (Punkte) und des mit einem Faktoren ¢; hochska-
lierten Tangle 7 fiir den Zustand |i7s) als Funktion von A. Der QW wurde mit
g = 110 und ¢ = 55 numerisch simuliert.
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Erwartungswerten enthalten. Um also das Tangle abzubilden, ist ein funktionaler Zusam-
menhang der Erwartungswerte zu betrachten. Da eine Verschrankung nur positiv definiert
ist, wird folgender Zusammenhang untersucht:

(z12923)| — €1{|Cov(z1,z2)| + |Cov(zy,z3)| + ]Cov(wg,azg)\}‘ (5.181)

Vom dreidimensionalen Erwartungswert wird die mit ¢; skalierte Summe der Kovarianzen
subtrahiert. In Abb. 5.11 wird diese Gréfle mit dem Tangle als Funktion des Parameters
A verglichen. Man erkennt einen klaren Zusammenhang. Sowohl das Minimum bei A = 3,
das lokale Maximum bei A = 1 und das Maximum im Limes A — oo sind deutlich zu
sehen.

5.3.3 Vergleich: Concurrence - Kovarianz

Es wurde bei Betrachtung der Zustéinde festgestellt, dal bei gleicher Concurrence auch
die jeweilige Kovarianz gleich war, also

012 = 013 < COV(l’l,l’Q) = COV(l’l,l’g) (5.182)
012 = C23 <~ Cov(xl,xg) = COV(xg,xg) (5.183)
C13 = Cy3 <= Cov(z1,x3) = Cov(xg,x3) (5.184)

Im folgenden wird ein bestimmter Ansatz versucht, um diese Gleichheit allgemein zu
beweisen. Aus den Zusammenhéngen aus der Arbeit von Coffman et al. [34] kann man
Gleichungen fiir die Concurrences herleiten, in denen nur die auf ein Qubit reduzierten
Dichtematrizen p; und das Tangle 7 vorkommen, vgl. ebenfalls Kallosh und Linde [62]:

1

Oty = 2(Det(ps) ~ Det(pr) ~ Det(p2) ) + 57123 (5.185)
1

Chs = 2<Det(P2) — Det(p1) — Det(/)?,)) + 5712 (5.186)
1

C33 = 2<Det(01) — Det(p2) — Det(/)?,)) + 5712 (5.187)

Durch gleichsetzen kann das Tangle entfernt und Bedingungen fiir die Gleichheit der Con-
currences abgeleitet werden, die nur von den Determinanten der reduzierten Dichtematri-
zen abhéngen. Mit diesen ist einfacher zu arbeiten, als mit den Concurrences selber:

Cio = Ci3 < Det(pg) — Det(p3) =0 (5.188)
C12 = Cy3 <= Det(p1) — Det(p3) =0 (5.189)
C13 = Cy3 <= Det(p1) — Det(p2) = 0, (5.190)

wobei die Bedingung positiv definierter Concurrences benutzt wurde. Unter der Annahme
reeller «;, lassen sich die Ausdriicke auf der rechte Seite weiter umformen. Somit erhélt
man als Bedingungen fiir die Gleichheit der Concurrences:

Det(p1) — Det(p2) = ((—ag + ag)(az + as) + (a4 + ag) (a1 — a7)>

<—(a4 —ag)(o + ar) + (a3 — as) (a2 + ag)) =0 (5.191)

Det(p1) — Det(ps) = (a1 = ag)(s +a7) — (a2 + as)(az — as) )

(—(al + ag) (o — a7) + (a2 — as)(as + ag)) =0 (5.192)



5.3 Dreidimensionaler QW 87

Det(p2) — Det(p3) = <(a1 —ay)(ag + ar) — (a2 + a3) (a5 — ag))

(—(al + ay)(ag — ar) + (a — as)(as + ag)) —0. (5.193)

Betrachtet man nun beispielsweise die Beziehung zwischen C12 und Cs3, so mufl Det(p1) —
Det(ps) = 0 sein. Eine Bedingung hierfiir ist:

(aq — ag)(ag + a7) = (a2 + as) (a3 — ag) (5.194)
Diese Gleichung ist erfiillt, falls die rechte Seite und die linke Seite gleich Null sind, also:
(al =qagV oy = —047) A (ag =—a5Vaz = a8>. (5.195)
Setzt man diese Bedingungen mittels Computeralgebra Programm in
Cov(zy,x2) — Cov(xa,x3)

ein, so erhélt man nur die Null, falls gleichzeitig alle Parametergleichheiten beriicksich-
tigt werden. Es gibt also Zustédnde, bei denen gleiche Concurrences nicht durch gleiche
Kovarianzen in den QW Modellen erkennbar sind.

5.3.4 Bemerkung zur Phasenabhingigkeit

Wie bereits beim GHZ-Zustand diskutiert, ist der QW und sind somit die Erwartungs-
werte in starkem Mafle abhéngig von Phasenwinkeln. Da diese erstens im Experiment
nur schwer kontrolliert werden kénnen und zweitens die Verschriankungsmafle nur bedingt
von der Phase abhéngen, lieferte eine Mittelung iiber alle méglichen Phaseneinstellungen,
zumindest beim GHZ-Zustand, den direkten Zusammenhang zwischen Erwartungswerten
und Verschrankungsmaflen.

Um den Phaseneinflufl bzw. die Mittelung genauer zu studieren, kann man einen allgemei-
nen Zustand mit beliebigen Phasenwinkeln betrachten:

8
60) =) _ o ¥4 [k) (5.196)
k=1

mit o € R, ¢ € [0,27] und den Standardbasisvektoren |k). Die Berechnung der Erwar-
tunsgwerte erfolgt wie oben beschrieben, mit der anschlielenden Mittelung iiber alle ¢y,
hier beispielsweise demonstriert an (z;):

2w 2w
(o0he = s [doro [ dos ey =af ..} (5.197)
0 0

Man erhélt im Vergleich zur allgemeinen Form (5.106) nur den ¢; Anteil, welcher allein
von den Diagonalelementen der Dichtematrix abhéngt. Gleiche Resultate erhélt man fiir
die anderen Erwartungswerte. Es ist durchaus logisch, dal durch eine Mittelung gewis-
se Information verloren geht. Vergleicht man aber die Erwartungswerte fiir den Zustand
|t)7g), einmal mit, einmal ohne Mittelung, so verliert man z.B. fiir die eindimensionalen
Erwartungswerte (z;) die vollstindige Parameterabhéngigkeit. Man verliert also nicht nur
die unndétige Information, sonder erleidet einen gesamten Informationsverlust. Die Pha-
sensensitivitdt des QW mufl also entweder auf anderem Wege ausgeschaltet werden, oder
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man mufl mit ihr teilweise zurecht kommen, um die nétigen Verschrinkungsinformationen
herauszuarbeiten. Dafl Verschrankungsmafle durchaus Phasensensitiv sein konnen, beweist
nachstehendes Beispiel von Lohmayer et al. [78]. Der betrachtete Zustand ist eine para-
meterabhéngige Superposition von GHZ- und W-Zustand:

1Z(p, ) = VPIGHZ) — 91/1 — p|W). (5.198)
Die Berechnung des Tangle ergibt:

n123(1Z(p, ) = |p* — ?Mem

und somit eine Abhéngigkeit von .

(5.199)

5.3.5 Diskussion

Die Verschrankungsstruktur eines 3-Qubit Zustandes ist natiirlich komplizierter als die
eines 2-Qubit Zustandes. Es kann neben verschiedenen 2-Qubit Verschrankungen, eine
zusétzliche 3-Qubit Verschrinkung auftreten. Dennoch ist es moglich, mit den Ortser-
wartungswerten eines dreidimensionalen QW, die Struktur aufzukliren. Dabei tritt die
Schwierigkeit auf, dal die unterschiedlichen Verschriankungen sowohl Einfluf} auf die zwei-
dimensionalen Mittelwerte (x;x;), als auch auf den dreidimensionalen Mittelwert (xix2x3)
haben.

Wie im zweidimensionalen Fall konnte der direkte Zusammenhang zwischen den quadrier-
ten Mittelwerten (x;)? und der I-Concurrence gezeigt werden. Dabei wurde ebenfalls auf
den Zusammenhang zwischen den Mittelwerten und den Elementen der reduzierten Dich-
tematrizen hingewiesen.

5.4 Vierdimensionaler QW

In diesem Unterabschnitt wird der Verschrinkungseinfluf} eines 4-Qubit Coin Startzustan-
des auf einen vierdimensionalen QW untersucht. Ein allgemeiner 4-Qubit Zustand kann
in der Standardbasis als:

16
|60) =D aili) (5.200)
i=1

geschrieben werden. Wie im einleitenden Kapitel iiber Verschriankungsmafle bereits dis-
kutiert, ist die Verschrinkungsstruktur eines 4-Qubit Zustandes nocht nicht vollstéindig
analysierbar. Im folgenden werden die Ortserwartungswerte als Funktion der «; abgeleitet.
Danach werden Beispielzustéinde betrachtet und diskutiert.

5.4.1 Berechnung der Erwartungswerte
5.4.1.1 1D Mittelwerte und I-Concurrence

Die analytische Berechnung der Erwartungswerte verldauft wie in den voher diskutierten
Modellen nach der verallgemeinerten Methode nach dem Vorbild von Brun et al. [25] und
einer Vereinfachung mittels der abgeleiteten Lemmas. Den eindimensionalen Mittelwert
(x1) erhélt man durch Vereinfachung des Integrals:

(1) = s / dley, g, dky, dky, <¢0|I§,§1’1 1®1®1l¢). (5.201)

kzl 7k12 7k13 7kz4:—7|'
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Nach benutzen der Lemmas (1) und (2) gelangt man zu:

8 16
(z1) = CF{Z lai|” — Z |Oéi|2} + d1{0z10z§ + azajy + azal; + agalst+
i=1 =9

503 + agaly + arags + agagg + c.c.}. (5.202)
Den Zusammenhang mit der I-Concurrence erhélt man tiber die Komponenten der redu-

zierten Dichtematrix p; = trosq (p1234) Wobel p1oss = |¢0) (o] ist. Kiirzt man die Elemente
mit Rg) := (p1)ij ab, so erhélt man fiir die Spur der quadrierten reduzierten Dichtematrix:

tr(p?) = (R\Y)? + (RY)? + 2Ry RY) (5.203)
Der quadrierte Mittelwert 148t sich wieder in folgender Form schreiben:
(1) = 51{391) ~ RY; )} + dl{R(l) + R(”} (5.204)

Mit der gewohnten Annahme grofler Zeiten, d.h. Gleichheit von ¢; und d~1, gelangt man
zum Zusammenhang zwischen Mittelwert und I-Concurrence:

(e1)? = 2{ (1 IC_g3) + Rest,, } (5.205)
Die Struktur ist die gleiche wie im zwei- und dreidimensionalen Fall. Die exakte Darstel-

lung der Mittelwerte (), (x3) und (z4) als Funktion der «; erhilt man iiber folgende
Integranden:

(w2) = (o1 ® ﬁ,ii’z ® 1 ® 1|¢o) (5.206)
(23) = (¢l © L@ H},) @ 1L|o) (5.207)
(22) = (poL @ L@ 1 ® Hy.) |o0) (5.208)

Die Auflistung der Mittelwerte befindet sich in Anhang B. Die Zusammenhénge mit der
I-Concurrence erhilt man iiber die gleiche Rechnung wie oben. Als allgemeines Ergebnis
kann man wieder folgende Gleichung festhalten:

()2 = 512{(1 —IC?) + Restxi} (5.209)
Die Diskussion der Restterme erfolgt bei Betrachtung der Beispielzusténde.

5.4.1.2 2D, 3D & 4D Erwartungswerte

Die Berechnung der hoheren Erwartungswerte erfolgt analog. Fiir den zweidimensionalen
Erwartungswert (r1x92) benotigt man:

™

gy by Az, (00| HY @ HY @ 1@ 1]g0) (5.210)

k:cl 7k12 ,k137k14:—7r
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Die Auswertung liefert:
(T122) = C~12{|041|2 + sl + [as|? + [aal? = Jas[? = |ae]* — |ar]® — |as|*~
g |* +[eio]* + o [ + |anz* + |aas[* + |ana|* + s | + 1016!2}
+ d~12{a1a’f3 + agay + azals + auals + asag + agaly + aral; + agaly + c.c.}+
6~1d~1{a1a§ + a0 + azag + @iy + azar + azal; + aaag + agaly—
a5Q]3 — QA — Q7Q]s — Qg g — Qg3 — Q10O — Q11005 — 1200 + c.c.} (5.211)

Verwendet man wieder die Schreibweise RS@ := (p12)s; fiir die Komponenten der redu-
zierten Dichtematrix, so erhélt man die gleiche Form wie im dreidimensionalen Fall, vgl

(5.121):
(wrza) = a2 { R - REY — REY + REP Y+ a0 {REY + REY + REY + RED |+
ads {Rilf’ +RUP 4+ RUIY 4 gD _ gD (2 pUD Rféf)} (5.212)

In Anhang B befindet sich die exakte Darstellung der Mittelwerte (z1x3), (x124), (T23),
(xox4) und (x3x4). Die Berechnung der drei- und vierdimensionalen Erwartungswerte er-
folgt tiber:

-3
1
(12023) = ook kg, by gy e, (00| B @ HY @ B @ 10)
Ky kg kg Koy =—T
(5.213)

und

it f =) L 7)o )
(132320) = iy ez diy dle, (00 B @ B @ B @ B |o0).

ko ko kag key=—m
(5.214)
Zur vollstéandigen Darstellung als Funktion der «; vgl. Anhang B. Diese Mittelwerte lassen
sich wieder in allgemeiner Darstellung in den Elementen der (reduzierten) Dichtematrizen
schreiben, was hier nicht explizit ausgefiirt wird.

Zusammengefafit konnen die Mittelwerte, unabhéingig von der Anzahl der Raumdimen-
sionen, also folgendermaflen geschrieben werden:

(i) = fu(RS),) (5.215)
(wiz;) = fo(RYD) (5.216)
(wizjor) = f3(RYIF)) (5.217)

wobei die Rgff,)“ die Elemente der auf das x—te Qubit bzw. Qubitgruppe reduzierten Dich-
x)

tematrix sind, also Rﬁ,m = (p2)mn-

5.4.2 Betrachtung der Beispielzustinde

Die im folgenden betrachteten Beispielzustéinde sind wie im 3-Qubit Fall aus verschie-
denen Verschriankungsklassen gewéahlt und haben somit allgemeinen Charakter. Wie in
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Kapitel 2 wird zuerst der parameterabhingige 4-Qubit GHZ-Zustand untersucht. Es fol-
gen der Miyake Zustand, und die beiden Eigenzustédnde einer Heiseberg Spinkette, die eine
komplizierte Parameterstruktur aufweisen.

5.4.2.1 Parameterabhingige GHZ Zustinde

2-Qubit Verschrinkung: Um die Diskussion mit einem Einfachstbeispiel zu beginnen,
kann man folgenden Zustand untersuchen:

~10000) + €%+/T — 42[1100) = (7|00> Fety/T— 72|11>) ® |00) (5.218)

Nur die Qubits 1 und 2 sind verschrinkt, die Qubits 3 und 4 kénnen als Produkt angehéngt
werden. Um die Verschriankungsstruktur abzubilden, gentigt eigentlich die Betrachtung der
eindimensionalen Erwartungswerte (z;). Die Berechnung dieser ergibt:
(x1) = (x2) = &1(29* = 1) (5.219)
<:E3> = <l’4> = C~1 (5.220)

Diese konnen in der Form (5.209), mit verschwindendem Restterm Rest,, geschrieben
werden, da die I-Concurrences folgende bekannte Form haben:

IC1:[CQZQ’}/\/1—’}/2 ICgZ[C4:0 (5.221)

Allein die Concurrence C13 = 27v4/1 — 2 hat einen endlichen Wert, alle anderen Concur-
rences sind gleich 0. Die Auswertung der zweidimensionalen Mittelwerte ergibt:

(x129) = &2 +d~1227\/1 — 2 cos (5.222)
(x123) = (T124) = (T223) = (T214) = E12(292 — 1) (5.223)
(z324) = 1> (5.224)

Nur die Kovarianz Cov(z1, z2) ist ungleich Null:

~2
Cov(zy,x2) = 12472 (1 — 4% + di” 2yv/1 —~2cos ¢ (5.225)

alle anderen Kovarianzen Cov(z;,z;) sind gleich Null, die zugehérigen zweidimensiona-
len Erwartungswerte konnen somit aus Produkten der eindimensionalen Erwartungswerte
zusammengesetzt werden. Die drei- und vierdimensionalen Erwartungswerte:

~ o ~2
(x1103) = (T1T2T4) = il +éady 29/ 1 — 2 cos (5.226)
(z12324) = (T2m374) = G1°(297 — 1) (5.227)
- o~ 2
(r1m0m3Ly) = it 4 é%dy 291 — 42 cos p, (5.228)

konnen ebenfalls als Produkt niederdimensionaler Erwartungswerte geschrieben werden,
wie z.B.:

(z12973) = (T172)(W3) (5.229)
(z12324) = (T173)(T4) (5.230)
<x1x2x3x4> = <xla:2>(a:3>(a:4> (5.231)

Die Verschrinkungsstruktur des Zustandes ist also an der Produktform der Ortserwar-
tungswerte erkennbar. Die Verschrinkung 148t sich sowohl mit den Mittelwerten (z1),
(x2) also auch mit der phasengemittelten Kovarianz Cov(z,x2) bestimmen.
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3-Qubit Verschrinkung: Bei der Betrachtung des folgenden Zustandes stofit man
schon an die Grenzen der Verschrinkungsmessung. Der Zustand:

~]0000) + ¢/T — 72|1110) = <7|000> N 72|111>) ®10) (5.232)

ist als 3-Qubit GHZ-Zustand mit angehidngtem vierten Qubit konstruiert. Fiir eine 3-Qubit
Verschrankung innerhalb eines 4-Qubit Zustandes existiert aber noch keine Moglichkeit
einer Quantifizierung. Mit den Erwartungswerten des QW 148t sich dennoch die Struktur
abbilden. Die Berechnung der Erwartungswerte liefert:

(x1) = (22) =

=
5
3
N
Il
=
5
8
<
Il
=
no
3
w

~ ~3
=% (29% — 1) +d; 291 —~2cos ¢
<$1$2$4> = <$1$3$4> (x2x3x4

_~3
(292 —1) + édy 291 — 2 cos g

Der Zusammenhang zwischen (z;) und I-Concurrence ist klar, die Restterme verschwinden.
Die Erwartungswerte haben die gleiche Struktur wie im Falle des 3-Qubit GHZ-Zustandes.
Alle Erwartungswerte, die die x4 Richtung enthalten, also das vierte Qubit abbilden,
konnen als Produkte niederdimensionaler Erwartungswerte geschrieben werden:

(x1x2x4> = (a:la:2><x4>, <x1x3x4> = <x1x3>(x4>, (x2x3x4> = (x2x3><x4> (5.240)

<:E1:E2l‘3:174> = <l‘1l‘2l‘3><$4>. (5.241)

Die Kovarianzen aus Kombinationen der ersten drei Richtungen, also der ersten drei
Qubits, enthalten wie im 3-Qubit GHZ-Fall die vollstéindige Verschrankungsinformation:

Cov(zy,x2) = Cov(xy,x3) = Cov(za, x3) = é12 47%(1 — ~?) (5.242)
Cov(z1,z4) = Cov(za,x4) = Cov(xs, x4) = 0. (5.243)

4-Qubit Verschrinkung: Der 4-Qubit GHZ-Zustand:

7|0000) + €¥4/1 — ~42|1111) (5.244)

ist 4-Qubit verschriankt. Die Berechnung der Erwartungswerte ergibt:

(i) = (27 1) (5.245)
(zizj) = (5.246)
o = 8007 1) (5.247)
(r1T01374) = at+ d1 29vy/1 — ~2 cos . (5.248)

Die Erwartungswerte ergeben ein dhnliches Bild wie im 3-Qubit GHZ-Fall. Die eindimen-
sionalen Mittelwerte (x;) stehen im funktionalen Zusammenhang (5.209) mit der qua-
drierten I-Concurrence. Die Restterme verschwinden. Die zweidimensionalen (x;x;) sind
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konstant und deuten auf die Concurrences hin, welche gleich Null sind. Die Berechnung
der Kovarianzen liefert:

Cov(zi, ) = é12 492 (1 — 4%) (5.249)

Das Ergebnis entspricht dem 3-Qubit Fall, nur daf§ hier eine 4-Qubit Verschriankung vor-
liegt. Zur Diskussion der 4-Qubit Verschriankung des 4-Qubit GHZ-Zustandes, vgl. Seite
18. Die dreidimensionalen Erwartungswerte kénnen als Produkt niederdimensionaler Er-
wartungswerte geschrieben werden:

(vizjag) = (zizj)(K) (5.250)

Der vierdimensionale Erwartungswert hat eine interessante Form. Im direkten Vergleich
mit dem dreidimensionalen Erwartungswert (zjzors) des 3-Qubit GHZ-Zustandes, vgl.
(5.140), ist der ¢; Anteil parameterunabhéingig. Nur der d; Anteil hat die gleiche Form. Bei
einer Phasenmittelung wire der Erwartungswert (xjxorsxs) also parameterunabhéngig.
Die Information {iber eine vorliegende 4-Qubit Verschrinkung wire folglich nur in den
Kovarianzen enthalten. Bei Zusténden mit einer von Null verschiedenen Concurrence ist
daher wieder eine funktionale Kombination aller Erwartunsgwerte notwendig, um eine
vollstindige Verschrinkungscharakterisierung zu erreichen.

5.4.2.2 Reduzierter Miyake Zustand

Der Zustand:

|Gagys) = a(]0000) + |1111)) + 3(|0011) + [1100))
+(]0101) 4 [1010)) + &(|0110) + [1001)) (5.251)

gehort mit einer von Null verschiedenen Hyperdeterminanten Det A4 zu der duflersten
SLOCC Klasse. Wie im einleitenden Kapitel wird 3 = § = v und 2a? + 672 = 1 gesetzt,
um die Anzahl der Parameter zu reduzieren:

|Gany) = (]0000) + [1111)) + (]0011) + [1100)+
0101) + [1010) + |0110) + [1001)). (5.252)

Die I-Concurrences sind fiir diesen Zustand parameterunabhéngig und gleich, I1C; = 1.
Ebenso sind alle Concurrences C;; gleich:

dy(a — if 0<~y<-L
Cij = ve=) =7=E (5.253)
272 — a?) if % <y < %
Die Berechnung der Ortserwartungswerte des QW liefert folgende Ergebnisse. Die ein- und

dreidimensionalen Mittelwerte sind gleich Null:

(i) =0 (5.254)
(zizjz)) =0 (5.255)
Da die I-Concurrences gleich 1 sind, ist der Zusammenhang (5.209) erfiillt, wobei die

Restterme gleich Null sind. Das Verschwinden der Mittelwerte (z;x;x) 148t ebenfalls auf
einen Zusammenhang mit der I-Concurrenc schlieen. Auch eine Produktform wie im Fall
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Abbildung 5.12: Erwartungswerte und Kovarianzen des Miyake Zustandes (5.252) als Funkti-

on von 7. Linke Seite: Skalierter Erwartungswert (z1zax324)/ a2 (gestrichelte
Linie) und Kovarianz Cov(x;,z;) (durchgezogene Linie) als Funktion von +.
Plots der analytischen Losungen fiir ¢ = 100. Rechte Seite: Darstellung des
angepaften Erwartungswertes (5.261) (gestrichelte Linie) und der angepafiten
Kovarianzen (5.259) (durchgezogene Linie) als Funktion von  fiir ¢ = 100.

des 4-Qubit GHZ-Zustandes kann auf dieses Ergebnis fithren, vgl. (5.250). Die zwei- und
vierdimensionalen Erwartungswerte sind parameterabhéngig:

- ~2
(zixj) = é12(20% — 292) + di” dy(a + ) (5.256)
o2 _ ~4
<x1x2x3x4> = 012d1 24"}/(62 - "Y) + 614 + d (5257)

Da die Mittelwerte (x;) gleich Null sind, entsprechen die zweidimensionalen Erwartungs-
werte den Kovarianzen:

Cov(x;, xj) = (xi, xj) (5.258)

In Abb. 5.12a sind sowohl der skalierte Erwartungswert (zqxox324)/ 12, als auch die Kova-
rianz Cov(x;, ;) als Funktion des Parameters ~ aufgetragen. Vergleicht man beide Grofien
mit der Concurrence und den Abschéitzungen fiir eine 4-Qubit Verschrinkung, vgl. Abb.
2.7a,b, so erkennt man keinen direkten Zusammenhang.

Man erkennt aber, dafl sowohl die Kovarianz, als auch der Mittelwert (xqzox3x4) fiir v = 0
einen endlichen Wert haben, also ungleich Null sind. Um einen Vergleich mit der Concur-
rence zu bekommen, kann man die Nullinie der Kovarianz verschieben. Der Wert fiir v = 0
entspricht genau einem Faktor ¢;2. Man kann also folgende Gréfe betrachten:

Cov(zi, xj) — [Cov(:ni,:nj)],yzo‘ = ‘Cov(:ni,:nj) — &2 (5.259)

und mit der Concurrence vergleichen. In Abb. 5.12b ist diese Grofle als Funktion von v
aufgetragen. Vergleicht man diese Abbildung mit dem Plot der Concurrence, sieche Abb.
2.7a, so erkennt man eine sehr gute Ubereinstimmung. Die analytische Auswertung im
Limes grofler Zeiten liefert:

~92 . 1
1 4y(a — it 0< —=
Cov(zi, ) — &%) = rile =) N V8 (5.260)

ot
—i*dy(a—7) if J=<y< I
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Im Bereich 0 < v < 1//8 entspricht die umskalierte Kovarianz genau der Concurrence.
Im Bereich v > 1/4/8 entsteht eine Abweichung zur Concurrence. Verschiebt man ebenso
die Nullinie des vierdimensionalen Mittelwertes:

(x1x2x3x4>—-Km1x2x3x4ﬂV:0L (5261)

so erhilt man ebenfalls gleiche Parameterabhéingigkeit wie die Concurrences, siche Abb.
5.12b. Bei dieser Art der Umskalierung wiirde die Kombination:

[(x120m324)] — Z |Cov(x;, xj)| (5.262)

gleich Null werden. Es géibe also keinen moglichen Zusammenhang mit einer 4-Qubit Ver-
schrinkung.

Bei der Betrachtung von Zustédnden mit einer komplexen Verschriankungsstruktur ist folg-
lich die Wahl der Nullinie entscheidend.

5.4.2.3 Heisenberg Zustand |¢15)

Die Verschriankungsstruktur des Zustandes |¢15) ist dem Miyake Zustand dhnlich. Der
Zustand:

|p15) = —1|0011) + (1]0110) — ($1]1001) + (31]1100) — (2/0101) 4 F2|1010)  (5.263)

ist wie bereits diskutiert, Eigenzustand einer Heisenberg Spinkette. Die Parameter (; sind
komplizierte Funktionen der Wechselwirkungsparameter J und Js, vgl. (2.81) bzw. (2.82).
Die folgende Parameterdiskussion der Verschrankung bezieht sich also immer auf J und
Js. Eine Darstellung der Verschriankungsmafle ist in Anhang A enthalten.

Ebenso wie im vorherigen Beispiel des Miyake Zustandes, sind die auf ein Qubit reduzierten
I-Concurrences parameterunabhéngig:

1C; =1 (5.264)
Die ein- und dreidimensionalen Ortserwartungswerte sind gleich 0:

(z;) =0 (5.265)
(xjxjx)) =0 (5.266)

Die eindimensionalen Erwartungswerte erfiillen damit den Zusammenhang (5.209) mit
verschwindendem Restterm. Die Diskussion des Mittelwertes (z;x;x)) entspricht der des
Miyake Zustandes. Einerseits kénnte ein direkter Zusammenhang mit der I-Concurrence
bestehen, andererseits ist eine Zusammensetzung als Produkt aus niederdimensionalen
Erwartungswerten moglich.

Interessant wird die Betrachtung der zwei- und vierdimensionalen Mittelwerte:

(21
(1 >

\/

—G1°263 + dy “45: 6, ( )
—G1%263 — dy 45152 ( )
G2(—4B2 +202) + dy 482 (5.269)
(5.270)
(5.271)

ToI3

T3T4

(
(
(
(zoxy) = 1% (— 451 +263) — dy 45%

(x1x2x3x4 ——Cl —-dl.

)
)
T173)
)
)
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Abbildung 5.13: Concurrences (a,b), Kovarianzen (c,d) und die Gréfle (5.275) (e,f)(schwarze
Linie) fiir den Zustand |¢15). Linke Spalte als Funktion von J mit J; = 2.
Rechte Spalte als Funktion von Js; mit J = 2. Die Legenden haben Giiltigkeit
fiir beide Spalten. In den Abb. e,f ist auf der rechten y-Achse zusiitzlich die v/S
Invariante (blaue Linie) aufgetragen.
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Der vierdimensionale Mittelwert ist parameterunabhéingig und im Limes grofler Zeiten
gleich Null. Die Kovarianzen entsprechen den zweidimensionalen Mittelwerten, da die (x;)
gleich Null sind:

Cov(z;, xj) = (x;, xj). (5.272)

Die Verteilung der Kovarianzen entspricht fiir diesen Zustand nicht der Verteilung der
Concurrences:

Cr2 = Ca3 = C1y = O34 <=
Cov(zy,x2) = Cov(xg,x3) # Cov(x1,x4) = Cov(zs, z4) (5.273)

und
C13 = Cyy <= Cov(z1,x3) # Cov(xg,x4). (5.274)

Die Nichtgleichheit folgt aus dem Unterschied der Vorzeichen des jeweiligen d~12 Anteils.
Ebenso sind die Parameterabhéngigkeit der Concurrences und der Kovarianzen nicht di-
rekt miteinander vergleichbar. In den Abb. 5.13 a,b sind die Concurrences, in den Abb.
5.13 c,d, die Kovarianzen als Funktion von J mit konstantem J; = 2 bzw. von Js mit
konstantem J = 2 aufgetragen. Da einerseits die Concurrences C13, Co4 in bestimmten Pa-
rameterbereichen Null sind und aufgrund der Diskussion der Nullinie bei Betrachtung des
Miyake Zustandes, erweist sich die Relationsfindung zwischen der 2-Qubit Verschriankung
und den Kovarianzen als schwierig.

Einfacher ist in diesem Falle die Diskussion der 4-Qubit Verschrankung. Man kann wieder
folgenden Zusammenhang zwischen vierdimensionalen Mittelwert und Summe der Kova-
rianzen betrachten:

(w1 mamsaa)| — Y |Cov(zi, z;)||, (5.275)

wobei (z1xox3x4) mit 1/ é12 skaliert ist. Diese Grofe ist in den Abb. 5.13e,f als Funktion
von J bzw. Js aufgetragen. Bei direktem Vergleich mit der Parameterabhingigkeit der
diskutierten 4-Qubit Mafle, siche Abb. 2.6, fillt ein direkter Zusammenhang auf. Zum
Vergleich ist in den Abb. 5.13e.f zusitzlich die v/S Invariante dargestellt. Sowohl die
Minima bei J,Js; = 2 und der Unterschied der Werte in den Grenzfillen J,J; — 0 und
J,Js — oo sind gut zu erkennen. Obwohl der vierdimensionale Mittelwert gleich Null ist,
ist es nicht nur moéglich eine 4-Qubit Verschrinkung zu erkennen, sondern auch quantitativ
Zu messen.

5.4.2.4 Verallgemeinerter W-Zustand |¢14)

Der Zustand |¢14) ist ebenfalls Eigenzustand einer Heisenberg Spinkette, welche schon
mehrmals angesprochen wurde, vgl. Angang A. Der Zustand

|¢14> = €1|1110> + €2|1011> + €3|0111> — €3|1101> (5.276)

mit €2 + €3 4 23 = 1 ist von verallgemeinerter W-Form, vgl (2.44). Die ¢; Parameter sind
Funktionen bestimmter Wechselwirkungsparameter J und Js der Heisenbergkette, ¢; =
i(J, Js). Da mit den funktionalen Zusammenhéngen nicht leicht zu rechnen ist, kann man
beispielsweise die I-Concurrence bzw. die Spur der quadrierten reduzierten Dichtematrizen
auch als Funktion der ¢; schreiben:

tr(pl) = tr(p3) = €3 + (1 — €3)° (5.277)
tr(p3) = &3 + (1 — £2)? (5.278)
tr(p3) = e} + (1 — &1)? (5.279)
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Die eindimensionalen Mittelwerte ergeben sich zu:

(x1) = (x3) = —c1(1 — 2€3) (5.280)
(w9) = —é1(1 — 2¢3) (5.281)
(x4) = —c1(1 — 2¢7) (5.282)

Mit obigen Gleichungen fiir die Spur der quadrierten reduzierten Dichtematrizen kann man
leicht den Zusammenhang (5.209) mit den jeweiligen I-Concurrences nachpriifen. Die Rest-
terme Rest,, sind gleich 0. Durch die Mittelwerte gelangt man zur I-Concurrence und somit
zur Globalverschrinkung @, welche nach (2.45) proportional zur Summe der quadrierten
Concurrences ist. Da der Zustand verallgemeinerte W-Form hat, ist zur vollsténdigen Cha-
rakterisierung somit nur noch die Verteilung der 2-Qubit Verschrankungen anzugeben.
Die Berechnung der hoherdimensionalen Erwartungswerte liefert:

~2

<ZE1$2> = (6% 62) + d1 2e9e3 (5.283)
z113) = 612 E% + 62 — 22 d1 252 5.284
3 3
(z124) = G2 (—€2 4+ €2) + dl 26163 (5.285)
<ZE2$3> = 612(6 ) — d1 26263 (5.286)
o) = G2(—e2 — 2+ 262) + dy 26169 5.287
3
XT3T4 612 62 + 6 d~122€1€3 5.288
1 2

(x12023) = ¢1°(—€% + €3 +2¢3) + cldl 2¢3 (5.289)
(w17924) = G3(2 + €2) — Eidy 2(eren + e163 + £9e3) (5.290)
(z123m4) = E15(e? — 2 4 2e2) + c~1dv122&7§ (5.291)
(zomamy) = &1°(e? +£2) — C~1d~122(€162 — €163 — £9€3) (5.292)
(w120w32) = —@1* + &2y 2(e1e0 — £2) (5.203)

Ahnlich zur Diskussion des Zustandes |¢15) spiegelt sich die Gleichheit mancher Concur-
rences nicht in der Gleichheit der Kovarianzen wieder. Der Unterschied ergibt sich durch
das Vorzeichen des d~12 Anteiles der jeweiligen Kovarianzen. So sind die Concurrences C1o
und Cs3 gleich, die Kovarianzen unterscheiden sich aber:

- ~2
Cov(xy,z9) = —c124&7§£§ +dy 2e9e3 (5.294)
COV(JSQ,:Eg) = —61246263 d1 26263, (5.295)
ebenso C14 und C34 mit:
~2,29 72
Cov(z1,m4) = —C174eTes + dy 2e1e3 (5.296)
~ ~2
COV(333,$4) = —61246%6;2) — d1 26163 (5.297)

Die beiden anderen Kovarianzen berechnen sich zu:
~ ~2
Cov(xy,x3) = —C124es + dy 23 (5.298)
- ~2
Cov(zg, x4) = —C1 2422 + dy 2169 (5.299)
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Abbildung 5.14: Concurrences (a), Kovarianzen (b) und héhere Erwartungswerte (c) des Zu-
standes |¢14) als Funktion des Parameters J mit J; = 2. Die Erwartungswerte
sind Darstellung der analytischen Losungen fiir ¢ = 100.
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: T : T : T : T : 1
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Abbildung 5.15: Vergleich ausgewéhlter Kovarianzen (linke y-Achse) und ausgewéhlter Concur-
rences (rechte y-Achse) fiir den Zustand |¢14) als Funktion des Parameters J
mit konstantem J, = 2.

Die Diskussion der Kovarianzen beziiglich der Verschrénkungsstruktur erweist sich als
schwierig. Einerseits sind im Zustand nur 2-Qubit Verschriankungen enthalten. Es ergibt
sich aber keine direkte Umsetzung der Concurrences in den Kovarianzen. Der Unterschied
der Verschrankungsinformation ist in den drei- und vierdimensionalen Erwartungswerten
enthalten, welche ebenfalls parameterabhéingig und ungleich Null sind.

In Abb. 5.14 sind die Concurrences, die Betrige der Kovarianzen und die drei- und vier-
dimensionalen Erwartungswerte als Funktion des Parameters J bei konstantem J; = 2
dargestellt. Ein markanter Punkt ist bei J = 2. Hier sind die Concurrences C1g, Cog und
C24 gleich 0. An diesem Punkt haben ebenso die passenden Kovarianzen |Cov(z1,x2)|,
|Cov(ze, x3)| und |Cov(za, z4)| eine Nullstelle. Ebenfalls sind Gemeinsamkeiten dieser Con-
currence / Kovarianz Paare in den Grenzen J — 0 und J — oo zu erkennnen. Der direkte
Vergleich dieser Groflen ist in Abb. 5.15 dargestellt. Uberhaupt nicht ins Bild pafit der
Vergleich der Concurrences C4, C34 mit den Kovarianzen |Cov(z1,x4)| und |Cov(zs, z4)].
Die Concurrences haben ein Maximum bei J = 2, die Kovarianz |Cov(x1,x4)| fillt von
J = 0 aus monoton ab und die Kovarianz |Cov(z3,x4)| zeigt ein Minimum bei J =~ 0.5.
Hingegen zeigt der dreidimensionale Erwartungswert (xj23z4) ebenfalls ein Maximum bei
J = 2. Erst die kombinierte Betrachtung der Kovarianzen und der hcheren Erwartungs-
werte liefert also den Parameterverlauf der Concurrences.

5.4.3 Diskussion

Die Diskussion von 4-Qubit Zustdnden erweist sich als kompliziert. Es fehlen einerseits
die entsprechenden Mafle, beispielsweise um die 3-Qubit bzw. 4-Qubit Verschrinkung zu
bestimmen, andererseits ist eine Fiille an Erwartungswerten vorhanden, die die Informa-
tion iiber die Struktur der Verschrankung in sich bergen. Doch wie man gesehen hat, ist
es moglich gewisse Information zu erhalten. Durch die eindimensionalen Mittelwerte (x;)
erhélt man die I-Concurrence und dariiber die Globalverschrinkung. Ebenso lassen sich
durch eine kombinierte Betrachtung der Kovarianzen und der héheren Erwartungswerte,
Strukuren der 2-Qubit Verschrinkung bzw. 3- und 4-Qubit Verschrinkung bestimmen.



Kapitel 6

Zusammenfassung

Inhalt dieser vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung von Verschrankungsstrukturen in
multidimensionalen diskreten Quantum Walk Modellen. Der besondere Schwerpunkt liegt
hierbei auf der Charakterisierung verschrinkter Coin Startzustdnde mittels Ortskorre-
lationsfunktionen. Die Ausbreitung von QW Modellen wird in besonderem Mafle durch
zwei Faktoren bestimmt. Zum einen durch die Wahl des Wiirfeloperators, zum anderen
durch die Wahl des Startzustandes im Coinraum. W#hlt man einen Wiirfeloperator in
Produktform, so sind die Korrelationen innerhalb der Verteilungen des QW alleine durch
die Korrelationen des Coin Startzustandes bestimmt. Man hat also zwei Ansatzpunkte
zur Verfiigung. Ausgehend von der bekannten Verschrinkungsstruktur des Coin Startzu-
standes kann man den EinfluB auf die Ortsverteilungen, charakterisiert durch Korrela-
tionsfunktionen, analysieren. Andererseits kann man natiirlich auch die andere Richtung
einschlagen, um ausgehend von den Ortsverteilungen, Riickschliisse auf die Verschrinkung
zu machen. Der erste Weg dient natiirlich dazu die Zusammenhénge aufzuzeigen. Fiir 2-
und 3-Qubit Zustédnde ist die Frage nach der Verschrinkungsstruktur bereits gelost. Ge-
messen werden kann die Verschriankung aus der Kombination Concurrences und Tangle.
Problematischer wird es bei der Betrachtung von 4-Qubit Zustdnden. Da die auftretenden
Verschrinkungsstrukturen noch nicht vollstdndig verstanden sind, ist die Untersuchung
der Ortsverteilungen folglich mit Unkenntnis behaftet. Bis dato konnte eine 4-Qubit Ver-
schrinkung nur mit optimierten Bell Ungleichungen bzw. der CKW Ungleichung behan-
delt werden. In Kapitel 2 wurden diese Mafle mit polynomiellen Invarianten verglichen.
Im direkten Vergleich bei der Behandlungen von parameterabhingigen 4-Qubit Zustéinden
konnte gezeigt werden, daf} eine der Invarianten dasselbe Parameterverhalten aufzeigt.

Die beiden unterschiedlichen Ansatzpunkte haben somit unterschiedliche Anwendungs-
gebiete. Ist einerseits die Verschriankungsstruktur und andererseits deren Abbildung in
den Ortsraum des QW vollkommen verstanden, so lassen sich QW Experimente dahinge-
hend nutzen, die Verschrinkung eines unbekannten Coin Startzustandes zu bestimmen. Ist
der Coin Startzustand zwar bekannt, dessen Verschrankung aber noch nicht bestimmbar,
so konnen Ortskorrelationsfunktionen hilfreich sein, um die Struktur der Verschriankung
besser zu verstehen.

Zur Klarung dieser Fragen wurden zwei Modelle untersucht. Das erste war ein im Ortsraum
eindimensionales Modell mit mehreren Coins. Durch analytische und numerische Rech-
nungen konnte fiir bestimmte Zustinde ein direkter Zusammenhang zwischen quadrierten
Ortsmittelwerten und dem Verschriankungsmafl I-Concurrence nachgewiesen werden. Die
Zusténde, fiir die diese Beziehung gilt, hatten nur eine Art der Verschriankung und wurden
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als Zustinde mit reiner Verschrinkung bezeichnet: bei 3-Qubit Zustdnden beispielsweise
entweder nur 2-Qubit verschrinkt oder nur 3-Qubit verschrénkt.

Modelle mit mehr Aussagekraft sind hoherdimensionale QW Modelle. Pro Qubit im Coin-
raum gibt es eine vorhandene Ortsrichtung. Neben den eindimensionalen Ortserwartungs-
werten (x;) konnen in diesen Modellen hohere Erwartungswerte studiert werden. Zudem
ist es moglich, Korrelationen zwischen den einzelnen Raumrichtungen zu untersuchen. Zu
diesem Zweck wurde der QW analytisch betrachtet. Es war moglich, die Erwartungswerte
exakt zu berechnen und als Funktion der Parameter eines allgemeinen Coin Startzustandes
anzugeben. Hierbei wurde gezeigt, daf die zweiten Momente unabhéngig von der Struktur
des Coin Startzustandes sind. Die Darstellung der Mittelwerte kann immer auf folgende
Form gebracht werden:

Ortserwartungswert = E FaktorZeitentWicklung Qw X FaktorCoinstruktur Startzustand

Der Mittelwert wird also im allgemeinen durch zwei Faktoren bestimmt. Der eine Faktor
folgt direkt aus der Zeitentwicklung des QW, der andere hiangt von der Struktur des Coin
Startzustandes ab. Letzterer enthiilt die Information {iber die Verschrinkungsstruktur. Im
Limes grofler Zeiten sind die Faktoren aus der Zeitentwicklung des QW alle gleich und
konnen als konstanter Faktor vor die Summe gezogen werden.

Die Struktur des Coinfaktors kann in direkten Zusammenhang mit den Elementen der
zugehorigen Dichtematrix bzw. reduzierten Dichtematrix gebracht werden. Diese scheint
von allgemeiner Giiltigkeit zu sein, da sie unabhéngig von der Anzahl der Raumdimen-
sionen ist. Mit dieser Darstellung war es in Kapitel 5 moglich, einen allgemeinen Zusam-
menhang zwischen quadriertem eindimensionalen Mittelwert (z;)? und der quadrierten
I-Concurrence IC? herzuleiten:

()2 = 512{(1 —IC?) + Restxi} (6.1)

Es besteht also eine direkte Beziehung zwischen eindimensionalen Mittelwerten und ei-
nem Verschrankungsmaf. Zusétzlich tritt ein Restterm Rest,, auf. Bei den betrachteten
Beispielzustinden war dieser Restterm immer gleich Null. Die Darstellung von Spinkor-
relationen weist im Vergleich eine groBe Ahnlichkeit auf. Daf8 ein Zusammenhang, zwi-
schen Verschriankungsmaflen einerseits und Ortsmittelwerten andererseits existiert, folgt
direkt aus der Beziehung zwischen Mittelwerten und der reduzierten Dichtematrix. Die
I-Concurrence steht in direktem funktionalen Zusammenhang, als Spur iiber das Quadrat
der reduzierten Dichtmatrix. Im Vergleich kann die Concurrence nicht direkt aus den auf
zwei Qubits reduzierten Dichtematrizen berechnet werden. Die Berechnung der Concur-
rence fithrt {iber eine Maximierung der Eigenwerte der reduzierten Dichtematrix. Schon
aufgrund der Komplexitéit dieser Berechnung kann kein direkter Zusammenhang zwischen
Mittelwerten (z;x;) und Concurrences Cj; bestehen, obwohl natiirlich die Information in
den Dichtematrizen vorhanden ist.

Um Korrelationen zweier Zufallsvariablen zu betrachten, berechnet man die Kovarianz.
Im zweidimensionalen Fall konnte fiir 2-Qubit Zusténde mit reellen Koeffizienten gezeigt
werden, daf eine endliche Concurrence eine notwendige Bedingung fiir eine endliche Kova-
rianz ist. Eine Verschrankung des Coin Startzustandes 148t sich also durch eine Korrelation
der entsprechenden Raumrichtungen feststellen.

Die berechneten Mittelwerte bzw. Kovarianzen sind fiir Coin Startzusténde mit einer un-
terschiedlichen Verschrinkungsstruktur untersucht worden. Fiir 2-Qubit Zustdnde und
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dementsprechend zweidimensionalen QW Modellen, geniigt die Angabe der I-Concurrence
zur vollstdndigen Charakterisierung der Verschrankungsstruktur. Die Berechnung der Mit-
telwerte (z;) ist folglich ausreichend. Die Betrachtung der Kovarianz liefert ebenfalls In-
formationen {iber die Verschrinkung, wobei hier eine auftretende Phasensensitivitit be-
trachtet werden muf}. Mit einer durchgefithrten Mittelung iiber alle mdglichen Phasenein-
stellungen konnte gezeigt werden, daf fiir den untersuchten Beispielzustand die Kovarianz,
bis auf eine Konstante, der quadrierten Concurrence entsprach.

Im 3-Qubit Fall kann neben moglichen 2-Qubit Verschriankungen eine zusétzliche 3-Qubit
Verschrankung auftreten. Die Diskussion von 3-Qubit Zusténden lieferte mehrere Erkennt-
nisse. Es ist nicht nur moglich die Verschrinkungsstruktur eines 3-Qubit Zustandes an-
hand der Ortserwartungswerte zu verstehen, sondern auch die unterschiedlichen Anteile
quantitativ herauszuarbeiten. Die Struktur der Verschriankung ist schon anhand der Pro-
duktform der Ortserwartungswerte zu sehen. Dabei tritt einerseits der Effekt auf, dafl
sich die Concurrences nicht immer direkt mit den Kovarianzen abbilden lassen. Weiterhin
gibt es, dquivalent zur Kovarianz, keine Definition einer Korrelation zwischen drei Zu-
fallsvariablen. Um also die jeweiligen Verschriankungen zu bestimmen, ist ein funktionaler
Zusammenhang aller Erwartungswerte notwendig. Subtrahiert man vom dreidimensiona-
len Mittelwert die Summe der Kovarianzen, so erhélt man die Parameterabhéngigkeit einer
3-Qubit Verschrankung, gleichwertig zum Tangle Maf.

Bei 4-Qubit Zustédnden und folglich bei vierdimensionalen QW Modellen, konnte ebenfalls
die Verschrinkunsgstruktur bei verschiedenen Zustdnden aus den Ortskorrelationsfunk-
tionen abgeleitet werden. Die Kombination aus vierdimensionalen Erwartungswerten und
Summe der Kovarianzen brachte die gleiche Parameterabhéngigkeit wie die optimierten
Bell Ungleichungen, die CKW Ungleichung und die v/'S Invariante.

Es konnte also gezeigt werden, daf} sich Verschriankungsstrukturen von Multiqubit Zustéin-
den mit Ortskorrelationen multidimensionaler QW Modelle analysieren und sogar mes-
sen lassen. Hierbei ist die Wichtigkeit der zugrundeliegenden Quantum Walk Modelle
nicht alleine aus theoretischer Sicht zu betonen, sondern auch aufgrund der experimentel-
len Umsetzungsmoglichkeiten. Der Zusammenhang von Korrelationsfunktionen und Ver-
schrinkungsmaflen bleibt ein Thema, welches bei einer weiteren Erforschung der Ver-
schrankung nicht an Beachtung verlieren darf.

Das, wobei unsere Berechnungen versagen,
nennen wir Zufall.
Albert Einstein






Anhang A

Charakterisierung der 3- und
4-Qubit Beispielzustiande

Die in dieser Arbeit diskutierten Beispielzustinde wurden grofiteils im Rahmen der Di-
plomarbeit des Autors [43] besprochen und sind teilweise in [44] verdffentlicht. In diesem
Anhang werden nur der Vollstédndigkeit halber die Zustédnde inklusive Verschriankungs-
maflen kompakt dargestellt. Zu den aufgelisteten Maflen gehoren die Concurrence, die
I-Concurrence sowie das Global Entanglement. Zusétzlich werden die Hamiltonoperatoren
der 3- und 4-Qubit Heisenbergmodelle angegeben.

3-Qubit GHZ Zustand

~41000) + /1T — 72|111) ~ € [0, 1] (A1)
Cip=0Cx3=C3=0 (A.2)
IC _93 =IC5_13 = IC3_12 = 2yy/1 — 7?2 (A.3)
Q = 123 = 4V* (1 — %) (A4)
4-Qubit GHZ-Zustand
~10000) + /T — 72|1111) ~ € [0, 1] (A.5)
Cij =0 (A.6)
IC; = 2y\/1—~2 (A7)
IC19-34 = IC13-94 = IC14-23 = 2y\/1 — 12 (A.8)
Q=147(1-7% (A.9)

3-Qubit Heisenbergkette

Hamiltonian mit Kopplungskonstante J und Anisotropieparameter A:
J
H= 1 (U“fag + o{ol + Acjos + o505 + ohof + AU§J§)+

J
) (afaglf + ofod + Aafo*g) (A.10)
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Verallgemeinerte W-Zusténde |1)5), [1))

n+ (A —2) 4
= ———=(|011) — 101 110 A1l
n+ (A —2) 4
=+———~(]100) — 010 001 A12
) = VG (100) — g 010) + 00) (A.12)
2 4
Cio=0Cy = 5 Chiz3 = 3 (A — 2)77 (A.13)
LY SR R S _ 22
101—103—\/5\/14-?72-1— 7 I1Cy = 7 (A.14)
B 47 6-3A+5n
Ti23 =0 Q= 3 (m) (A.15)
Superpositionszustand |7s)
lvr7) = f\/% <|011> + WHOD - |110>> (A.16)
V2 n+(A-2) >
ls) = \/_\/7_2 (! 00) 5 |010) + |001) (A.17)
|78 ist die gleichmiiBige Uberlagerung dieser beiden Zustinde:
1
9rs) = 5 (lr) + o)) (A.18)
Grenzfall:
A = oo fims) = (\010> + \101>) (A.19)
Verschrankungsmafie:

1 16
1C1 93 =1C5_150=4/1——= 1Cy 13 =4/1— . (A20)
U \/ (> + (A = 2)p)*

5n* — 12+ (A —2)p

= A21
Q = (A21)
Der Verlauf der Concurrence in Abhéngigkeit von A ist in Abb. A.1 dargestellt.
4-Qubit Heisenbergkette
Hamiltonian mit Kopplungskonstanten J und Jj:
Jo oo s
H = - (d1d3 + 6203) + -~ (0201), (A.22)

mit
Gi0; = ojof + o + lopdent (A.23)
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Abbildung A.1: Concurrence des Zustandes |¢)7g) als Funktion von A.

Verallgemeinerter W-Zustand |¢14)
b14) = €1]1110) + €5|1011) + €3]0111) — e5/1101)

Abkiirzungen:
1
S =92 —4JJ, +4J2 py= ——e——
/31 9J—62J5
o 1 o Js—J - w2 (3J + 2Js + 9)
YTV T Vw37 +06) 0 2\/18J2 —8JJ, + 8.2
Verschriankungsmafe:
1 8J(J —Js) —bJ+ 2J
= = — 1
Cr2 = Cy3 2\/5\/ + 5 + 3
1 472 —J +2J;
Cs = ﬁ\/ S I
3J+2Js+0
Cra=Cs4 = — 5
(J = Jo) (3 + 2525
Coy = .
6J + 20
1 4ﬂ 3(J — 2J,)
¢ 5J+4J)+—JJ—2L)
Coy = w2 5
(=9J +4Js)  9J —2Jy)
1Cy = .
Cy= \/—\/ 5 + 5
4J? 1 \/ 472 —J +2J;
Ci2 =1C1 5 Cis 73 t syt

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)
(A.29)

(A.30)

(A.31)
(A.32)

(A.33)

(A.34)
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Heisenberg Zustand |¢;5)
|p15) = —F1|0011) + (51]0110) — B1]1001) + B1]1100) — B2|0101) + F2|1010) (A.35)
mit 437 + 265 =1

Abkiirzungen:
1 J615
- =72 A.
B o B2 55 (A.36)
mit
_ 2
6= \/9J2—4JJS—|—4JS2 c15 = \/4+ ( J+22JJ25+6) (A.37)
Grenzfall J; =2,J — 0 und J =2, J; — o0:
1
15) %~ (10101) ~ 1010)) (A.38)
Concurrence:
2J 4.J?
012 = C14 = 023 = C34 = max(O, ? — 8(52 T (2J5 — J+ 5)2) (A.39)

C12,C14,Cy3 und C34 sind grofer 0 und gleich fiir J; = 2,J > 0 bzw. J = 2, J; > 0. Die
exakte Darstellung von Ci3 und Csy gelingt nur im Bereich J =2, J; <2 und J; =2,J >
2:

Ciz = Cay = max( (V02 +0(J —2J4) — 4J2 — /& — 6(J — 2J) — 4J2)> (A.40)

\/_
Fir J=2,Js > 1 und Js = 2,J <4 sind Cy3,Cyy gleich 0.

I-Concurrence:

I =1 (A1)
1 12J%2 J—2J
12J2 —J+ 2.J;
1Cy3 = \/_\/ 5 ) (A.43)

Global Entanglement:
Q=1 (A.44)



Anhang B

Exakte Ortserwartungswerte der
3D & 4D QW Modelle

Dieser Anhang enthilt die exakte Darstellung der Mittelwerte der drei- und vierdimen-
sionalen QW Modelle, in Abhéngigkeit der Koeffizienten «; der jeweiligen allgemeinen
Coin Startzustidnde (5.104) und (5.200). Die konjugiert komplexen Anteile werden mit
c.c. bezeichnet und beziehen sich jeweils auf den Anteil in der geschweiften Klammer. Die

Methoden zur Berechung der Erwartungswerte sind in Kapitel 5 ausfiihrlich erldutert.

3D

(o) = G {lon? + asl? + agf? + Jou[* = Jas |2  |ag|? — |ar|? — Jag| }+

d~1{a1a§ + ajas + asag + asap + agar + azar + agag + OéZOég} (B.1)

(v2) = Gi{Jaa[> + |aal® — |asl® — Jau[> + |as|? + ael® — [arf? — |as|*}+

dvl{ala}i + ajas + asa) + asas + asan + azar + agag + aéag} (B.2)

(s = @il — faol? + Jas® — ol + fas|? — Jagl + el — fas]? b+

dvl{ala’é + ajag + aza) + ajay + asag + azag + arag + a?ag} (B.3)

(wr2) = &% {Jon 2 + ol = |as? — |aal? = |as|? = lagl? + ozl + |as|* b+
~2
d; {oqoz? + ajar + asag + asas + agas + azas + agog + ozZoz6}+
51671{0&1@22 +ajas + ara; + ajas + agag + a0y + aeog + asoe—

Q307 — Q507 — Q500 — Q07 — QU0 — 008 — QlGOlg — aéag} (B.4)
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(@) = &2 ol = lagl? + laf? — Jas]? — Jasf? + [agl?  arl? +[as[? }+

a{
~2

d {oqozg + ajag + asar + asas + agag + asasg + agon + ozfloz7}+
ﬁdl{a1a§ + ajas + aqas + ajas + aga) + azoy + agon + azor—

Qo0g — Q0 — Q50 — (0 — QLuQlg — QL Ol — QU7Qlg — a?ag} (B.5)

(w223 = &> {onl” ~ ool sl + ol + o — ol — sl + las?}+
~2
d; {oqoz}i + ajag + asas + asas + asag + aras + agan + a§a7}+
cﬁcflvl{alcﬁ + ajas + aqaz + ajas + asag + oo + ason + agor—

Qo) — A0y — Q30 — (a0 — (gl — QGO — QUTOlg — Oé;Oég} (B.6)

(T17273) = C~13{|041|2 — |aa|? — |asl® + |oul* — |as* + |as]* + o7 * — |048|2}+
cflvlg{ (nag + asad + agaf + auai) + c.c.}+
c~1dv12{ (1] + o + a105 + azal + asad + azai) + c.c
— (20§ + azag + asof + ol + asal + asai) — c.c}—l—
c]ztfl{(ala; + ar0d + arad + auag + agog + arag) + c.e.—

(20 + e + asaj + agad + asof + asad) — c.c} (B.7)

4D

(1) = @ {lenl? + ozl + lagl? + loul? + as|? + a2 + || + |ag -
lag)? = [0 = Jen1]? = |z + |as]® — |awa|® — |ags|* — |016|2}

+dy {oqozg + aay + azal; + asaly + asals + agaly + arals + agals + c.c.} (B.8)

(w2) = G {lon? + lasl? + ag]? + au[* — Jas |2 — |ag|? — |a [ — |ag [+
o) + o] + o1 | + |anz]? — |ans]® — |awa|® — |ags|* — |0416|2>+

dl{ozloz; + asag + asar + agag + agads + ajpal + an1als + aeals + c.c.) (B.9)

(ws) = & {lon? + lasl® — [agf? — Jau[* + |as 2 + |ag ? — |az|? — |ag[*+
jagl? + Jaaol? = o | = lnaf? + gl + anal? = Jans|? = | 2) +

dl{OqOé; + QQQZ + a5a$ + a6a§ + Oégoffl + 04100[{2 + a130ff5 + 04146%){6 + C.C.) (BlO)



111

(z4) = @ {lenl? — ozl + lasl® — as® + as]? — ool + ar[? — |as[*+
lag)? = Jeo]? + o1 = |anz]? + |as]® — |awa|® + |ags|* — |016!2>+

dl{a1a§ + agaz + a5a§ + a7a§ + Oégoffo + 0411a>{2 + alga’f4 + a15a’{6 + C.C.) (B.ll)

(v122) = 512{101!2 + sl + [z + [au]? — Jas|? — |ag* — |arf® — |as|*~
gl + leo? + o ? + szl + sl + e + s + favsol }
+ d~12{0z10/{3 + aady + as3als + asdlg + asag + agady + arad + asady + c.c.}+
aca{alag + ar1ag + asag + aeady + azad + azal; + auag + asals—

* * * * * * * *
Q5003 — Qe — Q75 — Qg0 — Qg 3 — 1oAYy — (11005 — Q120 + c.c.} (B.12)

(r123) = 512{|a1|2 + |aaf? = fasl® — |aal? + |as|* + |ag|* — |az]* — Jas|*~
lag|® — Jaio|? + |1 ] + |ara]® — |as]? — |aua|® + [eas|® + |Oé16|2}
+ 6712{(1104’{1 + oy + a3 + agay + asals + agals + arals + asaj, + c.c.}—i—
6~1d~1{a1a§ + a0 + azay + aeaiy + aza + asais + agag + agat,—

* * * * * * * *
Q30]] — QuQ]y — Q75 — Qg0 — Q)] — 10y — (305 — Q140 + c.c.} (B.13)

(2124) = C~12{|041|2 —Joof® + Jaz|* — |aa? + [as* — |ag|? + |az]* = |ag|*~
laol* + |arof* = |an [ + sl — Jeus|* + |ara]* — |aas* + |0416|2}
+ @2{a1a}‘0 + o + agaly + asad; + asal, + asals + araig + agals + c.c.}—i—
c~1d~1{a1a§ + ar1ag + asa) + azal; + asag + asals + arag + arals—

* * * * * * * *
QoQi]g — Q49 — QgL g — OI8O g — Q9] — (V1109 — (1304 — Qi15Qg + c.c.} (B.14)

(wow3) = C~12{|041|2 + |azl? = [asl* = |aal? — as]® = Jag|* + |ar]® + [as[*+
|agl® + Jao|* = |aa1]? = [ena|* — |ans|? — |a1af® + faus|* + |0416|2}
+ d~12{0410é? + a0 + asag + agog + agals + ajpale + ariags + apad, + c.c.}—i—
ady {oqoz?, + ar0f + agag + azag + agal; + agads + apals + aipai,—

a3Q5 — O — Q05 — QO — Q1005 — Q200 — (13QTs — (4Q]g + c.c.} (B.15)
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(wamyg) = C~12{|041|2 —laal* + |azf® = |aa? = |as|? + |ag|* — |az[® + |as[*+
g |* = [e10]? + lan[* = |arzf* — |ars|* + |ona)* — s + 1016!2}
+ %2{041042 + aoal + agag + asas + agad, + aipals + ariaig + arsads + c.c.}+
éidy {oqoz; + aqa + aga) + agar + agaqy + agags + an1agy + ar1ais—

* * * * * * * *
Qo0 — QL40ig — Q50 — 7y — (U1l g — Q120 — QL1304 — Q1500 + c.c.} (B.16)

(z3wa) = C~12{|041|2 —Jaol® = Jaz|* + |aal® + [as|* — |ag|? — |oz|* + |as|*+
|agl® = Jano|* = |aa1? + [ena|* + |ans]? — |a1af® — Jaus|* + 1016|2}
+ d~12{0410éz + anas + asag + agan + agady + arpad; + aasalg + araals + c.c.}—i—
édy {oqo/g‘ + 103 + asag + asar + agaly + agad; + azal, + aizals—

* * * * * * * *
Qa0 — 30 — Qeaig — QrOlg — QQy g — Q110 g — (400 — Q150 g + c.c.} (B.17)

(z12923) = C~13{\0<1|2 +lasl? = |ag|* — [aal? = |as|* — Jag|? + |ar[* + as|*~
lag|* — |arol® + o1 ] + eaz|” + |ars? + Jonal® — Jaas|” — |0416|2}
+ d~13{a10f{5 + asalg + azals + asaly + asal; + agals + azag + agaly + c.c.}+

c~1dv12{ala$ + aja]; + a1als + asag + asaly + asaly + asar + asag+

agag + auaqy + asag + agaly — a3als — Qg — AsQ]s — QEQLg—
Qraf) — Q7a]3 — Qg0iy — QgAY — Q5 — QO g — Q11003 — Q120 + c.c.}+
6~12d~1{a10z§ + o105 + ar1ag + aea) + agag + azagy + arals; + agajgt
a110]5 + a12ag + Q13075 + Q1400 — Q30 — Q3] — QU0g — Q4O 9 —

* * * * * * * *
Q50 — Q503 — QeOig — QO] — QigQly — Qg3 — QL1oQ g — QU100 4 + c.c.} (B.18)

(r17974) = C~13{\0<1|2 — lazf? +fasl® —Jau]? — |as|* + |as|* — |ag[* + |as|*~
lag)® + [e10]* = [en1]? + Jonz|? + s — |ana]® + |5 — |0416|2}
+ d~13{a10f{4 + asals + azalg + asals + asaly + agag + araly + asal; + c.c.}+

c~1dv12{alo¢§ + a0y + a1a]s + asag + asag + azag + azaly + asals+

407 + apaly + asog + araq; — a0y — Quag — A5y — Qe —
QpQY3 — Q7] — Qgy — Q5 — Qg — QO3 — Q1100 — Q1205 + c.c.}+
&ldy {oqozS + o105 + arag + aza) + azar + azag; + agaly + araist
Qg + Q1007 + Q12076 + A15006 — Q205 — Qa0 — Q4Qg — QyQyg—

* * * * * * * *
Q0 — Qs g3 — Qg — Qs — QigQlyg — Qg3 — Q11 g — Q1105 + c.c.} (B.19)
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(T12324) = c~13{|a1|2 — |aa|* — |as|® + o] + |as|* — |ag|* — |ar]® + s~
laol® + |arof* + |an[* = Jana|? — Jeus|* + |aaa]* + |aas]* - |016!2}
+ dvlg{ala’fz + azal; + azajy + asag + asajg + asals + araly + agals + c.c.}—i—
C~1d~12{a1az + oy + aroq + aeas + aag + asag + asog + asog,+
a5as + agan + agals + arals — ]y — a3Q]y — 4]y — Q4] —
apQlg — 7Qlg — A8y, — Qg5 — (gl ]y — A10Q]] — 1300 — Q1405 + c.c.}—i—
c~12dvl{a1a§ + ool + aqag + agady + asag + asad + asals + agaigt
a100]9 + a11a]9 + @140 + Q15006 — Qe — @]y — a3y — a3l —

* * * * * * * *
QpOg — ey — Qr7ig — QU705 — L9l — QlgQiy | — (1304 — (V13005 + c.c.} (B.20)

~3 2 2 2 2 2 2 2 2
(zowswa) = 1 {|041| — lae|® — fas|® + [aa]” — [as]” + |as|” + |ar|” — |as|"+
2 2 2 2 2 2 2 2
|ag|® — |l — |en1 | + |ar2|” — aus|® + [aa]” + |eus]” — | }
~3
+ dq {oqozg + ana; + asag + agap + agadg + a1pas + an1aqy + araals + c.c.}—l—
o ~2
cdy {oqozz + aqag + aqan + agal + asai + agal + agady, + agal,+
* * * * * * * *
a9y + Qo0 + 103 + Q1103 — Qo0g — Q30 — Qigllg — Q0 —
* * * * * * * *
~2 g
2 dl{oqoz; + a0 + ool + agaf + agag + arag + agaly + agal+
* * * * * * * *
Qg3 + Q200 + Q1405 + Q15075 — Qo0 — Qp0g — Q30 — Q30—

* * * * * * * *
Q505 — Q5007 — (L1009 — QL1QO 4 — (V110 — Q1105 — (130 4 — 13005 + c.c.} (B.21)

(T1727374) = 034{101\2 — Jaal® — |as|* + |aul* = Jas]* + |ag]* + |ar|* — [as]*—
gl + fanol? + o = lanaf? + Jasaf? = aral? = Jans|? + s |
~4
+ dq {Oqoflkﬁ + agas + azal, + auals + asaly, + agady + azal, + asag + c.c.}+

~ T3
Cldl {a1a§ + 041041(2 + 041041(4 + alai—, + agcﬁ + Oégah + a2a>{3 + agaé—k

asalg + azals + asas + asag + asajy + asal; + agag + arag—

* * * * * * * * *
a0 g — A3 g — Oy — Q405 — 50 g — Olgl g — Qg s — Q7 g — 7Ol 4 —
* * * * * * *
~3 T
a1 dl{oqoz’z‘ + aqas + aqai + agag + agag + agady + agag + agal,+

* * * * * * * *
arag + aroqg + 1oy + Q104 + Q11009 + Q11005 + Q130 + Q1305 —

Q) — Qpag — (aqy — Q30 — Q30 — Qi30] — Q50 — Q06 — QU503 —

* * * * * * *
agli|g — g1y — Qlgy] — Qg 3 — (12001 g — (1401 g — X150 + C.C.}+
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(?126712{a1az + a10§ + aqas + a1y + a1a]; + aals + aeal + asai+
agag + asai + agag + auadg + asag + agals + arals + agalyt+
aga’{4 + 048041(5 + Oéloa% + alla’fﬁ + 0412a>{4 + alga}, + alga’fﬁ + 0414a”{5—
Qg — QpQ]y — Qo] — Q305 — Q309 — A3Q 5 — QUG — QYO —
a4a]y — Q] — asag — A5Q], — A5Q05 — QA — QAL ) — QA3 —

* * * * * * * *
Q0] — aral3 — Qg — QO — Qg5 — Q1o ]] — Q03 — Q1103 + c.c.} (B.22)
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