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Zusammenfassung

Nicht-lokale Operatoren stellen den vorrangigen Anwendungsbereich der in dieser Arbeit vorgestell-
ten Methoden und Strategien dar. Da die Diskretisierung derartiger Operatoren und deren Lösung
in linearen Gleichungssystemen sehr speicher- und zeitintensiv ist, werden an dieser Stelle Techniken
benötigt, um die Anforderungen an den Speicher und die Rechenzeit zu verringern. In Verbindung
mit hierarchischen Matrizen existiert mit der adaptiven Kreuzapproximation (ACA) bereits eine Me-
thode, diskretisierte Operatoren e�zient zu behandeln. Jedoch generiert ACA eine im weitesten
Sinne universelle Approximation, wodurch hierbei noch redundante oder auch unnötige Informa-
tionen entstehen, gespeichert und anschlieÿend verarbeitet werden. In einigen Anwendungen kann
dies durchaus vorteilhaft sein, vor allem, wenn der diskrete Operator in vielen verschiedenen Glei-
chungssystemen Verwendung �ndet. Im Gegenzug ist bei einmaliger Anwendung des diskretisierten
Operators eine Approximation, welche auf das Problem zugeschnitten ist, e�zienter als eine uni-
verselle Approximation.
In theoretischer Sicht erfordert ACA eine bestimmte Punktauswahl, damit im zugrunde liegen-

den Interpolationsproblem die eindeutige Lösbarkeit garantiert werden kann. Bei den meisten Pro-
blemstellungen liefert diese gut analysierte Punktauswahl vernünftige Ergebnisse. Jedoch existieren
auch Beispiele, wie die Anwendung der ACA bei nicht glatten Gebieten, in denen ACA mit dieser
Punktauswahl nicht konvergiert.
Die vorliegende Arbeit setzt an den beiden oben beschriebenen Problemen an. Zuerst wird unter

Benutzung der Interpolation mittels multivariater bzw. radialer Basisfunktionen die Punktauswahl
bei ACA verbessert. Der Vorteil bei diesem Funktionensystem ist, dass radiale Basisfunktionen po-
sitiv de�nit sind und dadurch die eindeutige Lösbarkeit des Interpolationsproblems gewährleistet ist.
Die Approximation der Funktion, auf welcher ACA angewendet wird, kann hierbei mittels der Fouri-
ertransformation sichergestellt werden. Somit können die Punkte bei ACA anhand der sogenannten
Fülldichte gewählt werden, welche eine bessere Abdeckung der Geometrie ermöglicht.
Des Weiteren wird ACA mit zusätzlichen adaptiven Elementen ausgestattet, um eine spezialisierte

Approximation zu erreichen. Hierfür werden Fehlerschätzer und Verfeinerungsstrategien, wie das
�Dör�er Marking�, eingeführt, welche die Auswahl derjenigen Blöcke gewährleistet, deren Approxi-
mationen den gröÿtmöglichen Genauigkeitsgewinn liefern. Im letzten Schritt wird schlieÿlich die Ap-
proximation der Blöcke an das iterative Lösungsverfahren gekoppelt, um so ein hybrides Lösungsver-
fahren zu erhalten, welches weniger Rechenzeit und Speicheranforderungen benötigt.
Getestet werden die entwickelten Verfahren an verschiedenen numerischen Problemen, wie Rand-

wertproblemen bzgl. der Laplace- oder Lamé-Gleichung, welche mittels der Randelementemethode
behandelt werden. Zudem wird die Konvergenz der ACA bei nicht-glatten Geometrien unter Verwen-
dung der Fülldichte anhand numerischer Beispiel gezeigt.





Abstract

Non-local operators represent the primary application of the methods and strategies presented in this
thesis. Since the discretization of such operators and their solution in linear systems of equations is
very memory and time intensive, techniques are needed at this point to reduce the memory and com-
putation time requirements. In conjunction with hierarchical matrices, adaptive cross approximation
(ACA) already exists as a method to handle discretized operators e�ciently. However, ACA gener-
ates a universal approximation in the broadest sense, whereby redundant or unnecessary information
is created, stored and subsequently processed. In some applications this can be quite advantageous,
especially if the discrete operator is used in many di�erent equation systems. In turn, when the
discretized operator is used once, an approximation which is tailored to the problem is more e�cient
than a universal approximation.
From a theoretical point of view, ACA requires a certain point selection in order to guarantee

unique solvability in the underlying interpolation problem. In most problems, this well-analyzed point
selection yields reasonable results. However, examples also exist in which ACA does not converge
with this point selection, for instance when dealing with non-smooth geometries.
The present work addresses the two problems described above. First, the point selection for ACA

is improved using interpolation by means of multivariate or radial basis functions. The advantage of
this function system is that radial basis functions are positive de�nite and thus the unique solvability
of the interpolation problem is guaranteed. The approximation of the function to which ACA is
applied can be ensured by means of the Fourier transform. Thus, the points in the ACA method can
be selected on the basis of the so-called �ll distance, which enables a better coverage of the geometry.
Furthermore, ACA is equipped with additional adaptive elements in order to achieve a specialised

approximation. For this purpose, error estimators and re�nement strategies, such as �Dör�er mark-
ing�, are introduced, which ensure the selection of those blocks whose approximations provide the
greatest possible gain in accuracy. Finally, in the last step, the approximation of the blocks is coupled
to the iterative solution process in order to obtain a hybrid solution procedure, which requires less
computing time and memory.
The developed methods are tested on various numerical problems, such as boundary value problems

concerning the Laplace or Lamé equation, which are treated by means of the boundary element
method. In addition, the convergence of ACA for non-smooth geometries using the �ll distance is
shown by numerical examples.
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Einleitung

1. Einleitung

Die Bedeutung von nicht-lokalen Operatoren spiegelt sich in diversen Anwendungsmöglichkeiten
wider. So treten sie in Problemstellungen aus den Ingenieurswissenschaften oder den Naturwis-
senschaften auf. Klassische Beispiele hierfür sind Integraloperatoren mit singulärem Kern, welche bei
der Umformulierung von partiellen Di�erentialgleichungen, wie der Laplace-Gleichung, der Helmholtz-
Gleichung, den Elastizitätsgleichungen/Lamé-Gleichungen oder den Stokes'schen Glei-chungen, als
Integralgleichungen auftreten, siehe [65, 70]. Auch der fraktionelle Laplace-Operator, mit dem zum
Beispiel Finanz-Modelle bei anormalen Di�usionsprozessen beschrieben werden können, kann als
nicht-lokaler Operator aufgefasst werden, siehe [2, 32, 33].
Anschaulich lässt sich die Funktionsweise nicht-lokaler Operatoren anhand eines Gravitationsfelds

erklären. Dieses erstreckt sich nicht nur lokal um den Massenschwerpunkt selbst sondern über das
gesamte betrachtete Gebiet. Möchte man nun die Anziehungskräfte vieler Massekörper simulieren,
kann die Anzahl an zu berechnenden Wechselwirkungen je nach Anzahl an Körpern sehr groÿ sein.
Diese Gedanken lassen sich auf die numerische Behandlung von partiellen Di�erentialgleichungen
anwenden, welche zuvor als Integralgleichung umgeschrieben wurden. Hierbei hat die im Integralo-
perator enthaltene, meist singuläre Kernfunktion auch Auswirkungen auf das gesamte Rechengebiet.
Zwar muss nach Umformulierung der Di�erentialgleichung in ihre integrale Darstellung nur noch der
Rand des Gebiets betrachtet werden, jedoch müssen je nach Genauigkeit der Randdiskretisierung
viele Punktinteraktionen berechnet werden, was einen hohen Zeit- und Speicheraufwand zur Folge
hat.
Die eben grob beschriebene Technik wird Randintegralmethode gennant (eng. Boundary Element

Method, BEM), [65, 70]. Anders als beim Standardverfahren zur numerischen Behandlung von par-
tiellen Di�erentialgleichungen, der Finiten Elemente Methode (FEM), [29], bei der das gesamte Gebiet
diskretisiert werden muss, erfolgt bei BEM durch die ausschlieÿliche Betrachtung des Randes eine
Reduzierung der Dimension und der Gröÿe des resultierenden Gleichungssystems. Zu Beginn stellte
BEM aber keine wirkliche Alternative zu FEM dar. Der Grund war ein einfaches Abwägungsprinzip.
Dadurch, dass bei BEM ein nicht-lokaler Operator diskretisiert wird, folgt im Gleichungssystem eine
voll besetzte Systemmatrix. Somit war der Gebrauch von BEM nicht lohnenswert, da die Systemma-
trix bei FEM dünn besetzt ist.
Die Situation änderte sich mit der stetigen Entwicklung zu schnellen Randelementmethoden. Me-

thoden wie die schnelle Multipolentwicklung [41], Mosaikzerlegungsmethoden [73], hierarchische Ma-
trizen (H-Matrizen) [44, 45] oder H2-Matrizen [24, 47] reduzieren die Komplexität durch Approxima-
tion des diskretisierten Operators so weit, dass BEM eine Alternative zu FEM darstellt. Beispielhaft
kann hier die Beschleunigung der Berechnung der Lamé-Gleichungen durch H-Matrizen angeführt
werden, siehe [17]. Zudem konnte sogar gezeigt werden, dass die Inverse einer BEM Systemmatrix
mittels hierarchischer Matrizen approximiert werden kann, siehe [36, 37].
Während die schnelle Multipolmethode physikalisch motiviert und auf spezi�sche Probleme zuge-

schnitten war, konnten hierarchische Matrizen allgemeiner gehalten werden. Wie der Name bereits
vermuten lässt, basieren H-Matrizen auf einer hierarchischen Zerlegung des diskreten Operators in
geeignete Blöcke. Jeder dieser Blöcke enthält eine Niedrigrang-Approximation für den jeweiligen
originalen Blockeintrag, wobei die gesamte resultierende Matrix nur noch einen logarithmisch-linearen
Speicherbedarf aufweist. In Verbindung mit iterativen Lösungsmethoden [64], wie der Methode der
konjugierten Gradienten, die viele Matrix-Vektor Multiplikationen erfordern, sind die eben erwähnten
Darstellungen zusätzlich vorteilhaft, da hierarchische Matrizen die Möglichkeit anbieten, schnelle
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Matrix-Vektor Multiplikationen mit logarithmisch-linearer Komplexität auszuführen [15, 46]. Im
Allgemeinen sind hierarchische Matrizen gut geeignet, um nicht-lokale Operatoren mit logarithmisch-
linearer Komplexität zu behandeln, siehe [15, 22, 43].
Entscheidend für die Möglichkeit einer e�zienten Behandlung nicht-lokaler Operatoren ist die

Approximation der zugrunde liegenden Kernfunktionen mit separablen Funktionen. Während ex-
plizite Kernapproximationen in den Anfängen der schnellen Methoden zur Behandlung von Inte-
graloperatoren, wie die Approximation des Coulomb Potentials mit sphärischen Funktionen [61],
verwendet wurden, sind später auch Entwicklungen mit Hilfe der Taylorreihe [59], oder Techniken
basierend auf der Interpolation mit Polynomen [24, 22] verwendet worden. In den letzten Jahren
ist in diesem Zusammenhang die adaptive Kreuzapproximation (engl. adaptive cross approxima-
tion, ACA) (siehe [11, 21]) populär geworden. Die letztgenannte Methode verwendet nur wenige
der ursprünglichen Matrixeinträge von A für ihre datenarme Approximation durch hierarchische Ma-
trizen. Da man normalerweise an Appro-ximationen Ã von A interessiert ist, die zu einem hinreichend
genauen Ergebnis führen, wenn Ã oder seine Inverse auf beliebige Vektoren angewendet wird, ist es
üblich, alle Blöcke der Matrixpartition einheitlich mit einer vorgegebenen Genauigkeit zu approx-
imieren. Die Universalität der Approximation des diskreten Operators A hat einen hohen Preis, denn
es werden Informationen erzeugt, die für die Lösung des linearen Systems redundant sind. Wenn
die zu betrachtende Gröÿe der Fehler der Lösung x des linearen Systems Ax = b ist, ist die aus der
üblichen ACA Methode erhaltene Approximation Ã möglicherweise nicht die ideale Annäherung an
A. In einer solchen Situation können bestimmte Teile des diskreten Operators A wichtiger sein als
andere. Umgekehrt können abhängig von der rechten Seite b einige Blöcke für den Fehler von x nicht
so wichtig sein.
In dieser Arbeit wird vorgeschlagen, die hierarchische Matrixapproximation auf eine blockadap-

tive Weise zu konstruieren, d.h. zusätzlich zur Adaptivität der ACA in jedem Block wird eine weitere
Ebene der Adaptivität zur Konstruktion der hierarchischen Matrix eingefügt. Diese Variante der ACA
wird als BACA bezeichnet. Um eine H-Matrixapproximation zu �nden, die besser für den Fehler der
Lösung geeignet ist, werden aus der Adaptivität bekannte Techniken, wie die Markierungsstrategie
nach Dör�er [34], zusammen mit geeigneten Fehlerschätzern [7, 8, 38, 50] verwendet. Die Strategie
von Fehlerschätzern ist im Zusammenhang mit numerischen Methoden für partielle Di�erential- und
Integralgleichungen gut bekannt. Adaptive Verfahren konzentrieren sich hierbei in der Regel auf die
Gitterverfeinerung. Für die neue Methode BACA werden ähnliche Strategien genutzt, um sukzessive
die blockweisen Niedrigrang-Approximationen zu verbessern, wobei sich das zugrunde liegende Gitter
und die hierarchische Blockstruktur nicht ändern. Daher approximieren ACA und BACA den Opera-
tor auf demselben Gitter. Obwohl die Ideen dieses Ansatzes im Zusammenhang mit ACA vorgestellt
werden, können sie auch auf andere Niedrigrang-Approximationsverfahren angewendet werden.
Im Gegensatz zur Konstruktion der Approximation Ã von A auf die übliche Weise und der Lösung

eines einzigen linearen Systems Ãx = b, wird eine Folge von H-Matrizen Ak zu A erzeugt und jedes
lineare System Akxk = b für xk gelöst. Auf den ersten Blick scheint dies aufwändiger zu sein, als wenn
Ãx = b nur einmal gelöst wird. Allerdings kann die Konstruktion der nächsten Approximation xk+1

durch die Näherungslösung xk gesteuert werden und xk+1 kann e�zient als eine Aktualisierung von
xk berechnet werden. Auÿerdem kann die Genauigkeit von xk im iterativen Lösungsverfahren an den
Fehlerschätzer angepasst werden. Dies erlaubt es, die Assemblierung der Matrix mit der iterativen
Lösung des linearen Systems zu verknüpfen. Neben der Reduzierung des numerischen Aufwands für
die Assemblierung und die Speicherung der Matrix, hat dieser Ansatz den praktischen Vorteil, dass die
blockweise Genauigkeit der ACA kein erforderlicher Parameter mehr ist. Die Wahl dieses Parameters
in der üblichen ACA Approximation ist nicht o�ensichtlich, da die Beziehung zwischen der blockweisen
Genauigkeit und dem Fehler der Lösung in der Regel vom jeweiligen Problem abhängt. Mit dem
in dieser Arbeit untersuchten neuen Ansatz wird die Genauigkeit der Approximation automatisch
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angepasst.
Ähnliche Ideen können auch auf die Matrix-Vektor Multiplikation b = Ax übertragen und angewen-

det werden. In diesem Fall ist die zu bewertende Gröÿe nicht die Lösung eines Gleichungssystems
sondern der Vektor b. Aufgrund der Art dieses Problems, welches im Gegensatz zur Lösung eines
linearen Gleichungssystems nicht von inverser Natur ist, gestaltet sich die Theorie einfacher. Zudem
entfällt die Kombination mit iterativen Lösungsverfahren.
Die dritte Thematik betri�t direkt die theoretischen Aspekte der ACA. Die bisherige Konvergenz-

analyse der adaptiven Kreuzapproximation zeigt, dass die richtige Auswahl der Pivotpunkte entschei-
dend ist für die eindeutige Lösbarkeit des zugrunde liegenden Interpolationsproblems [15]. Die in
dieser Arbeit vorgestellten neuen a-priori Fehlerabschätzungen, die auf der Interpolation durch radi-
ale Basisfunktionen beruhen, ermöglichen neue Pivotstrategien für ACA. Während bei den früheren
Ergebnissen, die auf polynomialen Interpolationsfehlerschätzungen basieren, die Pivots so gewählt
werden müssen, dass die Unisolvenz des Polynominterpolationsproblems garantiert ist, zeigen die
neuen Resultate, dass nur die Fülldichte der Pivotpunkte entscheidend ist für die Konvergenz der
ACA.
Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Zuerst werden einige grundlegende Themen, wie die Approxi-

mation mit separablen Funktionen, Niedrigrang-Matrizen oder Matrix Partitionierung, zur Approxi-
mation von nicht-lokalen Operatoren angesprochen. Des Weiteren sollen im ersten Teil die Interpola-
tion mit multivariaten Funktionen bzw. radialen Basisfunktionen sowie deren Anwendung im Fall der
ACA vorgestellt werden. Anschlieÿend folgen die Erweiterungen des ACA bzgl. der Matrix-Vektor
Multiplikation und linearer Gleichungssysteme, was zum Ende dieses Abschnitts in die Kombina-
tion der erweiterten ACA und iterativer Lösungsverfahren resultiert. Der dritte Teil dieser Arbeit
beschäftigt sich mit der Anwendung der neuen Methoden in der Randintegralmethode. Zunächst wer-
den hier die Theorie zu BEM im Fall der Laplace-Gleichungen und der Lamé-Gleichungen erläutert.
Am Ende zeigen diverse numerische Tests die Funktionsweise der neuen Methoden.
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Approximation mit separablen Funktionen

I. Approximation nicht-lokaler Operatoren

Wie in der Einleitung bereits erwähnt treten nicht-lokale Operatoren in vielen Anwendungsgebieten
auf. Die Diskretisierung derartiger Operatoren führt häu�g zu voll besetzten Systemmatrizen. Dies
bedeutet zugleich einen hohen Speicher- und Rechenaufwand, vor allem, wenn der diskrete Operator
in Verbindung mit der Lösung eines linearen Gleichungssystems steht. Im Folgenden werden wir uns
mit der Approximation von nicht-lokalen Operatoren beschäftigen, um sowohl die Anforderungen an
den Speicherbedarf als auch die Komplexität im Hinblick auf Rechenoperationen für den diskreten
Operator zu reduzieren. Wir beginnen mit der Annäherung durch separable Funktionen.

2. Approximation mit separablen Funktionen

Separable Funktionen bilden den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen zu nicht-lokalen Opera-
toren. Diese erlauben es uns, multivariate Funktionen mit Hilfe einer Summe von univariaten Funk-
tionen zu approximieren, siehe auch [15].

De�nition 2.1. Seien X,Y ⊂ Rd zwei Gebiete. Eine Funktion κ : X × Y → R heiÿt degeneriert
oder separabel, falls k ∈ N und Funktionen ul : X → R, vl : Y → R, l = 1, ..., k, existieren, sodass

κ(x, y) =
k∑
l=1

ul(x)vl(y), x ∈ X, y ∈ Y.

Die Zahl k wird als Grad der Degeneriertheit bezeichnet.

Im folgenden Abschnitt wird die Problemstellung formuliert werden, bei welcher die Eigenschaft
separabler Funktionen vorteilhaft ist.

2.1 Problemstellung

Sei A ein nicht-lokaler Operator, welcher linear von einer bivariaten Funktion κ : Rd × Rd → R
abhänge. Die betrachteten Operatoren haben demnach die Darstellung

(Av)(x) :=

∫
Ω

κ(x, y)v(y) dµy, x ∈ Ω,

5



Approximation mit separablen Funktionen

wobei Ω ⊂ Rd ein Gebiet, v eine geeignete Funktion und µ das zugehörige Maÿ bezeichne. Da wir
uns im späteren Verlauf mit der Diskretisierung von elliptischen partiellen Di�erentialgleichungen
auseinandersetzen werden, wird der Kern κ zumeist eine singuläre Funktion sein. Obiges Integral bei
der De�nition des Operators A ist daher in geeigneter Weise zu interpretieren.
Den Operator A auszuwerten bzw. mit Diskretisierungen von A umzugehen, ist aufgrund seiner

Eigenschaften mit viel Aufwand verbunden. Unser Ziel ist eine grundlegenden Reduktion des Aufwands,
indem eine e�ziente Darstellung für die Kernfunktion κ gefunden wird. Der Idealfall ist, wenn κ se-
parabel ist, was im Allgemeinen nicht zutre�en wird. Oft können bivariate jedoch mit separablen
Funktionen approximiert werden, d.h.

κ(x, y) ≈ κ̃(x, y) =
k∑
l=1

ul(x)vl(y), x ∈ X, y ∈ Y.

Dementsprechend wird auch der Operator A approximiert

(Av)(x) ≈ (Ãv)(x) =

∫
Ω

κ̃(x, y)v(y) dµy.

Im Folgenden ist eine Methode angeführt, mit der unter bestimmten Voraussetzungen eine separable
Approximation erzeugt werden kann.

2.2 Die Kreuzapproximation

Es gibt viele Möglichkeiten eine separable Approximation zu konstruieren. Die wohl bekannteste Ap-
proximation dürfte die des Coulomb Potentials 1/‖x − y‖2 mit sphärischen Funktionen sein, welche
auch �multipole expansion� genannt wird, siehe [63]. Auch die Entwicklungen mit Hilfe einer Tay-
lorreihe [61] oder Techniken basierend auf der Interpolation mit Polynomen [24, 22] können dafür
verwendet werden. Die Methode der Wahl in unserem Fall wird die Kreuzapproximation sein, welche
in Abschnitt 2.2.1 beschrieben wird. Die Existenz von separablen Approximationen kann mit der
Annahme, dass die betrachteten Funktionen asymptotisch glatt sind, garantiert werden.

De�nition 2.2. Eine Funktion κ : X × Y → R mit κ(·, y) ∈ C∞(X \ {y}) für alle y ∈ Y heiÿt
bezogen auf x asymptotisch glatt, falls Konstanten c und γ existieren, sodass für alle y ∈ X und alle
α ∈ Nd0 die Abschätzung

|∂αxκ(x, y)| ≤ cp!γp |κ(x, y)|
‖x− y‖p

, y ∈ Y \ {x},

gilt, wobei p = |α|.

In den Anwendungsbeispielen in Abschnitt III werden zum Beispiel elliptische Operatoren auftreten,
deren Kernfunktionen asymptotisch glatt bzgl. beider Variablen x und y sind. In diesen Fällen wird
die Bedingung

min{diam X, diam Y } ≤ η dist(X,Y ) (2.1)

für ein 0 < η < 1 ausreichend sein, um die asymptotische Glattheit von κ zu gewährleisten. Bedin-
gung (2.1) besagt im Grunde nichts anderes als, dass die beiden Gebiete X und Y weit genug entfernt
voneinander sein müssen, vgl. [12, 15].
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2.2.1 Konstruktion separabler Funktionen

Wir be�nden uns in der Situation, wie sie durch Bedingung (2.1) beschrieben wird. Ausgehend von der
Glattheit von κ, welche uns am Ende einen geeigneten Fehler garantieren wird, werden Restriktionen
von κ als Basis der Approximation genutzt. Für Punkte xl ∈ X und yl ∈ Y , l = 1, ..., k, seien

κ(x, [y]k) =

 κ(x, y1)
...

κ(x, yk)

 ∈ Rk und κ([x]k, y) =

 κ(x1, y)
...

κ(xk, y)

 ∈ Rk.

Dann stellt
κ(x, y) ≈ κ(x, [y]k)

TC−1
k κ([x]k, y)

mit

Ck =

 κ(x1, y1) . . . κ(x1, yk)
...

...
κ(xk, y1) . . . κ(xk, yk)

 ∈ Rk×k

eine Approximation an die Kernfunktion κ dar. Zuletzt bezeichne rk den Restterm, sodass

κ(x, y) = κ(x, [y]k)
TC−1

k κ([x]k, y) + rk(x, y)

gilt. Durch die Konstruktion von Folgen {sk} und {rk} kann eine Approximation an κ wie folgt
generiert werden:

1. Starte mit

r0(x, y) = κ(x, y)

s0(x, y) = 0.

2. Iteriere über k = 0, 1, ... mit

rk+1(x, y) = rk(x, y)− λk+1rk(x, yk+1)rk(xk+1, y)

sk+1(x, y) = sk(x, y) + λk+1rk(x, yk+1)rk(xk+1, y),

wobei λk+1 = 1/rk(xk+1, yk+1) und zu beachten ist, dass xk+1, yk+1 so gewählt werden, sodass
rk(xk+1, yk+1) 6= 0 gilt.

Obiger Iteration folgend, interpoliert sk (siehe [15]) auf den bereits ausgewählten Punkten xl bzw.
yl und wir erhalten:

Lemma 2.3. Für 1 ≤ l ≤ k gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) rk(x, yl) = 0 für alle x ∈ X,

(ii) rk(xl, y) = 0 für alle y ∈ Y .

Um die Existenz dieser Approximation garantieren zu können, sollten wir wissen, dass die Matrix
Ck nicht singulär ist. Sei dazu C

(l)
k (y) ∈ Rk×k diejenige Matrix, welche durch das Ersetzen der l-ten

Spalte von Ck mit dem Vektor κ([x]k, y) entsteht. Dann zeigt Lemma 2.4, dass Ck invertierbar ist,
vgl. [15].

7



Approximation mit separablen Funktionen

Lemma 2.4. Für 1 ≤ l < k gelten

detC(l)
k (y) = rk−1(xk, yk) detC

(l)
k−1(y)− rk−1(xk, y) detC(l)

k−1(yk)

und

detC(1)
1 (y) = r0(x1, y),

detC(k)
k (y) = rk−1(xk, y) detCk−1, k > 1.

Genauer gesagt, heiÿt das
detCk = r0(x1, y1) · ... · rk−1(xk, yk).

Schlieÿlich gilt die folgende Darstellung für die Approximation sk, siehe [15].

Lemma 2.5. Die konstruierten Folgen sk und rk, k ≥ 0, erfüllen

sk(x, y) + rk(x, y) = κ(x, y),

wobei für k ≥ 1 gilt
sk(x, y) = κ(x, [y]k)

TC−1
k κ([x]k, y).

Schlieÿlich konnte eine Approximation sk an die Funktion κ für die Punkte xl ∈ X und yl ∈ Y , l =
1, ..., k, konstruiert werden. Nachfolgend bleibt noch zu überprüfen, wie gut κ durch sk approximiert
wird.

2.2.2 Fehleranalyse

Um den Fehler bei der Kreuzapproximation analysieren zu können, muss der Rest rk abgeschätzt
werden. Der Beweis in [15] nutzt hierfür die Bestapproximation in jedem System von Funktionen
Ξ = {ξ1, ..., ξk}. Dort werden qualitative Resultate für ein polynomiales System Ξ präsentiert. Für
die Eindeutigkeit des auftretenden Interpolationsproblems in Ξ muss angenommen werden, dass die
Vandermonde Matrix W = [ξj(xi)]ij ∈ Rk×k nicht singulär ist. Wir halten uns zunächst an die
Beweise, wie sie in [15] zu �nden sind. In Kapitel zwei werden wir darauf aufbauend eine andere
Interpolationstechnik verwenden und ein Funktionensystem angeben, welches die angesprochenen
Annahmen nicht benötigt.
Obiger Idee folgend, wird der Interpolationsfehler einer Funktion f durch

EΞ
k [f ] := f − IΞ

k f

de�niert, wobei IΞ
k unter Benutzung der Lagrange-Funktionen

LΞ
l (x) :=

detWl(x)

detW
∈ Ξ, l = 1, ..., k, (2.2)

den Interpolationsoperator

IΞ
k f :=

k∑
l=1

f(xl)L
Ξ
l (2.3)

bezeichnet. Dabei entsteht die Matrix Wl(x) dadurch, dass in der Matrix W die l-te Zeile durch den
Vektor [ξµ(x)]µ=1,...,k ersetzt wird. Der in (2.3) de�nierte Operator ist eine lineare Projektion auf
span Ξ, sodass sich der Interpolationsfehler abschätzen lässt durch

||EΞ
k ||∞ ≤

(
1 + ‖IΞ

k ‖
)

inf
p∈span Ξ

‖f − p‖∞, (2.4)
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wobei
‖IΞ

k ‖ := max{‖IΞ
k f‖∞/‖f‖∞ : f ∈ C(X)}

die übliche Lebesgue-Konstante ist. Damit kann der Fehler der Kreuzapproximation wie folgt dargestellt
werden.

Lemma 2.6. Für x ∈ X und y ∈ Y besitzt der Fehler rk die Darstellung

rk(x, y) = EΞ
k [κy](x)−

k∑
l=1

detC(l)
k (y)

detCk
EΞ
k [κyl ](x),

wobei κy(x) := κ(x, y).

Beweis. Bezeichne

LΞ(x) =

 LΞ
1 (x)
...

LΞ
k (x)


den Vektor der Lagrange Funktionen LΞ

l , l = 1, ..., k, für die Punkte x1, ..., xk. Mit Lemma 2.5 folgt

rk(x, y) = κ(x, y)− κ(x, [y]k)
TC−1

k κ([x]k, y)

= κ(x, y)− κ([x]k, y)TLΞ(x)−
(
κ(x, [y]k)− CTk LΞ(x)

)T
C−1
k κ([x]k, y)

= EΞ
k [κy](x)−

k∑
l=1

(C−1
k κ([x]k, y))lE

Ξ
k [κyl ](x).

Die Behauptung folgt schlieÿlich mit der Cramer'schen Regel.

Wir haben gesehen, dass sich der Approximationsfehler durch die Wahl der Punkte y1, ..., yk be-
ein�ussen lässt. Im Hinblick auf Lemma 2.6 stellt die Wahl der Punkte y1, ..., yk, sodass Matrizen
mit quasi maximalem Volumen erzeugt werden, d.h. die Bedingung

|detC(l)
k (y)| ≤ cM |detCk|, 1 ≤ l ≤ k, y ∈ Y, (2.5)

mit einer Konstante cM > 1 erfüllen, ein quasi optimales, jedoch in der Praxis schwer anzuwendendes
Kriterium dar. Die Bedingung (2.5) führt uns zu einer Abschätzung der Form

|rk(x, y)| ≤ (cMk + 1) sup
z∈{y,y1,...,yk}

|EΞ
k [κz](x)|.

Eine in der Praxis besser handhabbare Bedingung stellt die Wahl der Punkte y1, ..., yk durch das
Kriterium

|rk−1(xk, yk)| ≥ |rk−1(xk, y)|, y ∈ Y, (2.6)

dar. Dies führt jedoch auf einen exponentiell wachsenden Faktor von 2k anstelle des Faktors cMk+1.
Dazu sei angemerkt, dass es sich hierbei um �worst-case� Abschätzungen handelt und diese in der
Praxis kaum beobachtbar sind. Genaueres zur alternativen Bedingung (2.6) kann in [15] gefunden
werden.
Setzen wir unter Berücksichtigung von Bedingung (2.4) den Interpolationsfehler ein, so erhalten

wir
|rk(x, y)| ≤ (cMk + 1)(1 + ‖IΞ

k ‖) sup
z∈{y,y1,...,yk}

inf
p∈span Ξ

‖κ(·, z)− p‖∞.
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Somit ist der Restterm rk in jedem Funktionensystem Ξ bis auf eine Konstante kleiner als der in Ξ
erhaltene Approximationsfehler.
Wie zu Beginn der Fehleranalyse erwähnt, ist die Lösbarkeit des Interpolationsproblems (2.2)

und (2.3) an eine strikte Wahl der Punkte xi, i = 1, ..., k, geknüpft. Unter Verwendung eines speziellen
Funktionensystems lassen sich die Bedingungen zur Auswahl der Punkte xi, i = 1, ..., k, abschwächen.
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3. Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Funktionen bzw. Funktionswerte mit radialen Basisfunktionen (RBF) zu interpolieren, bietet, anders
als zum Beispiel die Interpolation mit Polynomen, im Hinblick auf unsere Problemstellungen einige
Vorteile. So setzen wir die Interpolation mit RBFs im Folgenden dazu ein, um Annahmen, die wir bei
der Fehleranalyse der Kreuzapproximation getro�en haben, weglassen zu können und mehr Freiheiten
bei der Wahl der Interpolationspunkte zu erlangen. Zunächst gehen wir näher auf das Interpolations-
problem ein, de�nieren den zugrunde liegenden Funktionenraum und geben Fehlerabschätzungen an.
Im Anschluss daran werden die vorgestellten Techniken auf die Kreuzapproximation angewendet und
am Beispiel der Singularitätenfunktion des Laplace-Operators erläutert.

3.1 Interpolationsproblem und Notation

Gegeben seien eine Punktmenge X = {x1, ..., xN} ⊆ Ω ⊆ Rd, d, N ∈ N, siehe Abbildung 3.1, und
(Funktions-) Werte fi, 1 ≤ i ≤ N . Mit einer geeigneten Kernfunktion Φ, welche im späteren Verlauf
dieses Kapitels noch genauer spezi�ziert werden soll, dient die Funktion

sf,X(x) :=

N∑
i=1

αiΦ(x, xi) (3.1)

als Interpolante für die vorgegebenen Werte fi. Die Koe�zienten αi werden über die Interpolations-
bedingungen

sf,X(xi) = fi, 1 ≤ i ≤ N, (3.2)

bestimmt, d.h. der Koe�zientenvektor α ist die Lösung des linearen Gleichungssystems

Aα = f

mit A = (Φ(xi, xj)) ∈ RN×N und f = (fi), i, j = 1, ..., N .

Ω

xi

Abb. 3.1: Darstellung einer Punktemenge X im Gebiet Ω.

Ausgangspunkt aller Fehleranalysen ist die Darstellung der Interpolante in ihrer Lagrange-Form.
Gegeben sei die Situation, wie sie zu Beginn dieses Abschnitts beschrieben ist. Eine Lösung des
Interpolationsproblems (3.1) und (3.2) kann in der Form

p(x) :=
N∑
i=1

fiL
Φ
i (x)
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Ω

x

xi

hX,Ω

Abb. 3.2: Graphische Darstellung der Fülldichte hX,Ω.

geschrieben werden, wobei LΦ
i (x) =

∑N
j=1 α

(i)
j Φ(x, xj) die Lagrange-Funktionen bezeichnen und der

Bedingung LΦ
j (xi) = δij genügen, d.h. die Koe�zienten α(i) ∈ RN sind de�niert als die Lösungen

der linearen Gleichungssysteme Aα(i) = ei mit der Matrix A := [Φ(xi, xj)]ij ∈ RN×N . Der Fehler
zwischen der Interpolante und der exakten Funktion wird üblicherweise in Termen der Fülldichte

hX,Ω := sup
x∈Ω

min
1≤i≤N

‖x− xi‖2,

siehe Abbildung 3.2, und in der Norm eines geeigneten Funktionenraums gemessen. Dieser Funktio-
nenraum CΦ wird auf Basis einer Variationsformulierung aufgebaut.

3.2 Der Funktionenraum C Φ und dessen Eigenschaften

Madych und Nelson haben in ihren Arbeiten [53, 54] zur multivariaten Interpolation den Funktionen-
raum CΦ vorgestellt und analysiert. In späteren Artikeln präsentierten sie zudem Fehlerabschätzun-
gen von exponentieller Ordnung. Wiederum einige Jahre später konnte diese Theorie vor allem von
Schaback mit radialen Basisfunktionen [30] und Hilberträumen mit reproduzierendem Kern [3] in
Verbindung gebracht werden, sodass die Theorie heute eher unter der Interpolation mit radialen
Basisfunktionen, siehe z.B. [66, 67, 74], bekannt ist. Im Folgenden werden wir kurz den Funktio-
nenraum C Φ nach Madych und Nelson [55] einführen und die für uns wichtigsten Eigenschaften und
Fehlerabschätzungen nennen.
Sei Φ : Rd → R eine stetige und positiv-de�nite Funktion. An dieser Stelle benutzen wir die

Variationsformulierung einer positiv-de�niten Funktion, d.h. es gilt∫
Rd×Rd

Φ(x− y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy > 0

für alle 0 6= ϕ ∈ C∞0 (Rd). Die Fouriertransformierte solcher Funktionen bestimmt ein Maÿ µ auf
Rd \ {0}, sodass ∫

Φ(x)ϕ(x) dx =

∫
ϕ̂(ξ) dµ(ξ), ϕ ∈ C∞0 (Rd).

Nach [53, 54, 55] de�nieren wir den Raum CΦ als die Menge der Funktionen f , welche die Bedingung

(f, ϕ)2
L2 ≤ c2

∫
Rd×Rd

Φ(x− y)ϕ(x)ϕ(y) dx dy (3.3)

für eine Konstante c = c(f) > 0 und alle ϕ ∈ C∞0 (Rd) erfüllen. Falls f ∈ CΦ, dann de�niert zudem
die kleinste Konstante c in (3.3) eine Norm ‖ · ‖Φ und CΦ ist ein Hilbertraum.
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Bemerkung 3.1. Bei Interpolationsproblemen wird häu�g auch ein diskrete Version der De�nition
einer positiv-de�niten Funktion verwendet, d.h. eine stetige Funktion Φ : Rd → R heiÿt positiv-de�nit,
falls für alle N ∈ N, alle Mengen paarweise verschiedener Punkte X = {x1, ..., xN} ⊆ Rd und alle
α ∈ RN \ {0} die Bedingung

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjΦ(xi, xj) > 0

gilt.

Eine Charakterisierung von Funktionen über die Bedingung (3.3) ist zumeist schwierig.An dieser
Stelle wird oft die Fouriertransformation zu Rate gezogen. Es gilt, dass Elemente f ∈ CΦ durch
Funktion g ∈ L2

µ mit

f̂(ξ) dξ = g(ξ) dµ(ξ) (3.4)

charakterisiert werden können, siehe [53, 54]. Zudem kann nach [74] die Norm || · ||Φ über die
Fouriertransformation dargetellt werden durch

||f ||Φ =

∫
Rd

|f̂ |2

Φ̂
(ω) dω

1/2

.

Im späteren Verlauf bei der Anwendung der multivariaten Interpolation mit RBFs auf die Singula-
ritätenfunktion des Laplace-Operators wird dieser Zusammenhang nützlich sein.
Zum Ende dieses Abschnitts wollen wir noch eine Fehlerabschätzung, wie sie bei Madych and

Nelson [55] zu �nden ist, angeben:

Theorem 3.2. Sei Ω ein Würfel mit Kantenlänge b0. Angenommen µ erfülle die Bedingung∫
|ξ|k dµ(ξ) ≤ ρkk!, k ∈ N. (3.5)

Dann gibt es ein 0 < λ < 1, sodass für alle f ∈ Ck die Interpolante p die Abschätzung

|f(x)− p(x)| ≤ λ1/hΩ,Xk‖f‖Φ

erfüllt, wobei Xk = {x1, ..., xk} ⊂ Ω.

Die Annahme, dass Ω ein Würfel ist, kann verallgemeinert werden. Theorem 3.2 bleibt gültig,
solange Ω als Vereinigung von Rotationen und Translationen eines festen Würfels mit Kantenlänge
b0 ausgedrückt werden kann. Tatsächlich erfüllt jede Kugel im Rd oder jede Menge mit hinreichend
glattem Rand diese Voraussetzung.

Bemerkung 3.3. Obwohl radiale Basisfunktionen zu einer positiv-de�niten Vandermonde-Matrix A
führen, könnte ihre numerische Stabilität ein Problem sein. Die Eigenwerte von A hängen signi�kant
von der Verteilung der Punkte und insbesondere von deren Abständen ab. Ein typisches Maÿ hierfür
ist der Separationsabstand

qX :=
1

2
min

x,y∈X,x 6=y
‖x− y‖2.

In unserem Fall, d.h. für die Gauÿ-Funktion, kann der kleinste Eigenwert von A abgeschätzt werden
durch

λmin(A) ≥ C(2β)−d/2 exp

(
−40, 71d2

q2
Xβ

)
q−dX ,
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wobei C = C(d) > 0 eine von d abhängige Konstante bezeichnet; siehe [74]. Eines der Hauptziele der
hier vorgestellten Verfahren ist eine gleichmäÿige Abdeckung des betrachteten Gebiets mit Interpola-
tionspunkten und keine Erzeugung von lokalen Clustern, sodass auch vom numerischen Standpunkt
aus ein stabiles Verhalten der Vandermonde-Matrix A erwartet wird.

Bemerkung 3.4. Wenn die Funktion f auf dem gesamten Rd de�niert ist, kann das vorherige
Theorem 3.2 auf glatte Mannigfaltigkeiten X ⊂ Rd verallgemeinert werden. Die Erweiterung von
Theorem 3.2 auf nicht-glatte Mannigfaltigkeiten funktioniert nicht ohne Weiteres und bedarf weiterer
Untersuchungen. Allerdings zeigen numerische Tests, dass die vorgestellte Theorie auch für nicht-
glatte Mannigfaltigkeiten vernünftige Ergebnisse liefert. Sei dazu X = {(x, y, z) ∈ [−1, 1]3 : x = 1}∪
{(x, y, z) ∈ [−1, 1]3 : z = 1} die Vereinigung zweier Seiten des Würfels [−1, 1]3. Auf verschiedenen
Diskretisierungen von X wird die Interpolation der Funktion f(x, y) = |x− y|−1 unter Benutzung des
Gauÿ-Kerns Φ(x) = exp(−|x|2) betrachtet. Der Fehler zwischen f und dessen Approximation p wird
mit einer Diskretisierung von X bestehend aus 32640 Punkten und zwei unterschiedlichen Punkten
y1 = (2, 2, 2)T und y2 = (5, 5, 5)T aus dem Fernfeld getestet. Dann kann der maximale punktweise
Fehler gemessen in X × {y1} und X × {y2} in Tabelle 3.1 beobachtet werden.

hXk,X 0.286 0.133 0.0645 0.0317

Max. Fehler in X × {y1} 4.91e-1 6.73e-2 3.16e-2 1.02e-3
Max. Fehler in X × {y2} 1.31e-1 1.62e-2 7.78e-3 4.03e-4

Tab. 3.1: Maximaler Interpolationsfehler zwischen f und p für verschiedene Fülldichten.

Im Folgenden werden wir die gewonnenen Erkenntnisse auf die Kreuzapproximation und die Sin-
gularitätenfunktion des Laplace Operators anwenden.

3.3 Anwendung in der Kreuzapproximation

Damit wir den Fehler der Kreuzapproximation analysieren können, muss der Restterm rk abgeschätzt
werden. Wie wir bisher in Kapitel 2 gesehen haben, benutzt der übliche Beweis die Bestapproxima-
tion in jedem beliebigen Funkionensystem Ξ = {ξ1, ..., ξk}. Dort wurden qualitative Resultate für ein
polynomielles System Ξ gezeigt. Für die Existenz einer eindeutigen Lösung beim auftretenden Inter-
polationsproblem musste angenommen werden, dass die Vandermonde-Matrix V = [ξj(xi)]ij ∈ Rk×k
nicht singulär ist, siehe Abschnitt 2.2.2. Unser Ziel ist es, unter Verwendung der Interpolation mit ra-
dialen Basisfunktionen diese Annahme zu vermeiden. Zudem kann mit der Minimierung der Fülldichte
eine Vorschrift angegeben werden, um den nächsten Pivotpunkt xk+1 auszuwählen, was zu erhöhten
Konvergenzraten führt.
Wir werden die Kreuzapproximation und die Interpolation mit radialen Basisfunktionen beispiel-

haft auf die Singularitätenfunktion des Laplace-Operators anwenden, d.h. betrachtet werden Funk-
tionen der Form

f(x, y) =
1

|x− y|α
, α > 0,

auf zwei Gebieten X,Y mit

max{diam X, diam Y } ≤ η dist (X,Y ). (3.6)

Damit wir die Funktion f mit radialen Basisfunktionen und Theorem 3.2 interpolieren können, müssen
im Vorfeld noch zwei Schritte unternommen werden. Als Erstes wird f auÿerhalb von X × Y durch
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die Funktion

f̃(x, y) =


1
σα , |x− y| ≤ σ

1
|x−y|α , σ < |x− y| ≤ σ + ϑ

−−|x−y|+σ+2ϑ
ϑ(σ+ϑ)α , σ + ϑ < |x− y| ≤ σ + 2ϑ

0, |x− y| > σ + 2ϑ

fortgesetzt, wobei σ := dist (X,Y ) und ϑ := diam Y + diam X. Dabei gilt: f̃ |X×Y = f .
Setze nun F (t) = f̃(x, y) mit t := x − y. Der zweite Schritt ist die Glättung von F mit Hilfe des
Glättungskerns gm(x) = (m/π)d/2e−m||x||

2
2 für m ∈ N und x ∈ Rd, d.h. Fm = (F ∗ gm). Da F stetig

ist, gilt nach [74](Theorem 5.20), dass Fm für m→∞ gegen F konvergiert.

Sei Φm(x, y) =
(
m
2π

)d/2
e−

m
2
||x−y||22 . Wir interpolieren f̃ für ein festes y ∈ Y mit

py(x) =
k∑
i=1

F (ti)L
Φm
i (x), ti = xi − y, (3.7)

auf dem Datensatz Xk = {x1, ..., xk}, wobei LΦm
i , i = 1, ..., k, die Lagrange-Funktionen für Φm und

Xk bezeichnen.

Lemma 3.5. Sei λm aus Theorem 3.2 gegeben. Dann gilt für x ∈ X und y ∈ Y die Abschätzung

|F (x− y)− py(x)| ≤ (1 + ΛΦm
k )||F − Fm||L∞(Rd) + cλ

1/hXk,X
m ||F ||L2(Rd), (3.8)

wobei ΛΦm
k := supx∈X

∑k
i=1 |L

Φm
i (x)| die Lebesgue-Konstante und c > 0 eine Konstante bezeichnet.

Beweis. Mit der Dreiecksungleichung folgt unter Berücksichtigung der geglätteten Funktion Fm und

der Interpolante p(m)
y (x) =

k∑
i=1

Fm(ti)L
Φm
i (x) an Fm, dass die Abschätzung

|F (x− y)− py(x)| ≤ |F (x− y)− Fm(x− y)|+ |Fm(x− y)− p(m)
y (x)|+ |p(m)

y (x)− py(x)|

gilt. Für den dritten Summanden obiger Abschätzung erhalten wir

|p(m)
y (x)− py(x)| ≤ |

k∑
i=1

Fm(xi − y)LΦm
i (x)−

k∑
i=1

F (xi − y)LΦm
i (x)|

≤ ΛΦm
k ||F − Fm||∞,

wobei ΛΦm
k := supx∈X

∑k
i=1 |L

Φm
i (x)|.

Um den Fehler |Fm(x− y)− p(m)
y (x)| abzuschätzen, werden die Fouriertransformierten von gm und

Φm benötigt:

ĝm(ω) = (2π)−d/2e−||ω||
2
2/4m,

Φ̂m(ω) = (2π)−d/2e−||ω||
2
2/2m.

Damit erhalten wir

‖Fm‖2Φm =

∫
Rd

(2π)d|F̂ ĝm|2

Φ̂m

dω =

∫
Rd

(2π)d|F̂ (ω)|2

(
(2π)−d/2e−||ω||

2
2/4m

)2

(2π)−d/2e−||ω||
2
2/2m

dω.

= (2π)d/2
∫
Rd

|F̂ (ω)|2 dω = (2π)d/2||F̂ ||22 = (2π)d/2||F ||22,
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wobei der letzte Schritt wegen F ∈ L1(Rd)∩L2(Rd) folgt. Demnach beschreibt |Fm(x− y)−p(m)
y (x)|

einen Interpolationsfehler, wie er von Theorem 3.2 abgedeckt wird, d.h. es gilt

|Fm(x− y)− p(m)
y (x)| ≤ cλ1/hXk,X

m ‖F‖2.

Bemerkung 3.6. Eine Einschränkung der Funktion F bzw. f̃ auf X×Y in Abschätzung (3.8) liefert
ein Resultat für die Funktion f , d.h. es gilt

|f(x− y)− py(x)| ≤ (1 + ΛΦm
k )||f − fm||L∞(X×Y ) + c̃λ

1/hXk,X
m ||f ||L2(X×Y ),

wobei c̃ = c(1 + c+ ĉ) eine von σ und α abhängige Konstante bezeichnet mit

c =
d− 2α

d

((
σ + ϑ

σ

)d−2α

− 1

)−1

,

ĉ =
d− 2α

d

(
(σ + 2ϑ)d

(σ + ϑ)2α
− (σ + ϑ)d−2α

)(
(σ + ϑ)d−2α − σd−2α

)−1
.

und fm = Fm|X×Y .

Da wir erwarten können, dass sich die Fülldichte wie hXk,X ∼ k−1/d verhält, konvergiert der 2.
Summand aus Lemma 3.5 exponentiell bezüglich k. Aus Sicht der Approximationstheorie ist das
Resultat aus Lemma 3.5 wegen des 1. Summanden nicht optimal. Da sich die Lebesgue-Konstante
ΛΦm
k in m stabil verhält, ist die Bilanzierung von ΛΦm

k gegen ||F −Fm||L∞(Rd) für wachsende k und m
entscheidend. Aufgrund der hier konstruierten Fortsetzung von f , welche in den Verbindungspunkten
nur stetig ist, kann keine hohe Konvergenzgeschwindigkeit von ||F − Fm||L∞(Rd) bzgl. m erwartet
werden. Die Konstruktion einer glatteren Fortsetzung sollte die Konvergenzgeschwindigkeit bzgl. m
erhöhen, wobei das optimale Resultat eine analytische Fortsetzung wäre. Jedoch ist die analytische
Fortsetzung von f eine noch o�ene Fragestellung. Auf der anderen Seite wird die Lebesgue-Konstante
ΛΦm
k je nach Punktkon�guration ein Wachstumsverhalten in k zwischen log k und 2k oder schlimmer

aufweisen. Ferner hängt λm ∈ (0, 1) von m ab und strebt mit m→∞ gegen 1.
Für die Anwendung von Lemma 3.5 auf dem Restterm rk bei der Kreuzapproximation bedeutet

dies keinen Abbruch, falls die Genauigkeit für die Wahl eines festen Parameters m bilanziert wird.
Hierfür können zwei Gründe genannt werden. Mit der Kreuzapproximation soll ein vorgegebener
Fehler erreicht werden, der hauptsächlich durch den Diskretisierungsfehler bestimmt wird. Zudem
sind wir an eher kleinen ClusternX interessiert, sodass sich die Zahl k in Grenzen hält. Diese Situation
tritt im Übrigen auch bei der ursprünglichen Theorie unter Bezugnahme auf die Polynominterpolation
ein. Auch hier ist man eher an kleineren Cluster interessiert.
Die Anwendung des letzten Lemmas auf den Restterm rk für ein fest gewähltes m führt auf das

folgende Resultat, um f auf X × Y zu interpolieren.

Theorem 3.7. Für y ∈ Y bezeichne py die Interpolante (3.7) basierend auf radialen Basisfunktio-
nen für fy := f(·, y) = | · −y|−α. Generiert die Auswahl der Punkte y1, ..., yk Matrizen von quasi
maximalem Volumen, d.h. sie erfüllt die Bedingung

|detC(i)
k (y)| ≤ cM |detCk|, 1 ≤ i ≤ k, y ∈ Y, (3.9)

wobei cM > 1 eine Konstante ist, so gilt, dass

|rk(x, y)| ≤ (cMk + 1)
(

(1 + ΛΦm
k )||f − fm||L∞(X×Y ) + c̃λ

1/hXk,X
m ||f ||L2(X×Y )

)
, (3.10)

wobei Xk := {x1, . . . , xk}.
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Beweis. Aus Abschnitt 1.2.1 wissen wir, dass der Restterm rk die Darstellung

rk(x, y) = f(x, y)− sk(x, y),

besitzt, wobei sk(x, y) = vk(x)TC−1
k wk(y) und

Ck :=

f(x1, y1) . . . f(xk, yk)
...

...
f(xk, y1) . . . f(xk, yk)

 ∈ Rk×k, vk(x) := κ(x, [y]k), wk(y) = κ([x]k, y).

Sei der Vektor der Lagrange Funktionen LΦm
i , i = 1, . . . , k, bezogen auf die radialen Basisfunktio-

nen Φm und die Punkte x1, . . . , xk gegeben durch

LΦm(x) =

L
Φm
1 (x)
...

LΦm
k (x)

 .
Unter Verwendung der Darstellung von rk erhalten wir

rk(x, y) = f(x, y)− vk(x)TC−1
k wk(y)

= f(x, y)− wk(y)TLΦm(x)−
(
vk(x)− CTk LΦm(x)

)T
C−1
k wk(y)

= fy(x)− py(x)−
k∑
i=1

(C−1
k wk(y))i (fyi(x)− pyi(x))

= fy(x)− py(x)−
k∑
i=1

detC(i)
k (y)

detCk
(fyi(x)− pyi(x)),

wobei die letzte Zeile aus der Cramerschen Regel folgt. Die Aussage folgt mit der Dreiecksungleichung
und Lemma 3.5.

Die Bedingung (3.9) ist in der Praxis nur sehr schwer zu überprüfen. Praktikabler ist die Auswahl
der Punkte y1, . . . , yk bezüglich der Bedingung

|rk−1(xk, yk)| ≥ |rk−1(xk, y)| für alle y ∈ Y.

Jedoch führt diese Bedingung auf die schlechtere Fehlerschranke

|rk(x, y)| ≤ 2k
(

(1 + ΛΦm
k )||f − fm||L∞(X×Y ) + c̃λ

1/hXk,X
m ||f ||L2(X×Y )

)
.

Durch die Wahl des nächsten Punktes xk+1 kann die Konvergenz der Approximation auf X kontrol-
liert werden, indem die Fülldichte hXk+1,X von Schritt k zu Schritt k + 1 minimiert wird. Dieses
Minimierungsproblem kann e�zient, d.h. in logarithmisch linearer Komplexität, zum Beispiel mit
dem �Approximate Nearest Neighbor� Vefahren gelöst werden, siehe [4, 5, 6].
Bisher haben wir in den Kapiteln 2 und 3 kontinuierliche Funktionen betrachtet. Im späteren

Verlauf werden hauptsächlich Diskretisierungen von Funktionen und Operatoren im Fokus stehen,
sodass wir uns um entsprechende analoge Techniken kümmern müssen. Dies führt uns in einem
ersten Schritt zu Matrizen von niedrigem Rang.
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4. Niedrigrang-Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir nicht mehr den Operator selbst, sondern seine diskretisierte Form,
was im Fall von nicht-lokalen Operatoren eine voll-besetzte Systemmatrix zur Folge hat. Das Ziel
besteht darin, eine e�ziente Darstellung der Systemmatrix zu �nden. Hierbei wird die Approximation
durch Niedrigrang-Matrizen hilfreich sein. Im Fokus liegt daher eine Matrix A ∈ RM×N mit der
Darstellung

A = Λ1AΛ∗2, (4.1)

wobei der nicht lokale Operator A linear von einer bivariaten Funktion κ : Rd × Rd → R abhängt.
Im Falle eines beschränkten Gebietes Ω ⊂ Rd mit Lipschitz-Rand dient

(Av)(x) =

∫
Ω

κ(x, y)v(y) dµy, x ∈ Ω,

als Prototyp, siehe Kapitel 2. Dabei bezeichnet µ das zugehörige Maÿ. Die beiden Operatoren
Λ1 : L2(Ω) → RN und Λ2 : L2(Ω) → RM seien linear. Der adjungierte Operator Λ∗2 : RM → L2(Ω)
ist durch

(Λ∗2z, f)L2(Ω) = zT (Λ2f), z ∈ RM , f ∈ L2(Ω),

de�niert. Die beiden gerade aufgestellten Operatoren Λ1 und Λ2 dienen zur Beschreibung von
Diskretisierungen. Zwei Beispiele sind:

1. Galerkin Methode: Die Wahl von Funktionen ϕi, i = 1, ..., N , und ψj , j = 1, ...,M , resultiert
in der Diskretisierung

(Λ1f)i =

∫
Ω

f(x)ϕi(x) dµx und (Λ2f)j =

∫
Ω

f(x)ψj(x) dµx. (4.2)

2. Kollokation: Die Wahl von Punkten yj , j = 1, ...,M , und Funktionen ϕi, i = 1, ..., N , führt auf
die Diskretisierung

(Λ1f)i = f(yi) und (Λ2f)j =

∫
Ω

f(x)ϕj(x) dµx.

Niedrigrang-Matrizen sind stark mit der Approximation von bivariaten Kernfunktionen κ durch
degenerierte Funktionen κ̃, wie wir es in Kapitel 2 kennengelernt haben, verbunden. Diskretisiert
man den approximierten Kern

κ̃(x, y) =
k∑
l=1

ul(x)vl(y) ≈ κ(x, y)

mit
al = Λ1ul ∈ RM und bl = Λ2vl ∈ RN , l = 1, ..., k,

so führt dies automatisch zu einer Matrix

Ã = Λ1ÃΛ∗2 = Λ1

k∑
l=1

ulb
T
l =

k∑
l=1

(Λ1ul)b
T
l =

k∑
l=1

alb
T
l

von Rang k, wobei Ã de�niert ist durch (Ãv)(x) :=
∫
Ω

κ̃(x, y)v(y) dµy. Die Umkehrung dieser

Beziehung ist im allgemeinen nicht richtig. Eine Niedrigrang-Matrix ist wie folgt de�niert, siehe
auch [15].
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De�nition 4.1. Matrizen A ∈ RM×N vom Rang k heiÿen Niedrigrang-Matrizen, falls

k(M +N) < MN, M,N ∈ N.

Der Vorteil von Niedrigrang-Matrizen liegt in den reduzierten Speicheranforderungen und den
schneller auszuführenden Matrix-Rechenoperationen. Ersteres ist eine Folge der e�zienten Darstel-
lungsmöglichkeit. Mit der äuÿeren Produktform, d.h. es existieren Matrizen U ∈ RM×k und V ∈
RN×k mit

A = UV T =
k∑
l=1

ulv
T
l ,

wobei ul und vl, l = 1, ..., k, die Spalten von U und V bezeichnen, lässt sich A bzw. die Approximation
an A mit k(M + N) anstelle von MN Einheiten speichern. Die äuÿere Produktform hat auch
Auswirkungen auf die Multiplikation einer Niedrigrang-Matrix mit einem Vektor. Hier kann die
Anzahl an arithmetischen Operationen von 2MN auf 2k(M+N)−k reduziert werden, siehe z.B. [15].
Auch einige typische Normen, wie die Frobenius Norm oder die Spektralnorm pro�tieren von der
äuÿeren Produktdarstellung. Die Frobeniusnorm kann wegen

‖A‖2F = ‖UV T ‖2F =
k∑

i,j=1

(uTi uj)(v
T
i vj)

mit 2k2(M + N) Operationen berechnet werden. Bezeichnet ρ(A) den Spektralradius von A, so ist
die Anzahl der Rechenoperationen für die Spektralnorm

‖A‖2 =
√
ρ(UTUV TV )

von gleicher Gröÿenordnung.
In den im weiteren Verlauf dieser Arbeit entwickelten Algorithmen wird die Addition und Mul-

tiplikation von Niedrigrang-Matrizen auftauchen. Eine e�ziente Behandlung dieser Matrix-Matrix
Rechenoperationen ist demnach essentiell, um e�ziente Algorithmen zu erhalten. Daher werfen wir
einen kurzen Blick auf die e�ziente Addition bzw. Multiplikation von Niedrigrang-Matrizen, siehe
auch [15]. Seien also A = UAV

T
A ∈ RM×r und B = UBV

T
B ∈ Rr×N zwei Matrizen von Rang kA

bzw. kB in äuÿerer Produktform. Dann gibt es zwei Möglichkeiten, die Matrix-Matrix-Multiplikation
AB = UV T zu realisieren, welche je nach kA, kB, M und N besser oder schlechter geeignet ist. Für
die erste Variante setze

V := VB und U := UA(V T
A UB),

was 2kAkB(M + r) − kB(M + kA) arithmetische Operationen erfordert. In der zweiten Variante
werden durch das Setzen

V := VB(UTBVA) und U := UA

insgesamt 2kAkB(r+N)−kA(N +kB) Operationen benötigt. Der Rang des Produkts AB ist hierbei
durch min{kA, kB} beschränkt.
Bei der Addition zweier Niedrigrang-Matrizen lässt sich der Rang des Resultats A+B nicht exakt

angeben. Hier gilt für die Summe zweier Matrizen A+ B = UV T mit U := [UA, UB] ∈ RM×(kA+kB)

und V := [VA, VB] ∈ RN×(kA+kB), dass

rank(A+B) ≤ kA + kB.

Eine Erhöhung des Rangs bei der Addition zweier Matrizen lässt sich leicht nachvollziehen. Jedoch
wird in der Praxis aufgrund innerer Abhängigkeiten der Rang der Summe zumeist viel kleiner sein
als die Summe der Ränge von A und B.

20



Niedrigrang-Matrizen

4.1 Approximation mit Niedrigrang-Matrizen

In den Anwendungen kommen Niedrigrang-Matrizen häu�g nur als Approximationen an die eigentliche
Matrix vor. Denn viele Matrizen von vollem Rang können oft durch Matrizen von niedrigerem Rang
approximiert werden. Die beste Niedrigrang- bzw. Rang-k-Approximation einer Matrix A ∈ RM×N ,
N ≤ M , ist gegeben durch die Singulärwertzerlegung A = UΣV T mit UTU = IN = V TV und einer
Diagonalmatrix Σ ∈ RN×N mit den Einträgen σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σN ≥ 0, siehe [35].

Theorem 4.2. Sei A = UΣV T eine Singulärwertzerlegung von A ∈ RM×N , M ≥ N . Dann gilt für
k ∈ N mit k ≤ N , dass

min
Rang G≤k

||A−G|| = ||A−Ak|| = ||Σ− Σk||,

wobei Ak := UΣV H und Σk := diag(σ1, ..., σk, 0, ..., 0) ∈ Rn×n Matrizen vom Rang höchstens k sind.

Ein Vorteil der Singulärwertzerlegung (siehe [35, 15]) hierbei ist, dass wir mit den Abschätzungen

‖A−Ak‖F ≤

√√√√ N∑
l=k+1

σ2
l

bzw.
‖A−Ak‖2 ≤ σk+1,

wenn die Spektralnorm betrachtet wird, Informationen über den Fehler der Approximation erhalten.
So kann z.B. bei vorgegebener relativer Genauigkeit ε > 0 mit

‖A−Ak‖2 ≤ ε‖A‖2

der kleinstmögliche Rang
k(ε) = min{k ∈ N : σk+1 ≤ εσk}

angegeben werden, um diese Genauigkeit ε zu erreichen.
Da sich der Rest dieser Arbeit vorrangig mit einer anderen Approximationstechnik beschäftigt,

werden wir hier nicht näher auf die Singulärwertzerlegung eingehen. Weitere Eigenschaften auch im
Hinblick auf Niedrigrang-Matrizen wie zum Beispiel eine approximative Variante der Addition zweier
Niedrigrang-Matrizen können in [15] gefunden werden.

4.2 Die adaptive Kreuzapproximation (ACA)

Die Singulärwertzerlegung liefert zwar optimale Resultate bzgl. des Rangs der Approximation bei
vorgegebener Genauigkeit, jedoch ist sie aufgrund der hohen Komplexität für hoch bzw. höher di-
mensionale Problemstellungen nicht geeignet. Die folgende adaptive Kreuzapproximation (ACA) stellt
eine e�ziente Möglichkeit dar, voll besetzte Matrizen zu approximieren, und ist in gewisser Weise
das algebraische Analogon zur Kreuzapproximation aus Kapitel 2. Im Gegensatz dazu wird beim
ACA nicht die Kernfunktion des Integraloperators approximiert. Vielmehr wird direkt auf dem
diskretisierten Operator, also auf der Matrix selbst gearbeitet, wobei für die Approximation nur
wenige Originaleinträge nötig sind. Zudem muss die gesamte Matrix nicht zu Beginn aufgestellt
werden. Wie bei der Kreuzapproximation auch muss für die Kernfunktion angenommen werden,
dass sie bezüglich mindestens einer Variable asymptotisch glatt ist. Auch wenn die Kernfunktion
nicht bekannt sein muss und nur auf der Matrix gearbeitet werden kann, müssen wir an dieser Stelle
zumindest wissen, dass die zugrunde liegende Kernfunktion in dieser Klasse von Funktionen liegt.
In Abschnitt 4.2.1 soll zunächst der Algorithmus formuliert und anschlieÿend dessen Konvergenz
untersucht werden.
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4.2.1 Formulierung des Algorithmus

Gegeben ist eine Matrix A ∈ RM×N der Form (4.1). Um zu gewährleisten, dass die asymptotische
Glattheit erfüllt ist, betrachten wir einen einzelnen Block Ab ∈ Rm×n, m ≤M , n ≤ N , von A, sodass
die Träger X = supp Λ1 und Y = supp Λ2 die Abstandsbedingung (2.1) erfüllen. Dabei wird ein
ähnlicher Ansatz wie bei der Kreuzapproximation in Kapitel 1 verfolgt, siehe z.B. [15].
Wir starten mit R0 := Ab. Zur Berechnung von Rk wird ein Pivotelement (ik, jk) in Rk−1 gesucht

und von Rk−1 ein skaliertes äuÿeres Produkt subtrahiert, d.h.

Rk := Rk−1 −
1

(Rk−1)ikjk
(Rk−1)1:m,jk(Rk−1)ik,1:n.

Die Notation (Rk−1)1:m,jk bezeichnet die j-te Spalte von Rk−1. Der Ausdruck (Rk−1)i,1:n ist in
analoger Art zu verstehen. Dieser Idee folgend konstruieren wir zwei Folgen von Vektoren uk ∈
Rm und vk ∈ Rn für k = 1, 2, 3, ... mit Hilfe des folgenden Algorithmus 1. Als Kriterium für die
Terminierung des Algorithmus wird ein Ausdruck bestehend aus einer vorgegebenen Genauigkeit
εACA und dem Parameter η aus der Abstandsbedingung (2.1) verwendet.

Algorithmus 1 Adaptive Kreuzapproximation (engl.: Adaptive Cross Approximation, ACA)

Let k = 1; Z = ∅; εACA > 0.
repeat

Finde ik mit einer geeigneten Regel
ṽk := Aik,1:n.
for l = 1, ..., k − 1 do ṽk := ṽk − (ul)ikvl.
end for

Z := Z ∪ {ik}
if ṽk 6= 0 then

jk := argmaxj∈s|(ṽk)j |; vk := (ṽk)
−1
jk
ṽk.

uk := A1:m,jk .
for l = 1, . . . , k − 1 do uk := uk − (vl)jkul.
end for

k := k + 1.
end if

until ‖uk+1‖2‖vk+1‖2 ≤ εACA(1−η)
1+εACA

‖Sk‖F or Z = t.

Mit diesen Folgen von Vektoren lässt sich eine eine Matrix

Sk :=

k∑
l=1

ulv
T
l

de�nieren, welche höchstens Rang k besitzt und unter den bisher getro�enen Annahmen eine Ap-
proximation an Ab = Rk + Sk mit Fehler Rk = Ab − Sk darstellt. Die rekursive Form der beiden
Folgen

uk = (Rk−1)1:m,jk = A1:m,jk −
k−1∑
l=1

(ṽl)jk
(ṽl)jl

ul

und

ṽk = (Rk−1)Tik,1:n = ATik,1:n −
k−1∑
l=1

(ul)ik
(ṽl)jl

ṽl
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zeigt, dass nur wenige Originaleinträge von A nötig sind.
Das in Algorithmus 1 verwendete Abbruchkriterium

‖uk+1‖2‖vk+1‖2 ≤
εACA(1− η)

1 + εACA
‖Sk‖F

beruht auf der Annahme
‖Rk+1‖F ≤ η‖Rk‖F .

Denn damit folgt

‖Rk‖F ≤ ‖Rk+1‖F + ‖uk+1v
T
k+1‖F

≤ η‖Rk‖F + ‖uk+1‖2‖vk+1‖2,

womit wir durch

‖Rk‖F ≤
1

1− η
‖uk+1‖2‖vk+1‖2

≤ εACA
1 + εACA

‖Sk‖F

≤ εACA
1 + εACA

(‖A‖F + ‖Rk‖F )

und

εACA‖A‖F ≥ (1 + εACA)

(
‖Rk‖F −

εACA
1 + εACA

‖Rk‖F
)

= (1 + εACA) (1 + εACA)−1 ‖Rk‖F = ‖Rk‖F

letztendlich einen relativen Approximationsfehler εACA erhalten.
Während die Wahl von jk durch die Bedingung

|(Rk−1)ikjk | = max
j=1,...,n

|(Rk−1)ikj |

klar festgelegt ist, gibt es bei der Wahl von ik mehr Möglichkeiten. In [15] wird beispielsweise eine
Selektion von ik diskutiert. Die Menge Z in Algorithmus 1 sammelt hierbei alle verschwindenden
Zeilen der Matrix Rk. Die Zeilenindizes ik müssen so gewählt werden, dass die zum System gehörende
Vandermonde-Matrix, in welcher der Approximationsfehler abgeschätzt wird, nicht singulär ist, siehe
Kapitel 1. Falls die ik-te Zeile von Rk−1 nicht Null ist und daher als vk genutzt wird (nach einer
Skalierung von ṽk mit (ṽk)

−1
jk
), wird sie auch zu Z hinzugefügt, da die ik-te Zeile des folgenden Rests

Rk auch verschwindet. Es kann gezeigt werden, dass der numerische Aufwand bei ACA von der
Ordnung |Z|2(|t| + |s|) ist und die Anzahle der Schritte |Z| typischerweise logarithmisch von der
gewünschten blockweisen Genauigkeit εACA abhängt.
Wenden wir die Techniken aus Kapitel 3 an, so genügt es, bei der Punktauswahl die Fülldichte des

zugrunde liegenden Clusters zu minimieren. Entscheidend für die numerische Stabilität hierbei ist
der Separationsabstand der zugrunde liegenden Punktmenge, siehe Bemerkung 3.3.

4.2.2 Fehleranalyse

Um die Konvergenz der ACA zu analysieren, muss der Restterm Rk abgeschätzt werden. Zunächst
wird, wie bisher auch, angenommen, dass die betrachtete Kernfunktion κ bzgl. der Variable y asymp-
totisch glatt ist. Wir halten uns bei der Konvergenzanalyse an die Ausführungen in [15]. Je nachdem
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welche Diskretisierung angewendet wird, werden unterschiedliche Abschätzungen erzielt. Am Ende
dieses Abschnitts wird dies kurz im Fall von Kollokations- und Galerkin-Matrizen thematisiert.
Aus Gründen der Einfachheit in der folgenden Analyse und ohne Beschränkung der Allgemeinheit

seien die Pivot-Indizes il und jl festgelegt als il = jl = l, l = 1, ..., k. Mit der dadurch ermöglichten
Zerlegung der Matrix

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, A11 ∈ Rk×k,

besitzt der Rest Rk die folgende Darstellung.

Lemma 4.3. Es gilt

Rk = A−
(
A11

A21

)
A−1

11

(
A11 A12

)
=

(
0 0
0 Ck

)
,

wobei Ck = A22 −A21A
−1
11 A12 das Schur Komplement von A11 in A bezeichnet.

Beweis. Der zweite Teil der Behauptung sowie der erste Teil der Behauptung für k = 1 sind klar.
Für k ≥ 1 verwenden wir die Zerlegung

A =

 A11 w B
vT α yT

C x D

 , A11 ∈ Rk×k,

mit den Vektoren x ∈ Rm−k−1, y ∈ Rn−k−1, v, w ∈ Rk und α ∈ R. Der Bildungsvorschrift von Rk+1

folgend erhalten wir mit dem Pivot Element α− vTA−1
11 w und mit γ = (α− vTA11w)−1, dass

Rk+1 = Rk − [(Rk)ikjk ]−1(Rk)1:m,jk(Rk)ik,1:n

= A−

 A11 w
vT α
C x

( A−1
11 + γA−1

11 wv
TA−1

11 −γA−1
11 w

−γvTA−1
11 γ

)(
A11 w B
vT α yT

)

= A−

 A11 w
vT α
C x

( A11 w
vT α

)−1(
A11 w B
vT α yT

)
,

wodurch der erste Teil der Behauptung auch für k ≥ 1 folgt.

In Algorithmus 1 können nicht nur in den ausgewählten Indices Nullzeilen entstehen. Es kann
demnach passieren, dass die eigentliche Anzahl an Nullzeilen k′, entstanden durch Pivotisierung oder
nicht, gröÿer als die Rangzahl k ist. Wie wir in den nächsten Lemmata sehen werden, bestimmt nicht
der eigentlich Rang k die Genauigkeit der Approximation sondern k′, da wegen der Bildungsvorschrift
der Restterme Rk Nullzeilen erhalten bleiben, d.h. Nullzeilen von Rl sind auch Nullzeilen von Rk für
alle k ≥ l. Nach Umsortierung speichern wir die ausgewählten Indices in {1, ..., k} und die zusätzlichen
Nullzeilen in {k + 1, ..., k′}, womit sich der untere Teil von A durch

A21 =

(
Â21

Ǎ21

)
, A22 =

(
Â22

Ǎ22

)
mit Â21 ∈ R(k′−k)×k und Â22 ∈ R(k′−k)×(n−k) nochmals unterteilen lässt. Um den Fehler weiter
analysieren zu können, muss die Matrix Ck näher betrachtet werden, siehe auch [15].
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Lemma 4.4. Sei X ∈ R(m−k)×k′ beliebig. Dann gilt:

Ck =

(
A22 −X

(
A12

Â22

))
−
(
A21 −X

(
A11

Â21

))
A−1

11 A12.

Beweis. Zunächst gilt
(Rk)i,1:n = 0, i = k + 1, ..., k′,

und mit Lemma 4.3, dass
Â22 = Â21A

−1
11 A12.

Durch Addition und Subtraktion von

X

[
A12

Â22

]
= X

[
A11

Â21

]
A−1

11 A12

von und zu Ck folgt die Behauptung.

Der folgende Teil der Fehlerabschätzung gestaltet sich ähnlich wie die Abschätzung des Restterms
in Kapitel 1. Wir konzentrieren uns zunächst auf den Term A−1

11 A12 in Ck.

Lemma 4.5. Sei jk in jedem Schritt so gewählt, dass die Bedingung

|(Rk−1)ik,jk | = max
j=1,...,n

|(Rk−1)ik,j |.

erfüllt ist. Dann gilt für i = 1, ..., k und j = 1, ..., n− k, dass

|(A−1
11 A12)ij | =

|det (a1, ..., ai−1, a
′
j , ai+1, ..., ar)|

|detA11|
≤ 2k−i,

wobei al, l = 1, ..., k, die Spalten von A11 bezeichnen und a′j die j-te Spalte von A12 ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zu der Abschätzung bzgl. der Bedingung (1.5).

Die restlichen Terme der Matrix Ck lassen sich im Bezug auf Interpolationsfehler abschätzen, vgl.
Kapitel 2.
Um den Fehler bei ACA endgültig bestimmen zu können, muss ein genauerer Blick auf die gewählte

Diskretisierung geworfen werden. Je nach Art der Diskretisierung erhalten wir unterschiedliche Fak-
toren zusätzlich zum Bestapproximationsfehler. Wir starten mit den Kollokationsmatrizen. Verwen-
den wir dabei ein allgemeines Funktionensystem Ξ, so sollte, damit das auftretende Interpolations-
problem wohlgestellt ist, die Unisolvenz des Systems Ξ in den Punkten xi, i = 1, ..., k′ erfüllt sein.
Dementsprechend nehmen wir an, dass die Bedingung

det [ξj(xi)]i,j=1,...,k′ 6= 0, (4.3)

welche unter anderem durch die Wahl der Zeilen ik realisiert werden kann, erfüllt ist. Werden die
Techniken aus Kapitel 3, d.h. Approximation mit Exponentialsummen und Interpolation mittels
radialer Basisfunktionen, angewendet, so entfällt die Bedingung (4.3), wobei dies am Ende zu einer
spezi�scheren Abschätzung führt.

Lemma 4.6. Sei (Λ1f)i = f(yi), i = 1, ...,m. Dann gilt für i = 1, ...,m und j = 1, ..., n, dass

|(Rk)ij | ≤ 2k(1 + ||IΞ
k′ ||) max

j=1,...,n
inf

p∈span Ξ
||AΛ∗2,j − p||∞,

wobei Ξ := {ξ1, ..., ξk′} ein geeignetes System von Funktionen darstellt.
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Beweis. Mit der Wahl von Xil = LΞ
l (xi) erhalten wir für die Einträge der Matrix A22−X

(
A12

Â22

)
∈

Rm−k×n−k die Darstellung

(A22 −X
(
A12

Â22

)
)ij = AΛ∗2,j(xj)−

k′∑
l=1

LΞ
l (yi)AΛ∗2,j(xl).

Im Hinblick auf (2.4) gilt die Abschätzung

|(Rk)ij | ≤ 2k(1 + ‖IΞ
k′‖) max

j=1,...,N
inf

p∈span Ξ
‖AΛ∗2,j − p‖∞,

wobei die Abschätzung für die Matrix A21 − X

(
A11

Â21

)
in analoger Weise zu A22 − X

(
A12

Â22

)
folgt.

Die Galerkin-Diskretisierung, siehe (4.2), ist technisch aufwändiger, da in diesem Fall keine Punkt-
auswertungen sondern höchstens gemittelte Werte vorliegen. Aus diesem Grund werden wir zunächst
Funktionen unter einer verallgemeinerten Unisolvenzbedingung konstruieren, welche im Mittel für
alle Funktionen q ∈ span Ξ verschwinde.

Lemma 4.7. Sei die Bedingung
det [(Λ1ξj)i]i,j=1,...,k′ 6= 0

erfüllt. Dann existieren für jedes i ∈ {1, ...,m} eindeutig de�nierte Koe�zienten c
(i)
l , l = 1, ..., k′,

sodass ∫
Ω

(
ϕi
‖ϕi‖L1

−
k′∑
l=1

c
(i)
l

ϕl
‖ϕl‖L1

)
q dµ = 0

für alle q ∈ span Ξ erfüllt ist.

Beweis. Für jede Funktion q ∈ span Ξ existieren Koe�zienten αj , j = 1, ..., k′, sodass

q =
k′∑
j=1

αjξj

gilt. Das lineare Gleichungssystem

k′∑
l=1

c
(i)
l

(Λ1ξj)l
‖ϕl‖L1

=
(Λ1ξj)i
‖ϕi‖L1

, j = 1, ..., k′,

ist dank der Voraussetzung bezogen auf c(i)
l , l = 1, ..., k′, für alle i ∈ {1, ...,m} eindeutig lösbar. Mit

der Linearität des Operators Λ1 folgt die Behauptung.

Mit Hilfe der in Lemma 4.7 konstruierten Funktionen lässt sich der Fehler der ACA auch für
Galerkin-Diskretisierungen abschätzen.

Lemma 4.8. Im Fall der Galerkin-Diskretisierung sei Λ1,i de�niert durch

(Λ1f)i =
∑

Ω

f(x)ϕi(x) dµx, i = 1, ...,m.
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Dann gilt für i = 1, ...,m und j = 1, ..., n, dass

|(Rk)ij | ≤ 2k

(
1 +

k′∑
l=1

|c(i)
l |

)
‖ϕi‖L1 max

j=1,...,n
inf

p∈span Ξ
‖AΛ∗2,j − p‖∞.

gilt.

Beweis. Sei qj ∈ span Ξ mit

‖AΛ∗2,j − qj‖∞ = inf
p∈span Ξ

‖AΛ∗2,j − p‖∞.

Dann existieren nach Lemma 4.7 Koe�zienten c(i)
l , sodass die Bedingung

∫
Ω

(
ϕi
‖ϕi‖L1

−
k′∑
l=1

c
(i)
l

ϕl
‖ϕl‖L1

)
q dµ = 0

erfüllt ist. De�nieren wir die Matrix X aus Lemma 4.4 durch die Einträge Xil :=
‖ϕi‖L1

‖ϕl‖L1
c

(i)
l für alle

i = 1, ...,m− k und alle l = 1, ..., k′, so erhalten wir(
A22 −X

[
A12

Â22

])
ij

=

∫
Ω

AΛ∗2,j(x)ϕi(x) dµx −
k′∑
l=1

‖ϕi‖L1

‖ϕl‖L1

c
(i)
l

∫
Ω

AΛ∗2,j(x)ϕl(x) dµx

=

∫
Ω

[AΛ∗2,j(x)− qj(x)]ϕi(x) dµx −
k′∑
l=1

‖ϕi‖L1

‖ϕl‖L1

c
(i)
l

∫
Ω

[AΛ∗2,j(x)− qj(x)]ϕl(x) dµx

≤

(
1 +

k′∑
l=1

|c(i)
l

)
‖ϕi‖L1 inf

p∈span Ξ
‖AΛ∗2,j − p‖∞.

Auf analoge Art folgt dieselbe Abschätzung für den zweiten Teil in Lemma 4.4 und schlieÿlich mit
Lemma 4.5 die Behauptung.

Unter Berücksichtigung von Kapitel 3 erhält man durch die explizite Wahl eines Funktionensys-
tems, mit dem die Voraussetzung von Lemma 4.7 automatisch erfüllt ist, wiederum eine spezi�schere
Abschätzung in Lemma 4.8.
Kapitel 4 hat die Approximation eines einzelnen Blocks Ab einer Matrix A durch ein Niedrigrang-

Matrix thematisiert. Das Ziel jedoch ist, nicht nur eine e�ziente Darstellung eines einzelnen Blocks
zu �nden, sondern auch eine e�ziente Darstellung für die gesamte Matrix. Hierzu muss zunächst
eine geeignete Partitionierung der Matrix A konstruiert werden. Eine in diesem Sinne �geeignete�
Aufteilung der Matrix A wird Blöcke enthalten, die entweder in ihrer Dimension vergleichbar klein
sind oder mit Niedrigrang-Matrizen approximiert werden können.
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5. Matrix Partitionierung

Der in Abschnitt 4.2 vorgestellte Algorithmus soll nun auf die gesamte Matrix A angewendet werden.
Da ACA aber auf Teilmatrizen bzw. Blöcken Ab von A arbeitet, benötigen wir eine Unterteilung der
gesamten Matrix in Blöcke. Die Generierung der Blockstruktur erfolgt in einer hierarchischen Weise
mit Clusterbäumen und Block-Clusterbäumen. Die hierarchischen Matrizen können anschlieÿend auf
Basis der Partitionierung der Matrix A in Blöcke de�niert werden.
Soll ACA auf die Blöcke einer Matrix angewendet werden, welche durch die Diskretisierung einer sin-
gulären Kernfunktion ensteht, so ist das nicht bei allen Blöcken möglich, da diese nicht das geforderte
Verhalten bzgl. der Singulärwerte des jeweiligen Blockes aufweisen. Eine derartige Problematik kann
mit einer Zulässigkeitsbedingung bei der Partitionierung abgefangen werden.

5.1 Partitionierungen und die Zulässigkeitsbedingung

Im Folgenden wird eine Möglichkeit angeführt, Matrixindices I := {1, ...,M}×J := {1, ..., N}, welche
die Zeilen- bzw. Spaltenindices der betrachteten Matrix bezeichnen, in geeigneter Weise zu zerlegen,
damit eine Matrix A ∈ CM×N mit Niedrigrang-Matrizen approximiert werden kann, siehe auch [15].
Unser Interesse liegt dabei nicht in der Konstruktion einer optimalen Partition, da dies einen zu
groÿen Aufwand bedeuten würde. Vielmehr wird eine Partition angestrebt, welche mit nahezu linearer
Komplexität berechnet werden kann und eine Approximation mit logarithmisch-linearer Komplexität
ermöglicht.

De�nition 5.1. Seien I, J ⊂ N. Eine Teilmenge P ⊂ P(I × J) der Menge aller Teilmengen von
I × J heiÿt Partition, falls

I × J =
⋃
b∈P

b

gilt und falls aus b1 ∩ b2 6= ∅ folgt, dass b1 = b2 für alle b1, b2 ∈ P gilt. Die Elemente von P werden
als (Index-) Blöcke bezeichnet.

Bevor wir uns näher mit der Partitionierung auseinandersetzen, sollte sichergestellt sein, dass die
Blöcke der Matrix A, welche in den meisten Anwendungsfällen an das zu Grunde liegende Problem
gekoppelt sind, mit einer Niedrigrang-Matrix approximiert werden können. Dies kann mit einer
Zulässigkeitsbedingung gewährleistet werden, welche die folgenden drei Eigenschaften voraussetzt:

1. Falls b ∈ P zulässig ist, so fallen die Singulärwerte von Ab exponentiell ab, wobei Ab die
Restriktion von A auf den Block b bezeichnet.

2. Die Zulässigkeitsbedingung kann für jeden Block b := t × s ∈ P(I × J), t ⊂ I, s ⊂ J , geprüft
werden und die benötigten Rechenoperationen sind O(|t|+ |s|).

3. Falls b ∈ P zulässig ist, so ist auch jede Teilmenge b′ ⊂ b zulässig.

Natürlicherweise wird es auch Blöcke geben, die die Zulässigkeitsbedingung nicht erfüllen, was zum
Beispiel bei der Funktion f(x, y) = |x − y|−1 der Fall ist, da sie für x = y singulär ist. Um die
Gesamtkomplexität nicht zu zerstören, sollten nicht-zulässige Blöcke vergleichsweise klein sein. Daher
wird neben der Zulässigkeitsbedingung die Zulässigkeit der Partition de�niert.

De�nition 5.2. Eine Partition P heiÿt zulässig, falls jeder Block b = t × s ∈ P entweder zulässig
oder klein ist, d.h. die Mächtigkeiten von t und s erfüllen mit einer gegebenen minimalen Dimension
nmin ∈ N die Bedingung

min{|t|, |s|} ≤ nmin.
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Die Zulässigkeitsbedingung führt je nach Anwendungsgebiet auf andere Bedingungen, welche deut-
lich leichter zu greifen sind. In unserem Fall betrachten wir Matrizen A ∈ RM×N , deren Einträge

aij = (Vψj , ϕi), i = 1, ..., N, j = 1, ...,M,

aus der Diskretisierung eines nicht-lokalen Operators V, wie der Randintegralformulierung der in
Kapitel 9 beschriebenen Probleme, resultieren, wodurch A voll besetzt ist. Auf geeigneten Blöcken
t× s kann die Matrix A durch Niedrigrang-Matrizen approximiert werden, d.h.

Ats ≈ UV T , U ∈ Rt×k, V ∈ Rs×k,

wobei der Rang k im Vergleich zu den Mächtigkeiten |t| und |s| klein ist. Wie in [15] gezeigt wird,
ist die Bedingung

min{diamXt, diamXs} ≤ η dist(Xt, Xs), η > 0, (5.1)

geeignet, falls A einen Integraloperator oder die Inverse eines elliptischen partiellen Di�erentialo-
perators diskretisiert. Dabei bezeichnen Xt die Vereinigung der Träger Xi := suppϕi, i ∈ t und

diamX = sup
x,y∈X

|x− y| und dist(X,Y ) = inf
x∈X, y∈Y

|x− y|

den Durchmesser und den Abstand von zwei beschränkten Mengen X,Y ⊂ Rd. Alle Blöcke, die die
Bedingung (5.1) erfüllen, heiÿen zulässig. Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen zulässige Blöcke auf
zwei verschiedenen Geometrien.

Abb. 5.1: Zwei Cluster Xt und Xs, welche
einen zulässigen Block t× s auf der
Geometrie einer elektrischen Spule
bilden.

Abb. 5.2: Zwei Cluster Xt und Xs, welche
einen zulässigen Block t× s auf der
Einheitssphäre bilden.

Da die Berechnung von Bedingung (5.1) im Allgemeinen O(|t| · |s|) Operationen benötigt, ver-
letzt die Auswertung dieser Art von Zulässigkeitsbedingung die Voraussetzung 2. Zudem führt die
aktuell benötigte Anzahl an Operationen zu keiner Komplexitätsreduktion. Zur Konstruktion einer
Bedingung, welche nur O(|t|+ |s|) Operationen erfordert und dennoch (5.1) erfüllt, seien die Mengen
Xi für alle i ∈ I ( bzw. Xj für allle j ∈ J) polygonal. Eine derartige Annahme stellt keine starke
Einschränkung dar, da wir die Zulässigkeitsbedingung in Verbindung mit Gebietsdiskretisierungen
anwenden wollen, welche auf Dreicken, Vierecken oder allgemein auf Polygonen beruhen.
Der Abstand zwischen zwei Clustern Xt und Xs lässt sich im Vorfeld mit Hilfe deren Schwerpunkte
mt und ms abschätzen. Zusammen mit

ρt := sup{|x−mt|, x ∈ Xt}, t ⊂ I
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folgt
dist(Xt, Xs) ≥ |mt −ms| − ρt − ρs.

Mit diam Xt ≤ 2ρt kann die teuer auszuwertende Zulässigkeitsbedingung (5.1) ersetzt werden durch
die Bedingung

2 min{ρt, ρs}+ η(ρt + ρs) ≤ η|mt −ms|, t ⊂ I, s ⊂ J, (5.2)

welche in O(|t|+ |s|) Operationen ausgewertet werden kann. Die letzten Überlegungen sind nochmals
geometrisch in Abbildung 5.3 dargestellt.

Xt Xs

mt ms

|mt −ms|

dist(Xt, Xs)
ρt

ρs

Abb. 5.3: Geometrische Idee zur verbesserten Zulässigkeitsbedingung.

Die Partition der Matrix A erfolgt üblicherweise mittels Clusterbäumen [45, 48], mit denen wir uns
im nächsten Abschnitt genauer befassen werden.

5.2 Cluster- und Block-Clusterbäume

Bei der Partitionierung einer Matrix soll keine optimale Partition erreicht werden, da diese im All-
gemeinen zu aufwändig sein wird. Daher beschränken wir uns auf eine rekursive Unterteilung der
Indexmengen I und J . Die Struktur eines Clusterbaumes gibt einen Leitfaden an, wie zunächst I
und J partitioniert werden können. Anschlieÿend werden beide Clusterbäume unter Berücksichtigung
der Zulässigkeitsbedingung (5.1) bzw. (5.2) zu einen Block-Clusterbaum verknüpft. Die Menge der
Blätter des Block-Clusterbaumes ergibt die gesuchte zulässige Unterteilung. Es kann gezeigt wer-
den, dass die resultierende Partitionierung eine nahezu lineare Komplexität aufweist, siehe auch [15]
oder [45, 48].

De�nition 5.3. Ein Baum TI = (V,E) mit Knoten V und Kanten E heiÿt Clusterbaum für eine
Menge I ⊂ N, falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) I ist die Wurzel von TI .

(ii) ∅ 6= t =
.⋃
t′∈S(t)t

′ für alle t ∈ V \ L(TI).

(iii) Der Grad deg t := |S(t)| ≥ 2 jedes Knotens t ∈ V \ L(TI) ist von unten beschränkt.

Die Menge an Söhnen S(t) := {t′ ∈ V : (t, t′) ∈ E} von t ∈ V ist paarweise disjunkt und

L(TI) := {t ∈ V : S(t) = ∅}

bezeichnet die Menge der Blätter von TI . Die Anzahl an Anwendungen von S auf I, welche notwendig
sind, um t zu erhalten, heiÿt der Level von t ∈ TI .

Als erste Folgerung lässt sich anmerken, dass jeder Level wiederum eine Partition von I enthält.
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Lemma 5.4. Für alle t ∈ TI gilt, dass t ⊂ I und dass jeder Level

T
(l)
I := {t ∈ TI : Level t = l}

von TI zusammen mit {t ∈ L(TI) : Level t < l} eine Partition von I enthält.

Beweis. Die Behauptung ist eine direkte Folgerung aus (ii) der De�nition 5.3.

Zwei Clusterbäume unterscheiden sich nach De�nition 5.3 nur in der Abbildung t 7→ S(t). Um in
unserem Fall die Zulässigkeitsbedingungen zu berücksichtigen, ist S so bescha�en, dass die erzeugten
Cluster einen minimalen Durchmesser aufweisen. Durch die spezielle Wahl der Abbildung S und
deren rekursive Anwendung zur Konstruktion des Clusterbaumes TI , kann die Menge der Knoten V
mit dem Clusterbaum TI identi�ziert werden.
Eine andauernde rekursive Anwendung von S, solange bis eine Clustergröÿe von 1 erreicht ist,

würde sich letztendlich bei der Darstellung der Matrix bzw. der einzelnen Blöcke der Matrix als
äuÿeres Produkt nicht lohnen. Daher führen wir eine minimale Clustergröÿe nmin > 1 ein. Damit
lässt sich zeigen, dass der Speicherbedarf eines Clusterbaumes linear ist, siehe [15].

Lemma 5.5. Seien nmin > 1 und q := min
t∈TI\L(TI)

deg t ≥ 2. Dann gelten die folgenden beiden

Aussagen:

(i) Für alle t ∈ TI ist die Anzahl der Blätter |L(TI)| beschränkt durch

|L(TI)| ≤
|I|
nmin

.

(ii) Die Anzahl der Knoten in TI ist beschränkt durch

|TI | ≤
q|L(TI)| − 1

q − 1
≤ 2|L(TI)| − 1.

Beweis. Die Behauptung (i) folgt aus der De�nition 5.3 eines Clusterbaums und der Beschränkung
der Clustergröÿe.
Für den zweiten Teil streichen wir den Baum startend bei den Blättern von T \L(T ) in k Schritten

Knoten für Knoten zusammen, bis nur noch die Wurzel übrig ist. Sei daher Tl der Clusterbaum nach
l-Schritten und ql der Grad des l-ten Knotens. Dann gelten

|Tl+1| = |Tl| − ql+1

und
|L(Tl+1)| = |L(Tl)| − ql+1 + 1.

Demnach gilt nach k Schritten, dass |Tk| = 1 = |L(Tk)| und

|Tk| = |T | −
k−1∑
l=0

ql+1,

|L(Tk)| = |L(T )| −
k−1∑
l=0

(ql+1 − 1).

Da wegen ql ≥ q die Abschätzung
k(q − 1) ≤ |L(T )| − 1
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folgt, erhalten wir

|T | = |L(T )|+ k

≤ |L(T )|+ |L(T )| − 1

q − 1

=
q|L(T )| − 1

q − 1
.

Für q = 2 folgt sofort die zweite Abschätzung, denn es gilt

q|L(T )| − 1

q − 1
= 2|L(T )| − 1.

Im Fall q > 2 kann durch

q|L(T )| − 1

q − 1
=

(q − 1)(|L(T )| − 1) + |L(T )|+ q − 2

q − 1

≤ |L(T )| − 1 +
|L(T )|+ q − 1

q − 1

≤ |L(T )| − 1 +
|L(T )|(q − 1)

q − 1

= 2|L(T )| − 1

die zweite Abschätzung gefolgert werden.

Um den gesamten Speicherbedarf eines Clusterbaumes TI abschätzen zu können, werden noch
Aussagen zur Tiefe eines Baumes hilfreich sein.

De�nition 5.6. Die Tiefe eine Clusterbaumes TI ist de�niert durch

L(TI) := max
t∈TI

Level t+ 1.

Im schlimmsten Fall, falls sich die Gröÿe der Cluster stark voneinander unterscheidet, kann keine
logarithmische Baumtiefe entstehen. Unter der Annahme eines balancierten Baumes, d.h. die Mächtigkei-
ten der Cluster sind von vergleichbarer Gröÿe, kann eine in I logarithmische Abhängigkeit garantiert
werden.

De�nition 5.7. Ein Baum TI heiÿt balanciert, falls

R := min
t∈TI\L(TI)

{|t1|/|t2|, t1, t2 ∈ S(t)}

unabhängig von I durch eine positive Konstante von unten beschränkt ist.

Lemma 5.8. Sei TI ein balancierter Clusterbaum mit q := min
t∈TI\L(TI)

deg t ≥ 2. Dann gilt für die

Tiefe des Baumes TI , dass
L(TI) ≤ logξ(|I|/nmin) + 1 ∼ log |I|

und |t| ≤ |I|ξ−l, wobei l das Level von t ∈ TI bezeichnet und ξ := R(q − 1) + 1.
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Beweis. Seien t ∈ TI \ L(T ) und t′ ∈ S(t). Dann gilt

|t|
|t′|

=
|t′|+

∑
t′ 6=s∈S(t) |s|
|t′|

= 1 +
∑

t′ 6=s∈S(t)

|s|
|t′|

≥ 1 + (|S(t)| − 1)R ≥ 1 + (q − 1)R = ξ.

Für den nächsten Schritt sei e1, ..., eL−1 eine Folge von Kanten von der Wurzel v1 := I zum tiefsten
Knoten vL in TI und v2, ..., vL−1 die dazwischen liegenden Knoten. Mit

ξ|vl+1| ≤ |vl|, l = 1, ..., L− 1

erhalten wir
ξL−1|vL| ≤ |I|.

Damit folgen die Abschätzungen

(L− 1) log ξ ≤ log(|I|/|vL|) ≤ log(|I|/nmin)

und schlieÿlich die Behauptung durch

L ≤ 1

log ξ
(log(|I|/nmin) + 1) = logξ(|I|/nmin) + 1 ∼ log |I|.

Lemma 5.9. Sei TI ein Clusterbaum für I. Dann gelten die Abschätzungen:∑
t∈TI

|t| ≤ L(TI)|I|

und ∑
t∈TI

log |t| ≤ L(TI)|I| log |I|.

Beweis. Jedes Level von TI besteht aus disjunkten Teilmengen von I. Der zweite Teil folgt durch
log |t| ≤ log |I|, t ∈ TI .

Mit Lemma 5.8 und Lemma 5.9 folgt, dass der Speicherbedarf eines balancierten Clusterbaums TI
wie |I| log |I| skaliert.
Bevor wir zu den Block-Clusterbäumen übergehen, betrachten wir beispielhaft die Konstruktion

eines Clusterbaums bei der Finite-Elemente-Diskretisierung eines elliptischen Operators. Dazu sei
die Menge Xt die Vereinigung der Träger aller Ansatzfunktionen ϕi mit i ∈ t, d.h.

Xt =
⋃
i∈t
Xi, Xi = supp ϕi.

Im Hinblick auf Bedingung (5.1) ist es unser Ziel, den Durchmesser von Xt zu verringern. Zudem soll
die benötigte Anzahl an Operationen, um einen Clusterbaum zu generieren, die Gesamtkomplexität
nicht erhöhen. Die Konstruktion eines Clusterbaumes TI auf Basis einer Indexmenge I erfordert
einige zusätzliche Annahmen, welche mit den üblichen Anwendungen bzgl. der Diskretisierung mit
�niten Elementen übereinstimmen. Wir nehmen die folgenden Voraussetzungen an:

34



Matrix Partitionierung

1. Das betrachtete Gebiet Ω ⊂ Rd ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, d.h. es existiert
eine Konstante cΩ > 0, sodass für alle x ∈ Ω gilt:

µ(Ω ∩Br(x)) ≤ cΩr
m, r > 0, (5.3)

wobei µ(U) das m-dimensionale Maÿ einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit U ⊂ Rd
bezeichnet.

2. Die Mengen Xi, i ∈ I, sind quasi-uniform und von regelmäÿiger Form. Demnach gibt es zwei
Konstanten cU > 0 und cR > 0 mit

max
i∈I

µ(Xi) ≤ cU min
i∈I

µ(Xi) (5.4)

und
µ(Xi) ≥ cR(diam Xi)

m. (5.5)

3. Die Anzahl an Überlappungen der Mengen Xi ist beschränkt, d.h. es existiert eine Zahl ν ∈ N,
sodass

max
x∈int Xi

|{j ∈ J : x ∈ int Xj}| ≤ ν (5.6)

für alle i ∈ I gilt.

Es gibt verschiedene Methoden, einen Clusterbaum zu erstellen. Da die Clusterbäume bzgl. der
numerischen Experimente in dieser Arbeit mit Hilfe der Hauptkomponentenanalyse (engl. principal
component analysis, PCA) erzeugt wurden, siehe auch [58], folgt eine kurze Erläuterung dieser Clus-
terstrategie.

Wir �xieren geeignete Punkte zi ∈ Xi, i = 1, ..., n, und berechnen das Zentrum mt des Clusters
t ⊂ I mit

mt :=

∑
i∈t µ(Xi)zi∑
i∈t µ(Xi)

.

Der Cluster t wird durch diejenige Hyperebene geteilt, welche durch das Zentrum mt geht und
orthogonal zur Hauptrichtung des Clusters ωt verläuft. Dabei bezeichnet die Hauptrichtung des
Clusters t einen Vektor ωt ∈ Rd, ‖ωt‖2 = 1, mit∑

i∈t
|ωTt (zi −mt)|2 = max

‖v‖2=1

∑
i∈t
|vT (zi −mt)|2.

Die obige Maximierung ist gleichbedeutend mit der Suche nach dem gröÿten Eigenwert der sym-
metrischen und positiv de�niten Kovarianzmatrix

Ct :=
∑
i∈t

(zi −mt)(zi −mt)
T ∈ Rd×d,

denn es gilt:

max
‖v‖2=1

∑
i∈t
|vT (zi −mt)|2 = max

‖v‖2=1

∑
i∈t

vT (zi −mt)(zi −mt)
T v

= max
‖v‖2=1

vTCtv

= λmax(Ct).
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Obiges Maximum wird demnach für denjenigen Eigenvektor erreicht, der dem gröÿten Eigenwert von
Ct entspricht. Falls die Mengen Xi polygonal sind, so stellen die Punkte zi die Zentren der Xi dar.
In unserem Fokus sind geometrisch balancierte Bäume, d.h. es gibt Konstanten cg > 0 und cG > 0,

sodass für jeden Level l = 0, ..., L(TI)− 1 die beiden Abschätzungen

(diam Xt)
m ≤ cg2−l

und
µ(Xt) ≥ 2−lc−1

G

für alle t ∈ T (l)
I erfüllt sind. Derartige Bäume können unter Benutzung der Hauptrichtung ωt infolge

der De�nition der Sohnabbildung S(t) = {t1, t2} durch

t1 := {i ∈ t : wTt (zi −mt) > 0},
t2 := t \ t1

(5.7)

generiert werden. Für quasi-uniforme Gitter sind geometrisch balancierte Bäume wiederum ba-
lancierte Bäume:

Lemma 5.10. Angenommen die Mengen Xi, i ∈ I, sind quasi-uniform. Dann ist ein geometrisch
balancierter Clusterbaum balanciert im Sinne von De�nition 5.7.

Beweis. Seien t1, t2 ∈ TI zwei Cluster desselben Levels l von TI . Mit der Formregularität, (5.6) und
den Eigenschaften eines geometrisch balancierten Baums folgen

|t1|min
i∈t1

µ(Xi) ≤
∑
i∈t1

µ(Xi) ≤ νµ(Xt1)

≤ νcΩ(diam Xt1)m ≤ νcΩcg2
−l

und

|t2|max
i∈t2

µ(Xi) ≥
∑
i∈t2

µ(Xi) ≥ µ(Xt2) ≥ 2−l

cG
.

Der Quotient
|t1|
|t2|
≤ νcΩcgcG

maxi∈t2 µ(Xi)

mini∈t1 µ(Xi)
≤ νcΩcgcGcU

liefert die Behauptung.

Das folgende Lemma zeigt, wie aufwändig die Erstellung eines Clusterbaums unter der Benutzung
von Bedingung (5.7) ist und wie viel Speicher er benötigt, siehe [15].

Lemma 5.11. Die Konstruktion eines Clusterbaumes TI benötigt mit den in (5.7) beschriebenen
Unterteilungen O(|I| log |I|) Operationen. Falls die Mengen Xi, i ∈ I, quasi-uniform sind, so ist der
entstehende Clusterbaum TI balanciert. Der Speicherbedarf von TI beträgt O(|I|).

Die Konstruktion eines Clusterbaums TI reicht für die Partitionierung von I × J nicht aus. Dafür
benötigen wir einen Clusterbaum TI×J , welcher aufgrund seiner Knoten Block-Clusterbaum genannt
wird. Seien TI und TJ zwei Clusterbäume für die Indexmengen I und J mit den zugehörigen Abbil-
dungen SI und SJ . Ein Block-Clusterbaum TI×J ist de�niert durch die Abbildung

SI×J(t× s) =

{
∅, falls t× s zulässig ist oder SI(t) = ∅ oder SJ(s) = ∅
SI(t)× SJ(s), sonst

.
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Anhand dieser De�nition ist o�ensichtlich, dass die Tiefe des Clusterbaums L(TI×J) durch die mini-
male Tiefe der erzeugenden Clusterbäume TI und TJ beschränkt ist. Zudem bilden die Blätter des
Baums TI×J eine zulässige Partition P = L(TI×J) unter der Voraussetzung, dass die Partitionen
welche durch die Bäume TI und TJ entstanden sind, zulässig sind. Die folgende Gröÿe stellt bei
Block-Clusterbäumen ein Maÿ für die Komplexität des Baums dar, siehe [40].

De�nition 5.12. Seien TI und TJ Clusterbäume für die Indexmengen I und J und sei TI×J ein
Block-Clusterbaum für I × J . Für einen Cluster t ∈ TI bzw. s ∈ TJ bezeichnen die Ausdrücke

crsp(TI×J , t) := |{s ⊂ J : t× s ∈ TI×J}|

bzw.
ccsp(TI×J , s) := |{t ⊂ J : t× s ∈ TI×J}|

die maximale Anzahl an Blöcken t×s ∈ TI×J . Die Sparsity-Konstante csp eines Block-Clusterbaumes
TI×J ist de�niert durch

csp(TI×J) := max{max
t∈TI

crsp(TI×J , t),max
s∈TJ

ccsp(TI×J,s)}.

Wichtig ist, die Konstante csp unabhängig von der Mächtigkeit der Indexmengen I bzw. J abzuschätzen.
Bei geometrisch balancierten Bäumen, welche hauptsächlich bei elliptischen Problemen Verwendung
�nden, hängt die Konstante csp nur von ν, siehe (5.6), und η ab, siehe [15].

Lemma 5.13. Angenommen die Clusterbäume TI und TJ seien geometrisch balanciert. Dann gilt
unter Berücksichtigung der Zulässigkeitsbedingung (5.1), dass

csp ≤ 2νcgcΩcG

(
2 +

1

η

)m
.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung für crsp. Eine Vertauschung der Rollen der gewählten t und s

führt auf dieselbe Schranke für ccsp wie bei c
r
sp. Seien t ∈ T

(l)
I und zt ∈ Xt. Wir de�nieren die Menge

Nρ := {s ∈ T (l)
J : max

x∈Xs
|x− zt| ≤ ρ}, ρ > 0,

welche die Nachbarschaft von t beschreibt. Unter den getro�enen Voraussetzungen lässt sich aus

|Nρ|
cG2l

≤
∑
s∈Nρ

µ(Xs) ≤ νµ(XNρ) ≤ νcΩρ
m

folgern, dass die Menge Nρ höchstens νcGcΩ2lρm Cluster s vom selben Level l in TJ enthält.
Als nächstes seien s ∈ TJ , sodass t× s ∈ TI×J , und t∗, s∗ die Vatercluster von t bzw. s. Angenom-

men, für

ρ0 :=
1

η
min{diam Xt∗ , diam Xs∗}+ diam Xt∗ + diam Xs∗

gelte die Bedingung
max
x∈Xs

|x− zt| ≥ ρ0.

Dies hat zur Folge, dass t∗ × s∗ zulässig ist, denn es gilt

dist (Xt∗ , Xs∗) ≥ max
x∈Xs

|x− zt| − diam Xt∗ − diam Xs∗ ≥
1

η
min{diam Xt∗ , diam Xs∗}.
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Damit kann der Block-Clusterbaum TI×J keinen Block t × s enthalten, wodurch ein Widerspruch
entsteht. Die getro�ene Annahme muss demnach falsch gewesen sein. Somit erhalten wir

max
x∈Xs

|x− zt| < ρ0 ≤
(
cg2
−(l−1)

)1/m
(

2 +
1

η

)
,

was schlieÿlich

crsp ≤ 2νcΩcgcG

(
2 +

1

η

)m
.

zur Folge hat.

Damit lassen sich die Anzahl der Blätter des Baums, d.h. die Mächtigkeit der Partition P , und die
Anzahl an Operationen, um den Baum zu konstruieren, abschätzen.

Lemma 5.14. Seien TI und TJ Clusterbäume für die Indexmengen I und J . Die Anzahl an Blöcken
in einer Partition L(TI×J) und die Anzahl an Knoten in TI×J erfüllen die Abschätzung

|L(TI×J)| ≤ |TI×J | ≤ 2csp min{|L(TI)|, |L(TJ)|}.

Falls |t| ≤ nmin für alle t ∈ TI ∪ TJ gilt, so folgt

|L(TI×J)| ≤ |TI×J | ≤
2csp
nmin

min{|I|, |J |}.

Beweis. Um die Behauptung zu zeigen, schätzen wir die Mächtigkeit des Block-Clusterbaums TI×J =∑
t×s∈TI×J 1 ab. Einerseits erhalten wir unter Benutzung von crsp die Schranke∑

t×s∈TI×J

1 ≤
∑
t∈TI

|{s ⊂ J : t× s ∈ TI×J}| ≤ crsp|TI | ≤ csp|TI |

und andererseits ∑
t×s∈TI×J

1 ≤ ccsp|TJ | ≤ csp|TJ |,

falls ccsp genutzt wird. Zusammenfassend folgt, dass

|TI×J | ≤ csp min{|TI |, |TJ |}.

Lemma 5.5 führt zu
|TI | ≤ 2|L(TI)| und |TJ | ≤ 2|L(TJ)|.

Die zweite Aussage ist wiederum eine Konsequenz aus Lemma 5.5.

Lemma 5.15. Seien TI und TJ balancierte Clusterbäume. Mit der zweiten Voraussetzung der Zuläs-
sigkeitsbedingung ist die Anzahl der Operationen einen Block-Clusterbaum zu konstruieren von der
Ordnung csp(|I| log |I|+ |J | log |J |).
Beweis. Um die Behauptung zu zeigen müssen wir die Summe

∑
t×s∈TI×J c(|t|+ |s|) genauer betrach-

ten. Mit Lemma 5.9 folgt∑
t×s∈TI×J

c(|t|+ |s|) = c
∑
t∈TI

∑
{s∈TJ : s∈TI×J}

|t|+ c
∑
s∈TJ

∑
{t∈TJ : t×s∈TI×J}

|s|

≤ ccsp

∑
t∈TI

|t|+
∑
s∈TJ

|s|

 ≤ ccsp (L(TI)|I|+ L(TJ)|J |) .

Lemma 5.8 liefert die Behauptung.

Aufbauend auf den generierten zulässigen Partitionen werden wir zu hierarchischen Matrizen überge-
hen. Zudem werden deren Eigenschaften und e�ziente Rechenoperationen analysiert.
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5.3 Hierarchische Matrizen (H-Matrizen)

Hierarchische Matrizen wurden ursprünglich von Hackbusch [44] und Hackbusch und Khoromskij [45,
46] eingeführt. Als Matrix-Approximante stellen sie eine dünnbesetzte Repräsentation einer vollbe-
setzten Matrix dar, welche mit logarithmisch-linearer Komplexität gespeichert werden kann. Zudem
liefern die hierarchische Partitionierung und die Niedrigrang-Struktur die nötigen Bausteine, um
schnelle Matrix-Operationen durchzuführen. So kann z.B. gezeigt werden, dass die Matrix-Vektor
Mulitplikation in logarithmisch-linearer Komplexität durchführbar ist.
Für die De�nition wird der Block-Clusterbaum TI×J verwendet, von dem angenommen wird, dass
bei der Konstruktion die Zulässigkeitsbedingung berücksichtigt wurde.

De�nition 5.16. Die Menge der hierarchsichen Matrizen auf dem Block-Clusterbaum TI×J mit zuläs-
siger Zerlegung P := L(TI×J) und Blockrang k ist de�niert durch

H(TI×J , k) := {A ∈ RI×J : rankAts ≤ k für alle zulässigen t× s ∈ P}.

Elemente aus H(TI×J , k) werden auch H-Matrizen genannt.

Lemma 5.17. Sei A ∈ H(TI×J , k). Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Jede Teilmatrix Ab, b ∈ TI×J , gehört zu H(Tb, k).

(ii) Die Matrizen AT und AH gehören zu H(TJ×I , k), falls die Zulässigkeitsbedingung symmetrisch
ist, d.h. jeder Block s× t ist zulässig, falls auch t× s zulässig ist.

Beweis. Die beiden Aussagen sind eine direkte Folge der De�nition von hierarchischen Matrizen.

Lemma 5.18. Der Speicherbedarf Nst einer hierarchischen Matrix A ∈ H(TI×J , k) ist beschränkt
durch

Nst(A) ≤ csp max{k, nmin} (L(TI)|I|+ L(TJ)|J |) .

Falls TI und TJ balancierte Clusterbäume sind, gilt

Nst(A) ∼ max{k, nmin} (|I| log |I|+ |J | log |J |) .

Beweis. Der Speicherbedarf von zulässigen Blöcken t × s ∈ L(TI×J) einer hierarchischen Matrix A
beträgt k(|t|+ |s|). Für die nicht zulässigen Blöcke werden |t||s| Speichereinheiten benötigt. Wegen
min{|t|, |s|} ≤ nmin ist das Produkt aus |t| und |s| beschränkt durch

|t||s| = min{|t|, |s|}max{|t|, |s|} ≤ nmin(|t|+ |s|).

Unter Benutzung des Beweises von Lemma 5.15 folgen die beiden Aussagen.

5.3.1 Matrix-Vektor-Multiplikation für H-Matrizen

In vielen iterativen Verfahren wie den Krylov-Unterraum-Methoden, siehe z.B. [64], kommt die Sys-
temmatrix nur über eine Matrix-Vektor-Multiplikation ins Spiel. Auch die Auswertung der Lösung
bei der Randintegralmethode kann mit Hilfe einer Matrix-Vektor-Multiplikation realisiert werden. Da
sich jede Multiplikation einer H-Matrix A mit einem Vektor x als Summe der Multiplikation eines
Matrixblocks Ats mit dem jeweiligen Anteil xs des Vektors x dartstellen lässt, d.h.

Ax =
∑
t×s∈P

Atsxs
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kann der Aufwand einer Matrix-Vektor Mulitplikation auf den Aufwand in den einzelnen Blöcken
zurückgeführt werden, wobei die Matrizen Ats in obiger Notation für die Aufsummierung in geeigneter
Weise zu verstehen sind.
Jeder nicht-zulässige Block t × s, wobei min{|t|, |s|} ≤ nmin, wird eintragsweise abgespeichert,

sodass für eine Multiplikation

2|t||s| = 2 min{|t|, |s|}max{|t|, |s|} ≤ 2nmin(|t|+ |s|)

arithmetische Operationen anfallen.
Jeder zulässige Block t× s kann als äuÿeres Produkt geschrieben werden, sodass gilt:

Atsxs = UV Hxs, U ∈ R|t|×k, V ∈ R|s|×k,

wofür 2k(|t|+ |s|) nötig sind.
Zusammenfassend lässt sich ähnlich zu Lemma 5.18 die Komplexität einer Matrix-Vektor-Multipli-

kation feststellen, siehe [15].

Lemma 5.19. Die Anzahl der Operationen NMV einer Matrix-Vektor Multiplikation Ax einer Matrix
A ∈ H(TI×J , k) mit einem Vektor x ∈ RN lässt sich abschätzen durch

NMV(A) ≤ 2csp max{k, nmin} (L(TI)|I|+ L(TJ)|J |) .

Falls TI und TJ balancierte Clusterbäume sind, so gilt

NMV(A) ∼ max{k, nmin} (|I| log |I|+ |J | log |J |) .

Beweis. Der Beweis funktioniert ähnlich wie der Beweis von Lemma 5.18.

5.3.2 Norm-Abschätzungen für H-Matrizen

Im späteren Verlauf dieser Arbeit werden die Fehler der Matrixapproximationen hauptsächlich in
der Spektralnorm untersucht. Hierzu müssen wir wissen, wie sich die Normen der einzelnen Blöcke
bezüglich der Norm der gesamten Matrix verhalten. Zudem wird interessant sein, wie sich lokale
Normen auf den Rest der Matrix auswirken. In den folgenden beiden Lemmata sollen diese Fragestel-
lungen geklärt werden, siehe auch [15].

Lemma 5.20. Betrachtet wird die folgende r × r Blockmatrix

A =

 A11 . . . A1r
...

...
Ar1 . . . Arr


mit Aij ∈ Rmi×nj , i, j = 1, ..., r. Dann gilt, dass

max
i,j=1,...,r

||Aij ||2 ≤ ||A||2 ≤

 max
i=1,...,r

r∑
j=1

||Aij ||2

1/2(
max
j=1,...,r

r∑
i=1

||Aij ||2

)1/2

.

Beweis. Die untere Schranke der Abschätzung ist klar. Für die obere Schranke seien x = (x1, ..., xr)
T ∈

Rn mit xj ∈ Rnj , j = 1, ..., r, und n :=
∑r

j=1 nj . Seien zudem Â ∈ Rr×r mit âij = ‖Aij‖2 und x̂ ∈ Rr
mit x̂j = ‖xj‖2, j = 1, ..., r. Damit folgt

‖Ax‖22 =

r∑
i=1

‖
r∑
j=1

Aijxj‖22 ≤
r∑
i=1

 r∑
j=1

‖Aij‖2‖xj‖2

2

= ‖Âx̂‖22.
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Wir erhalten danach die obere Schranke durch

‖Âx̂‖22 ≤ ‖Â‖1‖Â‖∞‖x̂‖22 = ‖Â‖1‖Â‖∞‖x‖22,

denn es gilt ‖Â‖22 ≤ ‖Â‖1‖Â‖∞.

Lemma 5.21. Sei P die Menge der Blätter eines Clusterbaums TI×J . Dann gelten für A, B ∈
H(TI×j , k) die beiden folgenden Aussagen:

(i) max
t×s∈P

||Ats||2 ≤ ||A||2 ≤ cspL(TI×J) max
t×s∈P

||Ats||2.

(ii) Falls max
t×s∈P

||Ats||2 ≤ max
t×s∈P

||Bts||2, so folgt ||A||2 ≤ cspL(tI×J)||B||2.

Beweis. Für den Beweis der ersten Aussage (i) werden die Blöcke der Matrix A in ihre Level aufgeteilt,
d.h.

(Al)b =

{
Ab, b ∈ T (l)

I×J ∩ P,
0, else

und A =
∑L(TI×J )

l=1 Al−1. Damit weist Al eine verschachtelte Struktur auf, wobei pro Blockzeile bzw.
Blockspalte höchstens csp viele Blöcke existieren. Mit Lemma 5.20 folgt die Abschätzung

‖A‖2 ≤
L(TI×J )∑
l=1

‖Al−1‖2 ≤ csp
L(TI×J )∑
l=1

max
b∈T (l−1)

I×J ∩P
‖Ab‖2

≤ cspL(TI×J) max
b∈P
‖Ab‖2.

Die Aussage (ii) folgt durch
max
b∈P
‖Ab‖2 ≤ max

b∈P
‖Bp‖2 ≤ ||B||2.

5.4 Uniforme H- und H2-Matrizen

Um die betrachteten Matrizen noch e�zienter zu approximieren, können uniforme H-Matrizen oder
auch H2-Matrizen angestrebt werden, siehe [44].

De�nition 5.22. Eine Cluster-Basis Φ für eine Rang-Verteilung (kt)t∈TI ist eine Familie Φ =
(Φ(t))t∈TI von Matrizen Φ(t) ∈ Rt×kt .

De�nition 5.23. Seien Φ und Ψ Cluster-Basen für TI und TJ . Eine Matrix A ∈ RI×J , die

A|ts = Φ(t)F (t, s) Ψ(s)H für alle t× s ∈ Padm

mit einem F (t, s) ∈ RkΦ
t ×kΨ

s erfüllt, heiÿt uniforme hierarchische Matrix für Φ und Ψ.

Falls kt ≤ k für alle t ∈ TI oder ks ≤ k für alle s ∈ TJ angenommen wird, so ist der Speicherbedarf
für die Kopplungsmatrizen F (t, s) von der Ordnung kmin{|I|, |J |}. Des Weiteren ist es nicht sin-
nvoll kt > |t| zu wählen. Die Cluster-Basen an sich belegen k[|I|L(TI) + |J |L(TJ)] Speichereinheiten,
siehe [47].
Eine rekursive Relation unter den Basisvektoren kann helfen, auch den Speicherbedarf der beiden

Basen Φ und Ψ zu verringern. Die zugehörige Struktur bilden die H2-Matrizen, siehe [47, 22]. Bei
der Behandlung von hochfrequenten Helmholtz-Problemen ist diese zusätzliche Hierarchie in den
H-Matrizen sogar notwendig, um eine logarithmisch-lineare Komplexität zu erreichen. Des Wei-
teren wurden in [20] gerichtete bzw. direktionale H2-Matrizen als Spezialisierung von H2-Matrizen
eingeführt.
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De�nition 5.24. Eine Cluster-Basis U = (U(t))t∈TI heiÿt geschachtelt, falls es für alle t ∈ TI \L(TI)
Transfermatrizen Tt′t ∈ Rkt′×kt gibt, sodass für die Restriktion der Matrix U(t) auf die Reihen t′ gilt

U(t)|t′ = U(t′)Tt′t for all t′ ∈ SI(t).

Um die Komplexität der Speicherung einer verschachtelten Cluster-Basis U abzuschätzen, ist
zu beachten, dass die Menge der Blatt-Cluster TI eine Partition von I darstellt und für jeden
Blatt-Cluster t ∈ TI müssen höchstens k|t| Einträge gespeichert werden. Dies hat zur Folge, dass∑

t∈TI k|t| = k|I| Speichereinheiten für die Blattmatrizen U(t), t ∈ TI , benötigt werden. Der Spe-
icherbedarf für die Transfermatrizen ist ebenfalls von der Gröÿenordnung k|I|, siehe [47].

De�nition 5.25. Eine Matrix A ∈ RI×J heiÿt H2-Matrix, falls es Cluster-Basen U und V gibt,
sodass für t× s ∈ Padm gilt

A|ts = U(t)F (t, s)V H(s),

wobei F (t, s) ∈ RkUt ×kVs die Kopplungsmatrix beschreibt.

Nach De�nition 5.25 beläuft sich der Gesamtspeicherbedarf einer H2-Matrix auf die Gröÿenord-
nung k(|I|+ |J |).

Bemerkung 5.26. Weitere Ansätze sind von hybrider Form, in denen die Approximation aus einer
Mischung von H- und H2-Matrizen zusammengesetzt ist. Denn es kann vorteilhaft sein, geschachtelte
Basen nur für Cluster t mit einer minimalen Kardinalität nH

2

min ≥ nmin zu betrachten. Blöcke, die aus
kleineren Clustern bestehen, werden mit H-Matrizen behandelt.

Approximationen mit uniformen H- oder H2-Matrizen sind ohne zusätzliches Wissen über den
analytischen Hintergrund des diskretisierten Operators nicht möglich. Hier stellt zum Beispiel die
Konstruktion einer geeigneten Cluster-Basis eine entscheidende Rolle dar. Um eine möglichst groÿe
Universalität der Methode zu gewährleisten, werden häu�g polynomiale Räume verwendet, siehe [25].
Diese Wahl ist zwar aufgrund der besonderen Eigenschaften von Polynomen recht zweckmäÿig, jedoch
ist sie in der Regel nicht der e�zienteste Ansatz. Um zu sehen, warum das so ist, sollte man sich
vor Augen halten, dass der dreidimensionale Ansatz, der auf Kugel�ächenfunktionen [31] beruht,
in einer abgebrochenen Entwicklung mit einer Genauigkeit der Gröÿenordnung von p, Terme in der
Anzahl von k = O(p2) benötigt, während die Anzahl der Polynomterme für dieselbe Ordnung der
Genauigkeit k = O(p3) Terme erfordert.
In [10] wird eine Verallgemeinerung der adaptiven Kreuzapproximationsmethode zur kernunab-

hängige Konstruktion von H2-Matrizen für Matrizen A ∈ RM×N mit Einträgen der Form

aij =

∫
Ω

∫
Ω
K(x, y)ϕi(x)ψj(y) dy dx, i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N.

vorgeschlagen. Hierbei bezeichnen ϕi und ψj lokale Ansatz- und Testfunktionen. Die Kern-FunktionK
ist von der Art

K(x, y) = ξ(x) ζ(y) f(x, y)

mit einer singulären Funktion f(x, y) = |x − y|−α und Funktionen ξ und ζ, die jeweils nur von
einer der Variablen x und y abhängen, vgl. Kapitel 1. Im Gegensatz zu H-Matrizen, bei denen
die Methode auf Blöcke angewandt wird, müssen im Falle von H2-Matrizen Clusterbasen konstruiert
werden. Wenn dies adaptiv geschehen soll, müssen spezielle Eigenschaften des Kerns ausgenutzt
werden, um zu gewährleisten, dass der Fehler auch auÿerhalb des Clusters kontrolliert wird. Der
Ansatz in [10] stützt sich auf die Harmonizität des singulären Teils f der Kern-Funktion K. Dazu
werden Interpolanten sk zu den Kernfunktionen f konstruiert, die harmonisch in Bezug auf eine
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Variable sind. Das System von Funktionen, in dem die interpolierende Funktion konstruiert wird,
wird durch Restriktionen von f de�niert. Diese Konstruktion garantiert, dass die Harmonizität von f
für seinen Interpolationsfehler erhalten bleibt. Um eine vorgeschriebene Genauigkeit auÿerhalb des
betrachteten Gebiets zu erreichen, genügt es, sie an ihrem Rand zu überprüfen. Dies erlaubt es, sk
auf eine kernunabhängige und adaptive Weise zu generieren. Anschlieÿend wird die interpolierende
Funktion sk dazu verwendet, um eine Quadraturregel zu konstruieren, die bei der Konstruktion von
geschachtelten Basen eingesetzt wird. Die in Kapitel 3 gewonnenen Ergebnisse gewährleisten dabei
exponentielle Fehlerabschätzungen für sk bei der Interpolation der Funktion f(x, y) = |x − y|−α für
beliebige α > 0. Demnach können uniforme H- und H2-Matrixapproximationen unter Verwendung
harmonischer Interpolanten sk konstruiert werden. Die resultierende Methode kann unter anderem
zum Beispiel auf Poisson-Randwertprobleme oder auf fraktionelle Di�usionsprobleme angewendet
werden. Für die detaillierte Beschreibung des Verfahrens sei an dieser Stelle auf [10] verwiesen, da
das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit auf der Generierung von H-Matrixapproximationen liegt.

5.5 Ein numerisches Experiment

Mit dem folgenden numerischen Experiment wollen wir zum Abschluss von Kapitel I ein besseres
Verständnis der adaptiven Kreuzapproximation erhalten. Im Blickpunkt liegt das Verhalten der
ACA mit einer sich verändernden rechten Seite, wobei die strukturellen Unterschiede innerhalb der
rechten Seite zunehmen. Dafür werden die numerischen Lösungen der Randwertprobleme

∆u = 0 in Ω := {x ∈ R3 | ||x||2 ≤ 1}
u = G(x− pi) auf ∂Ω, i = 1, 2, 3,

(5.8)

mit p1 = (10 0 0)T , p2 = (1.5 0 0)T und p3 = (1.1 0 0)T betrachtet. Die Diskretisierung des Randes
der Einheitskugel Ω besteht bei 642 Punkten aus 1280 Dreiecken. Die dafür benötigten Techniken
werden später in Kapitel acht und neun behandelt. Eine Anwendung der ACA auf die Systemmatrix,
welche in Folge der Randelementmethode ensteht, liefert bei einer minimalen Blockgröÿe bmin = 15
und einer Blockgenauigkeit εACA = 10−6 die in Tabelle 5.1 dargestellten Resultate.

i ||u−uh||2
||u||2 Zeit [s] Speicher [MB] Kompressionsrate [%]

1 0.00158 0.309 3.845 61.47
2 0.0332 0.313 3.845 61.47
3 0.264 0.318 3.845 61.47

Tab. 5.1: Numerische Ergebnisse der ACA in drei verschiedenen Fällen.

Zunächst sind wir eher an einer Reduktion des Speicherbedarfs bei der approximierten Matrix und
deren Kompressionsrate interessiert als am relativen Fehler der genäherten Lösung. Dennoch sollte
der Fehler der approximierten Lösung in einem akzeptablen Bereich liegen. Obwohl wir die ACA auf
drei verschiedene lineare Gleichungssysteme angewendet haben, haben wir im Bezug zur Kompression
und zum notwendigen Speicherbedarf dieselben Ergebnisse erhalten. Wie die Abbildungen 5.4 und
?? zeigen, werden die Blöcke der Systemmatrix in den drei Fällen p1, p2 und p3 vollkommen identisch
approximiert. Die roten Blöcke sind nicht zulässig bzw. es musste jeder einzelne Eintrag berechnet
werden. Der Rang der Niedrigrang-Approximation kann in den grünen, zulässigen Blöcken gefunden
werden.
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Abb. 5.4: Berechnung/Approximation der Blöcke ohne ACA (links) und in den Fällen p1, p2 und p3

(rechts).

Da ACA ohne Berücksichtigung der rechten Seite auf der Matrix des linearen Gleichungssystems
arbeitet, sind diese Ergbenisse nicht besonders überraschend. Sicherlich wird nicht jeder Block densel-
ben Ein�uss auf die rechte Seite haben wie ein anderer - zumindest nicht bei rechten Seiten mit
gröÿeren strukturellen Unterschieden. Unsere Aufgabe wird es sein, vorrangig diese Blöcke zu ap-
proximieren, bei denen der gröÿte Genauigkeitsgewinn erzielt werden kann.
Daher wird die ACA in den folgenden Kapiteln mit Strategien erweitert werden, welche in einem an-
deren Zusammenhang auch in der adaptiven Randelementmethode [39, 50] zum Einsatz kommen. Zu
diesen Techniken zählen eine Art von Fehlerschätzung, das Dör�er-Marking (siehe [34]) und spezielle
Verfeinerungsstrategien.
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II. Zusätzliche adaptive Elemente bei der adap-
tiven Kreuzapproximation

Bisher haben wir Verfahren kennengelernt, mit denen diskretisierte nicht-lokale Operatoren e�zient,
d.h. in logarithmisch-linearer Zeit, behandelt werden können. Auch der Speicherbedarf hängt hierbei
nur logarithmisch-linear von der Anzahl der Freiheitsgrade ab. Jedoch ist im ersten Teil auch klar
geworden, dass die vorgestellten Verfahren jeden diskreten Operator bzw. jedes Problem vollkommen
gleich behandeln. Diese Vorgehensweise kann in einigen Situationen vorteilhaft sein, in anderen aber
unnötige Informationen generieren. Wie am Ende von Kapitel 5 bereits kurz angesprochen, werden
in den folgenden Kapiteln Techniken vorgestellt, mit denen wir die Approximation der betrachteten
Operatoren genauer auf die Problemstellung ausrichten können, um so einerseits die Rechenzeit und
andererseits den Speicherbedarf zu reduzieren. Dabei wird der diskrete Operator nicht wie zuvor
im Vorfeld einmal komplett bis zu einer gewählten Genauigkeit approximiert, sondern sequentiell in
einer adaptiven Prozedur.

6. Operationen auf H-Matrizen

Wir beschäftigen uns im Folgenden mit der mathematischen Operation, welche die Multiplikation
einer Matrix mit einem Vektor beschreibt. Durch eine Approximation des nicht-lokalen Operators
kann die nötige Anzahl an Rechenoperationen auch hier verringert werden.

6.1 Adaptive Matrix-Vektor Multiplikation (AMVM)

Das Ziel ist die Entwicklung eines approximativen und adaptiven Algorithmus für die Multiplikation
einer Matrix A ∈ RM×N mit einem Vektor x ∈ RN , d.h.

b = Ax,

wobei A die Diskretisierung eines nicht-lokalen Operators und b der resultierende Vektor ist. Da die
Matrix A voll besetzt ist, wäre das eigentliche Vorgehen bei der Lösung dieser Problematik und den
Methoden aus den vorherigen Kapiteln folgend, zuerst die Approximation der Systemmatrix A durch
hierarchische Matrizen und die anschlieÿende Multiplikation der Approximation von A mit dem Vek-
tor x. Aufgrund der Konstruktion der Approximation durch ACA können redundante und unnötige
Informationen entstehen, aus dem einfachen Grund, dass im ACA Verfahren jeder Matrixblock gleich
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behandelt wird und somit mehr Zeit in Anspruch genommen wird. Um die Generierung solcher Infor-
mationen zu vermeiden, wird hier eine adaptive Strategie verfolgt. Anstelle des bisherigen Ansatzes,
eine einzige Approximation zu erzeugen, konstruieren wir eine Folge von hierarchischen Matrixap-
proximationen Ak, wobei wir jede Approximation mit dem Vektor x multiplizieren, um eine Folge
von Approximationen bk auch für den resultierenden Vektor b zu erhalten. Die einzelnen Approxi-
mationen werden mit Hilfe eines Fehlerschätzers berechnet, der auf der (h − h/2)-Strategie, siehe
z.B. [7, 8], und der Dör�er-Markierungstechnik [34] basiert. Es ist zu beachten, dass im Gegensatz
zum konventionellen Anwendungsbereich solcher Fehlerschätzer hier keine Verfeinerung der Geome-
trie oder des Gitters berücksichtigt wird. Die zugrunde liegende Gitterstruktur und der zugrunde
liegende Block-Clusterbaum werden zu keinem Zeitpunkt verändert.
Eine zuverlässige Schätzung des Fehlers erfordert zunächst die Existenz einer genaueren Approxi-

mation Ãk, d.h. es gelte die sog. Saturierungsannahme

‖b̂k − b‖2 ≤ csat‖bk − b‖2 (6.1)

für ein 0 < csat < 1, wobei bk = Akx und b̂k = Âkx. Eine natürliche Wahl für Âk ist die verbesserte
Approximation, die sich aus Ak ergibt, indem eine feste Anzahl von zusätzlichen ACA-Schritten
auf jeden zulässigen Block angewendet wird und durch Setzen von (Âk)ts = Ats für alle anderen
nicht-zulässigen Blöcke t× s ∈ Pnon-adm. Natürlich sieht dieses Verfahren viel komplexer aus als die
einmalige Multiplikation einer Matrix mit einem gegebenen Vektor. Der Ansatz hier zielt darauf ab,
Eigenschaften des Vektors x in Kombination mit Eigenschaften von A auszunutzen. Betrachten wir
als Beispiel den Extremfall, dass x = 0 ist. Dann erkennt der adaptive Ansatz, dass es sinnlos ist, eine
Approximation von A mit der Genauigkeit εACA zu berechnen, während der übliche Ansatz zunächst
jeden Block mit dieser Genauigkeit approximieren und dann die Multiplikation durchführen würde.
Abhängig von der Kombination von A und x erwarten wir verbesserte Speicheranforderungen und
Rechenzeiten.
In Anlehnung an die obigen Ideen wird insbesondere die Assemblierung des diskretisierten nicht-

lokalen Operators mit der gleichzeitigen Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplikation kombiniert.
Abbildung 6.1 zeigt eine schematische Darstellung des Verfahrens.

Ak

bk

Âk

Ak+1

bk+1

Âk+1

Ak+2

bk+2

Âk+2

gröbere Approximation genauere Approximation

Abb. 6.1: Schematische Darstellung des Verfahrens.

Unter Benutzung des Fehlerschätzers

γk := ‖bk − b̂k‖2 = ‖
∑
t×s∈P

(Ak − Âk)tsxs‖2,
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welcher in Bezug auf Blöcke in P lokalisiert ist, ist das Verfahren für die adaptive Matrix-Vektor
Multiplikation in Algorithmus 2 zusammengefasst.

Algorithmus 2 Adaptive Matrix-Vektor Multiplikation (engl. adaptive Matrix-Vector Multiplica-
tion; AMVM)

1. Starte mit einer groben H-Matrix Approximation A0 von A und setze k = 0.

2. Berechne bk = Akx und b̂k = Âkx.

3. a) Finde bei gegebenen 0 < θ < 1 eine Menge markierter Blöcke Pk ⊂ P von minimaler
Mächtigkeit, sodass

γk − γk(Pk) ≥ θγk, (6.2)

wobei γk(Q) := ‖
∑

t×s∈P\Q(Ak − Âk)tsxs‖2 und γk = γk(∅) = ‖bk − b̂k‖2.
b) Use the following strategy to construct Pk:

(i) Sortiere die Fehler |(bk − b̂k)i|, i = 1, ...,M , in absteigender Reihenfolge.

(ii) Gehe die geordneten Fehler schrittweise von oben nach unten durch und ermittele die
zur Zeile i gehörenden Blöcke.

(iii) Füge jeden Block t×s zu Pk hinzu, wenn |[(Ak−Âk)tsxs]i| ≥ (1−θ)(cspLMN)−1/2γk
gilt.

(iv) Erweitere Pk gemäÿ (ii) und (iii), solange die Bedingung (6.2) nicht erfüllt ist.

4. Setze

Ak+1 =

{
(Âk)b, b ∈ Pk,
(Ak)b, b ∈ P \ Pk.

5. Falls γk > εAMVM erhöhe k und gehe zu 2.

Auf den ersten Blick benutzt Algorithmus 2 zwei hierarchische Matrizen Ak und Âk. Da diese
beiden Matrizen stark miteinander verbunden sind, genügt es, die feinere Approximation Âk zu spei-
chern. Auÿerdem erlaubt dieser Ansatz, die Struktur des zu multiplizierenden Vektors x bei der
Approximation von A zu berücksichtigen. Aufgrund der Auswahlkriterien von Pk in Algorithmus 2
haben Cluster von Nulleinträgen im Vektor x zur Folge, dass die zugehörigen Blöcke gar nicht ap-
proximiert werden müssen.

Bemerkung 6.1. Man beachte, dass der vorherige Algorithmus endet, wenn entweder in Schritt 3 b) (iv)
die Bedingung (6.2) erfüllt ist oder wenn die Liste der Blöcke ihr Ende erreicht hat. In diesem Fall
ist auch (6.2) gültig, denn die in Schritt 3 b) iii) verwendete Bedingung impliziert |[(Ak−Âk)tsxs]i| ≤
(1− θ)(cspLMN)−1/2γk für alle Blöcke t× s ∈ P \ Pk und somit

γk(Pk) = ‖
∑

t×s∈P\Pk

(Ak − Âk)tsxs‖2 =

 M∑
i=1

|

 ∑
t×s∈P\Pk

(Ak − Âk)tsxs


i

|2
1/2

≤

 M∑
i=1

cspL
∑

t×s∈P\Pk

|
[
(Ak − Âk)tsxs

]
i
|2
1/2

≤

 M∑
i=1

∑
t×s∈P\Pk, i∈t

(1− θ)2(MN)−1γ2
k

1/2

≤ (1− θ)γk.
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Der neu eingeführte Algorithmus soll nun genauer untersucht werden. Zunächst betrachten wir mit
der Zuverlässigkeit und E�zienz zwei grundlegende Eigenschaften eines jeden Fehlerschätzers.

Lemma 6.2. Sei Annahme (6.1) erfüllt. Dann ist der Fehlerschätzer γk zuverlässig, dass heiÿt, es
gilt die Abschätzung

‖bk − b‖2 ≤ crel γk,

wobei crel := 1
1−csat .

Beweis. Mit der Saturierungsannahme folgt

‖bk − b‖2 ≤ ‖bk − b̂k‖2 + ‖b̂k − b‖2 ≤ γk + csat‖bk − b‖2

und somit

‖bk − b‖2 ≤ crelγk, crel :=
1

1− csat
.

Lemma 6.3. Sei Annahme (6.1) erfüllt. Dann ist γk e�zient, d.h. es gilt die Abschätzung

ce�γk ≤ ‖bk − b‖2,

wobei ce� := 1
1+csat

.

Beweis. Es folgt wiederum mit der Saturierungsannahme, dass

γk = ‖bk − b̂k‖2 ≤ ‖bk − b‖2 + ‖b− b̂k‖2 ≤ (1 + csat)‖bk − b‖2

and damit

ce�γk ≤ ‖bk − b‖2, ce� :=
1

1 + csat
.

Im Folgenden wird die Konvergenz des Verfahrens zur adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation
untersucht.

6.2 Konvergenz der adaptiven Matrix-Vektor-Multiplikation

Vor allem die Zuverlässigkeit von γk wird hilfreich sein, um die Konvergenz der adaptiven Matrix-
Vektor-Multiplikation zu zeigen. Dafür müssen wir zunächst wissen, wie das Konvergenzverhalten
des Fehlerschätzers γk selbst ist. Wir starten mit der Untersuchung des Fehlers êk := ‖b̂k − b̂k+1‖22.

Lemma 6.4. Seien b̂k = Âkx und b̂k+1 = Âk+1x. Dann konvergiert der Fehler êk = ‖b̂k − b̂k+1‖22
gegen Null für k →∞.

Beweis. Für êk gilt:

êk = ‖Âkx− Âk+1x‖22 ≤ ‖Âk − Âk+1‖22‖x‖22,

wobei das Konvergenzverhalten von êk aus der Konvergenz des ACA folgt. Denn hier gilt entweder
limk→∞(Ak)b = Ab oder b /∈ Mk ab einem Index k0 ∈ N, was (Ak)b = (Ak+1)b für k ≥ k0 impliziert.
Damit gilt

lim
k→∞

Ak = A∗ ∈ RN×N
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und
lim
k→∞

‖Âk+1 − Âk‖ = 0.

Die Konvergenz des Fehlerschätzers γk ist eine Konsequenz des sogenannten Fehlerschätzerreduk-
tionsprinzips (6.3) (siehe [8, 38] für die Anwendung dieses Konzepts in der adaptiven Randelement-
methode).

Lemma 6.5. (Fehlerschätzerreduktion) Seien s > 1 und 1 − 1√
s
< θ < 1 gegeben. Dann erfüllt der

Fehlerschätzer γk das folgende Reduktionsprinzip

γ2
k+1 ≤ c1γ

2
k + c2ê

2
k, (6.3)

wobei c1 = c1(s) = 1
s < 1 und c2 = c2(s, θ) = 1

1−s(1−θ)2 und êk gegen Null konvergiert. Zudem gilt

lim
k→∞

γk = 0.

Beweis. Um eine Reduktion des Fehlerschätzers zu zeigen, betrachten wir γk+1 genauer. Mit der
Youngschen Ungleichung für δ > 0 folgt:

γ2
k+1 = ‖bk+1 − b̂k+1‖2

= ‖bk+1 − b̂k + b̂k − b̂k+1‖2 ≤
(
‖bk+1 − b̂k‖+ ‖b̂k − b̂k+1‖

)2

≤ (1 + δ) ‖bk+1 − b̂k‖22︸ ︷︷ ︸
=:e

+(1 + δ−1)êk

Falls die ersten Summanden in die ausgewählten und nicht ausgewählten Blöcke aufgeteilt werden,
erhalten wir die folgende Fehlerschätzerreduktion:

e = ‖bk+1 − b̂k‖ = ‖
∑
t×s∈P

(Ak+1 − Âk)tsxs‖

= ‖
∑

t×s∈Pk

(Ak+1 − Âk)tsxs +
∑

t×s∈P\Pk

(Ak+1 − Âk)tsxs‖

= ‖
∑

t×s∈P\Pk

(Ak − Âk)tsxs‖ = γk(Pk) ≤ (1− θ)γk.

Mit der Wahl δ = 1−s(1−θ)2

s(1−θ)2 , wobei δ > 0 aufgrund der Voraussetzung erfüllt ist, folgt, dass

γ2
k+1 = (1 + δ)(1− θ)2γ2

k + (1 + δ−1)ê2
k

=

(
1 +

1− s(1− θ)2

s(1− θ)2

)
(1− θ)2γ2

k +

(
1 +

s(1− θ)2

1− s(1− θ)2

)
ê2
k

=
1

s
γ2
k +

1

1− s(1− θ)2
ê2
k.

Mit c1(s) := 1
s < 1 und c2(s, θ) := 1

1−s(1−θ)2 folgt die Behauptung.
Der zweite Teil der Behauptung wird mit Lemma 6.4 und dem Fehlerschätzerreduktionsprinzip,
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welches in [8] eingeführt wurde, bewiesen. Sei Ê > 0 eine Zahl mit êk ≤ Ê für alle k. Mit der
Fehlerschätzerreduktion folgt:

γ2
k+1 ≤ c1γ

2
k + c2êk ≤ c1(c1γ

2
k−1 + c2êk−1) + c2êk

...

≤ ck+1
1 γ2

0 + c2

k∑
i=0

ck−i1 êk

≤ ck+1
1 γ2

0 + c2Ê
k∑
l=0

cl1 ≤ γ2
0 +

c2Ê

1− c1
.

Demnach ist die Folge {γk}k∈N0 beschränkt und es lässt sichM := lim sup
k→∞

η2
k de�nieren. Eine weitere

Anwendung der Fehlerschätzerreduktion führt zusammen mit Lemma 6.4 zu

E = lim sup
k→∞

γ2
k+1 ≤ c1 lim sup

k→∞
γ2
k + c2 lim sup

k→∞
êk = c1E.

Damit ist E = 0 und wir erhalten

0 ≤ lim inf
k→∞

γk ≤ lim sup
k→∞

γk = 0.

Schlieÿlich folgt
lim
k→∞

γk = 0.

Zusammen mit der Zuverlässigkeit des Fehlerschätzers lässt sich die Konvergenz der adaptiven
Matrix-Vektor Multiplikation zeigen.

Theorem 6.6. Seien die Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfüllt. Dann konvergiert der Fehler
‖bk − b‖2 der durch Algorithmus 2 konstruierten Folge {bk}k∈N gegen Null.

Beweis. Mit Lemma 6.2 and Lemma 6.5 erhalten wir

‖bk − b‖2 ≤ crelγk → 0, k → 0.

Da die Approximation der Matrix A stark auf den zu multiplizierenden Vektor x zugeschnitten ist,
macht diese Art von Approximation nur Sinn, wenn sich x nicht ändert. Eine typische Situation ist
zum Beispiel die Konstruktion der rechten Seite bei der Randintegralmethode. Diese wird später in
Kapitel 9 nochmals aufgegri�en.
Auch bei iterativen Lösungsverfahren wie dem Verfahren der konjugierten Gradienten treten Matrix-

Vektor-Multiplikationen auf. Da sich in diesem Fall der zu multiplizierende Vektor in jedem Itera-
tionsschritt ändert, verursacht AMVM keine Vorteile, wohl eher noch einen erhöhten Zeitaufwand.
Soll also eine adaptive Approximation der Systemmatrix auch bei der iterativen Lösung eines linearen
Gleichungssystem zum Einsatz kommen, müssen wir uns einen etwas anderen Ansatz überlegen. Die
folgenden beiden Kapitel zeigen, wie auch in diesem Fall eine adaptive Approximation erzeugt werden
kann.
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7. Zusätzliche adaptive Methoden für die adaptive

Kreuzapproximation

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit der Approximation einer Matrix bei der Matrix-Vektor-
Multiplikation beschäftigt haben, konzentrieren wir uns im sechsten Kapitel auf die Approximation
einer Systemmatrix bei einem Gleichungssystem Ax = b. Die Matrix A wird dabei vorrangig aus
der Finite-Elemente-Diskretisierung eines in integraler Form dargestellten Di�erentialoperators resul-
tieren. Später in Kapitel acht und neun werden wir auf diese Thematik nochmals zurückkommen und
die betrachteten Problemstellungen formulieren. Für den Moment werden die üblichen Voraussetzun-
gen an das ACA-Verfahren angenommen. Mit der ACA existiert bereits ein Algorithmus, mit dem
derartige Matrizen angenähert werden können, ohne jemals die volle Matrix aufstellen zu müssen. In
Abschnitt 5.4 haben wir jedoch auch gesehen, dass sich die Approximation trotz unterschiedlicher
rechter Seiten b nicht ändert. Daher soll im Folgenden eine Abhängigkeit zwischen der ACA und der
rechten Seite des diskretisierten Problems erzeugt werden. Ein derartiges Vorgehen ist hauptsächlich
bei Anwendungen vorteilhaft, in denen eine feste rechte Seite betrachtet wird. Bei sich ändernden
rechten Seiten hat die Universalität der Approximation bei der ACA mehr Vorteile.
Im nachfolgenden Abschnitt 7.1 wird eine Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation vorgestellt.

Diese werde mit exACA (engl.: extended adaptive cross approximation) bezeichnet. Anschlieÿend
soll im siebten Kapitel die neue Methdoe exACA mit einem iterativen Lösungsverfahren kombiniert
werden, was den �nalen Stand der Erweiterung der ACA darstellt. Die Kombination aus Lösungsver-
fahren und exACA werde BACA (engl.: block-adaptive cross approximation) genannt.

7.1 Residuale block-basierte Fehlerschätzer und die erweiterte adaptive
Kreuzapproximation

Der übliche Weg, diskretisierte Probleme mit voll besetzter Matrix zu behandeln, ist die Konstruktion
einer hierarchischen Matrixapproximation Ã, sodass jeder Block Ãb, b ∈ P , die Bedingung

‖Ab − Ãb‖F ≤ ε‖Ab‖F , für alle b ∈ P, (7.1)

erfüllt. Wegen der Unabhängigkeit der Blöcke kann dies sogar parallel erfolgen, siehe [19]. Hierarchi-
sche Matrixapproximationen bzw. Niedrigrang-Approximationen können auf viele unterschiedliche
Arten erzeugt werden. Die Methode der Wahl in unserem Fall ist die ACA. Während (7.1) lokale
Eigenschaften der Approximation garantiert, sind die globalen Auswirkungen dieser Bedingung schwer
abzuschätzen. Nichtsdestotrotz impliziert die Abschätzung (7.1) die globale Eigenschaft

‖A− Ã‖F ≤ ε‖A‖F .

Da die Eigenvektoren, welche zu kleinen Eigenwerten von A bzw. Ã gehören, in der Regel weniger
genau als ε sind, müssen geeignete Techniken eingesetzt werden, um die spektrale Äquivalenz von A
und Ã zu gewährleisten, siehe [16]. Zudem kann (7.1), ohne dass zusätzliche Stabilisierungsmethoden
angewendet werden (siehe [18]), die positive De�nitheit der Matrix A nicht für Ã erhalten. Demnach
wird die Niedrigrang-Approximation üblicherweise ohne Rücksicht auf die Bedeutung des jeweiligen
Blocks auf globale Eigenschaften der Matrix konstruiert.
Die von der ACA erworbene Matrixapproximation Ã muss nicht zwingend die beste Approxima-

tion an A sein, falls die rechte Seite oder die Norm des Fehlers der zugehörigen Lösung das Maÿ
ist. Um hierarchische Matrixapproximationen zu �nden, welche für die jeweilige Problemstellung
besser geeignet sind, wenden wir aus der Theorie der Adaptivität bekannte Techniken mit geeigneten
Fehlerschätzern an. Die Strategie, Fehler zu schätzen, ist in Zusammenhang mit numerischen Metho-
den für partielle Di�erentialgleichungen, d.h. die adaptive Finite Elemente Methode (z.B. [29]), oder
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Integralgleichungen, d.h. die adaptive Randintegralmethode (z.B. [39, 50]), gut bekannt. Inzwischen
gibt es zahlreiche a posteriori Fehlerschätzer. Die Methode hier basiert wie auch in Kapitel 5 auf der
in [38] eingeführten (h−h/2) Version. Die dort zu �ndenden adaptiven Methoden konzentrieren sich
vor allem auf die Verfeinerung des Gitters. Bei der im Folgenden vorgestellten Erweiterung der ACA
werden ähnliche Strategien genutzt, um sukzessive die blockweisen Niedrigrang-Approximationen zu
verbessern, wobei sich das zugrunde liegende Gitter und die zugrunde liegende Blockstruktur P nicht
ändern. Dementsprechend approximieren das ACA-Verfahren und dessen Erweiterung den Operator
auf demselben Gitter.
Im Gegensatz dazu, die Matrixapproximation Ã von A auf die übliche Art mit ACA zu konstru-

ieren und ein einziges lineares Gleichungssystem Ãx = b zu lösen, generieren wir eine Folge von
H-Matrixapproximationen Ak von A und lösen jedes lineare Gleichungssystem Akxk = b für xk. Auf
den ersten Blick sieht dieses Vorgehen teurer aus, als die Gleichung Ãx = b nur einmal zu lösen. Die
Approximation von Ak+1 kann jedoch durch die approximierte Lösung xk gesteuert und xk+1 kann
als Update von xk berechnet werden. Zudem muss die Genauigkeit von xk für kleine k nicht hoch
sein. Dieses Vorgehen ermöglicht die Adaptierung an den geschätzten Fehler.
Die folgende Methode basiert auf residualen Fehlerschätzern und folgt einer ähnlichen Idee wie in

Kapitel 5. Dazu bezeichne Âk eine bessere Approximation an A als Ak, d.h. wir nehmen an, dass die
Saturierungsbedingung

‖Âkxk −Axk‖2 ≤ csat‖Akxk −Axk‖2 (7.2)

für 0 < csat < 1 erfüllt ist. Eine natürliche Wahl von Âk ist die bessere Approximation, welche
aus Ak resultiert, indem eine feste Anzahl an zusätzlichen ACA-Schritten auf jeden zulässigen Block
angewendet wird und (Âk)b = Ab gesetzt wird für alle nicht zulässigen Blöcke b ∈ Pnon-adm. Als
Fehlerschätzer wählen wir

η2
k(P ) :=

∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22, (7.3)

wobei P unsere bisherige Partition der Matrixindices in Blöcke bezeichnet. Damit lautet der Algo-
rithmus zur erweiterten adaptiven Kreuzapproximation:

Algorithmus 3 Erweiterte adaptive Kreuzapproximation (engl. extended adaptive cross approxima-
tion; exACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrixapproximation A0 von A und setze k = 0.

2. Löse das lineare Gleichungssystem Akxk = b für xk.

3. Finde bei gegebenen 0 < θ < 1 eine Menge markierter Blöcke Mk ⊂ P mit minimaler
Mächtigkeit, sodass

ηk(Mk) ≥ θ ηk, (7.4)

erfüllt ist.

4. Verbessere Ak, indem dieselben Schritte auf alle Blöcke (Ak)ts mit t × s ∈ Mk angewendet
werden, wie zur Erzeugung von (Âk)ts angewendet wurden. Bei Blöcken t× s ∈ P \Mk setze
(Ak+1)ts = (Ak)ts, d.h. setze

Ak+1 =

{
(Âk)ts, t× s ∈Mk,

(Ak)ts, t× s ∈ P \Mk.

5. Falls ηk > εexACA, erhöhe k := k + 1 und gehe zu 2.
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Die ACA-Schritte, welche zur Konstruktion vonAk+1 benötigt werden, können ohne groÿen Aufwand
von Âk übernommen werden, und Âk+1 kann durch die Verbesserung der Blöcke inMk aus Âk berech-
net werden. Daher müssen nur zu Beginn alle zulässigen Blöcke in ihrer Genauigkeit erhöht werden.
Nach dem ersten Schritt arbeitet exACA nur noch auf den im jeweiligen Schritt ausgewählten Blöcken.
Die ursprüngliche ACA - beschrieben in Algorithmus 1 - enthält mit dem Abbruchparamter εACA

ein Abbruchkriterium, welches die gewünschte Genauigkeit der Niedrigrang-Approximation für den
entsprechenden Block beschreibt. Während die Angabe einer Fehlerschranke εACA, damit die Lösung
des linearen Gleichungssystems einer vorgeschriebenen Genauigkeit genügt, schwierig ist, gibt der
Parameter εexACA, wie wir in Lemma 7.1 sehen werden, eine obere Schranke an den residualen Fehler
‖b−Axk‖2 von xk vor.
Neben der Fähigkeit des Schätzers ηk den Fehler auf den einzelnen Blöcken zu lokalisieren, wollen

wir einige Eigenschaften wie die Zuverlässigkeit und die E�zienz des Fehlerschätzers untersuchen.
Die im folgenden Lemma gezeigte Zuverlässigkeit von ηk wird maÿgeblich für die Konvergenz der
erweiterten adaptiven Kreuzapproximation verantwortlich sein.

Lemma 7.1. Für zwei Matrixapproximation Ak und Âk an A und für die Lösung xk von Akxk = b
gelte die Saturierungsbedingung (7.2). Dann schätzt ηk zuverlässig den Fehler ‖b−Axk‖2, d.h. es gilt

‖b−Axk‖2 ≤
√
cspL

1− csat
ηk.

Beweis. Zunächst sei angemerkt, dass(
n∑
i=1

ai

)2

≤ n
n∑
i=1

a2
i für alle ai ∈ R, i = 1, . . . , n,

nach der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erfüllt ist.
Um die geforderte Abschätzung zu zeigen, nutzen wir die Aufteilung von A ∈ H(P, k) in eine Summe
von Level-Matrizen A(`), d.h.

A =
L∑
`=1

A(`).

Damit erhalten wir:

‖(Ak − Âk)xk‖22 ≤

(
L∑
`=1

‖(A(`)
k − Â

(`)
k )xk‖2

)2

≤ L
L∑
`=1

‖(A(`)
k − Â

(`)
k )xk‖22

= L

L∑
`=1

∑
t∈T (`)

‖
∑

s:t×s∈P
(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

≤ L
L∑
`=1

∑
t∈T (`)

( ∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2

)2

≤ cspL
L∑
`=1

∑
t∈T (`)

∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= cspL
∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= cspLη
2
k.
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Mit der Saturierungsbedingung (7.2) und

‖b−Axk‖2 = ‖Akxk −Axk‖2 ≤ ‖(Ak − Âk)xk‖2 + ‖Âkxk −Axk‖2 ≤
√
cspLηk + csat‖b−Axk‖2

folgt die Abschätzung

‖b−Axk‖2 ≤
√
cspL

1− csat
ηk.

Das nächste Resultat beschreibt nicht direkt die E�zienz von ηk, d.h. ηk ≤ c‖b−Axk‖2, wobei c > 0
eine Konstante ist. Der Beweis der E�zienz ist noch eine o�ene Fragestellung. Mit ‖(Ak − Âk)xk‖2
kann jedoch ein leicht berechenbarer Ausdruck angegeben werden, welcher als untere Schranke für
‖b−Axk‖2 dient.

Lemma 7.2. Es gelte die Saturierungsannahme (7.2). Dann gilt die Abschätzung

‖b−Axk‖2 ≥
1

1 + csat
‖(Ak − Âk)xk‖2.

Beweis. Mit der Saturierungsannahme (7.2) und der Annahme, dass Akxk = b exakt gelöst wird,
erhalten wir

‖(Ak − Âk)xk‖2 ≤ ‖Akxk −Axk‖2 + ‖Axk − Âkxk‖2 ≤ (1 + csat)‖Akxk −Axk‖2
≤ (1 + csat) (‖b−Akxk‖2 + ‖b−Axk‖2)

≤ (1 + csat)‖b−Axk‖2.

Damit folgt

‖b−Axk‖2 ≥
1

1 + csat
‖(Ak − Âk)xk‖2.

Bemerkung 7.3. Um die E�zienz des Fehlerschätzers ηk zu zeigen, müsste die Abschätzung

‖(Ak − Âk)xk‖2 = ‖
∑
t×s∈P

(Ak − Âk)ts(xk)2‖2 ≥
∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2

in Form einer umgekehrten Dreiecksungleichung nachgewiesen werden. Aufgrund der Problemstellung
und der Struktur der Matrix A sollte eine derartige Abschätzung möglich sein. Bisher konnten die
inneren Abhängigkeiten in A nicht weit genug aufgeschlüsselt werden. Vermutlich spielt hier die
zugrunde liegende Problemstellung eine entscheidende Rolle. Ein weiterer Ansatz orientiert sich an
Gebietszerlegungsmethoden, wobei diese wiederum auf dem betrachteten Gebiet und nicht auf der
Matrix selbst arbeiten. Dort bedient man sich der Annahme einer stabilen Gebietszerlegung, welches
ein ähnliches Problem wie hier löst, siehe [72].

Die exACA-Methode lässt nur dieselbe (genauere) Blockapproximation zu, welche auch bei der
Schätzung des Fehlers verwendet wurde. In manchen Situationen würde man eher nur einen weiteren
Rang benutzen, um die genauere Approximation zu erzeugen, aber die Blockapproximation schlieÿlich
um zwei Ränge verbessern. Als nächsten Schritt, bevor die Konvergenz des Verfahrens analysiert wird,
wollen wir daher noch eine relaxierte Version der erweiterten ACA (rexACA; engl.: relaxed extendend
adaptive cross approximation) entwickeln, mit der die beiden verwendeten Blockapproximationen von
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Ak und Âk verschieden voneinander behandelt werden können. Wir führen mit 0 < ω < 1 einen
weiteren Parameter ein und fordern, dass bei der Verbesserung ausgewählter Blöcke die Bedingung

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)2‖2 ≤ ω‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2 (7.5)

für alle t × s ∈ Mk erfüllt ist. Fügen wir Bedingung (7.5) im vierten Schritt des Algorithmus 3 ein,
so folgt die relaxierte Form des exACA in Algorithmus 4.

Algorithmus 4 Relaxierte erweiterte adaptive Kreuzapproximation (engl. relaxed extended adaptive
cross approximation; rexACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrixapproximation A0 von A und setze k = 0.

2. Löse das lineare Gleichungssystem Akxk = b für xk.

3. Finde bei gegebenen 0 < θ < 1 eine Menge markierter Blöcke Mk ⊂ P mit minimaler
Mächtigkeit, sodass

ηk(Mk) ≥ θ ηk, (7.6)

erfüllt ist.

4. Verbessere Ak, indem weitere Schritte des ACA auf alle Blöcke (Ak)ts mit t×s ∈Mk angewen-
det werden, sodass für das Ergebnis (Ak+1)ts gilt, dass

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖2 ≤ ω‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2 (7.7)

ist, wobei 0 < ω < 1 gegeben ist. Bei Blöcken t× s ∈ P \Mk setze (Ak+1)ts = (Ak)ts.

5. Falls ηk > εrexACA, erhöhe k := k + 1 und gehe zu 2.

Der Vorteil des rexACA im Gegensatz zum exACA besteht darin, dass wir verschiedene Strategien
im Zusammenhang mit der genaueren Approximation und der Verbesserung von Ak zu Ak+1 verwen-
den können. Zudem erhält man durch Bedingung (7.7) mehr Kontrolle über den Prozess selbst. Auf
der anderen Seite muss hier eine zusätzliche Bedingung überprüft werden, was zusätzlichen Aufwand
bedeutet und die Rechenzeit erhöht. Wie auch beim exACA gibt der Parameter εrexACA eine obere
Schranke an den residualen Fehler ‖b−Axk‖ von xk vor.
In den numerischen Tests zu den neu entwickelten Methoden, welche in Kapitel 11 zu �nden sind,

werden wir uns auf den äquivalenten Fehler der Lösung der eigentlichen Problemstellung beziehen,
siehe nachfolgende Bemerkung 7.4.

Bemerkung 7.4. Bezeichne A : V → V ′ den Operator, welcher durch A diskretisiert wird, und uh
die Galerkin-Approximation der exakten Lösung von Au = f , dann gilt für den residualen Fehler
‖f −Auh‖V ′ , dass

cB‖u− uh‖V ≤ ‖f −Auh‖V ′ = sup
ϕ∈V

|a(u− uh, ϕ)|
‖ϕ‖V

≤ cS‖u− uh‖V

erfüllt ist, vorausgesetzt, die zu A gehörende Bilinearform a : V × V → R ist stetig, d.h.

|a(u, v)| ≤ cS‖u‖V ‖v‖V , für alle u, v ∈ V,

und genügt einer inf-sup-Bedingung

inf
u∈V

sup
v∈V

|a(u, v)|
‖u‖V ‖v‖V

≥ cB.

55



Zusätzliche Adaptive Methoden für ACA

Damit ist der Fehler der Lösung ‖u− uh‖V äquivalent zum residualen Fehler ‖f −Auh‖V ′ . Anstelle
der Dualnorm wird im Diskreten häu�g die euklidische Norm verwendet. Dies hat den Vorteil, dass
dann die Konditionszahl mit in die Abschätzung eingeht.

7.2 Konvergenzanalyse

Um die Konvergenz der beiden Algorithmen 3 und 4 nachweisen zu können, muss gezeigt werden,
dass der residuale Fehler gegen Null konvergiert, d.h.

‖b−Axk‖2 → 0, k →∞.

Unter Benutzung der Zuverlässigkeit von ηk genügt es hierfür, die Konvergenz des Fehlerschätzers
zu zeigen. Diese kann wiederum mit Hilfe eines Fehlerschätzerreduktionspronzips (eingeführt in [8])
hergeleitet werden. In unserem Fall folgt dieses Prinzip aus der Konvergenz des ACA, denn hier
gilt (wie in Lemma 6.4) entweder limk→∞(Ak)b = Ab oder b /∈ Mk ab einem Index k0 ∈ N, was
(Ak)b = (Ak+1)b für k ≥ k0 impliziert. Damit gilt

lim
k→∞

Ak = A∗ ∈ RN×N (7.8)

und
lim
k→∞

‖Ak+1 −Ak‖ = 0 = lim
k→∞

‖Âk+1 − Âk‖.

Wie im nächsten Lemma zu sehen ist, ist das genutzte Dör�er Marking (7.6) ein weiterer Grund für
die Konvergenz des Fehlerschätzers.

Lemma 7.5. Angenommen A∗ ist invertierbar. Dann gilt für den exACA aus Algorithmus 3 das
Fehlerschätzerreduktionsprinzip

η2
k+1 ≤ q η2

k + zk, (7.9)

wobei q := 1− 1
2θ

2 < 1 und zk konvergiert gegen Null. Zudem folgt: limk→∞ ηk = 0.

Beweis. Die Young'sche Ungleichung und die Dreiecksungleichung führen zu:

η2
k+1 =

∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk+1)s‖22

≤
∑
t×s∈P

(
‖(Ak+1 − Âk)ts(xk)s‖2 + ‖(Âk − Âk+1)ts(xk)s‖2 + ‖(Âk+1)ts(xk − xk+1)s‖2

)2

≤ (1 + δ)
∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk)ts(xk)s‖22+

(1 + 1/δ)
∑
t×s∈P

(
‖(Âk − Âk+1)ts(xk)s‖2 + ‖(Âk+1)ts(xk − xk+1)s‖2

)2

für alle δ > 0. Mit Akxk = b = Ak+1xk+1 erhalten wir∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22 =
∑

t×s∈Mk

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22 +
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22

≤ 0 +
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= η2
k(P \Mk) = η2

k − η2
k(Mk)

≤ (1− θ2)η2
k,
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wobei wir (7.6) verwendet haben. Die Wahl δ := 1
2θ

2/(1 − θ2), die Young'sche Ungleichung (mit
ρ > 0) und

zk = (1 + 1/δ)
∑
t×s∈P

(
‖(Âk − Âk+1)ts(xk)s‖2 + ‖(Âk+1)ts(xk − xk+1)s‖2

)2

≤ (1 + 1/δ)

[
(1 + ρ)

∑
t×s∈P

‖(Âk − Âk+1)ts(xk)s‖22 + (1 + 1/ρ)
∑
t×s∈P

‖(Âk+1)ts(xk − xk+1)s‖22

]

≤ cspL(1 + 1/δ)

[
(1 + ρ) max

t×s∈P
‖(Âk − Âk+1)ts‖22‖xk‖22 + (1 + 1/ρ) max

t×s∈P
‖(Âk+1)ts‖22‖xk − xk+1‖22

]
≤ cspL(1 + 1/δ)

[
(1 + ρ)‖(Âk − Âk+1)‖22‖xk‖22 + (1 + 1/ρ)‖Âk+1‖22‖xk − xk+1‖22

]
≤ cspL(1 + 1/δ)

[
(1 + ρ)‖(Âk − Âk+1)‖22‖xk‖22 + (1 + 1/ρ)‖Âk+1‖22‖A−1

k+1‖
2
2‖Ak+1xk+1 −Ak+1xk‖22

]
≤ cspL(1 + 1/δ)

[
(1 + ρ)‖(Âk − Âk+1)‖22‖xk‖22 + (1 + 1/ρ)‖Âk+1‖22‖A−1

k+1‖
2
2‖Akxk −Ak+1xk‖22

]
≤ cspL(1 + 1/δ)

[
(1 + ρ)‖(Âk − Âk+1)‖22‖xk‖22 + (1 + 1/ρ)‖Âk+1‖22‖A−1

k+1‖
2
2‖Ak −Ak+1‖22‖xk‖22

]
liefern die erste Aussage der Behauptung, da wegen (7.8) und A−1

k → A−1
∗ für k → ∞ die Folge

{zk}k∈N gegen Null konvergiert und die Folge {xk}k∈N wegen

‖xk‖2 ≤ ‖A−1
k ‖2‖b‖2

beschränkt ist.
Der zweite Teil der Behauptung folgt mit der gerade hergeleiteten Fehlerreduktion. Sei z > 0 eine

Zahl mit zk ≤ z für alle k ∈ N. Dann folgt mit (7.9) die Abschätzung

η2
k+1 ≤ qη2

k + zk ≤ q2η2
k−1 + qzk−1 + zk ≤ · · · ≤ qk+1η2

0 +

k∑
i=0

qk−izi

≤ qk+1η2
0 + z

k∑
l=0

ql ≤ η2
0 +

z

1− q
.

Damit ist die Folge {ηk}k∈N beschränkt und wir können die Zahl M := lim supk→∞ η
2
k de�nieren.

Eine weitere Benutzung von (7.9) liefert

M = lim sup
k→∞

η2
k+1 ≤ q lim sup

k→∞
η2
k + lim sup

k→0
zk = qM.

Damit gilt M = 0 und wir erhalten

0 ≤ lim inf
k→∞

ηk ≤ lim sup
k→∞

ηk = 0.

Schlieÿlich folgt
lim
k→∞

ηk = 0.

Der Nachweis der Konvergenz des rexACA aus Algorithmus 4 erfolgt nach demselben Prinzip.
Hier erhalten wir jedoch bezogen auf die Konvergenz des Fehlerschätzers eine in Abhängigkeit von ω
verminderte Konvergenzrate. Dies hat einen der folgenden beiden Gründe:
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1. Falls zur Konstruktion der genaueren Approximation Âk mehr ACA-Schritte genutzt wurden
als bei Bedingung (7.7) zur Erzeugung von Ak+1, so schöpfen wir nicht das volle Potential der
genaueren Approximation aus und wir verlieren an Konvergenzgeschwindigkeit.

oder

2. Ist das Umgekehrte der Fall, d.h. zur Erzeugung von Ak+1 werden mehr ACA-Schritte genutzt
als bei der Generierung von Âk+1, so ist aufgrund der unterschiedlichen Anzahl an ACA-
Schritten nicht genau klar, was passiert. Somit kann theoretisch nur eine verminderte Kon-
vergenzrate gezeigt werden.

Theorem 7.6. Angenommen A∗ ist invertierbar. Dann gilt für den rexACA aus Algorithmus 4 das
Fehlerschätzerreduktionsprinzip

η2
k+1 ≤ q η2

k + zk,

wobei q := 1− 1
2(1− ω2)θ2 < 1 und zk konvergiert gegen Null. Zudem folgt: limk→∞ ηk = 0.

Beweis. Die Young'sche Ungleichung und die Dreiecksungleichung führen zu:

η2
k+1 =

∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk+1)s‖22

≤
∑
t×s∈P

(
‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖2 + ‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk+1 − xk)s‖2

)2

≤ (1 + δ)
∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22 + (1 + 1/δ)
∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk+1 − xk)s‖22

für alle δ > 0. Mit (7.7) erhalten wir∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22 =
∑

t×s∈Mk

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22 +
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk)s‖22

≤ ω2
∑

t×s∈Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22 +
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= ω2 η2
k(Mk) + η2

k(P \Mk) = η2
k − (1− ω2)η2

k(Mk)

≤ [1− (1− ω2)θ2]η2
k,

wobei wir (7.6) verwendet haben. Die Wahl δ := 1
2(1− α2)θ2/[1− (1− α2)θ2] und

zk = (1 + 1/δ)
∑
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts(xk+1 − xk)s‖22

≤ cspL(1 + 1/δ) max
t×s∈P

‖(Ak+1 − Âk+1)ts‖22‖xk+1 − xk‖22

≤ cspL(1 + 1/δ)‖Ak+1 − Âk+1‖22‖xk+1 − xk‖22
≤ cspL(1 + 1/δ)‖Ak+1 − Âk+1‖22‖A−1

k+1‖
2
2‖Ak+1xk+1 −Ak+1xk‖22

= cspL(1 + 1/δ)‖Ak+1 − Âk+1‖22‖A−1
k+1‖

2
2‖Akxk −Ak+1xk‖22

≤ cspL(1 + 1/δ)‖Ak+1 − Âk+1‖22‖A−1
k+1‖

2
2‖Ak −Ak+1‖22‖xk‖22

liefert die erste Aussage der Behauptung.
Der zweite Teil der Behauptung folgt wie im Beweis von Lemma 7.5.
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In den Algorithmen 3 und 4 wurde vorausgesetzt, dass die einzelnen linearen Gleichungssysteme
exakt gelöst werden. Unter Verwendung direkter Verfahren, siehe [59], zur Lösung linearer Glei-
chungssysteme erhalten wir auch eine exakte Lösung, falls hierbei bei numerischen Berechnungen von
Rundungsfehlern abgesehen wird. Derartige Methoden weisen aber eine erhöhte Komplexität auf,
sodass sie bei gröÿeren Problemen in der Praxis unbrauchbar sind. Zudem sind direkte Verfahren bei
hierarchischen Matrizen nicht etabliert bzw. werden hier hauptsächlich in unvollständiger Form zur
Konstruktion von Vorkonditionierern verwendet, siehe [13].
Iterative Verfahren, siehe [64], hingegen sind von geringerer Komplexität, lösen aber das lineare
Gleichungssystem auch nur approximativ. In der Regel wird hier eine Fehlertoleranz vorgegeben.
Den Fehler, der hierbei entsteht, können wir ausnutzen, da die Matrixapproximation bei der ACA
auch nur von der Gröÿenordnung der vorgegebenen Fehlertoleranz sein muss. Daher ist es sinnvoll,
die Approximation der Systemmatrix mit der iterativen Lösung des linearen Gleichgungssystems zu
verbinden, um so einen Mehraufwand bei einem der beiden Schritte einzusparen. Die Kombination
zwischen Matrixapproximation und iterativer Lösung soll im achten Kapitel thematisiert werden.
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8. Verknüpfung iterativer Löser mit der Matrixapproximation

Am Ende vieler Verfahren, die auf der Diskretisierung von Operatoren beruhen, tritt ein lineares Glei-
chungssystem der Form Ax = f auf, um das Ausgangsproblem numerisch zu lösen. Die Systemmatrix
A ist dabei zumeist symmetrisch und positiv-de�nit. Für die hart erarbeitete logarithmisch-lineare
Komplexität bieten sich Verfahren an, welche dieser Komplexität nicht entgegenwirken. Beispielhaft
sei an dieser Stelle das Verfahren der konjugierten Gradienten genannt. Auf den ersten Blick scheint
dies eine schlechte Wahl zu sein, da das CG-Verfahren nur für dünnbesetzte Matrizen die geforderte
Komplexität einhalten kann. Da wir im Falle hierarchischer Matrizen auf eine schnelle Matrix-Vektor-
Multiplikation von logarithmisch-linearer Komplexität zurückgreifen können, kann die Methode der
konjugierten Gradienten auch e�zient in Verbindung mit H-Matrizen eingesetzt werden.
Im Folgenden wollen wir das Verfahren mit den Techniken aus Kapitel 7 verknüpfen, um so den Spei-

cherbedarf und die Rechenzeit noch weiter zu verringern. Wir starten mit einer kurzen Einführung
in das CG-Verfahren gefolgt von einer Anpassung der Methoden aus Kapitel 7 an das iterative Lö-
sungsverfahren. Zuvor sei noch angemerkt, dass auch andere Methoden wie GMRES [59, 64] möglich
sind und das CG-Verfahren hier nur beispielhaft angeführt ist.
Da bei einem der Anwendungsbeispiele in Kapitel III inde�nite Systemmatrizen auftreten, soll in

Abschnitt 8.2 mit dem Bramble-Pasciak CG-Verfahren eine spezielle Variante des Verfahrens der kon-
jugiertem Gradienten, die auf Probleme mit Sattelpunktcharakter zugeschnitten ist, kurz diskutiert
werden.

8.1 Die Methode der konjugierten Gradienten

Die Methode der konjugierten Gradienten ist ein auf symmetrische und positiv-de�nite Matrizen
ausgelegtes Verfahren. Die Herleitung und Konstruktion dieses iterativen Verfahrens kann in [59, 64,
68] nachgelesen werden.

Algorithmus 5 CG-Verfahren

Eingabe: Matrix A ∈ RN×N sym., pos. def., rechte Seite b ∈ RN , Genauigkeit εCG > 0
Ausgabe: Lösungsvektor x ∈ RN von Ax = b

Wähle x(0)

Setze r(0) = Ax(0) − b, p(1) = −r(0), k = 0
do

k++
if k > 1 then
hk−1 = 〈r(k−1),r(k−1)〉

〈r(k−2),r(k−2)〉
p(k) = −r(k−1) + hk−1p

(k−1)

end if

z = Ap(k)

qk = 〈r(k−1),r(k−1)〉
〈q(k),z〉

x(k) = x(k−1) + qkp
(k)

r(k) = r(k−1) + qkz
while

∥∥r(k)
∥∥

2
≤ εCG

Nach Algorithmus 5 erhält man pro Iterationsschritt eine Matrix-Vektor-Multiplikation, zwei Skalar-
produkte und drei skalare Multiplikationen von Vektoren. Für den Rechenaufwand bedeutet dies
(N+5)N multiplikative Operationen. Angenommen γN , γ � N , bezeichne die Anzahl der Elemente
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in A, die ungleich Null sind, so führt dies bei dünnbesetzten Matrizen auf einen Rechenaufwand pro
CG-Schritt von (γ + 5)N multiplikativen Operationen. In unserem Fall, bei der Verwendung der
Multiplikation mit Niedrigrang-Matrizen, erhalten wir eine logarithmisch-lineare Komplexität.
Die Methode der konjugierten Gradienten wurde als endlicher Prozess konstruiert. Um dies zu

zeigen, sehen wir uns zunächst einige Eigenschaften an, siehe [68].

Lemma 8.1. Die Residuenvektoren r(k) bilden ein Orthonormalsystem. Die Richtungsvektoren p(k)

sind paarweise konjugiert und für k ≥ 2 gelten die folgenden Bedingungen:

(i) 〈r(k−1), r(j)〉 = 0, j = 0, 1, 2, ..., k − 2,

(ii) 〈r(k−1), p(j)〉 = 0, j = 0, 1, 2, ..., k − 2,

(iii) 〈p(k), Ap(j)〉 = 0, j = 0, 1, 2, ..., k − 1.

Mit Hilfe von Lemma 8.1 folgt, dass das CG-Verfahren terminiert.

Lemma 8.2. Die Methode der konjugierten Gradienten liefert die Lösung eines Gleichungssystems
in N Unbekannten nach höchstens N Schritten.

Lemma 8.2 stellt in erster Linie ein theoretisches Resultat dar. Numerisch betrachtet kann es
vorkommen, dass der Algorithmus nach N Schritten noch nicht am Ende ist. Denn in der Praxis wird
bei den Orthogonalitätsrelationen 〈r(k−1), r(j)〉, j = 0, 1, ..., k−2, immer ein kleiner Fehler entstehen,
welcher sich je nach Konditionszahl von A anders auswirken kann. Daher kann es durchaus angebracht
sein, das Verfahren nach N Schritten fortzusetzen und das Abbruchkriterium aus Algorithmus 5
entscheiden zu lassen. In erster Linie hängt die Konvergenz von der Konditionszahl der Matrix
A ab. Ein entsprechendes Resultat lässt sich für den Fehler e(k) = x(k) − x in der Energienorm
‖e‖A :=

√
〈e,Ae〉 formulieren, siehe zum Beispiel [68]. Dabei ist entscheidend, dass die Unterräume

Sk := span{r(0), r(1), ..., r(k−1)} Krylov-Unterräume bilden.

Lemma 8.3. Im CG-Algorithmus gilt für den Fehler e(k) = x(k) − x in der Energienorm die Ab-
schätzung

‖e(k)‖A ≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)k
‖e(0)‖A. (8.1)

Die obere Schranke (8.1) kann dazu verwendet werden, um eine Mindestanzahl an Schritten k
anzugeben, welche für die Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = b nötig ist. Sei dazu ε > 0

die relative, zu erreichende Genauigkeit, d.h. ‖e
(k)‖A
‖e(0)‖A

≤ ε. Dann folgt als untere Schranke für die

Anzahl an Iterationen, dass

k ≥ 1

2

√
κ(A) ln

(
2

ε

)
+ 1.

Demnach ist die E�zienz des CG-Verfahrens an die Konditionszahl der Systemmatrix A gekoppelt.
Daher werden bei dieser Methode eher kleine Konditionszahlen bevorzugt. Durch eine entsprechende
Vorkonditionierung kann die Konditionszahl problemabhängig verkleinert werden. Da im weiteren
Verlauf keine Vorkonditionierung verwenden wird, sei auf [64, 59, 68] verwiesen.
Bei den später in Kapitel III betrachteten Problemen wird das Verfahren der konjugierten Gradi-

enten alleine nicht ausreichen, da hier Systemmatrizen auftreten werden, die inde�nit sind. Bramble
und Pasciak haben in [28] eine Transformation angegeben, unter welcher das konjugierte Gradienten-
verfahren auch in inde�niten linearen Gleichungssystemen angewendet werden kann.
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8.2 Das CG-Verfahren nach Bramble und Pasciak

Betrachtet wird nun ein lineares Gleichungssystem der Form(
A −B
BT C

)(
x1

x2

)
=

(
f1

f2

)
, (8.2)

wobei A ∈ RM×M symmetrisch und positiv-de�nit, C ∈ RN×N symmetrisch und positiv-semide�nit
und B ∈ RM×N . Diese Art von linearem Gleichungssystem ist aufgrund der genannten Eigenschaften
der Blockmatrizen A,B und C für das CG-Verfahren ungeeignet. Um das Verfahren der konjugierten
Gradienten dennoch anwenden zu können, wird nachfolgend ein Vorgehen skizziert, welches ein Glei-
chungssystem der Form (8.2) in ein symmetrisches und positiv de�nites Gleichungssystem trans-
formiert. Wir halten uns dabei an die Ausführungen in [28] und [70]. Zu Beginn wird vorausgesetzt,
dass eine zu A spektraläquivalente Matrix PA existiert, d.h. gibt Konstanten cA2 ≥ cA1 > 0 mit

cA1 (PAx, x) ≤ (Ax, x) ≤ cA2 (PAx, x), x ∈ RM .

Die Matrix PA wird in den meisten Fällen als eine Vorkonditionierung für die Matrix A gewählt.
Beispiele hierfür können in [13, 14, 43, 57] gefunden werden. Für die Konstruktion dieser Trans-
formation wird zusätzlich cA1 > 1 vorgeschrieben. Mit dieser Forderung ist die Matrix A − PA
positiv-de�nit und somit invertierbar, denn es gilt die Abschätzung

((A− PA)x, x) ≥ (cA1 − 1)(PAx, x)

für alle x ∈ RM . Dies hat zur Folge, dass auch die beiden Matrizen

AP−1
A − I = (A− PA)P−1

A und T =

(
AP−1

A − I 0

−BTP−1
A I

)
invertierbar sind, sodass eine geeignete Transformation des linearen Gleichungssystems (8.2) mit der
Matrix T möglich ist. Die Anwendung von T auf das linearen Gleichungssystem (8.2) ergibt

M

(
x1

x2

)
= T

(
f1

f2

)
, (8.3)

wobei

M =

(
AP−1

A − I 0

−BTP−1
A I

)(
A −B
BT C

)
=

(
AP−1

A A−A (I −AP−1
A )B

BT (I − P−1
A A) C +BTP−1

A B

)
symmetrisch ist. Wie in [28] oder [70] gezeigt wird, ist die Matrix M positiv-de�nit. Dies erlaubt
uns die Anwendung des CG-Verfahrens auf das transformierte lineare Gleichungssystem (8.3), um so
eine Lösung des Ausgangssystems (8.2) zu bestimmen.
In den weiteren Abschnitten aus Kapitel acht sollen die iterativen Lösungsverfahren mit der er-

weiterten adaptiven Kreuzapproximation kombiniert und der resultierende Algorithmus analysiert
werden.
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8.3 Anpassung der erweiterten ACA an residuale Fehler

In Kapitel 7 ist die Annahme getro�en worden, dass wir das in jedem Schritt enthaltene lineare
Gleichungssystem exakt lösen. Bei iterativen Verfahren wird eine derartige Annahme schnell an ihre
Grenzen kommen. Zudem macht es wenig Sinn, viel Zeit beim Lösen aufzuwenden, um möglichst
genau zu rechnen, wenn die restlichen Approximationen viel gröber sind. Damit wir diese Überlegun-
gen in der erweiterten ACA berücksichtigen können, werden wir den zweiten Schritt von Algorithmus 3
weiter ausbauen. Sei dazu ein Parameter α ≥ 0 gegeben. Dann wird das CG-Verfahren solange auf
das lineare Gleichungssystem Akxk = b angewendet, bis der residuale Fehler die Bedingung

‖b−Akxk‖2 ≤ α‖(Ak − Âk)xk‖2

erfüllt. Da im restlichen Verlauf des Verfahrens die Einträge in den einzelnen Blöcken durch sukzessive
Rang-Updates entstehen, kann der Vektor xk−1 als Startvektor für den iterativen Löser verwendet
werden, um so weitere Rechenzeit zu sparen. Die Kombination aus ACA und iterativen Lösungsver-
fahren ergibt den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 6 Block-adaptive Kreuzapproximation (engl. block-adaptive cross approximation;
BACA)

1. Starte mit einer groben H-Matrix Approximation A0 von A und setze k = 0.

2. Wende bei gegebenem α ≥ 0 das CG-Verfahren solange auf das lineare Gleichungssystem
Akxk = b an, bis der residuale Fehler die Bedingung

‖b−Akxk‖2 ≤ α‖(Ak − Âk)xk‖2

erfüllt (benutze xk−1 als Startvektor für den iterativen Löser; x−1 := 0).

3. Finde bei gegebenem 0 < θ < 1 eine Menge markierter Blöcke Mk ⊂ Padm von minimaler
Mächtigkeit, sodass

ηk(Mk) ≥ θ ηk (8.4)

gilt, wobei η2
k(M) :=

∑
t×s∈M ‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22 und ηk := ηk(Padm).

4. Setze

Ak+1 =

{
(Âk)b, b ∈Mk,

(Ak)b, b ∈ P \Mk.

5. Falls ηk > εBACA, erhöhe k und gehe zu Schritt 2.

Eine Änderung im Schritt zwei von Algorithmus 3 hat auch Auswirkungen auf die Eigenschaften
des verwendeten Fehlerschätzers. Im Folgenden gilt es zu ermitteln, wie der Fehlerschätzer ηk vom
neu eingeführten Parameter α > 0 und dem residualen Fehler

δk := ‖b−Akxk‖2

der approximierten Lösung xk von Akxk = b abhängt.

Lemma 8.4. Sei die Saturationsannahme (7.2) erfüllt. Dann ist der Fehlerschätzer ηk zuverlässig,
d.h. es gilt

‖b−Axk‖2 ≤
1 + α(1 + csat)

1− csat
‖(Ak − Âk)xk‖2 ≤

√
cspL

1 + α(1 + csat)

1− csat
ηk.
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Beweis. Wir nutzen wiederum die Zerlegung von A ∈ H(P, k) in eine Summe von Level-Matrizen A(`),
welche diejenigen Blöcke b ∈ P von A enthalten, die zum `-ten Level des Blockclusterbaumes TI×I
gehören

A =
L∑
`=1

A(`).

Mit (
∑n

i=1 ai)
2 ≤ n

∑n
i=1 a

2
i für alle ai ∈ R, i = 1, . . . , n, erhalten wir

‖(Ak − Âk)xk‖22 ≤

(
L∑
`=1

‖(Ak − Âk)(`)xk‖2

)2

≤ L
L∑
`=1

‖(Ak − Âk)(`)xk‖22

= L
L∑
`=1

∑
t∈T (`)

I

‖
∑

s:t×s∈P
(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

≤ L
L∑
`=1

∑
t∈T (`)

I

( ∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2

)2

≤ cspL
L∑
`=1

∑
t∈T (`)

I

∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= cspL
∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22 = cspLη
2
k.

Die Aussage des Lemmas folgt aus

‖b−Axk‖2 ≤ ‖b−Akxk‖2 + ‖(Ak − Âk)xk‖2 + ‖Âkxk −Axk‖2
≤ (1 + α)‖(Ak − Âk)xk‖2 + csat‖Akxk −Axk‖2
≤ (1 + α)‖(Ak − Âk)xk‖2 + csat(α‖(Ak − Âk)xk‖2 + ‖b−Axk‖2).

Obwohl die E�zienz des Fehlerschätzers ηk, d.h. ηk . ‖b−Axk‖2, in numerische Tests beobachtet
werden kann, ist dessen Beweis noch eine o�ene Fragestellung. Nichtsdestoweniger kann der berechen-
bare Ausdruck ‖(Ak − Âk)xk‖2 als untere Schranke für ‖b−Axk‖2 dienen, falls eine obere Schranke
an α angenommen wird.

Lemma 8.5. Sei die Zulässigkeitsbedingung(7.2) erfüllt und α ≤ 1/2. Dann gilt die Abschätzung

‖b−Axk‖2 ≥
1− α(1 + csat)

1 + csat
‖(Ak − Âk)xk‖2.

Beweis. Mit der Zulässigkeitsbedingung (7.2) folgt

‖(Ak − Âk)xk‖2 ≤ ‖Akxk −Axk‖2 + ‖Axk − Âkxk‖2 ≤ (1 + csat)‖Axk −Akxk‖2
≤ (1 + csat)(‖b−Axk‖2 + ‖b−Akxk‖2)

≤ (1 + csat)‖b−Axk‖2 + (1 + csat)α‖(Ak − Âk)xk‖2.

Im anschlieÿenden Kapitel wird die Zuverlässigkeit des Fehlerschätzers ηk hilfreich sein, um die
Konvergenz des BACA zu zeigen.
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8.4 Konvergenz der residualen BACA

Bevor die Konvergenz der BACA gezeigt wird, setzen wir uns mit der Konvergenz des Fehlerschätzers
ηk auseinander, welche eine Konsequenz der Dör�er-Marking-Strategie (8.4) ist. Dabei sei angemerkt,
dass mit der Konvergenz der ACA entweder limk→∞(Ak)b = Ab oder b 6∈ Mk ab einem bestimmten
Index k0 ∈ N gilt, was (Ak)b = (Ak+1)b für k ≥ k0 zur Folge hat. Damit gilt limk→∞Ak = A∗ ∈ RN×N
und

lim
k→∞

‖Ak+1 −Ak‖ = 0 = lim
k→∞

‖Âk+1 − Âk‖. (8.5)

Unter Beachtung der eben genannten Konvergenzeigenschaften von Ak kann das folgende Fehlerschät-
zer-Reduktionsprinzip gezeigt werden.

Lemma 8.6. Angenommen A∗ ist invertierbar und α ist hinreichend klein. Dann gilt

η2
k+1 ≤ q η2

k + zk, (8.6)

wobei zk eine Folge bezeichnet, die gegen Null konvergiert, und q < 1. Zudem konvergiert ηk gegen
Null, d.h. limk→∞ ηk = 0.

Beweis. Nutzen wir die De�nitionen von Ak+1 und η2
k+1, so folgt∑

t×s∈P
‖(Ak+1−Âk+1)ts(xk+1)s‖22 =

∑
t×s∈Mk

‖(Âk−Âk+1)ts(xk+1)s‖22+
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak−Âk)ts(xk+1)s‖22.

Mit der Youngschen Ungleichung und (8.4) erhalten wir für den zweiten Term∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1)s‖22 ≤ (1 + ε) η2
k(P \Mk) + (1 + 1/ε)

∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

= (1 + ε)[η2
k − η2

k(Mk)] + (1 + 1/ε)
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

≤ (1 + ε)(1− θ2) η2
k + (1 + 1/ε)

∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

für alle ε > 0. Die letzte Summe kann abgeschätzt werden durch∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22 =
∑
s∈TI

∑
t:t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

≤ max
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts‖22
∑
s∈TI

∑
t:t×s∈P\Mk

‖(xk+1 − xk)s‖22

≤ cspL‖xk+1 − xk‖22 max
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts‖22

≤ cspL‖A−1
k+1‖

2
2 ‖Ak+1xk+1 −Ak+1xk‖22 max

t×s∈P
‖(Ak − Âk)ts‖22

≤ 3cspL‖A−1
k+1‖

2
2

(
‖Ak+1xk+1 − b‖22 + ‖(Ak+1 −Ak)xk‖22 + ‖Akxk − b‖22

)
‖Ak − Âk‖22.

Mit ‖b − Akxk‖22 ≤ α2‖(Ak − Âk)xk‖22 ≤ α2cspLη
2
k folgt mit der Wahl ε := 1

2θ
2/(1 − θ2) die Ab-

schätzung

η2
k+1 ≤ (1− 1

2
θ2) η2

k + γ[η2
k+1 + η2

k] + zk, (8.7)
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wobei γ := 3α2 2−θ2

θ2

(
cspL‖Ak − Âk‖2‖A−1

k+1‖2
)2

und

zk :=
∑

t×s∈Mk

‖(Âk − Âk+1)ts(xk+1)s‖22 + 3(1 + 1/ε)cspL‖Ak − Âk‖22 ‖A−1
k+1‖

2
2‖Ak+1 −Ak‖22‖xk‖22

gegen 0 konvergiert. Dies wiederum ist eine Konsequenz aus A−1
k → A−1

∗ für k → ∞ und (8.5). Zu
beachten ist, dass {xk}k∈N wegen

‖xk‖2 ≤ ‖A−1
k ‖2 (‖b‖2 + ‖Akxk − b‖2) ≤ ‖A−1

k ‖2
(
‖b‖2 + α‖(Ak − Âk)xk‖2

)
≤ ‖A−1

k ‖2‖b‖2 + α‖A−1
k ‖2(‖Ak‖2 + ‖Âk‖2)‖xk‖2

und einem hinreichend kleiem α beschränkt ist. Die Wahl von α, sodass γ < θ2/4 erfüllt ist, führt
mit (8.7) und

q :=
1− 1

2θ
2 + γ

1− γ
< 1

zum ersten Teil der Aussage.
Beim Beweis der zweiten Aussage halten wir uns an die Idee des Fehlerschätzer-Reduktionsprinzip,

welches in [8] vorgestellt wurde. Sei z > 0 eine Zahl mit zk ≤ z für alle k. Mit der Fehlerschätzer-
Reduktion (8.6) folgt

η2
k+1 ≤ q η2

k + zk ≤ q2 η2
k−1 + q zk−1 + zk ≤ . . . ≤ qk+1η2

0 +

k∑
i=0

qk−izi

≤ qk+1η2
0 + z

k∑
l=0

ql ≤ η2
0 +

z

1− q
.

Damit ist die Folge {ηk}k∈N0 beschränkt und wir de�nieren M := lim supk→∞ η
2
k. Benutzen wir ein

weiteres Mal die Fehlerschätzer-Reduktion (8.6), so führt das zu

M = lim sup
k→∞

η2
k+1 ≤ q lim sup

k→∞
η2
k + lim sup

k→∞
zk = qM.

Schlieÿlich folgt M = 0 und wir erhalten

0 ≤ lim inf
k→∞

ηk ≤ lim sup
k→∞

ηk = 0

und letztendlich limk→∞ ηk = 0.

Die Konvergenz der BACA ist nun eine Folge der Zuverlässigkeit von ηk.

Theorem 8.7. Die Residuen rk := b−Axk der Folge {xk}k∈N, welche durch Algorithmus 6 konstruiert
wurde, konvergiert gegen Null.

Beweis. Mit Lemma 8.4 und Lemma 8.6 erhalten wir

‖b−Axk‖2 ≤
√
cspL

1 + α(1 + csat)

1− csat
ηk → 0.

Die Analyse der entwickelten Algorithmen ist mit Theorem 8.7 abgeschlossen. Im folgenden dritten
Teil wird die Funktionsweise der neuen Methoden in der Praxis untersucht. Wir konzentrieren uns auf
die numerische Lösung von partiellen Di�erentialgleichungen mit Hilfe der Randelemente Methode.
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III. Anwendung der Kreuzapproximation bei der
Randintegralmethode

Der dritte Teil bildet den Abschluss der Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation mit zusätz-
lichen adaptiven Elementen. Hier soll mit der Randintegralmethode ein Anwendungsgebiet der ACA
bzw. BACA vorgestellt werden. Im weiteren Verlauf schildern wir einige numerische Resultate der
BACA und vergleichen sie mit denen der ACA. Zudem wird die Funktionsweise und die Qualität
der im zweiten Teil dieser Arbeit behandelten Fehlerschätzer anhand numerischer Beispiele genauer
betrachtet. Dabei konzentrieren wir uns auf die numerische Lösung der Laplace-Gleichung und der
Elastizitätsgleichungen. Zu Beginn dieses dritten Teils werden die mathematischen Grundlagen zu
den betrachteten Problemen in Bezug auf die Randelementmethode kurz eingeführt.

9. Nicht-lokale Operatoren bei Randintegralgleichungen

Wir konzentrieren uns auf die numerische Lösung von partiellen Di�erentialgleichungen in Zusam-
menhang mit der Randintegralmethode (engl. Boundary Element Method, BEM). Solche Probleme,
die durch BEM gelöst werden können, besitzen oft Fundamentallösungen mit Singularitäten. Das
Integral über diese singulären bzw. schwach singulären Kerne führt uns zu den nicht-lokalen Ope-
ratoren. Zuerst kümmern wir uns um die beiden Problemstellungen, die genauer betrachtet werden
sollen, und anschlieÿend um die notwendigen Funktionenräume, welche in der Regel Sobolev-Räume
sind.

9.1 Problemstellungen

Als Problemstellung, auf welche wir die in den vorherigen Kapiteln angesprochenen Techniken an-
wenden wollen, seien hier mit der Laplace-Gleichung und den Lamé-Gleichungen zwei partielle Di�e-
rentialgleichungen nachfolgend aufgeführt. Erstere ist Bestandteil vieler physikalischer oder ingenieur-
wissenschaftlicher Anwendungen. Mit der zweiten Gleichung lässt sich sehr gut lineare Elastizität
beschreiben.

9.1.1 Die Laplace-Gleichung

Bei der Laplace-Gleichung
−∆u = 0
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handelt es sich um den homogenen Spezialfall der Poisson-Gleichung

−∆u = f, f : Ω→ R, Ω ⊂ Rd.

Mit dem Laplace-Operator

∆u :=

d∑
i=1

∂2
i u

lassen sich physikalische Phänomene wie elektrostatische Potentiale oder Gravitationspotentiale sehr
gut modellieren, siehe [52]. Zudem kann die Laplace-Gleichung in der Fluiddynamik dazu verwendet
werden, einfache Strömungen [69] wie z.B. stationäre, inkompressible, wirbelfreie Strömungen im zwei
Dimensionen ohne Benutzung der Navier-Stokes-Gleichungen zu beschreiben. Im Allgemeinen stellt
der Laplace-Operator einen Bestandteil vieler partieller Di�erentialgleichungen dar.

9.1.2 Lineare Elastizität

Die Theorie der linearen Elastizität versucht, Verformungen von Körpern, die nach der Kraftein-
wirkung wieder in ihre ursprüngliche Form zurückkehren, mathematisch zu beschreiben. siehe [49,
70, 71]. Das Ziel ist hier die Bestimmung eines Verschiebungsfeldes u(x) für alle x in einem beschränk-
ten Gebiet Ω ⊂ R3, so dass für einen elastischen Körper die Gleichgewichtsgleichungen

−
3∑
j=1

∂

∂xj
σij(u, x) = fi(x) for x ∈ Ω, i = 1, 2, 3, (9.1)

erfüllt sind, wobei ein reversibles, isotropes und homogenes Materialverhalten angenommen wird. Mit
Hilfe des Hooke'schen Gesetzes werden die Komponenten des Spannungstensors

σij(u, x) =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
δij

3∑
k=1

ekk(u, x) +
E

1 + ν
eij(u, x) for x ∈ Ω, i = 1, 2, 3,

mit dem Dehnungstensor eij(u, x) verknüpft, welcher unter der Annahme kleiner Deformationen die
Form

eij =
1

2

[
∂

∂xi
uj(x) +

∂

∂xj
ui(x)

]
für x ∈ Ω, i, j = 1, 2, 3,

hat. Dabei bezeichnen E > 0 das Young'sche Modul und ν ∈ (0, 1/2) die Poisson Zahl. Nach einigen
Transformationen, siehe z.B. [70], erhalten wir das Navier-System

−µ∆u(x)− (λ+ µ)grad divu(x) = f(x), für x ∈ Ω,

mit den Lamé-Konstanten

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
und µ =

E

2(1 + ν)
.

Typische Randbedingungen in der Festkörpermechanik sind eine Mischung aus mehreren Dirichlet-
Bedingungen, welche feste Begrenzungen beschreiben, und Neumann-Randbedingungen, welche freie
Lagerungen beschreiben. Aus Gründen der Einfachheit wählen wir zunächst eine Dirichlet-Bedingung

γint0 u(x) = gD(x) für x ∈ ΓD
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und eine Neumann-Randbedingung

γint1 u(x) = gN (x) für x ∈ ΓN ,

wobei ∂Ω := Γ = ΓD∪ΓN , ΓD∩ΓN = ∅. Zusätzlich nehmen wir an, dass der Dirichlet-Rand positives
Maÿ besitzt, d.h. ∫

ΓD

ds > 0,

um die eindeutige Lösbarkeit des betrachteten Problems zu gewährleisten.
Untersucht man das allgemeine inhomogene Neumann Randwertproblem

−µ∆u(x)− (λ+ µ)grad div u(x) = f(x) für x ∈ Ω,

γint1 u(x) = gN (x) für x ∈ Ω,

so ist dessen Lösung unter der zusätzlichen Lösbarkeitsbedingung∫
Ω

vk(x)T f(x) dx+

∫
Γ

γint0 vk(x)T gN (x) dsx = 0, für alle vk ∈ R

nur bis auf die Lösung des homogenen Neumann Problems, die Starrkörperbewegungen, beschrieben
durch die Menge

R = span


 1

0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 ,

 −x2

x1

0

 ,

 0
−x3

x2

 ,

 x3

0
−x1


eindeutig bestimmt. Bei reinen Neumann Randwertproblemen können für die Eindeutigkeit zusätz-
liche nodale bzw. skalierende Bedingungen gefordert werden, siehe [70].

9.2 Funktionenräume

Zunächst nehmen wir an, dass Ω ⊂ Rd ein o�enes und beschränktes Gebiet darstellt. Um später Spur-
bzw. Fortsetzungsoperatoren de�nieren zu können, werden noch stärkere Voraussetzungen nötig sein.
Für p ∈ [1,∞] bezeichnet der Raum Lp(Ω) := {u : Ω→ R | u messbar, ||u||Lp(Ω) <∞} mit

||u||Lp(Ω) :=


(∫

Ω

|u|p
)1/p

, 1 ≤ p <∞

inf
M⊂Ω, |M |=0

sup
x∈Ω\M

|u(x)| , p =∞

den Raum der messbaren Funktionen, welche zur p-ten Potenz integrierbar sind. Im Fall p = 2 bildet
der Raum L2(Ω) in Verbindung mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉L2(Ω) :=

∫
Ω

uv dx, u, v ∈ L2(Ω),

einen Hilbert-Raum. Zudem wird über das L2-Skalarprodukt durch

||u||L2(Ω) := 〈u, u〉1/2
L2(Ω)

eine Norm induziert.
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9.2.1 Sobolev-Räume

Unter dem Sobolev-Raum der Ordnung k ∈ N0 versteht man den Raum

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) | Dαu ∈ Lp(Ω) für alle |α| ≤ k},

wobei Dαu die schwache Ableitung von u vom Grad α bezeichnet, d.h. es gibt vα = Dαu ∈ L1
loc(Ω)

mit ∫
Ω

vαϕ dx = (−1)|α|
∫
Ω

u ∂αϕ dx für alle ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Ausgestattet mit den Normen

||u||Wk,p(Ω) :=

∑
|α|≤k

||Dαu||pLp(Ω)

1/p

für 1 ≤ p <∞ und ||u||Wk,∞(Ω) :=
∑
|α|≤k

||Dαu||L∞(Ω)

sind die Sobolev-Räume W k,p(Ω) Banach-Räume.
Im Zusammenhang mit partiellen Di�erentialgleichungen ist der Fall p = 2 von gröÿerer Bedeutung,
da die Sobolev-Räume Hk(Ω) := W k,2(Ω) mit dem Skalarprodukt

〈u, v〉Hk(Ω) :=
∑
|α|≤k

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω), u, v ∈ Hk(Ω),

wiederum Hilbert-Räume bilden. Des Weiteren stimmt die über das Skalarprodukt induzierte Norm
mit der W k,2(Ω)-Norm überein.

Da wir später Randintegralgleichungen betrachten wollen, wird auch eine De�nition bzw. Kon-
struktion von Sobolev-Räumen auf Manigfaltigkeiten und Rändern benötigt. Wir halten uns hierbei
an die Konstruktion aus [70]. Sei dafür {ϕi}Ni=1 eine Zerlegung der Eins mit den Eigenschaften

1. ϕi ∈ C∞0 (Rd),

2.
N∑
i=1

ϕi(x) = 1, x ∈ Γ,

3. ϕi(x) = 0, x ∈ Γ \ Γi,

auf einer geeigneten und stückweisen Parametrisierung

Γi := {x ∈ Rd : x = χi(ξ) für ξ ∈ Ti ⊂ Rd−1}

mit ∂Ω = Γ =
⋃N
i=1 Γi. Damit lässt sich ein entsprechender Sobolevraum Hs(Γ) auf dem Rand Γ

de�nieren.

De�nition 9.1. Für 0 ≤ s ≤ k sei die Sobolevnorm ‖ · ‖Hs
χ(Γ) de�niert durch

‖v‖Hs
χ(Γ) :=

(
N∑
i=1

‖ṽi‖2Hs(Ti)

)1/2

,

wobei
ṽi(ξ) := ϕi(χi(ξ))v(χi(ξ)) = ϕi(x)v(x) = vi(x), ξ ∈ Ti ⊂ Rd−1, i = 1, ..., N,

mit vi(x) := ϕi(x)v(x), x ∈ Γ, die lokalen Funktionen beschreibt.
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In Abhängigkeit der Ordnung der zu betrachtenden Ableitung müssen wir eine Bedingung an die
lokalen Parametrisierungen vorschreiben, d.h. für |s| ≤ k die Annahme χi ∈ Ck−1,1(Ti). Eine erste
zu ‖ · ‖Hs

χ(Γ) äquivalente Norm ist im folgenden Lemma gegeben, siehe [70].

Lemma 9.2. Für s = 0 ist eine in H0
χ(Γ) äquivalente Norm durch

‖v‖L2(Γ) :=

∫
Γ

|v(x)|2 dsx

1/2

gegeben.

Beweis. Zunächst gelten

‖v‖2H0
χ(Γ) =

J∑
i=1

∫
Ti

[ϕi(χi(ξ))v(χi(ξ))]
2 dξ

und

‖v‖2L2(Γ) =

∫
Γ

[v(x)]2 dsx =

J∑
i=1

∫
Γi

[ϕi(x)v(x)]2 dsx.

Unter Benutzung der lokalen Parametrisierung erhalten wir

‖v‖2L2(Γ) =
J∑
i=1

∫
Ti

[ϕi(χi(ξ))v(χi(ξ))]
2detχi(ξ) dξ,

wodurch die Behauptung folgt. Dabei hängen die auftretenden Konstanten bei der Normäquivalenz
von der gewählten Parametrisierung und den gewählten Abschneidefunktionen ab.

Eine weitere äquivalente Norm ist für s ∈ (0, 1) durch die Sobolev-Slobodeckij Norm

‖v‖Hs(Γ) :=

‖v‖L2(Γ) +

∫
Γ

∫
Γ

(v(x)− v(y))2

|x− y|d−1+2s
dsx dsy

1/2

.

gegeben. Als letztes werden Sobolev-Räume für negative Exponenten s < 0 benötigt. Unter Berück-
sichtigung der Dualitätspaarung

〈u, v〉Γ :=

∫
Γ

u(x)v(x) dsx

ist der Sobolevraum Hs(Γ) für s < 0 de�niert als der Dualraum von H−s(Γ), d.h.

Hs(Γ) := (H−s(Γ))′.

Die zu Hs(Γ), s < 0, gehörende Norm lautet

‖u‖Hs(Γ) := sup
06=v∈H−s(Γ)

〈u, v〉Γ
‖v‖H−s(Γ)

.

Ränder, welche nur stückweise glatt sind, benötigen eine gesonderte Behandlung. Da dies an dieser
Stelle zu weit führen würde, sei für derartige Probleme auf [70] verwiesen.
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9.2.2 Eigenschaften von Sobolev-Räumen

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von Sobolev-Räumen angegeben, welche bei der
späteren Formulierung und Analyse von Randwertproblemen notwendig sind. Wir starten mit dem
Sobolev'schen Einbettungssatz aus [29] bzw. [56].

Lemma 9.3. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-Rand ∂Ω und sei d ≤ k für p = 1
bzw. d/p < k im Fall p > 1. Für u ∈W k,p(Ω) gilt:

(i) u ∈ C(Ω),

(ii) ‖u‖L∞(Ω) ≤ c‖u‖Wk,p(Ω) für alle u ∈W k,p(Ω).

Äquivalente Normen in W k,p(Ω) können mit Hilfe des Normierungssatzes von Sobolev angegeben
bzw. konstruiert werden. Eine Folgerung dieses Theorems ist z.B. die Poincarésche Ungleichung.

Lemma 9.4. Sei Ω ein beschränktes Lipschitz-Gebiet und F : W 1,p(Ω) → R ein stetiges, positiv-
homogenes Funktional, d.h.

F (λu) = λF (u), für alle λ > 0, u ∈W 1,p(Ω),

sodass für alle q = const. gilt
F (q) = 0 ⇒ q = 0.

Dann gibt es für jedes p ∈ [1,∞) eine Konstante c > 0 mit

‖u‖W 1,p(Ω) ≤ c
(
|u|W 1,p(Ω) + |F (u)|

)
, für alle u ∈W 1,p(Ω).

Ist F zusätzlich linear, so de�niert | · |W 1,p + |F | eine zu ‖ · ‖W 1,p(Ω) äquivalente Norm auf W 1,p(Ω).

Beweis. Angenommen eine derartige Konstante existiere nicht. Dann gibt es für jedes n ∈ N ein
un ∈W 1,p(Ω) mit

‖un‖W 1,p(Ω) > n
(
|un|W 1,p(Ω) + |F (un)|

)
.

Für vn := un/‖un‖W 1,p(Ω) gilt dann ‖vn‖W 1,p(Ω) = 1 für alle n ∈ N und

lim
n→∞

|vn|W 1,p(Ω) + |F (vn)| = 0.

Wegen des Rellichschen Kompakheitssatzes, siehe [75], ist W 1,p(Ω) kompakt in Lp(Ω) eingebettet.
Daher existiert eine in Lp(Ω) konvergente Teilfolge {vni}i∈N von {vn}n∈N . Insbesondere ist {vni}i∈N
eine Cauchy-Folge in Lp(Ω). Wegen

|vni |W 1,p(Ω) → 0, i→∞,

und
‖vni − vnj‖

p
W 1,p(Ω)

≤ ‖vni − vnj‖
p
Lp(Ω) +

(
|vni |W 1,p(Ω) + |vnj |W 1,p(Ω)

)p
folgt, dass {vni}i∈N eine Cauchy-Folge in W 1,p(Ω) ist. Aufgrund der Vollständigkeit von W 1,p(Ω)
konvergiert {vni}i∈N gegen ein v∗ ∈W 1,p(Ω). Infolge der Stetigkeit gilt

‖v∗‖W 1,p(Ω) = 1, |v∗|W 1,p(Ω) = 0, F (v∗) = 0.

Zudem gilt v∗ = const. und daher folgt nach Voraussetzung aus F (v∗) = 0, dass v∗ = 0 ist, was einen
Widerspruch darstellt.
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Die nächsten beiden Sätze - der Spursatz und der inverse Spursatz - geben die Relation zwischen
einer Funktion u und deren innerer Spur γint0 u bzw. die Relation zwischen den zugehörigen Räumen
an, siehe z.B. [1]. Die Inverse ist hier in Form einer Linksinversen aufzufassen.

Lemma 9.5. Sei Ω ⊂ Rd ein Ck−1,1- Gebiet. Für 1/2 < s ≤ k ist der innere Spuroperator

γint0 : Hs(Ω)→ Hs−1/2(Γ)

beschränkt durch
‖γint0 ‖Hs−1/2(Γ) ≤ cT ‖v‖Hs(Ω), cT > 0,

für alle v ∈ Hs(Ω).

Lemma 9.6. Sei Ω ⊂ Rd ein Ck−1,1- Gebiet. Für 1/2 < s ≤ k besitzt der innere Spuroperator γint0

einen steigen inversen Operator
E : Hs−1/2(Γ)→ Hs(Ω)

mit den beiden Eigenschaften

1. γint0 Ev = v für alle v ∈ Hs−1/2(Γ),

2. ‖Ev‖Hs(Ω) ≤ cIT ‖Hs−1/2(Γ)‖, cIT > 0, für alle v ∈ Hs−1/2(Γ).

Als Konsequenz dieser beiden Sätze kann der Sobolevraum Hs(Γ) mit einer entsprechenden Norm
auch als Spurraum Hs+1/2(Ω) aufgefasst werden.

9.3 Randintegralformulierung der Laplace-Gleichung

Beim ersten Problem, welches wir numerisch lösen wollen, handelt es sich, wie in Abschnitt 9.1 bereits
erwähnt, um die Laplace-Gleichung mit Dirichlet-Randdaten auf einem Gebiet Ω ⊂ Rd, d ∈ N, mit
hinreichend glattem Rand Γ := ∂Ω , d.h.

−∆u(x) = 0, x ∈ Ω

γint0 u(x) = gD(x), x ∈ Γ
(9.2)

für das innere Randwertproblem bzw.

−∆u(x) = 0, x ∈ Ωc := Rd \ Ω

γext0 u(x) = gD(x), x ∈ Γ
(9.3)

für das äuÿere Randwertproblem. Um später für (9.3) die Lösbarkeit zu garantieren, muss z.B. durch

|u(x)− u0| ≤
C

|x|
, x→∞, C > 0, (9.4)

mit einer gegebenen Zahl u0 ∈ R eine geeignete Bedingung im Unendlichen angenommen werden.
Derartige Bedingungen sind typisch für Auÿenraumprobleme und beispielsweise in einer etwas anderen
Form auch bei der Helmholtz-Gleichung im Fall akustischer Streuprobleme zu �nden, siehe [56] für
die Laplace-Gleichung bzw. [27] für die Helmholtz-Gleichung.
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9.3.1 Variationelle Formulierung und Diskussion der Lösbarkeit

Der grundsätzliche Start, um die genannten Probleme zu lösen, wird die schwache Formulierung bzw.
variationelle Formulierung des jeweiligen Problems sein. Dieses Vorgehen soll kurz im Allgemeinen
angesprochen werden.
Wir sind also an der Lösung u ∈ V der Operatorgleichung

Au = f (9.5)

für ein f ∈ V ′ interessiert. Dabei sei V ein Hilbertraum mit Skalarprodukt 〈·, ·〉V und induzierter
Norm ‖ · ‖V :=

√
〈·, ·〉V . Der Raum V ′ bezeichne den Dualraum von V bzgl. der Dualitätspaarung

〈·, ·〉. Der lineare Operator A : V → V ′ erfülle die folgenden Bedingungen

(i) 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 für alle u, v ∈ V (selbstadjungiert)

(ii) ‖Av‖V ′ ≤ cA‖v‖V , cA > 0, für alle v ∈ V . (beschränkt)

Jede Lösung von (9.5) ist auch eine Lösung des folgenden Problems

〈Au, v〉 = 〈f, v〉 für alle v ∈ V.

Die Gegenrichtung kann hierbei leicht unter Verwendung der Norm des Dualraums gezeigt werden.
Mit Hilfe von A lässt sich auch eine Bilinearform

a(u, v) : V × V → R,
a(u, v) := 〈Au, v〉 für alle u, v ∈ V

de�nieren. Die Beziehung der Bilinearform zum Operator ist in Lemma 9.7 zusammengefasst, siehe
auch [70].

Lemma 9.7. Sei a(·, ·) : V × V → R eine beschränkte Bilinearform mit

|a(u, v)| ≤ cA‖u‖V ‖v‖V u, v ∈ V.

Dann existiert für alle u ∈ V ein Element Au ∈ V ′ mit

〈Au, v〉 = a(u, v) für alle v ∈ V.

Zudem ist A : V → V ′ linear und beschränkt, d.h. es gilt

‖Au‖V ′ ≤ cA‖u‖V für alle v ∈ V.

Beweis. Sei 〈fu, v〉 := a(u, v) für ein u ∈ V . Dann ist 〈fu, ·〉 eine beschränkte Linearform in V mit
fu ∈ V ′. Dann de�niert u 7→ fu einen linearen Operator A : V → V ′ mit Au = fu. Weiterhin gilt:

‖Au‖V ′ = ‖fu‖V ′ = sup
06=v∈V

|〈fu, v〉|
‖v‖V

= sup
0 6=v∈V

|a(u, v)|
‖v‖V

≤ cA‖u‖V
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Der folgende Rieszsche Darstellungssatz (siehe [29]) bildet den ersten Schritt zur Analyse der Lös-
barkeit von (9.5). Er erlaubt es stetige, lineare Funktionale mit Elementen von Hilberträumen zu
identi�zieren.

Lemma 9.8. Sei V ein Hilbertraum. Dann existiert zu jedem stetigen linearen Funktional ϕ ∈ V ′
genau ein u ∈ V mit ‖u‖V = ‖ϕ‖V ′ , sodass

ϕ(v) = 〈v, u〉 für alle v ∈ V.

Für ein gegebenes u ∈ V ist die Abbildung ϕ de�niert durch v 7→ 〈v, u〉 ein stetiges lineares Funktional
mit ‖ϕ‖V ′ = ‖u‖V .

Beweis. Der zweite Teil des Satzes, was der Umkehrung der Aussage des ersten Teils entspricht, ist
klar. Um den ersten Teil des Satzes zu zeigen, de�nieren wir uns einen Unterraum von V . Die Menge
N := {v ∈ V : ϕ(v) = 0} ist ein abgeschlossener Teilraum von V , da ϕ stetig ist. Sei nun {vn}n∈N
eine Folge in N mit vn → v ∈ V . Dann folgt:

|ϕ(v)| = |ϕ(vn) + ϕ(vn − v)| ≤ ‖ϕ‖V ′‖vn − v‖V → 0, für n→∞.

Im Folgenden unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Sei N = V
Dann können wir u := 0 wählen und es gilt ‖u‖V = ‖ϕ‖V ′ .

2. Sei N 6= V .
Da N ein abgeschlossener Unterraum von V ist, existiert die Zerlegung V = N ⊕ N⊥. Dann
gibt es ein y ∈ N⊥ mit y 6= 0 und ϕ(y) 6= 0. Es folgt für v ∈ V , dass

v − yϕ(v)

ϕ(y)
∈ N

gilt. Wählen wir nun

u :=
ϕ(y)

‖y‖2V
y

so folgt
ϕ(v) = 〈v, u〉.

Somit bleibt die Eindeutigkeit noch zu zeigen. Sei dafür u′ ∈ V eine weitere Lösung von
〈v, u′〉 = ϕ(v). Dann erhalten wir

〈v, u− u′〉 = 0 für alle v ∈ V ⇒ ‖u− u′‖V = 0.

Aus
‖ϕ‖V ′ = sup

‖v‖V =1
|ϕ(v)| = sup

‖v‖V =1
|〈v, u〉| ≤ ‖u‖V

und

‖u‖V =
ϕ(y)

‖y‖
≤ ‖ϕ‖V ′

folgt schlieÿlich, dass die beiden Normen ‖u‖V und ‖ϕ‖V ′ übereinstimmen.
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Um die eindeutige Lösbarkeit der Operatorgleichung (9.5) garantieren zu können, benötigen wir
weitere Annahmen an den Operator A bzw. die Bilinearform a(·, ·).

De�nition 9.9. Sei (V, ‖ · ‖V ) ein normierter Raum.

1. Eine Bilinearform a(·, ·) heiÿt stetig über V , falls ein cS > 0 existiert mit

|a(u, v)| ≤ cS‖u‖V ‖v‖V für alle u, v ∈ V.

2. Eine Bilinearform a(·, ·) heiÿt koerziv über V , falls ein cK > 0 existiert mit

a(v, v) ≥ cK‖v‖2V für alle v ∈ V.

3. Ein Operator A : V → V ′ heiÿt koerziv oder V -elliptisch, falls ein cK > 0 existiert mit

〈Av, v〉 ≥ cK‖v‖2V für alle v ∈ V.

Das nachfolgende Lemma von Lax-Milgram liefert die eindeutige Existenz einer Lösung des Prob-
lems (9.5).

Lemma 9.10. Sei V ein Banachraum und a : V × V → R eine stetige und koerzive Bilinearform.
Dann existiert zu jedem f ∈ V ′ ein eindeutig bestimmtes u ∈ V , welches eine Lösung von (9.5) ist
und der Abschätzung

‖u‖V ≤
1

cK
‖f‖V ′ .

genügt.

Beweis. Um die Aussage dieses Satzes zu zeigen, werden wir den Banachschen Fixpunktsatz, siehe [75,
76], und Lemma 9.8 verwenden. Nach Lemma 9.8 existiert ein bijektiver Operator R : V ′ → V mit
‖Rϕ‖V = ‖ϕ‖V ′ . Sei J := I − δRA : V → V mit δ > 0. Dann gilt

u = u− δR(Au− f) = Ju+ δRf.

Mit der Stetigkeit und Elliptizität von A erhalten wir

〈RAv, v〉V = 〈Av, v〉 ≥ cK‖v‖2V

und
‖RAv‖V = ‖Av‖V ′ ≤ cA‖v‖V

Damit folgt

‖Jv‖2V = ‖(I − δRA)v‖2V
= ‖v‖2V − 2δ〈RAv, v〉V + δ2‖RAv‖2V
≤ (1− 2δcK + δ2c2

A)‖v‖2V .

Der Operator ist nun für δ ∈ (0, 2cK/c
2
A) eine Kontraktion in V . Somit folgt die eindeutige Lös-

barkeit von (9.5) mit dem Banachschen Fixpunktsatz. Die noch zu zeigenden Abschätzung ist eine
Konsequenz aus

cK‖u‖2V ≤ 〈Au, u〉 = 〈f, u〉 ≤ ‖f‖V ′‖u‖V ,

wobei u ∈ V die eindeutige Lösung von (9.5) bezeichnet.
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9.3.2 Fundamentallösung

Die numerische sowie analytische Lösung der Laplace-Gleichung als Randintegralgleichung erfordert
zuerst die Existenz einer Fundamentallösung, d.h. es existiert eine Funktion S(x, y), welche die dis-
tributionelle Lösung der Gleichung

−∆yS(x, y) = δ0(y − x), x, y ∈ Rd

darstellt. Die Fundamentallösung des Laplace-Operators ist gegeben durch

S(x) :=

{
− 1

2π ln |x|, d = 2,
1

(d−2)ωd
|x|2−d, d > 2

für x ∈ Rd \{0}, wobei ωd die Ober�äche der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Die Darstel-
lung der Fundamentallösung S kann z.B. für d = 3 mit Hilfe der Fouriertransformation und unter
Verwendung von Kugelkoordinaten hergeleitet werden, siehe [70]. Die Lösung von (9.2) kann an-
schlieÿend mit Hilfe der Darstellungsformel

u(x) =

∫
Γ

S(x, y)γint1 u(y) dsy −
∫
Γ

γint1,yS(x, y)γint0 u(y) dsy, x ∈ Ω

=

∫
Γ

S(x, y)γint1 u(y) dsy −
∫
Γ

γint1,yS(x, y)gD(y) dsy

(9.6)

angegeben werden, welche aus den Greenschen Formeln resultiert. Die Aufgabe dabei ist die Be-
stimmung der noch unbekannten Neumann-Daten γint1 u := ∂νu|Γ ∈ H−1/2(Γ), wobei ∂ν die Ableitung
bzgl. des Normalenvektors ν bezeichnet.
Im Fall des externen Randwertproblems ist die Lösung unter Berücksichtigung von Bedingung (9.4)

für x ∈ Ωc durch die Darstellungsformel

u(x) = u0 −
∫
Γ

S(x, y)γext1 u(y) dsy +

∫
Γ

γext1,yS(x, y)γext0 u(y) dsy

= u0 −
∫
Γ

S(x, y)γext1 u(y) dsy +

∫
Γ

γext1,yS(x, y)gD(y) dsy

(9.7)

gegeben, wobei wiederum die fehlenden Neumann-Daten zu berechnen sind.

9.3.3 Randintegraloperatoren für das reine Dirichlet Randwertproblem

Bevor wir die Randintegralgleichung zum Randwertproblem der Laplace-Gleichung formulieren, wer-
den die nötigen Operatoren eingeführt und deren Eigenschaften kurz diskutiert. Wir starten mit dem
Einfachschichtpotential.

De�nition 9.11. Sei ϕ ∈ H−1/2(Γ) eine gegebene Dichtefunktion. Dann ist das Einfachschichtpo-
tential

Ṽ : H−1/2(Γ)→ H1(Ω)

gegeben durch

(Ṽ ϕ)(x) :=

∫
Γ

S(x, y)ϕ(y) dsy, x ∈ Ω ∪ Ωc.
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Aufgrund der Eigenschaften der Fundamentallösung S∆ ist leicht ersichtlich, dass Ṽ ϕ die Laplace-
Gleichung löst, d.h. es gilt

−∆(Ṽ ϕ)(x) = 0, für x ∈ Ω ∪ Ωc.

Zudem kann gezeigt werden, dass Ṽ durch

‖Ṽ ϕ‖H1(Ω) ≤ c‖ϕ‖H−1/2(Γ)

für Funktionen ϕ ∈ H−1/2(Γ) und eine Konstante c > 0 ein beschränkter Operator ist, siehe [70].
Demnach wissen wir, dass Ṽ ϕ in H1(Ω) liegt und die Anwendung der Spuroperatoren γint0 bzw. γext0

auf Ṽ wohlde�niert ist.

De�nition 9.12. Sei ϕ ∈ H−1/2(Γ). Dann ist der Einfachschichtoperator bzgl. der inneren Spur
de�niert durch

V int = γint0 Ṽ : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ)

und bzgl. der äuÿeren Spur durch

V ext = γext0 Ṽ : H−1/2(Γ)→ H1/2(Γ).

Nach [70] können die beiden Operatoren V int und V ext als schwach singuläres Ober�ächenintegral
dargestellt werden.

Lemma 9.13. Sei ϕ ∈ L∞(Γ). Dann besitzen die beiden Einfachschichtoperatoren die Darstellung

(V intϕ)(x) =

∫
Γ

S(x, y)ϕ(y) dsy, x ∈ Γ,

und
(V extϕ) := lim

x̃→x
(Ṽ ϕ)(x̃), x̃ ∈ Ωc, x ∈ Γ.

Für Randpunkte x ∈ Γ stimmen auch die innere und äuÿere Spur überein, d.h. es gilt

(V intϕ)(x)− (V extϕ)(x) = γint0 (Ṽ ϕ)(x)− γext0 (Ṽ ϕ)(x) = 0, x ∈ Γ.

Um die Randintegralformulierung bei der Laplace-Gleichung vervollständigen zu können, wird als
nächstes noch das Doppelschichtpotential benötigt. Bei der De�nition und den Eigenschaften gehen
wir analog zum Einfachschichtpotential vor.

De�nition 9.14. Sei ψ ∈ H1/2(Γ) eine gegebene Dichtefunktion. Das Doppelschichtpotential ist
de�niert als

(Kψ)(x) :=

∫
Γ

γint1,yS(x, y)ψ(y) dsy, x ∈ Ω ∪ Ωc.

Wiederum lässt sich aus den Eigenschaften der Fundamentallösung S folgern, dass w(x) = (Kψ)(x)
die Gleichung

−∆w(x) = 0

für alle x ∈ Ω∪Ωc löst. Zudem ist für ψ ∈ H1/2(Γ) der Operator K beschränkt, d.h. es existiert eine
Konstante c > 0, sodass die Abschätzung

‖Kψ‖H1(Ω) ≤ c‖ψ‖H1/2(Γ)

erfüllt ist. Damit ist auch die Anwendung des Spuroperators γint0 bzw. γext0 auf K wohlde�niert und
γint0 K : H1/2(Γ) → H1/2(Γ) bzw. γext0 K : H1/2(Γ) → H1/2(Γ) de�niert einen linearen, beschränkten
Operator. Sie besitzen die folgenden Darstellungen, siehe auch [70].
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Lemma 9.15. Für Funktionen ψ ∈ H1/2(Γ) gilt die Darstellung

(K intψ)(x) := γint0 (Kψ)(x) = (−1 + σ(x))ψ(x) + (Kψ)(x), x ∈ Γ,

bzw.
(Kextψ)(x) := γext0 (Kψ)(x) = σ(x)ψ(x) + (Kψ)(x), x ∈ Γ,

wobei

σ(x) := lim
ε→0

1

2(d− 1)π

1

εd−1

∫
y∈Ω:|y−x|=ε

dsy, x ∈ Γ,

und der Operator

(Kψ)(x) := lim
ε→0

∫
y∈Γ:|y−x|≥ε

γint1,yS(x, y)ψ(y) dsy, x ∈ Γ,

ein weiteres Doppelschichtpotential de�niert.

In diesem Fall addiert sich nicht die Sprungbedingung des Doppelschichtpotentials K zu Null,
sondern der Sprung der Konormalenableitung, d.h. es gilt:

(Kextψ)(x)− (K intψ)(x) = ψ(x), x ∈ Γ

und
γext1 (Kψ)(x)− γint1 (Kψ)(x) = 0, x ∈ Γ.

Da wir bei der Laplace-Gleichung nur das reine Dirichletproblem betrachten, werden zu diesem Zeit-
punkt keine weiteren Operatoren benötigt. Bei gemischten Randwertproblemen muss zusätzlich noch
der hypersinguläre Operator betrachtet werden, siehe Kapitel 9.4.

9.3.4 Randintegralgleichung der Laplace Gleichung

Der Darstellungsformel (9.6) folgend, müssen die fehlenden Cauchydaten (γint0 u, γint1 u) ermittelt wer-
den. Unter Berücksichtigung der Operatoren aus Kapitel 9.3.2 gilt für x ∈ Γ, dass

γint0 u(x) = (V intγint1 u)(x)− (K intγint0 u)(x)

= (V intγint1 u)(x) + (1− σ(x))γint0 u(x)− (Kγint0 u)(x).
(9.8)

Da beim reinem Dirichlet-Randwertproblem (9.2) durch γint0 u(x) = gD(x), x ∈ Γ, ein Ausdruck der
Cauchydaten bereits gegeben ist, reicht die Gleichung (9.8) aus, um die noch fehlende Konormalen-
ableitung γint1 u ∈ H−1/2(Γ) zu bestimmen. Eine Umstellung von (9.8) liefert mit

(V intγint1 u)(x) = σ(x)gD(x) + (K intgD)(x), x ∈ Γ, (9.9)

eine Fredholmsche Randintegralgleichung erster Art, welche aufgrund derH−1/2(Γ)-Elliptizität, siehe [70],
und der Beschränktheit von V int in H1/2(Γ) infolge von Lemma 9.10 eine eindeutige und beschränkte
Lösung γint1 ∈ H−1/2(Γ) besitzt, d.h. es gilt

‖γint1 u‖H−1/2(Γ) ≤
c2,W

c1,V
‖gD‖H1/2(Γ).

Den Ausgangspunkt der numerischen Berechnung bildet die zu Gleichung (9.9) äquivalente varia-
tionelle Formulierung: �nde γint1 ∈ H−1/2(Γ), sodass

〈V intγint1 u, ϕ〉Γ = 〈
(

1

2
I +K int

)
gD, ϕ〉Γ
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für alle ϕ ∈ H−1/2(Γ) erfüllt ist, wobei aufgrund der De�nition von σ sich für fast alle x ∈ Γ, σ(x) = 1
2

ergibt. Die Betrachtung der variationellen Formulierung ist an dieser Stelle möglich, denn aufgrund
der Abbildungseigenschaften der Operatoren V int und K int gilt, dass

0 = ‖V intγint1 u−
(

1

2
I +K int

)
gD‖

= sup
06=ϕ∈H−1/2(Γ)

〈V intγint1 u−
(

1
2I +K int

)
gD, ϕ〉Γ

‖ϕ‖H−1/2(Γ)

.

Neben der Verwendung der Darstellung von γint0 u in (9.8) kann auch eine Darstellung für die konor-
malen Ableitung γint1 u angegeben werden, wobei hierfür der adjungierte Doppelschichtoperator und
der hypersinguläre Operator, siehe Abschnitt 9.4.2, nötig sind. Dies führt auf eine Fredholmsche
Randintegralgleichung der zweiten Art, siehe [70], und soll an dieser Stelle nicht weiter verfolgt wer-
den.
Um die fehlende äuÿere konormalen Ableitung γext1 u ∈ H−1/2(Γ) beim äuÿeren Dirichlet-Rand-

wertproblem zu bestimmen, können wir analog zum inneren Problem vorgehen. Die Anwendung des
äuÿeren Spuroperators auf die Darstellungsformel (9.7) liefert

γext0 u(x) = u0 − (V extγext1 u)(x) + (Kextγext0 u)(x)

= u0 − (V extγext1 u)(x) +
1

2
γext0 u(x) + (Kγext0 u)(x)

für x ∈ Γ. Nach einer Umstellung erhalten wir die gesuchte konormalen Ableitung als Lösung der
Gleichung

(V extγext1 u)(x) = −1

2
gD(x) + (KgD)(x) + u0, x ∈ Γ,

dessen eindeutige Lösbarkeit wiederum eine Folge des Lemmas von Lax-Milgram und den Eigen-
schaften des Operators V ext ist, bzw. als Lösung der Gleichung in variationeller Form

〈V extγext1 u, ϕ〉Γ = 〈
(
−1

2
I +K

)
gD, ϕ〉Γ

für alle ϕ ∈ H−1/2(Γ).

9.4 Randintegralformulierung der linearen Elastizität

Wie in Abschnitt 9.1 bereits erwähnt, interessieren wir uns beim zweiten Problem für die Verfor-
mungen von elastischen Materialien und die dabei auftretenden Spannungen im Inneren. Während
wir in Kapitel 9.3 nur reine Dirichletprobleme in Betracht gezogen haben, stehen hier auch Rand-
wertaufgaben mit gemischten Randwerten im Fokus. Demnach suchen wir die Lösung des Problems

−µ∆u(x)− (λ+ µ)grad div u(x) = f(x), x ∈ Ω ⊂ Rd, d = 2, 3,

γint0 u(x) = gD(x), x ∈ ΓD

γint1 u(x) = gN (x), x ∈ ΓN

mit Γ = ΓD ∪ ΓN und ∫
ΓD

ds > 0,

siehe auch Kapitel 9.1. Da auch diese Gleichung als Randintegralgleichung mittels der Randelement-
methode gelöst werden soll, wird wiederum mit der Existenz einer Fundamentallösung gestartet.
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9.4.1 Fundamentallösung der Lamé-Gleichung

Die Fundamentallösung der linearen Elastizität ist gegeben durch die Lösungen vk(x, y) der Gleichung∫
Ω

d∑
i,j=1

∂

∂yj
σi,j(v

k(x, y), y)ui(y) dy = uk(x), x ∈ Ω, k = 1, ..., d,

oder anders ausgedrückt der Gleichung

−µ∆zv
k(z)− (λ+ µ)gradz divzv

k(z) = δ0e
k, z := y − x ∈ Rd, k = 1, ..., d,

wobei ek ∈ R den Einheitsvektor mit ekl = δkl, k, l = 1, ..., d, bezeichnet. Wie [70] zeigt, ist diese
Lösung für d = 2 gegeben durch den Kelvin'schen Lösungstensor S(x, y) = (v1, v2) mit den Kompo-
nenten

Skl(x, y) =
1

4π

1

E

1 + ν

1− ν

[
(4ν − 3) log |x− y|δkl +

(yk − xk)(yl − xl)
|x− y|2

]
.

In drei Dimensionen besitzt S(x, y) = (v1, v2, v3) die Darstellung

Skl(x, y) =
1

4(d− 1)π

1

E

1 + ν

1− ν

[
(3− 4ν)

δkl
|x− y|

+
(yk − xk)(yl − xl)

|x− y|3

]
.

Demnach ist die Lösung des Problems der linearen Elastizität für x ∈ Ω und k = 1, ..., d gegeben
durch die Repräsentationsformel

uk(x) =

∫
Γ

Sk(x, y)Tγint1 u(y) dsy −
∫
Γ

u(y)Tγint1,ySk(x, y) dsy +

∫
Ω

f(y)TSk(x, y)dy.

9.4.2 Zusätzliche Randintegraloperatoren für gemischte Randwertprobleme

Die beim gemischten Randwertproblem auftretenden Neumann-Randdaten können mit Hilfe weite-
rer Operatoren berücksichtigt werden. Dabei übernimmt der hypersinguläre Operator die reinen
Neumann-Werte und ein adjungierter Doppelschichtoperator die Interaktion zwischen den beiden
Randtypen. Letzterer ist, wie folgt, de�niert, siehe [70].

De�nition 9.16. Sei w ∈ H−1/2(Γ). Dann ist das adjungierte Doppelschichtpotential de�niert durch

(K′w)(x) := lim
ε→0

∫
y∈Γ : |y−x|≥ε

γint1,xS(x, y)w(y) dsy.

Damit können wir die innere konormalen Ableitung

γint1 Ṽ : H−1/2(Γ)→ H−1/2(Γ),

welche im übrigen, wie [70] zeigt, ein beschränkter Operator ist, zusammen mit

σ(x) = lim
ε→0

1

2(d− 1)

1

εd−1

∫
y∈Γ : |y−x|=ε

dsy für x ∈ Γ

genauer charakterisieren.
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Lemma 9.17. Sei w ∈ H−1/2(Γ). Dann besitzt die konormalen Ableitung γint1 Ṽ die Darstellung

γint1 (Ṽ w)(x) = σ(x)w(x) + (K′w)(x) für x ∈ Γ

bzw.
〈γint1 Ṽ w, v〉Γ = 〈σw +K′w, v〉Γ für v ∈ H1/2(Γ)

im H−1/2(Γ)-Sinne.

Beweis. Dieser eher technische Beweis kann in [70] (Lemma 6.8) nachgeschlagen werden.

Wie schon in Abschnitt 9.3.4 gilt auch hier σ(x) = 1/2 für fast alle x ∈ Γ, falls Γ zumindest in
einer Umgebung von x di�erenzierbar ist. Des Weiteren stellt der Operator K′, welcher linear und
beschränkt ist, den zu K adjungierten Operator dar. Fortan bezeichnen wir K′ mit K ′. Auf ähnliche
Weise, wie bei der inneren konormalen Ableitung, folgt die äuÿere konormalen Ableitung zu

γext1 (Ṽ w)(x) = (σ(x)− 1)w(x) + (K ′w)(x) für x ∈ Γ.

Für die Sprungbedingung der beiden konormalen Ableitungen gilt schlieÿlich im Sinne von H−1/2(Γ)-
Funktionen die Gleichung

γext1 (Ṽ w)(x)− γint1 (Ṽ w)(x) = −w(x)

für x ∈ Γ.
Als letztes Bauteil benötigen wir noch den hypersingulären Operator. Dieser steht in Zusammen-

hang mit der konormalen Ableitung des Doppelschichtoperators γint1 K.

De�nition 9.18. Sei v ∈ H1/2(Γ). Dann ist der hypersinguläre Operator de�niert durch

(Dv)(x) := −γint1 (Kv)(x) = − lim
x̃→x

nx · ∇x̃(Kv)(x̃) für x ∈ Γ,

wobei x̃ ∈ Ω.

Aufgrund der Eigenschaften des Spuroperators γ1 und des Operators K ist D ein beschränkter
Operator. Weitere Darstellungen für D, die in der Praxis handhabbarer sind, können in [70] gefunden
werden. Für die spätere Analyse der Lösbarkeit der untersuchten Probleme ist an dieser Stelle wichtig,
dass D elliptisch ist. Leider kann die Elliptizität nicht auf dem gesamten Raum H1/2(Γ) gezeigt
werden. Jedoch können wir einen geeigneten Unterraum angeben, auf welchem sich die Elliptizität
von D zeigen lässt, siehe [70]. Sei hierfür zunächst

H
−1/2
const (Γ) := {w ∈ H−1/2(Γ) : 〈w, 1〉Γ = 0}

der Raum von H−1/2(Γ)-Funktionen, welche orthogonal zu den konstanten Funktionen sind. Wählen
wir ein wconst ∈ H−1/2(Γ) mit (V wconst)(x) = λ für x ∈ Γ, λ > 0 und 〈wconst, 1〉 = 1, so können wir
den Raum

H
1/2
const(Γ) := {v ∈ H1/2(Γ) : 〈v, wconst〉Γ = 0},

angeben, auf welchem die Elliptizität von D garantiert werden kann.

Lemma 9.19. Der hypersinguläre Operator D ist H
1/2
const(Γ)-elliptisch, d.h. es gilt die Abschätzung

〈Dv, v〉Γ ≥ cK‖v‖2H1/2(Γ)
, für v ∈ H1/2

const(Γ)

mit einer Konstante ck > 0.

Beweis. Siehe [70].

Die Einschränkung vonD auf den RaumH
−1/2
const (Γ) erscheint auf den ersten Blick etwas abstrakt. Im

Fall der Lamé-Gleichungen werden wir im nächsten Kapitel sehen, dass der hypersinguläre Operator
nur auf die sogenannten Starrkörperbewegungen bezogen elliptisch ist.
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9.4.3 Randintegralgleichung der Lamé-Gleichung

Sei Ω ⊂ R3 ein Lipschitz-Gebiet mit Dirichlet-Rand ΓD und Neumann-Rand ΓN . Die Lösung der
Gleichungen der linearen Elastizität kann infolge der Repräsentationsformel als

u(x) = Ṽ γ1u− K̃γ0u

geschrieben werden, wobei

Ṽ h(x) :=

∫
Γ

S(x, y)h(y) dsy, h ∈ [H−1/2(Γ)]3

das Einfachschichtpotential und

K̃g(x) :=

∫
Γ

γ1,yS(x, y)g(y) dsy, g ∈ [H1/2(Γ)]3,

das Doppelschichtpotential bezeichnen. Die Fundamentallösung S(x, y) := S(x − y) der linearen
Elastizität ist gegeben durch den Kelvin'schen Lösungstensor

SK(x)[ij] :=

(
1

8π

1

E

1 + ν

1− ν

[
3− 4ν

|x|
δij +

xixj
|x|3

])
ij

, i, j = 1, 2, 3,

für x ∈ R3 \ {0}, vgl. auch Kapitel 8.4.1.
Unter Benutzung der Spuroperatoren γint0 und γint1 erhalten wir, wie in Kapitel 9.3, den Einfach-

schichtoperator
V := γint0 Ṽ : [H−1/2(Γ)]3 → [H1/2(Γ)]3

und den Doppelschichtoperator

K : [H1/2(Γ)]3 → [H1/2(Γ)]3,

(Kg)(x) = lim
ε→0

∫
Γ\Bε(x)

γ1,yS(x, y)g(y) dsy, x ∈ Γ, g ∈ [H1/2(Γ)]3,

bzw. den adjungierten Doppelschichtoperator

K ′ : [H−1/2(Γ)]3 → [H−1/2(Γ)]3,

(K ′f)(x) = lim
ε→0

∫
Γ\Bε(x)

γ1,xS(x, y)g(y) dsy, x ∈ Γ, f ∈ [H−1/2(Γ)]3,

auch im vektorwertigen Fall, siehe [56]. Als letztes bleibt noch der hypersinguläre Operator übrig.
Nach [56] besitzt er die Darstellung

D := −γint1 K̃ : [H1/2(Γ)]3 → [H−1/2(Γ)]3.

Die folgenden Eigenschaften, welche in [56] oder auch [70] zu �nden sind, werden am Ende zusammen
mit dem Satz von Lax-Milgram für die Lösbarkeit der Gleichungen der linearen Elastizität entschei-
dend sein.

Lemma 9.20. Die Operatoren V,K,K ′ und D erfüllen die folgenden Eigenschaften:
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1. Die Operatoren sind stetig, d.h. für g ∈ [H1/2(Γ)]3 und f ∈ [H−1/2(Γ)]3 gelten die Abschätzun-
gen

(i) ‖V f‖[H1/2(Ω)]3 ≤ cVS ‖f‖[H−1/2(Ω)]3,

(ii) ‖Kg‖[H1/2(Ω)]3 ≤ cKS ‖g‖[H1/2(Ω)]3 ,

(iii) ‖K ′f‖[H−1/2(Ω)]3 ≤ cK
′

S ‖f‖[H−1/2(Ω)]3,

(iv) ‖Dg‖[H−1/2(Ω)]3 ≤ cDS ‖g‖[H1/2(Ω)]3.

für Konstanten cVS , c
K
S , c

K′
S , cDS > 0.

2. Der Operator V ist [H1/2(Γ)]3-elliptisch, d.h. für alle f ∈ [H1/2(Γ)]3 gibt es eine Konstante
cVK > 0, sodass die Abschätzung

〈V f, f〉 ≥ cVK‖f‖[H−1/2(Γ)]3

gilt.

3. Im Raum der Starrkörperbewegungen R, siehe Abschnitt 8.1.2, ist der Operator D elliptisch
bzgl. dem Raum [H1/2(Γ)]3 d.h. es gibt eine Konstante cDK > 0 mit

〈Dg, g〉 ≥ cDK‖g‖2[H1/2(Γ)]3

für alle g ∈ [H1/2(Γ)]3 mit 〈g, r〉 = 0, r ∈ R.

Beweis. Siehe [56].

Bis jetzt haben wir nur Operatoren auf dem gesamten Rand Γ kennengelernt. Um gemischte
Randwertprobleme sinnvoll lösen zu können, müssen die Randintegraloperatoren auf den entsprechen-
den Rändern ΓD und ΓN de�niert werden. Für die De�nitionen auf dem Dirichlet-Rand ΓD haben
wir

VDD : [H̃−1/2(ΓD)]3 → [H1/2(ΓD)]3, VDDf := V f̃ |ΓD ,
wobei

H̃−1/2(ΓD) = [H1/2(ΓD)]′

und f := f̃ |ΓD mit f̃ ∈ [H−1/2(Γ)]3 und supp f̃ ⊂ ΓD. Unter Verwendung der Fortsetzung g̃ ∈
[H1/2(Γ)]3 einer Funktion g ∈ [̃H1/2(ΓD)]3 und H̃1/2(ΓN ) := {v = ṽ|ΓN : ṽ ∈ H1/2(Γ), supp ṽ ⊂
ΓN}, besitzt der Operator des reinen Neumann-Problems die Darstellung

DNN : [H̃1/2(ΓN )]3 → [H−1/2(ΓN )]3, DNNg := Dg̃|ΓN .

mit H−1/2(ΓN ) = [H̃1/2(ΓN )]′. Übrig bleiben noch die beiden Operatoren, welche die Interaktion
zwischen den Dirichlet- und Neumann-Daten beschreiben. Der Operator

KND : [H̃1/2(ΓN )]3 → [H1/2(ΓD)]3, KNDg := Kg̃|ΓD
beschreibt den Doppelschicht Operator für den Neumann-Rand und

K ′DN : [H̃−1/2(ΓD)]3 → [H−1/2(ΓN )]3, K ′DNf := K ′f̃ |ΓN
den adjungierten Doppelschichtoperator für den Dirichlet-Rand. Die Funktionen g̃ ∈ [H1/2(Γ)]3 und
f̃ ∈ [H−1/2(Γ)]3 bezeichnen dabei wiederum die Fortsetzungen der Funktionen g ∈ [̃H1/2(ΓN )]3

und f ∈ [̃H−1/2(ΓD)]3 durch Null. Die gerade auf den Teilrändern de�nierten Operatoren erben im
Allgemeinen die Eigenschaften der Operatoren V,K,K ′ und D bzgl. der Stetigkeit und Koerzivität.
Diese Eigenschaften sind im folgenden Lemma nochmals für die Operatoren auf den Teilrändern
zusammengefasst.
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Lemma 9.21. Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1. Der Operator VDD ist stetig und [H̃−1/2(Γ)]3-elliptisch.

2. Der Operator DNN ist stetig und [H̃1/2(Γ)]3-elliptisch.

3. Die Operatoren KND und K ′ND sind stetig.

Beweis. Die Aussagen von Lemma 9.21 sind direkte Folgerungen der De�nitionen und Elliptizität
der einzelnen Operatoren.

Damit besitzt das Randwertproblem

−
3∑
j=1

∂

∂xj
σij(u, x) = 0, x ∈ Ω

u(x) = gD(x), x ∈ ΓD∑
j=1

∂

∂xj
σij(u, x)nj(x) = gN , x ∈ ΓN

die Lösung
v = Ṽ (g̃N + t̃)− W̃ (g̃D + ũ), (9.10)

wobei ũ ∈ [H1/2(Γ)]3 und t̃ ∈ [H−1/2(Γ)]3 die Fortsetzung der Funktionen u ∈ [H̃1/2(ΓN )]3 und
t ∈ [H̃−1/2(ΓD)]3 durch Null bezeichnen, welche die Lösungen der Integralgleichungen

VDDt−KNDu =

(
1

2
I +K

)
g̃D|ΓD − V g̃N |ΓD

K ′DN t+DNNu = −Dg̃D|ΓN +

(
1

2
I −K ′

)
g̃N |ΓN

(9.11)

sind. In (9.10) wurden die gegebenen Dirichlet- und Neumann-Daten gD ∈ [H1/2(ΓN )]3 und gN ∈
[H−1/2(ΓD)]3 zu den Funktionen g̃D ∈ [H1/2(Γ)]3 und g̃N ∈ [H−1/2(Γ)]3 fortgesetzt.
Die Hauptaufgabe besteht demnach darin, die Integralgleichungen (9.11) zu lösen. Mit der Bilin-

earform

aLamé((τ, ϕ), (τ ′, ϕ′)) := 〈VDDτ, τ ′〉ΓD − 〈KNDϕ, τ
′〉ΓD + 〈K ′DNτ, ϕ′〉ΓN + 〈DNNϕ,ϕ

′〉ΓN (9.12)

für (τ, ϕ), (τ ′, ϕ′) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3 × [H̃1/2(Γ)]3 und der Linearform

f((τ ′, ϕ′)) := 〈
(

1

2
I +K

)
g̃D − V g̃N , τ ′〉ΓD + 〈

(
1

2
I −K ′

)
g̃N −Dg̃D, ϕ′〉ΓN

für (τ ′, ϕ′) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3×[H̃1/2(Γ)]3, bedeutet dies in variationeller Form: Finde (t, u) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3×
[H̃1/2(Γ)]3, sodass

aLamé((t, u), (t′, u′)) = f((t′, u′)) (9.13)

für alle (t′, u′) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3× [H̃1/2(Γ)]3 gilt. Unter Verwendung der Eigenschaften der Operatoren
VDD,KND,K

′
DN und DNN und dem Satz von Lax-Milgram kann die Existenz einer Lösung (t, u)

von (9.11) und letztendlich die Lösung der Gleichungen der linearen Elastizität garantiert werden.

Lemma 9.22. Das System von Integralgleichungen (9.11) bzw. die dazu äquivalente Variationsglei-
chung (9.13) besitzt eine eindeutige Lösung (t, u) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3 × [H̃1/2(Γ)]3.
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Beweis. Die Stetigkeit der Bilienarform aLamé und der Linearform f ist eine Folge der Stetigkeit der
darin enthaltenen Operatoren. Aus

〈KNDu, t〉ΓD = 〈Kũ, t̃〉Γ = 〈ũ,K ′t̃〉Γ = 〈u,K ′DN t〉ΓN , für (t, u) ∈ [H̃−1/2(Γ)]3 × [H̃1/2(Γ)]3

und den Eigenschaften der Operatoren VDD und DNN können wir die Koerzivität der Bilinearform
aLamé folgern, denn es gilt:

aLamé((t, u), (t, u)) = 〈VDDt, t〉ΓD − 〈KNDu, t〉ΓD + 〈u,K ′DN t〉ΓN + 〈DNNu, u〉ΓN
= 〈VDDt, t〉ΓD + 〈DNNu, u〉ΓN
≥ cVK‖t‖[H−1/2(ΓD)]3 + cDK‖u‖[H1/2(ΓN )]3

≥ min(cVK , c
D
K)‖(t, u)‖2

[H̃−1/2(ΓD)]3×[H̃1/2(ΓN )]3
,

wobei hier wie in Lemma 9.20 die Starrkörperbewegungen auszuschlieÿen sind. Mit dem Lemma von
Lax-Milgram 9.10 folgt schlieÿlich die Existenz einer eindeutigen Lösung.

Eine stabile numerische Behandlung der gerade de�nierten Operatoren ist nur möglich, wenn die
Singularitäten der Kernfunktionen nicht zu stark sind. Da der Operator V in diese Kategorie fällt,
kann hier eine stabile numerische Berechnung erwartet werden. Für die Operatoren K und D sollten
aber schwach singuläre Darstellungen gefunden werden. Mit Hilfe der Rand-Di�erentialoperatoren

Tij(∂x, n(x)) := nj(x)
∂

∂xj
− ni(x)

∂

∂xi
, i, j = 1, 2, 3, x ∈ Γ

und

∂

∂S1
(x) := T32(∂x, n(x)),

∂

∂S2
(x) := T13(∂x, n(x)),

∂

∂S3
(x) := T12(∂x, n(x)),

kann der Doppelschichtoperator umgeschrieben werden zu

Ku(x) =
1

4π

∫
Γ

∂

∂ny

1

|x− y|
u(y) dsy −

1

4π

∫
Γ

1

|x− y|
Tu(y) dsy + 2µV Tu(x)

für u ∈ [H1/2(Γ)]3. Für den Operator D gilt in Termen schwach singulärer Anteile die folgende
Darstellung:

〈Du, v〉Γ =
µ

4π

∫
Γ

∫
Γ

1

|x− y|

(
3∑

k=1

∂

∂Sk
u(y) · ∂

∂Sk
v(x)

)
dsx dsy

+
µ

2π

∫
Γ

∫
Γ

(T (∂x, n(x))v(x))T
I

|x− y|
(T (∂y, n(y))u(y))T dsx dsy

− 4µ2〈V Tu, Tv〉Γ

+
µ

4π

∫
Γ

∫
Γ

3∑
i,j,k=1

Tkj(∂x, n(x)))vj(x)
1

|x− y|
Tki(∂y, n(y))vi(x) dsx dsy,

siehe [42].
Da nun alle für die Randintegralformulierung der Lamé-Gleichungen notwendigen Operatoren de�niert
wurden, können wir im nächsten Schritt zu der Diskretisierung der Operatoren und der Beschreibung
der Randelementmethode übergehen.
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10. Approximation von Randintegralgleichungen - Die

Randelementmethode

Das Ziel ist die adaptive Berechnung einer numerischen Lösung von Randwertproblemen bezüglich
der Laplace-Gleichung oder linearen Elastizität auf Basis von Randintegralgleichungen, wie sie in
Kapitel 9 formuliert wurden. Wir verwenden dazu die Randelementmethode (engl. Boundary Element
Method, BEM) und starten mit der Diskretisierung des Randes Γ.

10.1 Diskretisierung und Ansatzräume

Den Ausgangspunkt stellt eine zulässige Triangulierung Th (siehe z.B. [65]) der Ober�äche des be-
trachteten Gebiets Ω ⊂ Rd in M ∈ N reguläre Dreiecke τk, k = 1, ...,M , und N ∈ N Knoten nl,
l = 1, ..., N dar. Hierbei heiÿt eine Triangulierung zulässig, falls disjunkte Dreiecke nur eine gemein-
same Kante oder einen gemeinsamen Knoten haben, siehe Abbildung 10.1.

Abb. 10.1: Zulässige Triangulierung links, unzulässige Triangulierung rechts.

Auf der Triangulierung Th sei der Raum der konstanten Funktionen S0
h(Γ) gegeben durch die Basis

ϕk(x) =

{
1, x ∈ τk
0, sonst

, k = 1, ...,M,

welche für die Diskretisierung der Einfachschichtpotentiale verwendet wird. Die übrigen Operatoren
werden mit den Funktionen

ψk(x) :=


1, x = nk
0, x = nj 6= nk

linear, sonst
, k = 1, ..., N,

diskretisiert, welche eine Basis des Raums der global stetigen und stückweise linearen Funktionen
S1
h(Γ) bilden. Im Folgenden werden wir die resultierenden Gleichungssysteme für die beiden betra-

chteten Gleichungen angeben.

10.1.1 Diskretisierung der Laplace-Gleichung

Um die Laplace-Gleichung numerisch zu lösen, wird eine Lösung der Form

uh(x) =

M∑
j=1

αjϕj , αj ∈ R, j = 1, ...,M,

gesucht. Zusammen mit einer stückweisen linearen Approximation der rechten Seite, d.h.

gh(x) =
N∑
l=1

glψl(x), gl, l = 1, ..., N,
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besitzt das diskretisierte Variationsproblem bzgl. der Laplace-Gleichung die Darstellung

〈
(

1

2
I +K

)
gh, ϕi〉L2 = 〈V uh, ϕi〉L2 , i = 1, ...,M. (10.1)

Mit

aij :=

∫
∂Ω

∫
∂Ω
S(x− y)ϕj(y)ϕi(x) dsy dsx, i, j = 1, ...,M,

und

bi :=
N∑
l=1

gl〈
(

1

2
I +K

)
ψl, ϕi〉L2 , i = 1, ...,M,

folgt das lineare Gleichungssystem

Aα = b, A ∈ RM×M , b ∈ RM

für die obige Diskretisierung (10.1).

10.1.2 Diskretisierung der Lame Gleichungen

Im Fall der linearen Elastizität wird eine Lösung der Form

th(x) =
M∑
i=1

 t
(1)
i

t
(2)
i

t
(3)
i

ϕi(x) und uh(x) =
N∑
j=1

 u
(1)
j

u
(2)
j

u
(3)
j

ψj(x)

gesucht. Die Koe�zientenvektoren u = [u
(1)
j , u

(2)
j , u

(3)
j ]Nj=1 und t = [t

(1)
i , t

(2)
i , t

(3)
i ]Mi=1 sind die Lösungen

des linearen Gleichungssystems(
VDD,h −KND,h

KT
ND,h DNN,h

)(
t
u

)
=

(
−V 1

2M +K
1
2M

T −KT −D

)(
g̃N
g̃D

)
=:

(
fN
fD

)
(10.2)

mit den Einträgen

VDD,h[ij] = 〈VDDϕj , ϕi〉ΓD , KND,h[jk] = 〈KNDψk, ϕj〉ΓD , DNN,h[kl] = 〈DNNψl, ψk〉ΓN

für i, j = 1, ...,M und k, l = 1, ..., N .
Nachfolgend wollen wir noch Darstellungen für die Operatoren VDD,h, KND,h und DNN,h angeben,

welche für numerische Berechnungen vorteilhafter sind. Unter der Benutzung des Kelvin'schen Lö-
sungstensors und einem geeigneten Raum zur Diskretisierung der Operatoren wie der Raum [S0(Γ)]3

lässt sich die Stei�gkeitsmatrix des Einfachschichpotentials durch

Vh =
1

2

1

E

1 + ν

1− ν

(3− 4ν)

 V∆,h 0 0
0 V∆,h 0
0 0 V∆,h

+

 V11 V12 V13

V12 V22 V23

V13 V23 V33

 , (10.3)

darstellen, wobei

V∆,h,ij =
1

4

∫
τj

∫
τi

1

|x− y|
dsy dsx
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und

Vkl,ij =
1

4

∫
τj

∫
τi

(xk − yk)(xl − yl)
|x− y|3

dsy dsx

M ×M Untermatrizen für k, l = 1, 2, 3 und i, j = 1, ...,M sind. Mit Hilfe des Raums [S1(Γ)]3 besitzt
der Operator Kh die Darstellung

Kh =

 K∆,h 0 0
0 K∆,h 0
0 0 K∆,h

−
 V∆,h 0 0

0 V∆,h 0
0 0 V∆,h

Th +
E

1 + ν
VhTh, (10.4)

mit

K∆,h,ij =
1

4π

∑
τ ∈ supp(ψj)

∫
τ

∫
τi

(x− y)Tn(y)

|x− y|3
ψj(y) dsy dsx, i = 1, ...,M, j = 1, ..., N,

und

Th :=

 0 T12,h T13,h

−T12,h 0 T23,h

−T13,h −T23,h 0

 , Tkl,h[ij] := Tkl(∂x, n(x̂))ψj(x̂), x̂ ∈ τi,

für k, l ∈ {1, 2, 3}, i = 1, ...,M , j = 1, ..., N . Zuletzt kann der Operator Dh geschrieben werden als

Dh =
3∑

k=1

µ

4π
STk,h

 V∆,h 0 0
0 V∆,h 0
0 0 V∆,h

Sk,h +
µ

2π
T Th

 V∆,h 0 0
0 V∆,h 0
0 0 V∆,h

Th

+ 4µ2T Th VhTh +
µ

4π
D̂h

(10.5)

mit

D′h :=

 D′11,h D′12,h D′13,h

D′21,h D′22,h D′23,h

D′31,h D′32,h D′33,h

 , D′ij,h =

3∑
k=1

T Tkj,hV∆,hTki,h

und

S1,h :=

 T32,h 0 0
0 T32,h 0
0 0 T32,h

 , S2,h :=

 T13,h 0 0
0 T13,h 0
0 0 T13,h


S3,h :=

 T21,h 0 0
0 T21,h 0
0 0 T21,h

 .

Die Verwendung spezi�scher Restriktionsoperatoren, die in [62] de�niert sind, erlaubt die Darstellung
der diskretisierten Operatoren Vh, Kh und Dh in Bezug auf die entsprechenden Grenzen, was zu den
Operatoren VDD,h, KND,h und DNN,h führt.
Trotz der neuen Darstellung enthalten die Operatoren der Lamé-Gleichungen, wie im übrigen auch

die Operatoren der Laplace-Gleichung, singuläre bzw. schwach singuläre Integrale. Die numerische
Auswertung derartiger Integrale ist teuer und sehr technisch, sodass es von Vorteil ist, je weniger
Auswertungen berechnet werden müssen. Da die Beschreibung der nötigen Integrationstechniken
aufwendig ist, sei an dieser Stelle auf das Buch von Sauter und Schwab [65] verwiesen.
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10.2 Approximationssätze und Fehleranalyse

Die im Kapitel 10.1 betrachteten Techniken stellen Approximationsmethoden dar, d.h. wir können
zunächst nur mit einer Annäherung uh an die gesuchte Lösung u (bzw. th an t) rechnen. Im
Folgenden wird eine Fehleranalyse für die verschiedenen Approximationstechniken angeführt, welche
die approximative Lösung uh in Verbindung zu u setzt. Wir starten mit einem ersten allgemeinen
Resultat, dem Bramble-Hilbert-Lemma, um die Approximation durch �nite Elemente abzuschätzen:

Lemma 10.1. Sei Ω ⊂ Rd ein Lipschitz-Gebiet und F : Hk(Ω) → R ein stetiges, sublineares Funk-
tional, d.h. es gelten

(i) |F (u)| ≤ c1‖v‖Hk(Ω),

(ii) |F (u+ v)| ≤ c2(|F (u)|+ |F (v)|),

für u, v ∈ Hk(Ω) und c1, c2 > 0. Falls F auf dem Raum Πd
k−1 der d-dim. Polynome vom Grad

höchstens k − 1 verschwindet, so folgt

|F (v)| ≤ c|v|Hk(Ω)

für alle v ∈ Hk(Ω) und c > 0.

In den nächsten Schritten wollen wir die Analyse des entstehenden Fehler (vgl. [70]) weiter vertiefen
und betrachten die folgenden drei Approximationen genauer in der Galerkin-Formulierung:

1. Die Approximation der Lösung.

2. Die Approximation der Linearform.

3. Die Approximation des Operators.

Bevor wir an dieser Stelle weitermachen soll nochmals genauer auf die Notation eingegangen und
geklärt werden, was unter der Galerkin-Formulierung verstanden wird. Die Problemstellung ist die
Suche einer Lösung u ∈ V der Variationsgleichung

〈Au, v〉 = 〈f, v〉 für alle v ∈ V, (10.6)

wobei f ∈ V ′ und A : V → V ′ ein beschränkter und V -elliptischer Operator ist, d.h. es gelten für
v ∈ V die Eigenschaften:

(i) Es gibt cA1 > 0 mit 〈Av, v〉 ≥ cA1 ‖v‖2V .

(ii) Es gibt cA2 > 0 mit ‖Av‖V ′ ≤ cA2 ‖v‖V .

Darauf aufbauend lautet das im Galerkin-Sinne approximierte Problem: Finde

uh :=
M∑
k=1

ukϕk ∈ Vh := span{ϕk}Mk=1 ⊂ V,

sodass die Variationsgleichung
〈Auh, vh〉 = 〈f, vh〉 (10.7)

für alle vh ∈ Vh erfüllt ist. Dabei bezeichnen ϕk, k = 1, ...,M , geeignete konforme Ansatzfunktionen,
wie sie z.B. in Kapitel 10.1 verwendet wurden. Insbesondere entspricht die in Abschnitt 10.1 benutzte
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Approximation genau der hier vorgestellten Galerkin-Formulierung. Eine wichtige Eigenschaft dieser
Approximation ist die sogenannte Galerkin-Orthogonalität

〈A(u− uh), vh〉 = 0 für alle vh ∈ Vh,

welche durch Vh ⊂ V und die Wahl v = vh in (10.6) folgt. Da (10.7) für alle vh ∈ Vh gilt, können wir
für vh die Darstellung

vh :=

M∑
l=1

vlϕl

in Vh verwenden. Damit folgt im Fall von (10.7) das lineare Gleichungssystem

Av = f (10.8)

mit
Aij = 〈Aϕk, ϕl〉 und fl = 〈f, ϕl〉, k, l = 1, ...,M,

wobei die Aufgabe, die Berechnung des Koe�zientenvektors v ∈ R ist. Als Folge davon kann die
eindeutige Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems (10.8) von der eindeutigen Lösbarkeit des Vari-
ationsproblems (10.6) abgeleitet werden.
Das nachfolgend aufgeführte Céa-Lemma stellt eine Verbindung zwischen der eigentlichen Lösung

und der approximierten Lösung her.

Lemma 10.2. Sei A : V → V ′ ein beschränkter und V -elliptischer Operator. Für die eindeutige
Lösung uh ∈ Vh des Variationsproblems (10.7) gelten sowohl die Stabilitätsabschätzung

‖uh‖V ≤
1

cA1
‖f‖V ′

als auch die Fehlerabschätzung

‖u− uh‖V ≤
cA2
cA1

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V .

Infolge des Céa-Lemmas wird die Konvergenz der approximativen Lösung uh für h → 0 an die
Approximationseigenschaften des endlich-dimensionalen Raums Vh geknüpft. Konvergiert Vh gegen
V für h → 0, so konvergiert auch uh gegen u für h → 0. Damit hätten wir den ersten Punkt -
die Approximation der Lösung - geklärt. Als nächstes kümmern wir uns um die Approximation der
Linearform auf der rechten Seite der Gleichung.
Wie in Kapitel 8 thematisiert worden ist, entsteht die rechte Seite aus der Anwendung eines Ope-

rators auf die gegebenen Daten. Dieser Operator sei nun mit F : W → V ′ bezeichnet und die Daten
mit g ∈W , was in dem Variationsproblem: Finde u ∈ V mit

〈Au, v〉 = 〈Fg, v〉, für alle v ∈ V,

resultiert. Setzen wir dieselbe Approximation wie eben und eine geeignete Approximation der Daten,
d.h.

gh :=
N∑
l=1

glψl ∈Wh := span{ψl}Nl=1 ⊂W

an, so erhalten wir das gestörte Variationsproblem

〈Aũh, vh〉 = 〈Fgh, vh〉, für alle vh ∈ Vh, (10.9)
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in welchem die gestörte Lösung ũh ∈ Vh gesucht ist. Auf Basis von (10.9) kann wiederum wie zuvor
ein lineares Gleichungssystem

Ahũ = FhG

mit
Ah,ij = 〈Aϕj , ϕi〉, Fh,il = 〈Bψl, ϕi〉, i, j = 1, ...,M, l = 1, ..., N,

und G = (g1, ..., gN )T gefolgert werden, dessen eindeutige Lösbarkeit durch die Eigenschaften von
A gegeben ist. Das folgende Lemma von Strang gibt eine obere Schranke für den Fehler bei der
gestörten Lösung ũh an.

Lemma 10.3. Sei A : V → V ′ ein beschränkter linearer und V -elliptischer Operator. Sei u ∈ V
die eindeutige Lösung des stetigen Variationsproblem (10.6) und uh ∈ Vh die eindeutige Lösung des
Galerkin-Variationsproblems (10.7). Dann gilt für die eindeutige Lösung ũh ∈ Vh des gestörten
Variationsproblems (10.9) die Abschätzung

‖u− ũh‖V ≤
1

cA1

{
cA2 inf

vh∈Vh
‖u− vh‖V + cB2 ‖g − gh‖W

}
.

Beweis. Unter Ausnutzung der V -Elliptizität auf die Subtraktion des gestörten Problems vom Galerkin-
Problem folgt:

‖uh − ũh‖2V ≤
1

cA1
〈A(uh − ũh), uh − ũh〉

= 〈B(g − gh), uh − ũh〉
≤ ‖B(g − gh)‖V ′‖uh − ũh‖V
≤ cB2 ‖g − gh‖W ‖uh − ũh‖V .

Damit erhalten wir

‖uh − ũh‖V ≤
cB2
cA1
‖g − gh‖W ,

wodurch schlieÿlich mit der Dreiecksungleichung und dem Céa-Lemma die Behauptung folgt.

Wie in Kapitel 10.1 bereits erwähnt, werden wir die auftretenden singulären bzw. schwach sin-
gulären Integrale im Allgemeinen nicht analytisch berechnen, d.h. wir werden in diesem Fall auf
eine numerische Integration zurückgreifen müssen und eine Approximation des Operators in Betracht
ziehen. Auch dieses Vorgehen liefert uns einen Fehler, welchen es abzuschätzen gilt. Sei demnach
Ã : V → V ′ der approximierte lineare Operator mit

‖Ãv‖V ′ ≤ cÃ2 ‖v‖V , v ∈ V.

Dann ist die Lösung ũh ∈ Vh des gestörten Problems

〈Ãũh, vh〉 = 〈f, vh〉, für alle vh ∈ Vh, (10.10)

gesucht. Da es sich bei Ã um eine Approximation an A handelt, können wir nicht davon ausgehen,
dass Ã alle Eigenschaften von A erbt. Im folgenden Strang-Lemma, das eine Fehlerabschätzung
bezüglich der Lösung des gestörten Problems (10.10) angibt, müssen wir daher eine Art diskrete
Stabilität fordern, um überhaupt eine eindeutige Lösung garantieren zu können.
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Lemma 10.4. Angenommen der approximative Operator Ã : V → V ′ ist Vh-elliptisch, d.h. es gibt
eine Konstante c̃A1 > 0 mit

〈Ãvh, vh〉Γ ≥ c̃A1 ‖vh‖2Vh für alle vh ∈ Vh.

Dann existiert eine eindeutige Lösung ũh ∈ Vh des gestörten Problems (10.9) und es gilt die Ab-
schätzung

‖u− uh‖Vh ≤
(

1 +
1

c̃A1
(cA2 + c̃A2 )

)
cA2
cA1

inf
vh∈Vh

‖u− vh‖Vh +
1

c̃A1
‖(A− Ã)u‖V ′ .

Beweis. Klar ist, dass das gestörte Problem mit der zusätzlichen Annahme der Vh-Elliptizität ein-
deutig lösbar ist. Sei also uh die Lösung des Galerkin-Problems (10.7), dann gilt

‖uh − ũh‖2V ≤
1

c̃A1
〈Ã(uh − ũh), uh − ũh〉

=
1

c̃A1
〈Ã(uh − ũh) +Auh −Auh, uh − ũh〉

=
1

c̃A1
〈(Ã−A)uh, uh − ũh〉

≤ 1

c̃A1
‖(Ã−A)uh‖V ′‖uh − ũh‖V ,

denn
〈Auh − Ãũh, vh〉 = 0, für alle vh ∈ Vh.

Damit folgt unter Verwendung der Dreiecksungleichung die Abschätzung

‖uh − ũh‖V ≤
1

cÃ1
‖(A− Ã)uh‖V ′

≤ 1

c̃A1
‖(A− Ã)u‖V ′ +

1

c̃A1
‖(A− Ã)(u− uh)‖V ′

≤ 1

c̃A1
‖(A− Ã)u‖V ′ +

1

c̃A1
‖A(u− uh)‖V ′ + ‖Ã(u− uh)‖V ′

≤ 1

c̃A1
‖(A− Ã)u‖V ′ +

1

c̃A1

(
cA2 + cÃ2

)
‖u− uh‖V .

Das Céa-Lemma und eine weitere Anwendung der Dreiecksungleichung in ‖u − ũh‖V liefert die Be-
hauptung.

Bevor nach der Analyse der einzelnen Approximationsfehler zu den numerischen Tests übergegan-
gen wird, werfen wir einen Blick auf die Anwendung von AMVM und BACA im Fall der linearen
Elastizität.
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11. Anwendung der neuen Methoden bei der linearen Elastizität

Die block-adaptive Kreuzapproximation ist zunächst für die Laplace-Gleichung mit reinen Dirichlet-
Randbedingungen entwickelt worden, wobei die Verfeinerungsstrategie, der Fehlerschätzer und die
Auswahl der Blöcke speziell auf die Struktur dieses einfacheren Problems ausgelegt worden sind. Bei
komplexeren Problemen wie gemischten Randwertproblemen oder vektorwertigen Gleichungen bedarf
es einer Anpassung der eben genannten adaptiven Elemente. Am Beispiel der Lamé-Gleichungen
sollen diese Änderungen erläutert werden.

11.1 Anpassung der BACA an die lineare Elastizität

Um die in Kapitel 8 eingeführte BACA auch im Fall der linearen Elastizität einsetzen zu können,
werden die im Folgenden beschriebenen Anpassungen vorgenommen.
Wir betrachten die numerische Lösung des linearen Gleichungssystems

Ax = f

mit einer Matrix A und einer rechten Seite f , wie sie im Fall einer Randintegralapproximation der
linearen Elastizität entstehen, d.h.

A =

(
VDD,h −KND,h

KT
ND,h DNN,h

)
, f =

(
fN
fD

)
und x =

(
t
u

)
.

Jede der vier Teilmatrizen von A besteht wiederum aus neun Teilmatrizen mit dem zugehörigen
Blockclusterbaum TI×J . Wir sammeln alle möglichen Blöcke in der Menge P und nennen die Menge
aller zulässigen Blöcke Padm. Demnach ist P die Vereinigung aller zulässigen Partitionen des Randes
und der zugehörigen Operatoren, d.h. P := PV ∪PK∪PD, wobei PV , PK und PD aus allen Blöcken der
Diskretisierung des Einfachschichtoperators Vh, des diskretisierten Doppelschichtoperators Kh sowie
des diskretisierten hypersingulären Operators Dh bestehen. Entsprechend bezeichnen auch csp,V ,
csp,K und csp,D die �Sparsity�-Konstanten der zu den Operatoren gehörenden Block-Clusterbäume.
Die Matrizen

Ak =

(
VDD,k −KND,k

KT
ND,k DNN,k

)
bezeichnen die konstruierten Approximationen, wobei eigentlich die Teilmatrizen VDD,h, KND,h und
DNN,h approximiert werden. Zudem sei

Âk =

(
V̂DD,k −K̂ND,k

K̂T
ND,k D̂NN,k

)
eine bessere Approximation an A als Ak. Dabei nehmen wir an, dass die Saturationsannahme

‖Ãkxk −Axk‖2 ≤ csat‖Akxk −Axk‖2 (11.1)

für 0 < csat < 1 erfüllt ist, wobei xk die Lösung des linearen Gleichungssystems Akxk = b bezeichnet.
Ein mögliches Vorgehen bei der Konstruktion von Âk ist wiederum, eine feste Anzahl an ACA-
Schritten bei jedem zulässigen Block von Ak hinzuzufügen und (Âk)t×s = At×s für alle nicht zulässigen
Blöcke t× s ∈ Pnon-adm := P \ Padm zu setzen.
Um Informationen über den Fehler der Approximation zu erhalten, verwenden wir den Fehler-

schätzer
E2
k :=

∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22.
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Die Anpassung der in Kapitel 8 eingeführten BACA an die lineare Elastizität erfordert zwei wei-
tere Erweiterungen bzw. Änderungen. Der erste Unterschied liegt in der Lösung des auftretenden
Gleichungssystems, da dies strukturell gesehen ein Sattelpunktproblem ist. Wir nutzen daher im
Algorithmus anstelle der CG-Methode den Bramble-Pasciak-CG, welcher speziell auf derartige Glei-
chungssysteme zugeschnitten ist, siehe [28]. Die gröÿere Änderung zur Laplace-Gleichung ist die
Auswahl der zu verfeinernden Blöcke. Das Vorgehen ist, wie folgt:
Wir nutzen die Darstellung der diskretisierten Operatoren (10.3), (10.4) und (10.5), wobei die

festen Matrizen Th, S1,h, S2,h und S3,h während des gesamten Prozesses unberührt bleiben. Da
die Teilmatrix V∆,h in jedem der Operatoren Vh, Kh und Dh meist mehrfach enthalten ist, wird
die Verfeinerung von V∆,h zuerst ausgeführt. Danach folgen die Verbesserung der Teilmatrizen Vij ,
i, j = 1, 2, 3, K∆,h und D̃h in dieser Reihenfolge. Die Blöcke werden nur besser approximiert, falls sie
auch durch den Fehlerschätzer und das Dör�er-Marking ausgewählt wurden.
Im Bezug auf die gerade erklärte Vorgehensweise bei der Approximation der Blöcke wird in unserem

Fall die genauere Approximation Âk durch die Anwendung einer festen Anzahl an ACA-Schritte auf
jeden zulässigen Block von V∆,h, Vij , i, j = 1, 2, 3, K∆,h und D̃h erzeugt. Nochmals sei angemerkt,
dass keine Approximationen für die festen Matrizen Th, Si,h, i = 1, 2, 3, berechnet werden. Alle
Änderungen sind im Algorithmus 7 zusammengefasst.

Algorithmus 7 BACA für lineare Elastizität

1. Starte mit einer groben H-Matrix-Approximation A0 von A und setze k = 0.

2. Wende bei α ≥ 0 den Bramble-Pasciak-CG auf das lineare System Akxk = b an, bis das
Residuum folgende Bedingung erfüllt

‖b−Akxk‖2 ≤ α‖(Ak − Âk)xk‖2 (11.2)

(verwende xk−1 als Startvektor; x−1 := 0).

3. Finde bei gegebenen 0 < θ < 1, eine Menge markierter Blöcke Mk ⊂ Padm mit minimaler
Kardinalität, so dass

Ek(Mk) ≥ θ Ek, (11.3)

wobei E2
k (M) :=

∑
t×s∈M ‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22 und Ek := Ek(Padm).

4. Passe die Genauigkeit der Matrixapproximation in der folgenden Reihenfolge an:

(i) Falls Blöcke im Operator DNN ausgewählt werden, setze

DNN,k+1 = D̂NN,k.

(ii) Falls Blöcke im Operator KND ausgewählt werden, setze

VDD,k+1 = V̂DD,k

und (K∆,h,k+1)b = (K̂∆,h,k) für alle im Operator K∆,h ausgewählten Blöcke b.

(iii) Falls nur Blöcke im Operator VDD ausgewählt werden, setze (V∆,h,k+1)b = (V̂∆,h,k)b oder
(Vij,k+1)b = (V̂ij,k)b für alle ausgewählten Blöcke b.

Alle Blöcke, die nicht selektiert werden, bleiben in ihrer Approximation unverändert.

5. Falls Ek > εBACA erhöhe k und gehe zu 2.
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Nach Algorithmus 7 bzw. der verwendeten Verfeinerungsstrategie wird der Operator V∆,h am
genauesten approximiert.
Die Anpassung der AMVM kann auf analoge Art und Weise erfolgen. Als Bezugsgröÿe wird in

diesem Fall die rechte Seite f des betrachteten Gleichungssystem verwendet.
Die nächsten Schritte sind die Anpassung der Konvergenzanalyse auf die eben getro�enen Änderun-

gen. Wir starten mit der Zuverlässigkeit des Fehlerschätzers, welche aus der Saturationsannahme
folgt.

Lemma 11.1. Sei die Saturationsannahme (11.1) erfüllt. Dann ist der Fehlerschätzer Ek zuverlässig,
d.h. es gilt die Abschätzung

‖b−Axk‖2 ≤
1 + α(1 + csat)

1− csat
‖(Ak − Âk)xk‖2 ≤

√
27CspL

1 + α(1 + csat)

1− csat
Ek,

wobei L die maximale Tiefe der verwendeten Clusterbäume ist und Csp := max{CspV , Csp,K , CspD}.

Beweis. Die erste Behauptung folgt mit der Bedingung (11.2) und der Saturationsannahme aus

‖b−Axk‖2 ≤ ‖b−Akxk‖2 + ‖(Ak − Âk)xk‖2 + ‖Âkxk −Axk‖2
≤ (α+ 1)‖(Ak − Âk)xk‖2 + csat‖Akxk −Axk‖2
≤ (α+ 1 + csatα)‖(Ak − Âk)xk‖2 + csat‖b−Axk‖2.

Die zweite Ungleichung ergibt sich aus der Zerlegung von A =
∑L

l=1A
(l) in eine Summe von Lev-

elmatrizen A(l). Da es mehrere Cluster-Bäume und eine maximale Tiefe L gibt, werden auf einer
bestimmten Ebene keine weiteren Untermatrizen mehr existieren. In diesem Fall verwendet man die
Null-Matrix für die verbleibenden Level. Somit erhalten wir

‖(Ak − Âk)xk‖22 ≤

( L∑
l=1

‖(Ak − Âk)(l)xk‖2

)2

≤ L
L∑
l=1

‖(Ak − Âk)(l)xk‖22

= L
L∑
l=1

∑
t∈T (l)

I

‖
∑

s:t×s∈P
(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

≤ L
L∑
l=1

∑
t∈T (l)

I

( ∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖2

)2

≤ 27CspL
L∑
l=1

∑
t∈T (l)

I

∑
s:t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= 27CspL
∑
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts(xk)s‖22

= 27CspLE2
k .

Der einzige Unterschied bei der Zuverlässigkeit des Fehlerschätzers Ek gegenüber dem Fehlerschätzer
ηk bei der Laplace-Gleichung ist die Anzahl an Blöcken in der Systemmatrix A. Demnach erhalten
wir für die Zuverlässigkeit bei der linearen Elastizität eine etwas höhere Konstante. Bei der E�zienz
des Fehlerschätzers bzw. einer unteren Schranke für den Ausdruck ‖b − Axk‖2 ergeben sich keine
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Unterschiede zum Laplace-Fall, sodass Lemma 8.5 gültig bleibt. Die Konvergenz des mit Algorith-
mus 7 beschriebenen Verfahrens kann analog zu Lemma 8.6 aus Kapitel 8 nachgewiesen werden. Im
Fall der linearen Elastizität erhöht sich allerdings die Konstante bei γ geringfügig. Um die Theorie
an dieser Stelle zu vervollständigen, wird der Konvergenzbeweis nochmals angefügt.

Lemma 11.2. Angenommen A∗ ist invertierbar und α ist hinreichend klein. Dann gilt

E2
k+1 ≤ q E2

k + zk, (11.4)

wobei zk eine Folge bezeichnet, die gegen Null konvergiert, und q < 1. Zudem konvergiert Ek gegen
Null, d.h. limk→∞ Ek = 0.

Beweis. Nutzen wir die De�nitionen von Ak+1 und E2
k+1, so folgt∑

t×s∈P
‖(Ak+1−Âk+1)ts(xk+1)s‖22 =

∑
t×s∈Mk

‖(Âk−Âk+1)ts(xk+1)s‖22+
∑

t×s∈P\Mk

‖(Ak−Âk)ts(xk+1)s‖22.

Mit der Youngschen Ungleichung und (11.3) erhalten wir für den zweiten Term∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1)s‖22 ≤ (1 + ε) E2
k (P \Mk) + (1 + 1/ε)

∑
t×s∈P\Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

= (1 + ε)[E2
k − E2

k (Mk)] + (1 + 1/ε)
∑

t×s 6∈Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

≤ (1 + ε)(1− θ2) E2
k + (1 + 1/ε)

∑
t×s6∈Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

für alle ε > 0. Die letzte Summe kann abgeschätzt werden durch∑
t×s 6∈Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22 =
∑
s∈TI

∑
t:t×s6∈Mk

‖(Ak − Âk)ts(xk+1 − xk)s‖22

≤ max
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts‖22
∑
s∈TI

∑
t:t×s 6∈Mk

‖(xk+1 − xk)s‖22

≤ c cspL‖xk+1 − xk‖22 max
t×s∈P

‖(Ak − Âk)ts‖22

≤ c cspL‖A−1
k+1‖

2
2 ‖Ak+1xk+1 −Ak+1xk‖22 max

t×s∈P
‖(Ak − Âk)ts‖22

≤ c cspL‖A−1
k+1‖

2
2

(
‖Ak+1xk+1 − b‖22 + ‖(Ak+1 −Ak)xk‖22 + ‖Akxk − b‖22

)
‖Ak − Âk‖22,

wobei die Konstante von Schritt 2 zu Schritt 3 aus der Struktur der Matrix Ak resultiert, vgl. den
Beweis von Lemma 11.1. Mit ‖b − Akxk‖22 ≤ α2‖(Ak − Âk)xk‖22 ≤ α2cspLE2

k folgt mit der Wahl
ε := 1

2θ
2/(1− θ2) die Abschätzung

E2
k+1 ≤ (1− 1

2
θ2) E2

k + γ[E2
k+1 + E2

k ] + zk, (11.5)

wobei γ := c α2 2−θ2

θ2

(
cspL‖Ak − Âk‖2‖A−1

k+1‖2
)2

und

zk :=
∑

t×s∈Mk

‖(Âk − Âk+1)ts(xk+1)s‖22 + 3(1 + 1/ε)cspL‖Ak − Âk‖22 ‖A−1
k+1‖

2
2‖Ak+1 −Ak‖22‖xk‖22
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gegen Null konvergiert. Dies wiederum ist eine Konsequenz aus A−1
k → A−1

∗ für k → ∞ und (8.5).
Zu beachten ist, dass {xk}k∈N wegen

‖xk‖2 ≤ ‖A−1
k ‖2 (‖b‖2 + ‖Akxk − b‖2) ≤ ‖A−1

k ‖2
(
‖b‖2 + α‖(Ak − Âk)xk‖2

)
≤ ‖A−1

k ‖2‖b‖2 + α‖A−1
k ‖2(‖Ak‖2 + ‖Âk‖2)‖xk‖2

und einem hinreichend kleinem α beschränkt ist. Die Wahl von α, sodass γ < θ2/4 erfüllt ist, führt
mit (11.5) und

q :=
1− 1

2θ
2 + γ

1− γ
< 1

zum ersten Teil der Aussage.
Beim Beweis der zweiten Aussage halten wir uns an die Idee des Fehlerschätzer-Reduktionsprinzip,

welches in [8] vorgestellt wurde. Sei z > 0 eine Zahl mit zk ≤ z für alle k. Mit der Fehlerschätzer-
Reduktion (11.4) folgt

E2
k+1 ≤ q E2

k + zk ≤ q2 E2
k−1 + q zk−1 + zk ≤ . . . ≤ qk+1E2

0 +
k∑
i=0

qk−izi

≤ qk+1E2
0 + z

k∑
l=0

ql ≤ E2
0 +

z

1− q
.

Damit ist die Folge {Ek}k∈N0 beschränkt und wir de�nieren M := lim supk→∞ E2
k . Benutzen wir ein

weiteres Mal die Fehlerschätzer-Reduktion (11.4), so führt das zu

M = lim sup
k→∞

E2
k+1 ≤ q lim sup

k→∞
E2
k + lim sup

k→∞
zk = qM.

Schlieÿlich folgt M = 0 und wir erhalten

0 ≤ lim inf
k→∞

Ek ≤ lim sup
k→∞

Ek = 0

und letztendlich limk→∞ Ek = 0.

Die Konvergenz der BACA im Fall der linearen Elastizität ist nun eine Folge der Zuverlässigkeit
von Ek.

Theorem 11.3. Die Residuen rk := b − Axk der Folge {xk}k∈N, welche durch Algorithmus 7 kon-
struiert wurde, konvergiert gegen Null.

Beweis. Mit Lemma 11.1 und Lemma 11.2 erhalten wir

‖b−Axk‖2 ≤
√

27cspL
1 + α(1 + csat)

1− csat
Ek → 0.
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11.2 Berechnung von Spannungen im Inneren - Kollokationsmatrizen

Angenommen, wir haben in einem vorherigen Schritt die Randdaten (th, wh), d.h.

th =
M∑
i=1

tiϕi und wh =
N∑
j=1

wjψj

mit den Koe�zientenvektoren t, w ∈ R3 berechnet, dann kann die Lösung uh in Ω durch

uh(x) =
M∑
j=1

tj

∫
∂Ω
S(x, y)ϕj(y) dsy −

N∑
k=1

wk

∫
∂Ω
γint1,yS(x, y)ψk(y) dsy,

für alle x ∈ Ω ausgewertet werden. Die Spannungen σ(uh, x) können zudem unter Benutzung der
Ableitungen

∂xiuh(x) =
M∑
j=1

tj

∫
∂Ω
∂xiS(x, y)ϕj(y) dsy −

N∑
k=1

wk

∫
∂Ω
∂xi(γ

int
1,yS(x, y))ψk(y) dsy, (11.6)

für i = 1, 2, 3 zusammen mit dem Hook'schen Gesetz angegeben werden. Falls das Ziel ist, die
Verformungen und Spannungen an mehreren Punkten x1, . . . , xl, l ∈ N, zu analysieren, so kann dies
als vektorwertige Gleichung

v := Ṽht− W̃hu

mit v = [uh(xi)]i=1,...,l angesehen werden. Da die beiden diskretisierten Operatoren

Ṽh :=

[∫
∂Ω
S(xi, y)ϕj(y) dsy

]
ij

and W̃h :=

[∫
∂Ω
γint1,yS(xi, y)ψk(y) dsy

]
ik

mit i = 1, . . . , l, j = 1, . . . ,M , und k = 1, . . . , N vom Kollokationstyp sind, können wir die Berech-
nung der Verformungen und Spannungen mit der in Kapitel 6 eingeführten adaptiven Matrix-Vektor
Multiplikation beschleunigen. Die Auswertung der Spannungen unter Benutzung der Ableitungen
∂xiuh i = 1, 2, 3, kann in ähnlicher Form unter Verwendung von (11.6) durchgeführt werden.
Nach der Einführung und Analyse der neuen adaptive Algorithmen, folgen im letzten Kapitel die

numerischen Tests zur Laplace Gleichung und der linearen Elastizität.
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12. Numerische Resultate

Neben numerischen Tests zur Laplace- und Lamé-Gleichung wollen wir uns auch mit der neuen
Punktauswahl bei der ACA, siehe Kapitel 3, beschäftigen. Im nachfolgenden Abschnitt ist ein Prob-
lem angeführt, bei dem mit der üblichen Punktauswahl keine Konvergenz beim ACA beobachtet
werden kann. Derartige Schachmuster-Probleme können zum Beispiel bei der Diskretisierung des
Doppelschichtpotentials auftreten.
Neben der eigenen Implementierung der vorgestellten Algorithmen wurde die Bibliothek �AHmed�

(siehe [15]) verwendet. Die Berechnungen sind im Fall der Laplace-Gleichung auf einem Computer
mit Intel(R) Core(TM) i5-6500 CPU 3.20 GHz und im Fall der linearen Elastizität auf einem PC mit
Intel(R) Core(TM) i7-6700HQ CPU 2.60 GHz durchgeführt worden.

12.1 ACA unter Berücksichtigung der Fülldichte

Wir wenden die ACA zusammen mit der Pivotstrategie basierend auf der Fülldichte bzgl. x an, um
einen einzelnen Block A ∈ RN×N mit den Einträgen

aij =
(xi − yj) · nyj
|xi − yj |3

, i, j = 1, . . . , N,

zu approximieren. Die Punkte xi werden aus der Menge D1 ∪ D2 gewählt und die Punkte yj aus
der Menge D3 ∪ D4. Der Vektor nyj bezeichnet den Einheitsnormalenvektor in yj auf dem Rand
des Gebiets aus Abb. 12.1. Die zwei kleinsten Seitenlängen dieses Gebiets sind 1 und der Abstand
zwischen D1 ∪ D2 und D3 ∪ D4 ist 9. Ein ähnliches Problem wurde in früheren Artikeln schon
präsentiert und diskutiert, siehe [23, 15].
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Abb. 12.1: Mengen auf der Ober�äche , vgl. [15].

Falls die Punkte xi, i = 1, . . . , N , and yj , j = 1, . . . , N , so geordnet sind, dass die ersten Punkte
in D1 bzw. D3 liegen, dann hat A die Struktur

A =

[
0 A12

A21 0

]
.

Wie zuvor bereits erwähnt wurde, siehe auch [15], konvergiert der ACA mit der üblichen Punkt- bzw.
Pivotauswahl nicht, da die Pivotpunkte in einem der Blöcke A12 oder A21 verweilen, während der
andere Block überhaupt nicht approximiert wird. Die neue Pivotstrategie, welche die Pivots nach der
Fülldichte auswählt, führt zu der gewünschten Konvergenz wie Abb. 12.2 zeigt.

103



Numerische Resultate
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Abb. 12.2: Fehler gegen Rang der Approximation basierend auf der Fülldichte.

12.2 Die Laplace Gleichung und AMVM

Betrachtet wird die numerische Lösung eines Randwertproblems für die Laplace-Gleichung, d.h.

−∆u(x) = 0, x ∈ Ω, u(x) = g(x), x ∈ Γ,

mit Hilfe der Randelementmethode. Der Randintegralformulierung folgend hat das Doppelschichtpo-
tential die Darstellung

Kξ(x) :=

∫
Γ

ξ(y)∂n(y)S(x− y) dsy,

wobei

S(r) =

{
− 1

2π ln |r|, d = 2,
1

(d−2)ωd
1

|r|d−2 , d > 2,
r ∈ Rd \ {0},

die Fundamentallösung der Laplace-Gleichung bezeichnet. Unter Verwendung einer Diskretisierung
bestehend aus stückweisen konstanten Funktionen ψ0

i , i = 1, ..., N , auf einer Partitionierung T von
Γ in N reguläre Dreiecke und einer stückweisen linearen Approximation für die Randdaten g, d.h.

g ≈ gh ∈ P1(T ) = span{ψ1
1, ..., ψ

1
M},

konzentrieren wir uns auf die Multiplikation des diskretisierten Doppelschichtpotentials K ∈ RM×N ,
kij = (Kψ1

j , ψ
0
i ) mit dem gegebenem Datenvektor g. In den folgenden numerische Beispielen werden

die von der ACA und AMVM benötigten Rechenzeiten und Speicheranforderungen bei gleichbleiben-
den relativen Fehler eh = ‖u−uh‖L2/‖u‖L2 miteinander verglichen. Die Blöcke der Matrix werden bei
der ACA bei einer minimalen Blockgröÿe bmin = 15 und einer Genauigkeit εACA = 10−6 approximiert.
Die Genauigkeit von AMVM liegt bei εAMVM = 10−6.
Als erstes Beispiel wird der Datenvektor

g = (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
10mal

, 0, ..., 0)T

auf einer Triangulierung von Ω = B1(0) ⊂ R3 in 1280 Dreiecke und 642 Punkte betrachtet. Für
die Multiplikation des Doppelschichtoperators mit g benötigt das ACA-Verfahren 0.71s. Die adap-
tive Matrix-Vektor Multiplikation erfolgt mit 0.44s in nur 60% der Zeit des ACA. Dieses Beispiel ist
durch die groÿen strukturellen Unterschiede im Datenvektor sehr auf die Funktionsweise der AMVM
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zugeschnitten. Im nächsten numerischen Test wird ein Datenvektor verwendet der zwar noch struk-
turelle Unterschiede aufweist, diese aber deutlich geringer sind. Wir setzen

g(x) = S(x− p), p = (1.5, 0, 0)T

und betrachten wiederum die Multiplikation des Doppelschichtoperators mit g. Tabelle 12.1 zeigt die
numerischen Resultate der AMVM im Vergleich zur ACA mit θ = 0.7.

N M start AMVM ACA
rank ‖b− bk‖2 eh Zeit Speicher eh Zeit Speicher

1 280 642 7 1.73e-06 0.033 0.61s 4.08 MB 0.033 0.71s 5.03 MB

5 120 2 562 8 1.53e-06 0.010 3.21s 27.46 MB 0.010 4.65s 37.86 MB

20 480 10 242 9 2.26e-06 0.003 18.9s 199.12 MB 0.003 28.47s 257.54 MB

Tab. 12.1: Numerische Resultate der AMVM im Vergleich zu ACA beim Doppelschichpotential.

Mit demselben relativen Fehler eh der approximierten Lösung uh, benötigt die AMVM weniger
Speicher und weniger Rechenzeit im Vergleich zur ACA, um die Matrix K mit dem gegebenen Daten-
vektor g zu multiplizieren. Ein Blick auf den Fehlerschätzer γk, siehe Abbildung 12.3, zeigt, dass γk
den Fehler ‖b− bk‖ zuverlässig und e�zient anzeigt.

1 2 3 4 5 6 7 8
10−6

10−5

10−4

k

θ = 0.5

5γk
‖b− bk‖2

1
2γk

Abb. 12.3: Quality of the error estimator γk.

Die Beobachtungen demonstrieren, dass der neu entwickelte adaptive Algorithmus zur appro-
ximativen Matrix-Vektor-Multiplikation bei einfacheren Problemen wie der Laplace-Gleichung gut
funktioniert. Im nächsten Schritt soll die neue Methode bei komplizierteren Problemen wie der li-
nearen Elastizität zum Einsatz kommen. Bevor wir uns darum kümmern, bleiben wir im nächsten
Abschnitt zunächst bei der Laplace-Gleichung und betrachten die neue Methode BACA genauer.

12.3 BACA bei der Laplace Gleichung

Die numerischen Berechnungen für die Laplace-Gleichung sind in drei Teile untergliedert. Zuerst un-
tersuchen wir den Speicherbedarf bei der BACA. Danach wird die Qualität des verwendeten Fehler-
schätzers diskutiert. Zuletzt behandelt der dritte Teil die Beschleunigung der Matrixapproximation
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und die Lösung des Randwertproblems im Vergleich zur ACA. Um diese Resultate mit den Ergebnis-
sen, welche wir durch die ACA erhalten haben, vergleichen zu können, wollen wir denselben Fehler
für uh erzielen. Im Folgenden gibt

eh :=
‖u− uh‖L2

‖u‖L2

den relativen Fehler der Lösung uh an. Die einzelnen Approximationsschritte werden in beiden Fällen
ohne Parallelisierung ausgeführt. Dabei sei angemerkt, dass wegen der Lokalität des Fehlerschätzers
die BACA parallelisiert werden kann. Um das auftretende lineare Gleichungssystem zu lösen, be-
nutzen wir das in Kapitel 8.1 beschriebene CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung. Im Fall der
BACA wird die Genauigkeit des iterativen Lösers an die Gröÿe von ‖(Ak − Âk)xk‖2 angepasst, siehe
Lemma 8.4. Bei allen numerischen Untersuchungen auf Basis der ACA beträgt die Genauigkeit des
CG-Verfahrens 10−8. Als numerische Beispiele betrachten wir eine Familie von Randwertproblemen,
bei welchen die Singularität auf der Rechte Seite zum Rand des Berechnungsgebiets Ω bewegt wird,
d.h.

−∆u(x) = 0 in Ω := B1(0), (12.1a)

u(x) = S(x− pi) auf ∂Ω, i = 1, 2, 3, 4, (12.1b)

für pi = (xi, 0, 0)T mit x1 = 10.0, x2 = 1.5, x3 = 1.1, x4 = 1.05. In diesen Tests werden die folgenden
Parameter verwendet: die minimale Blockgröÿe bmin = 15, die blockweise Genauigkeit εACA = 10−6

der ACA, und der Zulässigkeitsparameter β = 0.8.

12.3.1 Kompressionsraten

Wir beginnen mit einer uniformen Unterteilung der Einheitskugel in 642 Punkte und 1280 Dreiecke
für das Randwertproblem (12.1). An dieser Stelle sei nochmals an das erste numerische Experiment
erinnert. Da das ACA-Verfahren die rechte Seite nicht berücksichtigt, hängt auch die Approximation
nicht von der Wahl von pi ab. Daher erhalten wir das linke Bild von Abbildung 12.4, nachdem die
ACA auf den diskreten Integraloperator angewendet wurde in jedem der Fälle i = 1, ..., 4. Tabelle 12.2
zeigt die Resultate des BACA-Algorithmus für einen Parameter θ = 0.9. In diesem Fall sind die Ränge
von Âk der Matrix Ak um zwei ACA-Schritte voraus. Der Parameter α von Lemma 8.4 wird auf
100 gesetzt. Da weniger genaue Resultate erwartet werden können, wenn die Singularität näher an
den Rand bewegt wird, vgl. die Spalte eh in Tabelle 12.2, müssen unterschiedliche Fehlerschranken
εBACA verwendet werden. Verglichen mit der Approximation, die wir durch die ACA erhalten haben,
benötigen wir weniger Speicheranforderungen für die Matrixapproximation Âk. Die in Tabelle 12.2

BACA ACA
blockweiser εBACA ‖b−Axk‖2 eh Speicher Rel. Sp. eh Speicher Rel. Sp.
Rang A0 (MB) (%) (MB) (%)

p1 6 1e-08 1.89e-08 0.002 3.43 54.9 0.002 3.85 61.5

p2 4 5e-06 6.08e-06 0.033 2.86 45.7 0.033 3.85 61.5

p3 3 1e-04 1.48e-04 0.264 2.40 38.4 0.264 3.85 61.5

p4 2 5e-04 6.40e-04 0.951 2.10 33.5 0.951 3.85 61.5

Tab. 12.2: Speicherbedarf der Approximation konstruiert durch BACA für vier Positionen der Singu-
larität verglichen mit ACA, wobei der Fehler eh auf dem gleichen Level behalten wird.

festgestellte Speicherreduzierung sowie der geringere relative Speicher (der Speicher für die Approxi-
mation dividiert durch den Speicher für A) sind auch aus Abbildung 12.4, in welcher die zugehörige
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Approximation Âk von A zusammen mit den blockweisen Rängen (grüne Blöcke) gezeigt ist. Die
darin enthaltenen roten Blöcke werden Eintrag für Eintrag konstruiert ohne Rücksicht darauf, ob sie
zulässig sind oder nicht. Rote Blöcke müssen demnach komplett berechnet werden, um die geforderte
Genauigkeit zu erreichen. Beispiel (12.1) wurde gewählt, um verschiedene rechte Seiten zu unter-

Abb. 12.4: Approximation der Blöcke mit ACA (links) und mit BACA im Fall p1 (rechts). Die Blöcke
mit Nummern enthalten ihre Ränge.

suchen, die zu strukturellen Unterschieden in der jeweiligen Lösung führen. Dabei ist zu beachten,
dass der Ein�uss der Singularität auf die Lösung umso stärker ist, je kleiner der Abstand von pi zum
Rand von Ω wird. Daher sind für pi nahe des Randes bestimmte Teile des diskreten Integraloperators
wichtiger für die Genauigkeit der Lösung als andere. Selbst für einen relativ groÿen Abstand, d.h.
p1 = (10, 0, 0)T , sind kleinere Ränge und damit eine bessere Kompressionsrate als bei der ACA zu
beobachten; siehe Abb. 12.4. Dieser E�ekt ist noch stärker, wenn sich pi dem Rand annähert. Die
durchschnittlichen Ränge (die Summe der Ränge aller Blöcke dividiert durch die Anzahl der Blöcke)
können in Tabelle 12.3 betrachtet werden. So zeigen Tabelle 12.2 und Abbildung 12.4 an, dass der

ACA BACA
Matrix p1 p2 p3 p4

Ak 12.54 7.44 5.00 3.71 3.08

Âk � 8.52 6.62 5.38 5.01

Tab. 12.3: Durchschnittliche Ränge der Matrizen Âk und Ak konstruiert durch die BACA für
p1, . . . , p4 verglichen mit der ACA.

vorgeschlagene Fehlerschätzer diejenigen Matrixblöcke erkennt, die für das jeweilige Problem wichtig
sind. Daher ist der BACA-Algorithmus in der Lage, eine H-Matrixapproximation zu konstruieren,
die besonders dazu geeignet ist, ein lineares System für eine bestimmte rechte Seite zu lösen.
Die verbesserten Speicheranforderungen sind auch bei feineren Triangulationen des Randes zu

beobachten. Tabelle 12.4 zeigt die Ergebnisse für das Randwertproblem (12.1) im Fall i = 3 für
mehrere verschiedene Freiheitsgrade N . Neben dem relativen Speicher und den Speicheranforderun-
gen wird die Anzahl der berechneten Einträge für die Konstruktion von Âk angegeben. Da er-
wartet wird, dass die Lösung uh umso genauer ist, je gröÿer N ist, muss die Genauigkeit εBACA des
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Fehlerschätzers an N angepasst werden. Alle anderen Parameter bleiben unverändert. Im Vergleich
dazu sind die Ergebnisse der ACA, angewendet auf das Randwertproblem (12.1) im Fall i = 3, in
Tabelle 12.5 zu sehen.

N εBACA ‖b−Axk‖2 eh Anzahl berechneter Speicher Rel. Sp.
Einträge (MB) (%)

1 280 1e-04 4.14e-04 0.264 3.22e05 2.48 39.7

7 168 1e-05 2.31e-05 0.077 3.32e06 25.47 13.0

28 672 1e-06 2.56e-06 0.023 2.10e07 160.98 5.1

114 688 1e-06 2.13e-06 0.007 8.76e07 837.92 1.7

Tab. 12.4: Anzahl der berechneten Einträge, Speicher und relativer Speicher für die von der BACA
konstruierten Approximation für p3.

N eh Anzahl berechneter Speicher Rel. Sp.
Einträge (MB) (%)

1 280 0.264 5.01e05 3.85 61.5

7 168 0.077 4.91e06 37.53 19.8

28 672 0.023 2.66e07 203.70 6.5

114 688 0.007 1.35e08 1034.56 2.1

Tab. 12.5: Anzahl der berechneten Einträge, Speicher und relativer Speicher für die von der ACA
konstruierten Approximation für p3.

Aus den eben genannten Gründen benötigt der BACA deutlich weniger originale Matrixeinträge
als die übliche Konstruktion der H-Matrixapproximation mittels ACA, um ungefähr den gleichen
relativen Fehler von uh zu erhalten.

12.3.2 Verhalten des Fehlerschätzers

In den folgenden Tests validieren wir den in (7.3) eingeführten Fehlerschätzer ηk. Zuerst wird die
Aussage bzgl. der Zuverlässigkeit von Lemma 8.4 zusammen mit der unteren Schranke ‖(Ak−Âk)xk‖2
von Lemma 8.5 untersucht. Auch hier wird die mit der BACA kombinierte Randelementmethode mit
dem in (12.1) beschriebenen Problem und einer Triangulation mit 14338 Punkten und 28672 Dreiecken
getestet. Die Genauigkeit εBACA des Fehlerschätzers wird auf 10−7 gesetzt. Wir starten im BACA
mit einer groben Approximation A0, die durch Anwendung von vier ACA-Schritten auf jeden Block
erzeugt wurde. Tabelle 12.6 und Abbildung 12.5 enthalten die Ergebnisse für α = 1/2 und drei
Verfeinerungsparameter θ. Die Ränge von Âk liegen um drei ACA-Schritte vor Ak.
Der vorgeschlagene Fehlerschätzer ηk schätzt das Residuum ‖b − Axk‖2 in geeigneter Weise. Der

Ausdruck 1
2‖(Ak − Âk)xk‖2 kann als untere Schranke für das Residuum dienen. Tabelle 12.6 zeigt,

dass die Konvergenz in Bezug auf k umso schneller ist, je näher der Verfeinerungsparameter θ bei 1
liegt. Ein gröÿerer Parameter θ in (8.4) führt zu einer gröÿeren MengeMk markierter Blöcke, was die
Generierung redundanter Informationen in Ak+1 fördert. Umgekehrt führen kleine Verfeinerungspa-
rameter θ gewöhnlich zu Matrixapproximationen mit geringerem Speicherbedarf. Die numerischen
Ergebnisse bestätigen also die theoretischen Erkenntnisse von Lemma 8.4 und Lemma 8.5. Der
vorgeschlagene Fehlerschätzer ηk ist zuverlässig und

1
2‖(Ak− Âk)xk‖2 kann als untere Grenze für den

residualen Fehler verwendet werden.
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5 10 15 20

10−7

10−6

10−5

10−4

k

θ = 0.6

5ηk
‖b−Axk‖2

1
2‖(Ak − Âk)xk‖2

Abb. 12.5: Verhalten des Fehlerschätzers, des Residuum und der unteren Schranke ‖(Ak − Âk)xk‖2
für mehrere Parameter θ.

12.3.3 Beschleunigung der numerischen Berechnung

Die bisher erzielten Ergebnisse stellen nur einen Teil der Ziele dar, die wir mit der Erweiterung
der ACA verfolgen. Wie bereits in der Einleitung erwähnt, sind wir auch an einer Beschleunigung
der Matrixapproximation und an einer Beschleunigung des Lösungsprozesses interessiert. Da die
Berechnung der Matrixeinträge bei weitem der zeitaufwendigste Teil der Randelementmethode ist und
wir gesehen haben, dass der BACA-Algorithmus weniger Einträge benötigt, kann mit verbesserten
Rechenzeiten gerechnet werden.
Wir betrachten erneut die Familie der Randwertprobleme (12.1). Die Ränge der Matrixapproxi-

mationen Âk liegen zwei ACA-Schritte vor Ak und wir wählen α = 100. Das Verhältnis zwischen der
von der BACA benötigten Zeit und der benötigten Zeit von ACA kann in Abbildung 12.6 und 12.7
für zwei verschiedene Triangulationen beobachtet werden. Die beiden Abbildungen 12.6 und 12.7
zeigen, dass wir selbst im Fall von p1, in welchem die strukturellen Unterschiede auf der rechten Seite
gering sind, einen geringeren Zeitverbrauch erzielen. Wenn die Singularität näher an den Rand von
Ω gerückt wird, beschleunigt sich das BACA-Verfahren kontinuierlich.
Einer der gröÿten Vorteile der ACA ist seine logarithmisch-lineare Komplexität. Um dieses Verhal-

ten zu beobachten, wird die mit 642 Punkten und 1280 Dreiecken diskretisierte Kugel betrachtet. Wir
behalten die resultierende Geometrie bei und erhöhen die Anzahl der Dreiecke N für das Randwert-
problem mit p1. Die Zeitspalten von Tabelle 12.7 zeigen die erwartete Komplexität der ACA und auch
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ηk ‖b−Axk‖2
k θ = 0.6 θ = 0.7 θ = 0.9 θ = 0.6 θ = 0.7 θ = 0.9

1 1.36e-05 1.36e-05 1.36e-05 1.52e-05 1.41e-05 1.07e-05
2 1.08e-05 9.77e-06 6.07e-06 1.31e-05 1.19e-05 5.68e-06
3 8.49e-06 6.96e-06 2.71e-06 1.18e-05 9.45e-06 3.16e-06
4 6.78e-06 4.98e-06 1.20e-06 9.78e-06 7.05e-06 1.59e-06
5 5.41e-06 3.57e-06 5.60e-07 8.24e-06 5.55e-06 6.68e-07
6 4.33e-06 2.58e-06 2.56e-07 6.87e-06 4.22e-06 3.46e-07
7 3.47e-06 1.85e-06 1.19e-07 5.93e-06 3.39e-06 1.91e-07
8 2.80e-06 1.32e-06 5.96e-08 4.90e-06 2.42e-06 1.04e-07
9 2.24e-06 9.52e-07 � 4.15e-06 1.85e-06 �
10 1.79e-06 6.96e-07 � 3.53e-06 1.55e-06 �
11 1.44e-06 5.04e-07 � 3.11e-06 1.03e-06 �
12 1.15e-06 3.64e-07 � 2.37e-06 6.84e-07 �
13 9.31e-07 2.65e-07 � 1.99e-06 5.19e-07 �
14 7.53e-07 1.92e-07 � 1.70e-06 4.11e-07 �
15 6.07e-07 1.40e-07 � 1.34e-06 3.19e-07 �

Tab. 12.6: Numerische Ergebnisse für ηk verglichen mit dem Residuum für verschiedene θ.

die des neuen BACA-Verfahrens. Der Wachstumsfaktor von N beträgt vier und der Wachstumsfaktor
der Berechnungszeit liegt zwischen fünf und sechs.

BACA ACA
N ‖b−Axk‖2 eh Zeit (s) eh Zeit (s)

1 280 1.58e-08 0.002 0.27 0.002 0.31

5 120 1.49e-08 0.002 1.46 0.002 1.83

20 480 1.08e-08 0.003 7.34 0.003 10.20

81 920 4.22e-09 0.004 38.15 0.004 54.15

Tab. 12.7: Zeitverbrauch der BACA für p1 und εBACA = 5 · 10−8, verglichen mit ACA, wobei eh auf
dem gleichen Niveau gehalten wird.

12.3.4 Auswirkungen auf zum Teil zu stark verfeinerte Gebiete

In den folgenden Tests werden ACA und BACA auf Triangulationen angewendet, die teilweise zu
stark verfeinert sind. Die Ober�äche des Ellipsoiden Ω = {x ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3/9 = 1} ist in der
mittleren Region höher aufgelöst als auf der übrigen Geometrie; siehe Abbildung 12.8.
Die numerischen Ergebnisse für die BACA bezogen auf das Ellipsoid (p2, εBACA = 10−6) mit einer

wachsenden Anzahl von Dreiecken sind in Tabelle 12.8 enthalten. Die Genauigkeit der Blockapprox-
imation für die ACA beträgt εACA = 10−6. Die minimale Blockgröÿe ist ebenfalls in Tabelle 12.8
angegeben, die wir mit zunehmender Gröÿe des Problems erhöhen. Um die Ergebnisse vergleichen
zu können, halten wir den relativen Fehler auf dem gleichen Niveau.
Ein Blick in die Zeitspalten der Tabellen 12.8 und 12.9 zeigt, dass das BACA-Verfahren signi�kant

schneller ist als die ACA. Für das gröÿte Problem ist die BACA mehr als doppelt so schnell wie
ACA. Der Grund für die Beschleunigung liegt darin, dass die Lösung nicht von der lokalen Überver-
feinerung pro�tiert. Während der auf der ACA basierende Löser dies nicht erkennen kann, führt
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Abb. 12.6: Zeitverhältnis (BACA/ACA) für eine
Triangulation mit 7 168 Dreiecken.
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Abb. 12.7: Zeitverhältnis (BACA/ACA) für eine
Triangulation mit 28 672 Dreiecken.

Abb. 12.8: Gitter auf dem betrachteten Ellipsoiden (gröbstes Level oben links, feinstes Level unten
rechts).

die in BACA verwendete Kombination aus Löser und Fehlerschätzer zu einer geringeren Anzahl von
CG-Iterationen und einer geringeren Rechenzeit. Für das gröÿte Problem ist die Anzahl der erforder-
lichen CG-Iterationen für die Lösung auf der Grundlage von ACA mehr als doppelt so groÿ wie für
die Lösung auf der Grundlage von BACA. Wir erhalten keine signi�kanten Unterschiede in den Spei-
cheranforderungen nach der Anwendung der beiden Algorithmen. Daher resultiert die beobachtete
Beschleunigung eher aus der Kopplung des iterativen Lösers und des Fehlerschätzers als aus der Re-
duzierung der Speicheranforderungen. Zusätzlich zu diesen Resultaten ist eine abnehmende Anzahl
der erforderlichen Iterationen k bei einer wachsenden Anzahl von Unbekannten N zu beobachten.
Das Verhältnis der für ACA und für BACA benötigten Zeit ist in Abb. 12.9 ersichtlich. Die Kurven

stabilisieren sich bei einer bestimmten Konstante, die von der Geometrie und der Anzahl und Lage
der verfeinerten Bereiche abzuhängen scheint.
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N bmin εBACA ‖b−Axk‖2 eh k Zeit (s) CG- Speicher
Iterationen (MB)

3 452 15 1e-06 1.39e-06 0.034 10 1.22 134 11.61
8 574 30 1e-06 1.16e-06 0.023 10 4.89 273 42.10
30 642 60 1e-06 1.04e-06 0.012 6 34.80 500 227.07
125 948 120 1e-06 1.21e-06 0.006 6 569.36 1119 1608.32

Tab. 12.8: Numerische Ergebnisse der BACA für die vier in Abbildung 12.8 gezeigten Gitter.

N bmin eh Zeit (s) CG- Speicher
Iterationen (MB)

3 452 15 0.034 1.54 196 13.67
8 574 30 0.023 6.91 371 48.37
30 642 60 0.012 66.63 909 257.59
125 948 120 0.006 1206.28 2828 1674.62

Tab. 12.9: Numerische Ergebnisse der ACA für die vier in Abbildung 12.8 gezeigten Gitter.
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Abb. 12.9: Das Verhältnis der für BACA und ACA benötigten Zeit für zwei Geometrien.

12.4 Elastizitätsgleichungen und die Anwendung von BACA und AMVM

Die folgenden numerischen Experimente sind in zwei Teile unterteilt. In beiden Fällen wird die
numerische Lösung der Lamé-Gleichungen

−µ∆u(x)− (λ+ µ) grad div u(x) = 0, x ∈ Ω, (12.2)

mit den Lamé-Konstanten

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
und µ =

E

2(1 + ν)

und E = 1.0 (N/mm), ν = 0.3 berechnet. Der erste Teil befasst sich mit der Qualität des Fehler-
schätzers in AMVM und der numerischen Leistung von AMVM im Vergleich zur Multiplikation mit
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einer Approximation aus der ACA. Anschlieÿend wird die numerische Leistung der BACA, welche
an die lineare Elastizität angepasst ist, im Vergleich zur ACA untersucht. Jegliche Approximations-
schritte in den Verfahren werden dabei ohne Parallelisierung durchgeführt.

12.4.1 Qualität von AMVM für lineare Elastizität

Die qualitativen Untersuchungen der AMVM werden auf drei verschiedenen Diskretisierungen des
Einheitswürfels Ω = [−1, 1]3 durchgeführt, die aus 488, 1946 und 7778 Punkten bestehen, siehe
Abbildung 12.10.

Abb. 12.10: Gitter auf dem betrachteten Würfel Ω (gröbstes Level oben links, feinstes Level unten
Mitte).

Die folgenden Randbedingungen werden gewählt

γ0u(x) = gD(x) := S(x− p) für x ∈ ΓD = {x ∈ Ω : x1 = 1 oder x2 = −1 oder x3 = 1}

und

γ1u(x) = gN (x) :=
∂

∂n
S(x− p)

für x ∈ ΓN = {x ∈ Ω : x1 = −1 oder x2 = 1 oder x3 = −1} mit p = (5.0, 5.0, 5.0)T . Wir vergleichen
die Berechnungszeit und den Speicherbedarf der beiden Methoden AMVM und ACA bei der Berech-
nung der rechten Seite von (10.2). Die Approximation der letzteren wird mit bAMVM bzw. bACA
bezeichnet.
Die blockweise Genauigkeit der ACA wird mit εACA = 10−6 und der Zulässigkeitsparameter mit

β = 0, 8 gewählt. Die Ergebnisse von ACA sind in den Tabellen 12.10 und 12.11 dargestellt. Sie sind
das Resultat einer BEM-Implementierung für die Lamé-Gleichungen, welche als Teil einer Masterar-
beit [60] am Lehrstuhl für Wissenschaftliches Rechnen entstanden ist.
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N bmin ‖b− bACA‖2 Zeit (Approximation)

488 15 3.45e-7 6.9 s

1 946 20 4.43e-7 39.6 s

7 778 30 2.53e-7 248.1 s

Tab. 12.10: Fehler und benötigte Zeit bei der Berechnung der rechten Seite von (10.2) mittels ACA.

V∆,h V11 V12 V13 V22

N MB % MB % MB % MB % MB %

488 3.0 83.5 3.5 95.6 3.5 96.5 3.5 96.4 3.4 95.5

1 946 19.7 34.1 23.9 41.4 23.4 40.5 23.3 40.4 23.8 41.3

7 778 115.6 12.5 137.6 14.9 132.7 14.4 131.3 14.2 137.7 14.9

V23 V33 K∆

N MB % MB % MB %

488 3.5 96.1 3.5 95.6 3.6 99.6

1 946 23.3 40.4 23.8 41.3 31.1 53.9

7 778 131.4 14.2 136.2 14.8 201.1 21.8

Tab. 12.11: Speicheranforderungen für die durch die ACA konstruierten Approximationen.

Die Anwendung der adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation (AMVM) auf das zu Beginn des Ab-
schnitts beschriebene lineare Elastizitätsproblem liefert für θ = 0.7 die in den Tabellen 12.12 und 12.13
dargestellten Ergebnisse. Der Fehler ‖b − bAMVM‖2 wurde in der gleichen Gröÿenordnung gehalten
wie ‖b− bACA‖2 in den vorherigen Tests. Auf allen drei Diskretisierungen des Würfels Ω konnte eine
Reduzierung der Rechenzeit erreicht werden. Der Speicherbedarf der Operatoren V∆,h, V11, V12, V13,
V22, V23 und V33 erweist sich als geringfügig niedriger als die entsprechenden Approximationen mittels
ACA. Der gröÿte Vorteil ergibt sich für den Operator K∆,h.

N bmin ‖b− bAMVM‖2 Zeit (Approximation)

488 15 6.34e-7 5.2 s

1 946 20 6.85e-7 29.5 s

7 778 30 4.63e-7 188.8 s

Tab. 12.12: Fehler und benötigte Zeit bei der Berechnung der rechten Seite von (10.2) mittels AMVM.
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V∆,h V11 V12 V13 V22

N MB % MB % MB % MB % MB %

488 2.9 79.1 3.0 84.2 3.0 84.2 3.0 84.4 3.0 84.2

1 946 19.3 33.5 21.3 37.0 20.9 36.2 20.8 36.1 21.3 36.9

7 778 113.7 12.3 120.3 13.0 116.6 12.6 115.5 12.5 120.6 13.1

V23 V33 K∆

N MB % MB % MB %

488 3.0 84.3 3.0 84.2 2.2 60.8

1 946 20.8 36.1 21.3 36.9 17.2 29.9

7 778 115.7 12.5 119.4 14.8 145.4 15.8

Tab. 12.13: Speicheranforderungen für die durch die AMVM konstruierten Approximationen.

Bevor wir uns einem realistischeren Problem zuwenden, werfen wir einen genaueren Blick auf die
Zuverlässigkeit und E�zienz des Fehlerschätzers. Wir stellen die Ergebnisse vor, die im Falle einer
Diskretisierung mit 488 Punkten entstehen. Der iterative Approximationsprozess wird mit einer
Rang-2-Approximation gestartet.

1 2 3 4 5 6

10−6

10−5

10−4

k

θ = 0.7

2ηk
‖b− bk‖2

1
2ηk

Abb. 12.11: Qualität des Fehlerschätzers Ek im Fall der AMVM.

Abbildung 12.11 zeigt, dass der Fehlerschätzer Ek den Fehler ‖b− bk‖2 der rechten Seite zuverlässig
und e�zient schätzt, was die die theoretischen Ergebnisse der adaptiven Matrix-Vektor Multiplika-
tion, die in Abschnitt 10 vorgestellt wurden, bestätigt.

12.4.2 Belastung eines Doppel-T Trägers in z-Richtung

Die folgenden Experimente konzentrieren sich auf die numerische Lösung der Lamé-Gleichungen für
drei Diskretisierungen der in Abb. 12.12 dargestellten Geometrie. Der Balken hat eine Länge, Höhe
und Breite von 2 mit einem zentralen Teil mit einer Höhe und Breite von 1. Abbildung 12.13 zeigt
die Zuordnung der Randelemente zu Dirichlet- und Neumann-Komponenten. Die blaue Fläche des
Balkens mit einer Kraft von 0,1 (N) belastet, wobei der Dirichlet-Rand durch die grüne Fläche
dargestellt ist. Auf dem restlichen Teil des Randes, d. h. auf dem grauen Bereich in Abb. 12.13,
werden homogene Neumann-Randbedingungen (γint1 u(x) = 0) vorgeschrieben. Die rechte Seite des
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zu berechnenden Gleichungssystems erhält man durch Multiplikation der gegebenen Randdaten mit
den jeweiligen diskretisierten Operatoren Vh, Kh und Dh; vgl. (10.2).
Wir vergleichen die Näherungslösung, die sich aus der Approximation der Koe�zientenmatrix

mittels BACA bzw. ACA ergibt.

Abb. 12.12: Diskretisierung der Ober�äche eines
Doppel-T Trägers in Dreiecke.

Abb. 12.13: Dirichlet-Rand in grün und belasteter
Neumann Teilrand in blau dargestellt.

Die Verformungen des Trägers unter Belastung in z-Richtung sind in Abbildung 12.14 dargestellt.
Die maximalen absoluten Di�erenzen zwischen den mit der ACA und der BACA erzeugten Verfor-
mungen in x-, y- und z-Richtung betragen 1.2e-04, 2.4e-04 und 3.3e-04. Die beiden Methoden ACA
und BACA liefern demnach vergleichbare Ergebnisse bei den Verformungen.

Abb. 12.14: Verschiebung unter der Belastung in z-Richtung nach Anwendung des ACA auf Gitter 1.

Die für die ACA in Abschnitt 11.4 verwendeten Parameter bleiben unverändert. Zusätzlich verwen-
den wir εBPCG = 10−5 während der iterativen Lösung mittels der konjugierten Gradienten Methode
nach Bramble-Pasciak [28]. Die Ergebnisse für ACA sind in Tabelle 12.14 dargestellt.
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V∆,h V11 V12 V13 V22

N M MB % MB % MB % MB % MB

1664 834 6.9 65.2 8.3 78.3 8.4 79.8 8.3 78.7 8.4

6 656 3 330 44.4 26.2 56.3 33.3 56.5 33.4 54.6 32.3 56.3

26 624 13 314 238.7 8.8 306.5 11.3 300.8 11.1 285.3 10.6 305.1

V22 V23 V33 K∆ Zeit gesamt
N M % MB % MB % MB %

1664 834 79.7 8.4 79.4 8.2 77.2 9.5 90.1 40.3 s

6 656 3 330 33.3 54.6 32.3 54.0 31.9 75.2 44.9 426.7 s

26 624 13 314 11.3 283.7 10.5 287.2 10.6 497.3 18.4 3 714.7 s

Tab. 12.14: Speicherbedarf der mit der ACA konstruierten Approximationen und Zeitaufwand für die
Lösung des Problems.

Für BACA müssen andere Parameter gewählt werden. Die adaptive Anpassung der Fehlertoleranz
im Bramble-Pasciak CG erfolgt gemäÿ der Bedingung (11.2) mit α = 10. Der Anfangswert der
Genauigkeit beim Bramble-Pasciak-CG ist 10−1. Die Genauigkeit εBACA beträgt 10−4 und θ = 0.8.
Die Anfangsapproximationen der jeweiligen V -Operatoren erhält man durch Anwendung von 8 (für
die beiden gröberen Gitter) und 10 (für das feinste Gitter) ACA-Schritten. Für den Operator K
beträgt die entsprechende Anzahl an Schritten 4 und 6. Die Lösung der Lamé-Gleichungen mit Hilfe
der BACA mit diesen Parametern führt zu den in Tabelle 12.15 angegebenen Werten.

V∆,h V11 V12 V13 V22

N M MB % MB % MB % MB % MB

1664 834 6.5 61.0 6.8 64.2 6.8 64.4 6.8 63.9 6.8

6 656 3 330 40.1 23.7 41.5 24.5 41.2 24.4 40.2 23.8 41.5

26 624 13 314 220.3 8.1 228.9 8.5 223.8 8.3 213.2 7.9 228.8

V22 V23 V33 K∆ Zeit gesamt
N M % MB % MB % MB %

1664 834 64.5 6.8 64.0 6.8 63.9 4.7 44.4 30.5 s

6 656 3 330 24.6 40.2 23.8 40.5 24.0 27.3 16.1 215.8 s

26 624 13 314 8.5 212.7 7.9 218.3 8.1 180.4 6.7 2 070.4 s

Tab. 12.15: Speicher, relativer Speicher für die mit der BACA konstruierten Approximationen und
Zeitaufwand für die Lösung des Problems nach Anwendung der BACA im Fall der Lamé-
Gleichungen.

Im Vergleich zu den mit der ACA erzielten Ergebnissen lassen sich bei der Anwendung der BACA
auf den Operator V∆,h kaum signi�kante Unterschiede feststellen. Die V -Operatoren benötigen nur
etwa 70-80% des Speicherplatzes, der für der mit der ACA erzeugten Approximationen. Stärkere
Vorteile können für den K∆-Operator erzielt werden. Hier benötigt die Approximation mit BACA
nur 50% (für das gröbste Gitter) und 36% (für die beiden feinsten Gitter) des Speichers, der im Fall der
ACA benötigt wird. Tabelle 12.15 zeigt auch die Vorteile der BACA in Bezug auf die Berechnungszeit.
Während auf dem gröbsten Gitter 75% der von der ACA benötigten Zeit verbraucht wird, kann die
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Zeit für das zweitfeinste Gitter auf 51% und für das feinste betrachtete Gitter auf 56% reduziert
werden.
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13. Abschlieÿende Bemerkungen

Das Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung und Erweiterung der adaptiven Kreuzapproximation
(ACA) bezüglich der Anwendung auf diskretisierte nicht-lokale Operatoren, welche in der Regel voll
besetzte Matrizen darstellen. In Verbindung mit der Lösung eines linearen Gleichungssystems, was
z.B. bei der Benutzung der Randelementmethode auftritt, ergibt sich hier ein hoher Kostenaufwand.
Die ACA stellt eine Methode dar, um diesen Aufwand zu reduzieren, jedoch bezieht sie keine weit-
eren problemspezi�schen Informationen in die Approximation mit ein, d.h. ACA approximiert den
diskreten Operator universell ohne z.B. die rechte Seite mit in Betracht zu ziehen. Ein ähnliches
Problem tritt nicht nur bei der Lösung eines linearen Gleichungssystems auf, sondern auch bei der
Matrix-Vektor-Multiplikation, falls die Matrix aufgrund der Diskretisierung eines nicht-lokalen Ope-
rators entstanden ist. Des Weiteren kann es vorkommen, dass die Approximation des Doppelschicht-
operators innerhalb der Randintegralmethode, welcher ein essentieller Bestandteil der Randintegral-
formulierung bei partiellen Di�erentialgleichung ist, bei bestimmten Gebietsdiskretisierungen nicht
konvergiert (Schachmusterproblem), siehe Kapitel 12. Im Hinblick auf die eben dargestellten Pro-
bleme konnten in dieser Arbeit die folgenden drei Lösungsansätze entwickelt und analysiert werden:

1. Lösung des Schachmusterproblems
Der Ansatz bei dieser Problemstellung ist es, das der adaptiven Kreuzapproximation zugrunde
liegende Interpolationsproblem in einer anderen Funktionsbasis zu betrachten. Anders als bei
der zuvor genutzten Polynominterpolation, kann bei Singularitätenfunktionen wie sie z.B. beim
Laplace-Operator auftreten, die Interpolation mittels radialer Basisfunktionen genutzt wer-
den. Vorteilhaft hierbei ist, dass durch die positive De�nitheit von radialen Basisfunktion
die Lösbarkeit des Interpolationsproblems nicht mehr durch Pivotisierung garantiert werden
muss. Als Konsequenz daraus kann die Fülldichte, welche ein grundlegender Bestandteil der
Fehleranalyse der Interpolation mit radialen Basisfunktionen darstellt, als Kriterium bei der
adaptiven Auswahl der nächsten Punkte genutzt werden. Aufgrund dieser gebietsabdeckenden
Punktauswahl kann der Fall, dass die ACA nur noch Punkte aus einem bestimmten Teil des
betrachteten Gebiets nutzt und somit nicht konvergiert, nicht mehr eintreten.

2. Adaptive Matrix-Vektor-Multiplikation
Dieses neue Verfahren zielt auf die simultane Approximation einer Matrix und der Berechnung
eines Matrix-Vektor-Produkts ab. Unter Benutzung eines block-zeilen basierten Fehlerschätzers
und spezieller Verfeinerungs- und Blockauswahlstrategien können diejenigen Blöcke detektiert
werden, welche für die betrachtete Matrix-Vektor Multiplikation die meisten Informationen
liefern. Hierbei konnte die Zuverlässigkeit und E�zient des neu entwickelten Fehlerschätzers
theoretisch analysiert und dessen Qualität in numerischen Beispielen beobachtet werden. Des
Weiteren zeigten die numerischen Tests eine signi�kante Reduktion des Speicherbedarfs der
Matrix sowie der Berechnungszeit.

3. Block-adaptive Kreuzapproximation
Ähnlich zur adaptiven Matrix-Vektor Multiplikation werden auch hier zwei Lösungsschritte
miteinander kombiniert. Im Fokus stehen die simultane Approximation einer Matrix und der
Lösung des dazugehörigen Gleichungssystems. Mit den neu eingeführten block-basierten Fehler-
schätzern und zusätzlichen Blockauswahlverfahren können diejenigen Blöcke gefunden werden,
welche bei genauerer Approximation eine genauere Lösung liefern. In der Theorie konnte die
Zuverlässigkeit, welche essentiell für die Konvergenz des gesamten Verfahrens ist, bewiesen wer-
den. Für die E�zienz konnte jedoch nur eine untere Schranke angegeben werden. Numerische
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Beispiele zeigen die Qualität des entwickelten Fehlerschätzers. Je nach Problemstellung haben
sich sehr deutliche Speicher- und Rechenzeitreduktionen ergeben.

Die einzelnen Punkte geben Raum für weitere Untersuchungen. Im Bezug auf 1. ist die Sta-
bilität der adaptiven Kreuzapproximation noch nicht geklärt. Bei den anderen beiden Punkten
wurde bislang nur die Adaptivität in den Matrixblöcken in Betracht gezogen, ohne das zugrunde
liegende Gebiet weiter zu verfeinern. Da sich die einzelnen Blöcke der Matrix direkt im Gebiet wider-
spiegeln bzw. umgekehrt, würde sich eine derartige Vorgehensweise anbieten. Aus Sicht der hierarchi-
schen Matrixapproximation hätte eine zusätzliche adaptive Gebietsverfeinerung keinen allzu groÿen
Mehraufwand, da in der Matrixapproximation lediglich Blockzeilen und Blockspalten angepasst wer-
den müssten und nicht die komplette Matrix neu aufgestellt werden muss. Die Analyse der verwen-
deten Fehlerschätzer hingegen wird sich aufgrund der zusätzlichen Abhängigkeit des Gitters bzw. der
Gitterweite schwieriger gestalten. Da schon im aktuellen Fall die E�zienz des Fehlerschätzers im
Allgemeinen nicht komplett gezeigt werden konnte, stellt sich natürlich auch die Frage, ob das bei
einer adaptiven Gebietsverfeinerung überhaupt möglich sein wird.
Abgesehen von den in dieser Arbeit betrachteten Gleichungen wird es interessant sein, zu sehen, wie

sich die neuen Methoden bei anderen Problemstellungen wie z.B. der Helmhotz-Gleichung oder den
Stokes-Gleichungen verhalten werden. Zumindest im Fall der Stokes-Gleichungen wird ähnlich zu den
hier behandelten Lamé-Gleichungen eine kleine Anpassung in der Verfeinerungsstrategie nötig sein.
Aufgrund der Darstellung von fraktionellen Di�usionsproblemen als singuläre bzw. schwach singuläre
Ober�ächenintegrale ist auch eine Anwendung in diesem Bereich möglich. Da jeder Matrixeintrag
eines diskretisierten fraktionellen Laplace-Operators sehr teuer ist, sollten die neuen Methoden eine
enorme Kosten- bzw. Zeitersparnis liefern.
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Anhang A: Daten zu den Gra�ken

A.1 Daten zu Abbildung 12.3

k γk ‖b− bk‖2
1 8.46e-06 1.88e-05

2 7.86e-06 1.61e-05

3 6.99e-06 1.41e-05

4 6.060e-06 1.09e-05

5 4.84e-06 8.20e-06

6 3.96e-06 6.74e-06

7 3.19e-06 5.44e-06

8 2.74e-06 4.45e-06

9 2.29e-06 3.55e-06

10 1.82e-06 2.38e-06

11 1.41e-06 1.82e-06

12 1.11e-06 1.53e-06

13 9.41e-07 1.19e-06

Tab. A.1: Qualität des Fehlerschätzers γk.

A.3 Daten zu Abbildung 12.9

N Zeit ACA
Zeit BACA

3 452 1.26

8 574 1.41

30 642 1.91

125 948 2.12

Tab. A.2: Das Verhätnis der für BACA und ACA benötigten Zeit im Fall des Ellipsoids.

N Zeit ACA
Zeit BACA

1 280 1.15

5 120 1.25

20 480 1.39

81 920 1.42

Tab. A.3: Das Verhätnis der für BACA und ACA benötigten Zeit im Fall der Einheitskugel.
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A.2 Daten zu Abbildung 12.11

k γk ‖b− bk‖2
1 3.36e-04 3.54e-04

2 9.50e-05 9.46e-05

3 1.92e-05 1.90e-05

4 1.00e-05 6.95e-06

5 4.24e-06 4.31e-06

6 7.30e-07 1.14e-06

Tab. A.4: Qualität des Fehlerschätzers Ek.
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