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Zusammenfassung

Eine bekannte Fragestellung fiir das funktionale lineare Regressionsmodell

1
Y = /0 BHX(t)dt + oU

ist, ob der Regressor X endogen ist, also mit dem Fehlerterm U korreliert. Die vorlie-
gende Arbeit prisentiert einen Test auf Exogenitét fiir den Fall, dass der unbekannte
Slopeparameter 3 ein Element des Sobolevraums der periodischen Funktionen und der
Regressor schwach stationir ist. Zur Konstruktion der auf funktionalen instrumentellen
Variablen basierenden Teststatistik werden zwei Schitzer verwendet, die jeweils unter
Exogenitédt konsistent sind, aber unterschiedliches Verhalten unter Endogenitét aufwei-
sen. Da die Schitzung des Slopeparameters ein schlechtgestelltes inverses Problem ist,
wird zur Regularisierung eine Folge von Schwellenwerten verwendet. Die Teststatistik des
urspriinglichen Hausman-Tests ist im funktionalen Kontext nicht anwendbar, sodass eine
andere Gestalt fiir die Teststatistik gefunden werden muss. Um einen Ansatzpunkt fiir
das asymptotische Verhalten dieser Teststatistik zu erhalten, wird zunichst die asympto-
tische Verteilung des Vorhersagefehlers untersucht, bevor dann die asymptotische Vertei-
lung der Teststatistik hergeleitet wird. Varianz und Bias werden dabei explizit berechnet.
Um die Anwendbarkeit in der Praxis sicherzustellen, wird ein Bootstrapverfahren fiir die
Teststatistik vorgestellt und dessen Konsistenz bewiesen. Der Ansatz dazu basiert auf der
Idee des Residuenbootstraps und kann als naiver oder wild Bootstrap umgesetst werden.
Abschliefsend wird die Performance des asymptotischen Tests und seiner Bootstrapvari-
ante fiir endliche Stichprobenumfinge in einer Simulationsstudie iiberpriift.






Abstract

For the functional linear regression model

1
Y = /0 BHX(t)dt + oU

a common question is whether the functional regressor X is endogenous, i.e. correlated
with the error term U. Considering the case that the unknown slope parameter J is an
element of the Sobolev space of periodic functions and assuming second order stationarity
of the regressor, a test of exogeneity is proposed. Using functional instrumental variables,
the test statistic is constructed from two estimators that are consistent under exogeneity
but have different behavior under endogeneity. As the estimation of § is an ill-posed
inverse problem, thresholding is used for regularization. However, as it is not applicable
in the functional context, the test statistic must have a different form than the one used
in the original Hausman test. In order to get an idea of the asymptotic behaviour of the
test statistic, the asymptotic distribution of the prediction error is examined first. The
asymptotic distribution of the test statistic is then derived, with the bias and asymptotic
variance being explicitly calculated.

To ensure the applicability in practice a bootstrap procedure is presented and its con-
sistency is proven. The approach is based on the idea of the residual bootstrap and is
working for both, naive and wild bootstrapping. Finally, the finite-sample performance
of the asymptotic test and its bootstrap variant is checked by a simulation study.
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Notation

Abkiirzungen

AIC
BIC
FDA
f.s.
RMPP

u.1.v.

VONS

Akaike Information Criterion

Bayesian Information Criterion

Functional Data Analysis

fast sicher

Residual Marked empirical Process based on Projections
stochastisch unabhingig und identisch verteilt
vollsténdiges Orthonormalsystem

Mathematische Symbole

die natiirlichen Zahlen

die ganzen Zahlen

die reellen Zahlen

die komplexen Zahlen

die zu z komplex konjugierte Zahl
imagindre Einheit

Residuum

Indikatorfunktion
Landau-Symbole

stochastische Konvergenz

Konvergenz in Verteilung

Mafiraum

Borelsche Sigmaalgebra

die kleinste von M erzeugte Sigmaalgebra
Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o
uniforme Verteilung auf dem Intervall (a, b)

Ly-Norm

Sobolevnorm

Hilbert-Schmidt-Norm

Supremumsnorm

Sobolevraum der periodischen Funktionen

Hilbertraum von (Aquivalenzklassen von) C-wertigen Funktionen f,
sodass fab |f]9dp < oo

Hilbertraum der quadratisch summierbaren komplexwertigen Folgen
quod erat demonstrandum

2
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1. Einleitung

1.1. Funktionale Daten

Warum soll man Daten, die bekanntlich einen funktionalen Zusammenhang besitzen,
nicht bereits bei der Analyse als Funktion betrachten? Schon in Publikationen aus den
1950er Jahren findet man Ideen, den funktionalen Charakter von Daten zu beriicksich-
tigen. So lésst (Grenander (1950) Resultate iiber zeitstetige stochastische Prozesse in die
statistische Auswertung von Zeitreihen einflieffen, fiir die damals nur Erkenntnisse fiir
endliche Stichproben vorlagen. Dabei sei insbesondere auf die wegweisenden Resultate
von Kari Karhunen zur Spektraltheorie stochastischer Prozesse hingewiesen. Auch der
Umgang von |[Rao (1958)| mit Wachstumskurven signalisiert das Interesse an einer bes-
seren Nutzung der funktionalen Form der Daten. Die Idee der funktionalen Daten ist
es, Zufallsvariablen mit Werten in einem Funktionenraum zu betrachten. [Ramsay (1982)
und [Ramsay und Dalzell (1991), die bekannte Konzepte der multivariaten Statistik, wie
Kleinste-Quadrate-Schitzung und Hauptkomponentenanalyse, mit Hilfe von Funktional-
analysis auf funktionale Daten tibertragen, verhelfen diesem Ansatz schlieflich zu grofer
Popularitit. Seitdem ist der Bereich der funktionalen Daten beachtlich gewachsen.
Ferraty und Vieu (2006)| definieren eine Zufallsvariable als funktionale Variable, falls sie
Werte in einem unendlichdimensionalen Raum oder einem Funktionenraum annimmt.
Die Realisierungen einer funktionalen Variable heifsen funktionale Daten. Miuller (2011)
beschreibt Functional Data Analysis (FDA) als die statistische Analyse von Stichproben,
deren Elemente zufillige Funktionen oder Oberflichen sind.

Typischerweise geht man bei funktionalen Variablen davon aus, dass nahe beieinander-
liegende Funktionswerte nicht allzu stark voneinander abweichen. Die Annahme einer
gewissen Glattheit der Funktion oder zumindest deren Approximierbarkeit durch glatte
Funktionen ist daher in der FDA oftmals zu finden. Dies erméglicht, im Vergleich zu mul-
tivariaten Ansitzen, die Nutzung von Informationen iiber Steigung und Kriimmungsver-
halten, die man aus der Betrachtung von Ableitungen erhilt. Als neue Herausforderung
stellt sich hiufig die Unendlichdimensionalitédt des Bildraumes dar, fiir deren Bewalti-
gung die Losung schlechtgestellter inverser Probleme erforderlich sein kann.

Ein sehr anschauliches Beispiel fiir funktionale Daten sind Wachstumskurven von Kin-
dern. So wurden zum Beispiel im Rahmen der Zurich Longitudinal Growth Study von
Falkner (1960), die Kérpergrofen von Jungen in unterschiedlichen zeitlichen Absténden
gemessen um Riickschliisse auf die Wachstumsgeschwindigkeit ziehen zu kénnen. Obwohl
nur diskrete Messpunkte vorliegen, ist klar, dass das Wachstum eine stetige Funktion der
Zeit ist. Es empfiehlt sich, den Wachstumsverlauf jedes Jungen als eine funktionale Be-
obachtung zu betrachten, siehe Ramsay und Silverman (2002). Anstelle der Zeit sind fiir
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funktionale Variablen auch andere Kontinua wie Ort, Temperatur und Wellenldnge zu-
grunde legbar. Letztere ist fiir spektrometrische Analysen, die im Bereich der Chemome-
trie hdufig zum Einsatz kommen, von Interesse. So modellieren [Ferraty und Vieu (2006)
den Absorbtionsgrad ausgesendeter Strahlung in Abhéngigkeit der Wellenlénge fiir eine
Anwendung bei der Qualititskontrolle in der Lebensmittelindustrie. Auch in der Okono-
metrie, Biostatistik, Biometrie, Medizin und weiteren Fachrichtungen finden funktionale
Daten inzwischen Anwendung. Als weiteres Beispiel seien archiologische Knochenfunde
genannt, deren Untersuchung Riickschliisse auf eine vorgelegene Arthritis-Erkrankung
zuldsst. Dazu wurden die Knochenformen im Kniegelenk als funktionale Variablen mo-
delliert, siehe |Ramsay und Silverman (2002)!

Einen kurzen Uberblick iiber Grundlagen und aktuelle Forschungsergebnisse im Bereich
FDA findet man bei Miiller (2011),|Cuevas (2013) und |Wang et al. (2015). Ausfiihrliche
Einfithrungen stellen Ramsay und Silverman (1997),|Ferraty und Vieu (2006), Horvath
und Kokoszka (2012)|und Hsing und Eubank (2015)|bereit, unterschiedliche Anwendungs-
beispiele fiihren Ramsay und Silverman (2002) vor.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem funktionalen linearen Regressionsmodell

1
Y:/O B(s)X(s)ds + oU,

in dem X eine funktionale Variable ist. Der ebenfalls funktionale Parameter 8 sei da-
bei unbekannt und muss geschétzt werden. Eine Anwendung fiir das funktionale lineare
Regressionsmodell findet man in Ramsay und Silverman (1997) auf Seite 158: die Vorher-
sage der jahrlichen Niederschlagsmenge aus den Temperaturschwankungen, die ein Jahr
lang an kanadischen Wetterstationen registriert wurden. Dafiir sei die reelle abhéngige
Variable Y; gerade die logarithmierte Niederschlagsmenge an der Wetterstation 7. X; ist
die zugehorige Temperaturfunktion. Das Kontinuum ist die Zeit in Form von I = [0, 12]
oder I = [0,365]. Doch lésst sich lediglich auf Grundlage der Temperaturschwankungen
eine gute Prognose fiir die Niederschlagsmenge ableiten? Ein Ansatzpunkt zur Kldrung
dieser Frage ist, auf Basis des geschitzten Regressionsparameters 8 zu priifen ob das
Modell endogen ist. Beispiele fiir Endogenitét in funktionalen linearen Modellen findet
man bei Babii (2015)L

1.2. Endogenitat

Der Begriff endogen stammt aus dem Griechischen als eine Zusammensetzung der Wor-
ter endon, auf deutsch ,darin, innen, innerhalb“, und gennan, auf deutsch ,erzeugen,
hervorbringen” und kann als ,von innen kommend, im Innern entstanden® umschrieben
Werden[]. In der Statistik hat die Eigenschaft endogen ihren Ursprung im Bereich der
Mehrgleichungsmodelle, bei denen durch die Simultanitét der Gleichungen, und damit
aus dem System selbst kommend, Korrelationen zwischen Variablen entstehen kénnen,
siehe Wooldridge (2013), Seite 83. In einem Regressionmodell definieren |Auer et al. (2013)

'Wahrig, Herkunftsworterbuch A-Z, https://www.wissen.de/wortherkunft/endogen (Stand
08.09.2020)


https://www.wissen.de/wortherkunft/endogen

1.2. Endogenitét

eine erkldrende Variable X als endogen, falls der bedingte Erwartungswert des Storterms
U gegeben X stochastisch abhéngig von X ist. Endogenitdt beschreibt dann das Vorliegen
einer endogenen erklérenden Variable, vgl. [Wooldridge (2013)} Seite 842. Das Antonym
zu Endogenitét ist die Erogenitit. Eine erkldrende Variable X ist geméf Auer et al.
(2013)| exogen, falls E[U | X] = 0.

Andere Autoren, wie beispielsweise Wooldridge (2013)), definieren eine erklarende Varia-
ble als endogen, falls sie mit dem Storterm korreliert ist, was eine direkte Folgerung aus
der stochastischen Abhangigkeit von E [U | X| und X ist, wie sie in der ersten Variante
der Definition gefordert wird.

Bleibt Endogenitét in einem Modell unentdeckt, kann dies zu verzerrten Schitzungen
fithren. So ldsst sich im linearen Modell leicht nachrechnen, dass der Kleinste-Quadrate-
Schétzer, der unter den Annahmen des Gauf-Markov-Theorems ein bester linearer erwar-
tungstreuer Schétzer ist, unter Endogenitét im Allgemeinen verzerrt ist. [Frolich (2006)
rechnet in Kapitel 3 den relativen asymptotischen Bias im multivariaten linearen Modell
in einigen konkreten Fillen aus.

Zuriickzufithren ist Endogenitdt moglicherweise auf eine wegen Nichtberiicksichtigung
einer erklirenden Variable fehlerhafte Modellwahl. Dies kann geschehen durch die Un-
moglichkeit der Datenerhebung oder mangels Wissen um den Einfluss einer bestimmten
Grofe auf die abhéngige Variable. Ist die ausgelassene Variable eine Funktion einer an-
deren erkldrenden Variable, so resultiert der entstandene Fehler in der Zugrundelegung
einer falschen funktionalen Form des Regressionsparameters, wie es in|Wooldridge (2013),
Seite 293, erwdhnt wird. Ein hiufig zitiertes Beispiel ist das Regressionsmodell

Y =By + B1X1+ B2 Xo+ U,

aus dem der Einfluss 1 der Bildung X; und der Einfluss 83 der angeborenen Fahigkeiten
X5 unter Berticksichtigung eines Messfehlers U auf den Stundenlohn Y geschétzt werden
sollen, siehe zum Beispiel [Wooldridge (2013), Seite 83 und |Albers et al. (2007), Seite 231.
X5 kann nicht gemessen werden und wird deshalb weggelassen, es wird lediglich Y auf
X regressiert, also ein Modell

V=8+bX1+U,U=pBXo+U

betrachtet. Da Xo nun Teil des Storterms ist, erhilt man E[U | X1, Xs] = GE[Xo |
X1, Xo], was nicht notwendig gleich Null ist. Eine weitere potenzielle Ursache fiir En-
dogenitat ist simultane Kausalitdt, auf die man zum Beispiel bei der Frage nach dem
Einfluss der Anzahl eingesetzter Polizisten auf die Anzahl der Straftaten stéft: Eine
hohe Polizeiprisenz hat eine abschreckende und praventive Wirkung. Jedoch werden in
Gebieten mit erhdhter Kriminalitdtsrate auch mehr Polizisten eingesetzt. Endogenitit
kann auch durch Messfehler in einer erkldrenden Variable verursacht werden. Enthélt
der Storterm systematisch einen Teil der erkldrenden Variable, resultiert dies in Korre-
lation zwischen dieser und dem Storterm, siehe |Albers et al. (2007), S.233. So kann die
(un)bewusste Verwendung von Proxyvariablen, wie sie beispielsweise bei missversténdlich
formulierten Fragen in Umfragen oder nicht erhebbaren Grofen wie Talent vorkommt, in
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durch Messfehler verursachter Endogenitit enden, siehe Stocker (2004). Die durch verzo-
gerte abhéngige Variablen entstehende Autokorrelation wird von Stocker (2004) ebenfalls
als Ursache von Endogenitédt genannt. Da die Kleinste-Quadrate-Methode im endogenen
Regressionsmodell zu inkonsistenten Schitzungen fiithrt (siehe Wooldridge (2013), Seite
164f.) und kein unverzerrter Schétzer existiert, der ausschlieflich auf Daten aus dem
Modell basiert (siehe Stocker (2004), Kapitel 10, Seite 5), ist es iiblich auf Instrumentva-
riablen zuriickzugreifen und ein zweistufiges Kleinste-Quadrate-Verfahren anzuwenden.
Als Instrumentvariable bezeichnet man eine Variable, die nicht in der Modellgleichung
vorkommt, unkorreliert mit dem Stérterm und korreliert mit der endogenen erklérenden
Variable ist, siche Wooldridge (2013). Dabei ist das Instrument umso besser, je stirker
es mit der endogenen Variable korreliert. Im oben genannten Beispiel der Kriminalitat-
Polizei-Beziehung verwendet |Levitt (1997) als Instrumentvariable die Wahljahre, da in
diesen die Ausgaben fiir 6ffentliche Sicherheit steigen und sie somit positiv korreliert sind
mit der Anzahl eingesetzter Polizisten.

Mit einem statistischen Test kann man nun iiberpriifen, ob die Hypothese der Exogeni-
tat zu einem vorgegebenen Niveau verworfen werden kann. Die wegweisende Arbeit dazu,
die zugleich Inspiration fiir die vorliegende Abhandlung ist, stammt aus dem Jahr 1978
von Hausman. Er testet im linearen Regressionsmodell die Hypothese E[U | X]| = 0.
Seine Teststatistik basiert auf der Idee neben einem effizienten Schétzer (im Falle der
linearen Regression der Kleinste-Quadrate-Schétzer) einen Instrumentvariablenschitzer
zu verwenden, der sowohl unter Exogenitéit als auch unter Endogenitédt konsistent ist.
Unter Exogenitét ist dann die Korrelation zwischen der Differenz der beiden Schétzer
und dem effizienten Schétzer gleich Null. Bereits Wu (1973)| verwendet diesen Ansatz
um im linearen Modell die Hypothese, dass X und U stochastisch unabhéngig sind, zu
testen. Inzwischen gibt es etliche Varianten der von Hausman und Wu vorgeschlagenen
Teststatistiken fiir unterschiedliche Modelle. Diese sind allerdings wegen der Unendlichdi-
mensionalitidt des Bildraumes nicht im funktionalen Kontext anwendbar. Die vorliegende
Arbeit schligt einen Test auf Exogenitét fiir das funktionale lineare Regressionsmodell
vor. Begriindet durch die funktionale Form von Regressor und Slopeparameter ist dafiir
jedoch eine angepasste Gestalt der Teststatistik n6tig um eine nichtentartete asymptoti-
sche Verteilung unter der Nullhypothese zu erhalten.

1.3. Aufbau der Arbeit

Die Verwendung von funktionalen Daten anstelle von Vektoren, wie sie in der multiva-
riaten Statistik benutzt werden, erfordert eine Anpassung der grundlegenden Konzepte
der Statistik. In Kapitel [2] werden einige bekannte Resultate aus der Funktionalanalysis
sowie iiber lineare Operatoren zwischen Hilbertrdumen zusammengefasst und zur Her-
leitung und Charakterisierung von Kovarianzoperatoren fiir funktionale Variablen ver-
wendet. Auch die Bedeutung der schwachen Stationaritit wird erldutert. Kapitel [3| stellt
anschliefend das funktionale lineare Modell und zwei Schéitzer fiir dessen Slopeparame-
ter vor, die beide unter Exogenitit konsistent sind, aber unterschiedliches Verhalten im
endogenen Fall aufweisen. Da die Schitzung des Slopeparameters ein schlechtgestelltes
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inverses Problem ist, wird als Regularisierung eine Folge von Schwellenwerten verwen-
det. Fine weitere wesentliche Voraussetzung fiir die Handhabbarkeit des Problems ist die
gemeinsame schwache Stationaritdt von Regressor und Instrument. Um eine Idee fiir die
asymptotische Verteilung der Schitzerdifferenz zu bekommen, wird zunéchst in Kapitel
der Vorhersagefehler untersucht und dessen asymptotische Verteilung berechnet. Nach ei-
nigen weiteren Voriiberlegungen wird schlieklich in Kapitel |5| eine Teststatistik formuliert
und ein zentraler Grenzwertsatz dafiir bewiesen. Um die Performance des Tests in der
Praxis zu verbessern, prisentiert Kapitel [6] ein Bootstrapverfahren fiir die Teststatistik
sowie den Konsistenzbeweis dafiir. Die vorgestellten Testverfahren werden in einer kleinen
Simulationsstudie in Kapitel [7] verglichen. Abschliefend ordnet Kapitel [§] die Resultate
der Arbeit in den wissenschaftlichen Kontext ein und gibt einige Denkanstofie fiir weitere
Forschungsaufgaben.






2. Theoretische Grundlagen

2.1. Hilbertraume

Die vorliegende Arbeit verwendet Zufallsvariablen, deren Werte in Hilbertrdumen liegen.
Darum seien zunéchst der Begriff Hilbertraum definiert und einige grundlegende, haufig
verwendete Resultate fiir Hilbertrdume genannt. Die zugehorigen Beweise sowie weitere
Erlduterungen finden sich in Kapitel 1 von |Gohberg et al. (2003)L

1. Definition: [PRAHILBERTRAUM| Sei H ein Vektorraum dber C. Dann heifit eine Ab-
bildung (-,-) : H x H— C mit den Eigenschaften

<‘T+yaz>:<$ay>+<yaz>vxay;267‘l (
(ax,y) = alx,y)Vr,y € H,Va € C (

(z,y) = (y,2)Vo,y € H (
(x,x) > 0Ve € H und (z,x) >0 falls x # 0 (

N DN NN
=W N

)
)
)
)

Skalarprodukt oder inneres Produkt. Das Tupel (H, (-,-)) heifst Prihilbertraum. Die durch
das Skalarprodukt induzierte Norm auf H ist gegeben durch ||z| = (x,x)Y/2, der Abstand
zweier Elemente x,y € H wird durch ||x — y|| gemessen.

2. Definition: [HILBERTRAUM| FEs sei (H, (-,-)) ein Prihilbertraum. Falls jede Cauchy-
folge in H konvergiert im Sinne von ||z, — T || — 0 fir m,n € N, m,n — oo, so ist H
vollstandig. Ein vollstandiger Prahilbertraum heifit Hilbertraum.

3. Theorem: [UNGLEICHUNGEN| Es sei (H, (-,-)) ein Prihilbertraum. Dann gelten fol-
gende Ungleichungen fiir x,y € H:

[z, y)| < |lz||lly|| (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) (2.5)
lz+y| < |zl + |yl (Dreiecksungleichung) (2.6)

Im weiteren Verlauf der Arbeit sind zwei Hilbertrdume von besonderem Interesse. Das
ist zum einen der Raum der p-fach integrierbaren Funktionen auf einem Interval [a, b],

Lp(la, b]) == {f: [a, 0] = C I f1; :—/ }\f\pk(dw) < OO} P € [1,00),

)



2. Theoretische Grundlagen

wobei A das Lebesgue-Maf bezeichnet. Zum anderen wird der Sobolevraum der periodi-
schen Funktionen

W, = {F e 20.11: (£ = 3 241F. du)f? < oo 27

kEZ

verwendet, der Teilmenge des L ([0, 1]) ist. (1), fungieren dabei als Gewichte in der
Sobolevnorm, festgelegt durch

v =1+27k]>, keZ. (2.8)
Die Funktionen (¢y);c bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in W,.

Ein System von Funktionen {¢y}rer in einem Préhilbertraum heifit orthogonal, falls fiir
alle k # m gilt ¢ L ¢y, im Sinne von (¢g, ¢n,) = 0. Falls auberdem ||¢g| = 1 fiir alle k €
I, so nennt man das System orthonormal. Analog zu den Resultaten der linearen Algebra
fiir endlichdimensionale Vektorrdume, ldsst sich mit einem Gram-Schmidtschen Ortho-
gonalisierungsverfahren zu einer Menge linear unabhéngiger Funktionen {fi, fo, ...} eine
orthogonale Menge {¢1, ¢2,...} berechnen, sodass span{fi, f2,...} = span{¢1, ¢2,...}.

Fiir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum enthilt dieses orthonormale System dabei

unendlich viele Elemente. So ist beispielsweise {#eikt} ein unendliches Orthonor-
Var keZ

malsystem in Lo([—m, 7]), siehe Seite 19 in |(Gohberg et al. (2003). Die vorliegende Arbeit
befasst sich mit Funktionen in Lo ([0, 1]), fiir die entsprechend

{e%i’“t}kez te0,1] (2.9)

verwendet wird. Das nachfolgende Theorem fasst einige wichtige Eigenschaften des Or-
thonormalsystems in Hilbertrdumen zusammen, die im weiteren Verlauf der Arbeit regel-
mékig Anwendung finden. Es sei kurz erwdhnt, dass das innere Produkt in Hilbertrdumen
H stetig ist auf H x H.

4. Theorem: FEs sei {¢g}rer ein Orthonormalsystem in H. Dann gilt fir jedes f € H.:

Z I(f, o) 2 < IfII>  (Besselsche Ungleichung) (2.10)
kel
Z(f, Or) b konvergiert (2.11)
kel
Z axor konvergiert < {ay}rer € lo (2.12)
kel
f = Zakqbk = Q= <f, (bk) Vk e 1. (2.13)
kel

Um diese Resultate fiir beliebige Elemente eines Hilbertraumes nutzen zu konnen, benoti-
gen diese eine Darstellung beziiglich eines Orthonormalsystems. Es ist also von Interesse,
unter welchen Voraussetzungen das Orthonormalsystem eine Orthonormalbasis von H
ist. Diese wird nun definiert, um anschliefend einige weitere technische Hilfsmittel auf-
zulisten, deren Verwendung im Zusammenhang mit der Orthonormalbasis steht.



2.1. Hilbertrdume

5. Definition: [ORTHONORMALBASIS (VONS)| Ein Orthonormalsystem {¢y }rer heifst
Orthonormalbasis (oder vollstindiges Orthonormalsystem, kurz VONS) fir H, falls fir
jedes f € H Koeffizienten {oy}brer existieren, sodass

f=Y oor.

kel

Nach Theorem [§) (2.13)) gilt dann oy, = (f, ¢y) fiir alle k € I. Diese heiffen Fourierkoeffi-

zienten.

6. Theorem: FEs sei {¢r}rer ein Orthonormalsystem in H. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) {¢r}rer ist eine Orthonormalbasis in H.

(i) (f,¢x) =0Vk el = f=0.

(15i) span{ oy trer liegt dicht in H, das heifit jedes Element in H lasst sich als Grenzwert
einer Folge in span{¢y trer ausdricken.

(iv) Fir jedes f € H gilt:

1£11? = Z |(f,éx)|* (Parseval’sche Gleichung)
kel

(v) Fir alle f,g € H gilt:

kel

Ein Hilbertraum besitzt genau dann eine Orthonormalbasis, wenn er separabel ist, das
heift wenn Funktionen fi, fo,. .. existieren, die einen Unterraum aufspannen, der dicht in
H liegt. Das oben aufgefiihrte Orthonormalsystem {62““”} ez ot € [0,1] ist ein Beispiel
fiir eine Orthonormalbasis des separablen Lo([0,1]), was aus Beispiel 2 auf Seite 28 in
Gohberg et al. (2003) folgt. Betrachtet man also funktionale Zufallsvariablen

X, W: (Q,A,P) = Ly([0,1]),

so sind X (w) und W(w) fiir jedes feste w € Q Elemente des L2([0,1]). Nach Theorem
([2.13) und Theorem [f] (iii) besitzen sie eine Darstellung beziiglich der Orthonormalbasis
{qﬁk = e2mkt}kez der Form

X =3 (X, )k, W=D (W, ).
keZ kEZ

Dabei sind die Fourierkoeffizienten (X, ¢r) und (W, ¢y) fiir alle k& € Z komplexwertige
zentrierte Zufallsvariablen.



2. Theoretische Grundlagen

2.2. Spektraltheorie linearer Operatoren auf Hilbertraumen

Fir hilbertraumwertige Zufallsvariablen wird eine Verallgemeinerung des klassischen
Kovarianz-Begriffes ben6tigt. Dazu nutzt man einige bekannte Resultate iiber lineare
Operatoren zwischen Hilbertrdumen, die das folgende Kapitel zusammengefasst bereit-
stellt. Diese sind den Kapiteln 2, 4, 5, 10 und 13 von |Gohberg et al. (2003), den Kapiteln
IT und V-VII von Werner (2011) sowie der Synopsis und Kapitel 1 von [Bosq (2000)
entnommen.

Im Folgenden seien H, H; und Ho Hilbertriume iiber C. £L(H1, H2) bezeichnet den Raum
aller beschrinkten linearen Operatoren von Hj nach Hs. Falls H; = Ho gilt, schreibt
man kurz £(#H). Entsprechend wird der Raum der kompakten Operatoren mit C(H1, H2)
beziehungsweise K(H) bezeichnet. I bezeichnet eine abzéhlbare Indexmenge.

7. Definition: [(BESCHRANKTER) LINEARER OPERATOR|

(i) Eine Funktion A : Hi — Ha heifst linearer Operator, falls fir alle f,g € Hi und
fiir alle o € C gilt:

A(f+9)=Af+ Ay
Alaf) = aAf.

(i) Der lineare Operator A heifit beschrinkt, falls || Al := sup s < [|Af]l < 0o, wobei
|A|| Operatornorm von A heifit.

Fiir eine messbare Funktion & : [0,1] x [0,1] — C mit

1ol
/ / |k(t, s)|? dsdt < oo
0o Jo

lasst sich ein Operator K : La([0,1]) — L2([0, 1]) definieren iiber

1
(K F)(1) = /O k(t, ) f(s) ds. (2.14)

K ist linear und beschrinkt und wird Integraloperator mit Integralkern k genannt. An
spiterer Stelle wird man sehen, dass der Kovarianzoperator von diesem Typ ist.

Eine weitere Eigenschaft des linearen Operators A ist, dass er genau dann beschrinkt
ist, wenn er stetig in einem Punkt ist oder, dquivalent dazu, wenn er gleichméfig stetig
auf H, ist.

A* : Ho — Hq, mit (Af,g) = (f, A*g), bezeichnet den sogenannten zu A adjungierten
Operator. Ein Operator A : ‘H — H heifst selbstadjungiert, falls A = A*.

10



2.2. Spektraltheorie linearer Operatoren auf Hilbertrdumen

8. Theorem: |HELLINGER-TOEPITZ| Falls ein linearer Operator A : H — H symme-
trisch im Sinne von

(Af.g) =(f,Ag)Vf.geH
ist, dann ist er stetig und folglich selbstadjungiert.

Uber den zum Integraloperator aus (2.14)) adjungierten Operator macht das folgende
Theorem eine Aussage.

9. Theorem: Sei K der Integraloperator aus (2.14]). Dann gilt fir alle g € L2(]0,1]),
dass

1

(5 9)0) = [ FGDalo)ds
K ist also genau dann selbstadjungiert, wenn k(s,t) = k(¢,s) f.s. In diesem Fall spricht
man von einem Integraloperator mit symmetrischem Kern. Eine weitere FEigenschaft von
K ist die Kompaktheit.

10. Definition: Fin beschrinkter linearer Operator C' : Hi — Ho ist kompakt, falls
fiir jede Folge {fn}n in H1 mit || fn| = 1Vn die Folge {Cf,}n eine in Ha konvergente
Teilfolge hat.

Ein Operator A € L(H1,Hz) ist genau dann kompakt, wenn sein adjungierter Operator
A* kompakt ist.

Die Handhabbarkeit solcher Operatoren erleichtert sich durch den Spektralsatz, eine Ver-
allgemeinerung der Hauptachsentransformation aus der linearen Algebra. Dazu werden
zunichst die Begriffe Eigenfunktion und Eigenwert im vorliegenden Kontext definiert
und dann ein Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren formuliert.

11. Definition: Ein A\ € C heiffit Eigenwert von A € L(H), falls ein ¢ € H, ¢ # 0,
existiert, sodass Ap = Ap. Die Funktion ¢ heifit dann Eigenfunktion.

Fiir selbstadjungierte Operatoren sind alle Eigenwerte reellwertig. Zudem sind Eigenfunk-
tionen unterschiedlicher Eigenwerte orthogonal. Fiir einen Eigenwert A von A € L(H)
gilt die Abschitzung |A| < ||A].

Falls A € L(H) selbstadjungiert ist, gilt |A|| = supy =1 [(Af, f)|. Falls H # {0} so
existiert fiir selbstadjungierte A € L£L(H) mindestens ein Eigenwert. Fiir nicht selbstad-
jungierte kompakte Operatoren gilt dies nicht ohne Weiteres.

12. Theorem: [SPEKTRALSATZ| Es sei I' ein kompakter selbstadjungierter Operator auf
einem Hilbertraum H. Dann ezistiert ein Orthonormalsystem {¢i }rer aus Eigenfunktio-
nen von I' und zugehdrige Eigenwerte {\,}rer, sodass fir alle f € H gilt:

Tf = Melfs on)on.

kel

Falls (A\g)e; eine unendliche Folge ist, dann konvergiert sie gegen 0.

11
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Auch die Umkehrung des Spektralsatzes ist richtig. Diese wird spéter zur Definition einer
empirischen Version des (Cross-)Kovarianzoperators verwendet.

13. Theorem: FEs sei {¢r}rer ein Orthonormalsystem in H und {Ag}rer eine Folge
reeller Zahlen die entweder endlich ist oder gegen Null konvergiert. Dann ist der lineare
Operator
A" —H, Af =) Mlf, dr)dr
kel
kompakt und selbstadjungiert.

Aus dem Spektralsatz folgt also fiir jeden kompakten selbstadjungierten Operator A #
0 die Existenz eines Orthonormalsystems bestehend aus Eigenfunktionen {¢y}rer und
zugehorigen von Null verschiedenen Eigenwerten {\}rer, dass Af = >, 1 A (f, or) O
fiir alle f € H erfiillt. Man nennt dies Eigensystem von A.

Wihlt man als Kern eine stetige Funktion k£ mit Periodenlénge 1, die k(s,t) = k(t — s)
erfiillt, so kann man zeigen, dass K aus ein Eigensystem { g, ¢ }rez besitzt, wobei
{b1}rez die Exponentialbasis des Lo([0,1]) aus ist. Dies fithrt spéter zum Begriff
der (gemeinsamen) schwachen Stationaritét.

14. Lemma:

(i) Das Orthonormalsystem {¢y rer ist eine Orthonormalbasis fiir ImA = KerA+ und
es gilt

f="Pof+Y_(f dx)br,

kel
wobei Py die Orthogonalprojektion auf KerA ist.

(i) H besitzt genau dann eine Orthonormalbasis bestehend aus dem FEigensystem von
A, wenn KerA = {0}.

(iii) Falls X # 0 ein Eigenwert von A ist, dann ist X = \g fir ein k.

(iv) Jedes N tritt genau pr-mal auf, wobei pr = dim Ker(A\ I — A)

Fiir die Herleitung eines Schétzers fiir die Slopefunktion im funktionalen linearen Re-
gressionsmodell muss der Kovarianzoperator invertiert werden. Ein kompakter linearer
Operator ist jedoch nicht invertierbar, falls der zugrundeliegende Hilbertraum unend-
lichdimensional ist, was bei dem in dieser Arbeit betrachteten Modell der Fall ist. Das
nachfolgende Theorem zeigt, unter welchen Bedingungen eine Inversion moglich ist und
welche Gestalt der inverse Operator hat.

15. Theorem: Sei C € L(H) ein kompakter selbstadjungierter Operator mit einem
Figensystem { i, ¢ }rer. Die Gleichung

Cf=gyg

mit g € H hat genau dann eine Lésung, wenn

12



2.2. Spektraltheorie linearer Operatoren auf Hilbertrdumen

(i) g L Ker C und
(i) s 2 g, 002 < .

Jede Losung hat die Form f=u+ ", ; /\%C(g, oK) PK, wobei u € Ker C.

Die Spektraltheorie kann man nun auf kompakte selbstadjungierte Integraloperatoren,
wie den Kovarianzoperator, der spiter verwendet wird, spezialisieren. Fiir den Beweis der
schwachen Konvergenz der Teststatistik ben6tigt man hier eine stérkere Konvergenzaus-
sage fiir die Spektralzerlegung. Aus dem Spektralsatz folgt lediglich die Lo-Konvergenz
des Operators. Die Theoreme von Hilbert-Schmidt und Mercer liefern Bedingungen fiir
gleichméflige und absolute Konvergenz der Spektralentwicklung.

16. Theorem: [HILBERT-SCHMIDT| Es sei K der Integraloperator aus (2.14) mit k(t, s) =
k(s,t) f.s. und
1
sup / |k (t, s)|? ds < oo.
t€[0,1] /0

Es sei { A, ¢ trer ein Eigensystem von K. Dann gilt fir alle f € Lo([0,1])

Kf(t)=> M{f,on)én(t) fs
k

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmafig auf [0, 1].

17. Satz: [MERCER| Es sei k stetig auf [0, 1] x [0, 1]. Angenommen fir alle f € L2([0, 1])
gilt

/01 /01 k(t, $)F(t) ds dt > 0.

Falls {\p, or }rer ein Eigensystem des Integraloperators mit Integralkern k ist, dann gilt
fir alle t,s € [0,1]
k(t,s) = Adr(t)dy(s).

kel

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmafig auf [0,1] x [0, 1].

Nimmt man also fiir den Integraloperator K aus zusatzlich an, dass er positiv ist
und einen stetigen Kern hat, so folgt mit Satz absolute und gleichmifbige Konver-
genz der Entwicklung des Kerns und damit die absolute Summierbarkeit der Eigenwerte
von K. Dies fithrt zum Begriff der Nuklearitdt, der hier nur im Spezialfall kompakter
Operatoren auf H eingefiithrt wird. Dazu werden zunichst die Quadratwurzel aus einem
Operator, die spiter auch zur Berechnung der asymptotischen Varianz der Teststatistik
verwendet wird, sowie die Klasse der Hilbert-Schmidt-Operatoren definiert.

18. Satz: Sei C € K(H) selbstadjungiert und positiv ((Cf, f) > 0 fir alle f € H).
Dann existiert genau ein positiver selbstadjungierter Operator S € K(H) mit S = C.
Die Liosung der Gleichung bezeichnet man als S = C/2.

13
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19. Definition: |[HILBERT-SCHMIDT-OPERATOR, NUKLEARER OPERATOR| Fin Opera-
tor T € K(H) heift Hilbert-Schmidt-Operator, falls s := (si(T)),e; € €2. Dabei bezeich-
net sp(T), k € I, die sogenannten singuldren Zahlen von T, die Eigenwerte des positiven
selbstadjungierten Operators (T*T)'/2.

Die Hilbert-Schmidt-Norm || - ||ms ist definiert als

1/2
[Tl s =: lIsllez = (Z Si(T)> :

kel
T € K(H) heifit nuklear, falls (s,(T))c; absolut summierbar ist.
20. Satz: Es sei T € L(L2([0,1])). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es existiert k € Ly([0,1]), sodass T f(s) = fol k(s,t)f(t)dt fast iberall.

(ii) T ist Hilbert-Schmidt-Operator.

Gilt fiir den Integraloperator aus also k(t,s) = k(s,t), so ist dieser vom Hilbert-
Schmidt-Typ und Y, o, su(K) = [y [fy [k(t,s)[*dsdt. Falls K zusétzlich positiv ist, so
sind die singuliren Zahlen von T gerade die Eigenwerte von T. Ein Operator T € K(H)
ist genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator, wenn ||T||gs = (3¢, HTapk||2)1/2 < 00
fiir jede Orthonormalbasis {¢x }rer-

Fiir die Definition der Kovarianz zwischen einer reellwertigen und einer hilbertraumwer-
tigen Zufallsvariable bendtigt man das lineare Funktional, eine Abbildung F': H — C.
Ein wichtiges Resultat fiir F' ist der Rieszsche Darstellungssatz.

21. Theorem: |RIESZSCHER DARSTELLUNGSSATZ| Fulls F ein beschrinktes lineares

Funktional auf H ist, dann existiert genau ein g € H, sodass fir alle f € H gilt:
F(f) = (f,9). Auferdem ist | F|| = ||g]|.

2.3. (Cross-)Kovarianzoperatoren funktionaler Variablen und
(gemeinsame) schwache Stationaritat

22. Theorem: FEin Operator C : H — H ist genau dann ein Kovarianzoperator, wenn
er symmetrisch, positiv und nuklear ist.

Die vorangegangenen Resultate aus der Funktionalanalysis werden nun genutzt um fiir
hilbertraumwertige Zufallsvariablen den Kovarianzbegriff unter Zuhilfenahme linearer
Operatoren zu erweitern. Die Konzepte finden sich in \Johannes (2013)l|Johannes (2016),
Bosq (2000)| und |Cardot et al. (2006)L
Man betrachtet einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und auf diesem defninierte Zu-
fallsvariablen

X, W: (Q,A,P) — L([0,1])

14



2.3. (Cross-)Kovarianzoperatoren funktionaler Variablen und schwache Stationaritét

mit Werten im Hilbertraum der komplexen, quadratisch 1ntegrlerbaren Funktionen
L([0,1]) mit Norm ||f|| = (f, f)}/? und Skalarprodukt (f,g) fo t)dt fir f,g €
Ly([0,1]). g bezeichnet die zu g komplex konjugierte Funktion. Es w1rd davon ausgegan-
gen, dass X und W reellwertige Funktionen sind. Die Einbettung in den komplexen Lo
wird aus technischen Griinden vorgenommen, die im weiteren Verlauf erlutert werden.
Um die Notation zu vereinfachen wird zudem angenommen die Zufallsvariablen seien
zentriert in dem Sinne, dass EX (¢t) = EW (¢) = 0 fiir alle ¢ € [0,1]. Weiter wird ange-
nommen, dass X und W von zweiter Ordnung sind, also E[| X||? < oo und E||W||? < oc.
Weiter seien Y und U reellwertige Zufallsvariablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeits-
raum mit EU = 0 und E|U|? < oo. Die Konstante o > 0 sei als bekannt angenommen,
sodass das funktionale lineare Regressionsmodell

= (8. X) +oU

betrachtet wird, wobei der Slopeparameter 3, der wiederum ein Element des Sobo-
levraums der periodischen Funktionen W, C Lo([0,1]) ist, geschétzt werden soll. Dies
geschieht auf Grundlage eines Datensatzes (X;, Wi, Yi);<;<,,, n € N, wobei die Tripel
jeweils stochastisch unabhingig und identisch verteilt seien.

Der lineare Operator
Tx : Lo([0,1]) — Lo([0,1]), f—E[(X®X)f]="E[(f, X)X] (2.15)

wird definiert. Dieser ist offenbar positiv und symmetrisch und somit nach Satz [8] selbst-
adjungiert und stetig. Auch die Kompaktheit lisst sich nachweisen, siehe zum Beispiel
Abschnitt I11.3 in [Werner (2011). Damit ist nach Theorem (12| bekannt, dass eine Spek-
tralzerlegung von I'x beziiglich eines Eigensystems {xy, ¢y}, existiert, sodass gilt

Txf =Y ap(f,oe)dr Vf € La([0,1)).
k

Wendet man I'x auf ein f € Ly([0,1]) an und nutzt die Linearitét des Integrals sowie
die Reellwertigkeit von X () fiir festes ¢ aus, so erhilt man:

Py () = B[(f, X)X (1) = (/ X s X))

/f

:/0 f(s)cov (X (s), X(t)) ds

1
= / f(s)ex(s,t)ds
0

wobei cy : [—1,1] — R, als Kovarianzfunktion symmetrisch und positiv definit ist. Da
X € Ly([0,1]) ist ¢ quadratisch integrierbar auf [0, 1]2. T'x ist also ein Integraloperator

15
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wie in (2.14) mit symmetrischem Kern und nach Satz vom Hilbert-Schmidt-Typ.
Gleiches gilt fiir den analog definierten Kovarianzoperator der Instrumentvariable W,

Ty : Lo([0,1]) = Lo([0,1]), f s E[(W @ W) f] = E[(f, W)W]. (2.16)

Aus Abschnitt ist bekannt, dass eine Reihenentwicklung von X und W beziiglich
der Basis {¢ }rez des La([0, 1]) existiert und dass sich die Kovarianzoperatoren von X
beziehungsweise W nach dem Spektralsatz mit einem Eigensystem {xy, ¢y}, entwickeln
lassen. Es ist aber zun#chst nicht klar, ob diese beiden Systeme die gleichen Eigen-
funktionen enthalten, was die Handhabbarkeit wesentlich erleichtern wiirde. Dazu wird
angenommen, dass X und W jeweils schwach stationér sind, also ihre Kovarianzfunktion
an zwei Zeitpunkten s,¢ € [0, 1] lediglich von der Differenz ¢t — s abhéngt. Es gilt also
cx(s,t) = ex(t — s) fiir alle s,t € [0, 1], entsprechend fiir W bzw. cy. Die gewiinschte
Aussage liefert Lemma A.1 aus Johannes (2013);

23. Lemma: Fs sei X schwach stationdr mit E[ X (t) X (s)] = c(t—s), t,s € [0, 1] fiir eine
positiv definite Funktion ¢ : [—1,1] — R. Dann besitzt der zugehirige Kovarianzoperator
I'x eine Spektralzerleqgung beziiglich der trigonometrischen Basis

¢1 =1, ¢oj := V2008(2mjs), paji1 := V2sin(2mjs), s € [0,1], j € N,
und den zugehorigen Eigenwerten
1 1
x] = / c(s)ds, xoj = xojq41 = / cos(2mjs)e(s) ds.
-1 -1

Nutzt man nun die Beziehung

(2t _ \}i (V2cos(@nkt) + V2sin(2rkt)) ¥k eZ, t e 0,1]

zwischen der exponentiellen und der trigonometrischen Basis aus, so folgt die Behauptung
aus obigem Lemma.

Fiir die Eigenwerte erhélt man

Tx¢r = E[(¢r, X)X] = D E[(dr, X)X, dm)] bm = E[(X, o) * 1 =: wrhp,

meEZ

fiir alle k € Z, da wegen der Orthogonalitat der Basis fiir alle k£ # m
E [(ér, X)(X, ¢m)] = 0 (2.17)
gilt. Fiir [y erhiilt man die Eigenwerte E [(W, ¢p)|* =: wy, k € Z.

Bei der Verwendung von Instrumentvariablen ist die Korrelation zwischen Regressor und
Instrument stets zu beachten. Dazu wird der Crosskovarianzoperator von X und W
folgendermaken definiert:

Twx : Lo([0,1]) = L2(0,1]), f— E[(W @ X) f] = B[(f, X)W] (2.18)
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2.3. (Cross-)Kovarianzoperatoren funktionaler Variablen und schwache Stationaritét

Wie der Kovarianzoperator ist der Crosskovarianzoperator linear, nuklear, Hilbert-Schmidt
und kompakt, vgl. Synopsis und Kapitel 1 in Bosq (2000), und besitzt somit eine Spek-
tralzerlegung. Als Integralkern erhilt man bei Wiederholung obiger Rechnungen

ewx L1 =R, ewx(s,t) =E[X(s)W(t)].

Das Resultat aus Lemma erhdlt man mit vergleichbaren Voraussetzungen auch fiir
den Crosskovarianzoperator. Man bendtigt, dass X und W gemeinsam schwach stationér
sind im Sinne von

cwx(s,t) =cwx(t—s), s, t,€0,1]. (2.19)

Da X und W von zweiter Ordnung sind, ist ey x(+) € Lao([—1,1]) und besitzt somit eine
Entwicklung beziiglich dessen exponentieller Basis { ¢y }rez mit Fourierkoeffizienten

1
C 1= / CW)((ﬂe_QWW dt, keZ.
-1

Dass {ck, ¢k }kez ein Eigensystem von T'yyx ist, sieht man an der folgenden Rechnung,
die fiir alle k € Z und fiir alle f € Ly([0, 1]) gilt:

1 1
Twxf,or) = /0 /0 cwx (t —s)f(t) dt or(s)ds
1 1
_ / e x (£)e~ 2 dy / F(5)dnls) ds = el ).
—1 0

Dabei folgt die zweite Gleichheit aus der Faltungsformel fiir Fouriertransformierte. Mit
der Kenntnis des Eigensystems {ck,dr}trez von Dyx erhdlt man auferdem
ck = E [(¢r, X)(W, ¢r)] und fiir alle k # m

wobei ¢y, flir k € Z wegen der komplexwertigen Fourierkoeffizienten von X und W kom-
plexwertig sind. Folglich ist I'yyx weder positiv noch symmetrisch. Auferdem ist I'yyx
nicht selbstadjungiert. Als stetiger, linearer Operator zwischen Hilbertraumen erfiillt der
zu 'y x adjungierte Operator jedoch

1
Tiyf = /0 ety (5,0 f(s) ds

CEVX(Sv t) = CwXx (t) 8)7

vgl. Werner (2011), Beispiel b) im Anschluss an Definition V.5.3. Fiir den Integralkern
gilt wegen der gemeinsamen schwachen Stationaritit von X und W, dass cyx(s,t) =

cwx (s —t) und somit ¢jy, (s,t) = cwx (t,5) = cwx (t — s) gilt.
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2. Theoretische Grundlagen

Durch die Verwendung des optimalen, im Allgemeinen aber unbekannten, linearen Instru-
mentes W anstelle von W erhdlt man einen Crosskovarianzoperator mit Eigenschaften
analog derer der Kovarianzoperatoren. Fiir

2
Ap = @ <z, k €Z, (2.21)
W
und unter der Voraussetzung
A
sup | 22| < M < 0o (2.22)
kezZ | Wk
ist das Instrument
= _ Ck,
W=t(W) :=TxwlagieW =Y —(W, 2.23
(W) XWLww Z wk< s Ok) Ok ( )

keZ
wohldefiniert, d.h. ||W|| < co. Falls fiir den linearen Operator
€ La([0,1]) = L»([0, 1))

zuséatzlich gilt, dass

M <o, (2.24)

w
kEZ k

dann ist £ ein Hilbert-Schmidt-Operator und W ist die beste lineare Vorhersage fiir X
basierend auf W, vgl. Johannes (2016). Einfaches Nachrechnen zeigt, dass fiir den Cross-
Covarianzoperator von W und X, definiert als

[ =Ty L2([0,1]) = Lo([0,1]), f = E[(We X)f] = E[(f, X)W],  (2.25)

gilt, dass T = [ und die Eigenwerte gerade \x = % € R,k € Z sind. T'j, i ist also
selbstadjungiert.

Um die Kovarianz von W bzw. W und dem R-wertigen Fehlerterm oU auzudriicken,
werden die linearen Funktionale

U: L([0,1) = R, f—oE[(WU)f],
U: Ly([0,1) =R, f= oE[(WaU)f],

mit Tensorproduktfunktional (W &U)f := (f, W)U fiir f € L2([0, 1]) verwendet. Analog
definiert man

Aw : Ly([0,1]) = R, f—E[(WaY)f],
Aw: Ly([0,1]) = R, f—=E[(WaY)f].

18



2.3. (Cross-)Kovarianzoperatoren funktionaler Variablen und schwache Stationaritét

Aus den unabhéngigen und identisch verteilten Beobachtungen (W;, X;,Y;)i=1..n berech-

net man eine empirische Version von I'yy x, ndmlich
n

T, : Ly([0,1]) = Lo([0,1]), Tnf:= %Z(Wi ® Xi)f, f e Ly([0,1]).

i=1

Analog schitzt man die Kovarianzoperatoren von X und W mit

Tt La(01]) = La(0.1]), Tonf =+ (X, @ X0f, f € L((0,1)),
i=1

Twa: LQ([O, 1]) — LQ([O, 1]), FW,nf = %Z(Wl &® Wi)f, f c LQ([O, 1])
i=1

Die empirischen Versionen besitzen dieselben Eigenschaften wie die (Cross-)Kovarianz-
operatoren und sind konsistent. Fiir die Eigenwerte werden die konsistenten Schitzer

A N -
= 23 W i 3K,
i=1 i=1

R 1< 3 A=
= =) (6n, Xi) (Wi, 1), e AU
&= (Dr, Xi) (Wi, 1) Ak o {a > a}

=1

verwendet. Die empirischen Kovarianzfunktionale sind
n

=1
n

B La(0.1) 5 R, £ S (Wi VS,

=1

Mit Beobachtungen
~ @ .
Wi = Z 7<W’La ¢k>¢ka 1 S ] S n,
kEZ
aus dem optimalen linearen Instrument, die mit
- o ,
Wi =Y —=I{dg > a} (W, dp)x, 1 <i <,
kEZ

geschiitzt werden, ergeben sich die empirischen Versionen von T' und Ay als

. R I G ... -

Ini=— > W@ X; = - > @I{wk > o}y (5 Xa) (Wi, di) (2.26)
=1 kEZ =1

. I, Cr oo -

A= S WaaYi=> w—i[{wk > a} > (W)Y (2.27)
i=1 keZ =1
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2. Theoretische Grundlagen

Fiir die empirischen Versionen der Kovarianzfunktionale wird jeweils eine Version mit
den geschatzten sowie eine Version mit den wahren Beobachtungen aus dem optimalen
linearen Instrument bendtigt:

Uy, = EZ<-,W¢>U1‘ = EZEZ@k,WM',(ﬁQUu (2.28)
i " kez Yk iT
Uni= 3 WaidUs = 23 %I{wk > o} > (on, Wa) (-, 1) Us. (2.29)
i—1 = i—1

2.4. Regularisierte Inversen der (Cross-)Kovarianzoperatoren

Analog zum linearen Modell aus der multivariaten Statistik, ist fiir die Formulierung
eines Kleinste-Quadrate-Schéitzers fiir 8 die Inversion des Kovarianzoperators von X no-
tig. Im endogenen Modell wird ein Schétzer mit einem zweistufigen Kleinste-Quadrate-
Verfahren hergeleitet, der entsprechend die Inversion des Crosskovarianzoperators von X
und einer Instrumentvariable W verlangt. Kompakte lineare Operatoren auf unendlich-
dimensionalen Hilbertrdumen sind jedoch nicht invertierbar, siche zum Beispiel Kapitel 4
von |Gohberg et al. (2003). Da deren empirische Versionen fast sicher von endlichem Rang
sind, tritt hier dasselbe Problem auf, siehe |Cardot et al. (2006). Die Schitzung des Slo-
peparameters ist somit ein schlecht gestelltes inverses Problem, fiir dessen Losung die
(Cross-)Kovarianzoperatoren und deren empirische Pendants durch regularisierte Versio-
nen ersetzt werden um dann Theorem [[5] anzuwenden. In der Literatur finden sich dazu
verschiedene Ansétze, die einen zusitzlichen Regularisierungsparameter einfiihren. Miiller
und Stadtmiiller (2005)| und |Cardot et al. (2006) berechnen funktionale Hauptkomponen-
ten, deren Anzahl mit wachsendem Stichprobenumfang in geeigneter Weise wéchst. Diese
Methode ist somit eine Art spectraler Cut-off. Von Hall und Horowitz (2007) wird eine
Tikhonov-Regularisierung verwendet, also ald addiert um zu kleine Werte bei der Inver-
sen zu vermeiden. Babii (2015)| untersucht zwei Schéatzer mit Tikhonov- bzw. Galerkin-
Regularisierung im funktionalen linearen Regressionsmodell. Einen Uberblick iiber diese
und weitere Regularisierungsmethoden findet man bei (Carrasco et al. (2007). Die von |Jo-
hannes (2013)|und Johannes (2016 )| vorgeschlagenen und in der vorliegenden Arbeit ver-
wendeten Schitzer benutzen Schwellenwerte zur Regularisierung. Der Schitzer, und we-
gen der (gemeinsamen) schwachen Stationaritit auch die (Cross-)Kovarianzoperatoren,
besitzen eine Reihenentwicklung beziiglich einer bekannten Orthonormalbasis. Sobald die
zugehorigen Koeffizienten einen Schwellenwert, der mit wachsendem Stichprobenumfang
in vorgegebener Weise gegen Null konvergiert, unterschreiten, werden diese Summanden
nicht mehr beriicksichtigt. Fiir einen festen Schwellenwert hat der Bildraum also endliche
Dimension, der Operator kann invertiert werden. Die folgenden Definitionen der inversen
Operatoren sind [Cardot et al. (2006) nachempfunden.

Dazu wird zunéchst die Menge

Hp =k €L: N\, > avy} (2.30)
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2.4. Regularisierte Inversen der (Cross-)Kovarianzoperatoren

definiert und eine Funktionenfolge (f,,)nen bendtigt, die die Eigenwerte der regularisier-
ten Inversen von I' und deren empirischer Version représentiert. Hierfiir wird

foiRoR, fulz)i= %f{m > ant) (2.31)

in Anlehnung an Beispiel 1 von |Cardot et al. (2006) verwendet. Dies lasst sich auch
als Funktion f, : C — C, fu(2) = LI¢,(2) schreiben, wobei C, = /7 B; gilt, mit B;
die orientierte Kreislinie in C um den Mittelpunkt A\; mit Radius §; := min,c J{/n{%‘AZ —
Apl © Ay # N}, i €, siehe [Cardot et al. (2006)) fiir Details. Damit lassen sich die
regularisierte Inverse von I und deren empirische Version folgendermafen darstellen:

M= [ (o-1) R de= Y o0t = 3 5 oo (232)
L Jen kez ketn F

T =" faw)( 61)n- (2.33)

kEZ

Die Spektraldarstellung folgt durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes bei
Integration entlang der geschlossenen Kreislinie um A; (Windungszahl = 1,
Resy, (Integrand) = f,(Ar)) und der Verwendung der bekannten Eigenfunktionen. Die
als Argument von f,, verwendeten inversen Eigenwerte von I bzw. deren Schiitzer werden
dabei gewichtet mit «; aus der Sobolevnorm:

1 w
Fa) = 3-1{Ax 2 7} = ﬁl{w > yfow} {wy > o}, k€ Z,

bzw. in der empirischen Version als

“ 1 ~ if}k R N N
fan(Ak) = 5\—1{)\;f > yrat = Wl{\ckP > ypawg H{w, > o}, k € Z.
k

Da auf Grund der gemeinsamen schwachen Stationaritit aus Lemma [14] (ii) folgt, dass
Kerl' = {0}, ist diese Darstellung der inversen Operatoren gerade im Einklang mit Theo-
rem

Analog lassen sich regularisierte Inversen von I'x und dessen empirischer Version berech-
nen:

rl = L (z=Tx) " fu(2)dz =" fulaw)(:, dr)brs (2.34)
21 Je, =
FTX,n = fal@)( o)k (2.35)
kez

Ab Kapitel Wird fir T E( und F&,n die Regularisierungsbedingung aus ([2.32)) beziehungs-
weise (2.33) verwen(%et, sodass eine Darstellung F} = ke, ﬁ<? ®k) Pr, beziehungsweise
F&n = > rez il{)‘k > o} (-, ¢r)¢pr moglich wird. Die Griinde dafiir werden in Ab-
schnitt B.3] erlautert.
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2. Theoretische Grundlagen

Die Man bedenke an dieser Stelle, dass die Dimension d,, von I}, von den geschitzten Ki-
genwerten abhingt und somit zufillig ist und nicht mit der Dimension k,, von 't iiberein-
stimmen muss. Aus den Kapiteln i und [p] wird jedoch hervorgehen, dass P(d,, # k) — 0
fiir n — oo mit fiir die vorliegenden Resultate geeigneter Rate gilt.

Mit Hilfe von (22.25)), (2.30]) sowie (2.32)) ldsst sich nun fiir f € Ly([0,1]) der Operator

My, : Lo([0,1]) = Lo([0,1]), Ty f:=TTTf = D (f, dn)en (2.36)
ketn

definieren. Dieser entspricht der Projektion von f auf den Eigenraum aller Eigenwerte
Ak des Crosskovarianzoperators I', die grofer oder gleich oy} sind (k € Z). Der zufillige
Operator

T, © La((0,1)) = Lo([0,1]), Ty, f =Y (fs o) T{Ax > avf Yo (2.37)
kez

wird als Schétzer fiir II 4, verwendet.
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3. Funktionale lineare Regression

3.1. Das Modell und grundlegende Annahmen

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) seien

X, W: (Q,A,P)— Ly ([0,1], BN 1[0,1], n)

zwei funktionale Zufallsvariablen. p sei als bekannt angenommen. Um zu gewahrleisten,
dass X (-,w) in La([0, 1]) liegt und X ein zufilliges Element des L([0, 1]) ist, wird X (¢,w),
w € Q, t € [0,1], als messbar beziiglich der Produktsigmaalgebra B N [0,1] x A ange-
nommen. Entsprechendes gelte fiir W. Eine umfassende und allgemeine Behandlung der
Messbarkeit und weiterer maftheoretischer Resultate fiir funktionale Zufallsvariablen fin-
den sich bei Hsing und Eubank (2015). Im Rahmen dieser Arbeit soll darauf nicht ndher
eingegangen werden. Der Ubersichtlichkeit halber wird bei der Notation stets auf das
zweite Argument verzichtet, wobei aus dem Kontext klar hervorgeht, ob es sich um ein
zufilliges Element oder eine Realisation handelt.

Mit zwei Zufallsvariablen

Y,U: (A P)— (R,B)

und einer positiven Konstante o wird das funktionale lineare Regressionsmodell

1
Y = / B(s)X (s) u(ds) + ocU (3.1)
0

betrachtet. Der unbekannte Slopeparameter [ sei ein Element des Sobolevraums der
periodischen Funktionen aus (2.7)), also

B €W, fiir ein v > 0. (V1)
W sei ein exogenes Instrument fiir X im Sinne von
E[UW(@)]=0 Vtel0,1]. (V2)

Fiir die Wohldefiniertheit der (Cross-)Kovarianzoperatoren sei vorausgesetzt, dass X und
W endliche zweite Momente haben im Sinne von

1 1
/E\X(t)|2dt<oo und /E|W(t)2dt<oo. (V3)
0 0

Der Zufallsvektor (X, W) sei zentriert und gemeinsam schwach stationér:

EX(t) =EW()=0 Ytelo,1]. (V4)
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3. Funktionale lineare Regression

CW)((S,t) = CWX(t — S), s, t, € [0, 1], (V5)

wobei cyx der Kern des Crosskovarianzoperators aus (2.19) ist. Ensprechend gelte fiir
X bzw. W die schwache Stationaritit mittels

cx(s,t) =cx(t—s), s, t,€[0,1] (V6)
cw (s, t) = ew(t —s), s, t,€[0,1]. (V7)

Damit die lineare Vorhersage von X auf Basis von W wohldefiniert ist, sei angenommen,
dass

dr > 0: sup
kEZ

< V8
< (V8)

gilt. Dabei bezeichnen g, wg, k € Z, die Eigenwerte der (Cross-)Kovarianzoperatoren
aus Kapitel 2.3] Fiir den Fehlerterm gelte

EU =0, var(U) = 1. (V9)

Die Regularisierungsfolge (am )nen, die fiir die Inversion der (Cross-)Kovarianzoperatoren
und somit fiir die Wohldefiniertheit der Schitzer benétigt wird, erfiille

1

a=a(n)>0VneN, a=o0(1) und 3= o(1). (V10)
Fiir die Schitzung von  liege eine Stichprobe
(X1, W1, Y1) ,..., (Xpn, Wy, Yy) uiv. (V11)

der Lange n aus (X, W,Y') vor. Im weiteren Verlauf der Arbeit bezeichne {¢x }rez stets
die exponentielle Basis des L ([0, 1]) aus (2.9). (7}),¢;, bezeichne die Folge der Gewichte
der Sobolevnorm, fiir die gilt

v =1+ |27k}, ke€Z.

Die Formulierung weiterer Momentenbedingungen stiitzt sich auf die Mengen

F = {(X,W): vV3) - (v5), (V)

(X, oy |™ ‘(VV,%) "
sup E <pnund supE < 3.2
keIZ) ’ VZk =1 keg Wk o 77} (3:2)

Gy = {X: ,, fiir X, 'x >0 und supkE

keZ

’ (X, ¢)

NG

< n}. (3.3)

In der gesamten Arbeit wird ohne Einschrinkung mit n das grokte verwendete aller
Suprema der Momente aus den Mengen F;" und G, bezeichnet, also

<X, ¢k> <W7 ¢k> m>
VZk VWk '
Dasselbe gilt fiir die Konstante 7.
Im Verlauf der Arbeit wird regelméfig die Annahme der Exogenitidt des Regressors be-
notigt:

m

,supE '
keZ

7 1= max (SupE ‘
M \keZ

E[UX(t)] =0 Ytelo,1]. (HO)
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3.2. Unter Endogenitdt konsistenter Schatzer B rv des Slopeparameters

3.2. Unter Endogenitit konsistenter Schitzer 31y des
Slopeparameters

Multipliziert man beide Seiten der Modellgleichung (3.1) mit dem optimalen linearen
Instrument ([2.23), so fiihrt dies zu einer Art funktionalem Aquivalent der Normalenglei-
chung des linearen Modells. Die anschliefende Bildung des Erwartungswertes ergibt

g:=F [YW} —E [<5,X>W} —Tg. (3.4)

Dabei steht auf der rechten Seite der Gleichung gerade der Crosskovarianzoperator von
W und X angewendet auf 8. Die Schitzung von f ist also mit der Inversion von I'
verbunden. Da T als kompakter Operator auf einem unendlichdimensionalen Hilbertraum
im Allgemeinen jedoch nicht invertierbar sein muss, ist die Schitzung von £ ein schlecht
gestelltes inverses Problem. Um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (3.4) zu
gewdhrleisten, wird wie in Johannes (2016) angenommen, dass

(W, ¢i)] |2
ek |?

Denn aus Lemma (ii) folgt, dass wegen der gemeinsamen schwachen Stationaritét

Kerl' = {0} und somit g L Kerl. Um nach Theorem [15 E elne Losung der Normalenglei-

chung zu erhalten, muss also nur noch gelten, dass Y,y 5 xz (g , ¢r)|? endlich ist, wobei
k

E[Y
ler|* >0 VEkeZ und Z‘
kEZ

(V12)

A = E|(W, ¢1)|? gerade die Eigenwerte von I' sind (k € Z). Einfache Umformungen zei-
gen, dass dies dquivalent ist zur Summierbarkeitsbedingung in . Diese besagt, dass
die Fourierkoeffizienten in geeigneter Weise schneller gegen Null konvergieren miissen als
die Eigenwerte von I'yyx, und ist ein Spezialfall der Picard-Bedingung, die hiufig im
Kontext inverser Probleme angenommen wird. Weitere Details dazu finden sich in |Engl
et al. (1996), Aus Theorem [15|ist bekannt, dass die Losung von der Form

b= Z

kGZ

ist. Recht intuitiv schitzt man diese Losung mit

Brv =Y ?\ll{j\k > Y atdp, mit g = ZY Whis Ok)

kez "k
1 n
n 2ai= is Pk
= Z 2 1<c )i “T{ > Aka{dy > ooy, (3.5)
ke k
wobei gilt X
I{\ > WalI{ig > a) =1 < I{|&)* > a*y¥} = 1. (3.6)

Dabei ist a der Regularisierungsparameter aus . Da W die beste lineare Vorhersage
auf Basis von X ist und Y auf W regressiert wird, ist dieser Schétzer ein funktionaler
zweistufiger Kleinste-Quadrate-Schitzer. Weitere Eigenschaften von Bry sowie das fol-
gende Konsistenzresultat findet man bei Johannes (2016 )L
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3. Funktionale lineare Regression

24. Theorem: [KONSISTENZ VON Brv] Es gelten die Voraussetzungen (VI)—(V5) und
(V8)-(V12). Wenn zudem (X,W) € ]-'S und E|U[* < oo, dann ist der Instrumentvaria-

blenschdtzer BIV aus (3.5) konsistent fiir § im Sinne von
El|Brv — B2 = o(1). (3.7)

3.3. Unter Endogenitit inkonsistenter Schitzer 3 des
Slopeparameters

Analog zu den Uberlegungen in Abschnitt lasst sich ein Kleinste-Quadrate-Schétzer
fiir 5 herleiten, der ohne die Verwendung eines Instrumentes auskommt, jedoch lediglich

unter Exogenitdt konsistent ist. Zur Herleitung einer Normalengleichung multipliziert
man (3.1) mit X und bildet den Erwartungswert:

h=E[YX]=E[(8 X)X] =TxB. (3.8)

Zur Schitzung von  muss hier also der Kovarianzoperator von X invertiert werden.
Unter der Voraussetzung (V6 erhélt man mit Lemma [14] (ii) wieder die Orthogonalitét
von h zu Kerl'x. Mit der Voraussetzung

3 [E[Y (X, o1)][?

EE I« (V13)

Zxk>0 VkeZ und =
k

keZ kEZ

ist nach Theorem [15]dann Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (3.8)) sichergestellt
und es gilt

B=Y" %(f% Pk) D
kez "k

fir das man mit

. LS Vi X, o
ﬁ :ZEE: n,EZL—1£k< ¢k>

kEZ

Hip > a} - é (3.9)

einen Schétzer hat. Diesen findet man zum Beispiel bei lJohannes (2013), der das asym-
ptotische Verhalten des Schétzers unter verschiedenen Regularititsannahmen an g €
L5([0,1]) und den Kovarianzoperator, die mittels gewichteter La-Normen formuliert wer-
den, untersucht. Die Konsistenz von 3, ausgedriickt durch die Ly-Konvergenz (einer nicht
notwendigerweise gewichteten Norm), lésst sich dabei leicht in den Kontext dieser Arbeit
iibertragen. Der Schitzer aus und der Instrumentvariablenschitzer aus Abschnitt
sollen spiter verwendet werden, um eine Teststatistik fiir einen Test auf Exogeni-
tat im funktionalen linearen Regressionsmodell herzuleiten. Um bei der Berechnung der
asymptotischen Verteilung der Teststatistik kiinstliche oder zumindest schlecht iiber-
priifbare Bedigungen an die Konvergenzgeschwindigkeit der Indikatorfunktionen, die zur
Regularisierung in beiden Schétzern verwendet werden, zu vermeiden, wird der Kleinste-
Quadrate-Schitzer § leicht modifiziert. Die Konsistenz des Schitzers unter Exogenitit
bleibt dabei erhalten, wie das nachfolgende Resultat zeigt.
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3.3. Unter Endogenitét inkonsistenter Schétzer ,3 des Slopeparameters

25. Proposition: [KONSISTENZ VON f3] Es gelten die Voraussetzungen (V1)—(V11) so-
wie (V13). Zusdtzlich sei X exogen im Sinne von (HO) mit X € gg, (X, W) e ]-'S und
E|U|* < co. Dann ist

15~ ) -
. . Z Zzléjju ¢k‘>Y1 [{)\k: > Oé'y”;} . Cbk(t) (3_10)

3

kEZ

ein konsistenter Schatzer fir B aus (3.1) im Sinne von

E[3 -8l =0(1).

BEWEIS: Der Beweis folgt der Argumentation des Beweises von Proposition 3.1 von
Johannes (2013), der wesentliche Unterschied ist die Verwendung von I{\; > av/}
anstelle von I{Z > a}.
Definiere

B =Y (B, 1) {Ak > arf Y. (3.11)

kEZ

Dann ldsst sich mit der Dreiecksungleichung abschétzen, dass
BJI3 - 812 < 2 {EIIF - Ball? + Bll — 612}

wobei nun beide Summanden getrennt betrachtet werden. Fiir die Abschitzung des ersten
Summanden nutzt man die Ungleichung Ay < 2, k € N, aus Lemma Aufserdem

wird fir
n

1
T = > (YitXe dn) — (X, 00)12 (5, 6n)
i=1
die Abschétzung (A.10)
E ‘Tnzk‘gm c m m m
sup — 5 < — || (I X[*)™ + 0¥} 0
keZ Ty n

aus Lemma A.2 in Johannes (2013)}, die hier analog giiltig ist, fiir m = 1 benutzt.

2

~ ~ L ° }/Z Xi7 N
Bla-a =53 (2= s 60} 104 > anfyen
keZ k v
LS il Xo, ) — dnlB, on) ¢ ’
e > i1 Yi( @ik> (B ¢k>l{)\k > an?}
kez
LS V(X k) — (8, 0) ¢ i
<Y yE|E > i1 Yil fﬁ’” (B ¢k>l{>\k > an?}
kez Ak
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3. Funktionale lineare Regression

n 2
< 7 2 B [ D YilX ) — (B,
i=1

keZ

2

I % (460 00) = (X 00 (5,00)

kGZ

2
1 E|Tn,k| T
QSupiZT
a” kez, Tk keryk

3 IBIPEIXI + 0%} Y 2

kez 'k

Cn
?{IIBIIQEllelz+02}EHX||2 —0.

| /\

| /\

Die Konvergenz des zweiten Summanden wird im Beweis von Proposition 3.1. in|Johannes
(2016)| verifiziert. O

Fiir die Teststatistik ist neben der Konsistenz von 3 unter Exogenitdt insbesondere des-
sen Inkonsistenz unter Endogenitét von Interesse. Fiir einen endogenen Regressor X ver-
schwindet E [UX (¢)] nicht fiir alle ¢ € [0,1]. Bei der Herleitung der Normalengleichung
fallt auf, dass dieser Term fiir entsprechende ¢ stehen bleibt:

E[YX]=TxB+oE[UX]. (3.12)

Somit miisste in 3 anstelle einer Schitzung fiir E [Y X] eine fiir E[(Y — oU)X] einfliefen.
Da dies nicht geschieht (U ist nicht beobachtbar), ist eine Verzerrung des Schétzers die
Konsequenz.

= E Z X, ) Yil{ A > anfl} <1k - 1>] Pr(t)

kEZ
LY E [(z{xk > o)~ 1w 2 o)) 53X 0| Lanto
k€EZ 1=1

cy Bl “X“@“) L = anyn)

keZ
= Fn,l +Fn,2 +Fn,3'

Wegen ([2.21)) gilt fiir den ersten Term die Abschitzung &), > a. Nach Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt mit Lemma und (V11)

1 — T
1Ful?< 5 30| ZE{ X G¥iL e 2 anfy 2

kEZ
2
1 1 2 i |
< 22 [ VBl e PY2) B |
keZ =1
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3.3. Unter Endogenitét inkonsistenter Schétzer ,3 des Slopeparameters

<
- na2
keZ

VE[1(X1, 602 val|

Erneute Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung 1isst fiir X € g,? und EU® < oo
die Abschétzung

4
B[1(X1, ) FY7] < xk\/E !W

zu. Mit folgt || Fpal* < naQ LY hen Tk = naQEHXH2 = o(1). ||Fy 2| = o(1) folgt
aus der mit wachsendem n € N kleiner werdenden Differenz der Indikatorfunktionen.
Die nétigen Argumente werden spiter im Beweis von Proposition 29 ausgefiihrt. Fiir den
fithrenden Term gilt schlieflich wegen (V11)

EY14 < Cynzy

Fog = S0 B0 oy o o)

kEZ Tk
v ( (8, Xl X1,¢k>] L oE[U <X1’¢k>l) T, > arfden(t).
keZ o

Dabei gilt fiir die erste Summe fiir n — oo

ZE[<57X1><X1,¢%>]

L

I{ > o 3ok(t) = > (B, k) T{M = arf}oi(t) — B.

keZ keZ

Es bleibt also der Term

3 M}{,\k > vy }on(t)

i
keZ k

iibrig, der im exogenen Modell gleich Null ist. Unter Endogenitdt hingegen ist ohne
weitere Annahmen an die Korrelation zwischen U und X sowie an die Konvergenzraten
der Eigenwerte des Kovarianzoperators von X selbst die Konvergenz der Reihe nicht
bekannt. In jedem Fall kann fiir X € G;", m € N, der Biasterm nicht die Nullfunktion
sein.
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4. Schwache Konvergenz des
Vorhersagefehlers von By

Als Voriiberlegung zur Konstruktion einer Teststatistik, deren asymptotische Verteilung
bekannt und insbesondere nicht entartet sein soll, wird zunéchst der Vorhersagefehler
des Instrumentvariablenschétzers BIV untersucht. Dazu orientiert man sich an der Argu-
mentation des Beweises von Theorem 2 von (Cardot et al. (2006). Dort wird ein Schétzer
fiir das exogene Modell basierend auf funktionalen Hauptkomponenten betrachtet und
dabei eine recht allgemein gehaltene Regularisierungsmethode verwendet, fiir die die in
der vorliegenden Arbeit zugrunde gelegte Regularisierung ein Spezialfall ist. Die Annah-
me der schwachen Stationaritdt ist bei Cardot et al. (2006) nicht nétig, jedoch miissen
die Eigenwerte des Kovarianzoperators eine konvexe Funktion des Laufindex sein, was
fiir die am haufigsten betrachteten Abnahmeraten erfiillt ist.

Zunichst wird der Instrumentvariablenschéitzer aus durch Einsetzen der Modell-
gleichung fiir Y in mehrere Terme zerlegt, die durch die in den Abschnitten und
eingefiihrten Operatoren und Funktionale ausgedriickt werden.

1
Brv=>)_ " n 2z Ve, 1) I = e H g > o)y

kez C

- Z T = onf i > o) £ 1 Z (B, X (Wi, 4) + 0 (Wi, 6)U3) b
keZ =1

=Tir 6+FTu

=T} 08+ (T, = T0) U + T (W — T ) + T2
Fiir T, gilt dabei

N . 1
£ = Yoo+ N Nl = 0p ().
;Z k k) Pk P \/ﬁ

Somit entsteht bei der Berechnung von f;ﬂfn,@’ neben einer mit I {;\k > vy} regulari-
sierten Version von (8 ein weiterer Term, fiir dessen Diskussion

n

Bu= 30 S 00) 3 (8,0 {6 Xih W 1) (4.1)

kEZ meZ, =1
m#k
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

eingefiihrt wird. Weiter ist eine regularisierte Version von S der Form

Bi=> (B, du)I{\ > arf}or =TT (4.2)

kEZ

notig. Damit l4sst sich die Differenz zwischen Bry und der regularisierten Version von 3

aus (4.2)) schreiben als

3
Brv — B =Rn+ Z Bjn, (4.3)

j=1
mit
By = (B, = 11) ty
By, = I'f (un ~Uy)
By, = [iF,8 — T8 — B,
R, =TU, + B,.

Ziel ist es nun, die asymptotische Verteilung des Vorhersagefehlers

3
<BIV -3, Xn+1> = <Rn + Bjns Xn+1> (4.4)

j=1

durch Anwendung eines zentralen Grenzwertsatzes herzuleiten. Zur Formulierung der
Normalisierungsfolge fiir ebendiesen sei die reelle Folge (sy),,cy mit

. LWy v

definiert.

26. Bemerkung: FEs wird sich zeigen, dass die Normalisierungsfolge ,/% ist. Aus

(2.21) folgt direkt, dass limp—soosn = 00. Mit (V10) und s, < éEHXH2 erhalt man die
Abschdtzung

n
— > Cna > Cna? =% oo

Sn

- n—oo
und somit, dass /<~ — oo.
n

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass (Bj,, Xn+1) fiir j € {1,2, 3} Biasterme sind,
die mit passender Rate asymptotisch vernachléssigbar sind, bevor im iibernéchsten Ab-
schnitt der schwach konvergente Term (R,,, X,,+1) behandelt wird.

32



4.1. Diskussion der Biasterme

4.1. Diskussion der Biasterme

Um die asymptotische Vernachléssigbarkeit der Biasterme zu beweisen, verwendet man
jeweils die Reihendarstellung beziiglich der Orthonormalbasis (¢x),cz des L2([0,1]), die
auf Grund der gemeinsamen schwachen Stationaritdt von X und W fir die
(Cross-)Kovarianzoperatoren und Lo-Funktionen verwendet werden kann. Dabei wird in
den Beweisen regelmifsig zwischen den Koeffizienten des geschitzten optimalen linearen
Instrumentes oberhalb und unterhalb des Regularisierungsparameters « unterschieden.
Fiir die relevanten Summanden wiederum betrachtet man diejenigen zusammen, fiir die
die geschitzten als auch die wahren Eigenwerte von T’ oberhalb von « liegen. Dazu seien
die beiden Indexmengen

Kn:={keZ|uw>a}
cn::{kelcn\ﬁkzow%/\&za’%}

eingefiihrt.

27. Proposition: Es gelten (V2)—(V5]) und (V8)—(V12). Aufierdem seien (X, W) € ]:7:7)’2

und E|U*? < co. Dann gilt
/s
<BQ,n7Xn+1> = op < 7:) .

BEWEIS: Da X, stochastisch unabhéngig von (X;, W;, Y;), ., ~,, ist, lasst sich der Term
schreiben als

E|(Bon, Xn41)|° =E Kﬁ <“n B 5’”) ’X”+1>‘2
2

Ch o ) —
(wil{wk > a) — k) ;Uz‘<Wi, P

Wk

Fiir k € IC,, 1dsst sich der Erwartungswert auf der rechten Seite mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung abschétzen zu

2 — 4 4

Ck Ck E

=1

Dabei gilt fiir den ersten Faktor wegen ((A.7)

Yoo et 1 C
<D o)) <=
n wk n n

Ck
Wk
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

Fiir die Erwartung im zweiten Faktor erhélt man mit (V2), (V9) und (V11 sowie der
Abschétzung
Wl7 ¢k> *

E|(W1, ¢ 4§w25upE'<
(W1, )| 0 R T

2
S nWy,

die sich aus (X, W) € F? ergibt, dass

B> Uiér, Wi
=1

4

= nEULE ‘ 2

4
<W17 ¢k> w?

NeTs
+n(n — )EUFEUSE|(W1, ¢3) [PE|(Wa, ¢3,)

< Cp rnwj + n*wi

—wt (10(1)). »

Zusammen mit der Uberlegung 1o (ﬁ) = L _0(1) = o(1), die aus (VI0) folgt, erhilt
man

2

<I{wk >a} - w) ZU (Wi, dx)

3 Z )\21{)% > oyl tE
ke,

<2 5 ma o (5o (1)

ke, F wy

002 LW CJ LW
— E 1 > g I > avyy
=2 |Ck‘2 {)‘/ﬂ On/k} +o <\/ﬁ> 7’L2Oé Iy {)\k = a’Yk}

k€EZ keZ

= CS" CU Z Tkwkf{)\k > ay;}

n2
kEZ

Dabei gilt } ;o Tck u|]2 I{\, > av{} < Csy, (und moglicherweise sogar endlich), da (wg)kez
eine Nullfolge ist. Der erste Term ist also der fithrende Term, der obige Ausdruck ist
dementsprechend ein O (;—3)

Es bleibt der Fall W, < « zu betrachten. Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
und Abschitzung fiihren zu

2

0'2 Tk v a R
n2 Z EI{A"“ZO"Y’“}E (ﬁ%I{wk>a}_>ZU Wi, dr)

kEZ\Kn

n 2

o’ .CU]{;|C]C‘2 v N

= 5> o T 2 )BTy < a} Y Ui(Wi, o)
kez k7K i=1

2 n 4

g . Tk
< P A A > v — = T\ > v E Ui (W3,
<o\ [ppP (e <andnzanf) ) 5o T = arfhy BI) UilW dn)

kEZ
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4.1. Diskussion der Biasterme

o? 1 Tpw
< — [sup P (b < a A Xg > avy) (1+O<\/ﬁ>)z |§k‘2kf{)\k > oy}

keZ keZ

Mit (A.4) lasst sich supgez P (W < a A A\, > ayy) abschétzen, sodass man fiir den fiih-

renden Term o
Sn
apin =0 <n3/2)

erhélt. Insgesamt ergibt dies

1 1
B |(Bam, Xoi1)|? = O ( (n " m)) —o(1).

Durch Anwendung der Markov-Ungleichung folgt die Behauptung. O

28. Proposition: FEs gelten (V2 und (V8)~(V12). Auperdem seien (X, W) € .7-"32
und E|U[?? < co. Dann gilt

(Bin, Xn+1) = op (\/15> :

BEWEIS: Wegen der Orthogonalitit der Basisfunktionen sowie der stochastischen Un-
abhéngigkeit von X, 11 und (X, Wiin)lgz‘gn gilt

=l 1) )
2

~

—ED [fn M) = f /\k)} %[{Tf}k > a}(Xnt1,6x) Y, Uilor, Wi)
=1

kEZ

2

=
=N "4E

n2

kEZ

2

(1200~ 0w)] & 1y > ) Z Uil W,

Da alle Summanden fiir @ < « gleich Null sind, geniigt es k € K,, zu betrachten.
Aufserdem gilt mit der Dreiecksungleichung

Ak —

kk

1 .
+ ykf{kk > ayp HA M < ay}

£ = Fu)] < 210 > o = o)

> ). (4.7)

Setzt man dies ein, so lisst sich CE|(Bi,, Xpt1)|* durch die Summe dreier Terme ab-

2
schitzen, die mit E ‘<B£Z]H,Xn+1> , 1 € {1,2,3}, bezeichnet und im Folgenden separat
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

behandelt werden. Fiir die Betrachtung von Bﬁl iiberlegt man sich zunéchst, dass fiir
alle k € L, gilt

Ak — Ak
Ak Ak

1
T oavy Ak

)Ak—ik‘.

Damit und durch Einschieben von Z:’; ergibt sich

el (5l o) |

IN

n2a2 z : 21/)\2
7

| O —
B[ | 253 Usdon, W)
=1

2

<
B n2a2 Z ”)\kwk

’)\k - Xk’ Zn: Uy (61, Wi)
=1

202

2.2 21/2
no )\
LPY

’)\k Ak‘( )ZU br, W,

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung schétzt man weiter ab und und wendet (4.6|) erneut

an. Man erhélt
/ Y
kL, kWk
1/4 8\ 1/4
Tk ~ |8
+E (B )\k—Ak‘ > E
TN (
20’ :[,'k; ~ 4
<22 o 7,/E‘A Y (
na? < - <\/ﬁ>>k§TLWk{%%”>\kwk Bk
. 1/4 8\ 1/4
+ 2VA2< ‘Ak—ka (E > }

Hier liefert Lemma die Abschitzungen

\JE ‘)\k - Xkr, <E ‘)\k — Xk)8>1/4 < %xm o) <n12)

B |(5ih Xon)| = i 3

k Tk

W W

Ck Tk

W W

& N\ _con c 1
|k % <=k 2Tk Lo ,
W Wy nwy n2uwg n?

mit deren Hilfe man

B ‘<B§1;,Xn+1>’2 < %% (1 +0 <;ﬁ>> 3 % (xk)\k +0 <i>>

1 1 C’)\ C 1
e G o ()]
W A \nwp  n®wg n
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4.1. Diskussion der Biasterme

erhalt, wobei die grobe Abschitzung

1 (jkk C7$k 1
ALl ol=))=o01
:euf Y <n wy t a2 n2 wy + <n2>> o(1)

moglich ist. Zusammen mit (V10) und Lemma fiihrt dies zu
2 1 Tk 1
E ‘ B X ‘ <o () - (xk)\k o) <>>
< > n g;;lyz Ak n
1 TEWE 1
+o0 <n> Z 7&/)\ <.’L‘k)\k; + O <n>>

kel, 'k
1 T3 TEwy, Tk TRWE
HOTPOE 293k VI oE TP oL
keLn 'k keL, Tk weln 'k kec, Tk

- (2)

Fiir die Summanden mit ;\k > oy und A\ < ayy geht man zunéchst dhnlich vor und
nutzt zusitzlich aus, dass % ’“ < 1 sowie —I{)\k >avy} < o ,, - ist.

e[ (o1 3

2

02

=3 Z rpl{\, < oy }E
ken

1 . Cr —
Ai_[)\ Za v e Ul 7Wi
1O 2 el S tifon )

2

2
o TNk 1
< = E IH{\ < oy }E | =
= 2 Wy {M <avi} A
ke,

> anf} Y Ui, W)
=1

@ n
M) ; Ui (bx, Wi)

I{ > a} (Z’; -

o? 1
+ ) Z zpl{\; < oy} }E S\—k

ke,
" 2
< ﬁ Z I{)\k < avyi}E Ui{pr, Wi)
kekn =1
J— n 2
Ch )
”20‘2 keZIC 7" ‘ ( W/

2

G @\
— Z :ckl{)\k<a’yk}+ 52 Z <;_J)2Ui<¢kawi>
KEKn 7’6 ke TR

kEKn

Fiir alle k € Z ist xpI{\;, < ay/} < 2, und es gilt

Z zpl{\y < avyp} < Z:L’k = E|X|]? < oco.
ken kEZ
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

Da o = a(n) nach (V10) eine Nullfolge ist, existiert fiir jedes feste k € Z ein n(k) sodass
fir alle n > n(k) gilt Ay > ayy. Somit gilt

lim I{\; < oy} =0.
n—00

Der Satz von Lebesgue ist also auf die erste Reihe anwendbar. Beachtet man weiter, dass
alle Summanden nicht negativ sind, fiithrt dies zu

< : v < : v — : v — i
0< nh—>Holo kg}; zpl{\;y < o)} < nh—{gok%xkl{)\k < avyi} éxk nlggo I{\; <av}=0

Folglich gilt
o’ > mI{h < arf} = !
; Tk k Yy =0 E .
keln

Die zweite Reihe lasst sich nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wieder

mit (A.7) sowie (4.6]) abschitzen.

" 2
o Tk Cr Cr
iz 2 28| (G- ) L)
ek, Tk k k/ =
o2 T ¢ Cr 4 - !
k k %
na? 2 W wg £ Z Ui, Wi)
ek, Tk k k i=1

O’2 1 )\k ka 1 1
<—11 — 28 2R - —of =
v (110 () B G ino(s) =)

da alle Reihen konvergent sind nach Lemma [A.T.3] Damit ist auch

E ‘<BE’L,X”+1>’2 —o (711) .

Es bleibt B? | also die Summanden fiir A < avyy, und Ap > a7y zu betrachten. Wiederum

1,n o
erginzt man den Term 2= und wendet auf die aus Anwendung der Dreiecksungleichung
resultierenden Summen jeweils die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an.

2

2 = n
2] 2 o Tk v 5 v Ck , A
E|(BE, Xor)| =% kgcj oy T = s 1B |1 < 03} 5 32 Ui W)

2

202 T ¢k Ck 3
20" KT > oy E - = Ui(opr, W;
=2 )\k { k = aPYk} <'UAJk W Z <¢k >
ke, =1
. 2
20’2 Tk v \ v
+ 2 3 = oo B[ < s} Y Uil W)
kEKn =1
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4.1. Diskussion der Biasterme

2 — 4
o Tp Ck Ck
< E — T\ > v E - — E
~ n? e Ak e = arh \/ WE Wy —

4

=1

4

o? Tk <
+ ngkezK @I{Ak > ayp W EI{A, < avf 1 | E

> Uilgn, Wi)
i=1

Die erste Reihe schitzt man mit il {Me > oy} < sowie mit (4.6) und (A.7]) weiter
ab. Fiir die zweite Reihe verwendet man ebenfalls (4.6) sowie, dass fiir festes k € Z fiir

n — 0o
EI{\i <oy} =P ()\k < a’yZ) = o(1).

Analog zur Diskussion des entsprechenden Terms von Bs, und mit der Stetigkeit von
\/- folgt die gewiinschte Aussage mit dem Satz von Lebesgue.

B (8 )

2 1 2 1
<Z <1+(’) ()) S B > anf} <Cck2’ Sx o <3)>
n n n wp  n?w
ke
2 1
+Z <1+(’) ()) Z xpl{\p > avi'} P(/\k < a'yZ)
n n ke
o2 1 C C x2 y TpWh
gn<1+o(n>> { Tt =5 > )\—:I{)\k>avk}+—3 > I{ > ayl}
kekn kekn kekn
2 1 C 2 C
§U<1+O(>> { Dot e e D xkluvk}
" " kEKn * rex, Tk * pex, Tk

da alle Reihen nach Lemma konvergieren. Insgesamt ergibt sich nun

1
E[{Bin Xnit)? = o0 () .

n

Mit der Markovungleichung folgt die Behauptung. O

29. Proposition: FEs gelten (V2)—(V5) und (V8)—(V12). Auflerdem seien (X, W) € .7:5’2

und E|U|?? < co. Dann gilt
s
(B3, Xnt1) = op <\/ ;) :
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

BEWEIS: Da

NN
= Z<5,¢m>z I{wk > o} fu(Ar) %Z (D Xi) (Wi, dr) i
mEZL kEZ i=1
= Z<ﬁ, o) { M > vl éx
keZ
+- ZZ c ~(Wis @) {2 @} fu(A) D (B: ém) (6ms Xi) o
=1 kEZ meZ,

m#£k

und weil TTT3 gerade eine durch I{\; > a7/} regularisierte Version von 3 ist, muss also
gezeigt werden, dass gilt

<k%<6, ou) (11 > onf) = {0 > ) ¢k,Xn+1> —or() s
< ck Wi, o) I{tbk > a} fu(Mr)
=1 keZ
n%}(ﬁ) ¢m> <¢m7XZ>¢k - Bna Xn+1> = op (;ﬁ) . (49)
m#k

Unter Ausnutzung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie dem Zusammenhang

~ ~ 2
10w = arf} = T = anf}| = |1{A = anf} = T 2 af)|

ergibt sich fiir den Ausdruck in (4.8))

E <Z<6, o) (T = anf} = 1w = anf}) ¢k,Xn+1>‘

kEZ

= E|>(8,60) (T 2 anf} = I 2 a3} (0, Xuia)

keZ

<S8, 00l "B [ 1A = an} — 1 = an}|.
keZ

Die Reihe auf der rechten Seite ldsst sich wiederum mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
abschétzen gegen

S oUB ol < S 1B o2 3w = IBIVEIX]? < oo.

k€EZ kEZ keZ
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4.1. Diskussion der Biasterme

Zudem kann man sich leicht {iberlegen, dass fiir alle w € Q die Aquivalenz
Tk > anfh = I = anf}| =1
— I = N < o} + I <} > anf} = 1

gilt. Mit der Dreiecksungleichung erhélt man also die Abschétzung

E|1{ > anf} = I{A = anf}|
<I{\; <ay}+P (S\k <oy AN A > cw,g) .

Da a = a(n) nach (V10) eine Nullfolge ist, existiert fiir jedes beliebige, aber feste k € Z
ein n(k) € N, sodass I{\; < ay} = 0 fiir alle n > n(k). Darum gilt fiir jede reelle Folge

(an)nEN 1/2
Jim 108, 6 o “anI{Ae < arf} =0.

Nach Lemma gilt fiir Z,, := {k € Z | A\, > 47ary}} die Abschitzung
A C E|[|W|?
sup P ()\k < ayp AN A > 047,2’) < —nE||X||2 (1 + HH) ,
kel no an
mit deren Hilfe man erhilt
Jim +/n| (B, by *P (;\k <avg AN > cw;’é)
Cn 1/2 2 E”WHQ
< , E|| X 1 =0.

Mit dem Satz von Lebesgue ergibt sich somit

N>

< S8 0) (114 = ar) = 110 = arf}) o, Xn+1>‘ = o(1),

kEZ

was Behauptung (4.8) impliziert. Fiir (4.9)) lasst sich Lo-Konvergenz zeigen. Dazu zerlegt
man den Term folgendermafen:

< ZZ Ck Wz,qﬁk Y {iby, > a} fa(Ar) Y (B, Sm) (b, Xi)br — Ban+1>

=1 keZ meEZ,
m#£k
== ZZ S (17, ) (90 X D0k = SOk 3 (8, 0m) (s X
z—l keZ meZ,
m#k
-= Z > —fn (k) (Wi, ) (s Xng1) D By ) (ms Xi)
i=1 keZ leizk
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

ZZ(W wk) (Wi, 68) (01 Xoes ) {0 > 0} fu(S) 3 (8, Gon) (G, Xo)

1=1 keZ meZ,
m#k
+ = ZZ Ck <fn Ak) fn()\k)) (Wi, or)(Drs Xny1) Z (B, bm) (b, Xi)
1=1 keZ mez,
m#k
=:lp1+ Tho.

In allen von Null verschiedenen Summanden von T;, 1 schitzt man zunéchst fn(j\k) gegen
av" ab. Mit der stochastischen Unabhéngigkeit von X,11 und (X;, Wi, Y;); <<, sowie der
k

Orthogonalitat der (¢),cz ergibt sich fiir 7,1 nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

__ 4 n 4
Ck
E |Tn71|2 ngag Z T wik E Z<Wu ¢k>E Z <ﬁ’ ¢m><¢maXz>
kEZ i=1 miZk,

Da die Terme fiir m # k unkorreliert sind und weil
4

E| Y (B, ¢m)(dm, X1)| < o0 (4.10)

meZ,
m#k

nach Lemma [A.1.3] folgt
4

< C (nE|(Wi, ¢x)|* + n(n — )w})

< nw} <1+O (;)) (4.11)

Dabei wurde E|[(W;, ¢p)[* fiir (X, W) € F3? gegen nuwj abgeschitzt. Mit (A7) erhlt

man
2
el < e 2 [+ ) (+5) o ()
nias £~ wy n Wk n n

2
xy, 1 1
:nzzz (“A”n)*‘)(m):‘)(n)’
keZ k

da beide Reihen nach Lemma [A 1.3 konvergieren und na? — oo fiir n — oo.
T, 2 erfiillt

n

E|Y (Wi, oe)E Y (B, dm)(bm, Xi)

i=1 meZz,
m#k

n2<fzz ks M (107 603 (60 Xonsn) 3 (B ) (s Xi)

i=1 keL, ’yk k meZ,
m#k
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4.1. Diskussion der Biasterme

1« (1« 1«
+ - Z Z s <5\I{)\k > ayi H{ e < oy} + )\*k]{)\k < avyp H{ g > a’y,’é})
k

; Wk
=1 kGZ\ﬁn
(Wi, 1) (B> Xnt1) Y (By i) (b, Xi)-
meZ,
m#£k

Fiir den ersten Ausdruck lésst sich wieder Lo-Konvergenz zeigen. Man nutzt die stochas-
tische Unabhingigkeit von X, 11 und der Stichprobe sowie die Orthogonalitit der Basis.
Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt sich fiir (X, W) € F,?’Q mit

(#.10), (4.11)), (A.6) und Lemma[A.1.3]

LSS TN ) 0, X)) 3 (8260 0 )

Tewk Ak

=1 keLl, meZ,
m#k
< \VE e — )\k \/ 1+O >)
n2042 kgﬁ: Yy wp ’ n
xk)\k 1 . l
<nar 2 (5o () -(3)
kel

Der zweite Ausdruck kann fiir A, > ayy AN < ayy analog zu dem entsprechenden Term
in Proposition [27|behandelt werden: Mit ’\’“ < 1 sowie I{)\k >ay} < - l, gilt fiir das

zwelte Moment

lz Z T 1 I{)\k > oy H A < avl Y Wi, o) (b, Xnt1) Z (B, b ) (D, Xi)

w
i=1 k€Z\Ln  F Ak mizk’
m

CL|“Tk
< QZ'I'U I{\, < o} }E | I{Ak>a7k}z Wi, k) Y By bm){(dm, Xi)
kezZ k i=1 meZ,
m#£k

D o T < QRYE | (W.60) 3 (8, 0m) (61m, X)

kGZ meZ,
m#£k

c v
< gzmkI{Ak < Oz’}’k}
keZ

()
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

Dabei folgt die letzte Gleichheit aus dem Satz von der dominierten Konvergenz.
Es bleiben die Summanden fiir A, < ay) AA\; > a7y zu betrachten. Fiir diese wird wieder
mit (4.11) Lo-Konvergenz gezeigt.

2

ZZ % 1 I{)\k < ayp HA{ e = avg H Wi, dr)(Pr, Xnt1) Z (B, om){(Pm, Xi)

=1 kGZ meZ,
m#£k

" " 4
<30 T = 0 BTG < anf) (B[S0 6) 3 (8. 0m) (0 X0
keZ i=1

meZ,
m#k
C 1
< —1(1 — > I >
<o +O<¢ﬁ>>2‘éN O < n ez enf) 370 10w 2 o)

=0 (S—n) \/supP (Xk <av AN > a’yZ)
n keZ

da laut Lemma |A.1.2| gilt P (Xk <oy AN A 2> a'yZ) = (T) Damit gilt

1
Tn,220<8n+>7
n n

womit (4.9) bewiesen ist. ]

4.2. Schwach konvergenter Term

In diesem Abschnitt soll verifiziert werden, dass /= (Rn, Xn+1) unter (HO) schwach

gegen eine Normalverteilung konvergiert. Dazu wird der Ausdruck zunéchst geschrieben

als
J (v, +Bn,xn+1>
\/>Z J( )\k i<Wi>¢k><¢kaXn+1> + By,

keZ

—ZWZ —T{Ak 2 arfHWe, 6) (s K1) { Ui+ 3 (B, ) (6m, Xi) |
iz Vo ez meZ,

m;ék:
n

=: Z Znﬂ‘.
1=1
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4.2. Schwach konvergenter Term

Es seien Fp o =: 0 (Xpt1) und Fpy = o (Xpq1, X1, Wi, Y1,..., X3, W, Y;). Dann ist
(Fnii)gei<n cine aufsteigende Filtrierung und Z, ; ist JFy, ;-messbar fiir alle i € {0,1,...,n},
n € N. Die Existenz des ersten Moments von Z,;, 1 <i < n, n € N, folgert man aus der
Existenz des zweiten Moments. Denn unter Ausnutzung von (X, W) € F, 32, ., -,

(2.20), Lemma und E|U%| < oo gilt fiir alle 4, n:

2 TEWk v 2
12— > .
E|Znﬂ| Sp Z |CI<:|2 I{Ak = aryk:}E(O-Ul + Z <ﬁa qu) <¢M>X>>
keZ mez,
m#k
kak
<& D T e 2 ot} (o2 + Y 1(B: bm) P
" meZ,
mik
C TpWi C
< — I > = .
_snnz|c 2 {Ae > o} <0

Wegen (V11) sind U; und (¢, X;) (Wi, ¢r) stochastisch unabhingig von F, ;1 fiir alle
i€{l,...,n}. Zusammen mit (V2| bzw. (2.20) liefert dies

E [Zn,i|fn,i—1]
- = %Z;;I{Ak > anl} (600 Xt} {E 000V, 1) | Faici]
+ Z B, om)E [(m, Xi) (Wi, dr) |]:n,i—1]}
s
1 1
= 7w % o T 2 0} (6, Xo) { B Ui 00)
+ 3 (B, 6m)E [(ém, Xi) (Wi, 04)] |
s
= 0.

Somit ist (Zn,i, Fn.i)e (1,.n} ein Martingaldifferenzschema. Die asymptotische Norma-
litdt der Summe der Z,; folgt aus einem zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldiffe-
renzschemata. Dazu werden die Giiltigkeit einer bedingten Lindeberg-Bedingung und die
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit der bedingten Varianz gegen eine Konstante gepriift.
Dies stellen die beiden folgenden Lemmata bereit.

30. Lemma: [BEDINGTE LINDEBERG-BEDINGUNG| Es gelten (V2)—(V5|) und (V8-
(V12). Auferdem seien (X, W) € }",;L und E|U|* < co. Dann gilt

Ve>0: zan [|Zn7i|2l{|Zn7i| > e} | .7-""71'_1} = o(1).
i=1
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

BEwEIS: Um die bedingte Lindeberg-Bedingung zu verifizieren, wird die unbedingte
Lyapunov-Bedingung

n

D B

i=1

gezeigt. Diese impliziert die unbedingte Lindeberg-Bedingung, welche wiederum die
bedingte Lindeberg-Bedingung zur Folge hat, siehe zum Beispiel |Alj et al. (2014) und
Génssler et al. (1978)!

n
ZE|ZM'|4
i=1

"= o(1)

4
San<z LT > o HWh, 00 (0, X} {0T1 + 3 (8, 6m)(6m, X1>}>

kez k mez,
m#£k
c E[(W1, o) |"E[{¢r, Xo)|* oy Apyrd 4
< 872172 |Ck’4 I{Ak > O"Yk}<g EUl +E’ Z </87¢m><¢m7X1>‘ )
keZ mez,
m#£k
C W, d) (6, Xo) |2 )
e E[(“ RO X8 1 > an (o0t + 3 |<5,¢m>\2|<¢m,xl>|2)>
ke, k meZ,
v mh
Wi, o) 2 [{ o1, Xa2)|? .
+(|< PO 1 5 ooty (207 + 3 |<5,¢m>|2|<¢m,xl>|2))]'
Fiir (X, W) € F,} gilt die Abschitzung
4 s oo [V e [f | B Xa) | 5 5 s
— < .
E[(W1, o) "E[{¢r, X2)| wkxkE’ N E Vi | S N weTy,

Auferdem ist fiir alle von Null verschiedenen Summanden \; > ayY. Die Terme o*EU} +
4
E(ZmGZ, (B, ¢m><¢>m,X1>) lassen sich fiir alle k¥ € Z nach Lemma (A.1.3) gegen eine
m#£k
Konstante abschitzen. Die Reihe mit den quadratischen Summanden verhélt sich asym-

ptotisch wie s2, da die Terme o?EUZ + E(Zmiz (B, pm)|? (qﬁm,X1>\2> fir ¢ = k,l

gemaﬂ Lemma [A.1.3] lediglich eine multiplikative Konstante liefern. Fiir m = k bzw.
= [ ergibt 51ch eine Reihe, die moglicherweise konvergiert, in jedem Fall aber gegen s,
abgeschfitzt werden kann:

3 [0 2|, Xo) P

e |?

iy > avz}\<ﬂ,¢k>|2\<¢k,xl>\2]

k€EZ

5 T > a8, on)

46



4.2. Schwach konvergenter Term

< sup{[(B, ¢x) >k} sn < Clsp.
kez

Insgesamt ergibt dies

- 4 TIw? 1
v
;E|Zn,i| s Z L I{A\e > ay} + O <n>

" keZ
a:kwk 1) < 1 )
~ - =0\ —F—),
< o 2 e * o(; Vi
da S,y Y TN > an¥) < Csy, gilt 0
kEZ 37 |y, 2 k= Q% = USp gL

31 Lemma [STOCHASTISCHE KONVERGENZ DER BEDINGTEN VARIANZ| Es gelten

, Vo) und (V8)—(V12)). Auflerdem seien (X, W € F, und E|U" < o0. V
Aﬂ 4 4 2

sei eine fast szcher endlzche Zufallsvamable Falls zusdtzlich die Vomussetzungen

2 Z |k ’41{/\’6 > aygtE (|<¢k:,Xn+1>’2 - $k)2 =o(1), (4.12)
5 keZ
2
(Z TEE T > 0 H(0 n+1>!2|<5,¢k>!2> = o(1) (4.13)
kez

erfillt sind, dann folgt

n
P
2n =: ZE [‘Znyi‘z ‘ fn,i—li| — VQ.
i=1
BEWEIS: Fiir jedes ¢ € {1,...,n} gilt auf Grund der stochastischen Unabhéngigkeit von
X1 und Fp, ;-1 unter (HO)
E [|Zn,i|2 | ]:n,i—l} (4.14)

Z |C |QI{>\k > arYk}|<¢k7 ?’L+1>| {J2E [|<le¢k>|2Uz2 | ‘Fn,ifl]

B 1(Ws, 600 (3 (8, 0m) b X)) | Frie ”

meZ,
m#£k

Snn

Dabei sind die Terme in den bedingten Erwartungen wegen (V11)) stochastisch unabhan-
gig von Fy, i—1. Zusammen mit (V2)), (VI) und (2.20]) ergibt sich

B{1Z0il? | Faict] = Z|C 0 2 @ H{n, X
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4. Schwache Konvergenz des Vorhersagefehlers von Brv

(0% + 32 108 om)am). (1.15)
meZ,
m#k
Es sei nun
VZi=o? 4+ ) [(B, o) P (4.16)
keZ

Um die stochastische Konvergenz von Vn%n gegen V2 zu erhalten, wird der Lo-Abstand
betrachtet. Durch Umordnung und Abschitzung gegen die quadratischen Terme ergibt
sich zunéchst

E (VnQn B VQ)
_ g Z kT > v {0k, Xos1) (a + 3 148, 6l xm)
n ez el e,
m;ﬁk
2
D \</3,¢m>|2mm)
meZ
( SnZ’C |21{)‘k>a7k}|<¢k7 n+1>|2—zZ]
keZ
2 1B Gm) o [ > 1T = @ (g Xus)l - ]
meEZ " kez n

2
-y T T = e, n+1>|2|<ﬁ,¢>k>|2>

" kez

(Z lcr |21{)‘k > avy} (‘<¢k7Xn+l>|2 - ﬂ?k))

kEZ

2
+§;E<Z<5 Om)| me’ ‘QI{)‘k’>O‘7k}(|<¢ka X)) —ka)>
n mezZ

kEZ

2

Trw

+ E(Z RO > an (s n+1>!2|<ﬁ,¢k>!2>
=yl V& yBsl

Mit E (|{¢k, Xn+1)|? — 1) = 0 fiir alle k € Z und n € N gilt

2
<Z| |2I{)‘k>a7k}(|<¢k7 Xnp1)[? —ﬂb‘k))

kEZ
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4.2. Schwach konvergenter Term

U}2 v 9
= > B > e B (|{6k, Xnsn) P — )
7= |kl

Unter Voraussetzung (4.12) folgt damit i = o(1). Mit (4.12) und Lemma gilt

auberdem VP = o(1). Mit Voraussetzung (4.13)) gilt VB = o(1). Da Lo-Konvergenz
stochastische Konvergenz impliziert, folgt nun VnQ’n 5 V2. Da nach Satz 18

ST 1B, o) Pk = T8I < 00

keZ

gilt, ist V2 fast sicher endlich und als Konstante eine messbare Funktion und somit eine
Zufallsvariable. Die Behauptung folgt. O

32. Proposition: Es gelten (HO), (V2)—-(V5) und (V8)-(V12). Auferdem seien (X, W) €
Fy und E|U|* < co. Falls (#.12) und (13 erfillt sind, dann folgt

\/ SE <Ran+1> i} N(Ov V2)

mit V2 aus (£.16]).

BEWEIS: Mit den Voriiberlegungen zu Beginn von Abschnitt [.2)und den Aussagen der
Lemmata [30| und [31] folgt die Behauptung mit Theorem 3.2 aus [Hall und Heyde (1980)
mit den alternativen Voraussetzungen aus Corollary 3.1. O

Schliefslich ist das asymptotische Verhalten aller Terme aus (4.3)) untersucht worden,
sodass das folgende Theorem iiber die asymptotische Verteilung des Vorhersagefehlers
fiir den Instrumentvariablenschétzer formuliert werden kann.

33. Theorem: Es gelten (HO), (V2)—(V5) und (V8)-(V1Z). Auperdem seien (X, W) €

F32 und E|U** < oo. Falls zusdtzlich die Voraussetzungen ([£12)) und (.13 erfillt sind,

dann folgt
\/?<31v - B,Xn+1> 25 N(0,V?)

mit V2 aus (£.16]).

BEWEIs: Nach ([{.3) gilt die Zerlegung 1y — 8 = Ry, + Z?:l B ,,. Mit den Resultaten
der Propositionen und 29| folgt dann

3
y/ﬁ <Z Bi,nan+1> 0.
Sn .
i=1

. (Rp, Xp+1), die durch Proposition

bereitgestellt wird, folgt die Behauptung durch Anwendung des Lemmas von Slutzky.
g

Zusammen mit der schwachen Konvergenz von
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitat

5.1. Voriiberlegung

Ziel dieses Kapitels ist es, einen asymptotischen Test auf Exogenitit zu konstruieren.
Um das Quantil fiir die Testentscheidung zu bestimmen, wird die asymptotische Vertei-
lung der Teststatistik unter der Nullhypothese ben&tigt. Dazu wird im Folgenden ange-
nommen, dass das Modell exogen im Sinne von ist. Gemé&f Theorem [24] ist
der Instrumentvariablenschéitzer B 7y aus sowohl unter Endogenitét als auch unter
Exogenitat konsistent. B aus hingegen ist im exogenen Modell konsistent, unter
Endogenitét im Allgemeinen jedoch nicht, wie in Abschnitt ausgefiihrt wurde. Damit
bildet der Abstand beider Schitzer die Grundlage fiir eine Teststatistik. Die La-Norm der
Schétzerdifferenz ist jedoch als Teststatistik ungeeignet, da ihre asymptotische Verteilung
stets entartet ist. Dies ist die Aussage des nachfolgenden Theorems.

34. Theorem: FEs existiert keine Zufallsvariable Z mit nicht-entarteter Verteilung, so-

dass SnHB[V — BH D, Z, wobei (sp)nen eine beliebige reelle Folge mit limy,— 008y = 00
1st.

BEWEIS: Das Theorem lasst sich auf zwei Wegen verifizieren. So kann man das Vorgehen
von [Ruymgaart et al. (2000), Kapitel 4, auf den vorliegenden Kontext iibertragen. Hier
sel jedoch der Argumentation des Beweises von Theorem 4.1 bei |Cardot et al. (2006)
gefolgt.

Angenommen, es existieren eine nicht-entartete Zufallsvariable ||Z] und (s,)nen wie
gefordert, sodass

snll Brv — BIl = 11 Z]I. (5.1)

Da Normkonvergenz schwache Konvergenz (im Sinne der Funktionalanalysis) impliziert,
muss Sy (B v — B) schwach konvergieren. Laut einer Folgerung aus dem Darstellungssatz

von Fréchet-Riesz, die zum Beispiel als Korollar V.3.7 (a) in Werner (2011)|zu finden ist,
ist dies dquivalent zu

snlBrv — B, ) 25 (Z,f) ¥ f € La([0,1]). (5.2)

Durch Ergénzen von B aus (4.2)) lasst sich der Ausdruck auf der linken Seite schreiben
als

sulBrv — B, f) + su(B — B, f). (5.3)
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Es sei nun zunéchst der erste Summand betrachtet. Zerlegt man B v —B wie in und
nutzt die Resultate der Propositionen 27] 28] 29 und [32] so sieht man, dass lediglich der
fithrende Term T't4,, + B, fiir die asymptotische Verteilung betrachtet werden muss.
Wiederholt man die Argumente aus Kapitel [4] fiir den zweiten Summand aus , S0
erhélt man als fiihrenden Term entsprechend F}U 'x.n + Bxn, wobei

B YAy B 10> vty T 18,6 oms X

kez ' im1 A
[l [k|

Der fithrende Term von (5.3) ldsst sich also fiir ein beliebiges f € La([0, 1]) ausdriicken
als

_ ZZ b0 )T > vl <<Wz,¢k> B <Xi,¢k>> (GUZ,JF 3 <57¢m><¢m,Xi>>

Tk
1=1 k€Z meZ,
|m|#|k|

n

Sn
= — E Zi7
n “
=1

wobei die Zufallsvariablen {Z;},_, , stochastisch unabhéngig, identisch verteilt und zen-
triert sind. Fiir die Varianz von Z; erhélt man mit Rechenschritten, wie sie ausfiihrlich
spater im Beweis von Proposition [36| dargelegt werden

v (2) = 0 (12 = L) o PIOw 2 b (o4 X 1080 Parn) = iy

Tk
keZ mez,
[m|#|k|

Fiir das asymptotische Verhalten von v?l f lassen sich zwei Falle unterscheiden. Dabei sei

erwihnt, dass der Operator r—1— F}l positiv und selbstadjungiert ist. Geméfs Abschnitt
ist dann (I'~! — T'3")'/2 wohldefiniert und eindeutig.

1. Fall: f liegt im Definitionsbereich von (f‘_l — F}l)l/Q. Das heifst

(T2 = S0 o) (B =T 20y € La((0, 1))

k€EZ
und somit
@ =T Y212 =D 1 o)) — I ), éx)
kEZ
1
_Z<‘Ck’2_x>’<f’¢k>|2 < 0.
kEZ
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5.1. Voriiberlegung

In diesem Fall ist die Varianz der {Z;}
n €N

endlich, denn mit Lemma gilt fiir alle

i=1...n

w 1 v ~_ _
< CY (2 = D) PO 2 aoflh < [ - TR < o

Die Voraussetzungen fiir den zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy sind erfiillt,
es gilt
1
Jin YiaZi o,
Un,f

(0,1).

Folglich ist Sp = \f Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz erhdlt man zudem
limy, o0 V7 ;= [T~ = THY25)? = v}, sodass mit dem Lemma von Slutzky und der
Transformation der Normalverteilung gilt

1 & D

Dabei hingt die asymptotische Varianz von den Eigenwerten von [ und 'y sowie von f
ab.

2. Fall: Angenommen (\ckP - ) [(f, dr)|? = oo
Eine Folge von Funktionen (fy,)nen sei definiert durch

iz R s (2 D) 00 PION 2 anf),

Diese Funktionen sind (QZ,B)—messbar und liegen in L;i(dz), denn fiir jedes beliebige,
aber feste n € N gilt

1
o =3 (2 = D) U PIOw = o) < .
keZ
Auferdem gilt f,, < fp41 fiir alle n € N. Zudem gilt fiir jedes beliebige, aber feste k € Z

die Konvergenz

Wi

i £ = (o = 3 ) K000 Jim 10 > anf) = (2 = 1 ) KA,

n /oo x

das heifst (f,)nen konvergiert punktweise und somit insbesondere fast iiberall. Mit dem
Satz von Beppo Levi, wie er unter anderem als Satz 4.20 bei |[Klenke (2008) nachzulesen
ist, folgt schliefslich:

n—oo n—oo

w 1 y
lim vy = lim <|C:2_x>|<fa¢k>’21{)‘k2a7k}
kel
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

=5 (% - 3) 0P tim = o)

AN
1
=3 (2= 1) 1w = 0.
kEZ

Somit erh&lt man im zweiten Fall keine asymptotische Normalverteilung.

Das Konvergenzverhalten in Verteilung unterscheidet sich also fiir verschiedene T’ und
I'x. Dies ist gleichbedeutend damit, dass der Ausdruck aus nicht in Verteilung
konvergieren kann, da man keine einheitliche Grenzverteilung erhilt. Mit dem Kontra-
positionsprinzip erhélt man einen Widerspruch zu (5.1)). a

5.2. Konstruktion einer Teststatistik

Wie im vorangegangenen Abschnitt gezeigt, eignet sich die Lo-Norm der Schitzerdifferenz
auf Grund ihrer entarteten asymptotischen Verteilung nicht als Teststatistik. Stattdessen
wird der Ausdruck

T, = <B[V — B, Txn (BIV - B)> = ;i ‘<BIV - Ban>‘2 (5.4)
j=1

verwendet. Es wird also das Skalarprodukt aus der Schétzerdifferenz und dem Bild selbi-
ger unter der empirischen Version des Kovarianzoperators von X betrachtet. Da I'x ,, ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist, ist T}, eine Metrik auf dem Lo([0, 1]) und somit geeignet
um den Abstand zwischen den Schétzern zu beurteilen. Diese Idee findet man in [Miiller
und Stadtmiiller (2005), die zentrale Grenzwertsitze fiir die Differenz zwischen Schitzer
und wahrem Slopeparameter in einem generalisierten funktionalen linearen Modell unter
Exogenitit beweisen. Dafiir wird ein trunkierter, auf der Karhunen-Loéve-Entwicklung
basierender Schétzer verwendet.

Ziel des restlichen Kapitels ist es nun die asymptotische Verteilung von 7,, unter (HO)
herzuleiten. In Anlehnung an die fiir beide Schétzer identisch gewdhlte Regularisierung
wird fiir die Definition der reellen Folge (#2),en verwendet, wobei

2
= TEpWy
&= IE - Trsls = 3 (T -1) 55)

kedn

die Teil der Normalisierungsfolge fiir den zentralen Grenzwertsatz fiir 7}, sein wird. Zudem
werden die folgenden Ausdriicke fiir k,m € Z, n € Nund i € {1,...,n} benétigt:

Dign = Widk) pea > oy — 2x, 60) (5.6)
Ck T
(Wb 1,
RS ) 6.1
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5.2. Konstruktion einer Teststatistik

Zunichst wird die Teststatistik mit den Operatoren und Funktionalen aus Kapitel [2] for-
muliert, um dann in einem Zwischenschritt fiir beide Schitzer eine Zerlegung angelehnt
an (Cardot et al. (2006) vorzunehmen. Die entstehenden Terme werden so zusammenge-
fasst, dass sie jeweils aus der Differenz der analogen Ausdriicke fiir B v und B bestehen,
um abschliefend noch Hilfsterme einzufiigen.

wobei

Brv — B =T}y + T8 — Tl Uxn — T Tx 0B

= (B = )ty — (T, = T ) s + (T — T, ) 8
+ Tty — Tltdy
= (Bhth — T ) = (F2 — Thtd ) + (FhT0 ~ T D) 8
+ T, — Ty,
- (f;dn - r;nux,n) i, (szJn - rgux,n)
+ (ThT = Tl Paxn ) 8= Ty, A,
I, (szJn — T, + An) - (ﬁdn — T, + An)
+ T, — Tt + A,
=Tn1+ Tn2 +Tns + Ry, (5.9)

Ry, =TTU, — Ty, + A,

1 n
A= 303 Dind =t} D Simon (5.10)
1=1 kEeZ meZ,
Im|#| k|

Aus dem Term % > et (R, X ;)|? geht dabei die asymptotische Verteilung der Teststa-
tistik hervor. Er l&sst sich schreiben als

1 n
=3 (R, ;)P
j=1

= % Z (g — 1) ’ ZDi,kl{)\k > avﬁ}(an + Z Si,m) ‘2
i=1

meZ,
Im|#|k|
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Zku{)\k>ayk}{Z]le| ]aU + > Zm]

keZ meZ,
[l [

+ Z Dzk<UU+ Z Szm> Jk<UU + n% Sjm)}

i,7=1, mEZ,
i#j |||
1
=) z X)X 60T > 0o} zw}{

Ikl ||

ik

ZDM<UU+ Z m> u(aU—l— Z m)

meZ, meZ,
Iml£[k| Im|#|l]

+ i uk("U“+ 2 S“m) ’2Z(JU’2+ 2 SlQ’m)}

i1,i2=1, meZ,

in#i [l [k

5
= ZR
i=1

meZ,
[m|#|l]

(5.11)

In Abschnitt wird gezeigt, dass R, 3 bei Multiplikation mit einer geeigneten Nor-
malisierungsfolge einen zentralen Grenzwertsatz flir Martingaldifferenzschemata erfiillt
und somit asymptotisch normal ist. Dafiir werden zunichst eine bedingte Lindeberg-
Bedingung sowie die stochastische Konvergenz der bedingten Varianz gegen eine Kon-
stante gezeigt. Die verbleibenden Terme werden anschliefsend in Abschnitt diskutiert.
Dort wird bewiesen, dass Ry, 1, R, 4 und R, 5 sowie die aus T}, 1 und 7T}, 2 hervorgehenden
Terme asymptotisch vernachlissigbar sind und dass R, 2 einen Bias-Term liefert.

5.3. Schwach konvergenter Term

Im Folgenden sei fiir i € {1,...,n} und k € Z

Uy, = oU; + Z Sim
meZ,
|m|#|k|

definiert. Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass fiir alle ¢ € {1,...

E% =0
El %> =0+ Y [(B,6m) [ om
meZ,
[ml#lk]
ED; 1Si) = 0.
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5.3. Schwach konvergenter Term

Insbesondere ist %; j, unkorreliert mit D; , fiir alle ¢ € {1,...,n} und k € Z. Im Folgenden
sei der Term

n 7j—1

n 1 P y

% R, 3= § 71571 § U; 1 Dj 1 E U 1 Di pxpI{ )\ > avy}
n j=2 ™" kez i=1

n
=> Y (5.13)
j=2

betrachtet, mit
1
YTL,j = m Z %,ij,an7j7k7

n

kEZ
wobei
j—1
Zn,jk = Z U 1 Di oI { )\, > oy}
i—1

Ziel ist es nun zu zeigen, dass ;- R, 3 schwach gegen eine Normalverteilung konvergiert.
definiert iiber

Fiir die aufsteigende Filtrierung (Fp.5),,cn 0<i<n

‘FTLJ = O‘(Xl,Wl,Yl, N ,Xj,VVj,Y}), —Fn,O = U(@,Q), (514)

ist Y, ; messbar beziiglich F,, ; fir alle n € Nund 1 < j < n. Weiter ist Y,, ; fiir alle
n € Nund 1 < 5 < n zentriert und unter den Voraussetzungen und (X, W) € .7-"7?
quadratisch integrierbar. Da Z,, ;; messbar beziiglich F, ;j_1 ist und %D, stochas-
tisch unabhingig von F;, ;1 ist, erfiillt Y}, ; zudem fiir alle n € N und 1 < j < n die
Martignaldifferenzeigenschaft:

1
EYoj | Faja]l =1 2 ZnjkB[%pDjk | Fnj-]

nl
keZ

1

= > Zn kB (% 1Dk = 0.
" kez
Somit ist die Folge (Sn,p = Z?:Q Y, ]:n,p) ein Martingaldifferenzschema. Um
2<p<n<oco

nun einen zentralen Grenzwertsatz fiir Martingaldifferenzschemata anwenden zu kénnen,
wird zunédchst im Rahmen von Proposition [36] die Giiltigkeit einer bedingten Lindeberg-
Bedingung iiberpriift, um anschliekend mit Proposition [38] die stochastische Konvergenz
der bedingten Varianz des Diagonalelements S, ,, gegen eine Konstante zu verifizieren.
Dieses Vorgehen findet sich zum Beispiel bei [Hall (1984), Beweis von Theorem 1, und
bei |Birke (2006), Beweis von Satz A 4.

Da im vorliegenden Fall die Filtrierung F,, ; = F; erfiillt, ist <Sn = 2;22 ij,}"n) N
ne

eine Folge von Martingaldifferenzen. Auf diesen Spezialfall l&sst sich oben beschriebenes
Vorgehen anwenden, wie man in den Bemerkungen nach Corollary 3.1 in [Hall und Heyde
(1980) nachlesen kann.

57



5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

35. Bemerkung: FEs wird sich zeigen, dass die Normalisierungsfolge fiir den zentralen
Grenzwertsatz ;- ist. Nach Voraussetzung @.21) gilt |cx|* < xpwy fiir alle k € Z.

(i)

(ii)

(iii)

Somit tritt der Foll lim,,—so t% = 0 genau dann ein, wenn ]ck\Q = xpwy fir alle k €
Z. Das bedeutet aber, dass die Korrelation von (X, ¢r) und (W, ¢y) fir alle k € Z
gleich Eins sein muss und somit, dass W und X perfekt linear zusammenhdngen.
Dann wdre aber im Falle der Endogenitit auch W mit U korreliert.

Es ist im Allgemeinen nicht klar, ob t2 divergiert oder konvergiert. Es werden die
quadrierten Abstinde zwischen Eins und dem quadrierten inversen Korrelations-
koeffizienten von (X, ¢r) und (W, ¢) aufsummiert. Das Konvergenzverhalten von
t, ist damit von der Korrelation zwischen X und W und somit von der Glite des
Instrumentes abhdngig.

In jedem Fall gilt limnﬁm% = o0o. Denn mit t, < é\/zke% |z — )\k|2 sowie
(V10) und Lemma[A.1.5 erhilt man die Abschitzung

n
. > Cna > Cna? ™= oo

n

n N—Q0

und somit, dass /7~ — 00
n

36. Proposition: [BEDINGTE LINDEBERG-BEDINGUNG| FEs seien die Voraussetzungen

(V1)- (V13) erfillt. Dann gilt unter (HO) fir (X,W) € .7:;1 die bedingte Lindeberg-
Bedingung

Ve>0: Y B[V IH{|Yasl > e} | Fajot] —2 0 fir n— . (5.15)
=2

BEWEIs: Wie in Lemma [30] folgt die Giiltigkeit der bedingten Lindeberg-Bedingung aus
der unbedingten Lyapunov-Bedingung. Es wird also

n
> EYa,l*t =o(1)
j=2

verifiziert. Dazu zerlegt man den Term zunichst folgendermafien:
n

> EYV,l

=2

R .,
= 1) { D B iDinZnjil" + Y B|UinDjkZnx1DjiZn
n
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5.3. Schwach konvergenter Term

+ > B U%j,ij,an,j,k‘2%71Dj,lZn,j,l%j,ququn,j,q}

k€2,
||, |t #lql kI

+ >, B [%,ij,k:Zn,j,k%le,zZn,j,l%ij,pZn,j,p%qu,qZn,j,q} }
k,l,p,q€Z,
KL 1]l ],
KLU L kIl

4
= E Ln,i~
i=1

Fiir L, 1 nutzt man zunéchst aus, dass fiir alle k € Z,n € N,j € {1,...,n} die Z, ;
stochastisch unabhingig von %; ;. D; . sind, sowie dass %} und D;; unkorreliert sind.
Weiter ist das vierte absolute Moment von %; ;, wegen und Lemma gleichmékig
beschrénkt. Das vierte absolute Moment von D j, schitzt man wegen und (X, W) €
]-'7‘71 ab gegen

E[(W, ¢)[* | Bl(X, ¢3)|* w1\ _Cy
E|Dj,k|4gc( ‘<|Ck|4> + I . ) <Cn ﬁﬂ?ﬁ <5 (5.16)

Auch fiir das vierte absolute Moment von Z, j wird eine Abschitzung bendtigt. Da fiir
alle k € Z und i,p € {1,...,n},i # p, % rD;) und %, D, stochastisch unabhéngig
sind und E%; 1. D; ;. = 0 gilt, sind bei dessen Berechnung lediglich die quadratischen Terme
relevant. Die Momente von %, sind beschrankt nach Lemma und . Zudem
gilt wegen der Unkorreliertheit von |%; x|? und |D; x|* fiir alle k € Z,4; € {1,...,n}

w 1
B %, 1 Diy % = B % 4 PEIDi i < C (’“ - ) . (5.17)

ekl

Zusammen mit (V10]) ergibt dies

Jj—1 4
E‘ Z U 1. Di i I{ )\, > OWZ}‘
i1

j—1
= 2p{ A > 0471?}{ S B Ui'EIDikt+2 > E\“Z/z'l,an,kIQE!%Q,kDiz,k\Q}
i=1 1<y <ig<j—1
Cn 4 v 2 2 [ TkWk ? v

Damit folgt fiir Ly, 1

1 n
Lya =11 > Bk "E|D; k| 'E| Zn, |
n =2 k€ezZ
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

IN

C n j—1 A
tinta? Z Z E‘ Z U o Di o I{ e = ozv};}‘

j=2keZ  i=1
C 9 1 TpWy 2
—_— zil{\ > oy} | —s= —i—(—l
ttna? kGZZ Kl b na?™ ¥ |ex|?

2
= o(1) (Zx‘éf{xk > anf}+ Y ot (“"k - 1) I{A 2 cw,z}) ,

2
" \kezZ keZ |Ck|

IN

wobei die erste Reihe nach Lemma konvergiert und die zweite Reihe sich gegen
Ct2 abschiitzen lisst (oder sogar konvergiert).

Sei nun der Blick auf L, 4 gerichtet. Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit von Z,, ; 1
und %;,D;; fiir alle k,l € Z ergibt sich

E (% 1Dj kZn i1k 1 D51 2031 % pDjpZn.jp%.qDjqZnja
=B xDj s 1D 1% pDjp % qDj.q|E| Zn jkZnjiZnjpZnja)-

Zunéchst {iberlegt man sich die Struktur im ersten Erwartungswert, der den Term

= (UUj-‘r Z Sj7m> (UUj—i- Z 5]7) (UUj—l- Z Sj,m) (JU]‘-F Z %)
meZ, mEZ, meZ, meZ,
Im|#|k| Im| 1] Im|#|pl |m|#laql

enthélt. Fir alle j € {1,...,n} gilt: D;x, D;;, Dj, und Dj 4 sind unkorreliert mit Sj,,
fir alle m € Z\{m € Z : |/m| = |k|,|l|,|p|, |¢|} und stochastisch unabhéngig von Uj.
Da ES;,, = EU; = 0 fur alle m € Z,j € {1,...,n} gilt, sind unter (HO) fiir obigen
Erwartungswert lediglich die Terme

Sk DjrS51D;155pDjpSjaDig

relevant. Fiir diese gilt jedoch wegen ihrer Unkorreliertheit

E [Sj,ij,ij,le,lSjprj,ijquj,q] = E[Sjk Djr E[S1DjalES)p Djpl B[S Djal.

wobei fiir alle k € Z gilt

BISiDu] = (Bl [(or, ;) (20 - i)

k Tk

(5. (Ck _ > —0. (5.19)

Ck L

An dieser Stelle sei angemerkt, dass auch alle Erwartungswerte der Form E[S} ;. D; ;| und

E[S;xDj ] gleich Null sind, da wie in Abschnitt erklart lediglich reellwertige X (t),
t € [0, 1], betrachtet werden. Somit ist L, 4 = 0.
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5.3. Schwach konvergenter Term

Fiir Ly, 2 ergibt sich auf Grund der stochastischen Unabhéngigkeit von Z,, ;; und %;, fiir
k,l € Z die Darstellung

L2 = i 42 > B kD 1D51 "Bl Zn j 1 Zn i
=2 k,l€Z,
)

Fiir die erste Erwartung iiberlegt man sich weiter, dass

Uik = Sja+ S 1+0Ui+ Y Sjm, (5.20)
meZ,
|m| |kl

wobei oUj + ) imlez, Sjm unkorreliert mit Sjx, S; — sowie Dj,kDij,l ist. Auch (an +
[m|#| k][] L
> mez, Sj,m) (an+Z mez, Sjjm) ist unkorreliert mit D;D;;. Zudem gilt S; _j =
|||k, || Im|#|k], |1
S] k- Mit Lemma, 3| fithrt dies zu

B|%;xDj 1, Dl

-2
—E‘( Sii+Sj1+0oU; + Z (S]k+S] —k +oUj+ Z S]m D;rDj;
Im|€Z, |m|€Z,
|m|#|k[,|l] Im ||kl ||

< C{E|S;,8;xDjxDsa” + B|S;u DDyl
+E[S;xD;xDyu|* + B|D; D"}
< C{E[S;xD; 4| B[S;Dji” + B[ Dy | B[ S5, D;”
+E|S;xD;4|*E|Dsi|* + E|D; s Dsi|*}- (5.21)

Dies wird mit der Ungleichung

B[SiaDia" < |<ﬁ’¢k>’2\/E|<X7 o) *E|Dj*
4 a~ 1/2
< V/l(B, 6x) (EKT? riw 4 Bl ) )

L
9 1/2
SC’<B’¢R>2xk<‘w’4+ 2) _CW

L,

: (5.22)

die fiir (X, W) € F,) fiir alle j € {1,...,n} und k € %, gilt, weiter abgeschiitzt. Mit den
bisherigen Rechnungen lasst sich nun auch die zweite Erwartung handhaben:

j—1
. 2
E|ZyjkZnji|” < Cagaf{Ne = ani H{N > Oé’YlV}{E’ > U Di %, Diy
i=1

)

+ E’ Z Ui, 1k Diy x Uiy Diy 1

1<i1<ie<j—1
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

j—1
< Crjai{A = anf }{N > a’n”}{ > "B\ Dy %, D;,)
=1
+ Z E [%thilyng/illeihl] E [%27kDi27k02/i27lDi2,l]
1<iy <ig<j—1
+ Z E %, xDi, x> E|%y 1Dy |
1<iy <ig<j—1

+ > B (%, kDiy k> B (%,1Di 1| B (%51 Diy i

1< <ia<izg<j—1

+ Z E [%1,kDi1,k} E %z,kDig,k‘

1<41<i9<i3<i4<5—1

E (%, .D;, 1| E %, 1D, }

Auf Grund der Unkorreliertheit von %, und D; j, fiir alle k € Z,i € {1,...,n}, sind die
letzten beiden Summen gleich Null. Mit den Ungleichungen (5.21)) und (5.22)) erhédlt man
fiir alle k,l € Z,|k| # || und i € {1,...,n}

E|% 4 Di %, D;,|*

lek2

CI(B, o) Par [ w 1 w, 1 wy 1
T <rcl|2‘xl>+(w‘xk>(ww>}' 529

Die zweite Summe ist gleich Null, da fiir alle k,l € Z,|k| # || und i; € {1,...,n}
Siy kDiy k und S;, ;1 D;, ; unkorreliert sind und in Folge (5.19)) erneut angewendet werden
kann:

2
< C{;‘<5a¢k>’21’k<ﬁy¢l>’2xl * C‘w’jl)' - ( e x )

E [%17/€Di1,1€%171Di1,l] =E [SithiLkSil,lDihl] =E [Sil,kDilJf] E [Sil,lDil,l] =0. (5.24)
Die Sumimanden der dritten Summe lassen sich mit (5.17)) abschatzen. Somit erhdlt man

E|Zy i1 Znji?
< CajaiH{ > ay}{\ > anf}(n = 1)

{ < g, W00 (w1
a? ! .

lerl2

CUB, ox) Pz [ w 1 Wy, 1 w; 1
T 5 )T 2 4. ) Vel2 o
a ] x ek Tk e x

rnn (- ) (-0 b

(B, or) Pl (B, 1)
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5.3. Schwach konvergenter Term

Verwendet man dies fiir die Abschétzung von L, 2, nutzt die Symmetrie der Summen
iiber k und [ aus und schitzt gegen die quadratischen Terme ab, so ergibt sich

C
L2 < prv Z xix?l’{)\k > oy HA{N > anf'}
n't L iez,
||

C
{OZQ\W, o) P (B, di) P +

B

+C|<B,¢k>|2$k(wl B 1>+<wk 1)(101 1)
2 2 1~12
o lal* le|?  xp) \Jal?

C1(B, 02 ( w, 1)

ekl

CI(B, ¢w)Pxr (wy 1 Wk 1 wy 1
+ s o) T\ e o) Ve o
! le]? lek|? =k el

+(n_2)<::|€2_$1k> (’;UNB_Z;)}

C , ,
S Z zpatI{\g > o H{N > o'}

ClB, )|z < w1 )
«

(B, o) Pxr (B, du) Py +

c
pel

{

' klez,
e
C 4 92 4 2 C‘<5>¢l>|4ml2 Wk 1 ’
{a4‘<57¢k>| 2| (B, o) "y + a2 |cx|? 5
we 1w 12
ek ai| [lal? x

+n

ekl

() Gor )| Go = 22) (o~ )
ekl xk) \Ual? ekl xk) \al?

2
C C c
= Ana?)e (Z|<Bv¢k>|4$i) + Wlezz\w, oul'zl + —

kEZ

¢ 2
@K@%)I%k\(ﬁ,@”?xl I C\<B,$z>! z < wy 1 >
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

2
¢ E: 2,2 [ WkTk y
4,02 - >
+_t4noﬂ <k62|<ﬁ)¢k>|l% (|CkP 1) I{Ak__(yyk}>

n

C 9 9 (W] y C
- - " > —
+t2na E :‘<57¢l>| ] <‘Cl’2 1> [{)\l_a%}"‘n

n leZ
<o) vO (3t ) * e G 000+ 0[S 108 00t
keZ keZ
1 1 1 1 1 1
(st owr) Ot e)
= o(1),

wobei die beiden Abschitzungen

t4na2(2’ B, dx) ‘2 2<I|Uka )I{)\k >04’Yk}> = t2 a2 Z’ B, ék) ‘49% :O(tlz)

keZ
Pra Sl o0t (T 1)1 2

< nca\/w_"(tni/ﬁ

verwendet wurden, die durch Anwendung der Holder-Ungleichung und von Lemma
folgen.

Fiir die einzelnen Summanden von L, 3 erhélt man wegen der stochastischen Unabhan-
gigkeit zunichst

E(|% Dk Zn.j kl?
= E[|%xDjx

Ui 1D Zn,51U),qDjqZn.jq

00514 D; g |E (| Znjk* Zn,j1 Zn jig) -

Mit analoger Vorgehensweise zu der der bisher betrachteten Terme iiberlegt man sich,
dass die einzigen in Erwartung von Null verschiedenen Terme gerade die der Gestalt

E(|%xDjx|*%.D;,%.4Dj
= E|D;1’B[[S;.1° D, E[|S).4* Djq]

_ <“’k - 1) 18, 62148, 60)?

lek|> oy

B |:|<Xj7¢l>|2 <<Wg(‘;l¢z> B <X;’l¢z>>] E [’<Xj’¢q>|2 <<¢qchj> 3 <¢q:;Xj>)]
q q (5.25)

sind. Bei der Betrachtung von E [\Z g 2 .Gl %n,j,q| Nutzt man zunédchst aus, dass wegen
E|% 1D, x%; 1 D;;] = 0 (siehe (5.24)) und E[%; ;. D; 1] = 0 fiir alle k,l € Z, |k| # ||, und
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5.3. Schwach konvergenter Term

i €{1,...,n} lediglich eine Summe iiber Terme der Gestalt wie sie in (5.25)) beschrieben
wurden von Null verschieden ist. Somit ergibt sich

E(|Zn.jk|* Zn.j1Zn.j.q

7—1
= gzl {0 = oy H{N = oy H{Ag > o)} ZE[|%,kDi,k!2%,1Di,z%,qu,q]
=1
und damit
Ln,3
1 v v v
=< Y wtmmgd (A 2 e {2 0} (A > oy}
n k,l,q€Z,
[kl 111#ql, k|
Wk 1\? 4 4
(2 - 1) s an s, o0
W) (X, ¢ (6, W) (dg, X)\T\?
(E [|<X,¢z>|2(< ) >)}E[|<X,¢q>|2( o W) _ (% |
qa Xy Cq Zq

Die Reihe iiber k lisst sich gegen ¢2 abschiitzen. Mit der Hélder-Ungleichung ergibt sich
fir | € %,

<E[’<X7¢l>2<<¢l w) (¢, X)

2
- EN) < Elx o | 1

)
& T
§773;l2 (—> < —uj.
al? a?

Mit (V10 und Lemma fithrt dies zu

c \ 1/2
4 Tk — g
Lns < t%? (Z |(B, dr)| 2 A )

kEZ
C , 1
< g 2 |13.00 't~ o ()

a

37. Bemerkung: Bestinden die fir die asymptotische Verteilung relevanten Terme
U, = oU; + Z|m|¢|k| Sim (0 €{1,...,n}, k € Z) lediglich aus oU; so liefle sich die be-
dingte Lindeberg-Bedingung analog zum Beweis selbiger in Lemma A.6 in |Birke (2006),
der sich wiederum auf Lemma 2 in |Hall (1984) stitzt, verifizieren. Der hier zusdtzlich
vorhandene Ausdruck E|m|;£|/<;| Sim 1st jedoch im Vergleich zu den Fehlertermen nicht
unabhdngig von den Gewichten des Schdtzers, sondern bestenfalls unkorreliert zu die-
sen. Darin liegt die Begrindung der aufwendigen Argumentation im Beweis sowohl von
Proposition als auch von einigen folgenden Resultaten.
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

38. Proposition: [STOCHASTISCHE KONVERGENZ DER BEDINGTEN VARIANZ| Es seien

die Voraussetzungen (V1)-(V13)) erfillt. Zudem gelte

1 4
= Tk 1) = o(1). (T1)
ty - |CkP

ket

Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7-"#
n
V=Y EV2 | Fojo1] =50 fir n— oo, (5.26)
j=2
wobei W eine positive Konstante ist.
Beweils: Zunichst wird die bedingte Varianz in drei Terme zerlegt. Der gemischte Term

fir k,1 € Z,|k| # |1], fallt dabei weg. Denn wegen der F,, j_1-Messbarkeit von Z, ;; und
Zn,j,1 sowie der stochastischen Unabhéngigkeit von % D;%;;D;; und der Filtrierung

lasst sich (5.24]) anwenden:
E[“Z/j,ij,an,j,k%,le,lZn,j,z | ]:mj—l] = Zn,j,an,j,lE[%ij,k%le,l =0.

Fiir den verbleibenden Ausdruck nutzt man erneut aus, dass %;D; stochastisch un-
abhéngig von JF, j_1 ist, sowie dass %, unkorreliert mit D, ist:

1 n 2
9, = 5z B[ X #uDuia] 1 Fug]

j=2 keZ
n 2
Sl 17
71=2 \ keZ

+ > E{%ij,kZn,j,k%le,lZn,j,l | fn,j—l}}

ke,
|l
1 n
=32 !Zn,j,kIZE[\%ij,k 2 fn,j—l}
n J=2 keZ
1 < i 2
= o2 Z Zwilw > ay} Z%szk‘ E|%;Dj x|
=2 kel i=1
1 n
= 55 2 2 ekl (A 2 e }E| % *E|Djal?
=2 kel

j—1 j—1
(Z!%,kl)i,k!2+ Z %,kDi,k%p,kDp,k>

i=1 i,p=1,
i#£p
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5.3. Schwach konvergenter Term

1 Trpw v
= < k ‘f - 1) IH{\, > o} YE| % 1)

2
tzn

kez e
n—1 n—1
(Z % 1. Di i |* + Z %,kDi,k%p,kDp,k>
=1 ip=1,
i#p
= mn,l + SZ]TL,Q'

Im Folgenden wird gezeigt, dass aus U, 1 die asymptotische Varianz hervorgeht, wihrend
0,2 asymptotisch vernachléssigbar ist.
Zunéchst wird verifiziert, dass U, 1 stochastisch gegen

= (02 + 318, 0m) ) (527)
meZL

konvergiert. Dabei ist ¥ > 0 und wegen Lemma endlich. Unter Verwendung des
Ausdrucks

-1
% LWk <
D=0 > (2 - 1) I, > o} ) BIDsf (5.28)
tan = ek p
wird nun gezeigt, dass

E (U1 — H.)° = o(1)

sowie dass %0 der punktweise Limes von §,, ist. Zunichst ergéinzt man den Term |(3, ¢y )|?xy,
in E|% x|?, sodass man fiir i € {1,...,n} und k € Z schreiben kann

|% 1 Di | *E| % k|* — VE|D; 1.
= 02|, Di P — BE|Di 2| — 1%k D1 (8, 1) P

Die entstehenden Terme werden dann sepaprat abgeschitzt, wobei man verwendet, dass
o2+ 3 ez (B, dm)|Pam < C gilt. Es ergibt sich

E (mn,l - f)n)Q
1 Tpw —
KWk
— B X (T 1)tz e}
tn kezZ ekl i=1

2
{0"2(|% 1 Dis? ~ B2BID 2] — |% D14 P18, ¢k>\2xk}>

C LWy , n ) " ,
- tE<Z (et —1) 70 2 @0 3 s Disl? ~ 251D,

=1
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

n—1 2
C 2 [ LW 2 v 2
+ t%n2E<Zxk ( o2 - 1) [(Bs @) |7 I{, = O"Yk;}z |%7kDiJ€|

keZ i=1

2
= i QZ (””’“wk—l) I{A\ > anf}
1

{ 3 B(1%aDisl - 0B D)’

i=1

+ i E[|%i,kDi,k|2 - m1/2E|D17k|2}E[(|% kDp gl — WI/QE|D1,1€|Q} }

i,p=1,

i#p
TEpWi v Tiwp v
prws) Z < —1) I{\, > avi o (clP_1> I{N > oy}
tan” 92,
|k|£]1]
n—1
{ > E[(|%‘,kDi,k|2 - 5171/2E|Di,k\2) (|%,lDi,l‘2 - le/2E|Dz‘,l|2>}
i—1
n—1
+ E[W/zka‘, 2 - %1/2E|D,-,k|2}E[%,ZDMF = ‘171/2E\Dz‘,l\2] }
3,p=1,
i#p
2 TpW il ?
kW
v WE(sz (2% 1) (5,00 TN > anfy S %Di,u?)
n keZ i=1

= Vn,l + Vn,Q + Vn,i’)-

An dieser Stelle seien einige kurze Voriiberlegungen gemacht, bevor die Terme V,, 1,V o
und V,, 3 diskutiert werden.
Mit

1
E|%xD; 1> = <o— + Z (B, pm)|? m) <’:;’“‘2 - xk) (5.29)

meZ,
[ml[k|

was sich aus der Unkorreliertheit von |%; x|* und |D; |? fiir alle k € Z und j € {1,...,n}
ergibt, sowie mit Lemma [A.1.3|und (5.16]) gilt fiir alle i € {1,...,n} und k € 7,

2 2
E <\9/i,kDi,k:|2 - le/2E|Dz',k|2> <C <E|D1,k:|4 — (E|D1x?) )

< OE|Dy4|* <

ag. (5.30)

Weiter lasst sich der Term

B 1% Di i — B2E|Disf2] = —EIDy 4 I(8, én) P
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5.3. Schwach konvergenter Term

_ (mw 9
—— (= 1) I3, (5.31)

vereinfachen. Fiir die gemischten Terme mit k,1 € Z,|k| # |l| und i € {1,...,n} erhélt
man mit (5.23) und wegen 2% — -~ > 0 fiir alle k € Z die Abschitzung

[ex ]

B[ (1%, Dirl* - mlﬂErDi,kF) (1%,Dsf* — 0'2E| D; ) |

w 1 w 1
< E[I?/l,kDLk@/LlDl,lﬂ + <7k - 7) (7l B 7>

leel?  zp/ \a|?  x

IN

C{;|</Ba¢k>2xk|(ﬁ,¢l>] T+ = \(5 &) |2 (|C i i)

Lk

18, én)? (,c 2 ;) + (’:’Tz—;) (,:}”7’2 —;)} (5.32)

Fiir V,, 1 ergibt sich mit (5.30) und (5.31)) unter der Voraussetzung (V10 die Abschétzung

2
LW
(TR S ( ¢ ’“—1) I > 0t}

kEZ
n mkwk 4
2
RS <> —

4
sy e (T 1) Gedituz e =o(14 ),

b keZ n

denn die erste Reihe lasst sich gegen Ct2 abschitzen (oder ist sogar konvergent Die

zweite Reihe konvergiert wegen und Lemma . Dies sowie und -

verhelfen dann zusammen mit der Symmetrie der Terme in k und l zur gewunschten
Konvergenz des zweiten Ausdrucks:

2
cl] 1 2 [ TkWk 2

no < — —1 , I > ayy

V’Q_t%{naz (kzez””k<|Ck|2 )'“ PP ‘”“)

2 Tw 2\2
y o (Z o (Tt = 1) 1o e Prin > om”}> 4 1) }

lEZ

2 2
th (Zxk (kak - 1) (B, i) P T{\, > av%}) .

kEZ

Das Quadrat der ersten Reihe lésst sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wegen
Lemma gegen Ct2 abschiitzen. Analog erhiilt man die Konvergenz fiir die dritte
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Reihe unter Voraussetzung (T'1). Der gemischte Term lésst sich ebenfalls konservativ mit
3
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gegen % abschétzen. Somit gilt

1 1 1
Vpo=0(14+ = ol—).
el ) o)
Fiir die Abschétzung von V,, 3 verwendet man (5.23) und (5.16), was fiir alle k € 7,
gilt.

c LW ? v 2
Vas < 55 2 ai <W - 1) (B o) T > anf H{nEIDy il + 02 (E|Dy 4 ?)* |

nokez
C LW}
+ t4n2 Z 37% ( ‘C |2 - 1) ‘<ﬁ7¢k>’2I{Ak 2 OC'YZ}
(O F=A k
k|
Wy .
a2 (Tt 1) 150 PEN 2 o)

lekl? a

CUB, o)y (w1 wy 1 w, 1
+ 5 )T 2 . )2 4
« ] x k| Tk ] x
W 1 wy 1
o2
el @) \|al?> @

C TpWw 2 5

2
%|<ﬁ’¢k>|2xk"<5v¢l>|2xl i C[(B, o) |" 21 < w, 1)

{n

C 4
+ =3 (R 1) 18, 0n) T > o))
t |
2
C
T (Z ot (T 1) 1B oudl T > om’é})

C Tpw 2 , 2
i, (%xk ( of 1) (8, o) PT{A, > avﬁ)

(B, d) P T{ Ak > avf}

i (””,”’;‘;‘ - 1) (8, 8T\ > ot}
Z
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5.3. Schwach konvergenter Term

2
C TpWy 2 9
o (Zxk (% = 1) 1800 T 2 o)
keZ
1 + . + ! + — =
ity
unter Voraussetzung (T'l). Somit ist verifiziert, dass
an,l =9, +op (1) .
Dabei gilt die punktweise Konvergenz
—1 TrWE 2 vy
hm Hn = ‘linh_{glo n Z o 1) I{ > oy} =2, (5.33)

kEZ

Bleibt zu zeigen, dass 2, 2 stochastisch gegen Null konvergiert. Dafiir wird wieder Lo-
Konvergenz gezeigt. Hierbei schitzt man fiir alle ¢ € {1,...,n} und k € Z mit (V9) und
Lemma den Term E|% x|? gegen eine Konstante ab.

C Tpw el ?
E’%n’2‘2 < 2 { sz <‘§|2k — 1> I{)\k > Cv")/k}E Z %sz k%p kDpk
n keZ k i,p=1,
i#p
Tpw W
+ > ( kk 1>I{>\k2a7}§}$l <’121—1>I{)\l2a%”}
kl€Z, cl
|21
n—1 n—1
E!( Z %,kDi,k%p,kDp,k> ( Z %,lDi,l%p,le,l>]}
i,p=1, 4,p=1,
1#p i#p

Da % 1. D; ), stochastisch unabhéngig von %, 1. D, . ist fiir p # 1, sind alle nichtquadrati-
schen Terme gleich Null. Fiir die quadratischen Terme mit k € Z wiederum gilt

n—1 n—1

2 2 2
>, E)%kDi,k%,kDp,k’ = Y Bl%uDik"B|%, 1 Dy
i,p=1, i,p=1,

i#p iF#p

= (n=1)(n—2) (B[% 1P EID1 1)’

< Cn? < Wk _ 1)2
- k2 ap

Fir k,l € Z, |k| # |I| erhélt man mit (5.24)

n—1

Z E [(%,kDi,k%,lDi,l> <%p,kDp,k:%p,l-Dp,l>i|

i,p=1,
i#p
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

n—1
= Z E[%,kDi,k%,lDi,l}E[%p,kDp,k%p,le,l = 0.

3,p=1,
i#p

Daraus resultiert unter Voraussetzung (T'1)

C TRWi 4 v
B2 < 3 (T8 1) 10w 2 anf) = o)

wOoraus
%ng = op (1)

folgt. Dass die Summe zweier stochastisch konvergenter Folgen gegen die Summe ihrer
Limiten konvergiert, impliziert schlieklich die Behauptung. O

39. Bemerkung: Fiir die Konvergenz von U, 1 in Proposition geniigt die schwdchere
Voraussetzung

2

1 TRW 2 ) ,
th <Z$k <|Ck’2 - 1) (8, @) " I{ Ak = Oé’Yk}> =o(1)

n \kezZ

anstelle von (T1)).

Nun kann ein zentraler Grenzwertsatz fiir R, 3 formuliert werden.

40. Proposition: Die Folge (12),en aus (5.5) erfiille lim, o t2 = co. Weiter seien die
Voraussetzungen (V1)—(V13|) sowie (T1) erfillt. Dann gilt unter (HO|) fir (X, W) € .7-“:71

tﬁRn,?) i) N(0> Qj)a

mit 8 aus Proposition [38

BEWEIS: U ist als positive Konstante insbesondere endlich und messbar. Nach den Vor-
iiberlegungen zu Beginn von Abschnitt ist R, 3 ein Martingaldifferenzschema. Mit
den Propositionen [36] und [3§] folgt die Behauptung aus Theorem 3.2 unter Berticksich-
tigung der alternativen Voraussetzungen von Corollary 3.1 bei Hall und Heyde (1980)k

O
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

5.4. Diskussion der Bias-Terme

41. Proposition: Sei (X, W) € ]-",%28 und U erfiille E|U|'?® < n < co. Dann gilt unter
den Voraussetzungen (V1)—(V13), dass

BEWEIS: Fiir

Ty = (Tt = T ) = T, (T2 — Tt )

X
kez k

=Y H{A > anf}= ZUDZM@,

keZ
DU, — Tx = > I = o H{ > vl ZU ((W;%) - <X;k¢k>) Pk
kEZ

kEZ

Damit lisst sich das erste absolute Moment von < > =1 (T, X]~>|2 ausdriicken und mit
der Dreiecksungleichung abschétzen:

n

1
E 5Z\<Tn,1,Xj>|2

=1

<—ZE

2

ZZU (dr X)) H{Mk > v} (Dign — DirI{k > arf})

i=1 keZ

s;zz&

j=1i=1

2

> (0, X)) H{Me = 0y 3 { Ak = a8} (Ds jon — Dig)
kEeZ

2
+ZE‘ Oy X, I{)\k>047k}l{)‘k<a’)’k}len
kEZ

+ > [ G X)) H{Ake = o JI{AL < o} Di e
ke,
|kl£11]
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

(Xj, d1)I{\ > anf Y T{N < OéVZj}Di,l,n} }

1 2 3
T )

Zuerst wird T[ }1 untersucht. Fiir |k| # || nutzt man die Unkorreliertheit aus. Unter (HO)
und (V9 - lasst sich durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung der Erwartungs-
wert fur alle 7,7 € {1,...,n} weiter abschétzen.

2

Z(@:, TN > oy M { M > vk} (Digkn — Dig)
kez

=3 E [0k XM T = ariH N = a3t} (Dien — Di)
keZ

+ " B[00 X = arfH{ > a9} } (Dien = Di)|
keZ,
LA

’ 2

E[(X5 601 {h = arf I\ = a7y} (Dian - Di)|

< S VEGr XIPVEIT = anf { = art} (Dij — Dig) 1

kEZ

Y A% \/ B I > a9} Ak > a9} (Din — D)
keZ,
P

~ S
\/ E[1{A = e N = anf} (D — D)

‘ 2

Fiir die fithrenden Terme gilt dabei nach Lemma fiir alle i € {1,...,n}

1 v v 4 C JI%U),& 1 v
EI{Aw 2 ani H AN, 2 a7} (Dign = Dig) [ < —5 e + g | {2 oy}
k

beziehungsweise

. 2 C (zpw? 1
B[ 1 2 a0 2 0o Dasn — Di)]| < & (T5E 4+ L) 10 2 anf),

lexl* @

Zudem erfiillen (X, W) € .7-",}28 insbesondere

El{¢r, X)|* < na.
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

Dies resultiert unter (V10) in

C TpW
Tn%%ﬁyﬂ(Z(\fk\f )I“’”‘W}) < xi=o()

kez keZ
] lasst sich mit zweifacher Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschitzen

T < n*k:zl:l\l} \ P )\k > Om; ZZZ\/ Qbkv DT{ > O"Vk}Dzkn‘

j=11=1 keZ

[

zu

A

1/4
<G s \fP(hz ) LYY (Bl etiniea)
keZ\An 7=11i=1 keZ
Mit der Uberlegung é wc’i\ < éi—’; wird der Erwartungswert weiter abgeschitzt, um
kK

dann nach Ergidnzung von (W, ¢) 5)’; die Dreiecks- und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
anzuwenden:

<W7 ¢k> a ®

< 8 .
E|I{\; > av}D;pn| =E ‘I{)\k > avy'} ; — I{wy > a}
ko Wk

-_— 8
1 Ck o on
< LE \<W, 00 1 >

C ék Cl 8 |Ck’8
< — W — U > - = —_—
<z (E‘( L k) (wkf{wk_a} wk)‘ + wﬁ )

C Cr a\ |1
< = wh/E| E1{wy > a) - Y
Rl I ’(wk {1y > a} o + A

Mit (A.7)) l4sst sich der fithrende Term davon abschétzen gegen

C 8 C

8( 4<|C’“ + o >+Ai>,

o \ n wk
[2]<£ PN\ > aV 1 9 g
U] nagkeszu\% ()\k_oa’yk)zgvk Ak +n —l—nxk .

kEZ

o

[ed]

sodass

Dabet ldsst sich fiir die zweite Reihe suppezy i, 1/ P (S\k > a'yg) gegen Eins abschitzen.

Fiir die erste Reihe ldsst sich (A.5) anwenden. Insgesamt resultiert dies in

2 C Ak 3 y 2 C 1
T < — P > 14+ — —
2 [P (e o) Xt (14 ) o (5

kEZ
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Gzt (+9) (Y )

Es bleibt T’ 7[13}1 zu diskutieren. Durch Wiederholen der Argumentation fiir T 7[12}1 erhélt man
auch dafiir TT[Lg]1 =o0 (%) a

42. Proposition: Sei (X, W) € .7-",?4 und U erfiille E|U|% < n < co. Die Voraussetzun-
gen (V1) —(V13) seien erfillt. Falls zudem

x3/2w
D 1B o)l k PERI (T2)
keZ
und
2 |ck|2 (13)
kEZ
so gilt

BEwEIis: Wie in Proposition in Kapitel 4| schreibt man f‘ILfnﬁ als die Summe ei-
ner regularisierten Version von 8 und einem gemischten Term. Dasselbe gilt auch fiir

I TxnB:

FEQnFX,nﬁ
= Z<6’¢m> Z *I{)\k > anyt— Z Gms Xi) (X, Or) Or
mEZ kEZ
= (B, ¢ T{ A\ > i} o
keZ
+ - ZZ X“¢k I{)‘k > a’)/k} Z /B ¢m (bm, z>¢
i—1 kez © mez,

[ml#[k|
Da fiir 3 dieselbe Regularisierung wie fiir Bryv gewdhlt wurde, féllt bei Betrachtung

der Differenz (f‘;ﬂf‘n — I‘E( nl Xm)ﬁ die regularisierte Version von (8 weg. Relevant bleibt
lediglich der gemischte Term
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

n

% 3 E)an(;\k)l{wk > a} (Wi, ¢)
1=1 keZ
- ;k<xi,¢k>1{ik > cw,z}]( > (B bmdom: Xi) ) o
il
_ %Z > il Pk = 0 (2 Sim ) (5.34)
i=1 keZ meZ,

m ||k

Es bleibt also zu zeigen, dass gilt

nlgz": ‘<izf{5\k > avi} (Dign — DigI{Ax > ay}) ( > Si,m>¢k,Xj>‘2

j=1 i=1keZ mez,
[m|#|k|

o (2) | (5.35)

Hierfiir wird nun L;-Konvergenz gezeigt.

1 n
E\EZKTMXM

E)ZZI{wm} Din— Dis > o)) (3 Sim) (66, X5

j=1 =1 k€Z mez,
Im|# k|
1 n n R 2
<5y, { SUE[T0k = ar} (Do = Disl O = 0D (2 Sim ) (0 X))
j=11i=1 \ kez mez,
Im|#|k|
+ > [ (61> X)) IH{Ak > 0} (Digen — DI {\r > ak}) ( > Si,m)
k,leZ, meZ,
|EJ£]1] |m|#|k|
< ¢Z>I{/\l>04%}( zln_Dii,lI{)\lZa’YlV})( Z Sz,m)]}
meZ,
[m|#|l]
1 — « v
+ n3 Z Z { ZE{ Pk X QI{Ak > vy} (Diy en — Diy e I{k > ai})
j= 111’252,5 1, kEZ
117109

(2 Su) D= Diittn = 0nh) (X )]

meZ, meZ,
k| Im|#|k|
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

+ 7 Bl X)H{Ak = a9} (Diysen — DT e = a3 })

k€7,
[kl
( > S’il,m) (Xj, o) I{N > anf'}
mez,
[m|#£k|
(Dizin = Dig i I{N > anf'}) ( > Sz’z,mﬂ} (5.36)
meZ,
[m|£]l|
Es sei zundchst die gemischte Summe fiir j,i;,i3 € {1,...,n}, i1 # is und k € Z be-

trachtet. Hier sind alle Summanden gleich Null, denn wéhlt man ohne Einschrinkung

j # i1, dann ist der Ausdruck Y ez Sipm stochastisch unabhingig von |{¢g, X;)|*
Im|#k|
und wegen iy # i stochastisch unabhéngig von ) ez Si,m sowie wegen |m| # |k
Im|#| k|
unkorreliert mit I{\;, > o/} (Dpn — DprI{ e > av}}), p € {1,. n} Letzteres ist
mit der Orthogonalitdt der Fourierkoeffizienten zu begriinden, 51ehe und (2.20).
Und ES; ,,, = 0 fiir alle 4, m.
Nun sei der Blick auf die Summe iiber j,i1,i9 € {1,...,n}, i1 # i und k,l € Z, |k| # |!|
gerichtet. Wegen i1 # 4y ist ) ez, Si;,m stochastisch unabhéngig von > ez Siym-
Iml#k| Im]#[l|

Wegen |m| # |k| ist Y mez, Siy,m zudem fiir alle |k| # |m| unkorreliert mit

Iml|#k|
(¢, XV T{ g > av(} (Diy kn — Diy kI{\x > ay{}). Somit bleiben lediglich die Summan-
den der Gestalt

E[(ér, X)) 1M = a9} (Diy o — Din el {0 = a3t} Siry
(Xj, o) I{N > o'} (Digim — DigaI{N > af'}) mk}
= E[{(¢r X} 1Tk > a3} (Do = Dig el {0 = 0} }) S|
B[(Xj, 00T = arf} (Digin — Dipa TN = a3 }) Siv

fiir |k| # || stehen. Wie im Beweis von Proposition wird nun unterschieden, ob
Ak = aryp oder \p < avyy ist, analog fiir [. Dazu wird nach Anwendung der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung mit (I{\r > av/} + I{\; < ay}}) multipliziert, um anschliefiend
die Dreiecksungleichung anzuwenden.

B[ (@, X){Ak 2 a3} (Diy s = Dis e Dk 2 02 }) S|

~ 2
< \/E ‘I{)\k > oY} (Diy oo — Diy oI { > aVZ})‘ (B, dr)|Tk
~ 2
< <2E 10 = M = a3} (D — D )|
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

1/2
N 2
+2E ‘I{/\k > oy HAM: < o} Diy ko ) (B, d) |z

Mit (A.15]) folgt dann

E|1{Ak = arf H M = arf} (Diy jn — Diy )

‘2<C(“”%w’“+ 1)(1+0( ).

- ekt oy

2.2
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Ergénzen einer 1 in Form von i’gi’; und Anwen-
k7 k

dung von (A.5) erhalt man weiter
\/E |10 = arfH A < 0t} Dy

1/4
sup P <5\k > ory,’é))

kEZ\ A
C (x . y
< ( =) )I{)\k > avg}Diy ko

:

) 4
< (E )I{/\k > avp } D4y kn

< \f .
Hier schatzt man mit einer Zerlegung ahnlich zum Beweis von Lemma den Er-
wartungswert ab und verwendet dabei, dass alle von Null verschiedenen Summanden

1= 28 < 2 erfiillen.

k
4

<E|Dzk‘ + E zkn)‘kl{)‘k>a’7k}

CE |I{\, > ayf }Dn,k,n

4
w? 1 1
<Cl % +5 += —E|Dign M {Ae > onf}
ek 3
mit )
~ (Wi, o) (e — ¢ (Wi, or) cx — ¢ | (Xi, o) T — Tg
D = + +
R C Ck Ck Ck Tk Tp '

Additives Ergénzen von Aj im zweiten Summand und anschlieffende Andwendung von

(A.6) und (A.16) resultieren in

4

Oé4E zkn)\kl{)‘k > ayk}
C . N 8 . 8 A . = 4
< S (VE [ = ) Disn| B[de— M| + ME |10 > a9} Din
c TINZ 1 wiz? 1
< D Kk 1+o(1
= 24 < Pt g+ 0 <n4>> (Ck|8 T3 22 (1+0(1)).
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Es ergibt sich

2 A\ 1/4
<I§ ‘I{)‘k > aPYk}Dn k,n )
k
< 1/2 C 1‘]@11);/2 " )\1/ n 1 zpwy
B |Ck:|2 |Ck:| na? | ekl 1/4 Vo |ex)?

w X w1/2
+ ( |kck|3k + ) 0 (;)D (1+o(1)).

Somit lasst sich fiir alle i1,42,5 € {1,...,}, i1 # iz, und k € Z der fiihrende Term von
[(% DM > o} (Diy kn — Diy, kf{)\k > ayi}) Si,, k} gegen

1/2

¢ wg |1 oV wl?
< (B, dlen | T{hw = anf) TR .
vn \ 2

cx|? |cx|? |ck|

abschétzen, sodass gilt

nSZ Z Z E!Qbk’ I{)\k>a7k}( ir,kn T ’leI{Ak>O‘7k}) 12’]

j=111,i2=1, k,I€Z,
in#in [K|ZI]

< ¢l>1{)\l>06’71}( ioln T 1211{)\1>0"71}) i1,l

wkx?’/Q kal/Q 2 2
(Z\ﬁm ( |’“2 + yc,j + )) (1+o(1))

k€EZ
()
=o|—|.
n

Dabei folgt die letzte Gleichheit auf Grund von Voraussetzung und wegen Lem-
ma [A T3

Die Summe iiber 7,5 € {1,...,n}, k,l € Z, |k| # |l| lasst sich genauso behandeln wie
die eben besprochene Summe iiber j,i1,i2 € {1,...,n}, i1 # i2, |k| # |I| € Z. Hier sind
lediglich die Terme
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

E|{(¢r, X)) T{\k > o} (Dign — DigI{\s > avk}) Si
(X, 80 1{ > an} (Dipm — Dil{ > o }) Si

fiir |k| # |I| von Null verschieden. Zusammen mit Voraussetzung (T2 und Lemma

erhilt man

n3zz > E[qﬁk, {0 > avf} (Dign — DikI{\ > arf}) Siy

j=1 =1 k,€Z,
k;él

(Xj, o) I{A > o} (Dign — Digl{N > anf'}) 9

tn
=o|—= ).
n2
Es bleibt der erste Ausdruck von Zerlegung (5.36)) zu besprechen. Hier ist > ez Sim

Im|#| k|
unkorreliert von den restlichen Faktoren und erfiillt nach Lemma die Abschétzung

8
E| Y mez Siym) < C < oo. Nun unterscheidet man wieder ob A > avyy oder A\, < oy}

|||
gilt. Mit der Dreiecksungleichung schitzt man weiter ab.

% ZZZE‘I{S% > v} (Dign — DigI{\e = av}) ( Z Si’m> <¢kan>)2

7=11i=1 keZ meZ,
||k
C n n . . , 2
< 53D B[ = anf A > anf} (D — Di) {01 X,)|

=1 i=1 kez
. 2
+ E’I{)\k > ayp HA{N < Oé’YZ}Di,k,an’Xﬁ’

< Jn,l + Jn,2-

Mit den Lemmata [A.3.1} und [A.1.3|sowie wegen (V10]) erhilt man fiir die erste Summe

1/2
=Sy y Y (Bl X B[ 10 > i) (D = D))

7j=1 =1 ke,
< O30S /B[ = vt (Du - D[
j=1i=1 ke,
kak )
S
= % (e,
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

C 1
= n%zzzxk :O<n) '

keZ

Um zu zeigen, dass auch J, 2 = o (%) gentigt es

~ 2
ZE‘I{)\k > oy H{ N, < 0Y} D jon (60, X2>‘ = o(1) (5.37)
kEZ

zu verifizieren. Dazu zerlegt man D i, , wie in (A.17) und schétzt den Erwartungswert mit
der Dreiecksungleichung ab. Im fithrenden Term aus (5.37)) separiert man mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung den Erwartungswert der Indikatoren und ergénzt die Erwartung

22 ~
von 1= 55 < 2322, um dann (A.14) anzuwenden.
k

Bl = a1 < angy (22 - 000 ) g,
k Tk
1/2
< Cuy, (E‘I{j\k > ay Y { )\ < avy} 4E‘ <ch;€¢1¢> B <X;k¢k> ‘4>

1 Tk L 3 ! 2
“a (A " 1) (E ’/\’“’ E‘I{)‘k > oH e < Oc”y;?}‘ )
k
C [z > 1 el L o i
<O (% 9] a2 (1 - — et ol
—Q<M+>{{k<*OQ)>+MM%+M”*+MWJ>

1/2
. 4
MWQMWW<MH}-
Fiir den ersten Summand schitzt man die Erwartung der Indikatoren nun mit (A.5) ab,

fiir die restlichen Terme geniigt eine Abschitzung selbiger gegen 1. Die fithrenden Terme
lassen sich also gegen

1/2
C [z z3 lex|* z3 C [z Tk | |?
()% 3 S LOVIE'R Iy A
a (x\k * ) {n2 + n(na?) + n? ~a \ )\ + n * n(na?)
abschétzen, sodass insgesamt gilt
2
ez () (Vi)
na? 1= Ak vn na?
Unter Voraussetzung (T'3) und Lemma folgt dann (5.37)). 0

Jn,Q ~

43. Proposition: Sei (X,W) € ]:S und U erfiille E|U® < n < oo. Voraussetzungen

(V1)-(V13) seien erfillt. Dann gilt

1 ) t
=S (T X P =op (2.
— 2 Tns, X5)|" = op ( n)
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

BEWEIS: Zunéchst iiberlegt man sich leicht, dass gilt
Tos = (T, — 1) Ry

Dabei bewirkt der zufillige Operator 11, — I, dessen Eigenwerte fiir alle k € 7 mit
e < aryy gerade 1 und sonst 0 sind, dass lediglich Terme fiir k¥ € Z mit Ay < vy
relevant sind. Da A, ein konsistenter Schitzer fiir Ay ist, macht man sich hier zunutze,
dass in R, lediglich Terme fiir A\ > a7y von Null verschieden sind. Schreibt man also

1 Z] (T3, X >| =: Z?:l Rm analog zu (5.11)), so lassen sich }?n,l, Rn74 und Rn,5
gegen R, 1, R, 4 beziehungsweise R, 5 abschatzen. Fiir

Jj—1
n
? Z Z%’kDJkZ%le kl’kl{/\k > a’yk}f{)\k < a’yk}
j=2 tnmn keZ i=1

lasst sich ausnutzen, dass —Rng ein endliches zweites (und somit auch endliches ers-
tes) Moment hat, was aus Abschmtt 5.3 bekannt ist. Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung zunéchst auf die regularisierte Reihe {iber k und dann auf die Erwartung
flihrt zu

2
j—1
E | —Ry, <o} | Y] Z %kzngZ%kDmek
" ke ket |j= =t i=1
Jj—1 2
< |E Z IH{\ < oy} Z Z %kD]kZ%szkxk
ketn ke, |7=2 i=1
Dabei gilt
R 1 R
E I < = v
Z A <ay}| < B Z el {\ < oy}
kesty, keJty
1
:—supP()\k<ory> Tp
& ke, F kezj:ﬂ
C
< —E|X|? 5.38
< —SEIX|? = o(1) (5.38)
nach (A.3) sowie
j—1 2 1 9
> E Z %kngZ%sz KUK S 4y (E|%j,ij,k 2) 3
ket |j=2 tnm i=1 " ket

IN
| Q
7 N\
8
ey
g
e
|
N—
|
Q
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

Somit gilt E ‘%ng
Ahnlich lasst sich

1).

y 1 . -
Rna =3 > al{ > o H{A < o} ) 1Dl | % il
ke i=1
abschéatzen:
n v 1
E|-Rng| =FE > I < Oé’Yk}l’kZ | Di i’ % k|?
n n e
1 - ’
< EE Z I{\ < avy} Z x% (Z |Dzk|2’%k’|2>
" ket ke, i=1
1 = ’
<— B I <oy} | D 2B D Dkl %l

thn
n i=1

ketn ke,

Dabei gilt wegen Lemma [A.1.3] (5.16)) und (5.17)
> s

ke,

2
Cn
2 4 2,2 2 2,2
<Cn E 2 E|Dy | + Cnt;, < ) E zji + Cn“ts.
keJty ke€dn

n
> |Ds k| % i

i=1

Zusammen mit (5.38) folgt unter (V10)), dass

< 0(1)tnln <C\F n) _ <1+tln)

und die Behauptung folgt. a

44. Lemma: FEs seien die Vorausselzungen (V1)-(V13) erfillt. Zudem sei E|U[* <
n < 0o. Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7:3

1
Rn,l =op (> .
n

BEWEIS: Es wird Li-Konvergenz fiir R, 1 gezeigt. Dafiir erginzt man den Term 7% und
wendet d1e Hoélderungleichung an. Die entstehenden Ausdriicke lagsen sich dann mlt -
und abschétzen.

Ty — T

n
B> D s I{ > oy}

=1

1
E|Rn,1| < ﬁ Z Tk

keZ

Ty
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

4

1
Z — Z |Di v % pxi I { )\ > avy}
k Tk =1
Z c Z(kak 1) I{e > oy}
2 = STk
a £ \/ﬁkzeZ |ck|

Dabei gilt Y,y 2 = E[| X|[|* und

Z <mkwk - 1> I{ > ayf} < éZ(mk — ) < g

keZ

sodass man insgesamt

1 1
E|Ros| =0~ +——
B O<n+n¢ﬁ>

erhilt, was die Behauptung impliziert. O

45. Proposition: Es seien die Voraussetzungen (V1)—(V13) erfillt. Zudem gelte

2
(Z T, <ka’“ - 1> (B, ) P T {0 > om?}> =o(1). (T4)
" keZ
FEs sei
1/2
R, = %n 3 (Téf:"f _ 1> I{\ > ank). (5.39)
kEZ

Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € }—fil

Rz = R + op (i:) (5.40)
und
R, = o0 <\}ﬁ) . (5.41)

BEWEIS: Um auf (5.40) zu schlieflen wird Lo-Konvergenz fiir T (Rn2 — Ry gezeigt.

2
n
T Bl Bnp = Ry

E| Y apl{\ > aVk}{Z|Dzk%k|2 —ny'/? < k- 1) }

2
kEeZ i=1 |Ck| Tk

2

<
2n2
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

n 2

w 1
> <|Di,k%,k|2 y'/? < o >>
ek g

=1

keZ

+ 7t2n2 Z o l{ )\ > oy o I{N > anf'}
n ke,
|||

iE[(‘Di,k%,kF — /2 (’:}TTQ - xlk)) <|Di,l%,l\2 — /2 <\:3U7l2 - ;))}

=1

1
+ 202 Z el {\ > oy te l{N > oy}

noklez,
|||
n
> EBIDitinl? - 02 (2 = ) |[B[IDp%,? - 8 (- —) .
ip=1 [ la)?
7p_ k)
iF#p

Zuerst sei der Blick auf die in k € Z quadratischen Terme gerichtet. Zunéchst nutzt man
aus, um anschliefend im quadratischen Term den Summand |(3, ¢1,)|?z separat zu
betrachten. Dies liefert var(D; % ) < E]Di,k%ﬁ]‘l, welche sich mit Lemma und
(5.16]) weiter abschétzen ldsst, sowie einen vernachlissigbaren Term. Im gemischten Term
sieht man mit Blick auf sofort, dass alle Ausdriicke bis auf den aus {3, éx)[*xs

hervorgehenden Term verschwinden.

n

w
) <|Di,k%7k|2_ml/2( 5 - >)
|ck|

=1

— TLE (’Dl,k%l,k|2 o m1/2 ( ka o >>
|ck
2
+n(n—1) <E [Duﬂ/l,ky? g1/2 < Wk 1)])
lex*  xp

2
2 W 1
SM( , ‘(“*Z (8 8mif m)(u‘))

meZ,
w1 12
+2n - (B, p) "

E

|m|7’5|k’|
ekl

1 2
T2 (rt]? - ) (8, 60 1

Ty

w 1)? 1
< 2nBlDu il + O (2= L) st (14 1)

lek? g

C’n TpWE 2 4 1
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

Fiir die Abschétzungen des gemischten Erwartungswertes fiir k,1 € Z, |k| # |I| lasst sich
nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (5.30) erneut anwenden. Man erhélt

w 1 w 1
E QDM%,?4W”(Z—>)(WM%A2€w”< g—))
‘Ck| T |Cl‘ Iy
9 2 1/2
) i (e =)
‘Ck’ T ‘Cl‘ o

<C’

IA

Die Erwartungswerte fiir k,l € Z, |k| # |l| und i,p € {1,...,n}, i # p lassen sich mit
(5.31) vereinfachen. Zusammengefasst ergibt dies unter Voraussetzung (T4))

2
t2E|Rn2 R, |2
2
TLWE 1
<z 2Zwk1{Ak>am{ won (T 1) g onl! (1+n)}
kEZ

+ ﬁ Z e l{\p > oy e l{\ > oy}
tan
kcZ,
P

{a2+n( -0 (T - 1) s (T - )|</3,<z>z>|2}
:o(1+é>.

Fiir (5.41) gentigt die Abschéitzung

TLWE 1
—-1< - - A 5.42
’Ck|2 = o (xk k)a ( )
die fiir alle k € %, gilt. Zusammen mit Lemma folgt die Behauptung. O

46. Lemma: FEs seien die Voraussetzungen (V1)-(V13) erfillt. Dann gilt unter (HO)

fir (X, W) € .7-",‘7l
1
Rn,4 =op <713/2> .
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

BEWEIS: Es wird Ls-Konvergenz fiir den Ausdruck

2
n
5 ElRnal?
n
1 n n 9
= WE‘ > Z<¢kan><va o) I{Ak = ay HAN > ay'} ZDi,k%,kDi,l%,l
kieZ, j=1 i=1
|kl

gezeigt. Alle beim Quadrieren zu beriicksichtigenden Summanden werden nun einzeln
besprochen. Dabei sind lediglich Summanden fiir die Indizes k,1 € JZ, von Null verschie-
den. Zunédchst sei das Augenmerk auf die in k£ und [ quadratischen Summanden gerichtet.
Fir k,l € A, |k| # |l|, und 4,5 € {1,...,n} ergeben sich Summanden der Gestalt

2
E|(0k, X5 (X, 60) D i Dii | -

Zerlegen von %, und %;; wie in (5.20) und anschliekende Anwendung der Dreiecksun-
gleichung resultiert auf Grund der in k£ und [ vorliegenden Symmetrie in drei Termen.
Diese lassen sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (5.16)) weiter abschétzen.

2
E‘ (Dn, Xj)( X5, 01) D 1 1. Di 1 Uit

2 4
meZ,
Im|#|kl ||
+ E| (%, X;)(X;, ¢Z>Di,k§i,kﬁi,lsi,l‘2
2 _
+E‘<¢k7Xj>Di,k‘2E’ > Si,m‘ E!<Xj7¢z>Di,zSz,z\2}

meZ,
Im ||kl 11|

C
< 5 (wn + (8, 6) P} |(8, 60} *af + 2l (8, 00)af ).

< C{E[(0, X;)Di|’E|(X;, 61) Dy

Mit Lemma erhélt man hier konvergente Reihen iiber k und I.
Fir k,1 € J,, |k| # |l|, und iq,42,5 € {1,...,n}, i1 # i2, erhdlt man fiir die Summanden

E [|<¢k, XWX, 01) 12 Diy 1%, xDiy 1%, 1 Diz,k%ig,k‘DiQ,l%in} .

Nimmt man ohne Einschrinkung an, dass j # i gilt, dann ist Dy, 1%, 1 Di, 1%,
stochastisch unabhingig von den restlichen Termen. Da wegen gilt, dass
E[D;, s, 1D, 1%,,] = 0, sind diese Summanden also gleich Null. Ebenso verschwinden
alle Summanden fiir k,1 € J,, |k| # ||, und j1,j2,7 € {1,...,n}, j1 # j2, denn ohne Ein-
schrankung lésst sich hier j; # ¢ wéhlen, sodass (¢r, X, ) (X, , ¢1) stochastisch unabhén-
gig vom Rest ist. Wegen |k| # |I| ist auch dieser Term in Erwartung Null. Mit dhnlichen
Uberlegungen sieht man sofort, dass fiir k,1 € %, |k| # |I|, und i1,42, j1, 42 € {1,...,n},

i1 # 19, j1 # jo lediglich die Terme fiir j; = i1 A jo = i3 und j; = i3 A jo = 41 von Null
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5.4. Diskussion der Bias-Terme

verschieden sind. Aus Symmetriegriinden geniigt es hier den ersten Fall zu betrachten.
Man erhélt

2
‘E[<¢kvXj1><Xj17¢Z>Dj17k%17ij1,l%1,l}‘ :

Dies lésst sich mit den iiblichen Rechnungen abschétzen gegen

B, 0 Paul(8,60) P,

wobei die Reihen iiber k£ und ! nach Lemma wiederum konvergent sind. Es bleiben
nun alle Terme fiir k,l1,lo € J7,, l1 # la, k # 11, lo sowie fiir vier verschiedene Summa-
tionsindizes ki, ko,l1,ls € J#, zu betrachten. Man sieht jedoch mit Blick auf die bisher
betrachteten Terme sofort, dass mit derselben Argumentation alle diese Ausdriicke ein
schlechtestenfalls analoges asymptotisches Verhalten besitzen oder sogar eine unterge-

ordnete Rolle spielen.
Zusammengefasst ergibt sich mit ([V10))

2 2 1
LR —0<>’

2 442 2 2
ts n s« tomn

was die Behauptung impliziert. O

47. Lemma: FEs seien die Voraussetzungen (V1)—(V13|) erfillt. Dann gilt unter (HO)

fir (X, W) € }'f]‘
1
R,5=op <> :
n

BEWEIS: Der Beweis orientiert sich am Beweis von Lemma [46] Es wird Lo-Konvergenz
fiir den Ausdruck

1 . - 57—
E|Rn,5|2 = ﬁE‘ Z Z<¢kan><Xj,¢l> Z Di1,k%17kDi27l%2,l
kletn, j=1 i1,i2=1,
kAl i1z

gezeigt. Wiederum werden zuerst die in k£ und [ quadratischen Summanden besprochen.
Uber k,1 € A, |k| # |l|, und i1,i2,5 € {1,...,n}, i1 # iz, summiert man

2
E‘<¢kan><Xja¢Z>Di1,k%1,kDi2,l%2,l .

Waihlt man ohne Beschrankung der Allgemeinheit j # i1, so gleicht dies

2

)

E}Dl,kqﬁ,k‘zE‘@bk, XX, 1) Diy Uiy 1
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

was sich mit (5.16]), (5.17) und (5.42)) sowie der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir alle
k,l € %, abschétzen ldsst zu

c (kak B 1> <xzwl N 1> < Q(xk )

Fir k,1 € 2, |k| # ||, und i1,42,i3,7 € {1,...,n}, i1 # i2,13, i2 # i3, erhélt man als
Summanden

) I
D, Uy 1 Dig 1 Uig 1| -

E [K(ﬁk, XN(Xj, 00)*| Diy o iy 1

Diese sind wegen (V11)) und weil ED;, ;%;,; = 0 gleich Null. Analoges erhélt man fiir
Summen fiiber k,l € J#,, |k| # ||, und vier verschiedene Indizes i1,1i2,13,14 € {1,...,n},
JjE {1,... ,n}. Fir den Fall k,l S %, ‘k‘| 75 |l‘, j1,j2,i1,i2 € {1,. . .,n}, J1 #jg, 11 75 12,

erhalt man die Summanden
E[<¢kan1><Xj1a¢l><ija¢k><¢lan >IDil,k%l,kIQ\Diz,l%z,zlg]-

Diese sind lediglich fiir j; = i1 A jo = 42 und j; = i3 A jo = i1 von Null verschieden. Sie
gleichen

E[(¢r, X1)| D1 4P| E[(X1, ¢1)| % k|| E[(d1, Xo)| D2y || E [(Xa, d1)| %a,|*]-

Mit Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf alle Erwartungen lésst sich dies
mit (5.16]) abschétzen zu

C

—5 LI
a?

Mit der iiblichen Argumentation sieht man fir k,l € J7,, |k| # || und j1,j2 € {1,...,n},
J1 # j2, sofort, dass alle mit drei verschiedenen i1,i9,i3 € {1,...,n} bzw. vier verschie-
denen iy,...,i4 € {1,...,n} indizierten Terme gleich Null sind.

Diein k,l € J, nicht quadratischen Terme lassen sich analog diskutieren. Wie in Lemma
verhalten sie sich schlechtestenfalls wie die bisher betrachteten Ausdriicke. Insgesamt
gilt somit wiederum unter (V10), dass

C (n+n? 1
EIR. |2
[ Fonsl” < nb < a? ) ¢ <n2> '

was die Behauptung impliziert. a
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5.5. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Teststatistik

48. Theorem: [ZENTRALER GRENZWERTSATZ FUR T, ] Sei (X, W) € F}* und U er-
fiille E|U|'?® < n < co. Die Voraussetzungen (V1)-(V13)) seien erfiillt und fiir die Folge
(tn)nen aus (5.5) gelte lim, o t, = c0. Falls zudem (T1)), (T2)) sowie (T3) erfillt sind,
dann gilt unter (HO)

2 (T, - Ry) 25 N(0,).

n
Dabei bezeichnen R, den Biasterm aus Proposition [{5 und %0 die positive Konstante aus
(15.27)).

BEWEIS: Fiir die Teststatistik gilt mit Zerlegung (5.9))

n
—T, Z‘ n1+Tn2+Tn3+RnaX>‘
th n =
1 n
—Z| nt Tz + T X))+ = D (Tug + Tz + T, X5) (X5, Ru)
" oi=1 " oj=1
1 n
2
T Z T + T+ Tog) (o X5+ 53 (s )P
Mit Hilfe von Zerlegung (|5.11]) schreibt man zunéchst
n
— Z | Rn, X Rn 3 —I— (Rn,Q — 9‘{”) =+ f (le =+ Rn74 =+ Rn75) .
. n n

Dabei konvergiert der erste Term nach Proposition 40| schwach gegen eine Normalvertei-
lung mit Erwartungswert Null und Varianz 0. Nach Proposition 45| sowie den Lemmata

[44] [46] und (7] gilt

n (ng —R,) + tﬁ (Rn,l + R4+ Rn,B) =op(1).

n n

Dabei ist Proposition 5] anwendbar, weil die Voraussetzung (T1)) die Giiltigkeit von (T4)
impliziert. Mit der Abschéitzung

7Z| n1+Tn2+Tn37 <*ZZ ,pa

" =1 " j=1p=1

die sich aus der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt, lassen
sich die Propositionen und [43] auf der rechten Seite anwenden, sodass man

*ZZI Ty Xj)I” = 0p (1)

" j=1p=1
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

erhdlt. Die gemischten Terme lassen sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gegen
zwel bereits diskutierte Terme abschatzen:

n 3 1/2 n
1 1 1
. Y (X, Toa+Tno+Tns) (R, Xj) < (t > <Tn,p,Xj>\2> (t > !<Rij)!2)
" =1 j " j=1

Mit dem Lemma von Slutzky, wie es unter anderem als Korollar 5.84 in |Witting und
Miiller-Funk (1995)|zu finden ist, und dem Stetigkeitssatz fiir schwache Konvergenz, siehe
Klenke (2008)), Satz 13.25, folgt die Konvergenz gegen das Diracmaf in Null und somit,
dass % Z;:1<Xj,Tn71 + Tn2 + T 3)(Rn, X;) stochastisch gegen Null konvergiert. Die
Konvergenz des dazu komplex konjugierten Terms % Z?Zl (Tna+Tho+Th3, X;)(X;, Ry)
folgt analog.

Mit dem Lemma von Slutzky fiir die Summe aus einem stochastisch konvergenten und
einem schwach konvergenten Term folgt die Behauptung. a

1/2

Ein Blick auf die asymptotische Varianz U aus Theorem (48| verdeutlicht, dass diese ne-
ben der Konstanten o und der Varianz der Fehlerterme, die wegen (V9) gleich Eins
ist, insbesondere vom unbekannten Slopeparameter [ abhingt. Der von [ abhingige

Anteil in U entsteht durch den Einfluss von ) ez, (B, ) {0k, Xi), wie man an den
||k
Rechnungen fiir %; j, verfolgen kann. Hétte dieser Term, zum Beispiel auf Grund hinrei-

chend schneller Konvergenzraten der Fourierkoeffizienten und der Eigenwerte der (Cross-
)Kovarianzoperatoren, keinen Einfluss auf die schwache Konvergenz, so erhielte man als
asymptotische Varianz gerade 0. Die Beschriinkung der Konvergenzraten ist ein proba-
tes Mittel diesen Einfluss zu umgehen, wie man unter anderem an den Regularitdtsan-
nahmen in Horowitz (2007), der die asymptotische Normalitét eines nichtparametrischen
Instrumentvariablenschétzers mit Tikhonovregularisierung in einem funktionalen Regres-
sionsmodell zeigt, sieht. In |Cardot et al. (2006)| wird dies durch Verwendung funktionaler
Hauptkomponenten anstelle einer vorgegebenen Orthonormalbasis verhindert. Die Ei-
genwerte @y (Scores) zu den Figenfunktionen & (funktionale Hauptkomponenten) der
empirischen Version des Kovarianzoperators von X sind von der Gestalt

n

== 31X a2

n -
=1

8¢

Bei vorgegebener (Fourier-)Basis sind die Eigenwerte von I',, jedoch durch

> %Z@m, Xi) (X, dx) = &1 + op (7111/4>

meZ, =1
||kl

POl

gegeben. Eine empirische Version der regularisierten Inversen des Kovarianzoperators be-
sitzt bei | Cardot et al. (2006)| die Eigenwerte f,(#x) zu den Eigenfunktionen éj, wobei f,
unter anderem wie in (2.31]) gewéhlt werden kann. Mit ebendieser Wahl fiir f,, erhdlt man
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5.5. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Teststatistik

ﬁ, versehen mit einer Regularisierung, als Eigenwerte. Selbiges gilt dabei fiir den Cross-
kovarianzoperator, der fiir den Instrumentvariablenschitzer verwendet wird. Im Kontext
von |Johannes (2016), dem die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Schétzer fiir die
Slopefunktion entnommen sind, wird als Argument fiir f,, wie bei Cardot et al. (2006)
lediglich #; verwendet. Somit ist hier FLnF X # 11 o, und fLFn #+ II 4, , es entsteht
der gemischte Term, wie er in und in Konsequenz auch in auftritt und da-
mit die S-Abhédngigkeit der asymptotischen Verteilung verursacht. Analoges war auch in
Kapitel ] zu beobachten.

Auch die fiir Theorem [48] gewahlten Voraussetzungen bediirfen einer kurzen Erklarung,
welche die nachfolgende Bemerkung zur Verfiigung stellt.

49. Bemerkung:

(i) Wie bereits in Bemerkung [35] (ii) erliutert, hingt das Konvergenzverhalten von t,
von der Giite des Instrumentes ab. Voraussetzung (T'1)) sorgt dafiir, dass die Reihe
divergiert, jedoch nicht zu schnell.

(ii) Die Schitzung von B im funktionalen linearen Modell ist ein inverses Problem.
Um die Konvergenz der Teststatistik zu sichern darf dieses nicht beliebig schlecht
gestellt sein, was durch Voraussetzung abgesichert wird. In anderen Worten
besagt diese, dass § € R(F;ﬂﬂf). Das heifit es muss ein f € Lo([0,1]) existieren,

sodass p = F}S/Qf‘f bzw. muss gelten

3/2
P2 = S O 0,1,
Ak
kEZ

Derartige Voraussetzungen sind im Kontext schlecht gestellter inverser Probleme

unter anderem bei |Florens et al. (2011) und Florens und Van Bellegem (2014) zu

finden.

~ 2

(iii) Bs gilt |T2Tx|%g = Ypes % Nach Definition |19 ist (T3)) also dquivalent

dazu, dass T=Y2T'x ein Hilbert-Schmidt-Operator ist.

(iv) Die Forderung der Ezistenz sehr hoher Momente ist der hdufigen Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung in den Beweisen geschuldet. Diese Annahme ldsst
sich abschwichen durch Verwendung von Fallunterscheidungen. Der Ubersichtlich-
keit halber wird in dieser Arbeit jedoch darauf verzichtet. Wegen einiger fir die
Argumentation nach bisherhigem Wissen notwendiger Abschdtzungen, wie beispiels-
weise Lemma[A.1.9, dessen Voraussetzung achter Momente bereits scharf ist, lassen
sich hohere Momentenbedingungen jedoch nicht ginzlich vermeiden.

Mit der Teststatistik aus (5.4)) ldsst sich nun ein asymptotischer Test auf Exogenitét,
konkret fiir das Testproblem

Hy: EIX()U] =0Vt e [0,1] vs. Hy: 3tel0,1]: EX@®U]#0  (5.43)

93



5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

zum Niveau ¢ formulieren. Er hat die typische Gestalt
on R — {0,1}, 4,0”—[{ (T 9%)>cq}, (5.44)

wobei ¢, das ¢-Quantil der zentrierten Normalverteilung mit Varianz U aus ist.
Da die Testentscheidung durch U und R,, vom unbekannten Slopeparameter S abhingt,
sind hier fiir die Anwendbarkeit in der Praxis weitere Uberlegungen notwendig, fiir die
die folgenden Lemmata formuliert seien. Dazu schreibt man den Biasterm zun&chst als

1 Tpw
Ry = <o‘2 4 ||r§(/25||2) 3 ( ;’5 - 1) I{\, > o). (5.45)

kEZ |

50. Lemma: FEs gelten die Voraussetzungen aus Theorem [{8 Der Schatzer

N 1 1/2 ikﬁ)k S v
= — >
Ry, " ( + [Ty ,3[\/” ) E < B 1> I{\, > oy}

keZ

fiir den Biasterm aus Theorem [{§ erfillt
tn

BEWEIS: Zunichst iiberlegt man sich, dass HF%iBIVHQ — HI‘%QﬁHQ = op(1). Dies ist
ersichtlich durch die elementare Abschitzung

IS B = 02812 < 1 (T3 = 1) Brv 12+ 032 (8 = Brv ) 112

1/2 1/2 A 1/2 A
< 02 = T2 sllBrv 12 + I 135118 — Brv |2

Gemik Kapitel [2] ist I‘X/ ein Hilbert-Schmidt-Operator, denn ||I‘1/2||HS = E||X||2 < 00

nach Voraussetzung. Zusammen mit Thereom |2 . das die Konsistenz von BIV sichert,

folgt die gewtiinschte Konvergenz fiir den zweiten Term. Der Ausdruck HI‘I/ 2 1/ 2 %4 =

> orez |l ( 1/2 — 1"1/2) ol|? = Y pez (& — o) konvergiert gegen Null mit Lemma |A.1.1

Weil zudem Hﬁij2 = Op(1) gilt, folgt die Behauptung.
Es bleibt zu zeigen, dass gilt

1 T Wy _— N
tn (kezz ( | |2 - ) I{)\k > ayg} — Z ( enl? 1> I{\ > 0%}> = op(1).

kEZ

Durch sukzessives Ersetzen der geschitzten Eigenwerte durch die wahren Eigenwerte und
wiederholte Anwendung der Lemmata [A.T.T] und [A.1.2] ldsst sich dies verifizieren. |
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5.5. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Teststatistik

51. Lemma: Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem [{8 Der Schitzer

. 2
b, = (o2 + 056 1)
fiir die asymptotische Varianz aus Theorem erfillt

Am —1= Op(l).

n

BEWEIS: Aus dem Beweis von Lemma |50 ist bereits bekannt, dass gilt |]F¥iﬁ1v||2 -

HF%25HZ = op(1). Da stochastische Konvergenz unter Anwendung stetiger Funktio-
nen erhalten bleibt, siehe zum Beispiel 1.11.4 Lemma und 1.11.14 Korollar in |Génss-
ler und Stute (1977)}, gilt infolgedessen U — V,, = op(1) sowie, da sowohl Y also auch

9, fast sicher groRer Null sind, @in — % = op(1). Wegen % -1= % (QI—‘f]n) +

(Q}ln - %) (‘Z] - ‘f]n) impliziert dies die Behauptung. O

Auch die Normalisierungsfolge t,, soll noch geschéitzt werden.

52. Lemma: Sei (X, W) € .7:,575 und U erfiille E|U|® < n < oco. Die Voraussetzungen
(V2)-(V11) seien erfillt. Dann ist der Schatzer

- 2
R Ty c
2 = g ( e 1) I{\; > avg}

fiir die Normalisierungsfolge (tp)nen aus (5.5) unter (HO) konsistent im Sinne von

1
D)
th

£2 ti| =o(1).

n

BEWEIS: Durch sukzessives Ersetzen der geschitzten durch die wahren Eigenwerte, sowie
Anwendung der Lemmata [A.1.1] und [A.1.2] folgt die Behauptung. O

Mit den Resultaten der Lemmata und [52] Iisst sich nun das nachfolgende Lem-
ma formulieren, dass die Anwendbarkeit des asymptotischen Tests aus Theorem in
der Praxis ermoglicht. Man beachte dabei, dass die Wahl der zur Regularisierung ver-
wendeten Folge (o, )nen noch aussteht. Die erstrebenswerte Festlegung einer geeigneten
Regularisierung auf Grundlage der Stichprobe ist jedoch noch Gegenstand aktueller For-
schung.
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5. Asymptotischer Test auf Exogenitét

53. Lemma: Es gelten die Voraussetzungen aus Theorem [{8 Dann gilt
n T, — E)A%n

. 2, N(0,1)
tn B,

mit E)A%n aus Lemma i]n aus Lemma und t, aus Lemma .

BEwEIs: Nach Lemma |52| gilt i—" L5 1. Weiter gilt

To—Ry T =% V8, R, — R VT,

VO, V8. Ve, VT Vg,

Da die Aussage von Theorem [48] 4quivalent zu

n T, — R,
2O
ist, folgt mit den Lemmata [5I] und [52] sowie dem Lemma von Slutzky, dass

L2, N(0,1)

T, — R, VDU
Nin ~ T V- Dy A0, 1).
tn VB, /DT,
Wegen der Lemmata |50| und [51| konvergiert %L\/&g"% stochastisch gegen Null. Er-
neutes Anwenden des Lemmas von Slutzky auf die Summe beider Ausdriicke liefert die
gewlinschte Aussage. O

Ein asymptotischer Test zum Testproblem (5.43), der sich aus der Stichprobe (V11)
berechnen lasst, ist nun gegeben durch

Tn_An ~
Gn R — {0, 1}, @n:.r{"fﬁch}, (5.46)

NG

wobei ¢, das ¢-Quantil von N (0,1) ist.
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6. Bootstrapvariante des Tests auf
Exogenitat

6.1. Ein Bootstrapverfahren fiir die Teststatistik

Im vorangegangenen Kapitel wurde die asymptotische Verteilung der Teststatistik 7;, aus
(5.4) unter der Nullhypothese hergeleitet. Fiir die praktische Anwendung des Tests ist
diese wegen der endlichen (und moglicherweise sogar kleinen) Stichprobengrofe jedoch
nur bedingt nutzbar. Hinzu kommt, dass die asymptotische Verteilung vom unbekannten
Slopeparameter 5 abhingt und somit das Einsetzen eines Schétzers notwendig wird, der
fiir zusétzliche Ungenauigkeit bei der Berechnung des Quantils fiir die Testentscheidung
sorgt. Daher empfielt sich hier die Anwendung eines Bootstrapverfahrens. Im Folgenden
wird nach einer kurzen Erklarung des Prinzips die asymptotische Verteilung einer Boot-
strapvariante der Teststatistik hergeleitet.

Bootstrap ist ein Resampling-Verfahren, das von Efron (1979) erstmals beschrieben wird,
um durch Ziehen mit Zuriicklegen aus einer unabhingigen und identisch verteilten Stich-
probe eine von dieser abhingige Verteilung zu approximieren. So zeigen beispielswei-
se Bickel und Freedman (1981)| und [Freedman (1984)| die Moglichkeit auf, die Verteilung
von Schitzern in Regressionsmodellen konsistent durch Bootstrapvarianten zu approxi-
mieren, wobei letztere Arbeit zweistufige Kleinste-Quadrate-Schitzungen in stationéren
linearen Modellen untersucht. In Regressionsmodellen findet zur Approximation der Ver-
teilung des Schétzers hiufig ein Residuenbootstrap, ein Verfahren, bei dem aus den zen-
trierten Residuen mit Zuriicklegen gezogen wird, Anwendung. Dieses Verfahren wird oft
auch als naiver Bootstrap bezeichnet. Mammen (1993)| fithrt im Kontext hochdimen-
sionaler linearer Modelle fiir den Kleinste-Quadrate-Schétzer den wild Bootstrap ein —
ein Verfahren, bei dem die Residuen mit geeigneten Zufallsvariablen mutlipliziert oder
génzlich durch diese ersetzt werden. Fin Residuenbootstrap kommt h&ufig bei Hypo-
thesentests zum Einsatz, da die Nachahmung der Nullhypothese bei der Approximation
des Quantils zur Testenscheidung gut gelingt. Auch fiir funktionale Variablen wurden
bereits Bootstrapverfahren untersucht. So zeigen Ferraty et al. (2010) in einem funktio-
nalen nichtparametrischen Modell Konsistenzresultate fiir einen Residuenbootstrap, der
angewendet wird um die Verteilung eines Kernschéitzers fiir den Slopeparameter zu ap-
proximieren. Fiir das funktionale lineare Modell liefern |Gonzalez-Manteiga und Martinez-
Calvo (2010) Konsistenzresultate fiir einen Residuenbootstrap fiir einen auf funktionalen
Hauptkomponenten basierenden Schétzer des Slopeparameters. Das Konzept der Boot-
strapkonsistenz sowie grundlegende Beweisansdtze werden in Kapitel 3.1 von [Shao und
Tu (1996) vorgestellt. Einen Uberblick iiber theoretische Bootstrapresultate und Anwen-
dungen des Bootstraps auf verschiedene statistische Fragestellungen bieten [Shao und
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

Tu (1996) und DasGupta (2008)!
In der nachfolgenden Bemerkung wird ein Bootstrapverfahren vorgestellt, das auf der
Idee des Residuenbootstraps basiert. Im Weiteren bezeichne

Sp =10 (X1, W1, Y1 ..., Xn, Wa,Yy) (6.1)

die kleinste von der Stichprobe erzeugte Sigmaalgebra.

54. Vorgehen: Die folgenden Schritte beschreiben das Vorgehen zur Berechnung einer
Bootstrapvariante der Teststatistik aus (5.4)).

98

1. Angelehnt an die Idee des Residuenbootstraps werden die Terme %) aus (5.3)

zundchst auf Grundlage der Stichprobe (V11)) geschdtzt durch

%7]{ = Uﬁi + Z Si,m, (6.2)
meZ,
|m|#|k|
wobel die Residuen mittels
. 1 .
Uy = — (Y= (Brv. X)) (6.3)

berechnet werden und der Schitzer fir S; ., aus (5.8) definiert ist als

S'z',m = </BIV7 ¢m><¢m’Xz>a (64)

1€{l,...,n},m € Z. Da der Instrumentvariablenschatzer sowohl im exogenen als
auch im endogenen Fall konsistent ist und somit eine Nachahmung des Modells
unter der Nullhypothese sichergestellt wird, wurde dieser hier als Schdatzer fir
gewdhlt.

. Berechne fir i € {1,...,n} und k € Z auf einem Bootstrapverfahren basierte

(U s Uy ) die (BI)~(B3) erfillen.

. Berechne aus den U}, die als cU 4" mez, Sim aufgefasst werden kénnen, Boot-

Im|#|k|
strapregressanden

}/i* = <ij,Xi> + O'UZ-*.

. Verwende Y;* und %, (i € {1,...,n},k € Z) fir die Berechnung einer Bootstrap-

version Ty der Teststatistik T, aus Kapitel [5]



6.1. Ein Bootstrapverfahren fiir die Teststatistik

Mit einer Zerlegung analog zu (5.9) ergibt sich fiir 7% eine Darstellung der Form

1 2
= S UTp + Tho+Tha+ Ry X507 (6.5)
j=1
Dabei sind
’:7,(,1 = (f‘IL 27’; - F&,nu;( n) Hfgn (fTun - F;(u;( n)
v = (D0 =Tk Txn) 8) = T, 45

1 < : .
= =SS A Z a9} (D — DigeT D = anfh) (Y St ) e
N3 kez mezZ,
m|#|k|
= M, (D10 - T, + A3) = (P2 - T, + A7)
Ry =T — vl + A,

wobel

- %ZZDNJ{M >arf} Y Shnd (6.6)

i=1 keZ mez,
m|#k|

Aus dem Term %2?21 [(R:, X;)|* geht die asymptotische Verteilung der Teststatistik
hervor.

I,
n2 Z Ty — Tk ‘ZDM:

ket
1 n
+n22$k{Z|DZk% |2+ZDzk ijk% }
ke Ay i,j=1,
i#£]
n n
Z Z (Pr, Xj)(X5, i) {ZDi,k%,*kDi,l%jJr Y Dius} Dy, }
kleﬁifmj 1 i=1 i1,40=1,
|%| ] 172

5
=: ZR:L:i' (6.7)
i=1

Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, fiir 7r schwache Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit zu zeigen. Die stochastische Konvergenz beziiglich der unbekannten Verteilung
P (-|Sy) wird dabei durch mit P indizierte Landau-Symbole gekennzeichnet.
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

55. Bemerkung: Bei einem Residuenbootstrap erhdlt man im vorliegenden Modell kein
Martingaldifferenzschema, da E [Yn*J | ]:;;j_l} im Allgemeinen von Null verschieden ist.

Korrigiert man diesen Term, so erhdlt man einen Biasterm unpassender Rate fiir die
Asymptotik.

Fiir die aus dem in Vorgehen |54 resultierenden {%Z-*k}K _ aus (6.10) werden die fol-
’ <i<n

genden Annahmen getroffen:
Bedingt nach der Stichprobe liege Zentriertheit in der Form

B [% | S, = 0 (B1)
vor fiir alle i € {1,...,n} und k € Z. Sie seien auferdem quartisch integrierbar:
E|25,|" < oo (B2)
Weiter seien {%*k}K B bedingt stochastisch unabhéngig in dem Sinn, dass
’ <i<n

P(U5 € AUy € BIS2) = P (%5 € A1S0) P (% € BIS:)  (BY)

fiir alle A, B der zugehorigen Sigmaalgebren und ¢,5 € {1,...,n},i # j, k,m € Z gilt.
Damit gilt insbesondere

E (%5 | Sn) = B[4, | Su] B (%}, | Si (6.8)
und
E %5 | U Sn] = E %5 | Sal (6.9)

siehe Corollary 2 beziehungsweise Corollary 5 in Kapitel 7.3 von [Chow und Teicher
(1997).

56. Bemerkung:

(i) [WILD BOOTSTRAP| Es seien Vi,...,V, : (A P) — (R,B) stochastisch un-
abhéingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit EVy = 0, E|[V|?2 = 1 und

E|V|* < oo, die unabhingig von S, sind. Berechnet man {%z’*k}K B mm zweiten
’ <i<n
Schritt von Vorgehen [54] fir i € {1,...,n} und k € Z als

U = Vil (6.10)

so erfillen diese die Voraussetzungen (B1)—(B3).
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(i) |[NAIVER BOOTSTRAP| Berechnet man {%*k}K < im zweiten Schritt von Vorge-
sn

hen [5/) fur i € {l,....n} und k € Z durch Ziehen mit Zuriicklegen aus
{%Lk ZZ 1%k,... % -1 ) 1%k} so erfillen diese die Voraussetzungen

B1)-[B3).

{%ﬁk, ce ?/T:k} aus Bemerkung (i) erfiillen (B1)) weil V;, ¢ € {1,...,n}, zentriert und

stochastisch unabhiingig von S, ist. Wegen E|V4|* < oo und Lemma folgt (B2).
(B3]) ergibt sich analog zum wild Bootstrap fiir Residuen aus der S,-Messbarkeit von
%; 1, und der Unabhéngigkeit von V; und S, i € {1,...,n}.

Fiir {%fk, U k} aus Bemerkung |56/ (ii) erhédlt man (B1)) durch die Zentrierung der
Residuen und (B2) durch Lemma Die empirische Verteilung der Residuen unter-

liegt {%l*k,, U *k}, sodass diese bedingt nach §,, unabhéngig und identisch verteilt

n,

sind, also insbesondere (B3) gilt.

6.2. Schwach konvergenter Term

Analog zu Abschnitt [5.3] wird nun gezeigt, dass der Term

%Rg Z Y % DMZ&Z/MD e _Z . (6.11)

tnn ke,
mit
Yo 7 Z 1Dk 20
tn ke,
und
j—1
Z*7]7 = Z %Tthkxk
=1
in P-Wahrscheinlichkeit schwach gegen eine Normalverteilung konvergiert. Dazu definiert
man die aufsteigende Filtrierung (.7-“ Iy ) als die Folge der Sigmaalgebren
neN,0<j<n
Foi =0 (S, Y. YY), Fhg=:0(Sn). (6.12)

Y*- ist messbar beziiglich F . fiir alle n € N und 1 < j < n. Weiter ist Y,*, unter

und (BI) fiir alle n € N und 1 < j < n zentriert und unter (B2) fiir (X, W) € .7-"2
quadratlsch integrierbar. Da Z ., und Dy F ;_;-messbar sind, ist wegen (6.9) und
auch die Martlngaldlﬁerenzelgenschaft fiir alle n € Nund 1 < j < n erfiillt:

1
E[Yy | Fojal = i Zy i DikE (%5 | For 1]
keZ
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

1
= o 2 ZniwDinE [ ] 8] =0.
" kez

Somit ist die Folge (S;p =P Y* Fx ein Martingaldifferenzschema.

j=2 Ynj> n,p) 2<p<ncoo
Um nun wie in Kapitel |5| argumentieren zu konnen, werden wieder die Giiltigkeit einer
bedingten Lindeberg-Bedingung und die stochastische Konvergenz der asymptotischen
Varianz gegen eine positive Konstante gezeigt. Dies wird in den Propositionen 7| und

vorgenomien.

57. Proposition: [BEDINGTE LINDEBERG-BEDINGUNG| Es seien die Voraussetzungen

(V1) -(V13) sowie (BI)-(B3) erfiillt und es gelte E|U1|* < co. Weiler gelle

1
Z TR o, (T3%)
kEZ

Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7-'7? die bedingte Lindeberg-Bedingung

n’j

Ve>0: Y E [Y,;fmy* | >} | f;;jfl} P00 fir n— . (6.13)
j=2

BEWEIS: Da S, C F ;4 fiir alle n € N und alle j € {1,...,n+ 1} ist, lassen sich die

Summanden aus der Lindeberg-Bedingung gegen E [Yéj2l{|Yn*7j| > e} | Sn] abschétzen.

Dem Vorgehen des Beweises von Proposition folgend, wird die bedingte Lyapunov-
Bedingung

SB[Vt 8] = op(1) (6.14)
j=2

gezeigt. Dazu wird zunéichst die Summe der bedingten Erwartungen von ]YJ j 4 gegeben
Sy, berechnet und in vier Terme aufgeteilt.

n
SRV S]
j=2
1 n
= A Z{ > U%*kDa}kZﬁ,j,k’zl | Sn}
n i=2 \ ke,
Y B0z DT | 18]

n
k€A,
K|
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* * 2 * * * | *
+ Y E [\%kpj,kznm U\D 2 s X Dy Zi o | sn}
kJlme Ay,
[k[A[E] ], |t {m|

v S B UD TP Din s T D T | 1] }
klm,ret,
|k, lm], ],
[U[#|ml,|7|,
|m|#[r|

4
. *
=3 L.
=1

Fiir L7, ; sind unter (B3)) Z;7j7kZ* zx . Z* . bedingt stochastisch unabhingig von den

n’j’l n’jim n7j7,r

restlichen Faktoren. Wegen der S,-Messbarkeit von D, fiir k € Z ergibt sich

7D 7, | Sn}

= DjkDjiDjmDjE [%%%%Tm%} | Sn} E [Z;,j,kZ* omZr Sn} :

n?jyl n,j,m ’I’L,j,?"

* . * * - * * ) *
E [%',kDJ,an,j,k%j,zDJ,lZn,j,z%j,mDy,mZ

J n,j,m “jr

Wegen gilt dabei

B2 175 51 %0 i Zi g | S

nvjvl n7j7m
j—1
= Okamxr{ > DD DimDisE [%k U | Sn]
i=1
j—1
+ > DipDisDymDy,E [%fk%j%pfm%pr | Sn} }

i,p=1,
i7#p

Mit Hilfe der iterierten Erwartung und nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
erhilt man L;-Konvergenz fiir Ly, ;:

*
E[L} 4]
n
C
< 75474 Z g LT Tm Ly
’I’Zn s P
Jj= k,l,m,r€n,

K[ [ml |7,
[l ml,|r], [m| ||

J,m g, T,
i=1

j—1
{ZE‘Dj,ij,le,ij,rDi,kDi,lDi,mDi,r%fk%ﬁ“3/'* UL UNUNU Uy

j—1
. . . . . . * * * * * * *
+ Z E)DJ,kDJ,lDJ,mDJ,TDz,kDLlemDp,T%j,k j,l%j,m%j,r i,k%i,l%pfm%p,r }

i,p=1,
i#p
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42 Y. kT
n
i=2  klmretn,

Il ],
[U[#|ml, ||, [m|#|r]

-1
2
{ Z \/E |Dj7kDjJDj,ij,TDLkDi,lDi,sz’,r‘
i=1

i
+ 3 \/E\Dj,ij,lDj,ij,TDi,kDi,,Dp7mDp7T\2}

i,p=1,
i#p
C TpWE Tw; Ty Wi TpWy
< ——=(n+n(n-1)) -1 -1 —1||—5 -1
rin’ oz Tar e Y e [T
k||, Jml, |7,
(L ml,Ir], Iml#|r|
4
C TRWy
S -
tan kez;/n |cx|?
1/2
C Wy,
< _=
~ tina? k;%n |k |
Analog geht man fiir L7 ; vor. Es gilt
E (|%}DjxZy il | Sn] = 1Dl "B 175" | Sa] E (125 5" | Si]
mit
j—1
E[1Z5 il | Sn] = C$i{Z|Di,k\4E (125" | Sn]
i=1
j—1
+ Z ‘Di,kDp,k‘QE {’%Tk%pfk|2 | Sn} }7
i,p=1,
i#p
was zu
4
Bl < o 30 3 ot S|y 7
Jj=2 ke,
k. 4
+ > E [|Dj,k%jfk} ‘Di,kD W, ,ﬂ/pk‘ ] }
i,p=1,
i#p
< t4 > xk{E\Dl k> + ny/E|Dy 4 SE[ Dy }
keJty,
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fiihrt. Mit entsprechendem Vorgehen fiir L} , und L}, 5 ergibt sich insgesamt unter ,
dass

n 4
1
ZE! It =B B[V S SZE\L;J\‘:O(%),

j=2 =1 n

was ([6.14) und somit die Behauptung impliziert. O

58. Proposition: [STOCHASTISCHE KONVERGENZ DER BEDINGTEN VARIANZ| Es sei-

en die Voraussetzungen (V1)-(V13) sowie (BI)-(B3) erfillt und es gelte E|U;|* < oco.
Zudem gelte (T1) und (I3*)) sowie die folgenden Bedingungen.:

. 1/4 gt
Y- (BB = hv. o) =0), (T27)
ket k
3/2
1
=5 I TR _ o), (T4%)
tn ‘Ck|2
keJtn
Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7:,}6
zr o= ZE [Y;f | .75;1*7]»_1] N fir n — oo, (6.15)

=2

wobei U die positive Konstante aus Proposition |38 ist.

BEWEIS: Analog zum Beweis von Proposition 38 wird U} zerlegt. Da hier die in k,[ €
Jn, k # 1, gemischten Terme von Null verschieden sind, ergeben sich vier Terme.

2

j=2 ke,
2 2
t2n22{ > Dk PE%I | Fryoa]
keltn

+ Z DJ ]k:DJZanlE[% ]l‘ n] 1]}

ke,
Ll
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

1 n 1
- WZZ{ > @D kD1 PE |25 | Frr ]
=

=1 \ ke,

+ Y awwiD; Dy Dy Diy U5 UHE [‘%Tk%fz’fﬁ,jl]}
ke,
el

»> { S a2 |D 2D Dy TR | Fip ]
21 :
75

kedn

+ Y am DDy Dk Dy U U B\ UNT, | Fr e 1]}
kLA,
k|||

=01+ U0+ 05+ D7 4

Um zu zeigen, dass aus U}, | die asymptotische Varianz hervorgeht, wird zunéchst die
Differenz Uy, | — $,, mit ), aus (5.28) in drei Teile zerlegt.

*
1_5;371
n j—1

- t%n2 IR (’Dsz]k| U5 PE 257 | Fr ] —Q](& a 1)2>

7=21=1 ke, |Ck|2 Tk
n j—1

:$ sz

J i=1 ke,

{rDi,ij,k\ (2528 1252 | 7] - (02 + 2 108, 0m)Pom) |

meZ,
Wy, 1\2

3

||k
L

— D Dj 218, ¢x) Pxx — | Di 1 Dj & [*|(B, ¢k>\2$k}
= Vii+Via+ Vi,
Im Folgenden wird gezeigt, dass V7, ; und V}, 5 im Lo-Sinne konvergieren, sowie dass V7, 5
Li-konvergent ist. Bei der Berechnung des zweiten absoluten Moments von V7 | entsteht

fiir 4,7,p,q € {1,...,n}, alle verschieden, ein Ausdruck, der zunéchst mit der iterierten
Erwartung umgeformt wird, um dann (B3] auszunutzen:
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6.2. Schwach konvergenter Term

B[1D1D; Dy Do {25 PE (1257 | Faga] — (24 3 1486w P ) )
meZ,
||kl

{I%};FE (%5 | Fo 1] = (02 + D ‘<57¢m>|2$m)2H
meZ,
|m|#|k|

=B [’Di,ij,kDp,qu,k:F
(B2l | SR 124218~ (o2 + 3 18.0m)Pan) )

meZ,
|m|#|k|

{122 1SR 1% 18] = (2 + 32 108 6m)%em) }] (6.16)
meZ,
m| k|

Unter der Verwendung eines der in Bemerkung [56| beschriebenen Resampling-Verfahren
lasst sich mit Lemma leicht erkennen, dass der fithrende Term von der Gestalt

E[’Di,ij,kDp,qu,kF{|%,k@',k|2 — (0’2 + Z 1(B, ¢m>|2xm)2}

meZ,
[m|#k|
(o sisl? (2 + 3 1B om)Pan) )] (617)
meZ,
[rm|#[k|

ist. Hierfiir iiberlegt man sich zunéchst die Giiltigkeit der Zerlegung

Uip=0Ui+ D Sim+(B—Brv, o) (on Xs) = Uik + Fikn (6.18)
meZ,
Im|#|k|

Fikm = (B — Brv, o) (or, Xi),

die durch Einsetzen der Reihenentwicklung von f erfolgt. Setzt man nun (6.18) in obigen
Term ein, so ldsst sich (6.17) abschitzen gegen ein Vielfaches von

E [!Di7ij7kDp7qu,k ?

2
{1 a0 = (7 + Y 18.60)Pan) +| Fikin Tl
meZ,
m|#[k|

+ U | * U 1. Fjkm + ik Fjknl® + %k%k/zkn/gkn}
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

2

{00 = (74 32 V8.6 %0m) 4| Fpin Faie

meZ,
Im|#|k|

+ Uk Uy I gn + Uk okl + Up i, ,kfp,k,nfq,k,n}} :

Wegen der Unkorreliertheit von D;  und %, fiir alle ¢ € {1,...,n} und k € Z ist hier

2

E[IDi,ij,kDp,kD%k\Q{I%k%,HQ - (02+ > \<5,¢>m>l2wm) }
meEZ,
|m|#|k|

(05 — (2 + X2 18.6m)P2n) }] =00
mez,
|m|#|k]|

Durch mehrfache Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und wegen (5.16)) ergibt
sich fiir (X, W) € F,% die grobe Abschitzung

2

E[|Di,ij,kD kDgil*| Fisem Likm Fosem Fan
N 1/2
< (EI(B = Biv, 04)°EIDi DDy s Dy (s Xi) (8 X5) (0 Xp) (1, X))
R 1/2
< (BB = Brv,6)'®) " EID1&El (r, X1) °

4 A~
<0 (ks 2 ) o (BIB - v i) ™.

|Ck|8 Ty,

Mit analoger Argumentation und Abschétzung der Momente von %, i € {1,...,n},
k € Z, gegen Konstanten erhélt man

E[lDz’,ij,kD wDo k"% 1%, ,k\Q%k/j,k,n%qu,k,n}

2 1/2
< (BID1") BI% 4 B2 4 (B i Il

2 2 . /
<C <wk + ;i) Tp (EKﬁ - 6[V7¢k>’8>1 '

|ex |4

sowle

E [’Di,ij,anqu,k |2%k%k’ /@k’n /j,k,n%p,k%q,k /pJf,n /q,k’,n}

2 — 9\ 1/2
B2 42) (Bl Fikn ik Totn Faeal®)

2 2 .
sc(wk+ﬂ>wMEW—&meﬂm-

|Ck|4 Ty,

< <E|D1,k
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6.2. Schwach konvergenter Term

Entsprechend lassen sich alle gemischten Terme abschitzen. Exemplarisch sei hier der
fiihrende der gemischten Terme diskutiert:

B 1D 1D Dy e Do P U 0 2 S 10|
2 1/2
< (BIDLAI") " (B12 4 B2 1 PE] 7 nl?)

2 2
< C( Dk ! ) 95;1/2 <E‘<5_BIV7¢IC>’4)1/4'

|ex|4 k

So lésst sich der fithrende Term aus E|V7 1\2 abschétzen gegen

kak

DY

" ket

A /
‘ z,? <E|<ﬁ - ﬁIV7¢k>|4)l 4,

|ex]*

was unter Voraussetzung (T2*) gerade ein O (ﬁ) ist.

Fiir den Term mit 4,p,j € {1,...,n},i # p,p # j, aus E]V;‘L71|2 ergibt sich unter (V10)
nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

C
oD > k| IDial DDy

" 1<i<p<j<n ke,

w1 s) Bk 18] - (2 + T (80l }

meZ,
|m|#|k|
2
{(B123 | S B[22 18] = (o2 + X 18 ém)Pam) }]
meZ,
|m|#|k|
c 4 8\1/2 4
< i Z 2y (E[D14|°) " E[Dy ]
ket
e 4<w§ 1)1/2<w,3 1)
< - | —s + — —
tn 2 \alf T af) \al "2
C <xﬁwz+ 2)
4,2 4 k
trna ol |k

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen (I'3*)) gilt. Weiter gilt unter (V10) unter An-
wendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den in 4,5 € {1,...,n},i # j quadrati-
schen Term aus E|V} |[?, dass
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

o o > B[P {E (%3 | S E (1% | )

tam 1<z<J<nkel
~(*+ X W8 Sm)Pom) )]

meZ,
rm| k|

< t4 2 Z TEIDyi
kedtn

e 2 (e )

keHn
1
< :0<>.
—42422 4
tnakeZ ty

Wiederholt man die vorangegangene Argumentation fiir die in k,1 € J#,, k # [, gemisch-
ten Reihen, so sieht man deren untergeordnete Rolle. Somit gilt

1 1
E|V 1|2 O(t4>+0<t4>

und damit insbesondere V7 | = op(1).
Um Lo-Konvergenz fiir V5 zu zeigen, nutzt man U < co. Wegen der Unkorreliertheit
von D;;, und Dj; fiir alle 4,5 € {1,...,n} und k,l € Z, k # [, erhilt man

w 12 wq 12
E [(Di,ij,k|2 . ‘ >(|Dp7qu,l|2 |72 *‘ )]

[exl? al? =
W 12 9 w; 12
—E ||DixDjul? — —”E[DZDI B e —0,
|:| ? B ‘ ‘Ck|2 T | ) q,| |Cl‘2 x

was fir alle 4,7,p,q € {1,..,n} mit i # j und p # ¢ erfiillt ist. Ebenso gilt unter (V11)
fiir alle k € Z, dass

wy 1 12
E [(|D1,kD2,k|2 - onl? - -Tk;‘ )(IDg kDa, k;! — ‘W - fEk‘ )] =0.

Es ergibt sich folgende Abschétzung:
n j—1
B[V ,|* < t4 . xkE‘ZZODMD
n't K, =2 i=1

C
< Z B {(|D1,kD2,k|2 -
n

]ck|2 B ;12)12

w 12
L. *‘ )(|D1,kD3,k!2 —

W 1 ’2):|
lekl? ap,

ol lek|> oy
2
Wi 12
- Z xkE‘|D1,kD2,k|2_ 72—*‘ ,
t ot lex*  xp
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6.2. Schwach konvergenter Term

wobei wegen (b.16) fiir alle k € 7,

w 1 w 12
E |:<‘D1,kD2,k’2 - |ckl\€2 l“k;’ )(]D1 kD3 k|* — |csz - ;k‘ )}

2 2 4 2
<C< +12)wk_1‘+ wk_i( e wk_i‘
k

|cx |t lek? g [ — a2 my
sowie
2 2 2
Wi 12 w 1 Wi 14 C
E‘|D1,kD2,k|2_ 72—*‘ §C<k4+2) + 72—*‘ < =
lekl? ekl lek? o

gilt. Dies fiihrt unter (V10) zu

:L‘kwk ’ 1 1
i} =o| =5+
|Ck|2 Tk 754n2 4 ; k <t2 T t4>’

da die erste Reihe gegen Ct2 abgeschitzt werden kann.
Fiir die Diskussion von V}, 5 geniigt es, den Term mit Index k: zu betrachten (statt —k).
Anwenden der Cauchy—Schwarz Ungleichung ergibt unter und Lemma [A.1.3] dass

1 | T 2
E[Vial < = Y 1B, 00) 2Bl DiaDoil’ = 5 > 18, én) ok | 0y — ‘ =o(1).
t kestn t" ke Aty ‘ Kl

Insgesamt ergibt sich also insbesondere Uy | = ), + op(1), und mit (5.33) schlieblich

nl_gn—i_OP( )

Um zu zeigen, dass Ty, o +T;, 5+, 4 stochastisch gegen Null konvergiert, berechnet man
zunéchst dessen bedingte Varianz gegeben Sp, die mit varg, (-) bezeichnet wird. Dabei
nutzt man aus, dass unter gilt, dass E[T}, ,+T;, 3+, ; | Sp] = 0. Nach Anwendung
der Dreiecksungleichung nutzt man aus, dass unter (B1)) fiir das zweite Moment von RUS

beziehungsweise Uy , lediglich die in 7, p quadratischen Terme von Null verschieden smd

vars,, (m;g + %2’3 + %274)

_t4n4 [( Z Z w1 DDy D; 1 Di U ?/ﬁ Ul A | Frr ]

1<i<j<n k,ley,, ) ]
el

o T
T E ( Z Z k1D D1 Di o Dy U3, U, E[% @/]*l|fzg—1]> | Sn
1<i<p<j<n k,ley,
| k||

c | o
+t4n4E( Yo Y AlDlPDikDpn UL E (|5 | F

1<i<p<j<n ke,
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2
( > @D Dy Dk Dy Un A E U, | F fm’—ﬂ) | Sn
ke,

(k1]

2
C T % Gk *
toaa > {E [( > @R ID; kP Dk D55 E (1) | Frji] ) | Sn

n 1<i<p<j<n ke

2
+E ( > 221D D Di g Dp U5 U E {%f;ﬂ/ﬁ H,j—l}) |Sn]}
ke,
K[|l
C -
+ A Z {E [( Z 23| Djx|* Dy D kU U E [W/fk‘Q | H,jfl] >
n 1<i<p<j<q<n kety,
( Z x%’Dq,k|2Di,kDp,k%,*k02/pka U%qfk’z ’ ‘F;:,jfl] ) | Sn]
ken
+E ( Z xkl’le,ij,lDi,kDp,l%i,*k%p*,lE [ fk% | "T_;Lk,jfl} >
kley,
k&[]
< Z 221Dk D Di s Dp U5 % E [@/qfk% | f:,j—l]) | Sn }
k,lE%n,
k|
C _ _ _ _
= > { > 2}a}|D;D;iDi kDB [I%}%ﬁ%’fk%ﬁlz | Sn}
N 1<i<i<n  kl€S,,
K[|

2 2
+ Y @twwm| DDk *DyiDjm Dy Dim
k,l,me %,
&[], |m],
|m|#|l]

B (12020 U | S

+ Z TR0 T @r D D1 D; 1Dy 1 Dy iy Dy Dy iy D
k,lmety,
k[, |ml,|r],
[U[#|m], |7, [m|#|r]
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6.2. Schwach konvergenter Term

_l’_

+

C

tind

n

C

tint

n

=

1<i<p<j<n

> kD IDis Dy PR (|25, P U5 | Sl
ke,

p7k p)

+ Yy 37%3?12(‘Dj,ij,l\QDi,kDqu,kDp,zE {\%2%\2%2% WU | Sn

klety,
K| |1]

D50 Dy o T 7 5] )

2
+ Z T T D1 Djm
k,lmeAy,,
|k[#]L],|m],
[m|#l]
2 R E *x 20% Gy % * )y * X gy *
<|Dj,k\ Di kD, Di 1 Dpm 2 [| G| U U3 U Uyt W | S
27 * *x 1201, % o)y * * *
+ Z xkxlxmxrDj,kDj,lDj,ij,rDi,kDi,le,mDp,r
k,lmren,
&[]l m], ],
[LI#[m],|r], [m|#|r|
* g% * )y * * * Oy * *
4 2 * * * * |2
Z { Z 23,1 D; x Dq i Di k Dy k| °E [| %040, %5, %, %) | Sl
1<i<p<j<q<n \ ke,

2.2 T o

+ Y 23aiDixD; Dy Dy,
k€A,
|||

<Dj,kDi,qu,qu,lE U TN T | S
DDy B [T T 2 1 5] )

) .
+ E T 212mDjpDji1Dg kDgm
kol mEHo,
[E|Z]L],|m], [m]#]1]
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

(Di,kDqu,kDp,mE U U T U T | S0

+ ‘Di,k|2Dp,leymE |:’ ifk’z%pfl pfm ]Tk%fl%qfk%qu | Sn} >

+ Z xk‘rl‘rmerj,ij,lDi,kDp,qu,me,rDi,mDp,r
k,l,m,r€y,
K[ L] Iml, 7],
1| |ml,|rl,
[m|#|r|

E [%,ﬂ/ U U T T, | sn} }

iym p,l D,

Hierfiir l4sst sich L;-Konvergenz zeigen. Mit Lemma lassen sich die Summen iiber
i,j €{1,...,n}, i # j, abschitzen gegen

< 1
t‘ln%ﬂt{ Z zhai + Z TRLT i + E xkxzxmxr} =0 (t4> :
n

k,ledtn, k,lmety, k,lm,rety, n
LA k|, |m], K|, |ml, |7,
m ||l (L1 [ml,|r], [m|]|r]

Die Summen {iber 1 < i < p < j < n lassen sich mit Lemma gegen

C rrw? 2wy, 2 2wy, xlw1/2 ? ka1/2 !
tinoﬂ{ e[ ( |Ck\2> |Ck|2< il ) ( [kl ) }

ke, kety, ke, ke, ket

abschétzen, was unter (T3*) gerade o (%4) ist.

Fiir die Summen iiber 1 <17 < p < j < g < n wird lediglich der letzte Term diskutiert, die
anderen ergeben sich mit analogem Vorgehen. Zunéchst erhdlt man mit Lemma
dass

1
t4n4E[ § § wkxlxmwv'Dj,kDj,lDi,kDp,qu,me,rDi,mDp,r
n 1<i<p<j<g<n  kilm,reity,,
&[]l |l ||,

L[ [ml|r], [m| 7|
B (U T T T T | S

,m “p,l “p, q,m —q,r

1
R *E[ Z T T Tr D3 D31 D1 ;Do 1 Dy Dy p D1 D2
n k,l,m,rety,,
[k, |ml,|r],
A ml, |7, [m|#|r|

U U o U ) U, U J V3, Unyn Uy | -
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6.2. Schwach konvergenter Term

Wendet man Zerlegung (6.18)) an, erhélt man unter (V11]) mit (5.19) sofort

E [D3 D3 D1 ;D21 DymDay D1y Doy U jo % U1 oy U jo sy Unn Uy | = 0
sowie mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

E [D3,kD3,lD1,kDQ,lD4,mD4,7‘D1,mD2,r /I,k,n /1,m,n j2,l,n/2,r,n j?),k,n/?),l,n /4,m,n f4,r,n]
Wi 1

wy 1 Wy 1

— | LT Ty T

Wy, 1‘

2 ar| a2zl lleml? @mllle

: : ; . /
(2 [146  Brv 6811 — Brvvs 6013 = B amdlP168 — v, o))

was unter (I3*) zu einer konvergenten Reihe fithrt. Der fithrende Term ist hier also von
der Gestalt

D3 1. D3 1D 1.D2 1Dy Dy D1 Doy U P i o U Us 1 Y31 Usm Fa -

Um dessen Verhalten zu untersuchen sortiert man die Reihe zunéchst um, schitzt gegen
die Betrége ab und schitzt Z4,, ab gegen || — Brv|[(¢r, X4), um dann auf das erste
absolute Moment die Cauchy-Schwarz-Ungleichung anzuwenden:

E [ > apm@ma,Ds D3y Dy kD2 DamDay Dy m Doy

k7l7m7re‘}gf7«7
k|, lml, |7,
[l #[m],|r],
|m|#|r]

U 0o o U o U s F )

ZE[ > 42Dy Day oy Javn Y wkDipDsp s Y wiDoyDs s sy

rE€n kesty, leJn,
[||r| UESLARY
Z mel,mD4,m%1,m%4,m:|
me%n,
|| L], |El,]r|
< E[ Z Zyp| Doy Dy Uy Farm Z 2 D1 1 D3 1, % U3 1
TE%L kel/n,
|K|#]|r]
Z x1 Do D3 U 1 U, Z mel,mD4,m02/1,m02/4,m‘:|
ledtn, MmEHy,
U1kl |r| |m| (L], |kl [r]
< E[Hﬁ —Brvll D> $T‘D2,7‘D4,T%2,7‘<X47¢T>" > wxDy D3k Us i
reEHn ke,
K| |r|
Z 21 Do D3 U 1 U5, Z mel,mD4,m%1,m%47mH
ey, meHn,
L[|kl 7| |m| L], |Kl,[r]
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

< <EH5_BIVH2E‘ > xr|D2,7‘D4,r%2,7‘<X47¢7">" > axDy kD3 ik Us i
reKn ke,
k|||

o\ 12
Z 21 Do 1 D3 U U3, Z mel,mD4,m%1,m%4,m)>
ey, MEHn,
2|kl |7| [m|Zl,|k||7|

< <E”B_BIVH2E‘ Z 2 D1 1. D3 1, 1 Us, i Z 21 Do D3 U 1 U,
keJtn ledtn,
|7k

1/2
2
Z mel,mD4,m%1,m%4,m Z xr|D2,rD4,r%2,r <X4, ¢r>|‘ >

MEHn, rEHn,
[l 1] || Ir|#[ml. 1], ||
x3/2w
< 1 t3 ' T
<ol 2 T
rE€n
<o(1)t3 (6.19)

unter Voraussetzung (T4%) und nach Theorem [24] Der betrachtete Ausdruck ist somit

0 (i) Zusammengefasst erhélt man also unter den Voraussetzungen (I3*) und (T4%),

dass

1 1 1
E|Var5n(m22+m23+m24)|:0 — 1+ 0 vy “+o0 "
) ) 5 tn tn tn
gilt und somit wegen E [”2,2 + 9y 3+ 0y | Sn] = 0 insbesondere

mz’z + m:;g + %274 = O[P(l).

Dies fiihrt zu folgendem Resultat fiir R 3:

59. Proposition: Die Folge (t2),en aus (5.5)) erfiille lim,, o t2 = 0o. Weiter seien die

Voraussetzungen (V1)-(V13), (B1)-(B3) sowie (T1)), (T2*), (T3*) und (T4*) erfillt und
es gelte E|U1|* < co. Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7-“,%6

n
tn
mit 8 aus Proposition [38

"3 2, N(0,9) in Wahrscheinlichkeit beziiglich P,

BEWEIS: Zusammen mit den Konvergenzen beziiglich P, die die Propositionen |57 und
zur Verfiigung stellen, folgt die Aussage direkt mit dem Beweis von Proposition 0] O
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

60. Proposition: Sei (X,W) € ]-"%28 und U erfiille E|U|'?® < n < co. Dann gilt unter

den Voraussetzungen (V1)—(V13) und (B1)—(B3) sowie (HO), dass

n

Pl —or (2

n nla = Op n .

BEWEIS: Fiir T)} | := (ﬂlzf{; _ r&mu)*(’n) T (fTI;I; _ F}U)*QJ gilt
2 “ X,

T
keZ k

=Y H{\ > arf}= ZU D kn®k;

kEZ

alt PRy * iy Xi?

D; — Uity = > T > o M {A > anf}> ZU* ( C’:b“ 4 :U:s’“)) O
kEZ

= ZI{)\k > avyp HA{ e > oy} — ZU D; k¢

keZ

Bedingt nach S,, erhélt man nach Anwendung der Dreieicksungleichung fiir das erste
absolute Moment von %E] 1 ‘< s X >‘ unter (BI)—(B3)) Folgendes:

1 n
E ;Z ‘(Tmlej)’Q ’ Sn]

< 3 ZE[’ ZZU* Ok, X I{)\k > oy} (Dign — Digl{\ > avi}) ‘2 | S
i=1 keZ
§n3 ZE{‘Z O, X)) T{ M > avf H{N > anf} (D zk,n_Di,k)‘Q

j=11i=1 keZ

2
+ 3 [0 X T = 0 O < arf}Din
keZ

+ > (o X)) H{ = oM < v} Dign
keZ,
k|11

(X5, 0 1A > anf M < af D b
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1478l 18]

Nach Proposition 41| gilt £ |71} + 7% + T1%]

=o0 (%), was die Behauptung impliziert.
O

61. Proposition: Sei (X, W) € .7-'64 und U erfiille E|U|%* < co. Die Vomussetzungen

. m sowie . . seien erfullt Falls zudem m gilt, so folgt unter ,

dass
n

BT X = e (%)

J=1

BEWEIS: Das Vorgehen ist analog zum Beweis von Proposition 2] Ziel ist es zu verifi-
zieren, dass gilt

n3z‘<zzl{)‘k > oy} (Dign — Dip{\ > oy })

= 1=1 k€Z

( > Sﬁm)¢k»Xj>‘2 = op <t7:”> : (6.20)
meZ,
[

Dafiir wird zunéichst die bedingte Erwartung gegeben S,, berechnet. Dabei nutzt man,
dass unter (| und (B3) E[Sl*k m S ] = 0 fiir alle ¢ # j und fiir alle k,m € Z gilt.

[ ZK n27 n}
= EZEH ZZI{S\k > vy} (D — DigI{\ > av}) ( Z Sl*m) <¢k,X]’>‘2 | Sn}
=

i=1 keZ meZ,
|m|#|k|
1 & 5 2
=5 {D S X)) P H{Ak > Y | Dign — DisI{e > cwk}FE[l > Stall Sn}
1,j=1 \ k€eZ meZ,

Im|#[k|

+ (0 X)) I = 0} (Dign — DieI {0k = o }) (X5, o) I{N > anf'}
k€D,
e

(Dijen — DigI{N > anf'}) [( Z )( Z m) |S”}}

meZz, meZ,
||k |m ||l
Hierfiir wird nun L;-Konvergenz gezeigt. Es wird die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ange-

wendet um nach Lemma[A.1.3{die Momente von ) ez S, gegen positive Konstanten
ml#lk]
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

abzuschatzen. Mit der Dreiecksungleichung zerlegt man weiter in Terme mit Ay > oy
und solche mit A\ < avy.

7j=1
= %Z ZE‘ (Dr, X I{)\k > ayi} (D zk,n_Di,k[{)\k > al}) ( Z S’@m)r
7j=11i=1 keZ meZ,

||k

( ‘<¢k’ IT{ % > a3 { > avl} (Dign — Dig) ) )1/2

4> 1/2

+ Z ( ‘ Oy X)) T{A, > a3 T{\, > avf} (Dign — Di)
k7,
\k\?é“\

AN
3@‘ Q
I\

3
—
M

+ (Efeon X100 = @I < ) D

1/2
(Xj, o0 I{N > e/ Y {N = o'} (Dijen — Dik) ’2>
( ‘<¢k7 >I{)‘k > ay HAM: < av; } Digen

1/2
(Xj, &) I{N > anf Y{N < 0671?}’2> }

< Jn,l + Jn,2 + Jn,3 + Jn,4-

Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie Lemma erhélt man fiir
(X, W) € F8* unter (V10) fiir den fiihrenden Term der ersten Summe

C n o n ) g\ 1/4
Jog < o3 I <E‘I{)\k > avi}t (Dign — Dik) ‘ >

j—lilke%
r2w?
k k
<o % (P
ke,

1
<7Z$2 =o|—.
= n2a2 k n

kEZ

Mit derselben Argumentation wie fiir den entsprechenden Term im Beweis von Lemma [42]
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

erhélt man auch hier

Ino = —+1
? no‘leZZ \f vn

Anwenden der Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf J,, 3 und J,, 4 erlaubt die Wiederholung
der Argumentation von J,, 1 und J;, 2, sodass insgesamt unter (I'3*)) die Behauptung folgt.
O

62. Proposition: Sei (X, W) € .7:8 und U erfiille E|U|® < co. Die Voraussetzungen

(V1i)-(v13), B1)-(B3), . (T3%) und (T4*)) seien erfillt. Dann gilt
In
*Z\ s X5)[" = o <n>

BEWEIS: Dem Beweis von Proposition 43| folgend gilt hier
Trt,?) = (ﬂ% - I) RZ

und eine Darstellung 1 Z” ‘<T*3,X >’2 = Zf 1 V* ; analog zu ist moglich. Da-
bei lassen sich Rn ., R 4 und Rn 5 gegen Ry, Ry bemehungswelse R} 5 abschitzen,
die gemif der Prop081t10nen , und - das passende Konvergenzverhalten auf-
weisen. Aus Abschnitt [6.2] ergibt s1ch die Endlichkeit des zweiten (und somit des ersten)
Momentes von

j—1
Z o > WDk USDigrrI{\, < af}.
=2 ke, =1

Das bedingte zweite Moment gegeben S, erfiillt mit Lemma [A.4.1] “ unter (| . . ) die
Abschétzung

2 n j—1

n C - . .
FERAP 18] £ 505 30 3 1iaDsal? Y1 s DisPa (s < )
tan Jj=2 ken i=1
n
n2 Z Z apa I {\e < oI {N < o'}
=2 k,JleAy,
k||
j—1
Ui kD% 1 Dj Z U 1, D; %1 D .
i=1

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zunéchst auf die regularisierte Reihe
iiber k und dann auf die Erwartung ldsst sich hierfiir Li-Konvergenz zeigen:
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

LIRS

S t%c;ﬁE{ Z I{ <oy} Z ‘Z|%kDJk’22’%lek’2xk‘ }

ket ke, j=2
Stz 3 JB D2 H{Ae<onfh|E D ’Z’%kpﬂk|22|%kl)lk|2xk’ '
ke, kestn j=2

Wendet man (6.18)) an auf E|%}7kDi,k@2p7kDp,k%Aj7ij7k@/Aq’qu’k]2, so ergibt sich mit Lem-
ma fiir die fithrenden Terme

/4t
Bl D3 Dy Dy F oo Dasl? < Cov (BN8 — v ) s
sowie
TrWg 4
E|%; D k% 1 Dp s %k Dj s Uy 1 Dy > < C e 1)
Somit gilt
2
IR A Z\%Dm 3
ket j =2
n j—1 A .
= > 2> Y Bl%D %k Digl*
ke,  j=2i=1
+ > 2k Y El%uDig|" %Dy Djil’]
keJn 1<i<p<j<n
+ Y @k Y. El%Din%k Dy Dk %y Dyl
ke, 1<i<p<j<q<n
Cn? 4, Ond ziwd o, 4 TRWE ‘ wp
< — Ty + —5 +zi +o(n —
at 2 o a? 2 . ) 2 |ck | |cx®

ke oty ketn ke,

Analog lédsst sich fiir k,l € J,, |k| # |l|, argumentieren. Zusammen mit (5.38]) folgt unter
(T1) und (T4*), dass E ‘&Rng‘ =o0(1).
Ahnlich lisst sich

v

1 N 1 -
2,2 = ? Z .’L‘kI{)\k < Oé')’k}z ’Dz,k|2‘%fk’2

ke, i=1

abschatzen. Mit

C 3 v . 712
E[|R} o] | Sn] S 3 5 > wl{h <k} IDin)

kety i=1
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6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

erhalt man

n v
—EE[|R7 5| | Snl

1 . - ;
= E‘ Y I{h <arflar )y ’Di,k%,kﬂ
nh ;
kestn i=1

1 R n R 2
< t—E’ Z H{\ < oy} Z xi(z |\D; 1%, 2) ’
nt N\ ez ket =1
< — [BY M <anf}| > alEl Z|Dm%|2\
" ket ke,

Auf die zweite Erwartung lésst sich Zerlegung (6.18) anwenden. Man erhélt

n
S wfE] Y10,
ket i=1

n n
- > xi{ZE\Dak%kI4+ > ElDix D%
kedn il i1,

'}

i#]
Tiw riw?  wiw?
<on 3 fhkroni oot 3 (fhiE+ A
keJn k€Jn
Mit (5.38) folgt unter (T4*)) und (V10), dass gilt
n o
LB B ] | S| = 0(1).
n

g

63. Lemma: FEs seien die Voraussetzungen (V1)—(V13) sowie (B1)~(B3)) erfillt. Zudem
sei B|U|* < oo. Dann gill unter (HO) fiir (X, W) € Fy

1
R:L,l = op <n> .

BEWEISs: Mit
E (IR} 1] | Sn) Z !wk—ﬂ?k\Z!Dzk\ E (1257 | Sn)
k:e%n

erhidlt man nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und unter Verwendung

von (A.1)) und Lemma
4 1/4 1
ElR ]S — Z ka( E!Di,k|s> \/E‘%,k

ket i=1
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

< n3/2 > @ (E\Dzk| )

kedn

Snmkzmk :CL)

EZ

64. Proposition: FEs seien die Voraussetzungen () und (B1))- erfillt.
Weiter gelte E|U[* < co. Dann gilt fir (X, W) € F} unter und (T3), dass

n n 1
TR, =R, — ), 21
T +OP<\/t’n> 020

mit R, aus (9.39)).

BEWEIS: Zunichst wird das bedingte zweite Moment von - ( ha %n) gegeben S,
berechnet. Dabei wird U aus (5.27) eingesetzt und die bedingte stochastische Unabhén-

gigkeit aus (B3] sowie Lemma ausgenutzt.

2
TR IRy, — Ral? | S

n

2
1 Wi 1

< LBl S wd S pua - w2 | e~ LU s

L‘% 2 [kez){ {Z| ? z,k:| |Ck|2 Th | n

1 2
Wi,

< > 2B § D v %5, |* — 0/? —) S

tQ lel k [ <| 2, z,k:| |Ck:|2 Tk | n

1
T e Z mkxlz
i=1

" kIEH,
K[|
1 wy 1
El (1D a2 — gtz | Wk D2 — g2 | WL 2 S
[< (N z,k‘ ’Ck‘Q Tr ‘ 7,0 z,l‘ |Cl‘2 7 ‘ n

202 Z LrXl Z
n

kle%n, ip=1,
k||| i#p
Wk 2 1/2 | Wi
E||D; %" |> — B'/? S, |E||D,, 25> — 5V -
[‘ i,k z,k‘ |Ck|2 wk | n ‘ Dl p,l| ‘Cl|2
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)

Wk 1 52 1/2 | Wk 1
x Dk%kQ %1/2 _><Dk%k -0 -
t2 2 kEZ)X/ klpz:l <| 1 7 | ‘Ck|2 Tk | 5 5 ‘ ’6k|2 T
iF#p
_|_L Z mkleOD k%kP 21/2 Wk 1 > (’D‘l%ﬂQ 2l/2 wy l )
(2 (2 %, i,
n? i, i=1 lex? lal>
LE
1 5 1
2 Z T Z <’Dz k% - ml/Q wka e ) <‘Dp,l% ,l|2 — ‘1]1/2 % _
n k Jet, i,p=1, ’Ck’ Lk ‘Cl’ Xy
kIl i#p
Hierfiir lasst sich Li-Konvergenz zeigen. Fiir k € J#, und i € {1,...,n} erhélt man mit

der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

2 2
N w 1 1
E (D s|* — 02| — — < CE|DisZip|* + C | = g
ckl? |ck ! Ty
2 2
w 1 1 C
<Okt 40—~ <
eel* 2 [ o?

Fir k,l € Z, |k| # |l] und ¢ € {1,...,n} ldsst sich der Ausdruck nach Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung analog abschitzen. Man erhilt

Wi 1 wq 1

E[ (|Di,k%,k|2 — /2

) (!DM%P g/

[, [al? @

wy, 1 Wy 1 w1 w1 C
<C< et 2—><2 pond Bl e Rl Sk
|Ck’ T ’Ck‘ T ‘Cl‘ Xy ‘C[‘ xXy Q
Um die Reihen fiir 4,p € {1,...,n}, i # p zu untersuchen, setzt man die Umformung
. 1 1
‘D’Lk%kF %1/2 wk R ’le% Q_ml/2 &_7

+|Dik Fiknl® + Dixx Fikm + Disir Likm,

die aus entsteht, ein. Fiir k € 7, entsteht dabei eine Reihe, die bereits im Beweis
von Proposition (45| diskutiert wurde. Fiir die {ibrigen Terme geht man &hnlich zu
vor: Man wendet zunéchst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Reihe {iber k € 7,
an, um ﬁ—ﬁ v zu separieren. Anschlieffend wendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auf die Erwartung der entstandenen Reihen an. Unter ergibt sich also
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

n

> > wz{ <\Dz’,k%kl2 — !/

i,p:l, ke,
iF#p

1

t2n?

W 1

) 1Dy Zpil* + Dy Py kn]

ekl xp

+ 1Di Fitenl® |1 Dpie Zpnl” + Dy ik Fpin)

+ Di Ui e i e Dp iy i /nkm} |

c )
< 3| (L, 3 - Ao X ]
o odp=1, L T ket ketn
7P
Wi 1 2
’Di,k%i,k’2 - ml/z W - Th [‘Dp,k<¢k:,Xp>|4 + |Dp,k%p,k<¢ka X;D)P]

+ D5 1 {Dhs Xi)|* [| Dy (Dhes Xp)|* + | Dp s i (D1 Xp) ]

1/2
+ | Di 1 (X, 1) Dy U 1o (D10, Xp)|? }) ]

1 4
<o <t2> Z hAD
"7 ket
2

w 1
u [1Dp 1 {dns Xp)* + | Dy k% 1o {S1es Xp) ]

\|Di,k%,k|2 2| W
lckl? xk

+ | Ds i Xi)|* [| Dpoie(bes Xp)|* + | Dy e Zp b1 Xp) ]

+ | Ds 1% 1( X, Or) Dp Uy 1Dk Xp>2]

1 w? (2wl zpwg riwd
<ol = 2 k ( KOk >+ EYk
(t%> 2 k<|Ck|4 ekt Jexl? |cx[®

125



6. Bootstrapvariante des Tests auf Exogenitét

Fiir die Reihe iiber k,1 € , |k| # |l|, geht man entsprechend vor. Hier erhélt man zunéchst

mit (A.19) und Lemma

Wk 2 1/2 | Wi 1
vy ( | Dy i) — B - )(!D Uy |? — B2 | — )
t2n2 zpzzlkg;f ( [ex]?  an pee lal?
7P |k|#]
1
< D B oPaRIB, om) e,
" kledtn,
k||

o(3)

Von den iibrigen Reihen sei lediglich die fithrende betrachtet. Hier sortiert man zunichst

die Reihen um, wendet die Abschitzung |(8— v, ¢1)|* < ||8—Brv||? an und separiert die

Erwartung davon mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Mit Lemma [A.4.4 und Theorem
24 resultiert dies in

Wi 1
t2n2 Z > @l Dpr fpl D w (Divk%k‘{z — gt Tesl2 T ) ‘
ip=1,leA; ke, k k
i Pl
E|18 - Brvl? Z > @l Dpildr, Xp)I?
1,p=1,le,
i#p
1
> o (’Di,k%,kP -y ka v )
ke, |Ck’ Tk
|k|1]
<5 (Ellﬁ Brv|'E Z > @Dy, Xp) P
tam i,p=1,le#;,
i#p
) 2\ 1/2
Wy
> ([Dininl - D' —5 - —
ke, lerl? @
|||

1 1
= 0(1)(9 (t% + W)

1 1
=o| 5+ .
<t% t%\/ncﬂ)

Zusammengefasst ergibt dies

TL2

Bl

n

Dies impliziert die Behauptung. O

E[|Ry2 — Rl | Sa]
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

65. Lemma: Es seien die Voraussetzungen (V1)-(V13) und (BL)-(B3)) erfullt. Weiter
gelte E|U|* < co. Dann gilt unter (H0) und (T3 fiir (X, W) € .7:,‘7*

n

1
—Riy=op|—).
e Op(ﬁt)

BEWEIS: Zunichst berechnet man das bedingte zweite Moment von —R* 4 gegeben Sp,.
Als fithrenden Term erhilt man dabei

n

g Y (G XG0 (X6 (60 Xy)

" ipg.a=1, klmretn,
i#p,gia, K[|, |m|#]r|,
P74 74 k|, [1[#[ml, [k|#]]

Di,kDi,le,mDp,rE[ %*l%* 02/* |Sn]

p,m —p,r

Mit Lemma iiberlegt man sich, dass es fiir die Betrachtung der fiihrenden Terme

geniigt in obiger Gleichung [%*k%*l%p*m | Sn] durch %,k%7l@p7m%p,r zu erset-
zen, wobei Entsprechendes fiir die weiteren bedingten Erwartungen gilt. Nun ldsst sich
wiederum Zerlegung anwenden, um dann Li-Konvergenz fiir die entstehenden Rei-
hen zu zeigen. Alle Reihen, die kein ¢, enthalten, wurden bereits in Proposition
diskutiert. Die Reihen, die kein % enthalten, konvergieren, denn

n

E’ Z <¢k7Xj><Xj7 ¢l><XQa ¢m><¢ra Xq>Di,kDi,le,mDp,7‘/i,k,nji,l,n/p,m,nfp,r,n

4,p,3,9=1,
i#p,J,q,
PFJ,q, 374G

< <E|<ﬁ — Brv, e (B — Brv, 1) (B — Brv, dm) (B — Brv, dr)|?

B[ 30 Dirlen X3) (@ X Dia (X, 00(Xi, a0)

1<i<p<ji<qg<n

. 2\
Dp,m<Xqv¢m><Xp7¢m>Dp,T<¢r,Xq><¢rvXp>‘ )

1/2
2wy, v 22w, x%wr> /
)

<C(n'BlIB - Bl
(o808 - B e R T

sodass man unter (T3%) und mit Theorem [24] ein o () erhilt. Der fiihrende der ge-

mischten Terme lésst sich analog zu (6.19)) behandeln:

n
S Y ok XX ) (X 6m)brs Xo) DisDia Dy Dy St o Uy
" ip,g,q=1, klm,rEHXy,
i#p.Ja, |k m|#r],
PEAIFA k|, |l|#|m],
|l 1]
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4752 18— Brvll > Z)Dzk (P, X S (o Xg) Y DX, )

ke, i=4 1<p<j<q§i 1 lety,,

[kl
> DpmXg bm)pm >, Dprldr, Xo)%,

MEHn, rEJHn,
m||k], || ||k, |1l

Dafiir ldsst sich Li-Konvergenz zeigen, indem man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
die Erwartung von ||8 — v ||? separiert, was nach Theorem [2 ! ein o(1) ergibt. Dies wird
multipliziert mit

n4t2 (

> Z‘Dzkz Pk, X S e Xg) Y D X;, én)

ke, i=4 1<p<j<q§z' 1 e,
2y 1/2
' >

LEl

> DpmXg bm)pm >, Dprldr, X%

mej/ru TE%U
[m|# k]| 7|kl |2],|m]
3\ 1/2
1 ( xzwz ( Tiw 1
342 Z 4 Z Z 2
n°t c C
"\ ke, | k| 1<p<j<q<n \leJ ‘ l|

1 x?’wk xlwl/Q 12
< - il il bl ed SN )
= n3/2a3/4t%< Z A ( Z El ) )

ke, lety,

Unter (T3*) gilt also insbesondere
1
nB[E R S =0 ()
n

und folglich 2 R, = op ( wlnn) . O

66. Lemma: ES seien die Voraussetzungen . m, . . sowie E erfillt.

Dann gilt unter (HO) fir (X, W) € .7-"4 dass

1
R _
tn n,5 op (tn>

BEWEISs: Fiir das bedingte zweite Moment gegeben S, gilt unter (B1]) und (B3]

2
"E {|Rz,5|2 S,

2
1
T A2 EH > Di s} Dini%, QZZ ory X Xj,¢l>\ |sn]
™ i ia=1, ke,
i1z [kl 2]
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6.3. Diskussion der Bias-Terme

Moéchte man hierfiir L1-Konvergenz zeigen, so ist der filhrende Term von der Gestalt

D DEE 11 I S T 7

n 1<41<12<j1<j2<n ke,
el

<¢k7 j1><X]17¢l><X]27¢k><¢la >

sl

Fir k,l, m,r € J, unterschiedlichen Betrages ergibt sich

BB % 5 s | Su| Dis i DigaDi o D

ig,l “i1,m

<¢k’ J1><X]17¢l><X]2a¢k><¢l7 ]2><Xj1a¢m><¢ra ><¢m7 ]2><X]27¢r>}

Nun wendet man Lemma und Zerlegung (6.18)) an. Der Term ohne #._,, ist unter
(V11) gleich Null. Somit ist der fithrende Term gerade

E {%’1 kUiy 1 Uiy m iy v Diy 1 Diy 1 Diy i Diy
<¢kan1>< ]17¢l>< j2a¢k><¢l7Xj2>< j1,¢m><¢r, ><¢ma >< ]27¢7‘>:|

Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung schitzt man mit Theorem und
Lemma das zweite absolute Moment von %, 1%, l%hmfi:,r,n gegen o(1) ab. Der

1/2 1/2 1/2 1/2
. .. . . Tpw T]w Lo W Trw .
zwelte Erwartungswert 1dsst sich mit -2.21 egen k L ImPm  Ir¥r_ abschétzen
& ( ) geg lek | e lem| e ’

was unter (T3*) konvergente Reihen ergibt.
Fiir die in k,1 € J,, |k| # |l|, quadratischen Terme gilt entsprechend die Abschétzung

2
gegen C T(’juljf T 7, Was ebenfalls unter (T3*)) zu konvergenten Reihen fiihrt.
Fiir drei verschiedene Indizes i1,1i2,5 € {1,...,n} und k,l € #,, |k| # |l|, summiert man

12 _C
’<¢k> X5, 00) Dy k%), szZ,z?/ S Crpa; (E| Dy |*E| D1y [*) 2 < 2Tk,

was mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (5.16) abgeschétzt wurde. Insgesamt gilt
somit wiederum unter (V10]), dass

n2

B[R 51| Si]

E
t

und somit insbesondere, dass
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6.4. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Teststatistik

Aus den Ergebnissen der Abschnitte [6.2] und [6.3]1asst sich ein Konsistenzresultat fiir die
Verteilung der Bootstrapteststatistik aus (6.5)) herleiten. Um dieses zu formulieren, wird
die Kolmogorov-Metrik verwendet, die fiir zwei Verteilungen F' und G definiert ist als

K(F,G)=: sup |F(x)—G(x)|,

00o<r<o0

siehe zum Beispiel [DasGupta (2008)k

67. Theorem: [KONSISTENZ FUR T3] Sei (X, W) € F3* und U erfiille E|U['*® < oco.
Die Voraussetzungen (V1)—(V13) sowie (BL)—(B3) seien erfillt und fir die Folge (tn)nen
aus (5.5) gelte lim,,_ o0 t,, = 00. Falls zudem (T'1)) und (T2*)~(T4*) gelten, dann gilt unter
(HO) fir T aus (6.5) und T,, aus (5.4)

n

—

P<"(Tg—mn)<t|8n>—P<t

n

sup
teR

Tn—mn)<t>‘i>o.

n

BEWEIS: Es bezeichne ¢g(-) die Verteilungsfunktion der zentralen Normalverteilung mit
Varianz 0. Weiter bezeichnen F,, die Verteilungsfunktion von % (T, — R,) und F S
die Verteilungsfunktion der bedingten Verteilung von ¢ (Tx — R,) gegeben S,,. Mit der
Abschétzung
sup ‘an,n(t) - Fn(t)‘ < sup ‘an,n(t) - d)%(t)‘ =+ sup |Fn(t) - d)‘B(t)‘
teR teR teR
=: My p + M,

wie sie dhnlich zum Beispiel in Kapitel 29 von DasGupta (2008)| zu finden ist, folgt die
Aussage durch die Konvergenz der Terme M, und M ,,. Wegen der Stetigkeit von ¢g
folgt die Konvergenz von My ;, direkt aus Theorem 48 und dem Theorem von Poélya, wie
es unter anderem in Abschnitt 1.5.3 von |Serfling (1980)| nachzulesen ist. Wiederum nach
dem Theorem von Pélya geniigt es fiir M, nun zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt

lim P (|F5, .(t) — o(t)| > €) =0. (6.22)

Dafiir kann man den Beweis von Theorem (48 nachahmen. Mit Zerlegung (6.5)) erhilt man

n n
2 1
‘< $,1+T;,2+T;,37Xj>‘ +rz< w1+ Tho+ Ty s, X5) (X5, Ry)
1 " oi=1

Mo _ 1
ta " !
]:

1< 1<
+ =D (X5 T+ T + Tig) (B3, X5) + = > RS, X507,
et moi=1

wobei mit (6.7)) gilt, dass

1 — 9 N n n
EZWQ&M=gﬁw€ﬁar%wﬁjmﬁ%m+%a
j=1
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6.4. Zentraler Grenzwertsatz fiir die Teststatistik

iRy, 5 konvergiert schwach in P-Wahrscheinlichkeit gegen N(0,%0) nach Proposition
was nach dem Portmanteau-Theorem dquivalent zur punktweisen Konvergenz der Vertei-
lungsfunktionen, wiederum in P-Wahrscheinlichkeit, ist. Nach Proposition [64] sowie den

Lemmata und [66] gilt

(R =) + 1 (Biy + R+ By 5) = o2(1).

Mit den Propositionen und [62] ergibt sich

1 n ) C n 3 )
SO T A T+ Tis X" < = D0 [Ty X[ = op (D).
[ [

Wie in Theorem [48] lassen sich die gemischten Terme auf bereits diskutierte Terme zu-
riickfithren und die Behauptung folgt mit dem Lemma von Slutzky. O

Die Voraussetzungen, unter denen obiges Konsistenzresultat gilt, &hneln den Vorausset-
zungen fir Theorem Den Zusammenhang erlautert die nachfolgende Bemerkung.

68. Bemerkung:

- 1/2
(i) Es gilt ||F_1~/4F§(/2||%{S = ez zklz)i:' Nach Deﬁmtion ist (T3*) also aquivalent
dazu, dass F_1/4F§(/2 ein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Dies ist eine Verschédrfung

von Voraussetzung (T3)). Sie wird wegen der fehlenden Unkorreliertheit gemischter
Terme, die durch die Berechnung der Residuen entsteht, bendtigt.

(i1) Die Voraussetzungen (T2%) und (T4*) sind weitere Regularititsbedingungen, wie
sie auch in KapitelE‘?] bendtigt und in Bemerkung begriindet wurden. uiird
nun anstelle von benétigt. Dies hat seine Ursache in der Verwendung von Bry
als Plug-In-Schdtzer zur Berechnung der Residuen.

Falls f’_2I’§(/4F?X von Hilbert-Schmidt-Typ ist, ist erfiullt. Entsprechend gelten

(T3*) und (T4%), falls f_1/4I’§(/4 ein Hilbert-Schmidt-Operator ist.

Mit dem Resultat aus Theorem [67|14sst sich nun ein Test wie in (5.44]) zum Testproblem
(5.43) formulieren, wobei T, aus (5.4)) durch 77 aus (6.5) ersetzt wird. Die Anwendbarkeit
dieses Tests in der Praxis sichert das nachfolgende Lemma.

69. Lemma: FEs gelten die Voraussetzungen aus Theorem [67 Dann gilt

. P(nmgﬂgn)_]a(nmgﬂga

teR

i\n \/ i}n t’I’L \/ﬁ
mit R, aus Lemma 0, aus Lemma |51 und £, aus Lemma .

BEWEIS: Die Aussage folgt durch Wiederholen der Beweisfithrung von Lemma [53] und
Theorem [67] O
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7. Simulationen

Die Kapitelund @stellen fiir das Testproblem eine Teststatistik sowie eine Boot-
strapvariante selbiger bereit, deren asymptotische Verteilung jeweils bekannt ist. Diese
Resultate werden nun im Rahmen von Simulationen an einigen Beispielen fiir endliche
Stichprobenumfinge umgesetzt. Der Fokus liegt dabei auf der Uberpriifung der grund-
satzlichen Funktionalitdt des Tests sowie der Visualisierung der Testergebnisse fiir unter-
schiedliche Parameterkombinationen und Stichprobenumfinge. Implementiert wird der
asymptotische Test aus , sowie seine Bootstrapvariante

T — R
of R {01}, @p=I{—n ">t (7.1)
tn 3,
wobei ¢, das ¢-Quantil von N (0, 1) ist. Im folgenden Abschnitt wird zunéchst der Simu-
lationscode erklért, bevor in Abschnitt die Ergebnisse der Simulationen vorgestellt
werden.

7.1. R-Code zum Bootstraptest

Die Simulationen wurden in der Programmiersprache R implementiert. Der Code wur-
de dabei so aufgebaut, dass die Funktionsweise leicht ersichtlich ist; es wurden keine
Optimierungen vorgenommen.

7.1.1. Bootstraprahmenprogramm

Zunichst werden alle Objekte aus dem Workspace entfernt. Fiir die Simulationen wird das
R-Paket fda zur Erstellung der Fourierbasis verwendet. Um Daten mit einer vorgegebenen
Korrelationsstruktur zu erzeugen wird das Paket mnormt eingebunden. Mit Hilfe der
Pakete R-Pakete foreach und doParallel wird die Bootstrapschleife parallelisiert und
somit Rechenzeit gespart.

rm(list=1s(all=TRUE)) #entfernt alle Objekte

library (fda)
library (mnormt)
library(foreach)
library (doParallel)

Es folgt der Eingabebereich. Hier wird zundchst das Verzeichnis angegeben, in dem der
Quellcode liegt und die Ergebnisse gespeichert werden, und ein Name fiir die Ergebnis-
datei vergeben. Im n#chsten Schritt wihlt man die zu verwendende Bootstrapmethode
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7. Simulationen

durch Vorgabe der Codedatei auf die das Programm zugreifen soll. Dazu wurde vorab
fiir jede Bootstrapvariante eine Funktion geschrieben. Zur Auswahl stehen hier ein naiver
Bootstrap sowie drei Versionen des wild Bootstraps. Mit dem Befehl detectCores aus
dem R-Paket doParallel fragt man die Anzahl der Kerne des Rechners ab, um dann
mit makeCluster festzulegen, auf wievielen Kernen parallel gerechnet werden soll. Die-
ser Wert wird an registerDoParallel aus dem R-Paket foreach iibergeben und bei der
Parallelisierung zugrunde gelegt. Um die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse zu sichern
wird ein Seed gesetzt.

ok -k —k—k—k—k—k—k ok ok ok —k—k—k_k_k_k ok k-_k—k—k—k_k_k_k_k_k_k_k_k_k_k_k_%

# Eingabebereich #
Hok sk ok k ok ko —k sk ok sk —k sk ok ok ok ok sk ok kK ok Kk _k ok ok ok ok kK kK _k_k_*

# Arbeitsverzeichnis
PFAD = "C:/Simulationen"

# Datei zur Speicherung der Ergebnisse

3| FILENAMEboot = "sine_siml1000_boot500_naive.txt"

# Wahl der Bootstrapmethode:
source (paste (PFAD,"/","wildBootstrap.r", sep=""))
# source (paste(PFAD,"/","naiveBootstrap.r", sep=""))
# source(paste (PFAD,"/","goldenRatioBootstrap.r", sep=""))
# source(paste (PFAD,"/","RademacherBootstrap.r", sep=""))

;| # Parallelisierung: Anzahl der zu nutzenden Kerne

AnzKerne = detectCores(logical = TRUE)
#terstellteCluster = makeCluster (max (1, AnzKerne-1))
erstellteCluster = makeCluster (max(1,AnzKerne))
registerDoParallel (erstellteCluster)

genutzteKerne = getDoParWorkers ()

genutzteKerne

set.seed(28) # Setzen eines Seeds
Ein Vektor N wird festgelegt, der in jedem Eintrag eine Stichprobengréfse n vorgibt. Wei-

tere Parameter, unter anderem die Anzahl der Simulationsdurchldufe sowie die Anzahl
der Bootstrapziehungen werden festgelegt.

# Festlegung des Stichprobenumfangs
N <- seq(25,300,25)
# N <- seq(2,50,2)

Simulationen = 1000 # Anzahl der Simulationsdurchlaeufe

| Durchlaeufe = 500 # Anzahl der Bootstrapziehungen
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7.1. R-Code zum Bootstraptest

is1q = 0.05 # Quantil zur Bestimmung des kritischen Werts
49 # fuer die Testentscheidung
s500p = 50 # Feinheit der Partition der t-Werte
r = c(0.001,1) # Bereich, auf dem t definiert ist

2K = 9 # Anzahl der zu verwendenden Basisfunktionen,
53 # ungerade zu waehlen

4| T = 1/2 # Periode der Basisfunktionen

| sigma <- 1.4 # damit wird der Fehler multipliziert

56| alphal = 0.0001# Threshold fuer den IV-Schaetzer
7| alpha2 = 0.0001# Threshold fuer den Bootstrap-Loop
gld <- 1 # Potenz der Konstante aus der Sobolev-Norm

59

Durch rho wird der Grad der Endogenitét und durch nu die Stérke des Instrumentes fest-
gelegt. Da beide Parameter zur Berechnung einer Kovarianzmatrix verwendet werden, ist
bei der Wahl der rho-nu-Kombination auf die Erfiillung der im Kommentar hinterlegten
Bedingung, die die positive Definitheit garantiert, zu achten.

Hj‘

61

# Waehle rho und nu derart, dass 12-12%nu~2 - 12*rho~2 > 0 gilt!
rho <- 0.4 # Korrelation von X und e
fu‘nu <- 0.6 # Korrelation von X und W

62

64

Die zugrunde liegende Slope-Funktion 3, im Code mit beta bezeichnet, wird iiber den
Befehl function() festgelegt, zum Beispiel als 3(t) =: sin(4rt)+ § sin(87t) + £ sin(20mt).

66| # Festlegung der Slopefunktion beta

67 beta <- function (t){

68 b = sin((2%pi)/T*t)

69 + 1/2xsin ((2*2%pi) /T*t)+1/T7*sin ((5*2%pi) /T*t)# bl
of # b 2/pi*asin(cos (2%pixt)) # b2

- }

TA|HR ko k ok ok ko ko sk ok kK ok k ok ko k kK ok k ok ok ok _k kK _k_k_k_x%
75| # Ende des Eingabebereichs #
G| Hk -k ok ko ok ok ok ok ok sk sk —k kR ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok k ok ok kK ok ok k k%

Mit tvec werden die Punkte g, ...,%,411 festgelegt, an denen die funktionalen Regres-
soren X bzw. W beobachtet werden. Die Fourierbasis ¢1(t),. .., ¢x(t) wird erstellt und
die Werte der Basisfunktionen an den Stellen ty,...,?,41 in der Matrix basiswerte ge-
speichert.

70| tvec = seq(0,1, 1/p) # Partitionierung der t-Achse

s2| # Berechne beta an den Stellen t_1 bis t_p
23 betapunkte <- numeric(length(tvec)) # beta(t_1),..., beta(t_p)
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7. Simulationen

¢ for (j in 1:length(tvec)){
87 betapunkte [j] = beta(tvec[j])
88| }

91| # Erzeuge Fourierbasis
02| fbasis <- create.fourier.basis(

93 rangeval r , # Definitionsbereich von t
94 nbasis = K , # Anzahl der Basisfunktionen
T

95 period = # Periode der Basisfunktionen

08| B <- fourier(tvec, nbasis=K, period=T, nderiv=0)

00| basiswerte <- as.matrix(B) # basiswerte enthaelt in jeder Spalte eine
100 # Basisfunktion, ausgewertet an

101 # den Eintraegen von tvec

Je ein Vektor zum Speichern der spéter fiir jedes n berechneten empirischen Power sowie
des empirischen Fehlers erster Art werden erstellt.

103

lm‘# Vektoren zur Speicherung von Power und Fehler erster Art fuer
1w‘# diverse Stichprobenumfaenge

POWER <- c()

FEHLERIA <- c(Q)

106

107

10?5‘

Es wird eine Datei mit einer Header-Zeile angelegt, die zur Speicherung der Ergebnisse
verwendet wird.

109
110/ #Erstelle Datei zur Speicherung der Ergebnisse

111 sink (file=paste (PFAD,"/" ,FILENAMEboot ,sep=""), append=TRUE)
112 cat ("N ", "alphal ", "alpha2 ",

113 "ro n, "nu u’ "Power n, "F1A \nn’ sep="")

114 sink ()

In einer for-Schleife {iber alle betrachteten Stichprobenumfinge wird zunéchst jeweils
ein Vektor zur Speicherung der Testentscheidung in jedem Simulationsdurchlauf fiir den
exogenen und endogenen Fall angelegt.

B e e i e e
118| # Beginn Stichprobenumfangschleife
R e e i e it

121/for (n in 1:length(N)){

123/ # Vektor zur Speicherung der Testentscheidung in jedem Simulations-
124| # durchlauf, exogener Fall
125/ Entscheidung0 = c ()
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7.1. R-Code zum Bootstraptest

# Vektor zur Speicherung der Testentscheidung in jedem Simulations-
# durchlauf, exogener Fall
Entscheidungl = c()

Xbeob <- matrix(0,N[n],length(tvec)) # Nxlength(tvec)-Matrix zum

Speichern der Beobachtungspunkte

von X

Wbeob <- matrix(0,N[n],length(tvec)) Nxlength(tvec)-Matrix zum

Speichern der Beobachtungspunkte
# von W

Xkoeff <- matrix(0,N[n],K) # NxK-Matrix fuer die Koeffizienten

# der Fourierbasisdarstellung

H o R

Wkoeff <- matrix(0,N[n],K) # NxK-Matrix fuer die Koeffizienten

# der Fourierbasisdarstellung fuer W
Yex <- numeric(N[n]) # Vektor zur Speicherung der Y_1,...,Y_N exogen
Yend <- numeric(N[n]) # Vektor zur Speicherung der Y_1,...,Y_N endogen

5| # Vektoren der Laenge K zur Speicherung der Eigenwerte des emp.

# Kovarianzoperators von X bzw. W sowie des Crosskovarianzoperators
# von X und W

:| xk <- numeric (length=K)

wk <- numeric (length=K)
ck <- numeric(length=K)

H <- matrix(0,N[n]l,1) # Speicherung der fuer W verwendeten Zufallszahlen
g <- numeric (K) # Vektor mit gamma_k~d (Sobolev-Konst.)

gew0 <- matrix (0,N[n],K)
gewl <- matrix(0,N[n],X)
ivgew0 <- matrix(0,N[n],K)
ivgewl <- matrix(0,N[n],K)
sumgew0 <- numeric (N[n])
sumgewl <- numeric(N[n])
sumivgewO <- numeric (N[n])
sumivgewl <- numeric (N[n])

Gewichte einfacher Schaetzer, exog. Fall
Gewichte einfacher Schaetzer, endog. Fall
Gewichte IV-Schaetzer, exog. Fall
Gewichte IV-Schaetzer, endog. Fall
entspr. Gewichte aufsummiert ueber k
summierte Gewichte

B

Der Startwert der repeat-Schleife fiir die Simulationsdurchldufe wird gesetzt. Daten pas-
sender Korrelation werden aus der multivariaten Normalverteilung

Al 0 3 vsdy, sdz, psdz sd. 0
ZQ AJA@: 0 I/SleSdZ2 2 0 0
e 0 psdz, sde 0 1 0
0 0 0 0 1

erzeugt, wobei gerade corr(Zi,Z2) = v, corr(Zi,e) = p, vgl. Wong (1996). Zudem

werden uniformverteilte Daten H erzeugt.

7| # Beginn Simulationsschleife
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simulation = 1 # Startwert fuer die Simulationsdurchlaeufe

73| repeat {

#Erzeuge Daten passender Korrelationen

5/ daten <- matrix (0, N[n] , 4 ) # Spalten: X,W,e,u

covmatrix <- matrix(c(3,
nu*sqrt (3*2) ,
rho *sqrt(3*1) ,
0,
nu*sqrt (3*2) ,
2,
o,
o,
rho *sqrt (3*1) ,
0,
1,
0,
0, 0, 0, 1),byrow=TRUE,nrow=4)

3| set.seed(simulation)

daten <- rmnorm(N[n], mean=c(0,0,0,0), varcov=covmatrix)
<- datenl[,1]
<- datenl[,2]
<- daten[,3]
<- datenl[,4]

H[,1] = runif (N[n], min=-1/2, max = 1/2)

Damit wird fiir die funktionalen Regressoren

1
X(t) = (t+5)7
1
W(t) =: (t+ §)Z2 +H, H NU(%@
je eine Stichprobe der Lénge n, beobachtet an den Stellen ¢1,...,¢,41, erzeugt, um dar-

aus die zugehorigen Fourierkoeffizienten (X, ¢r) und (Wj, ¢5) néherungsweise durch

zﬁ Zfi& X;(t;) - 1 (t;) beziehungsweise ﬁ ?;rol Wi(ts)- ox(ts) fiir k € {1,..., K} und
j €{1,...,n} zu bestimmen. Zudem wird die Responsevariable Y durch

T

= ﬁZX(tl) Bti) +o-e,

=1

approximiert, wobei im exogenen Fall fiir die Berechnung ¢ =u benutzt und der Wert der
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7.1. R-Code zum Bootstraptest

Responsevariable mit Yex bezeichnet wird. Im endogenen Fall wird ensprechend der mit
den Daten korrelierte Fehler € =e addiert und die Responsevariable mit Yend bezeichnet.

# Berechne X und W an den Stellen t_1 bis t_p sowie Y (exogen, endogen)

205 for (i in 1:N[nl])

{
for(j in 1:1length(tvec))
{
Wbeob[i,j]l = (tvec[jl+0.5)*daten[i,2] + H[i,1]
Xbeob[i,jl = (tvec[jl+0.5)*daten[i, 1]
}
Yex[i] = mean(Xbeob[i,]*betapunkte)+sigma*uli]
Yend[i] = mean(Xbeob[i,]*betapunkte)+sigmaxe[i]
}

beob <- t(Xbeob) # transponierte Matrix Xbeob; enthaelt in jeder Spalte
# ein X_i ausgewertet an den Stellen von tvec

IVbeob <- t(Wbeob) # transponierte Matrix Wbeob; enthaelt in jeder Spalte

# ein W_i ausgewertet an den Stellen von tvec

# Berechne Fourierkoeffizienten von X und W
for (i in 1:N[n])

{
for(k in 1:K)
{
Xkoeff[i,k] <- mean(beob[,i] * basiswertel[,k])
Wkoeff[i,k] <- mean(IVbeob[,i] * basiswertel[,k])
}
}

Aus den Fourierkoeffizienten werden die geschitzten Eigenwerte xk und wk der Kovarianz-
operatoren von X beziehungsweise W sowie die geschitzten Eigenwerte ck des Cross-
kovarianzoperators von X und W fiir £ € {1,...,K} bestimmt. Dazu wird iiber die
Fourierkoeffizienten der Beobachtungen gemittelt. Aufserdem werden die Konstanten ~y;/
aus der Sobolevnorm, im Code g[k], berechnet.

# Berechne fuer jede Basisfunktion die geschaetzten Eigenwerte der

;| # (Cross-)Kovarianzoperatoren sowie die Konstante aus der Sobolevnorm

for (k in 1:K)
{
xk[k] <- (1/N[n])*sum( Xkoeff[,k] * Xkoeff[,k] )
wk[k] <- (1/N[n])*sum( Wkoeff[,k] %*% Wkoeff[,k] )
ck[k] <- (1/N[n])*sum( Xkoeff[,k]l*Wkoeff[,k] )
glk] = (1+ (abs(2*pi*k))~2)"d
}
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7. Simulationen

Mit den geschétzten Eigenwerten wird nun die Teststatistik berechnet, wobei unter der
Nullhypothese berechnete Werte eine 0 am Ende des Namens tragen, unter der Alterna-
tive berechnete Werte eine 1. Indikatorfunktionen werden durch if-else-Bedingungen
umgesetzt.

# Berechne die Gewichte des einfachen und des IV-Schaetzers jeweils
# im exogenen und endogenen Fall und summiere

g for(j in 1:N[n])

{
for (k in 1:K){
if ( (ck[k]l)~2 >= alphal*glkl*wk[k] && wk[k] >= alphal){
gewO[j,k]l <- 1/xk[k]l*Xkoeff[j,k]l*mean(Xkoeff[,k]l*Yex)
gewl[j,k] <- 1/xk[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Xkoeff[,k]*Yend)
ivgewO[j,k] <- 1/ck[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Wkoeff[,k]*Yex)
ivgewl[j,k]l <- 1/ck[k]l*Xkoeff[j,k]*mean(Wkoeff[,k]l*Yend)
}
elseq{
gewO[j,k]l <- 0
gewl[j,k] <- 0
ivgewO[j,k] <- 0
ivgewl[j,k] <- 0
}
sumgewO [j] <- sum(gewO[j,])
sumgewl [j] <- sum(gew1[j,])
sumivgewO[j] <- sum(ivgewO[j,])
sumivgewl [j] <- sum(ivgewl[j,])
}
}

#Teststatistik mit Werten unter HO
Statistik0 <- mean((sumgewO-sumivgew0) ~2)
#Teststatistik mit Werten unter H1

;) Statistikl <- mean((sumgewl-sumivgewl) ~2)

In der nun folgenden Bootstrapschleife werden die gesetzten Parameter sowie einige in der
Simulationsschleife berechnete Werte in der Liste uebergabewerte gespeichert und an
die aufgerufene Funktion bootstrap iibergeben, die in Abschnitt [7.1.2]ndher beschrieben
wird. Die Funktion bootstrap wird nun in jedem Durchlauf der Bootstrapschleife durch
dopar parallelisiert ausgefiihrt. Die Ergebnisse werden fiir den exogenen Fall im Vektor
ergebnisse0, im endogenen Fall im Vektor ergebnissel gespeichert.

# Vektoren zur Speicherung der Testergebnisse
ergebnisse0 = c() # exogener Fall

| ergebnissel = c() # endogener Fall

# Auflistung der Uebergabewerte fuer die Bootstrapfunktion
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7.1. R-Code zum Bootstraptest

5| uebergabewerte = list(

n = n, Xkoeff = Xkoeff, Wkoeff = Wkoeff,
ck = ck, xk = xk, wk=wk,

:lalphal = alphal, alpha2 = alpha2,

PFAD=PFAD,

simulation=simulation, Umfang = N[n],
sumgewO=sumgewO , sumgewl=sumgewl,
sumivgew0=sumivgew0, sumivgewl=sumivgewl,

3 Yex=Yex, Yend=Yend,

g=g, sigma=sigma, K=K, N=N)

durchlauf = 1:Durchlaeufe

# Parallelisierte Ausfuehrung der Bootstrapfunktion
ergebnisdesbootstraps = foreach(
dd = durchlauf,
.combine=rbind,
.packages=c()) %dopar} bootstrap(uebergabewerte,
dd)

# Speicherung der Ergebnisse des Bootstraps (exogen, endogen)

ergebnisse0 = as.numeric(ergebnisdesbootstraps[,"teststatistik0"])
ergebnissel = as.numeric(ergebnisdesbootstraps[,"teststatistikl1"])

B o o ___
# Ende Bootstrapschleife

B o o ___

Die Eintrage des Vektors ergebnisse0 bzw. ergebnissel der Bootstrapteststatistik wer-
den nun aufsteigend sortiert. Mit der Funktion floor () wird ihr g-Quantil bestimmt, das
im exogenen Fall mit calpha0, im endogenen Fall mit calphal bezeichnet wird und als
Entscheidungskriterium fiir den Test verwendet wird. Der Test phi0 wird nun fiir jeden
Simulationsdurchlauf auf die Teststatistik Statistik0 im exogenen Fall angewendet, die
Entscheidung in Entscheidung0 gespeichert (analoges Vorgehen fiir den endogenen Fall
mit phil, Statistikl und Entscheidungl). Die Simulationsschleife endet.

| # Sortiere die Ergebnisse der Bootstrapteststatistik fuer den

# exogenen bzw. endogenen Fall aufsteigend
sortierteErgeb0 <- sort(ergebnisse0)
sortierteErgebl <- sort(ergebnissel)

# Berechne das q/%-Quantil zur Testentscheidung fuer den exogenen
# bzw. endogenen Fall

calphaO <- sortierteErgebO[floor ((1-q)*Durchlaeufe)]

calphal <- sortierteErgebl[floor ((1-q)*Durchlaeufe)]

5| # Berechne die Testentscheidung fuer jeden Simulationsdurchlauf fuer den

# exogenen Fall
if ( Statistik0 >= calphaO ) { phiO=1 }

o5/ else { phi0 = 0 }
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330 Entscheidung0 = c(EntscheidungO, phiO)

34| # Berechne die Testentscheidung fuer jeden Simulationsdurchlauf fuer den
335| # endogenen Fall

336/ if ( Statistikl >= calphal ) { phil=1 }

137/ else { phil = 0 }

330| Entscheidungl = c(Entscheidungl, phil)

1| simulation <- simulation + 1
;)if ( simulation > Simulationen ) break

347| } # Ende repeat-Schleife fuer Simulationsdurchlaeufe
348
I R e
50| # Ende Simulationsschleife
B oo o o _______

Die empirische Power des Tests wird nun aus dem Mittel der Entscheidungen des Tests
phil, der auf den endogenen Daten basiert, berechnet. Die Einhaltung des angestrebten
Niveaus wird durch Mitteln iiber die Testentscheidungen von phi0, der auf den exoge-
nen Daten beruht, {iberpriift. Die Ergebnisse fiir Power und Fehler erster Art fiir die
verschiedenen Stichprobenumfinge werden jeweils in einem Vektor und in einer *.txt-
Datei gespeichert. Nach Abschluss der Schleife iiber die Stichprobenumfinge wird die
Parallelisierung beendet, die Ergebnisse werden in der Konsole ausgegeben.

354| # Berechnung der Power des Tests im endogenen Fall
| power <- mean(Entscheidungl)

357| # Berechnung des Fehlers erster Art im exogenen Fall
56) F1A <- mean (Entscheidung0)

361| # Speicherung von Power und Fehler erster Art in Vektoren
62 POWER = ¢ (POWER, power)
363| FEHLER1A = c(FEHLER1A, F1A)

4

366| # Speichere Power und Fehler erster Art in FILENAMEboot.

367| sink (file=paste (PFAD,"/" ,FILENAMEboot ,sep=""), append=TRUE)
368 cat (N[n] , alphal, alpha2 , rho , nu ,

369 power , F1A,"\n", sep=" ")

370 sink ()
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2} # Ende Stichprobenumfang-Schleife
B oo o o o o e o
# Ende Stichprobenumfang-Schleife
B oo o o o

)| # Beende Parallelisierung
1| stopCluster (erstellteCluster)
2| registerDoSEQ ()

# Ausgabe der Ergebnisse

| POWER

FEHLER1A

7.1.2. Bootstrapfunktion

Zur Bestimmung des kritischen Wertes fiir die Testentscheidung wird ein Bootstrapver-
fahren verwendet, das im Rahmenprogramm durch Ausfiihrung der Funktion bootstrap
in einer repeat-Schleife umgesetzt wird. Der nachfolgend beschriebene R-Code verwendet
dazu einen wild Bootstrap mit standardnormalverteilten Zufallszahlen.

Nach Setzen eines neuen Seeds fiir jeden Funktionsaufruf und Einlesen der Ubergabe-
werte aus der Simulationsschleife werden Vektoren und Matrizen zur Speicherung der
Ergebnisse angelegt. Fiir Ungeduldige werden in der Datei woderrechnerist.txt Stich-
probenumfang, Simulationsdurchlauf und Bootstrapdurchlauf ausgegeben, was jedoch fiir
die angestrebten Berechnungen nicht notwendig ist.

2 {

bootstrap = function(uebergabewerte, dd)
set.seed (dd)
PFAD = uebergabewerte$PFAD
simulation = uebergabewerte$simulation
Umfang = uebergabewerte$Umfang

)|# Verfolge den Fortschritt der Berechnungen.

if (dd%%20==0 && simulation%%10==0)

{
sink (file=paste (PFAD,"/","woderrechnerist.txt",sep=""), append=TRUE)
cat ("\n Umfang = ", Umfang,
", Simulation Nr. ", simulation,
", Bootstrap Nr. ", dd, sep="")
sink ()
}

)|# Einlesen der Uebergabewerte aus Bootstrap_main.r

n = uebergabewerte$n
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Xkoeff = uebergabewerte$Xkoeff
Wkoeff = uebergabewerte$Wkoeff

ck = uebergabewerte$ck
xk = uebergabewerte$xk
wk = uebergabewerte$wk
g = uebergabewerte$g

alphal = uebergabewerte$alphal
alpha2 = uebergabewerte$alpha2

Yex = uebergabewerte$Vex

Yend = uebergabewerte$Yend

sigma = uebergabewerte$sigma

K = uebergabewerte$k

N = uebergabewerte$N

sumgew0 = uebergabewerte$sumgewO
sumgewl = uebergabewerte$sumgewl
sumivgew0 = uebergabewerte$sumivgewO
sumivgewl = uebergabewerte$sumivgewl

# Anlegen leerer Vektoren und Matrizen zur Speicherung der Ergebnisse
Yexstar <- numeric(N[n]) # VY*_1,...,Y*_N, exogen

| Yendstar <- numeric(N[n]) # Y*_1,...,Y*_N, endogen

ustar <- numeric(N[n]) # Fehlerterm, exogen
udach <- numeric(N[n]l) # Residuen, exogen
edach <- numeric(N[n]) # Residuen, endogen

| bootgew0 <- matrix(0,N[n],K) # Teststatistik fiir den Bootstrap,

bootivgew0 <- matrix(0,N[n],K) # exogener Fall

sumbootgew0 <- numeric (N[n])

sumbootivgew0 <- numeric (N[n])

bootgewl <- matrix (0,N[n],K) # Teststatistik fiir den Bootstrap,
bootivgewl <- matrix(0,N[n],K) # endogener Fall

sumbootgewl <- numeric (N[n])

sumbootivgewl <- numeric(N[n])

In jedem Durchlauf wird ein Vektor V mit n Zufallszahlen einer bestimmten Verteilung,
im vorliegenden Fall der Standardnormalverteilung, erzeugt und anschliefsend mit dem
Vektor ((71, ce [7n)T der Residuen (im exogenen Fall mit udach und im endogenen Fall
mit edach bezeichnet) multipliziert. Dabei werden die Residuen gendhert durch

- 1 1

p
U==|Y——— Brt) - Xs(t) |, ie{1,...,n}
5 p+1gﬁzv(1) (t) ], i€ed n}

# Berechnung der Residuen im exogenen bzw. endogenen Fall
udach <- (Yex - sumivgewO)/sigma
edach <- (Yend - sumivgewl)/sigma

# Berechnung von Zufallszahlen einer bestimmten Verteilung und

# Speicherung selbiger im Vektor V
V <- rnorm(N[n], mean=0, sd=1)
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65| # Berechnung neuer Fehlerterme durch Multiplikation der Residuen des
# exogenen bzw. endogenen Falls mit den Zufallszahlen aus V

ustar <- udach*V

estar <- edachx*V

66

67

68

69

Aus den entstandenen U} (bzw. e im endogenen Fall) und den Werten ﬁ Yo Brv(t)-
Xi(t;) aus dem aktuellen Simulationsdurchlauf wird Y;* berechnet, i € {1,...,n}. Da-
bei wird jeweils der Instrumentvariablenschatzer unter Exogenitat beziehungsweise unter
Endogenitit verwendet.

71| # Berechnung der Bootstrapregressanden fuer den exogenen

72| # bzw. endogenen Fall

73 for (i in 1:N[nl) {

74 Yexstar[i] <- sumivgewO[i] +sigma*ustar[il]
75 Yendstar[i] <- sumivgewl[i] +sigma*estar[il

76 }
Mit Y7, ..., Y wird nun die Berechnung der Teststatistik wie in der Simulationsschleife
durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden an das Rahmenprogramm iibergeben.

79| # Berechnung der Gewichte der Bootstrapteststatistik und deren Summe

80| # fuer den exogenen bzw. endogenen Fall

g1 for(j in 1:N[nl)

82 {

83 for (k in 1:K)

84 {

85 if ( (ck[k])~2 >= alpha2*gl[k]l*wk[k] && wk[k] >= alpha2 )

86 {

87 bootgewO [j,k] <- 1/xk[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Xkoeff[,k]*
Yexstar)

88 bootgewl [j,k] <- 1/xk[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Xkoeff[,k]*
Yendstar)

89 bootivgewO[j,k] <- 1/ck[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Wkoeff[,k]x*
Yexstar)

920 bootivgewl [j,k] <- 1/ck[k]*Xkoeff[j,k]*mean(Wkoeff[,k]*
Yendstar)

91 }

92 elsef{

93 bootgewO[j,k]l <- 0

04 bootgewl [j,k] <- 0

95 bootivgewO[j,k]l <- 0

96 bootivgewl[j,k]l <- 0

97 }

98 sumbootgew0 [j] <- sum(bootgewO[j,])

99 sumbootgewl [j] <- sum(bootgewl[j,])

100 sumbootivgewO[j] <- sum(bootivgewO[j,])

101 sumbootivgewl [j1 <- sum(bootivgewl[j,])

102 }

103 }

104
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# Berechnung der Bootstrapteststatistik fuer den exogenen
# bzw. endogenen Fall

teststatistik0 <- mean ((sumbootgewO -sumbootivgew0) ~2)
teststatistikl <- mean((sumbootgewl-sumbootivgewl) ~2)

# Ubergabe der Ergebnisse an Bootstrap_main.r

)return (list(teststatistikO=teststatistikO,

teststatistikl=teststatistikl))

7.1.3. Weitere Bootstrapvarianten

Neben dem in Abschnitt [7.1.2 beschriebenen wild Bootstrap wurden weitere Bootstrap-
varianten implementiert. Bei Verwendung des naiven Bootstraps, wie zum Beispiel in
\Gonzalez-Manteiga und Martinez-Calvo (2010), wird der Vektor der geschétzten Residu-
en zentriert. Dann werden daraus mit Zuriicklegen UT, ..., U} gezogen. Dafiir werden in
der Bootstrapfunktion die Codezeilen 60-69 ersetzt durch

# Berechnung neuer Fehlerterme durch Ziehen mit Zuruecklegen aus
# den zentrierten Residuen fuer den exogenen bzw. endogenen Fall
ustar <- sample (udach - mean(udach), N[n], replace = TRUE, prob NULL)
estar <- sample(edach - mean(edach), N[n], replace = TRUE, prob = NULL)

Bei Verwendung einer Variante des Wild Boostraps, die den goldenen Schnitt zugrunde
legt und von Mammen (1993)| vorgeschlagen wird, multipliziert man die Residuen mit
unabhéngigen und identisch verteilten Zufallszahlen n;, i € {1,...,n}, die mit Wahr-

scheinlichkeit \/5_21 den Wert @ und mit Wahrscheinlichkeit Vit den Wert @

2v/5 2v/5
annehmen.
# Berechnung von Zufallszahlen, die mit Wahrscheinlichkeit
# (sqrt(5)+1)/(2*sqrt(5)) den Wert -(sqrt(5)-1)/2 und mit Wahrschein-
# lichkeit (sqrt(5)-1)/(2%sqrt(5)) den Wert (sqrt(5)+1)/2 annehmen und

# im Vektor eta gespeichert werden
xi <- c(-(sqrt(5)-1)/2 , (sqrt(5)+1)/2)
eta <- sample(xi, N[n], replace = TRUE,
prob = c((sqrt(5)+1)/(2*sqrt(5)) , (sqrt(5)-1)/(2*sqrt(5))))

# Berechnung neuer Fehlterterme durch Multiplikation der Residuen
# des exogenen bzw. endogenen Falls mit den Zufallszahlen aus eta
ustar <- udach*eta

2| estar <- edach*eta

Auch ein auf der Rademacher-Verteilung basierender wild Bootstrap findet haufig An-
wendung und l&sst sich entsprechend implementieren.
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# Berechnung von Zufallszahlen, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit

2/# 0.5 den Wert 1 oder -1 annehmen und speichern selbiger im Vektor eta

63 xi <- c(-1,1)

eta <- sample(xi, N[n], replace = TRUE, prob = c(0.5 , 0.5))

# Berechnung neuer Fehlterterme durch Multiplikation der Residuen
# des exogenen bzw. endogenen Falls mit den Zufallszahlen aus eta
ustar <- udachx*eta

60| estar <- edach*eta

7.2. R-Code zum asymptotischen Test

Da keine Parallelisierung fiir den asymptotischen Test verwendet wird, werden ledig-
lich die R-Pakete fda und mnormt bendtigt. Zudem geniigt die Verwendung nur eines
Schwellenwerts alpha. Von diesen Anpassungen abgesehen, konnen die Zeilen 1-278 des
Bootstraprahmenprogramms aus Abschnitt verwendet werden.

Im darauf folgenden Abschnitt wird die Teststatistik aus Lemma [53] umgesetzt, indem
zundchst im Vektor argtn fiir jedes k je nach Lage beziiglich alpha der Wert |

[ex]?
oder 0 gespeichert wird, um daraus ndherungsweise die Regularisierungsfolge tn und den
2
Biasterm zu berechnen. Ensprechend werden die Werte <$% ?:l(Wi, gbk)l/;) Ty bzw.

0 in den Vektoren VsummandO und Vsummandl gespeichert, wobei ersterer die exogenen
Daten, letzterer die endogenen Daten zugrunde legt. Die asymptotische Standardabwei-
chung unter der Nullhypothese, VO, wird schliellich durch Summieren der Eintridge von
V0 und Addition von o2 berechnet (endogener Fall entsprechend als V1).

)|# Berechnung von argtn zur Verwendung fiir den Biasterm

# Berechnung von VsummandO zur Verwendung in der asymptotischen Varianz

2|# im exogenen Fall, Vsummandl entsprechend fiir den endogenen Fall

argtn <- numeric (K)
Vsummand0 <- numeric (K)
Vsummandl <- numeric (K)

.| for (k in 1:K)

{
if ( (ck[k]l)~2 >= alpha*glkl*wk[k] && wk[k] >= alpha) {
argtn[k] = xk[k]*wk[k]/ck[k]~2 -1
VsummandO[k] = (1/ck[k]l*mean(Wkoeff[,k]l*Yex)) "2 *xk[k]
Vsummandi [k] = (1/ck[k]l*mean(Wkoeff[,k]*Yend)) "2 *xk[k] }
else{
argtn[k] = 0
VsummandO[k] = 0
VsummandO[k] = 0
}
}

# Wurzel aus der asy. Varianz im exogenen bzw. endogenen Fall
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2/ V0 <- sigma~2 + sum(VsummandO)

Vil <- sigma~2 + sum(Vsummandi)

5|# Berechnung des Biasterms, multipliziert mit N/V= bzw. N/V1

Bias <- sum(abs (argtn))

# Berechnung der Regularisierungsfolge t_n geclippt bei 1*10~{-9}
# zur Vermeidung der Division durch Null
if( sqrt(sum((abs(argtn))~2))>0)

tn = sqrt(sum((abs(argtn))~2))

3/else{ tn = 0.000000001}

Die Teststatistik wird dann der rechten Seite von

ﬁTn_g}n_ﬁ T, _n 9A%n l E?:lI<BIV_B7Xj>‘2 7l Z kaki ‘
tn vV s,AUn 129 v iﬁn n \/ ’i]n ln o2 + ZkEZ xk’<ij,¢k>‘2 ty ke, |ék|2

entsprechend umgesetzt.

| #Teststatistik mit Werten unter HO
| Statistik0 <- (sum((sumgewO-sumivgew0)~2))/(VO*tn) - Bias/tn

#Teststatistik mit Werten unter HO
Statistikl <- (sum((sumgewl-sumivgewl)~2))/(V1i*tn) - Bias/tn

Anstelle der Bootstrapmethode wird nun zur Bestimmung der Entscheidungsregel des
Tests das q-Quantil der asymptotischen Verteilung der Teststatistik aus Lemma [53] ver-
wendet.

‘# Berechnung des kritischen Wertes zur Testentscheidung als g-Quantil
‘# der Standardnormalverteilung
calpha <- gnorm(l-q, mean=0, sd=1)

Es folgen die Schritte des Bootstraprahmenprogramms ab Zeile 334.
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7.3. Simulationsergebnisse

Die Simulationen werden unter der R-Version R x64 3.6.3 ausgefiihrt. Die folgenden, in
Abbildung [7.1] dargestellten, Slopefunktionen werden dafiir verwendet:

B1(t) = sin(4nt) + %sin (87t) + %sin (207t)
Ba(t) = 2 arcsin(cos(2mt))

Bs(t) =Y /R T (8) ki (t — 5) ds (7.2)

Dabei ist r,(t) = I{n+l n+§}(t) eine periodische Rechtecksfunktion, die durch Fal-
47 4

tung mit dem Kern un(t) = Hhn(£), knt) = &exp (—r=glame ) Iot2nonin (®);
C = [gko(s)ds, geglattet wird. Fiir die Simulationen wird die Bandbreite h = % ge-
wahlt.

Bl
-0.5 0.0 0.5 1.0
BQ
-05 0.0 05 1.0
\ ;
Bs
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-1.0
|

-1.0
|
0.0

00 072 04 0’6 0’8 10 00 072 04 0’6 0’8 10 00 072 04 0’6 0’8 10
t t t

Abbildung 7.1.: Slopefunktionen aus (|7.2))

Die Performance des asymptotischen Tests wird zunéchst in Abhéngigkeit der Stichpro-
bengrofe fiir unterschiedliche Schwellenwerte o untersucht. Dazu werden auf Grundla-
ge von jeweils 1000 Simulationsdurchldufen Power und Fehler erster Art berechnet. Als
Slope-Funktion wird f; verwendet. Zudem wird 7, = K = 9 gesetzt. Der Grad der Endo-
genitét liegt bei p = 0.4, die Korrelation zwischen Regressor und Instrument bei v = 0.6.
Alle weiteren Parameter werden wie im in Abschnitt beschriebenen Eingabebereich
gesetzt. Die Ergebnisse veranschaulicht Abbildung wobei die durch Dreiecke kennt-
lich gemachten Messwerte zur Verbesserung der Lesbarkeit linear interpoliert werden.
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Abbildung 7.2.: Power und Fehler erster Art des asymptotischen Tests in Abhéingigkeit
des Stichprobenumfangs fiir unterschiedliche Schwellenwerte o

Von den verwendeten Schwellenwerten liefert o = 0.053 das beste Ergebnis in dem Sinne,
dass das vorgegebene Niveau von 5% anndhernd ausgeschopft und fiir keinen Stichpro-
benumfang tiberschritten wird. Die zugehorige Power steigt dabei bis zu einem Stich-
probenumfang von etwa N = 100 merklich an, stagniert aber fiir gréfere IV bei circa
40%. Die Performance des Tests ist stark von der Wahl des Schwellenwertes abhéngig. So
erhdlt man ein vergleichbares Ergebnis lediglich fiir o = 0.055. Bei a@ = 0.050 wird das
Niveau im Mittel iiber die Stichprobenumfinge bereits um etwa 0,0013% iiberschritten,
bei a = 0.057 liegt der beobachtete Fehler erster Art im Mittel nur noch bei etwa 3.2%,
was mit einer niedrigeren Power einhergeht.

Dieses Simulationsvorgehen wird fiir die Booostrapvariante des Tests wiederholt, wobei
der naive Bootstrap aus Abschnitt [7.1.3] verwendet wird. Die in Grafik[7.3| veranschaulich-
ten Ergebnisse zeigen vergleichbar gute Resultate fiir a zwischen 1% 107° und 1 % 1072
und somit deutlich mehr Stabilitit beziiglich Anderungen des Schwellenwertes als der
asymptotische Test. Ein steilerer Anstieg der Power und die erkennbare Anndherung an
100% mit wachsendem Stichprobenumfang sind weitere Vorteile des Bootstraps gegen-
iiber des asymptotischen Tests.
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Abbildung 7.3.: Power und Fehler erster Art des Bootstraptests in Abhéngigkeit des
Stichprobenumfangs fiir unterschiedliche Schwellenwerte «

Dass die Wahl der Bootstrapmethode dabei keine Rolle spielt, zeigen die Abbildungen
und [7.5] Hier wird das Verhalten der Bootstrapvarianten aus den Abschnitten und
[7.1.3] die gleichermafen die Voraussetzungen fiir Theorem [67] erfiillen, fiir o = 0.0001
verglichen. Die zweite Grafik zeigt dabei das Verhalten fiir kleine Stichprobenumfinge.

Da alle Varianten erwartungsgemif vergleichbare Ergebnisse liefern, wird fiir weitere
Simulationen lediglich der naive Bootstrap verwendet.
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Einen ebenfalls geringen Einfluss auf die Performance des Tests hat im vorliegenden
Simulationssetup die Anzahl der verwendeten Basisfunktionen. Wihlt man « so, dass
das Niveau des asymptotischen Tests anndhernd ausgeschopft wird, so iiberschreiten bei
allen zugrunde gelegten Slopefunktionen lediglich die Koeffizienten der ersten Basisfunk-
tion den Schwellenwert und gehen als von Null verschieden in die Teststatistik ein, was
Tabelle zu entnehmen ist. Man erhdlt also identische Ergebnisse fiir J# = 1 — und
der damit verbundenen, hiufig schlechten Approximation der Slopefunktion — und gré-
fsere Werte fiir 2. Unterschiede bei der Power des Tests sind nur bei sehr kleinem «
erkennbar, was wiederum mit einer deutlichen Uberschreitung des Niveaus einhergeht,
vergleiche Tabelle Eine mogliche Ursache fiir diesen Effekt ist die Verwendung von
Konstanten fiir 2 und « anstelle einer mit dem Stichprobenumfang wachsenden bzw.
fallenden Folge.

N N N
Bl 50 | 100 | 150 | 200 B2 || 50 | 100 | 150 | 200 Bs | 50 | 100 | 150 | 200
1 [[0.277 [ 0.424 ] 0.443 | 0.437 0.273 [ 0.420 | 0.440 | 0.437 0.211 [ 0.365 | 0.422 | 0.429
3| 0277 | 0424 | 0443 | 0437 ¢ 0.273 | 0.420 | 0.440 | 0437 & 0.211 | 0.365 | 0.422 | 0.429
5 || 0.277 | 0.424 | 0.443 | 0.437 0.273 | 0.420 | 0.440 | 0.437 0.211 | 0.365 | 0.422 | 0.429
N N N

Tt W =
Ut W =

Bi| 50 | 100 | 150 | 200 B2 || 50 | 100 | 150 | 200 Bs | 50 | 100 | 150 | 200
1 [ 0.044 [ 0.047 [ 0.047 [ 0.049 1 [[0.047 [ 0.049 [ 0.047 | 0.050 1 [ 0.027 [ 0.033 | 0.024 [ 0.025
H 3| 0.044 | 0.047 | 0.047 | 0.049 £ 3 || 0.047 | 0.049 | 0.047 | 0.050 £ 3 | 0.027 | 0.033 | 0.024 | 0.025
5 || 0.044 | 0.047 | 0.047 | 0.049 5 || 0.047 | 0.049 | 0.047 | 0.050 5 | 0.027 | 0.033 | 0.024 | 0.025

Tabelle 7.1.: Asymptotischer Test fiir verschiedene Anzahlen J# an Basisfunktionen bei
p = 0.4 und v = 0.6 sowie @ = 0.053. Obere Reihe: Power, untere Reihe:
Fehler erster Art.

N N N
Bi| 50 | 100 | 150 | 200 B2 | 50 | 100 | 150 | 200 Bs | 50 | 100 | 150 | 200
0.640 [ 0.919 [ 0.981 | 0.997 0.641 [ 0.915 | 0.977 | 0.997 0.530 | 0.818 | 0.942 | 0.988
0.817 | 0.984 | 0998 | 1 & 0.810 | 0.978 | 0.998 | 0.999 ¢ 0.695 | 0.931 | 0.980 | 0.998
0.817 | 0.984 | 0.998 | 1 0.810 | 0.978 | 0.998 | 0.999 0.695 | 0.931 | 0.980 | 0.998
N N N

Tt W =
Ut W =
Ut W o

Bu| 50 | 100 | 150 | 200 B2 | 50 | 100 | 150 | 200 Bs|| 50 | 100 | 150 | 200
1 [ 0.083 [ 0.098 ] 0.098 | 0.094 1 [[0.086 [ 0.102 [ 0.097 | 0.096 1 [ 0.056 [ 0.060 | 0.049 [ 0.054
A3 | 0253|0257 (0279 | 0281 ¢ 3 || 0.260 | 0.265 | 0.293 | 0.287 .# 3 | 0.154 | 0.163 | 0.172 | 0.169
5 || 0.253 | 0.257 | 0.279 | 0.281 5 || 0.260 | 0.265 | 0.293 | 0.287 5 | 0.154 | 0.163 | 0.172 | 0.169

Tabelle 7.2.: Asymptotischer Test fiir verschiedene Anzahlen J# an Basisfunktionen bei
p = 0.4 und v = 0.6 sowie = 0.0001. Obere Reihe: Power, untere Reihe:
Fehler erster Art.

Wihlt man fiir die Bootstrapvariante des Tests einen fiir # = 1 geeigneten Schwellen-
wert, so schopft man bereits fiir # = 3 das Niveau nicht mehr aus, siehe Tabelle[7.3] Fiir
B1 und Bs ist dies fiir kleine Stichprobenumfinge mit einer geringeren Power verbunden,
ab N = 100 mit einer groferen Power. Fiir 83 sind kaum Unterschiede bei der Power fiir
& =1und # = 3 zu beobachten. Bei Verwendung zu weniger Basisfunktionen fiir ein
vorgegebenes « bleiben also Koeffizienten oberhalb des Schwellenwertes unberiicksich-
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tigt und beeinflussen so die Testperformance negativ. Bei geeigneter Wahl von a kann
man also J£ konservativ etwas grofer wihlen. Im Vergleich der Slopefunktionen zeichnet
sich ab, dass der Test fiir schwerer zu approximierende Funktionen, wie die gegléttete
Rechtecksfunktion (s, bei gleicher Wahl von 2 und « geringfiigig schlechter performt.
Tabelle [7.4] die die Resultate des Tests fiir einen sehr kleinen Schwellenwert enthélt,
zeigt indes, dass mit wachsendem % Fehler erster Art und Power des Tests nachlassen.
Der niedrige Schwellenwert kénnte zu einem Undersmoothing bei der Schitzung von £
und damit zu einer Verfilschung der Teststatistik durch Koeffizientendifferenzen beider
Schitzer, die nicht durch Endogenitit verursacht werden, fiihren. Es wird deutlich, dass
die Wahl von « entscheidend fiir das Verhalten des Tests ist. Die in den Tabellen [Z.3] und
enthaltenen Ergebnisse lagssen zudem erahnen, dass die Wahl eines mit dem Stich-
probenumfang in geeigneter Weise wachsendem %, anstelle einer Konstante % fiir eine
wachsende Powerfunktion benétigt wird. Dies plausibilisiert wiederum die Verwendung
einer Nullfolge o, anstelle einer konstanten Schwelle.

N N N
B 50 | 100 | 150 | 200 B2 | 50 | 100 | 150 | 200 Bs| 50 | 100 | 150 | 200
1 [ 0.539 [ 0.886 [ 0.978 [ 0.996 1 [ 0.539 [ 0.886 [ 0.978 | 0.996 1 [[0.539 [ 0.886 | 0.978 [ 0.996
3 || 0.507 | 0.901 | 0.980 | 0.997 ¢ 3 | 0.568 | 0.912 | 0.979 | 0.997 ¢ 3 | 0.560 | 0.853 | 0.961 | 0.990
5 || 0.507 | 0.901 | 0.980 | 0.997 5 || 0.568 | 0.912 | 0.979 | 0.997 5 || 0.560 | 0.853 | 0.961 | 0.990

N N N
B 50 | 100 | 150 | 200 B2 || 50 | 100 | 150 | 200 Bs| 50 | 100 | 150 | 200
1 [ 0.036 | 0.036 | 0.038 | 0.047 1 [ 0.036 | 0.044 | 0.024 [ 0.038 1 [[0.036 [ 0.044 | 0.038 [ 0.047
3| 0.016 | 0.027 | 0.026 | 0.038 £ 3 || 0.013 | 0.024 | 0.024 | 0.040 Z 3 || 0.020 | 0.020 | 0.017 | 0.021
5 || 0.016 | 0.027 | 0.026 | 0.038 5 || 0.013 | 0.024 | 0.024 | 0.040 5 | 0.020 | 0.020 | 0.017 | 0.021

Tabelle 7.3.: Bootstraptest fiir verschiedene Anzahlen " an Basisfunktionen bei p = 0.4
und v = 0.6 sowie o = 0.0001. Obere Reihe: Power, untere Reihe: Fehler

erster Art.

N N N
B 50 | 100 | 150 | 200 B2 || 50 | 100 | 150 | 200 Bs || 50 100 | 150 | 200
1 ]0.539 [ 0.886 | 0.978 | 0.996 1 ]0.539 [ 0.886 [ 0.978 | 0.996 1 ] 0.539 [0.886 [ 0.978 | 0.996
30289 0861|0977 ) 0997 ¢ 3 | 0446 | 0.888 | 0.973 | 0.995 & 3 | 0385 | 0635 0.799 | 0911
75 (0171 | 0.642 | 0.921 | 0.986 5 | 0.324 | 0.792 | 0.947 | 0.983 5 [ 0.191 |0.266 | 0.357 | 0.466
7 | 0.117 | 0.451 | 0.730 | 0.915 7 | 0.255 | 0.660 | 0.873 | 0.950 7 0122 |0.126 | 0.130 | 0.168
9 || 0.096 | 0.353 | 0.558 | 0.733 9 | 0.202 | 0.545 | 0.790 | 0.900 9 [ 0.0.074 | 0.058 | 0.052 | 0.064

N N N
B 50 | 100 | 150 | 200 B2 || 50 | 100 | 150 | 200 Bs| 50 | 100 | 150 | 200
1 ]0.036 [ 0.044 [ 0.038 [ 0.047 1 ]0.025]0.036 | 0.042 [ 0.044 1 ]0.036 | 0.044 | 0.038 [ 0.047
o 3 || 0-016 | 0.022 | 0.009 | 0018 ¢ 3 | 0.003 | 0.002 | 0.004 | 0.009 ¢ 3 [ 0.017 | 0.016 | 0.007 | 0.011
‘ 5 || 0.010 | 0.012 | 0.003 | 0.004 5 || 0.002 | 0.001 | 0.001 | 0.000 5 || 0.011 | 0.006 | 0.003 | 0.006
7 || 0.007 | 0.006 | 0.002 | 0.003 7 || 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.000 7 | 0.005 | 0.004 | 0.000 | 0.001
9 || 0.004 | 0.005 | 0.005 | 0.003 9 || 0.000 | 0.000 | 0.002 | 0.002 9 || 0.004 | 0.004 | 0.000 | 0.001

Tabelle 7.4.: Bootstraptest fiir verschiedene Anzahlen % an Basisfunktionen bei p = 0.4
und v = 0.6 sowie o = 1 % 10~7. Obere Reihe: Power, untere Reihe: Fehler
erster Art.

Auch fiir verschiedene Slopefunktionen 3 aus dem Sobolevraum der periodischen Funk-
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tionen ist das Verhalten des Tests in den Simulationen erwartungsgemif vergleichbar,
was den Tabellen [Z.5] und [Z.6] zu entnehmen ist.

N

25 | 50 | 75 | 100 | 125 | 150 | 175 | 200 | 225 | 250 | 275 | 300
By [ 0.158 [ 0.277 [ 0.364 | 0.424 | 0.431 [ 0.443 [ 0.433 | 0.437 | 0.432 [ 0.433 [ 0.427 [ 0.430

B B2 || 0.157 | 0.273 | 0.358 | 0.420 | 0.429 | 0.440 | 0.432 | 0.437 | 0.432 | 0.433 | 0.427 | 0.430
B3 || 0.113 | 0.211 | 0.295 | 0.365 | 0.395 | 0.422 | 0.422 | 0.429 | 0.426 | 0.432 | 0.425 | 0.430

Tabelle 7.5.: Power des asymptotischen Tests fiir die Slopefunktionen aus (7.2) bei p =
0,4 und v = 0,6 sowie a = 0, 053.

N
25 | 50 | 75 | 100 | 125 | 150 | 175 | 200 | 225 | 250 | 275 | 300
1 ][ 0.111 ] 0.507 [ 0.773 [ 0.901 | 0.960 | 0.980 | 0.992 [ 0.997 [ 0.998 [ 0.998 | 1 1
B By | 0.164 | 0.568 | 0.798 | 0.912 | 0.958 | 0.979 | 0.992 | 0.997 | 0.999 | 0.998 | 1 1
B3 || 0.255 | 0.560 | 0.733 | 0.853 | 0.904 | 0.961 | 0.978 | 0.990 | 0.993 | 0.994 | 0.997 | 0.998

Tabelle 7.6.: Power des Bootstraptests fiir die Slopefunktionen aus (7.2} bei p = 0.4 und
v = 0.6 sowie o = 0.0001.

Als néchstes wird das Verhalten des Tests fiir unterschiedlich stark ausgeprigte Endoge-
nitdt untersucht. Dazu wird die Power in Abhdngigkeit des Stichprobenumfangs fiir ein
Instrument der Stirke v = 0.6 simuliert, wobei 1 als Slopeparameter verwendet wird.
Zwar steigt die Power mit dem Grad der Endogenitét p sowohl beim asymptotischen Test
als auch bei dessen Bootstrapvariante, jedoch erreicht die Power im Fall des asympto-
tischen Tests selbst bei stark endogenen Daten und grofen Stichprobenumfingen keine
Werte iiber 50%, was in Grafik zu sehen ist. Einen steileren Anstieg der Power und
die Anndherung an 100% fiir groke Stichprobenumfinge iiber unterschiedliche Endogeni-
tétsgrade hinweg, wie in Abbildung zu erkennen, sind Argumente fiir die Bootstrap-
variante des Tests. Fiir die Simulationen wurde dabei wieder a = 0.053 (asymptotischer
Test) und o = 0.0001 (Bootstrapvariante) gewihlt um eine moglichst gute Ausschopfung
des angestrebten Niveaus zu erreichen, das nicht vom Grad der Endogenitit beeinflusst
wird.
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Abbildung 7.6.: Power des asymptotischen Tests in Abhéngigkeit des Stichprobenumfangs

fiir unterschiedliche Endogenititsgrade p

Si— A= === A= - - = -, b= = - - - A= = = = -, Ae - - — -, B = = = = D= - - - - b= = - = = b= - = = -, Am - = = -, A
0 | i
o "
,’: _--4
’,: ’,A"
r,l ‘,A”’ P
© " -7
S - e —A— 0.1
5 T —A— 0.2
2 4y e 0.3
e / et 0.4
g’ v’ ,A” 0.5
|l ,,»’ 0.6
' o —A— 0.7
' —A— 0.8
o a "A _--a
- 4 -—-A-
o A,,' —__A_-_—-A—-
e A- - a-
/// ‘-A"”
”’A, . —___A_____A—‘_
o az=:p7l---a---"707
S
100 150 200 250 300
Stichprobengréfi3e
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7.3. Simulationsergebnisse

Grafik zeigt den Verlauf von Power und Fehler erster Art des asymptotischen Tests
fiir verschieden starke Instrumente. Dabei wurden p = 0.4 und B; zugrunde gelegt. Bei
Korrelationen bis zu 0.5 zwischen Regressor und Instrument ist die Power des Tests sehr
gering. Je stirker das Instrument ist, umso groker ist die Power des Tests. Auffillig ist
hier jedoch die Uberschreitung des Niveaus mit steigender Giite des Instrumentes, was
mit einer Anpassung von «a Korrigiert werden kénnte, aber Performanceeinbufen nach
sich zoge.
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Abbildung 7.8.: Power und Fehler erster Art des asymptotischen Tests in Abhéangigkeit
der Giite v des Instrumentes

Auch bei der Bootstrapvariante des Tests ist erkennbar, das Power und Fehler erster
Art mit steigender Korrelation zwischen Regressor und Istrument wachsen, jedoch wird
das Niveau weitestgehend eingehalten. Lediglich fiir v = 0.1 scheitert der Test, siehe
Abbildung [7.9]

Fiir einen Stichprobenumfang von n = 75 sieht man in Grafik das Verhalten des
Bootstraptests fiir verschiedene p-v-Kombinationen. Um eine iibersichtliche Ansicht zu
ermdoglichen wurde hier auf die Darstellung der Werte fiir negative Korrelationen verzich-
tet. Es wird deutlich, dass die Wahl eines geeigneten Instrumentes sehr grofen Einfluss
auf das Testergebnis hat. Selbst eine geringe Endogenitét wird bei Verwendung eines star-
ken Instrumentes erkannt, wihrend hohe Endogenitéitsgrade von 0.8 oder gréfter haufig
unentdeckt bleiben, falls ein schwaches Instrument in die Berechnung der Teststatistik
eingeht.
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Eine weitere Frage, die sich fiir den Anwender stellt, ist, wie viele Beobachtungspunk-
te der funktionalen Daten man fiir eine gute Performance des Tests benotigt. Um eine
Tendenz erkennen zu konnen, wird der Test mit Teststatistiken simuliert, die auf Basis
unterschiedlich vieler Stiitzstellen berechnet werden. Dabei wird bereits bei 75 funktio-
nalen Daten, die an lediglich zwei Punkten beobachtet wurden, eine Power von 54.6%
erreicht, bei 150 funktionalen Daten eine Power von 94.3%. Eine starkere Performance
des Tests erhélt man fiir p = 5, wahrend die Hinzunahme weiterer Stiitzstellen bis hin zu
p = 50 keinen interessanten Effekt auf das Verhalten des Tests hat. Die Ergebnisse sind
in Abbildung visualisiert.
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Abbildung 7.11.: Power und Fehler erster Art des Bootstraptests fiir unterschiedlich viele
Beobachtungspunkte p der funktionalen Daten.

Abschliefsend wird {iberpriift, ob durch die Verwendung unterschiedlicher Schwellenwerte
bei der Berechnung der Teststatistik («1) und in der Bootstrapschleife (ag) eine Leis-
tungssteigerung des Tests erzielt werden kann. Dazu werden Power und Fehler erster Art
flir 81 bei Verwendung von a; = 0.0001 und verschiedenen Werten von «g simuliert. Die
in Abbildung dargestellten Ergebnisse zeigen, dass selbst fiir geringfiigig kleinere
Schwellenwerte in der Bootstrapschleife die Power des Tests nachldsst im Vergleich zum
Test mit nur einem Schwellenwert. Wahlt man as geringfiigig gréfser als aj resultiert
die in einer starken Uberschreitung des vorgegebenen Niveaus, was daran liegt, dass das
Quantil fiir die Testentscheidung unterschitzt wird.

Verwendet man fiir die Berechnung der Teststatistik a; = 0.053, was sich fiir den asym-
ptotischen Test bewéhrt hat, so erhélt man fiir unterschiedliche ao ebenfalls stets schlech-
tere Ergebnisse als fiir a3 = as = 0.0001, was Tabelle zeigt.
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N
By 25 | 50 | 75 | 100 | 125 | 150 | 175 | 200

0.053 0.667 | 0.788 | 0.879 | 0.944 [ 0.978 | 0.987 | 0.996 | 0.998

o 0.01 0.135 | 0.251 | 0.344 | 0.408 | 0.428 | 0.442 | 0.432 | 0.436
0.001 0.118 | 0.244 | 0.344 | 0.408 | 0.428 | 0.442 | 0.432 | 0.436
0.0001 0 | 0.001 | 0.011 | 0.041 | 0.084 | 0.155 | 0.222 | 0.280
0.0001=ay || 0.111 | 0.507 | 0.773 | 0.901 | 0.960 | 0.980 | 0.992 | 0.997

N

By 25 | 50 | 75 100 | 125 | 150 | 175 | 200

0.053 0.570 | 0.569 | 0.561 | 0.561 | 0.577 | 0.565 | 0.588 | 0.586

s 0.01 0.038 | 0.032 | 0.026 | 0.025 | 0.027 | 0.020 | 0.024 | 0.024
0.001 0.021 | 0.025 | 0.026 | 0.025 | 0.027 | 0.020 | 0.024 | 0.024
0.0001 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0001—ay || 0.007 | 0.016 | 0.018 | 0.027 | 0.033 | 0.026 | 0.032 | 0.038

Tabelle 7.7.: Bootstraptests fiir unterschiedliche Schwellenwerte bei der Berechnung der
Teststatistik (a3 = 0.053) und des kritischen Wertes zur Testentscheidung
(a2). Obere Reihe: Power, untere Reihe: Fehler erster Art.
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Abbildung 7.12.: Power und Fehler erster Art des Bootstraptests fiir unterschiedliche
Schwellenwerte bei der Berechnung der Teststatistik («; = 0.0001) und
des kritischen Wertes zur Testentscheidung (a2).
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Insgesamt stehen die Simulationsergebnisse im Einklang mit den theoretischen Resul-
taten. Um simulationsbasiert weitere Informationen iiber das Verhalten des Tests zu
erlangen, miissten die Ergebnisse durch Streuungsmafe validiert werden. Auch eine Wie-
derholung der Simulationen fiir anderweitig generierte Regressoren wére interessant. Die
Testresultate in den unterschiedlichen Szenarien geben erste Anhaltspunkte fiir den Ein-
fluss der Parameter auf eine giinstige Wahl von «. Ein Verfahren zur datenbasierten Wahl
von « kann aus den vorliegenden Simulationen jedoch nicht abgeleitet werden und bedarf
weiterer Untersuchungen.
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8. Schlusswort

8.1. Ergebnisse der Arbeit

Die vorliegende Arbeit schlégt fiir das funktionale lineare Regressionsmodell einen asym-
ptotischen Test auf Exogenitit vor. Dafiir wird fiir einen nach Johannes (2013)| unter
Exogenitét konsistenten Schitzer nachgerechnet, dass dieser im Allgemeinen unter En-
dogenitét nicht konsistent ist. Zusammen mit dem Instrumentvariablenschétzer von [Jo-
hannes (2016 )| wird eine Teststatistik konstruiert. Dazu wird zunéchst die Regularisierung
des Kleinste-Quadrate-Schitzers an die des Instrumentvariablenschétzers angepasst und
flir den modifizierten Schitzer erneut Konsistenz unter Exogenitit bewiesen. Es wird
analog zu (Cardot et al. (2006) und Ruymgaart et al. (2000) gezeigt, dass die Ls-Norm
der Differenz beider Schitzer stets eine entartete Verteilung besitzt und somit als Test-
statistik ausscheidet. Basierend auf der Idee von |Miiller und Stadtmiller (2005) wird das
Skalarprodukt aus der Schitzdifferenz und deren Bild unter einer emprischen Version des
Kovarianzoperators des Regressors als Teststatistik vorgeschlagen. Um zu erkennen, wie
das asymptotische Verhalten dieser Teststatistik unter der Nullhypothese aussieht, wird
fiir den Vorhersagefehler des Instrumentvariablenschéitzers unter Exogenitit die asym-
ptotische Verteilung hergeleitet, wobei der Beweis dem Ansatz von (Cardot et al. (2006)
folgt. Mit Hilfe dieser Ergebnisse wird schlieflich verifiziert, dass die Teststatistik asym-
ptotisch normalverteilt ist, wobei Bias und asymptotische Varianz explizit berechnet
werden. Wegen der Abhéngigkeit dieser Kenngréfien vom unbekannten Slopeparameter,
werden diese auf Grundlage des Instrumentvariablenschétzers geschitzt, um damit eine
empirische Version der Teststatistik zu generieren, die dieselbe asymptotische Verteilung
besitzt wie die urspriingliche Teststatistik. Die Andwendbarkeit des Tests in der Praxis
wird durch ein Bootstrapverfahren verbessert, das auf der Idee des Residuenbootstraps
basiert. Um Konsistenz dafiir zu zeigen, ist es jedoch erforderlich, zusitzlich zu den Re-
siduen einen weiteren, von der Slopefunktion abhingigen Term zu schitzen und zu boot-
strappen. Abschliefsend priifen Simulationen die Funktionalitét beider Tests fiir endliche
Stichprobenumfinge, wobei jeweils die Power und der Fehler erster Art fiir unterschied-
liche Szenarien ndherungsweise bestimmt werden. Die Ergebnisse der Simulationsstudie
harmonieren mit den theoretischen Resultaten und sind sinnvoll interpretierbar.

8.2. Einordnung in den wissenschaftlichen Kontext

Mit Hilfe eines zentralen Grenzwertsatzes fiir Martingaldifferenzschemata zeigen |Car-
dot et al. (2006) asymptotische Normalitéit fiir den Vorhersagefehler im funktionalen
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linearen Regressionsmodell, wobei ein auf funktionalen Hauptkomponenten basierender
Schitzer verwendet wird und das Resultat fiir unterschiedliche Regularisierungsmetho-
den giiltig ist. Die Beweisideen sowie das grundsitzliche Versténdnis fiir das funktionale
lineare Regressionsmodell, das sich beim Lesen dieser Arbeit ergibt, wie beispielsweise
die Problematik der entarteten asymptotischen Verteilung der Norm von ﬁ — 3, haben
die vorliegende Arbeit wesentlich geprigt.

Die Gestaltung der Teststatistik in orientiert sich an den Resultaten von [Miiller
und Stadtmiiller (2005), die fiir das generalisierte funktionale lineare Regressionsmodell
eine Moglichkeit aufzeigen, mit einer geeigneten Metrik den Abstand B — B in einer
Art Lo-Sinn zu berechnen, sodass ein zentraler Grenzwertsatz fiir Martingale asympto-
tische Normalitiit dafiir liefert. 3 ist dabei ein trunkierter, auf der Karhunen-Loéve-
Entwicklung basierender Schétzer, wahrend und durch die Annahme der
schwachen Stationaritidt von bekannten Eigenfunktionen des (Cross-)Kovarianzoperators
ausgehen. Zur Trunkierung verwenden Miller und Stadtmuller (2005)| eine Folge (pn )nen,
die p,n~1/* = 0 fiir n — oo erfiillen muss, was mit Voraussetzung einhergeht. Bei
der Wahl von p,, = p in der Praxis machen Miiller und Stadtmiiller (2005) gute Erfah-
rungen mit der Verwendung des AIC oder BIC, Beweise fiir die Validitit dieser Verfahren
bleiben jedoch offen.

Florens und Van Bellegem (2014) beweisen im endogenen funktionalen linearen Modell
bereits asymptotische Normalitit fiir einen Term der Gestalt (B — B,g), wobei g eine
deterministische, hilbertraumwertige Funktion und A ein Tikhonov-regularisierter, auf
Instrumentvariablen basierender Kleinste-Quadrate-Schitzer fiir § ist. Fiir die asym-
ptotische Varianz werden jedoch nur obere und untere Schranken angegeben, was zur
Konstruktion eines Tests wie in Abschnitt nicht ausreicht. Anders als in der vorlie-
genden Arbeit wird die Stirke des Instrumentes neben der Regularitét des unbekannten
Parameters beziiglich der Eigenwerte des Crosskovarianzoperators simultan auch durch
das Signal-Rausch-Verhéltnis ermittelt. Fiir die Wahl des Regularisierungsparameters
prasentieren Florens und Van Bellegem (2014) kein datenbasiertes Verfahren.

Im exogenen funktionalen linearen Regressionsmodell zeigen Ruymgaart et al. (2000)
schwache Konvergenz fiir v/n(fa — fa) gegen einen GauRprozess, wobei 3, der Tikhonov-
regularisierte Schétzer von [Hall und Horowitz (2007) ist, fiir den letztere Optimalitét
beziiglich der Konvergenzraten zeigen. Die schwache Konvergenz folgt durch Anwendung
einer Deltamethode fiir Funktionen von Operatoren, wobei die asymptotische Kovarianz-
struktur durch Anwendung der Karhunen-Loéve-Entwicklung konkretisiert, jedoch nur
fiir den Spezialfall eines gaufischen Regressors exakt berechnet wird. Insbesondere wird
stets ein konstanter Regularisierungsparameter « vorausgesetzt, was zur Konstruktion ei-
ner Teststatistik zum Testen auf Exogenitét nicht genutzt werden kann, da die Konsistenz
der Schétzer unter der Nullhypothese nicht mehr gegeben sein muss. Aus der schwachen
Konvergenz von /n(fBa — B4) wird — ebenfalls fiir fixes o — Konvergenz von n||34|% ge-
gen eine x2-Verteilung gefolgert, ohne jedoch die relevanten Parameter vollstindig zu
spezifizieren. Die Theoreme (48| und [67] hingegen geben die asymptotische Verteilung fiir
a, — 0 vollstdndig an und kommen dabei, abgesehen von Momentenbedingungen, ohne
Annahmen an die Verteilung des Regressors aus. Unter Verwendung einer Nullfolge «,
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8.3. Aushlick

beweisen [Ruymgaart et al. (2000) lediglich, dass keine Folge a,, — oo existiert, sodass
anﬁan gegen ein nichtentartetes Zufallselement konvergiert.

Ruymgaart et al. (2013) spezialisieren die Resultate von Ruymgaart et al. (2000) fiir den
Fall, dass die Eigenfunktionen des Covarianzoperators bekannt sind, was zum Beispiel
fiir schwach stationére Regressoren, wie sie in der vorliegenden Arbeit verwendet werden,
erfiillt ist. Es wird jedoch weiter mit einem konstanten Regularisierungsparameter gear-
beitet und die asymptotische Verteilung wiederum lediglich fiir Gaufssche Regressoren
explizit angegeben.

Auch Hilgert et al. (2013)| fokussieren sich auf eine konstante Anzahl zu verwendender
funktionaler Hauptkomponenten fiir ihre Teststatistik, die fiir Modelltests im funktiona-
len linearen Regressionsmodell eingesetzt wird.

Ebenfalls fiir das Setup von Hall und Horowitz (2007) beweisen Patilea et al. (2012)
im exogenen funktionalen linearen Regressionsmodell asymptotische Normalitit einer
Teststatistik fiir die Hypothese E[U | X]| = 0 f.s., wobei alle relevanten Terme explizit
berechnet werden. Die projektionsbasierte Teststatistik verwendet dabei einen generi-
schen Schitzer fiir die Slopefunktion, der die Bedingung ||3 — 3| = Op(n="), S<p<i,
erfiillt, was jedoch im Kontext der vorliegenden Arbeit, die keine Annahmen an Konver-
genzraten der Fourierkoeffizienten und Eigenwerte des (Cross-)Kovarianzoperators trifft,
im Allgemeinen nicht erfiillt ist. Ensprechende Annahmen aus [Hall und Horowitz (2007)
(polynomieller Abfall), die von Patilea et al. (2012)| leicht modifiziert werden, um ein
passendes Verhalten der Bandbreite des Kerns sicher zu stellen, sorgen dafiir, dass diese
Voraussetzung erfiillt wird.

Gonzalez-Manteiga und Martinez-Calvo (2010) berechnen fiir das funktionale lineare Re-
gressionsmodell punktweise Konfidenzintervalle mit Hilfe eines Residuenbootstraps. Das
dabei verwendete Vorgehen fiir den naiven und den wild Bootstrap bilden die Grundidee
tiir die in Bemerkung [56] beschriebenen Bootstrapverfahren. Die Konsistenz des Boot-
straps folgt mit Theorem 3.2. von |[Ferraty et al. (2010). Dieses wiederum folgt aus den
Resultaten von [Ferraty et al. (2007), die im nichtparametrischen funktionalen Regressi-
onsmodell asymptotische Normalitit fiir den Nadaraya-Watson-Schitzer beweisen. Die
explizite Berechnung von asymptotischer Varianz und Bias, die eine Nutzung der Resul-
tate in der Praxis ermoglichen, waren Inspiration und Motivation fiir die ausfiihrlichen
Berechnungen aller relevanten Terme in der vorliegenden Arbeit.

8.3. Ausblick

Eine Abstraktion der Argumentation auf Operatorebene am Vorbild der eleganten Be-
weisfiithrung von |Florens und Van Bellegem (2014) wire eine Aufwertung der vorliegenden
Arbeit. Im Zuge dessen konnte versucht werden, die Annahme der schwachen Stationa-
ritdt abzuschwichen. Auch die Eruierung eines datenbasierten Verfahrens zur Wahl des
Regularisierungsparameters ist eine ausstehende Aufgabe, die insbesondere wegen ihrer
Praxisrelevanz Aufmerksamkeit verdient.
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8. Schlusswort

Im Gespréach mit Wenceslao Gonzalez—ManteigaE] entstand die Idee, eine auf zufilligen
Projektionen basierende Teststatistik fiir das in der vorliegenden Arbeit betrachtete
Testproblem zu verwenden. Dazu konnte man priifen, ob die Teststatistik von |Garcia-
Portugués et al. (2014), versehen mit dem Instrumentvariablenschéitzer aus (3.5), fiir
einen Test auf Exogenitit geeignet ist. Sie besteht aus der Kolmogorov-Smirnov- be-
ziehungsweise Cramér-von Mises-Norm des RMPP und wird fiir Goodness-of-Fit-Tests
im funktionalen linearen Regressionsmodell vorgeschlagen. Einen vergleichbaren Ansatz
findet man bei Cuesta-Albertos et al. (2019), die auch schwache Konvergenz ihrer Test-
statistik beweisen, sowie bei |Garcia-Portugués et al. (2020), die das funktionale lineare
Regressionsmodell mit funktionaler Responsevariable betrachten. Die Verwendung zufél-
liger Projektionen kénnte zu einer rechnerisch effizienteren Alternative zu fiihren
und eine schone Losung des Dimensionalitédtsproblems sein.

2Universidade de Santiago de Compostela
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A. Technische Hilfsresultate

A.1l. Allgemeine Resultate

A.1.1. Lemma: Fiir einm € N sei (X, W) € F;" und U erfiille (VI) sowie E|U["™ <
n < co. Dann existiert eine positive Konstante C' = C), sodass

Zi‘k—l‘k 2m CT} zf)k—wk 2m C?]
supE < —, ‘ < —, (A1)
ke Tk n Wk nm
AP e — ™) C
sup %E S < —TZ (A.2)
kez | T} Ck n
BEWEIS: Siehe Beweis von Lemma A.1 aus|Johannes (2016). O

A.1.2. Lemma: Es seien (X,W) € F§ und I, :={k € Z | \x > 4ran}}. Dann gilt fiir
eine Konstante C > 0 die Abschitzung

. C E|W|?
sup P ()\k < cw,g) < g x|? <1 + ‘H> (A.3)
ke, no an
sup P (0 < o) < @ (A.4)
keZ, n

Fiir Jp, :={k € Z | 8\, < a/} gilt zudem

N (5 Cn E|W|?
—“P(MZay )< — 1+ —— . A5
ksg% xi ( b= 0471.3) ~ n? < * an > (A.5)

BEWEIS: Siehe (A.14) und (A.15) sowie Beweis von (A.14) in Lemma A.2 von |Johannes
(2016)! O

A.1.3. Lemma: Es gelte (V3) und m € N sei fest. Dann konvergieren die Reihen
Sokez TR und Y e 2wy Falls zusitzlich X € G2™ und 3 € Ly([0,1]), so gilt

2m

B> (8, ¢k (ér, X)

kEZ

< oQ.
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BEWEISs: Falls X die Voraussetzung (V3|) erfiillt, so gilt

0o > (B)|X|?)? (ZE| (X, o1 ) => 2p+ Y TpTm

kEZ kEZ k,m€eZ,
k;ém

Falls auch W ([V3)) erfiillt, so folgt direkt die zweite Konvergenz. Mit (2.17) fallen in der
dritten Summe alle gemischten Terme mit ungeradem Exponenten weg. s bleibt

4

E > (B, ¢k (¢, X)

keZ
ZZ\(B,¢k>\4E\(¢k,X>\4+ Z (B, 8 *E(dr, X) 2 [(B, b ) [PEl(m, X)|?
keZ k,mcZ,
k#m
<¢ka > 2 2
= S 2215, &) E' ST 108, ) Parel (B e P
k#m
Fir X € G, gilt
(¢, X) *
ok |G| =

Da IY*8 € Ly([0,1]) fiir B € Lo(0,1]), gilt Spez [(8, 64) 2 = [TY?*B|* < oo. Da
(k) k) (i) g und ([(B, dm)|?) k) Nullfolgen sind, konvergieren die Reihen auch fiir Ex-
ponenten 2m, m € N. O

A.1.4. Lemma: FEs gilt fiir alle k € Z die Abschdtzung e < .

BEWEIS: Sei k € Z beliebig. Per Definition ist

n

Cp = % > (S, Xi) (Wi, br),

i=1

was sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschitzen ldsst zu

ENES Y Z\Wz,m — Vi
i=1

Damit ergibt sich die Abschétzung

2
/\k = |Ck‘ < xk.
wy,
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A.2. Hilfsresultate zu Kapitel

A.2. Hilfsresultate zu Kapitel [4|

A.2.1. Lemma: FEs sei (X, W) € ]-'f,;p und U erfille (V9) sowie E|U|® < n < co. Dann
gilt fiir festes p € N, p > 1 und Konstanten C,, » =: C die folgende Abschitzung:

R C P/Q)\P/Q 1
)\k—)\k‘pg ’M’CJFO(). (A.6)

np. /2 npb

E

Falls auflerdem Wy > « gilt zudem

A P p/2

Ck  Ck C [ |cxlP C wy C 1

— < L ' '

b Wy, w | np/2 < wi + np/2 wi)/2 1+ np/2 +0 3072 (A 7)
BEWEIS: Von

P N a2 A .
c c c WE, — W ér wp — W 1
Ak_k:ﬁ(kk) ot (o — ) (A.8)
Wk W W W W W Wy

lasst sich unter Anwendung der Dreiecksungleichung und der Ungleichung

(¢ +y)P <277 (aP +yP) (A.9)
firp>1und x,y € RE{ der Erwartungswert abschétzen zu
. NG
Ci Wg — Wi
l?)k < Wi )

—=: 22~ (S, 1 + Spo + Sn3).

p

& wp —wp P 1 )
S B (e - )l

k

Ck  Ck

E

N

Wk Wk Wk Wk

p
< 92(p—1) <E

Durch Anwendung der Hélderungleichung entstehen Terme, die sich mit den Ungleichun-
gen aus Lemma abschétzen lassen, sodass man fiir die Summanden die folgenden
Abschitzungen erhélt:

2 ap 1/2 L 2p\ /2
¢ W — W v/ C ¢
Sp1 < [ E - upE'H < Tg | ;
Wk |  kez W np W
. 1/2 . 1/2 R 1/2
(Elex|?) / wy, — g | VCn  (Eléx]*) /
Sna2 < 5 - | supE | — < 7 5 ’
Wy, kEZ Wk np wy,
2 2
ZL'Z/ ek |P ér—cp|? _ Cn xz/
Sna < 5 SUp ——7> < —% 2
wz/ ke wi/ mi/ Ck np/ wz/

Mit dhnlichem Vorgehen lassen sich die Erwartungswerte auf den rechten Seiten weiter
abschétzen:

Ele,? < 22271 (B|eg — ekl + |ck|?) (A.10)
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mit
2p | a —
A 2 |ck| Cr — Ck Cn
Elé, — e P < afwh zug wixiE o < xiwiﬁ. (A.11)
Ebenso gilt
~ ~ ~ “ 2 2p
W W Wy Wk W Wi
2p
Elé.|2p 2p N 2
< 94p=2 ‘CISL Ck W — Wk T E CAk <wk wk)
wy, Wi Wy Wi Wi
1/2
C 2p p, pCn 4p
< g2 | el +f’“w’f w4+ % E|éx|"E ‘“”f Wk
w” w” Wk
R N 1/2
L ®] ok — e |
wk Wi
P 4p
’%\2) C [ \ck|2p C C
<C — | =5 + o5 Pwl 4+ [ —=E
() + o oo Rk
’ k|2p 1 C l’k C p
<kap 1+0 ol B R wrw? +— T Wy
C 9 C
Dabei folgt die letzte Zeile mit der Voraussetzung wg > «. Damit lassen sich S, ;1 und
S0 weiter abschétzen zu
2 2 p/2 2 p/2
5. <% \ck|p 1+0 1 n C zz/ Cleg|? Jrz/ wz/ mi/ wz/
1 np wk np/2 nP/Q wp/2 np/2 (naQ)P/Q np np(naz)P/Q
k
/2
ek P 1 C a:i
< = = -
—nP { wh, 1+0 np/2 + nP/2 ,p/2 to np/2 ’
k
P p/2
Sn,Q < 22 <|Z€I’7 + 22 33;;/2> .
n A T

Insgesamt ergibt dies
P (lalr o 22 C 1

Ck  Ck
ol wP p/2  p/2
k W wy,

- nP/Q

WL W

was Behauptung (A.7) ist.
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Mit dhnlicher Argumentation wie im Beweis von (A.7)) sowie der Abschatzung
lewl* = lexl* = (lex] + lexl) (e = lexl) < (I&] + lexl) (& — cxl),

die sich aus der dritten binomischen Formel und der Dreiecksungleichung in C ergibt,
schétzt man zunachst ab, dass

1 1
Wi W

p
+

p

“ P 1
E))\k_/\k’ SQp_l{E +wa|ék‘2_|Ck’2‘p}
k

C wg — Wy |k P

Ak

< 22(p—1){E ’ék‘z (ék _ Ck)‘p }

R 1
5 Elé — e’ + —E
W wy, wy,

= 2207 Ty 1 + Tpy0 + T3}
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie den Ungleichungen (A.10)), (A.11)) und (A.2)

fiir m = p erhélt man 75, 3

1 - A
Tn,3 < ?\/E|ck\4p E ‘Ck — Ck‘Zp
k

1 4 2p 2pC77 12 p pCU 12
wf;}; <|Ck| p+$k wk m l‘kwkﬁ

A~ P2 Yram
< Cn <\Ck|2p—|—m£wp CU)

— 2 2 k
np/ wlZ/ npP

_C NP P/ 2,P/2 Cxipﬂwz/?
= (N e

IA

Fiir den zweiten Term ergibt sich mit (A.2)) fir m = £

|cx|? Ck — Ck

p/2_p/2
k Tk

P Cn \p/2_p/2
§np/2)\k x .

U’Z kEZ w Ck

Mit einer Zerlegung wie in (A.12)), anschlieRender Abschétzung mit (A.9), der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung und (A.1)) und unter Ausnutzung von wy, > « fiir alle Ay, > 0 ergibt

sich
5P Ele[* 1 wy, — g | exl? [ wp — o\ 2]
E‘)\k‘ <22(p—1){7k_|_7E ‘ék|2u +E k k k }
< wy, wh, W e

2 COnat 1 — 1
Scp{|6k| + n k"‘ip <E|ék‘4pE’wk W

2}7) 1/2

D
wy, npP wy, Wy
1/2
~ 122D ~ 14p
Ck Wg — Wk
+ |E |A| E
W W
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1/2
Cna? 1 /Cn CnzPw?P VvCn
p k. _— 4p | Tk Tk
- Cp{)\k o wh np/2 lenl ™+ — 5 T par m
1 lex |2 2P PP
P k k”k
< Cpﬂ?{)‘k (1 +0 <np/2>> - nP/2(na?)p/2 + np + n39/2(na2)r/2

=0 N [14+0 ! + ek [*? + ix +o ! (A.14)
= CUpy k np/2 np/Q(na2)p/2 np "k n3 n3p/2 .

Mit den Abschéitzungen (A.14) sowie (A.1)) fiir m = p folgt fiir 7}, 3 nach Anwendung der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Con N +0 L

np/2

wk_wk:

T

Zusammengefasst gilt also

ﬂ

S p Opﬂ?)‘z/2 p/2 p/2 p/2 p/2 p/2

was sich mit (2.21) und wegen supycz T, supgez wi < oo (folgt aus (X, W) € F?) weiter
abschétzen lasst zu

)\k’p < M ( /2 + aPw p/2) Lo (1)

np/2 np
o CP n 2/2 AP/Q O 1
N np/2 + ne )"

A.2.2. Lemma: Seip € N fiz. Sei (X, W) € ./—-le und U erfiille (VI) sowie E|U|* <
n < 00. Dann existiert eine positive Konstante C = C), sodass fiir k € L,, gilt

¢ ximwi p/2
E[D; n — Digl’ < (a2 )2 ( ot ]

BEWwEIs: Fir k € £,, gilt mit (A.9)

p

E|D;gn— DirlP = ‘<WZ7¢I§> (1%c - 1) + (X3, on) (1 - })

Ck

p

< E ]<Wz,m> (1 - 1)

Ck; Ck

+207'E ‘(wal& <1 - }>
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Fiir den ersten Erwartungswert wendet man die Cauchy-Schwarz-Ungleichung an,

E‘<Wia¢k> <}—1> p—E‘M<{‘k_)‘k>

p

CL  Ck Ak C,  Ck
1 opes | e — éx [P
< = +E[{(W; 24 [ NPE
< S VEIT 6] \/k —

Fiir k € L, gilt wegen (3.6), die Abschiitzung |¢x|? > o?yY. Durch Ergéinzen geeigneter
Terme lasst sich (A.2)) anwenden, sodass

_a |2 1 & |2
CLCl Py Ck
N e —en|?  C
k k k n
— OKQP’YPV )‘ixi sup ?E c npa2p )‘sz
k keZ T, k
Zudem gilt wegen (X, W) € f%p
Wi, b 2p
E[(Wi, éi)[* = wiE LTI e e
W
Zusammen erhilt man
1 1\ P c P
Blwon (£ - L) < & Tk v
k. Ck (na?)p/2 |cilP
Fiir den zweiten Term geht man analog vor:
1 1\ 5 1%
E <Xl’d)k> — - = < E‘<Xla ¢k>| P - =
Tp Tk Tk
Weil (X, W) e Fo? gilt
2p
2 (Xi, on)
Bl = o | <

und mit (A.1) und der Abschéitzung &) > e > avy, die fiir alle k € £, aus Lemma
folgt, ergibt sich

2p s 2p
E 1 1 < LE Lk — Tk < ¢ )
T Xk o?p Tk (na?)P
Somit gilt
1 1\ P C 2
E (X — - v/
’< 17¢k> <CCk «Tk) (nag)p/g k
Die Behauptung folgt. O
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A.3. Hilfsresultate zu Kapitel

A.3.1. Lemma: [VERSCHARFUNG VON LEMMA [A.2.2] Seip € N fir. Sei (X, W) € Fo?
und U erfiille (V9) sowie E|U®P < n < oo. Dann ewistiert eine positive Konstante
C = C) sodass fiir k € Z gilt

ElI{A > av?) (D, Do <-C wfa)” | 1 1+o(1 A5

sowie

E|\I{\ > a¥}Din

p wy! 1 c [ what? 1
=C tont e+ 1+0(1)) ¢.
{|Cl€|p .TZ/Z np/2 ‘Ck|2p xi/Z ( ( ))
(A.16)

BEWEIS: Fiir £ € Z wird mit (A.9) der Term gegen die Summe von vier Termen abge-
schitzt. Dabei verwendet man, dass fiir alle k € Z mit A\, > avyy gilt Wy, > a.

ElI{\, > avf} (Dign — Dij) P
p

(Wi, d) (er— &\, < 1 cp — e P
<CFE {5, > a? E (W,
= p{ e cr { kE Z OrYk} + ‘Ck’p < ¢k> cn
p
X; — 4\ . 4 |P
+E X, i) (xk xk) I{\, > av)} E‘<Xia¢k>xk o }
Tk T T

oATn1 + T+ Tnz+That

Fiir den zweiten Erwartungswert wendet man die Cauchy—Schwarz Ungleichung an, um
dann Abschitzung (A.2)) anzuwenden und (W, X) € F, 5P auszunutzen:

\/ za¢k ‘ZP

2
wi/ ZEk )\i — G,
RS
|ck‘ L keZ Ty, Ck
2 p/2 2
C wi/ xz/ e wkxp/
= p/2 )\i/2|0k|p nP/2 ‘cka .

Fiir k € Z mit A, > avyy gilt wegen . ) die Abschiitzung |¢x|? > a?v%. Durch Ergéinzen
geeigneter Terme ldsst sich Wlederum D anwenden, sodass

n, — ()[2 p/2 \/ lv¢k \I
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1/2
¢ p/2 Lip sup )‘ip ek — e[ :
= (a2yp)p2E )\ip kEZ xip Ck
C wi/zxk < C 1 wZ/QJ:k
= (a2yp)p2ne NY = (na2)p/2pp/2 N}

Fiir den dritten und vierten Term geht man analog vor. Mit (A.1)) und der Abschitzung
Fp > Ap > avyy, die aus Lemmafolgt ergibt sich

z
na2 P/2 np/2 Tk

b

1
Tn,3 S 7 \/ XZ7 ¢k’

1
Tn,4 < 7 \/ XZ?¢]€ ’2p
L

np/2 p/2

Insgesamt ergibt dies unter Beriicksichtigung von (V10))

E|lI{\ > o)} (Dign — Dig) IP

< Cp wk,xp/ 1+wi/21:£/2 n C, 1 14 xi

/2 el (na2)p/2 | " pp/2 p/2 (na2)p/?
k

p/2
_ ¢ (“’kx’f + 12>(1+0(1)).

nP/2 \ Jeg|?P xi/

Es bleibt (A.16]) zu zeigen. Mit analogem Vorgehen fiir die Zerlegung

Di,k,n = <

Wi, b, . (Wi, or) e — & <Wu¢k> <Ck - @k>2

Ck Ck Ck Ck Ck

(X k) (X, k) T — T

Ty Ty, Ty,

(A.17)

erhilt man hier die Abschitzung

E|1{A = a7} D

|ck|P Ty

» E[(W,di)P  ENX, ¢p)|P
Scp{ [(W. o) + € p¢k>’ +Tn,1+Tn,2+Tn,3+Tm4}'

Somit gilt

E[1{Ax 2 a9} Dien

p w?’? 1 c [ wPa?? 1
< k k™ k 1 1)) ».
_Cp{\0k|p+xi/2+np/2 P +$§/2 (1+0(1))
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A.4. Hilfsresultate zu Kapitel [0]

A.4.1. Lemma: Seieni € {1,...,n} und k € Z. Fir das in Bemerkung[56 (i) beschrie-
bene Bootstrap- Verfahren gilt

E (|57 | Su] = |%ip* P-fs.

Fir das in Bemerkung (i1) beschriebene Bootstrap-Verfahren gilt

E“ ,*|2|S}:1i‘%ﬁ _li@ ‘2 P-f.s
i,k n ni:1 i,k ni:l i,k .S

BEWEIS: Die erste Identitét ergibt sich direkt aus der dem Verfahren [56| (i) zugrunde-
liegenden Konstruktion, da %; j messbar beziiglich und V; stochastisch unabhéngig von
S,, ist. R R ) )
Bei Verfahren |56 (ii) wird mit Zuriicklegen aus {%1716_% S Uiges- - - s %n,k—% Yo Uik}
gezogen, sodass P (?/Z*k | Sn) = % fiir jedes i € {1,...,n} und beliebiges k € Z gilt. O

A.4.2. Lemma: Sei (X,WW) € .7:,‘71 und U erfille E|U|* < oo. Die Voraussetzungen

(V1)-(V13) sowie (B2)) seien erfillt. Dann existiert eine positive Konstante C sodass fiir

k. lLym,r € Jy, k| # |, |m|,|r|, |I| # |ml|,|r], |m| # |r|, und i,j € {1,...,n}, i # j
folgende Abschdtzungen gelten:

E|D;D:1D; yDi U5 U U U |? < ¢

| N R N MCI NN AN j,l| = A

- _ _ _ C
2 * * 120), % * * *
B 1D Di D5 Dy Dia Di s P W 2| <

_— = x x —— — C
E [Dj,ij,lDi,kDi,lDj,ij,rDi,sz‘,r%fk%l U3 Uir Ui %Tm%ﬂ“*} < i

BEWEIS: Nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung wird das vierte Moment
von U UL U5 U, gegen eine Konstante abgeschiitzt, was fiir (X, W) € ]-",‘7l unter (B2
moglich ist. Zusammen mit (5.16|) erhélt man

—— e Tk ok — =\ 1/2
E|D; 4 Dy Dip D U5 U1 < C (EID;yDyaDsDigl')”

C
= CE|Dy4|'E|Dy,[* <

Dabei wurde verwendet, dass Dj,kDij,l und D; xD;; fiir i # j stochastisch unabhéingig
sind sowie dass D;j und Dj; fiir |k| # |I| unkorreliert sind.
Die ibrigen Abschétzungen ergeben sich analog. a
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A.4.3. Lemma: Sei (X,WW) € fs und U erfille E|U|* < oco. Die Voraussetzungen
f sowie seien erfiullt. Dann existiert eine positive Konstante C, sodass
fir kLmyr € oy, |kl # |, |ml,|r|, || # |ml|,|r], |m| # |r|, und drei verschiedene
i,p,7 € {1,...,n} folgende Abschitzungen gelten.:

— C w?
E||D;xl*|Di Dy —&

U P\ <

a? o
E _|DjJ€D7jJ|2Di,kD7i,le,kDp,l‘%Tk%ﬁ%fk%%pfk%pfl} < St s
_ — C w, w
2 2 k l
E||DjxDjDi Dy, |%z*k%p*z%*k%fz‘ ‘S EWW

/2 1/2
C wy wm/ wl/

a2 ek [em| el

/2 1/2
C wg wl/ wn{

[ 27 ... * 200% Tyx Grxas* Oy Koy
E | D;kl*Dja Djn Di o Do,k Dit D, | U | U3, 2,3, U5 Y U1 %m} =

<

27 n . * * 1200/ % * gk *
E ’Dj7k'D7'7k| D]7lD]7mDp7le7m’%],k ’L,k}‘ %p,l%p,m jJQ/],m

a? e Jal lem

/2 1/2 1/2 1/2
ka/ wl/ wm/ wT/

<

E\D;j kD1 DjmDijr Di k Di g Dp,m D,y Uy 3, U Uy U U3 U U U

,m “pl “p, Jm g

a? le| al leml el

BEWEIS: Analog zum Vorgehen im Beweis von Lemma erhilt man

E || D5 1D Dy P12 P 2

1/2
/ E|Di,k4

< C (E|D;?)

Wegen (2.21) gilt fiir alle k € Z

2 2

wy, 1 wy,

(|Ck|4 552) <2|C |4’
k k

was zur ersten Abschéitzung fiihrt.
Die weiteren Abschitzungen ergeben sich analog. O

A.4.4. Lemma: Sei (X,W) € F} und E|U|* < co. Die Voraussetzungen (V1) -(V13)
sowie (T3)) seien erfullt. Dann existiert eine positive Konstante C, sodass unter (HO) gilt

n n—1 2
W 1
SHIpIRICHERTS S P ()]
=2 lc4 i—1 ke, k k
Ikl 1]
n3
=0 <062 - n4> . (A.18)
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BEWEIS: Fiir k,m € Zund i,j € {1,...,n} mit i # j sind |D; x% x|* und |D; 1 % m|*
stochastisch unabhéngig. Somit gilt mit Lemma[A.1.3] dass

Wi 1 Wi 1
E[(’Di’k%’k‘Q v [exl? ) <|D]m%m2 v em[? ZUD]
1 m 1
= (BID: 42 — 0V2 | 2% - BID)m T l? — 02| 20— —
|Ck‘ Tk ’Cm‘ Tm

— (8, 643 k] (B bm) P, (A.19)
Fiir ¢ = j und |k| # |m/| erinnert man sich an Zerlegung (5.21)) und erhalt

w 1 w 1
(st -] 2]) (-] 25, 2]
ekl xp leml? @
<olwe L] wm 1‘
~ |Ck’2 ’Cm|2 Im
<<
o

Weiter ldsst sich die grobe Abschitzung

1\? 12
E 2—%1/Qﬂ — <E’D1k%1k| +%———
lek|? lex]?
2
w C
< O—k < =
= et T ao?
fir k € Z verwenden. Damit erhilt man
) 2
wy,
B3 S wlDplon S S a (1D~ |25 - L)
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Z 27| Dy (¢, X1)| { Z 7 + Z ivkwm}
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Cn?
+ Z 212, E| D1 (g1, X1)|°E| D1, (¢, X1)| { Z zj + Z wkwm}
l,rety, kme iy,
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+n > afE|Dy (¢, X)) { STBeel i+ D \<6,¢k>|2xir<ﬁ,¢m>\2xzn}
ley, kG%n, k,merjn,
&[] k], |m[#]ll ],

[kl #{m

> @, B Dy (¢, X1) PE|[ Dy (60, X1))?
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i Pty
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Mit E[D1,{¢r, X1)|* < |25 + o[ 24 und E|D1l(q§l,X1)|4 o ‘4 + = | 7 sowie Lemma

erhélt man in obiger Abschatzung unter ausschlieklich konvergente Reihen,
sodass insgesamt gilt
‘2

Z > @il Dpidr, Xp)I? Z > <!Dzk%k!2 '/

p=21leX%y, i=1 k€En,
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