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Abstract

Due to global warming, globalization and increasing tourism, the distribution
areas of the dengue fever-transmitting Aedes mosquito are shifting from the tropics
to more northerly latitudes. Against this background, this work investigates the
potential distribution and equilibrium states of dengue fever infections in southern
Germany using the well-known SIR compartment models.

The SIR model is supplemented by the compartments of the mosquitoes and with
the help of this 1 serotype model some basics about a vectorially transmitted
disease are derived. While in [6], a paper in a conference proceedings, a 1 serotype
model including control by vaccination was investigated, this work focuses on the
analytical behaviour of the basic system without control measures and proves
global stability by means of Lyapunov functions in the area of mosquito population
and endemic equilibrium point. Thus, first insights into the behaviour of a dengue
fever model can be generated and a meaningful model reduction can be performed.
As a second step, a second serotype is added to the model and treated in detail.
This will be based on the master thesis [51], which was written in parallel, and
will focus on the asymmetry of the serotype-specific transmission rates, which was
not considered in the master thesis. A great success in the analytical investigation
is the explicit presentation of the endemic equilibrium point and the local stability
conditions of all equilibrium points. In the numerical representation, the course of
the system, the effects of asymmetric infection rates and their phase portraits are
discussed.

In a third step, different model refinements of the 2 serotype model are investigated
analytically as well as numerically and their effects are compared. Important
results are particularly evident in the long-term behaviour of the system, which
are visualised by means of phase portraits. Possible controls, both in the form
of constant parameters and by means of optimal control, have a considerable
influence on the system and are therefore always included.

In a further step, the dengue fever model will be extended to four serotypes
with asymmetric infection rates and the system behaviour will be investigated
numerically. This has never been analysed in any work known to the author
and has produced insightful results. Thus, it is shown that fluctuation ranges
in infection rates influence the existence of endemic polyserotypic equilibrium
points. Despite the complexity of the system and based on the findings of the
previous investigations of the 2 serotype model, the 4 serotype model is additionally
extended by cross-immunity and numerical results were compared.

Finally, temperature dependent stinging and transmission rates are included in a
detailed 2 serotype model. For this purpose, weather data of the last five years
from Bamberg are combined with the known behaviour of the mosquitoes and
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integrated into the model. Since many parameters are difficult to determine and
are subject to fluctuations, all investigations are based on certain parameter
assumptions. In order to gain a better understanding of the dengue fever model
and the occurrence of the disease, a second scenario with an alternative parameter
behaviour is investigated. In both scenarios constant controls are additionally
considered and the numerical results are compared. In addition to the constant
controls, an optimal control is applied to the temperature dependent model and the
differences in system behaviour depending on the chosen scenario are considered.
With this last step, the investigation of temperature-dependent infection rates
with reference to regional weather data and the combination of all previous model-
relevant compartment expansions, a relevant statement about the spread of a
vectorially transmitted disease, in this case dengue fever, in southern Germany
can be derived.
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Abstrakt

Durch die globale Erwarmung, die Globalisierung und den zunehmenden Tourismus
kommt es zu einer Verschiebung der Verbreitungsgebiete der Dengue-Fieber
iibertragenden Aedes-Stechmiicke von den Tropen in nordlichere Breite. Vor
diesem Hintergrund untersucht diese Arbeit die potenzielle Verbreitung und
Gleichgewichtszustiande von Dengue Fieber Infektionen im siiddeutschen Raum
unter Verwendung der bekannten SIR Kompartimentmodelle.

Das SIR Modell wird hierbei um die Kompartimente der Moskitos erganzt und
anhand diesem 1 Serotyp Modell einige Grundlagen iiber eine vektoriell {ibertra-
gene Krankheit hergeleitet. Wahrend in [6], einem Beitrag in einem Tagungsband,
ein 1 Serotypen Modell inklusive der Steuerung durch Impfung untersucht wurde,
setzt diese Arbeit ihr Augenmerk auf das analytische Verhalten des Grundsystems
ohne Kontrollmaknahmen und beweist globale Stabilitdten mittels Lyapunov
Funktionen im Bereich der Miickenpopultation und des endemischen Gleich-
gewichtspunktes. Dadurch konnen erste Erkenntnisse iiber das Verhalten eines
Dengue Fieber Modells generiert und eine sinnvolle Modellreduktion vorgenommen
werden.

Als zweiter Schritt wird das Modell um einen zweiten Serotyp erweitert und
detailliert behandelt. Dabei wird auf der parallel entstandenen Masterarbeit [51]
aufgebaut und speziell die, in der Masterarbeit nicht berticksichtigte, Asymmetrie
der serotypspezifischen Ubertragungsraten in den Fokus geriickt. Ein grofer Erfolg
bei der analytischen Untersuchung ist die explizite Darstellung des endemischen
Gleichgewichtspunktes und die lokalen Stabilitdtsbedingungen aller Gleichge-
wichtspunkte. Bei der numerischen Darstellung werden die Systemverlaufe, die
Auswirkungen der asymmetrischen Infektionsraten und deren Phasenportraits
diskutiert.

In einem dritten Schritt werden verschiedene Modellverfeinerungen des 2 Serotypen
Modelles analytisch als auch numerisch untersucht und deren Auswirkungen
gegeniibergestellt. Wichtige Ergebnisse sind besonders im Langzeitverhalten des
Systems zu verzeichnen, welche anhand von Phasenportraits visualisiert sind.
Mogliche Kontrollen, sowohl in der Form von konstanten Parametern, als auch
mittels optimaler Steuerung, haben einen erheblichen Einfluss auf das System und
werden daher stets mit betrachtet.

In einem weiteren Schritt wird das Dengue Fieber Modell auf vier Serotypen mit
asymmetrischen Infektionsraten erweitert und das Systemverhalten numerisch un-
tersucht. Dies wurde bisher in keiner, dem Autor bekannten, Arbeit analysiert und
konnte erkenntnisreiche Resultate erzielen. So zeigt sich, dass Schwankungsbreiten
in den Infektionsraten die Existenz der endemischen polyserotypischen Gleichge-
wichtspunkte beeinflussen. Trotz der Komplexitéit des Systems und basierend auf



den Erkenntnissen der vorangegangenen Untersuchungen des 2 Serotypen Modelles,
wird das 4 Serotypen Modell zusétzlich um die Kreuzimmunitét erweitert und
numerische Ergebnisse verglichen.

Zuletzt werden temperaturabhingige Stech- und Ubertragungsraten in ein detail-
liertes 2 Serotypen Modell einbezogen. Hierfiir werden Wetterdaten der letzten
fiinf Jahre aus Bamberg mit dem bekannten Verhalten der Mosquitos kombiniert
und in das Modell integriert. Da viele Parameter nur schwierig zu bestimmen
und iiberdies schwankungsbehaftet sind, unterliegen alle Untersuchungen gewissen
Parameterannahmen. Um ein besseres Verstandnis fiir das Dengue Fieber Modell
und das Auftreten der Krankheit zu erlangen, wird ein zweites Szenario mit
einem alternativen Parameterverhalten untersucht. In beiden Szenarien werden
zuséatzlich konstante Kontrollen beriicksichtigt und die numerischen Ergebnisse
gegeniibergestellt. Neben den konstanten Kontrollen wird aufserdem eine optimale
Steuerung auf das temperaturabhéngige Modell angewendet und die Unterschiede
im Verhalten des Systems, abhéngig von dem gewihlten Szenario betrachtet.
Mit diesem letzten Schritt, der Untersuchung temperaturabhéngiger Infektions-
raten mit Bezug auf die Wetterdaten aus der Region und der Kombination aller
bisherigen modellrelevanten Kompartimenterweiterungen, kann somit eine rele-
vante Aussage liber die Verbreitung einer vektoriell iibertragenen Krankheit, hier
das Dengue Fieber, im siiddeutschen Raum getroffen werden.
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1. ‘ Einleitung

Der Begriff der mathematischen Modellierung beschreibt allgemein die Ubertra-
gung eines realen Problems in ein mathematisches Problem. Mit Hilfe dieses
mathematischen Problems soll eine mathematische Losung generiert werden, die
sich interpretieren lidsst und somit eine reale Losung zu dem urspriindlichen, rea-
len Problem erzeugt. Bei dem Vorgehen der Modellentwicklung miissen mehrere
Faktoren gewahrleistet sein:

e moglichst realitdtsnahe Darstellung der Anwendung
e moglichst einfaches Modell mit Hilfe von Modellannahmen

e Losbarkeit des Problems unter Beibehaltung der richtigen mathematischen
Struktur

Die ersten beiden Aspekte stehen oft im Widerspruch zueinander, was die Model-
lierung erschwert. Der letzte Punkt fordert sowohl die Existenz einer Losung, als
auch, dass das Problem mit den zur Verfiigung stehenden Mitteln der Numerik
mit den gegebenen Ressourcen losbar ist. Des Weiteren darf das Problem in der
Analysis durch eine Approximation der Numerik im Kern nicht verdndert werden.
Ein bekanntes Beispiel hierfiir ist folgende Problemstellung;:

e (z) +y(x) =0, y(0)=1, €—=0

Obwohl € sehr klein ist, ist der Term ey/(z) zwingend notwendig, um einen Wider-
spruch aus den Anfangsbedingungen zu vermeiden. Neben den Approximationen
aus der Numerik, besteht auch das mathematische Modell aus Modellannahmen,
sodass die erhaltene Losung “nur” eine Approximation des realen Problems dar-
stellt. Das bedeutet, dass sich ein gutes Modell stets durch die Interpretation der
Ergebnisse und die damit verbundene Uberpriifung der Validitét auszeichnet.
Heutzutage finden sich mathematische Modellierung in der Physik, (z. B. Ra-
ketenantriebe), der Chemie (z. B. Diffusionsvorgénge), der Wirtschaft (z. B.
Gewinnmaximierung), oder der Biologie (z. B. Krankheiten) wieder. In dieser Ar-
beit wird die mathematische Modellierung im Bereich der Biologie auf Epidemien
angewandt.

Eine Méglichkeit Epidemien zu beschreiben bietet das sogenannte Kompartiment-
modell an, in dem Strome (Zu- und Abgénge) zwischen den Kompartimenten
mittels Pfeile visualisiert werden. Je nach modellierter Krankheit mit den jewei-
ligen spezifischen Kopplungstermen variieren somit die Kompartimentmodelle.
Innerhalb des Modells wird zwischen direkten Ubertragungen von Mensch zu
Mensch und indirekten Ubertragungen, von Mensch zu Vektor zu Mensch un-
terschieden. Dabei ist ein grippaler Infekt Beispiel fiir eine direkte Ubertragung



1. Einleitung

und Malaria ein Beispiel fiir eine indirekte Ubertragung, bei der ein Moskito als
Vektor fungiert.

Die in dieser Arbeit anhand von Kompartimentmodellen untersuchte Krankheit
ist das Dengue Fieber, welches durch die Aedes Moskitos iibertragen wird und
damit zu den indirekten Ubertragungen zihlt. Konkret wird eine mogliche Aus-
breitung von Dengue Fieber fiir den siiddeutschen Raum untersucht. Hierzu wird
im folgenden Kapitel Dengue Fieber und dessen Verbreitung detailliert erldutert
und die Motivation des Autors dargelegt. Nach Herleitung wichtiger Grundlagen
in Kapitel 3, wird in Kapitel 4 darauf aufbauend ein zwei Serotypen Modell
ausfiihrlich analytisch wie auch numerisch diskutiert. Fiir eine realitdtsnahe Dar-
stellung relevante Erweiterungen des Kompartimentmodells werden in Kapitel 5
behandelt und Auswirkungen auf das Systemverhalten aufgezeigt. Als weiteren
Schritt wird in Kapitel 6 das gleichzeitige Auftreten von allen vier Serotypen
in Betracht gezogen. Das resultierende Modell wird numerisch analysiert, wobei
Erkenntnisse aus den vorangehenden Kapiteln mit beriicksichtigt werden. Zu-
letzt wird in Kapitel 7 das kontinentale Klima mit den temperaturabhéngigen
Verhalten der Moskitos kombiniert und somit saisonal bedingte Dengue Fieber
Ausbriiche untersucht. Mogliche Bekdmpfungsstrategien werden in allen Féllen
mittels konstanter Kontrollen als auch optimaler Steuerung analysiert. Damit
wird ein umfassendes Bild {iber ein potenzielles Ausbreiten von Dengue Fieber im
siiddeutschen Raum geschaffen.



2. ‘ Grundlagen und Motivation

2.1. Grundlagen iiber Dengue Fieber und seine
Verbreitung

Dengue Fieber ist eine Viruserkrankung, die in aktuell vier bestatigten Virusarten
DENV1-4, den sogenannten Serotypen 1-4, auftritt. Ubertragen wird das Virus
ausschlieflich durch Vektoren, weshalb Dengue Fieber auch als “vector borne
disease” bezeichnet wird. Serologisch betrachtet zidhlen die Dengueviren zu der
Familie der Flaviviren, welche als einzige Vertreter vollstindig an die Menschen
angepasst sind und kein Tierblut bendtigen, um zu iiberleben [62].

Die Krankheitssymptome des Dengue Fiebers éhneln den eines grippalen Infektes
und duflern sich durch Fieber, Kopf- und Muskelschmerzen. Nach Genesung besteht
wohl eine lebenslange Immunitét gegen den infizierten Serotyp. Allerdings kann
eine erneute Infektion mit einem anderen Serotyp erfolgen. Bei einer Zweitinfektion
besteht die Moglichkeit, dass bestehende Antikorper des ersten Serotyps den
Virus des zweiten Serotyps nicht sofort erkennen. Die bestehenden Antikorper
kénnen mit den neuen Viren einen Antikoérper-Virus-Komplex bilden und eine
weitere Vermehrung der Viren zulassen, kurz ADE (engl.: Antibody-dependent
enhancemendt of infection), erstmals entdeckt von Hawkes und Halstead in den
60iger und 70iger Jahren [45, 48]. Durch die erhohte Viruslast in Kombination
mit der verspiteten Abwehrreaktion des Korpers kénnen sich die Symptome
deutlich verschlimmern und zu einem hémorrhagischen Dengue Fieber (DHF)
oder zu einem Dengue Schock Syndrom (DSS), auch severe dengue genannt,
fithren [62, 90]. Bei DHF und DSS ist ein systemisches vakulédres Lecksyndrom
mit oder ohne Blutungen die vorherrschende Komplikation [109]. Relevant fiir ein
Fortschreiten zum schweren Dengue Schock Syndrom scheint dabei ein bestimmtes
Antikérper-Virus-Verhéltnis zu sein [53, 85]. Obwohl die vaskulédre Leckage die
wahrscheinlichste Komplikation ist, konnen auch andere ungewohnlich schwere
Komplikationen auftreten, die unbehandelt bis zum Tod fiihren kénnen [11, 109].
Ubertragen wird das Virus durch die Familie der Stechmiicken, speziell der Aedes
agypti und der Aedes albopictus, welche auch Agyptische und Asiatische Ti-
germiicke genannt werden und ihren Ursprung im siid- und stidostasiatischen
Raum haben. Zwischen Ende des 18. und Mitte des 20. Jahrhunderts waren
Aedes aegypti ebenfalls in Europa, von Grofsbritannien, Frankreich und Portu-
gal bis zum Schwarzen Meer, vorzufinden. Die Hauptgriinde, die eine weitere
Etablierung Einhalt geboten und fiir den Riickgang der Aedes Moskitos gesorgt
haben, liegen zum einem bei der Entwésserung von Feuchtgebieten zur Gewinnung
von landwirtschaftlichen Nutzflachen, der allgemeinen Verbesserung der Wasser-
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versorgung, des Abfallmanagements und der Abwasserentsorgung. Den anderen
Hauptgrund trégt die Einfithrung von DDT (= Dichlor-Diphenyl-Trichlorethan),
welches zur Malaria Miickenbekdmpfung in der Landwirtschaft genutzt wurde und
einen weitreichenden kollateralen Effekt auf andere Moskito Spezies hat [31, 92].
Genaueres zur Miickenkontrolle mittels DDT wird in Kapitel 4.2 beschrieben.
Bedingt durch mangelnde Kontrolle, starke Wettbewerbsfihigkeit, internationalen
Handel, speziell der von Gebrauchtreifen und Gliicksbambus, Globalisierung und
zunehmenden Tourismus ist nun eine erneute Verbreitung der Tigermiicken zu be-
obachten [29, 87]. Besonders erwidhnenswert ist der Gliicksbambus (auch bekannt
als “Lucky Bamboo”), welcher als Topfpflanze aus China iiber die Niederlanden
nach Deutschland importiert wird und nachweislich fiir die Verbreitung der Aedes
Moskito in den Niederlande verantwortlich ist [92].

1979 wurden erstmals Aedes alpopictus Moskitos in Albanien und bereits 1990 in
Italien nachgewiesen [2|. Eine weitere Verbreitung verlief {iber den mediterranen
Raum und mittlerweile sind Aedes agypti und Aedes albopictus in mehr als 19
eurpdischen Léndern etabliert [63, 64, 82|. In Deutschland wurden erste Funde der
Aedes albopictus in 2007 bekannt [75]. Neben den milden klimatischen Bedingun-
gen im oberen Rheintal ist auch die hohe Anpassungsfiahigkeit der Tigermiicken
fordernd fiir eine weitere Verbreitung. So ist mittlerweile nachgewiesen, dass es an
gemékigtes Klima angepasste Moskitos gibt, die, entgegen bisheriger Annahmen,
bei deutlich niedrigeren Temperaturen und geringerem Niederschlag tiberleben
und vor allem Uberwintern kénnen [10, 70, 94, 97|. Es ist die Kombination aus der
Anpassungsfahigkeit der Aedes Moskitos, die durch die globale Erwarmung beding-
ten zunehmend geeigneten Regionen und den Langstreckentransport von Giitern,
die eine Verbreitung in dem siiddeutschen Raum ermdoglichen und férdern [95, 96].
Neben Einschleppung der Larven per See- oder Luftweg, spielt der Giiterverkehr
via Zug oder der normale Alltagsverkehr eine ebenso grofse Rolle bei der Verbrei-
tung der Moskitos. Mittels todlicher Eierfallen wurden 2012 an Raststétten nahe
der franzdsichen, schweizer und Gsterreichischen Grenze Asiatische Tigermiicken
registriert, die als blinde Passagiere aus den siidlicheren Gebieten mitgefiihrt
wurden [8]. 2007 wurden erste erwachsene Miicken in Deutschland registriert
und bereits 2014 erste selbsterhaltende Populationen in Freiburg und Heidelberg
bestétigt [9, 102|. Die Bevolkerung in Frankfurt am Main wird aufgerufen, gegen
potenzielle Brutplatze der Miicken vorzugehen, nachdem dort ebenfalls erwachsene
Tigermiicken gefangen wurden [50|. Weitere Funde der Aedes Moskitos wurden in
Erding und Jena nachgewiesen, die sich auf Autobahnrastplétzen oder auf Fried-
hofen zu etablieren scheinen [57, 58]. In Fiirth wurden im Friihjahr 2020 erneut
erwachsene Moskitos in Kleingartenanlagen gesichtet, die hochstwahrscheinlich
dort iiberwintert haben und damit nach Erding die zweite autochthone Population
in Bayern darstellt [14, 15]. Die jahrlich steigende Haufigkeit der registrierten
Tigermiicken zeugt von der erhéhten Wahrscheinlichkeit einer Etablierung in
Stiddeutschland und der damit verbundenen Risiken. Neben der 1976 gegriindeten
KABS (Kommunale Aktionsgemeinschaft zur Bekdmpfung der Schnakenplage)
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e.V., einem Verein der die Schnakenplage im Bereich der Oberrheinebene unter
Schonung der Umwelt mit 6kologisch vertretbaren Mafnahmen eindémmen méchte
[52], hat nun auch das Kompetenzzentrum von Rheinland-Pfalz ein Themenheft
zu invasiven Stechmiicken herausgegeben, welches Vorkommen, Verbreitung und
mogliche Bekdmpfungsstrategien beinhaltet [66].

Obwohl auch Haus- und wildlebende Tiere sowie Vogel und Reptilien als Blut-
mahlzeit fiir die weiblichen Tigermiicken dienen kénnen, bevorzugen diese jedoch
Menschen und damit verbunden als Lebensraum die Nahe von Menschensiedlungen
[64]. Zum Schliipfen der Larven aus den Eiern ist die Flutung mit Wasser erforder-
lich, weshalb oftmals Orte wie Blumenvasen, Regentonnen, auften gelagerte Eimer,
Vogeltranken, Autoreifen (z. B. zur Abdeckung von Silos) o.4. als Brutstéitten
dienen [104]. Die Aedes Moskitos Weibchen sind unruhige Ernéhrer, weswegen
sie hdufig die Mahlzeit unterbrechen und nach der Stérung erneut zustechen.
Durch dieses Verhalten kann ein infizierter Moskito binnen kurzer Zeit mehrere
Personen infizieren und gilt damit als effizienter Vektor fiir Viruserkrankungen
[43]. Hinzu kommt, dass die Aedes Moskitos tagesaktiv sind und zudem als sehr
aggressive Stechmiicken gelten [31, 32]. Dies in Kombination mit der Vorliebe zur
Menschennédhe erhoht das Potential einer Krankheitsiibertragung.

Dabei zéhlen die Aedes Moskitos unter anderem als Vektoren fiir die Ubertragung
des Dengue-, Chikungunya- und des Zika-Virus [9]. Ein erster Chikungunya-
Ausbruch in Europa war 2007 in Italien, Ravenna zu beobachten. Hierbei wurden
mehr als 200 Chikungunya Félle nachgewiesen, die auf die Aedes Moskitos zuriick-
gefithrt werden konnten [69]. Ein zweiter autochthoner Ausbruch von Chikungunya
fand 2010 in Stidfrankreich, Fréjus statt. Noch im selben Jahr wurden ebenfalls
von zwei autochtone Dengue Fieber Fille in Frankreich, Nizza berichtet [64].
Die Gefahr eines epidemischen Dengue Fieber Ausbruchs zeigten nicht zuletzt
die Vorfélle in Madeira 2012, mit 1080 inldndischen bestétigten Dengue Fieber
Féllen. 2013 wurden nach Riickkehr aus Madeira weitere 80 Patienten in zehn
anderen européischen Léndern mit Dengue Fieber diagnostiziert [30, 104]. Allein
in Deutschland wurden seit 2001 jéhrlich zwischen 60 und 600 Félle von Dengue
Fieber festgestellt [40]. Aufgrund der zunéchst grippedhnlichen Symptome und
den medizinischen Gegebenheiten werden viele Dengue Infektionen nicht als solche
identifiziert. Es wird geschéatzt, dass es jahrlich bis zu 390 Millionen Dengue Fille
und davon 96 Millionen klinische Félle gibt [12].



2. Grundlagen und Motivation

2.2. Motivation

Aufgrund dieser gegenwértigen Gefahr ist es notwendig eine potenzielle Verbrei-
tung von Dengue Fieber zu analysieren, mogliche Konsequenzen zu verstehen und
effektive Kontrollmafnahmen zu implementieren. Die mathematische Modellie-
rung bietet hierfiir ein erfolgreiches Mittel. Ende der 90er Jahre und zunehmend
ab den Krankheitsausbriichen 2012, erschienen Artikel, die eine erste mathe-
matische Modellierung von Dengue Fieber beinhalten (z. B. [34, 56, 74, 79]).
Die darin behandelten Modelle beschrinken sich jedoch auf die tropischen und
subtropischen Zonen und beschreiben Ausbriiche in Thailand, Stidamerika oder
Kap Verde auf Basis eines ein Serotypen Modells. Lediglich ein 2003 erschienener
Artikel, untersuchte bereits ein zwei Serotypen Modell [35]. Darin wird erstmals
auf eine Koexistenz der Serotypen aufmerksam gemacht, beinhaltet jedoch kleine
mathematische Ungereimtheiten. Ein weiterer Artikel, welcher zwei Serotypen
untersucht erschien 2018 [110]. In diesem wird ein reines zwei Serotypen Mo-
dell analytisch auf Gleichgewichtspunkte und deren Stabilitéit, sowie optimale
Steuerungsmoglichkeiten seitens der Moskitos numerisch untersucht. Mittlerweile
existiert eine Vielzahl an Artikeln mit den unterschiedlichsten Kernpunkten (wie
z. B. eine Altersstrukturierung der Menschen, alle Moskito Entwicklungsvorstufen,
Impfstrategien, Inkubationszeiten, etc.) und mit unterschiedlicher Modellierung
(z. B. |23, 28, 81, 91]). Die meisten der Artikel beschrénken sich jedoch nach wie
vor auf einen Serotyp. Eine gezielte Untersuchung von Zusammenhéngen durch
das Interagieren der Serotypen, wie z. B. Kreuzimmunitidt oder Impfung von
seropositiven Menschen, ist dadurch nicht moglich. Somit kénnen zwar einzelne
Hintergriinde verstanden werden, hingegen ist ein iibergreifendes und gleichzeitig
zusammenhédngendes Verstandnis nur erschwert moglich.

Um eine grundsatzliche Kenntnis iiber die Modellierung von geféhrlichen Krankhei-
ten zu erlangen, wurde 2015 am Lehrstuhl Wissenschaftliches Rechnen, Universitéat
Bayreuth die Forschungsarbeit bzgl. der Thematik Krankheitsmodellierung aufge-
nommen. Eine groffe Herausforderung besteht darin, auf einer Modellierungsart
aufbauend, mathematische Grundlagen herzuleiten und zusétzlichen Wissensge-
winn aufzubauen. Verschiedene Masterarbeiten [37, 51, 88| wie auch, zum Teil
eigene, Konferenzbeitrige [5, 6, 19, 21] tragen hierfiir einen entscheidenden Beitrag.
Darin werden jeweils bestimmte Aspekte einzeln betrachtet, wie z. B. Kreuzim-
munitédt oder verschiedene Impfstrategien, die untereinander verglichen jedoch
abweichende Modellierungen und Parameter beinhalten. Beispielsweise untersu-
chen die Artikel [6, 38| ein ein Serotypen Modell mit Impfung der infizierbaren
Menschen. Da nur ein Serotyp betrachtet wird, erfolgt die Impfung vor einer ersten
Infektion. Eine Untersuchung eines zwei Serotypen Modells mit Impfung ist in [20]
zu finden. Hierin erfolgt die Impfung der infizierbaren Menschen ebenfalls noch
vor einer ersten Infektion. Aufgrund der nachweislich schlechten Erfahrung (vgl.
[36, 106]) mit einer Impfung vor einer Erstinfektion, wird in dieser Arbeit davon
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Abstand genommen und eine mogliche Impfung von seropositiven Menschen in
Betracht gezogen. Fiir genauere Erlduterungen sei an dieser Stelle auf Kapitel 4.2
verwiesen.

Ein reines zwei Serotypen Modell inklusive einer Miickenbekdmpfung wird in [21]
untersucht. Die zusétzliche Beriicksichtigung der Kreuzimmunitét bei einem zwei
Serotypen Modell erfolgt in [5], wobei darin das Hauptaugenmerk auf den numeri-
schen Ergebnissen eines Jahres liegt. In diesem Sinne beschéftigt sich die erste
Halfte dieser Arbeit mit differenzierten Dengue Fieber Modellierungen, inklusive
auf den européaischen Raum angepasste Parameter, um entscheidende Modell-
verfeinerungen in einen ganzheitlichen Kontext zu setzen und die relevantesten
Einflussgrofen heraus zu kristallisieren. Zu diesem Zweck wird aufserdem auf die
Kombination von Modellerweiterungen und deren Langzeiteinfluss eingegangen
und systemrelevante Auswirkungen aufgezeigt.

Dariiber hinausgehend wird weiter ein vier Serotypen Modell mit asymmetrischen
Infektionsraten numerisch betrachtet, wesentliche Ergebnisse aus den vorangehen-
den Untersuchungen mit eingebunden und weiterfithrende Resultate generiert. Die
Notwendigkeit dieser Untersuchung zeigen nicht zuletzt [62, 65, 86|, welche das
mogliche Koexistieren der vier Serotypen innerhalb eines Landes dokumentieren.
Die ortliche Verteilung der vorherrschenden Serotypen spielt zweifelsohne eine
entscheidende Rolle, nichtsdestotrotz ist es erfoderlich eine mogliche Koexistenz
innerhalb einer Region zu untersuchen.

Mit dem zunehmenden Vordringen der Aedes Moskitos in nordlichere Breite
und einem temperaturabhingigen Moskitoverhalten ist fiir die Untersuchung der
Dengue Fieber Ausbreitung die Beriicksichtigung des kontinentalen Klimas obliga-
torisch. Modellierungen mit temperaturabhédngigen Parametern sind beispielsweise
in [4, 59, 80] zu finden. Allerdings erfolgt die Temperaturmodellierung auf einer
schlichten Kosinusfunktion oder auf abschnittsweisen definierten, empirischen
Werten. Weiter erfolgen die Berechnungen auf Basis eines ein Serotypen Modells
und beziehen sich auf subtropische Regionen. Diese Arbeit hingegen legt explizit
Wetterdaten aus Bamberg zu Grunde und untersucht die mégliche Verbreitung
von Dengue Fieber in Bayern.

Zusammengefasst beinhaltet diese Arbeit somit einen umfassenden Uberblick iiber
die Modellierung von Dengue Fieber, einer vektoriell iibertragenen Krankheit. Be-
ginnend mit einem ein Serotypen Modell, {iber zwei Serotypen mit einflussreichen
Erweiterungen bis hin zu einem vier Serotypen Modell werden die verschiedenen
Modelle und potenzielle Kontrollmafnahmen inklusive deren Auswirkungen auf
das Systemverhalten analysiert. Uberdies werden temperaturabhéngige Parameter
integriert und ein potenzielles Ausbreiten von Dengue Fieber in Siiddeutsch-
land untersucht. Damit wird ein tiefgriindiges Verstdndnis {iber eine potenzielle
Pandemie geschaffen und gleichzeitig erfolgreiche Kontrollmafnahmen aufgezeigt.






3. ‘ Das mathematische
Grundmodell

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen eingefiihrt. Basierend auf
einem SIR Modell fiir die Menschen und einem ASI Modell fiir die Miicken werden
Zusammenhénge erlautert und erste Resultate aufgezeigt.

3.1. SIR und ASI Grundmodell

Fiir die erste Betrachtung eines mathematischen Modells fiir eine vektorielle
Krankheitsiibertragung, wird zunéchst das SIR- und ASI Modell vorgestellt. Hier-
zu sind einige Begriffe einzufiihren.

Das Modell der Menschen: SIR Modell
- Sp(t): infizierbare Menschen (engl.: susceptible - empfénglich)
- Iy(t): infizierte Menschen (engl.: infected - infiziert)
- Ry(t): resistente Menschen (engl.: resistant - resistent)

Die Unterteilung der Menschen in die sogenannten Kompartimente ist verstandli-
cher, wird eine zeitliche Entwicklung betrachtet. Ein Nachweis iiber eine signifi-
kante vertikale Ubertragung von Dengue ist noch nicht verifiziert. Daher werden
alle neugeborenen Menschen als fiir Dengue empfangliche Individuen modelliert.
Tritt der Fall ein, dass eine infizierte Miicke einen empfanglichen Menschen sticht
und sich das Virus iibertragt, so ist diese Person infiziert und geht in das Kom-
partiment der infizierten Menschen I, iiber. Nach der Genesung ist die Person
resistent gegeniiber dem Denguevirus und ist fortan im Kompartiment der resis-
tenten Menschen R},. Diese Resistenz besteht lebenslang, allerdings nur gegeniiber
dem infizierten Virus Typus [12], [62]. Dieser Aspekt wird besonders in spéteren
Kapiteln (4, 5 bzw. 5.3) relevant, wenn mehrere Virus Typen betrachtet werden.
Die Aedes albopictus legen ihre Eier im Wasser (bevorzugt kleine Pfiitzen) ab.
Auch wahrend der Entwicklungsphase der Larven und Puppen befinden sich die
Moskitos im Wasser, weswegen von einer aquatischen Phase A, gesprochen wird.
Erst mit dem Erreichen der ausgewachsenen Miicke verlassen diese das Wasser,
nehmen selbststandige Blutmahlzeiten ein und gelten nun als infizierbare Mosqui-
tos S,. Mit der Ubertragung des Virus von Mensch zu Miicke wird eine Miicke
infiziert und befindet sich im Kompartiment der infizierten Moskitos I,. Sind die
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Mosquitos einmal infiziert, kénnen sie ihr restliches Leben lang den Abrovirus
tibertragen [27]. Damit ergibt sich die Einteilung der Miicken wie folgt.

Das Modell der Moskitos: AST Modell
- A,(t): aquatische Moskitos (engl.: aquatic - aquatisch)
- S,(t): infizierbare Moskitos (engl.: susceptible - empfianglich)
- I,(t): infizierte Moskitos (engl.: infected - infiziert)

Um nun die Interaktion zwischen Mensch und Moskito zu modellieren, bedarf es
weiterer Kenngrofsen und Parameter. Es wird angenommen, dass die betrachtete
Bevolkerung grof genug ist, sodass Ny, wie auch N, als konstant angesehen werden
kann. Eine Sterberate der Menschen ist durch p;, und die durchschnittliche Lebens-
erwartung eines Menschen mit j; ' beschrieben. Analog dazu wird die Sterberate
der Moskitos mit p, bzw. p 4 fiir die Larven und die durchschnittliche Lebensspan-
ne mit g ! bzw. u' bezeichnet. Mit der Rate 1,4 entwickeln sich die Eier, Larven
und Puppen hin zu ausgewachsenen Moskitos. Da das Blut nur fiir die Erndhrung
des Nachwuchses und nicht zum eigenen Erhalt benotigt wird, stechen ausschliefs-
lich weibliche Moskitos. In der Modellierung wird das in dem Parameter 14 mit
beriicksichtigt und alle erwachsenen Moskitos entsprechen weiblichen Miicken.
Der Parameter ¢ gibt wiederum deren durchschnittliche tédgliche Eiablage an. Ein
weiblicher Moskito beifst fiir eine Blutmahlzeit mit einer Stechrate B pro Tag und
falls dieser das Virus in sich trigt, wird die Krankheit mit einer Wahrscheinlichkeit
von (,, auf den Menschen iibertragen. Damit beschreibt Bf,;, kombiniert mit
den anteiligen infizierten Miicken ]{,—i, eine Kontakt- und Infektionsrate zwischen
infizierten Miicken und infizierbaren Menschen. Andersherum bezeichnet By, - ]{[—’;
die Kontakt- und Infektionsrate zwischen infizierten Menschen und infizierbaren
Miicken. Dabei wird angenommen, dass alle Menschen mit derselben Wahrschein-
lichkeit gestochen werden kénnen. Mit der durchschnittlichen Erkrankungsdauer
77,:1 verbleiben die infizierten Menschen in dem Kompartiment, bevor sie letztlich
in das Kompartiment der resistenten Menschen wechseln. Zur Ubersicht sind
nachfolgend nochmals alle Parameter aufgelistet:

10
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- N, : gesamte menschliche Population

- N, : gesamte vektorielle Population

- B : durchschnittliche tégliche Stechrate eines ausgewachsenen
Moskitos

- Bun : Infektionsrate von Moskitos (I,) auf Menschen (S}) pro Stich
- Pny : Infektionsrate von Menschen (Ij) auf Moskitos (.S,) pro Stich

- — ¢ durchschnittliche Lebenserwartung von Menschen (in Tagen)

Kh

- nih . durchschnittliche Erkrankungsdauer von Menschen (in Tagen)

- “—11) . durchschnittliche Lebenserwartung von Moskitos (in Tagen)

- ¢ : Anzahl an Eiern pro Brutplatz (pro Tag)

- ;%A : natiirliche Sterblichkeit von Larven (pro Tag)

- WLA : Reifungsrate der Larven zu ausgewachsenen Moskitos (pro
Tag)

-k : Anzahl an Larven pro Mensch

Mit diesen Parametern und den definierten Kompartimenten ergibt sich somit die
schematische Darstellung des Modells.

i 4'1\"—? b

Abbildung 3.1.: Schema des Grundmodells

Die mathematische Beschreibung der dargestellten Dynamik resultiert in das
folgende, nichtlineare Differentialgleichungssystem, welches in den folgenden Ab-

11
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schnitten untersucht wird.

dSh(t

c;zf ) _ n Ny — (BB I]”V(f) + pn)Sh(t)
dln(t

M) B A1) — O ) 1)
dRy (1)

= mdn(t) = Ra(?) (3.1)

dz‘i;t(t) = (1 — BIY(S,(8) + L,() — (na + pra) Ay (1)
dS;t(t) = naAy(t) — (Bﬁhy]?v—(,f) + 11y)Sy(t)
WD) B 05,(0) — ol 1)

3.2. Theoretische Analyse des Grundmodells

Die theoretische Analyse des Modells 3.1 wird in der abgeschlossenen Menge

Q = {(Sh7 Ih; RhJA’U? SU7IU) S Ri|

S+ I+ B € Ny Ay KNy Sy 1 < NV, }

durchgefiihrt. Dabei gilt, dass die menschlichen Kompartimente in Summe kleiner
gleich der Gesamtbevolkerung Sy, + I, + R, < N, und die Summe der ausgewach-
senen Moskitos kleiner gleich einer Gesamtpopulation der Moskitos S, + I, < N,
ist.

Fiir die weitere Betrachtung muss vorab noch die Definition einer Metzler-Matrix
eingefiithrt werden.

Definition 3.1: [67]
Sei A = (a;;) € R™" eine quadratische, reelle Matriz und gelte a;; >0 , i # j,
dann wird die Matriz A als Metzler-Matriz bezeichnet.

Satz 3.2:
Die Menge Q) ist fir das betrachtete System von Differentialgleichungen (3.1)
positiv invartant.

Beweis. Das System (3.1) wird analog zu [28] in die Form

X

12
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umgeschrieben. Daraus resultiert:

X = (Sh7]h7Rh7A’U7‘SUaIv)T7 D= (MhNh,0,0, 07070)T

und
AX) =
~BBunys —pn 0 0 0 0 0
BBon - S T 0 0 0
Mh —h P 0 0 0
0 0 0 —p5R" — 14— pa @ ®
0 0 0 na ~BBnoys — o 0
0 0 0 0 BB —ho

Die Martix A(X) hat fiir X € R%, auRerhalb der Hauptdiagonalen nur nichtne-
gative Eintrége, womit es sich nach obiger Definition um eine Metzler-Matrix
handelt. Mit D > 0 und den Schlussfolgerungen aus 28] [67] und [1], ergibt sich,
dass das System in RS, und Q positiv invariant ist.

]

Die positive Invarianz der Menge () garantiert, dass ein in {2 befindliches System
diese Menge nicht mehr verlésst [1]. Da ein biologisch reales Problem betrachtet
wird, sind ferner nur nichtnegative Losungen von Interesse. Mit der positiven
Invarianz von €2 werden nun die biologisch interessanten Félle gewéhrleistet.

Im Folgenden werden in der beschriebenen Menge (2 die Gleichgewichtspunkte
und die Basisreproduktionszahl berechnet.

3.2.1. Berechnung der Gleichgewichtspunkte

Definition 3.3:
FEin Punkt * € R™ heifit Gleichgewichtspunkt des Systems © = f(x), wenn
folgendes gilt:

fla*) =0, VteR.

Demnach wird ein Sechstupel (S}, I}, Ry, A%, S I¥) als Gleichgewichtspunkt des

vV
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Systems bezeichnet, wenn es die folgenden Gleichungen erfiillt:

= pnNp — (Bﬁvh]{,—”v + ) Sh

= BBun g Sh — (n + pn) I

= Npdn — pn R

= (1 — 33 ) (S0 + L) — (na + p1a) A,
=nad, — (Bﬂhva—’; + f1y) Sy

= Bﬁhv]{/_};‘sv — poly

o o o o o o

Fiir die weiteren Berechnungen erweist sich die Einfiihrung eines neuen Parameters
M als sinnvoll.

M = ona — p(na + pa). (3.2)

Dieser Parameter ist ein reiner Miickenparameter und stellt die Reproduktionsrate
der Miicken in Kontext mit deren Sterblichkeit und Reifungsrate. Er beinhaltet
hauptséchlich Parameter der aquatischen Phase und ist damit ein Indikator fiir
das (Uber-)Leben der Moskitos. Nur fir M > 0 ist eine Moskitopopulation
iiberlebensfahig.

Satz 3.4:
Die Berechnung der Gleichgewichtspunkte des Differentialgleichungssystem (3.1)
ergibt folgende, in Q) liegende Equilibria E}, E})pp und E%, ;-

e Ef = (N,,0,0,0,0,0)

ENyM kEN,M 0)
nag ey

o Elpy= (Si I Ry, A S5, 1) mit

Nu(pnBBro + pro (0 + pin))

BBy (BBun + 1in)

N (B2 BroBon — o + pin))
(0 + 14) BBho(BBun + pin)

. Nt (B BroBun — to(nn + pin))

" (on+ 1) BBro(BBuk + n)

. kN, M

PrA

1 EBFE: (Nhaoaoa

— S =

~Ir=

_A:
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. BNy M(BBun + pin) (i + pin)
U BBuno(BBrottn + to(nn + 1n))
__ 1aBBon+pn) A pn)
BBun(BBrottn + fro(nn + pn))

o kNt M(B? B Bon — o (1 + pin)) _
! BBunpttn (B Bhotin + to(n + 1))

_ 1na(B®BroBon — po(mn + 1)) e
BBunptn(BBropin + pro(mn + pn))

Dabei bezeichnet Ef den trivialen, Ejjpr den krankheitsfreien (engl.: disease
free equilibrium) und E? ; den endemischen Gleichgewichtspunkt (GGP). Bei
der analytischen Berechnung der Gleichgewichtspunkte treten weitere nicht in
Q) liegende Punkte auf. Diese werden aus oben genannten Griinden jedoch nicht

weiter betrachtet.

Beweis. Damit verbleiben drei mogliche Gleichgewichtspunkte. Der erste Gleich-
gewichtspunkt beschreibt als einziges Uberleben das der Menschen. Da neben den
Moskitos auch die Krankheit ausstirbt, sich somit alle Menschen im Komparti-
ment der infizierbaren Menschen befinden, wird dieser Gleichgewichtspunkt als
trivialer Gleichgewichtspunkt bezeichnet. Der zweite Gleichgewichtspunkt, auch
krankheitsfreier Gleichgewichtspunkt genannt, beschreibt den Zustand, dass neben
den Menschen auch die Moskitopopulation existiert, die Krankheit aber ausstirbt.
Bei dem dritten moglichen Gleichgewichtspunkt kann die Krankheit innerhalb
beider Populationen fortbestehen. Es miissen jedoch folgende Félle unterschieden
werden.

e M <0
Das bedeutet, dass die Moskitos schneller sterben, als sie sich reproduzieren
konnen, was zwangsweise zu einem Aussterben der Moskitopopulation fiihrt.
Damit verbunden, und mit negativen Eintrégen in den Gleichgewichtspunk-
ten Efypp und EY , ersichtlich, ist der triviale Gleichgewichtspunkt E; der
einzig zulassige Gleichgewichtspunkt in 2.

e M=0
In diesem Fall geht der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt E}jpp in den
trivialen Gleichgewichtspunkt EY iiber. Der endemische Gleichgewichtspunkt
besitzt wieder negative Eintrage und ist damit nicht zuléssig.

o M>0
Damit ist eine Moskitopopulation garantiert und sowohl Ef als auch Efypp
liegen in 2. Fiir den endemischen Gleichgewichtspunkt EZ ; muss noch
eine weitere Unterscheidung getroffen werden. Das Vorzeichen des in den
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Kompartimenten I;,, Ry, und I, auftretenden Ausdruckes B2, Bmo — o (1 +
) entscheidet iiber die Existenz des endemischen Gleichgewichtspunktes.

— B?Bofon < o (mn + 1)
Daraus folgt, dass die Kompartimente I, R, und I, negative Eintrige

besitzen und damit der endemische Gleichgewichtspunkt nicht in €2
liegt.
— B?Bhofon = pto(nn + fn)

Die Gleichheit des Ausdruckes fiihrt zu Null-Eintragen, wodurch der
Gleichgewichtspunkt E7 ; in den Gleichgewichtspunkt Efj libergeht.

€

— B?Bofon > o (mn + 1)
Hiermit sind alle Eintrédge des endemischen Gleichgewichtspunktes

positiv und es liegen alle drei Gleichgewichtspunkte in 2.
O

Damit zeigt sich zum einen die Relevanz des Miickenparameters M und zum
anderen, dass ein endemischer Gleichgewichtspunkt nur dann existieren kann,
wenn der Ausdruck B2, 8un — tho(nn + p5) > 0 ist. Mit

B2BhyBon — po(nn + pn) >0

& B2Bhofun > foo(n + o)
B2Bhv/8vh
po (Mh+in) > 1

wird ein neuer Parameter R, eingefiihrt:

B2 VMU
R B Dl (3.3)
po (M =+ i)
Dieser Parameter Ry, der mit der Existenz des endemischen Gleichgewichtspunktes
korreliert, wird auch als Basisreproduktionszahl bezeichnet. Im nachsten Kapitel
wird daher genauer auf die Basisreproduktionszahl eingegangen.

3.2.2. Berechnung der Basisreproduktionszahl

Die Berechnung der (mathematischen) Basisreproduktionszahl basiert hier auf
[25] und ist definiert als der Spektralradius der Next-Generation-Matrix Ry :=
p(FV 1), ausgewertet am krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt Ejpp. Dabei wird
von einer gesunden, infizierbaren Menschen Population ausgegangen, in die ein
infizierter Mensch in das System eingebracht wird. Die Basisreproduktionszahl
(engl.: basic reproduction number, BRN) beschreibt nun die direkten Folgeinfektio-
nen, die durch das Einbringen des einen infizierten Menschen bedingt sind. Ist die
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Basisreproduktionszahl Ry > 1, so kann sich die Krankheit in der Population aus-
breiten. Bei einem Wert Ry < 1 ist der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt Efjpn
lokal asymptotisch stabil [25]. Damit ist die BRN eine mafgebliche Grofe, um die
potentielle Ausbreitung von Krankheiten einzuschétzen [49]. Es wird hergeleitet,
dass diese biologische Definition mit dem berechneten Ergebnis (3.3) einhergeht.
Zur Berechnung der Basisreproduktionszahl Ry werden die infizierten Komparti-
mente betrachtet. Die Vorgehensweise, basierend auf 78| und [25] ist dabei wie
folgt:

Existieren n infizierte Kompartimente und m nicht infizierte Kompartimente, seien
weiter z € R™ und y € R™ die Subpopulation in den jeweiligen Kompartimenten,
dann beschreibt F; die Zunahme des i-ten Kompartiments und V; die Entwicklung
des i-ten Kompartiments

X_(yi

die folgende Annahmen erfiillen:

1) Fiir alle y > 0 sei F;(0,y) =0 und V;(0,y) =0, i =1,....,n
Das bedeutet alle neuen Infektionen sind Zweitinfektionen, bzw. es gibt
keine Immigration Infizierter.

2) Alle auftretenden Funktionen der Neuinfektionen sind nichtnegativ, d. h.
aus z > 0 und y > 0 folgt F;(z,y) > 0.

3) Wenn eine Gruppe leer ist, kénnen auch keine weiteren Mitglieder austreten,
d. h. aus z = 0 folgt V;(z,y) < 0.

4) Die Summe Y Vi(z,y) reprisentiert die Entwicklung von allen infizierten
Kompartimenten. Terme, die durch Zweitinfektionen die infizierten Kom-
partimente erhohen, sind F zugeordnet, bzw. F; = 0 fiir ¢ > n.

5) Das System hat ein krankheitsfreies Equilibirum (DFE), welches lokal asym-
ptotisch stabil ist.

Bezogen auf das Differentialgleichungssystem (3.1) mit X = (jh, I, S, Ry, Ay, SU)T
ergibt sich damit

Bun 3 Sh (1n + ) In
Bﬁhv]{,—};Su oy
X = (Zz> _ 0 B (BBun 3t + 1) Sn — pn Ny
vi 0 pn By — npdp
0 (Ma + pa)Ay — (1 — ,:‘T“h)(SU + 1)
0 (BBhor + 110)Sy — nad,
N - , . )
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Fiir den Nachweis, dass Annahme 5 erfiillt ist, sind noch folgende Definitionen
notwendig:

Definition 3.5: [76]

Sei A= (a;) mit a;; <0V i#j a;>0Vi

Dann ist die quadratische Matriz A eine nicht singulire M-Matrix, wenn eine der
folgenden dquivalenten Figenschaften zutrifft:

a) A=sl — B,
mit B nichtnegativ, s > p(B), p = Spektralradius von B

b) Re(N\;)) >0 Vi, X\ Figenwert von A
c) A71 > 0.

Definition 3.6:
FEin Gleichgewichtspunkt x* wird als hyperbolisch bezeichnet, wenn fir die Jacobi-
matrix des Systems, ausgewertet am Gleichgewichtspunkt, gilt:

Re(\) £ 0 Vi

Fiir die Argumentation des Verhaltens des urspriinglichen Systems in Bezug zu
dem linearisierten System wird das Hartman-Grobman Theorem benotigt. Dieses
Theorem, gleichzeitig von P. Hartman und D. Grobman 1960 bzw. 1959 publiziert,
besagt, dass fiir * hyperbolischer Gleichgewichtspunkt des Systems & = f(¢, x)
und f(t, z) stetig differenzierbar, die Linearisierung des nichtlinearen Systems in
der Nahe des Gleichgewichtspunkt lokal topologisch konjungiert ist. Das exakte
Theorem, sowie die Beweisfithrung ist nachzulesen in [41, 47, 93|. Damit kann nun
das linearisierte System betrachtet werden.

Satz 3.7: [42]

Sei & = Jyx die Linearisierung des Systems © = A(x)x + D, x* ein hyperbolischer
Gleichgewichtspunkt des nichtlinearen Systems, J, ausgewertet an x* und \; die
Figenwerte von J,. Dann gilt:

e Der Gleichgewichtspunkt x* = 0 ist genau dann lokal asymptotisch stabil,
wenn alle Eigenwerte \; nichtpositiven Realteil Re(\;) < 0, Yi besitzen.

e Der Gleichgewichtspunkt x* = 0 ist instabil, wenn ein Eigenwert \; positiven
Realteil Re(X;) > 0, Vi besitzt.

Beweis. Fiir den ausfiihrlichen Beweis wird an dieser Stelle auf [42] verwiesen.
Die Beweisidee verfolgt die folgenden Schritte: Da die Stabilitétseigenschaften bei
einer Koordinatentransformation iibertragen werden, wird die Jacobimatrix .J; in
eine Jordannormalform tiberfiihrt. Anschlieffend werden unter Verwendung der
1-Norm die einzelnen Blécke der Jordannormalform auf Stabilitdt untersucht. [
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3.2. Theoretische Analyse des Grundmodells

Satz 3.8:
Der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt E7,py ist fir

e Ry < 1 lokal asymptotisch stabil,
e Ry > 1 instabil.

Beweis. Wird nun die Jacobimatrix Jx des Systems (3.1), ausgewertet bei Efjpp,
betrachtet, kann dies auch folgendermafsen geschrieben werden:

Jx = DF — DY (3.4)
mit
0F; oV;
DF = =0 d DY = =0
F X, (2 ,YpFE) UD 1% X, (2 . YDFE)
resultiert daraus:
0 281000 0
BBy ¥
N_ZS” 0 0 00O
DF =
0 0 0 00O
0 0 0 00O
0 0 0000
0 0 0 00O
und:
Mh + Un 0 0 O 0 0
0 Ly 0 0 0 0
Dy = 0 %Sh pr o 0 0 0
—Nh 0 0 pup 0 0
0 —p(1 - k‘?\?h) 0 0 mna+tpat ,fziz —p(1 - k?\}’h)
S, 0 0 0 —1a fo

Aufgrund der Gestalt der zwei Matrizen DF und DYV lasst sich die Jacobima-
trix (3.4) folgendermafsen schreiben:

F-V |0
Iy = ( ) (35)
Jo1 | Jaz
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3. Das mathematische Grundmodell

mit den beiden Matrizen F', V:

0 B, 2
F = S BhNU ’
Bﬁth_Z 0

V — (nh+/1’h 0>
0 o

und der Matrix Jos:

—un 0 0 0
7 0 —pp 0 0
2= 0 0 —(77A+MA+;ZD§Z) p(1 - iﬁ\?h)
0 0 1A “Ho

Basierend auf der Gestalt der Jacobimatrix (3.4) miissen fiir die Stabilitdt des
krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes Ejjpy die Eigenwerte der einzelnen Unter-
matrizen betrachtet werden. Die Eigenwerte der Matrix Jyy ergeben sich zu

{—Mm —Mh}

und den Nullstellen des quadratischen Polynoms
X)) = N Ao+ (14 + pa + 30+ po(na+pa+32) —ona(l = 25) =0

& N4 Mgy + (4 + pa + 220))+ M =0

Wie bereits erlautert, muss M > 0 sein, damit der DFE existiert. Unter dieser
Voraussetzung, der Tatsache, dass alle Parameter > 0 sind und der generellen Ei-
genschaften eines quadratischen Polynoms kann aus dem obigen charakteristischen
Polynom folgende Schlussfolgerungen gezogen werden:

Mit (3.6) folgt, dass die Stabilitidt des krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes Ejpg
damit nur noch von den Eigenwerten der Matrix

BBunShppg
—NMh — B — N
Y =F-V= (BBMSUDFE N )

abhangt.

Offensichtlich ist F' > 0. Weiter ist leicht erkennbar, dass V' eine nicht singulére
M-Matrix ist. Nach Definition 3.5 gilt damit V= > 0 und FV~! > 0. Sei nun ),
Eigenwert von Y, dann folgt:
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3.3. Das Moskito Modell

max Re()\;) <0< —Y ist nicht singuldre M-Matrix
&YV I I=I-FV'>0
S p(FVT) =R <1

]

Der (i,7) Eintrag von FV~! gibt die erwartete Anzahl an Neuinfektionen im
Kompartiment ¢ an, welche durch ein infiziertes Individuum, das urspriinglich in
Kompartiment j war, hervorgerufen wird [25]. Die Matrix FV ! wird daher als
Néchste-Generation-Matrix bezeichnet.

Demzufolge kann die Basisreproduktionszahl aus den infizierten Kompartimenten
ermittelt werden und bezeichnet eine Grofse zur Charakterisierung der Stabilitét
des krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes Efjpg.

Fiir das System (3.1) ergibt sich damit die bereits hergefiihrte Basisreprodukti-
onszahl.

Satz 3.9:
Die Basisreproduktionszahl des Systems (3.1) lautet:
BQ VMU 3
Ry = ( BhoBun )2
po (1 =+ fin)
Beweis. siehe obige Herleitung. O]

Es ist moglich, die BRN in die Ubertragung von Dengue-Fieber von Menschen
auf Moskitos (Rp,) und umgekehrt (R,;,) aufzuteilen [78]:

R = (Ru)" (Ru)’ =
1 1

Setzt man die Eintrage des krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes Ejjg ein,
fithrt dies wieder zu Satz 3.9

3.3. Das Moskito Modell

In diesem Abschnitt wird explizit auf das Modell der Moskitos eingegangen. Dazu
werden die Kompartimente der aquatischen Miicken A, und der summierten
ausgewachsenen Miicken M, := S, + I, aus dem System 3.1 betrachtet. Es ergeben
sich damit die Differentialgleichungen
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3. Das mathematische Grundmodell

dA,(t) Ay (1)
=p(l— M,(t) — A,(t
o) o= 2R = (aa ) A
dM,(t
d ( ) = nAAv<t) - /ijMv(t)
und die zugehorigen Gleichgewichtspunkte Ef = (Af,, M)
e Ef,=(0,0)
o By, = (ot o)

Der erste Gleichgewichtspunkt spiegelt den trivialen Gleichgewichtspunkt wieder,
der zweite Gleichgewichtspunkt beschreibt eine konstante vorhandene Miickenpo-
pulation.

Die Untersuchung der Stabilitdt fiir ein 2 x 2 System kann auf die Eigenschaften
der Jacobimatrix zuriickgefiihrt werden.

Satz 3.10:
Gegeben sei eine Matriz A mit A = (CCL 3) Dann gilt fir die Eigenwerte \; o der

Matriz A: Re(\;) <0, i = 1,2, genau dann, wenn
det(A) >0 A tr(A) <D0.
Beweis. Gegeben ist die Matrix
A= <CCL 2,) mit det(A) =ad —bc und tr(A) =a+d.
Die Berechnung des charakteristischen Polynoms ergibt
X(A\) = A2 — (a+ d)X + (ad — be) = 0
mit den zugehorigen Eigenwerten

a+d=++/(a+d)?—4(ad — be)
2
tr(A) £ \/tr(A)? — 4det(A)
5 )
Daraus resultieren folgende Bedingungen fiir die Vorzeichen der Eigenwerte:

o Fall 1: tr(A)? — 4det(A) > 0 = \; reell

A <0 det(A
A >0 det(A

(4)

(A) > 0,tr(A) > 0 instabiler Knoten
A <0< Ay det(A)

(4)

(4)

(4)
0, tr(A)
0,tr(A) < 0 instabiler Sattelpunkt
A <0,A =0 det(A)=0,tr(A) <0 stabile Gerade von Ruhelagen
0, tr(A)

A >0, =0 det(A) =0,tr(A) > 0 instabile Gerade von Ruhelagen
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3.3. Das Moskito Modell

o Fall 2: tr(A)? — 4det(A) < 0 = \; komplex, mit \; = a & i

a<0 det(A) >0,tr(A) <0 asymptotisch stabiler Strudelpunkt
a>0 det(A) > 0,tr(A) >0 instabiler Strudelpunkt
a=0 det(A) > 0,tr(A) =0 stabiles Zentrum

o Fall 3: tr(A)? — 4det(A) =0 = \; = Ay reell

Ai <0 det(A) > 0,tr(A) <0 entarteter stabiler Knoten
Ai >0 det(A) >0,tr(A) > 0 entarteter instabiler Knoten

Angewandt auf das Moskitomodell ergibt sich damit:

Satz 3.11:
Der Gleichgewichtspunkt EY, ist instabil (Sattelpunkt) und der Gleichgewichtspunkt
E3, ist lokal asymptotisch stabil (Knoten).

Beweis. Betrachte die Jacobimatrix ausgewertet am trivialen Gleichgewichts-
punkt BT,

Ni= <_(UA7L—: ta) —fw) ‘

Aus der negativen Determinante det(.J;)
det(Jl) =-M<0

folgt direkt die Instabilitdt des Gleichgewichtspunktes E7, (Sattelpunkt).

Die Jacobimatrix ausgewertet am zweiten Gleichgewichtspunkt E3, fiihrt zu
JZZ(_%_O?A“'/LA) @-nMA)‘
na — My

Die Betrachtung der Determinante det(.J;) und der Spur tr(.Js)

M
det(Jy) =M >0, tr(Jy) = _(M_ + 04+ pa+ ) <0

v

ergibt die lokale asymptotische Stabilitiat des Gleichgewichtspunktes £3, (Knoten).
m
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3. Das mathematische Grundmodell

Fiir die Untersuchung der globalen Stabilitdt bedarf es vorab noch der Einfiihrung
der Lyapunov-Funktion.

Definition 3.12: (Lyapunov Funktion)
Betrachte

= f(x), ze€R" (3.7)

Sei V(z): U — R eine auf einer offenen Menge U C R" definierte C'-Funktion
und x* € U ein Gleichgewichtspunkt von (3.7). Dann heifst V(z) Lyapunov
Funktion, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1) V(z*)=0und V(z) >0V x e U\ {z*}
2) V(x) ist stetig differenzierbar auf U\ {x*} und erfillt
(VV(2), f(z)) <0 Vo eU\{a"}.

Falls (VV(x), f(z)) < 0 Vo e U\ {z*} gilt, wird V(x) als strikte Lyapunov
Funktion bezeichnet.

Satz 3.13: [108|
Es sei x* ein Gleichgewichtspunkt von (3.7). Ezistiert eine Lyapunov Funktion
V(z) nach Definition 3.12, dann ist x*

o stabil fir (VV(z), f(x)) <0 VzeU\ {z*}
e global asymptotisch stabil fir (VV (z), f(z)) <0 Vze U\ {z*}

Beweisskizze. Betrachte einen Ball um den Gleichgewichtspunkt z* mit Radius 9,
Bs(z*) = {x € R"| |z — x¥| < 6},

mit § so klein, dass Bs(z*) C U. Sei m das Minimum von V' am Rand von Bs(x*).
Dann ist nach Definition 3.12 1) m > 0. Weiter sei

Uy ={z € Bs(z")| V(z) < m}.

Betrachte nun eine beliebige Trajektorie die in U; startet. Nach Definition 3.12
2) ist V(x) auf dieser Trajektorie nicht wachsend. Damit kann, nach obiger
Konstruktion, z die Trajektorie Bs(z*) nicht verlassen. Da § beliebig ist, beweist
dies die Stabilitat von z*.

Nun sei V(z) eine strikte Lyapunov-Funktion und z(¢) eine Trajektorie mit
Startpunkt in U; \ {z*}. Da Bs(z*) kompakt ist, kann eine Zeitsequenz {t,}
gefunden werden, mit ¢, — oo fiir n — oo, so dass fir n — oo z(¢,) zu einem
Punkt xq konvergiert. Dann gilt zo = z*. Der Beweis hierfiir erfolgt mittels
Widerspruchsbeweis. Fiir die ausfiihrliche Beweisdarstellung sei an dieser Stelle
auf |108] verwiesen. Mit der asymptotischen Stabilitat von z* auf U kann fiir
U = R", V(z) eine strikte Lyapunov-Funktion, die globale asymptotische Stabilitét
argumentiert werden. 0
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3.3. Das Moskito Modell

Satz 3.14:
Der Gleichgewichtspunkt Es, ist fiir M > 0 global stabil.

Beweis. Betrachte die Funktion:

A’U MU
V(t) =k (A, — Ay —In A_;‘j) + ko(M, — M) —1In Mj) (3.8)
Mit
dV A* . M*
T =m0 G A e - 3 )M, =
M v A, (4 + 114) A, M, A% L ]\4@14:+
=K p— — K — K K
1¥ 1 th 1\NA T A 1¥ Av 1¥ kN,
’UM: *
+ k1(Na + pa) Ay + kana A, — Kop M, — Kana YA Koy M)
und k; = 77AT]TA,U«A’ ke = 1 folgt:
av ©na A M M
_:MU — Uy) + ’UM/:Q_ - + Mv_
o (nAﬂLA o) + oM ( A;MU) st in
M Mvé I Mvé —
Na+pa  Ab na+pa A,
M A, A M*
= M’U 2 —_ —|— ’l)M': 2 - v -
T e ( A:) oMy (2= =2 Mv>
A A, M*
_ M M,— — M, ——+
na+upa Ay A¥M,
M A, A AM* A*M,
- My(2—20 2o ME@2 - Sote | Aoy
a2 g ) A M2 = e = )
M, Ay A* kN . AME ATM,
na+ pia Ay A, ©nNA AsM, A M
[ Me (A AP kN (AM — ALMLY
B Na+pa  AyA; ©na Ax A M3 M,

Daraus folgt fiir M > 0 :

AV [=0 fir A, =A% A M,=M
dt | <0 fir A, #A* v M, M

Damit ist V(¢) nach Definition 3.7 eine strikte Lyapunov-Funktion und der
Gleichgewichtspunkt E3, fiir M > 0 nach Satz 3.13 global asymptotisch stabil. []

Die globale Stabilitét des Gleichgewichtspunktes Ej geht einher mit der Beob-
achtung, dass die Moskitos nicht aussterben. Es lasst sich argumentieren, dass
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3. Das mathematische Grundmodell

der Mensch zwar eine beliebte Blutquelle fiir die Miicken ist, jedoch nicht die
einzige darstellt. Demnach ist es offensichtlich, dass, bei fiir Moskitos geeigneten
klimatischen Bedingungen, sich eine Population ausbilden und dauerhaft existieren
wird. Der triviale Gleichgewichtspunkt ist damit auszuschliefen und es bleibt die

Frage nach den Gleichgewichtspunkten inklusive den (infizierten) Miicken.

Abhéngig von der betrachteten Populationszahl der Menschen variieren die Abso-
lutzahlen der einzelnen Kompartimente. Deswegen wird das System (3.1) folgen-

dermafien normalisiert.

N, == thM, Ny
Py PnA
Sy . I
Sp 1= N, Uy 1= N,
. A/U Pp— SU [p—
Ay = N—A, Sy ‘= E, Ly ‘=

Dies resultiert in das nichtlineare Differentialgleichungssystem:

ngf” = 1th — (BBonio(t) + 1) (2)

di;it) = BBuniu(t)sn(t) — (mn + pn)in(t)

) yiae) — a0

dadvst) = (£ — M (1)) (s, (t) + (1)) — (4 + p1a)au(2)
ds;;—?ft) — 1ot (t) — (BBoin(t) + o) 50(t)

di;it) = BBin(t)su(t) — f1uis(t)

 kN,M

Th ‘= —

(3.9)

Fiir alle weiteren Untersuchungen wird stets nur noch das normalisierte Modell
betrachtet. Aus Konventionsgriinden wird die Bezeichnung S, der Bezeichnung s;,

vorgezogen, analog fiir die anderen Kompartimente.
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3.4. Numerische Berechnung

3.4. Numerische Berechnung

3.4.1. Losungsverfahren

Fiir eine Prognose, wie sich die Krankheit in einer Bevolkerung ausbreiten kann,
wird mit Matlab eine numerische Simulation durchgefiihrt. Bei der Losung von
Anfangswertproblemen (AWP) von gewohnlichen Differentialgleichungen (ODE,
engl.: ordinary differential equation) stehen in Matlab verschiedene Solver zur
Verfiigung. Als erster Versuch kann der ode45 solver verwendet werden, welchem ein
eingebettetes Runge-Kutta 4(5) Verfahren zugrunde liegt. Dabei ist in Matlab das
Verfahren von J.R. Dormand und P.J. Prince implementiert, da es im Vergleich zu
dem Verfahren von E. Fehlberg bessere Resultate generiert [24]. Da jede numerische
Integration mit Fehlern behaftet ist, die sich im Laufe der Berechnung fortpflanzen
konnen, ist es wichtig eine bzw. mehrere Kontrollrechnungen durchzufiihren. Dabei
kann, obwohl bei allen Matlab Solvern standardméfig eine Schrittweitensteuerung
integriert ist, die maximale Schrittweite manuell verkleinert werden, um detaillierte
Ergebnisse zu erhalten. Alternativ oder zusétzlich konnen die Fehlertoleranzen
€re; und €455 der Zwischenschritte verkleinert werden, die bei Uberschreiten des
Wertes zu einer Verkleinerung der Schrittweite fithrt. Fiihrt dies jedoch zu extrem
hohen Rechenzeiten oder werden steifen Differentialgleichungen untersucht, kann
dieser Solver nicht mehr ausreichend sein. Dann kann auf den odelbs Solver
zuriickgegriffen werden. Dieser Solver bietet ein Mehrschrittverfahren, welches
auf den numerischen Differentiationsformeln beruht und auch fiir differential-
algebraische Gleichungen (DAE, engl.: differential algebraic equation) genutzt
werden kann [89]. Das Problem der Steifheit erscheint haufig in nichtlinearen
Differentialgleichungssystemen, oder in gekoppelten Systemen, in denen sich ein
System deutlich schneller entwickelt als das andere. Beides liegt in diesem Fall
vor. Aus diesem Grund wird fiir die Berechnungen der Modelle der odelbs Solver
verwendet.

3.4.2. Parameterdaten

Ein weiblicher Moskito legt wihrend seiner Lebenszeit im Durchschnitt iiber 300
Eier |7, 98|, woraus sich die gemittelte Eier-pro-Tag Rate ¢ pro weiblichen Moski-
to ergibt. Dabei wird beriicksichtigt, dass wiederum nur geschliipfte, weibliche
Moskitos fiir die Modellierung relevant sind. Von der Eiablage bis zur entwickelten,
stechfihigen Miicke werden 7' Tage bendtigt. Dieser Parameterwert ist stark
abhéngig von der Temperatur und Feuchtigkeit. Bei tropischen Bedingungen liegt
dieser Zeitraum zwischen 9 und 11 Tagen. Ist die Temperatur und/oder die zum
Schliipfen erforderliche Nésse geringer, verlangert sich der Zeitraum auf bis zu
40 Tagen [18]. Letzteres bedingt sich durch das Uberleben der Eier in trockenen
oder kalten Perioden. Aufgrund der, verglichen mit den Tropen, niedrigeren Tem-
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3. Das mathematische Grundmodell

peraturen bei gleichzeitig ausreichender Feuchtigkeit, wird in dieser Arbeit die
Entwicklungsphase vom Ei bis zum erwachsenen Moskito mit 14 Tagen modelliert.
Weiter ist bekannt, dass die Aedes Moskitos sehr unruhige Miicken sind und die
Blutaufnahme bei der kleinsten Storung unterbrechen. Aus diesem Grund muss
ein weiblicher Moskito mehrere Male stechen, um die erforderliche Blutmenge
zu erhalten [43]. In dieser Arbeit wird angenommen, dass eine durchschnittliche
Stechrate pro Tag bei B = 0.84 liegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Krankheit
tatsdchlich bei einem Stich iibertragen wird, ist deutlich schwieriger zu bestimmen.
Zum einen hangt die Infektionsrate von der iibertragenden Virusmenge ab, von
der Stechhéufigkeit und der damit verbundenen Virus Penetration, den internen
Abwehrmechanismen des Kérpers oder des Moskitos und der internen Verbreitung
des Virus, das bekanntermafen temperaturabhéngig ist. Zum anderen spielt der
Zeitpunkt der Ubertragung eine Rolle. So lisst die mogliche Ubertragungsrate
mit der Zeit etwas nach, allerdings kann dies durch mehrfaches Stechen wieder
kompensiert werden [13, 46, 60]. Diese Vielzahl an Unbekannten, sowie analy-
tische Schwierigkeiten verkomplizieren eine genaue Parameterbestimmung. Mit
der Untersuchung von Dengue Ausbriichen in verschiedenen Stadten kann riick-
wirkend eine ungefihre Ubertragungsrate abgeleitet werden [22, 61]. Allerdings
beinhaltet eine nachtriigliche Bestimmung der Ubertragungsrate automatisch auch
erfolgte Gegenmafnahmen. Abhéngig davon variiert dieser Wert fiir jede Stadt,
wodurch insgesamt fiir diesen Parameter hohe Schwankung zu erwarten sind. In
dieser Arbeit wird daher ein Ubertragungswert von S, = 0.25 angenommen. Die
Ubertragungsrate von Mensch zu Miicke héingt von denselben Faktoren ab, wird
im Allgemeinen aber als leicht héher angenommen.

In Tabelle 3.1 sind alle Parameterwerte im Uberblick:
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Parameter Wert

B 0.84 [*h
Bon 025 [gir
Bho 040 |gig
#ih 65 - 365 |Tag]
o 6 |Tag]
Miv 21 [Tag|
o 14 [Tag]
@ 7.5 [T%ag]
fa 025 [l

k 3 -]

Tabelle 3.1.: Ubersicht der Parameter Werte

3.4.3. Berechnungen

Mit den genannten Parameterwerten aus Tabelle 3.1 konnen die in 2 liegenden
Gleichgewichtspunkte fiir das System (3.9) berechnet werden. Diese ergeben sich
wie folgt:

- trivialer GGP Ef = (1,0,0,0,0,0)
_ DFE Eep = (1,0,0,1,1,0)
- endemischer GGP  E, = (11.3-107%2.24-107%,0.89|

1,9.98-1071,1.6 - 1073)

Der endemische Gleichgewichtspunkt zeigt einen sehr geringen Anteil an infizierten,
bei gleichzeitig hohem Anteil an resistenten Menschen. Um resistent zu werden,
muss jedoch eine Infektion vorausgehen. Das bedeutet, dass ein Grofsteil der
Bevolkerung an Dengue Fieber erkrankt sein muss. Die Frage, die bleibt, ist die
der zeitlichen Verteilung.

Die Berechnung der Basisreproduktionszahl ergibt Ry = 2.98, was nahe legt, dass
das Einbringen der infizierten Menschen eine grofse Auswirkung auf die restliche
menschliche Population bewirkt und sich die Krankheit sehr schnell ausbreiten
kann. Fiir die Simulation des zeitlichen Verlaufs wird ein Zeitraum von 365 Tagen
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gewahlt und die folgenden Startwerte angenommen:

Sn(0) = 0.9997,  I,(0) = 0.0003

A, (0) = 0.005, S,(0) = 0.05 (3.10)

Die zeitlichen Verlaufe des Differentialgleichungssystem sind in Abbildung 3.2
dargestellt.
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Abbildung 3.2.: Verlauf der infizierten Menschen und der Miicken

Zu sehen ist der erwartete sehr rasche Anstieg der infizierten Menschen, der mit
einer zeitlichen Verzogerung von etwa 30 Tagen beginnt. Der Peak selbst liegt
bei Tag 83 mit 18.9% an infizierten Menschen. Bei den Miicken befindet sich das
Maximum an Infizierten bei Tag 91 mit 48.7%.

Auffillig bei der Betrachtung der Miicken ist vor allem die sehr schnelle Entwick-
lung der aquatischen Miicken. Deutlich bevor der Ausbruch der Krankheit erfolgt,
sind die aquatischen Miicken in ihrem Gleichgewichtspunkt angelangt. Wie in
Kapitel 3.3 gezeigt, ist dieser Gleichgewichtspunkt global stabil. Da die Reprodu-
zierung der Miickenpopulation unabhéngig von der Infektion ist, bleibt, einmal
entwickelt, das Kompartiment der aquatischen Moskitos in seinem Gleichgewicht.
Im Differentialgleichungssystem sind die aquatischen Moskitos nicht direkt mit
den Kompartimenten der Menschen gekoppelt. Zudem treten in den Gleichge-
wichtspunkten die aquatischen Parameter nur im Zuge des Parameters M auf.
Aus den vorangegangenen Stabilitdtsuntersuchungen der Gleichgewichtspunkte ist
bereits die Bedingung M > 0 als notwendig hervorgegangen.

Werden die aquatischen Miicken nun mit A, = A} konstant gesetzt, &ndert sich
die Gleichung der infizierbaren Moskitos zu:

a5.(0) _

dt — (BB In(t) 4 110)Su(t).
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3.4. Numerische Berechnung

Die restlichen Gleichungen bleiben unveréndert. Die Auswirkung und der da-

mit verbundene Unterschied bei den infizierten Menschen ist in Abbildung 3.3
dargestellt.
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Abbildung 3.3.: Vergleich der infizierten Kompartimente zwischen den Modellen

mit und ohne aquatische Miicken. Orange fiir die Moskitos, Rot
fiir die Menschen

1, I,
Peak Wert % 119.0 488
relative gesamt Abnahme % | 0.02 0.10
Zeitpunkt des Peaks Tage | 79 87
relative Verschiebung % | -1.1 -1.1

Tabelle 3.2.: Ubersicht der infizierten Kompartimente iiber die Peaks, deren rela-

tive Verschiebung und die relative Anderung im Vergleich zu dem
Modell mit aquatischen Miicken

Die Abweichung des Modells mit konstanten aquatischen Miicken, im Vergleich
zu dem urspriinglichen Modell, ist in Tabelle 3.2 dargestellt. Die prozentualen
Anderungen sind im Bezug auf getroffene Annahmen der Modellparameter und
deren Genauigkeit verschwindend gering. Aus diesen Griinden werden im weiteren
Verlauf die aquatischen Miicken als konstant angenommen. Aufgrund dieser
Anpassung ergeben sich bei der Berechnung der Basisreproduktionszahl und der
Gleichgewichtspunkte leichte Anderungen. Diese werden hier allerdings nicht im
Detail angegeben, da im Kapitel 4 die Betrachtung fiir zwei Serotypen erfolgt und

die Ergebnisse fiir ein Serotyp analog sind. Dieses angepasste Modell wird nun
nochmals beziiglich der Stabilitdt untersucht.
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3. Das mathematische Grundmodell

Satz 3.15:
Der Gleichgewichtspunkt E7, ,; ist fir Ry > 1 global stabil.

Beweis. Betrachte die Lyapunov-Funktion:

V(t) = k1(Sp, — S; —In — S "+ ko(Iy — I — In —)
Sh
S " (3.11)
+r3(S, — S) lns—v)+l-§4([ —Ir—1In Iv)
av Sy Iy Sk I .
dt 7El(l_S_h)Sh—i_Kz(l_I_)Ih—i_Iis(l_S_,U)S +/€4(1—I—U)Iv =

*

Sy . ¥
= Ripn, — K1 BBunlySh — K1ptnSh — fﬁMhS— + k1 BBy 1,S), + k1pnSy+
h

I,Sp1;
"t ko (g + ) T+

+ ko BBunlySh — Ka(nn + pn)In — KaBBun,

S
+ Kapty — K3BBno ISy — KaptySy — KBM’US_U + k3 BBnoIn S, + K3pyS,+
v

1,5, 1
+ ’14Bﬁthth - 54/111)[1) - "€4B/Bhv I + 4NvI

v

Mit k1 = ko = 1, k3 = Ky:

A% Sy S, I
= up(1— 20 Sr(1— 24 -2
pr = pn( Sh) f1rS( S;> + (4 pn) I ( I*)+
I, S, S S,
BB, I* 1-— - (1 — —
+ /th Sh(]* S*]hj;k> + 3Mv( S’u) + ’f3:U/US ( S*)+
1, I Sy,
—|—/€3/Lv[:<1 )—{—HgBﬁthhS*( h v h

I I S;;L,I;;)

v

Aus den Gleichgewichtsbedingungen der infizierten Menschen (n, + up)l; =
BB,,1;Sy, der infizierbaren Menschen i, = BB, 1S + pnSy, der infizierten
Miicken p, I, = B, 1} Sy und der konstanten Population der Miicken 1 = S}, + I}
folgt weiter:

dv Sh S Si I, I, Sy,
+1 -+ B LSE (1 -2 1 -2 22—
T A R A A
. Sy Sy I, S
+/{3MUS(1_S_U+1—S—U)+I£3MU](1—Z—|—1—S—U)—|—
I, S,I*I
+ Ky BB IrSH (2 — Zoieih

I; S;;]U];_j) -
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3.4. Numerische Berechnung

(S — S5)? S I, I, Sul,
e G L) VA SR Y7 WA B e M A +
HaSi( SuS; )+ BBl 52 = I I S;;]hI;;)
(S, — §%)? S* I, I, S,I*I,
WS (=2 T 20y | BB ST (2 — 2u Tt Th P
+ st S S, S: )+ s B 19,2 = T S;;L,I;;)
Mit kg = gzhﬁzgh ergibt sich:
dv (Sp— SO2. poBunlsSs, (S, — 872
or S*(— v . v
T < e S
S¢St S, L, S,IFI
+ BB IS5 (4 — Zh — 2o Zhoh vy

S, S, S S:I

Werden nun die entsprechenden Werte des endemischen Gleichgewichtspunktes
des normierten Modells mit konstanten aquatischen Miicken eingesetzt

g B Bhoin + o (1 + fin)
" BB (BBuh + pin)
e _ (B BhoBon — o (mn + pn))
(0 + 10) BBho (BBun + pin)
I 1en (B2 BroBon — to(Mn + 1))
Y BBon(BBhotin + tho(1h + f18))

ergibt sich mit R2 = B2BnoBuon

po (Mr+pn)
dv . * (Sh - S;;)Q Nv(nh + :uv> (Sv - S:)Q
T < e T R

o (T + Bn) o S Sy Owlply  SIiI
RE_1)(4—2n v -
BBna (Bl + ) 0~ )

+ Sh Sy S;]h]: S,:IUI;;
Aus der Youngschen Ungleichung folgt

Sp Sy Splpls Sv]fj]h) =0, fir Sp=95;,=1;,5,=S5;1,=1}
Sh Sy S;;Ih];k S:]v];; < 0, sonst
Damit gilt fir S, #S; Vv ILy#I; VvV S, #S;, VvV I,#1I:

dV .
%<0 fir Rog>1

]

Demnach ist fiir Rg > 1 der endemische Gleichgewichtspunkt im Inneren von €2
global asymptotisch stabil.
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4. ‘ Das Zwei Serotypen Modell

Bekanntlich existiert mehr als nur ein Serotyp, der das Dengue Fieber auslosen
kann. Wie bereits erldutert, ist besonders bei einer Zweitinfektion unter Umsténden
mit einer drastischeren Erscheinung von Dengue zu rechnen. Deswegen wird nun
das vorgestellte Modell aus Kapitel 3 um einen zweiten Serotypen erweitert.
Durch die Einfiihrung eines weiteren Serotyps ist eine Infektion auf den jeweiligen
Serotyp bezogen. Dies gilt fiir die menschliche Population, als auch fiir die der
Moskitos. Dabei bezeichnet I} das Kompartiment der mit Serotyp 1 infizierten
Menschen. Die Bezeichnungen der anderen Kompartimente erfolgen analog. Eine
weitere Eigenschaft ist die der sequenziellen infizierbaren Kompartimente. Dem-
nach ist ein Individuum, welches mit Serotyp 1 infiziert und genesen ist, zwar fiir
diesen Serotyp resistent, allerdings bleibt die mogliche Infizierung mit dem ver-
bleibenden Serotypen. Si bezeichnet damit die Menschen, die gegen den Serotyp
1 resistent und fiir den Serotyp j # ¢ infizierbar sind. Erfolgt dann eine Zweitin-
fektion mit dem verbleibenden Serotyp j, bezeichnet §; einen verstirkenden oder
mildernden Faktor, welcher durch die Erstinfektion mit Serotyp ¢ hervorgerufen
wird. Demnach befinden sich im Kompartiment IZLj diejenigen Menschen, welche
als Zweitinfektion mit Serotyp j infiziert sind.

Eine schematische Darstellung des neuen Modells ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.1.: Schema des 2 Serotyp Modells
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4. Das Zwei Serotypen Modell

Zur besseren Ubersichtlichkeit werden die Stechrate B und die Ubertragungsrate /3
zu einem neuen Parameter der Infektionsrate b; := B[ zusammengefasst. Die
Differenzierung zwischen der Ubertragung von Mensch zu Miicke bzw. von Miicke
zu Mensch wird im Index mit v oder h gekennzeichnet. Damit ergibt sich mit
dem neuen Parameter b; und der in Kapitel 3 eingefiihrten Normierung folgendes
Differentialgleichungssystem:

d%f) = ptn = (bud} () + ban 3 (8) + ) S ()

dljt(t) = bunLy (8)Su(t) = (nn + ) I (1)

dlgt(t) = by I2(£) S (t) = (mn + 1) I2(2)

dsjt(t) = Iy (t) = (013 () + ) Si(t)

dsc,l%t(t) = muI2(t) = (SabrpIL(E) + ) S2(2)

dli(t) = S1bon I2(1)SE2(t) — (pun + i) IF2(2) (4.1)
d%y):®ﬁﬂmﬁﬂﬂ—mmwww@

d}i;t(t) = (L2(t) + I21(t)) — pnRa(t)

%t(t) =ty — (bro(IH(E) 4+ I22(1)) + baw (I2(2) + I12(t)) + 120)S,(t)
# = b (T (1) + 13 (1)) Su(t) — i1y (1)

dlgt(t) = ba (13(1) + L2(1)Su(t) — po L3(2)

4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

Es wird die positiv invariante Menge

QO :{(sh, IL,I2, S, 82 112 12 R, S, 1L, I2) € RY|

vy oy to
St I+ I+ S+ S+ P+ [P+ Ry <1, S+ L+ 12 <1}

betrachtet und die in €2 liegenden Gleichgewichtspunkte fiir das System (4.1)
berechnet. Die Beweisfithrung einer positiv invarianten Menge ist analog zu
Kapitel 3.
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4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 3.3 und Kapitel 3.4, der Instabilitét eines Gleich-
gewichtspunktes ohne der Miickenpopulation und der Einfiihrung der konstanten
aquatischen Miicken, tritt der triviale Gleichgewichtspunkt aus dem Fokus der
Analyse. Zwar wurden bereits in [37, 51| Krankheitsmodelle mit zwei Serotypen
untersucht, jedoch wenig bis gar kein Augenmerk auf die Asymmetrie der Infekti-
onsraten gelegt. Dies soll in dieser Arbeit hingegen eines der Schwerpunkte sein.
Hierfiir ist die neu eingefiithrte Darstellungsart der Infektionsraten dienlich und
wird, unter Umsténden, mit folgenden dquivalenten Ausdriicken verwendet:

bin =b1

bo.p, =b

h e (4.2)
bl,v :bllﬁl

bgfu :blEli

Dabei stellt € die Asymmetrie zwischen den Serotypen und x das Verhéltnis
der Stech- und Ubertragungsraten von Mensch zu Miicke und umgekehrt dar.
Dadurch wird der Zusammenhang der Stech- und der Ubertragungsrate der
verschiedenen Serotypen besser hervorgehoben und Einfliisse der Asymmetrie
kénnen explizit analysiert werden. Erstmals kann damit der endemische Koexistenz-
Gleichgewichtspunkt mit asymmetrischen Infektionsraten analytisch angeben
werden.

Satz 4.1:
Das Differentialgleichungssystem (4.1) besitzt folgende in Q liegende Equilibria
Ebrp, Ean,p Ean,g und E:

i EBFE = (170707070707070 | 1’070)
o Ean,z = (S}, 11,,0,57,,0,0,0,0| S¥, I7,,0)  mit

1v»

— S§r = bl,v,uh + ,UJv(nh + ,uh)
h b1, (b1 + 1)

M (binbry — fro(nn + 110))

B
th b1 (bip + o) (0 + o)
_ge _ (unbuo — g G A pon) )
b (b + ) (0 + i)
_ ge — _Ho(mnt pn) (bun + n)
Y (bretn + pro(Mn + pn))b1s
Lo (01,0010 — o (nn + p1n))
v —

bip (b1 wptn + poo(nn + pn)

e EYys=1(55,0,13,0,55,0,0,0]S},0,15,) analog
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4. Das Zwei Serotypen Modell

38

i E: = (S}CN[1Ch7[20h7thasghajthajglhaRz | chnlc Igv) mit

1v

- Sp=9o

e m(Emy — @)
T (bl + ) (1 + )
c lpn(Edy + @)

2 (Sol + mp) (i + 1)

@ (Eny, — @)

_ SC —

" (Zad 4 Pw) (i + 1)

[P

-8 = —

(i + )
— J¢, = (51E5277h + CI)(?]h + Mh)(€2 - 1)>(<nh + Nh)ez — /JJh) _

S — D) + )

_ (Zumn€® + Pz (e® — 1)1
01€2(€? = 1) (1 + p10)?

— I, = (Zinn — @pndi (e — 1)l — mp (01 E*np + @(nn + ) (¢ — 1))

21h —

01(€2 = 1)(nn + p1n)?

e (01 EEny + @(nn + pp) (€2 — 1) — B(01€° + d2)1)

" 0162 (nn + n)?
_ g (LZy + P o (0 + 1)
YOk (01 E A+ (A i) @ — (1001 — Z1 (s + pn))1)
e Hn(En, — D)
Y by (8ol + )@
e Apn(Ed + @)
2 b1 (0ol + ) De?

mit
EFE=1-®
Z1 = E5152 + @((51 + (52)
Z2 - 2E(5152 -+ (I)((Sl + 52)
und
b
= ot \/_, mat

a = Zy(nn + pn) (€ = 1) + ®(opun (€2 — 1) — nu(d1 + 02))
b= ((6,E + ®)nuds + pnZ1)? + (0B + @) + punZ1)*+

+ 2607610201 E + @) (6o + ) — pnnnZoZy + 113 77))
c= 20,74



4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

Beweis. Maple Berechnung und einige Umformungsschritte. O]

Aufgrund der Komplexitét wird an dieser Stelle verzichtet, ® anzugeben. Fiir den
Fall, dass € = 1 gilt, vereinfacht sich das System, wodurch ® eindeutig angegeben
werden kann. Dies ist im Anhang A.3 dargestellt und basiert auf [51], einer zu
dieser Zeit entstandenen Masterarbeit. Ebenfalls im Anhang, iiber die Masterar-
beit hinausgehend, befindet sich der Beweis zur Eindeutigkeit dieser Losung.

4.1.1. Stabilitat der Gleichgewichtspunkte

Fiir die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte wird nach dem Hartman-Grobman
Theorem und Satz 3.7 die Jacobi Matrix des Systems (4.1) betrachtet und die Ei-
genwerte fiir die jeweiligen Gleichgewichtspunkte untersucht. Wie bereits erwahnt,
fallt der triviale Gleichgewichtspunkt aus der Betrachtung.

Satz 4.2:
Der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt E},py ist lokal asymptotisch stabil fiir
b1 101
1,01, <1
1o (1 + fn)
und
ba 102
o (10 + fn)

Beweis. Die Beweisfithrung findet analog zu Satz 3.8 statt. Es wird die Jacobi
Matrix des Systems (4.1), ausgewertet am DFE, betrachtet. Daraus resultiert die
Jacobi Matrix mit der Form:

Jps = (4.3)
mit
—(nn + ) bipS;, 0 0
o 1,65, — [y 0 0
H 0 0 —(n+pn) bapSh
0 0 b27vs: — oy

Die Eigenwerte der Matrix Jos sind rein negativ, wodurch sich die Stabilitat
des Gleichgewichtspunktes Ejjpp auf die Betrachtung der Matrix J1; beschrankt.
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4. Das Zwei Serotypen Modell

Die Berechnung der Eigenwerte der Matrix Ji; fithrt zu dem charakteristischen
Polynom

X(A) = (= + pn) = M) (=t = A) = bipb1,S5Sf) -
((=(n + p1n) = M) (=t = X) = ba b2, S5Sy).

Damit die Realteile der Eigenwerte negativ sind, resultieren aus den beiden
quadratischen Polynomen folgende Bedingungen

|
fto(Mn + k) — b1 pbiw Sy Sh >0 (4.4)
|
fo(Mn + k) = bapbew Sy Sh >0 (4.5)
und damit die oben genannten Ausdriicke. O

Ist die Betrachtung der Stabilitét des krankheitsfreien Gleichgewichtspunktes Efypp
noch iiberschaubar, so nimmt die Komplexitat der Stabilitdtsbetrachtung fiir die
endemischen Gleichgewichtspunkte erheblich zu. Erstmals analytisch dargestellt,
folgt nun die Herleitung der Stabilitdtsbedingung fiir die mono-endemischen

Gleichgewichtspunkte E 4; mit asymmetrischen Infektionsraten.

Satz 4.3:
Der endemische Gleichgewichtspunkt £

*
end,i

ist lokal asymptotisch stabil fiir

bjnbjwSy (S + 0:S,)

<1
Lo (Mh =+ fon)

Beweis. Wie fiir den krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt fithrt die Auswertung
der Jacobi Matrix, ausgewertet an £, 4, auf eine Stufenform analog zu (4.3). Die

fiir die Stabilitat des Gleichgewichtspunktes E7 4, relevante Teilmatrix Ji; ergibt
sich zu

—(n +pn)  bipSy 0 0 0
bl,vS: — My 0 0 0
0 0 —(n + pn) oSy 0

0 0 b2 Sy — ko b2.vS;

Ji = 0 0 0 0102w ST, —(1n + pn)
0 0 0 0 0
0 —b1.4 Sk 0 —bo 1 Siy 0
—by.,S* 0 —by., S} 0 —b2, S

0 —02b1,,53), U 0 0
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4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

0 bl 0 0

by ,S* 0 bl 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

—(nn + pn) 0 0 dab1 p 17,

0 by p Ity — i 0 0

by, S 0 by oI — 0
0 0 0 —obunTi, — pin

Die Berechnung der Eigenwerte der Matrix .J;; fithrt zu dem charakteristischen
Polynom

XA) =(=pn = Sabrn i, = M) (=(n + p1n) = A)* (=g — A)-
(= + pn) = M) (—o = A) = bapb2yS5(S), + 61.57,)] -
(= = Sabi Iy — N) (= (1 + pn) — A) (=g — br i), — A)—
—(—pn — A)bl,hbus{js}t] .

(4.6)

Aus der Betrachtung der ersten drei Faktoren ist sofort ersichtlich, dass A\j 234 <0
gilt. Der letzte Faktor wird im Folgenden separat betrachtet und dabei nachge-
wiesen, dass es sich um ein Hurwitz-Polynom handelt.

Dazu sei

H(A) = [(=pn = dabin Iy, = N (= 4 1) = N (=g = bro i) — )=
—(—tn = NbrboS;S5] = 0
= H(/\) :ag)\3 + a2>\2 + al)\ + ag = 0
mit
ao =(nn + pn) (o + b1ol7 ) (n + D1y ,) — pnb1pb1 oS, S
ay = [(po + brody ) (n + brads ) + (0 + pn) (o + fin + by + bindy ) —
_bl,hbl,vS:SZ]
ay =(pho + b1 17y + pn + b1 pdy o + 10+ fin)
as =1.

Damit H(\) ein Hurwitz Polynom ist, miissen alle Hauptminoren der Hurwitzde-
terminante positiv sein. Die Hurwitzdeterminante lautet in diesem Fall:

o Qg 0
H3 = |a3 a1 0 (4 7)
0 a2 Qg
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4. Das Zwei Serotypen Modell

womit folgendes erfiillt sein muss:

!
Hi=ay>0 (48)
!
Hs = azaq — agaz > 0 (49)
!
Hs =apHy >0 (410)

Da die Parameter und Komponenten des Gleichgewichtspunktes > 0 sind, folgt
automatisch a; > 0. Werden die Darstellungen fiir S} und S; in den Ausdruck
ag eingesetzt, vereinfacht sich dieser zu einem echt positiven Ausdruck. Somit
gilt ap > 0, wodurch die Bedingungen (4.8) und (4.10) erfiillt sind. Fiir die
Untersuchung des Ausdruckes (4.9) werden wieder die Gleichgewichtspunkte
des mono-endemischen GGP £, eingesetzt. Durch einige Umformungsschritte
erweist sich auch diese Bedingung als offensichtlich. Somit handelt es sich bei
H()A) um ein Hurwitz Polynom und folglich sind die Realteile der Eigenwerte fiir
diesen Term echt negativ.

Zuletzt bleibt der mittlere Term des charakteristischen Polynoms (4.6), woraus
sich die folgende Bedingung

!
too (T + 1) — b2, pbaw Sy (Syy + 0157,) > 0 (4.11)

und damit der oben genannte Ausdruck ergibt. Die Stabilitdtsuntersuchung des
endemisches Gleichgewichtspunktes £ 4 5 erfolgt analog. O

Basisreproduktionszahl

Zur Berechnung der Basisreproduktionszahl gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Eine Moglichkeit ist der vorherige Algorithmus auf Basis des charakteristischen
Polynoms der Jacobi Matrix Jg« . Hierbei ist zu berticksichtigen, dass u.U. meh-
rere Bedingungen gleichzeitig erfiillt sein miissen (vgl. Satz 4.2). Eine alternative
Vorgehensweise zur Berechnung der Basisreproduktionszahl ist der in Kapitel 3.2.2
vorgestellte Ansatz, welcher auf dem Spektralradius der Néchste-Generations-
Matrix £V ~! beruht und nachfolgend genutzt wird. Durch die Erweiterung auf
zwei Serotypen bedarf es bei diesem Ansatz ebenfalls einer Verfeinerung (vgl. [26]).
Die Berechnung, mit Differenzierung zwischen den unterschiedlichen Serotypen,
ergibt die jeweiligen Teil-Basisreproduktionszahlen:

Satz 4.4:
Die Teil-Basisreproduktionszahlen des Systems (4.1) lauten:

bi biv
Ry = 1| — 27w (4.12)
foo (M + fin)
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4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

Beweis. Es wird die Nichste-Generations-Matrix FV ™! des krankheitsfreien
Gleichgewichtspunktes Eppg berechnet und der Spektralradius gebildet. Dar-
aus resultieren die beiden Teil-Basisreproduktionszahlen Ry;. ]

Die Basisreproduktionszahl wird dann als grofster Wert der Teil-Basisreproduktions-
zahlen Ry = max(Rg;, Ro2) definiert. Bereits ein Ry > 0 geniigt, damit der
krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt Efjpp instabil wird. Somit miissen auch hier
zwei Bedingungen erfiillt, also beide Teil-Basisreproduktionszahlen Ry; < 1 sein,
damit der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt Ejjpp asymptotisch stabil ist. Die
Teil-Basisreproduktionszahlen sind genau die jeweilige Wurzel der Stabilitatsbedin-
gung fiir den krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt aus Satz 4.2. Damit existieren
verschiedene Algorithmen zur Berechnung einer Basisreproduktionszahl, die unter
Umstéanden zu unterschiedlichen Basisreproduktionszahlen, aber alle auf dieselbe
Schwellwerteigenschaft fiihren.

Auffallig ist, dass sich die Basisreproduktionszahl gegeniiber dem Modell mit einem
Serotypen nicht verdandert hat. Das bedeutet, dass die Einwirkungen eines weiteren
Serotypen anderweitig untersucht werden miissen. Hierzu wird im Folgenden die
Invasionszahl eingefiihrt. Die biologische Interpretation der Invasionszahl sagt
aus, wie sich ein Serotyp j # ¢ in einer Bevolkerung mit bereits vorherrschendem
Serotyp ¢ verbreiten kann.

Invasionszahl

Aus obigen Betrachtungen geht bereits hervor, dass der krankheitsfreie Gleich-
gewichtspunkt fiir Ry; > 1 oder Ry, > 1 instabil ist. Ausgehend von einem
bereits etablierten Serotyp ¢ wird nun das Einbringen und das potenzielle Aus-
breiten eines weiteren Serotyps j betrachtet. Dies geschieht mit der sogenannten
Invasionszahl R;;.

Satz 4.5:
Die Invasionszahlen fir das System (4.1) lauten:
Ry, Oi o
Ry==21+ R —1 4.13
! ROi \/ bi,vﬂ'h + ,uv<77h + #h) ( 0 ) ( )

Beweis. Zur Berechnung der Invasionszahl R;; wird der Spektralradius der Ma-
trix FV =1 berechnet und der endemische Gleichgewichtspunkt EZ.q; eingesetzt.
Die Invasionszahl stellt damit die Stabilitdtsbedingung fiir den endemischen
Gleichgewichtspunkt dar. Durch Einsetzen der Komponenten des endemischen
Gleichgewichtspunktes und einigen Umformungsschritten, ergibt sich obiger Aus-

druck. O

Anmerkung. Der Ausdruck (4.11) ldsst sich durch Einsetzen der Komponenten
und Umformungsschritte in den Ausdruck (4.13) iiberfithren. Dadurch ist hier
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4. Das Zwei Serotypen Modell

ebenfalls die dquivalente Schwellwerteigenschaft der Stabilitdt der endemischen
Gleichgewichtspunkte gegeben.

Somit ist der endemische Gleichgewichtspunkt E ,; genau dann lokal asym-
ptotisch stabil, wenn R;; < 1 gilt. Die Grenzfille Rj; = 1 und R2; = 1 trennen die
Gebiete, in denen der jeweilige Serotyp stabil sein kann bzw. instabil ist. Durch
Umformen werden folgende zwei Grenzlinien erhalten:

2 _ 020N
R . ROl (1 bgmlufh‘huv(nh‘huh) )
02 — [
_ iHvTh R2
b2, pth o (Mp+pp) 01 (4.14)
R
Rgy =

51 pto 2
\/1 + bl,vﬂh"{gv?:h‘f‘/ﬁh) (R01 - 1)
Mit den in Kapitel 3.4 definierten Konstanten und den Werten
e=09 k=16

wird folgende Grafik erhalten:

35} _11

25t

1571

05

Abbildung 4.2.: Stabilitdtsbereiche der Gleichgewichtspunkte mit §; = 0.9 und
(52 - 08

Hierbei erwéhnenswert ist, dass 0; < 1 und d, < 1 gewahlt sind. Das beschreibt
eine dampfende Wirkung der Zweitinfektion. Bei ndherer Betrachtung der Trenn-
linien wird deutlich, dass neben dem Verhéltnis von g—(: die Werte von §; eine
entscheidende Rolle spielen. Je ndher §; an 1 riickt, desto kleiner wird der Bereich,
in dem der endemische Gleichgewichtspunkt eines Serotypen bestehen kann.
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Zusammengefasst bedeutet dies, dass der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt nur
dann lokal asymptotisch stabil ist, wenn beide Basisreproduktionszahlen Ry, < 1
und Ry < 1 sind. Sobald eine Basisreproduktionszahl Rq; > 1 ist, ist das Verhalt-
nis der beiden Basisreproduktionszahlen 207 ausschlaggebend, ob der endemische
Gleichgewichtspunkt E* ,. lokal asymptotlsch stabil ist.

end,i
Ist das Verhéltnis % nicht klein genug und gilt somit, dass die Invasionszahl
R;; > 1 ist, so ist der endemische Gleichgewichtspunkt E7 ;; instabil, womit sich

der zweite Serotyp j ebenfalls in der Bevolkerung etabliert und beide Serotypen
koexistieren.

Das Verhiltnis R—‘;J = zl; sz beschreibt das Verhéltnis der Stech- und Ubertra-
gungsraten der Serotypén éuelnander. Fiir den Fall, dass b; , = b;, und b; , = b;,
gilt, ist das Verhaltnis ‘;ﬂ = 1 und es folgt aus der Instabilitidt des krankheitsfreien
Gleichgewichtspunktes automatisch die Instabilitdt der endemischen Gleichge-
wichtspunkte EZ ;; und E]

end,j*

4.1.2. Numerische Berechnung

Fiir die Parameterwerte werden die in Tabelle 3.1 und zusétzlich die in Tabelle 4.1
aufgelisteten Werte verwendet. Die in Tabelle 4.1 dargestellten Werte sind an [59]
fiir 20° C angelehnt.

Parameter Wert
€ 09 . 1.1 []
K 1.6 [
01 1.0 [
09 1.0 [

Tabelle 4.1.: Parameter fiir das Modell (4.1)

Die Werte der in € liegenden Gleichgewichtspunkte, ohne den trivialen Gleichge-
wichtspunkt, berechnen sich fiir e = 0.9 zu:
- Efer =1(1,0,0,0,0,0,0,0|1,0,0)
- ELg, = (022,20 1074,0,0.78,0,0,0,0]9.99 - 101,1.0 - 1073,0)
- Elge =(027,0,1.8- 1074,0,0.73,0,0,0]9.99 - 107%,0,0.8 - 1073)
~FE*  =(0.14,1.2-107%,0.9 - 1074,0.13,8.2 - 1072,
0.9-1074,0.7-107%,0.65]9.98 - 1071,9.9 - 104,8.3 - 107*)
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4. Das Zwei Serotypen Modell

und die Teil-Basisreproduktions- und Invasionszahlen zu:

Rop = 2.98
Ryy = 2.68
Rip = 2.68
Roy = 2.98

Damit ist der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt, sowie die zwei endemischen
Gleichgewichtspunkte instabil und der Koexistenz-Gleichgewichtspunkt lokal asym-
ptotisch stabil. Zur Darstellung des zeitlichen Verlaufs wird, ebenso wie in Kapi-
tel 3.4, das Differentialgleichungssystem (4.1) mittels dem odelb5s Solver in Matlab
berechnet. Hierzu werden folgende asymmetrische Startwerte gewéhlt

Su(0) = 0.9997,  5,(0) = 0.05

415
I,,(0) = 0.0002,  I,,(0) = 0.0001 (4.15)

und alle restlichen Kompartimente = 0 gesetzt. Diese Situation entspricht einer
naiven Population und dem Einbringen von sehr wenigen infizierten Individuen. Da
¢, das Verhiltnis zwischen den Stech- und Ubertragungsraten der beiden Serotypen,
ein mogliches Dominieren eines Serotypen simuliert, wird in den nachfolgenden
Abbildungen der zeitliche Verlauf in Abhédngigkeit von verschiedenen Werten fiir
€ dargestellt.

o
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(a) e=0.9 (b)ye=1.1

[=]

Abbildung 4.3.: Verlauf der infizierten Menschenkompartimente abhéngig von e.
Mit (a) e =0.9 und (b) e = 1.1

Die Abbildung 4.3 zeigt einen deutlichen Ausbruch der Krankheit innerhalb der
ersten 100 Tagen. Trotz einer sehr geringen Infektionsrate ist ein rasanter Anstieg
der infizierten Kompartimente zu beobachten. Die jeweiligen absoluten Maxima
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4.1. Analyse des Zwei Serotypen Modells

werden zwischen 80 und 119 Tagen fiir ¢ = 0.9 und zwischen 72 und 93 Tagen
fiir e = 1.1 erreicht. Neben dem zeitlichen Verlauf hat die Asymmetrie der Stech-
und Ubertragungsrate (ausgedriickt durch €) auch einen entscheidenden Einfluss
auf die Auspriagung der Peakhohe. Durch einen hoheren Anteil an mit Serotyp
1 infizierten Menschen und einer hoheren Wahrscheinlichkeit, dass Serotyp 1
sich verbreitet, ist das Maximum in Abbildung 4.3 a) fiir Serotyp 1 (Erst- und
Zweitinfektion) grofer, als der von Serotyp 2. Fiir € > 1 und damit der Dominanz
von Serotyp 2, ist der Peak von Serotyp 2 mehr ausgeprégt. Bedingt durch den
niedrigeren Startwert der mit Serotyp 2 infizierten Menschen ist das Maximum in
Abbildung 4.3 b) von Serotyp 2 niedriger als das von Serotyp 1 in Abbildung 4.3
a).

Bei der Betrachtung von 50 Jahren werden hierfiir folgende Phasenportraits
erhalten.

0.18

A
0.16 | h |
IZ
0.14 + h |
|12
01z f h |
B!
h 4

nogf
I

0.06 |

0.04 ;

0.02

<107 %1073

Sh

(c) Detailansicht ¢ = 0.9 (d) Detailansicht ¢ = 1.1

Abbildung 4.4.: Phasenportraits abhéngig von e. Mit (a), (c) e = 0.9 und (b), (d)
e=1.1

Gut zu erkennen ist der grofe erste Anteil an infizierten Menschen im Verhéltnis
zu den Infizierbaren (Abbildung 4.4 a), b)). Danach bewegt sich das System, mit
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4. Das Zwei Serotypen Modell

kleineren Ausbriichen, zu dem endemischen Gleichgewichtspunkt hin und nimmt
diesen ein. Abhéngig von € tritt der Ausschlag des Serotyps 1 bzw. des Serotyps 2
starker hervor. Wird der Fall ¢ = 1 betrachtet, ergibt sich ein symmetrischerer
Verlauf des Phasenportraits (Abbildung 4.5).

Abbildung 4.5.: Phasenportrait Detailansicht fiir e = 1

4.2. Bekiampfungsstrategien

Ein wichtiger Aspekt in der Modellierung der Krankheit sind mégliche Bekamp-
fungsstrategien. Ende des zweiten Weltkrieges wurde mit der Entdeckung des
Insektizides Dichlordiphenyltrichlorethan (DDT) grofflachig gegen Stechmiicken
vorgegangen, in der Hoffnung damit Malaria auszurotten. Jedoch wurde die Ver-
wendung von DDT grofsteils eingestellt, als die Miicken Resistenzen gegen das
Insektizid aufwiesen und zuséatzlich Bedenken beziiglich der Langzeitfolgen von
DDT gedubert wurden [103]. Ein groker Erfolg und damit verbundener Riickgang
der Moskitos geschah durch ein besseres Umweltmanagement, z. B. dem Begra-
digen von Flussufern, wodurch der Entwicklungszyklus der Stechmiicken gestort
wurde. Unter Berticksichtigung der Erhaltung der Artenvielfalt, 6kologischen und
wirtschaftlichen Aspekten sind heutzutage mehrere Anséitze zur Bekdmpfung der
Moskitos praktikabel. Neben der physikalischen Bekdmpfung, dem manuellen
Reduzieren von moglichen Brutplatzen wie Regentonnen, Blumenvasen, oder
Stellen, an denen sich kleine Wasseransammlungen bilden konnen, sind in der
Richtline zur Moskito Kontrolle der WHO noch weitere Mafsnahmen genannt. Zur
biologischen Bekdmpfung kénnen mikrobielle Insektizide eingesetzt werden, die im
organischen Mechanismus der Miicken giftige Proteine produzieren. Biochemische
Mittel werden verwendet, um ein Entwickeln der Larven und Puppen hin zum
Imago (= Adultform) zu verhindern. Allerdings stellen chemische und biochemi-
sche Methoden aufgrund von Resistenzen und moglichen Folgen die letzte Instanz
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4.2. Bekimpfungsstrategien

zur Miickenbekdmpfung dar [105]. Eine alternative Bekdmpfungsstragie kann das
Aufstellen von Fallen sein. Urspriinglich zur Kartierung der Miicken gedacht, kann
es grofflachig eingesetzt auch als Bekdmpfungsmafnahme fungieren. Als positive
Resonanz dient der Fall der Salzwiesenmiicken auf den Florida Keys 2002 und
2004, bei dem die Population um 80-90 % eingeddmmt werden konnte [55]. Eine
weitere Moglichkeit stellen Olfilme an der Wasseroberfliche dar, die eine Atmung
der Larven und Puppen verhindert. Das gleiche Ziel wird verfolgt, indem die Ober-
flichenspannung der Brutplédtze herabgesetzt wird. Dadurch finden die Larven
und Puppen keinen Halt an der Wasseroberflache, genauso wenig wie schliipfende
Moskitos |71]. Zusétzlich wurde 2015 die World Mosquito Control Association
(WMCA) gegriindet, die ein Zusammenschluss der weltweit agierenden Fachleute
im Gebiet der Stechmiickenbekdmpfung darstellt. Durch Kooperation und Ko-
ordination mit nationalen und internationalen Organisationen wie WHO und
UNO soll somit eine effiziente Bekdmpfung der durch Stechmiicken iibertragenen
Krankheiten erfolgen.

Eine mogliche Vorbeugung der Dengue Erkrankung kann durch Impfung geschehen.
2015 wurde der Impfstoff Dengvaxia (CYD-TDV) von Sanofi Pasteur lizensiert.
Als dieser 2016 auf den Philippinen auf dem Markt gebracht wurde, und tiber
800 000 Schulkinder geimpft wurden, gab es jedoch mehrere Komplikationen. Denn,
wie eine nachtriagliche Analyse feststellte, kann eine Impfung von seronegativen
Menschen die Gefahr eines DHF erhohen [36]. So ist die nachdriickliche Empfehlung
Dengvaxia nur fiir seropositiv getestete Menschen zu benutzen [106].

4.2.1. Theoretische Analyse

Die oben diskutierten Bekdmpfungsmafnahmen gegen die Miicken werden in der
Modellierung allgemein mit einem ausgehenden Fluss aus den Miickenkomparti-
menten mit dem Parameter ¢, dargestellt. Ein mogliches Eingreifen auf Seiten der
Menschen Kompartimente mittels Impfung, wird mit einer Impfrate 1) aus den
seropositiven Kompartimenten S} und S? in ein neues, zusétzliches Kompartiment
VI bzw. V2 modelliert. Dabei beschreibt das Kompartiment V' die Menschen,
welche gegen Serotyp ¢ bereits immun und gegen Serotyp j geimpft sind. Da keine
Impfung perfekt ist, wird mithilfe von # die abnehmende Immunitét beriicksichtigt.
Die Moglichkeit einer Infektion, trotz aktiver Impfung, geht zusétzlich mit dem
Parameter o ein. Es resultiert daraus das folgende Gleichungssystem:
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dSCI;t(t) = [y — (b1,hfg () + b27h]5(t) + 1) Sh(t)
d[§£t> = biady (8)Sh(t) = (mn + pn) 1 (t)
dldit(t) = b I3 (8)Sh(t) = (n + pun) I (1)
dsjt(t) = I L () + OV — (S1bynI2(t) + 1 + ) SE(E)
dsa,lz(t) = IR (1) + OVi2 — (620101} (8) + 0 + 1) SE(E)

g
dvgt(t) = pSL(t) — (001bopn I2(1) + 6 + pn) VA (1)
dvdi(t) = Si(t) — (002by p 1y (1) + 0 + pn) Vi (1)
d[,i(t) = S1bonI2(8)(SL(E) + o VL) — (pun + mn) I12(2)
dl,zlt(t) = Soby I (8) (S2(t) + oVi2) — (pn + 1) T2 (1)
dP;;t(t) = (L2 (t) + I3 (1)) — pnRa(t)
Pl = Gt = Ouu 0+ T 0) + b F20) + 1) s+ )50
d]f;(t) = bio(T4() + I (0)S0() = (o + )T (2)

2t
dl§£t> — by (I2(1) + L2(1)) Sy (t) — (pto + ¢0) I2(t)

(4.16)
mit

M :=pna — (o + ) (Na + 114)

Es wird die positiv invariante Menge
O ={ (S, 14, 13, S SE VL VL2 T Ri, S0, L, 12) € RY)

Sit D+ R+ Sh+ ST+ VA4 VR I+ P 4+ Ry <1, S+ I+ 12 <1}
betrachtet und die in €2 liegenden Gleichgewichtspunkte fiir das System (4.16)

berechnet. Die Beweisfithrung einer positiv invarianten Menge ist analog zu
Kapitel 3 und die Berechnung der Gleichgewichtspunkte ergibt
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Satz 4.6:
Das Differentialgleichungssystem (4.16) besitzt folgende in Q) liegende Equilibria
Eprgr Eeng,1r Eingo und E:

e %y =(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0]1,0,0)

e E:nd,l = (Sf*m Ifh’ O? tha 07 Vf;w 0’ Oa 07 0 ‘ S;’ [ikm O) mait
biwbtn + (fto + co) (0 + 1n)

b1,o(b1p + 1in)
tin (b1nbrw — (fo + o) (n + )
b1 (bin 4 o) (0 + )

o () (brnbie — (o + o) (90 + 1))

P by (b A ) (i ) (i + 00+ 6)

. U(bipbiy — (po + co)(Mn + pa))1n

by (bun A+ ) (= ) (e + 0+ 6)
_ge = (ot co)(mn A pn) (bun + )

Y (brwptn + (o + ¢o) (M =+ 1) )brn

e oo M (b1,nb1w — (fo + Co) (Mh + pin))
- 410 —
bun(b1,optn + (o + ¢o) (n + )

— S =

*
_[1h_

o E:nd,? = (S;;, 0,15,0, S;h, 0,V5,0,0,0 ‘ S0, I;U) analog
g E: = (Sli7 [1Ch> I2Cha thv Sgh’ Vlch? VQCh: Ilc2h> I2clh> Rlcz ’ Sg, [fvv IQCv)

Der Koexistenz-Gleichgewichtspunkt kann an dieser Stelle aufgrund der Kom-
plexitét nicht mehr angegeben werden. Uber die Betrachtung der Stabilitéit der
verbleibenden Gleichgewichtspunkte und gestiitzt durch numerische Berechnungen
ist sicher davon auszugehen, dass der Koexistenz-Gleichgewichtspunkt existiert.
Da, wie im vorherigen Kapitel erlautert, die Basisreproduktionszahl und die Invasi-
onszahl die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte bestimmt und um eine Redundanz
zu vermeiden, werden an dieser Stelle direkt beide Kenngréfien ohne Herleitung
angegeben.

Satz 4.7:
Die Teil-Basisreproduktionszahlen des Systems (4.16) lauten:

bi bz v
Ro; = Uik (4.17)
(:uv + Cv)(nh + ,uh)

Beweis. Herleitung und Berechnung analog zu Kapitel 4.1.1 O]
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Satz 4.8:
Die Invasionszahlen fir das System (4.16) lauten:
Ry, Ot (b + €o) (pin + 0 + 01))
Ry = =241 R% —1 4.18
7 R \/ (ke + 0+ 0) (biopn + (po + o) (10 + Mh))( w1 @18)

Beweis. Herleitung und Berechnung erfolgt analog zu Kapitel 4.1.1. Die Invasions-
zahl entspricht, vergleichbar mit dem DGL-System (4.1), der Stabilitdtsbedingung
fiir die endemischen Gleichgewichtspunkte, mit
bjnbsw Sy (00 Vi + 055 + Sf) L
(ko + o) (n =+ 1n)

]

Fiir die Darstellung der stabilen Bereiche der Gleichgewichtspunkte werden die
Parameter gleich wie in Kapitel 3 und Kapitel 4.1 gewahlt. Zusétzlich werden
folgende impfspezifischen Parameter festgelegt.

B 1 2
“07-365 7 100
Die Werte fiir die Impfrate und das Sprithen von Adultizid sind

1 1
YZ500 “ 7 50
Zur Verdeutlichung des Einflusses der Bekdmpfungsstrategien ist zum einen,
analog zu Abbildung 4.2, §; = 0.9 und d; = 0.8 gewéhlt. Zum anderen sind in
Abbildung 4.6 b) die Trennlinien fiir §; = 1 dargestellt.

6

(a) 61 = 0.9 und 6, = 0.8 (b) 4y = 1.0 und 5, = 1.0

Abbildung 4.6.: Stabilitdtsbereiche der Gleichgewichtspunkte fir ¢ = 0.9 mit
a) (51 =09 & (52 = (0.8 und b) (51 =10& (52 =1.0
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Es zeigt sich ein deutliches Verbreitern der Bereiche mit einem dominierenden
Serotyp. Selbst fiir §; = 1 sind die Bereiche, in denen der jeweilige mono-endemische
Gleichgewichtspunkt lokal stabil ist, noch klar erkennbar. Damit tritt die positive
Wirkung der Bekdmpfungsstrategien offensichtlich hervor.

4.2.2. Numerische Berechnung

Fiir eine gute Vergleichbarkeit werden als Parameter- und Anfangswerte dieselben
Werte wie in Kapitel 4.1.2 angenommen. Die impfspezifischen Werte und die Werte
fiir die Bekdimpfungsstrategien sind ebenfalls wie vorab definiert gewéhlt. Die Werte
der in € liegenden Gleichgewichtspunkte, ohne den trivialen Gleichgewichtspunkt,
berechnen sich fiir e = 0.9 zu:

- By = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0|1,0,0)

- Erqy =1(0.12,2.2-107%,0,0.52,0,0.36,0,0,0,0[9.98 - 107*, 1.5 - 1073, 0)

- Efq, =1(0.15,0,2.2-107,0,0.50,0,0.35,0,0,0/9.99 - 107*,0,1.3 - 10~%)

. =(74-1072,1.3-107*,1.0-107%,7.3-107%,4.5-1072,5.1 - 1072,
3.2-1072,1.0-1074,0.8-1074,0.72|9.97 - 107", 1.4 - 1073, 1.2 - 107?)

und die Teil-Basisreproduktions- und Invasionszahlen zu:

Rop =2.89
Ry = 2.60
Ris =2.08
Ry =2.34

Die Basisreproduktions-, wie auch die Invasionszahlen sind deutlich niedriger,
als ohne den Kontrollen. Dennoch sind alle Kenngréfien > 1, wodurch nur der
endemische Koexistenz-Gleichgewichtspunkt lokal asymptotisch stabil ist. Damit
ist trotz Impfung und Adultizid auch hier eine rasche Ausbreitung der Krankheit
zu erwarten. Die Systemverldufe ergeben sich damit wie folgt:
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Abbildung 4.7.: Verlauf der infizierten Menschenkompartimente abhéngig von e.
Mit (a) e =0.9 und (b) e =1.1

Bei Betrachtung der Verlaufe féllt auf, dass der prinzipielle Verlauf dhnlich ist
wie der aus Abbildungen 4.3. Jedoch ist durch die Impfung und das Spriihen des
Adultizids ein Riickgang der infizierten Menschen, wie auch Miicken zu verzeichnen.
In der folgenden Tabelle sind die Werte der Maxima, sowie die Abnahme der
Gesamtinfizierten Menschen zusammengefasst:

S R FC I I A

Peak Wert mit Impfung % [09 170 1.9 87 1.6 44.1 251
relative gesamt Abnahme % | 0.9 -0.02 0.1 75 46 43 7.8
Peak Wert mit Impfung % | 1.1 6.8 145 53 84 243 394
relative gesamt Abnahme % | 1.1 04 -0.15 38 49 59 44

Tabelle 4.2.: UbersichP der infizierten Kompartimente iiber die Peaks und die
relative Anderung im Vergleich zu dem Modell ohne Impfung

Aus der Tabelle 4.2 zu entnehmen ist, dass die groftten Abnahme bei den infizierten
Miicken und bei den Zweitinfektionen erfolgt. Bei den erstinfizierten Menschen
hingegen ist die Reduzierung verhaltnisméafig gering und im jeweils dominierenden
Serotyp findet sogar eine minimale Erhohung Infektionen statt. Dieses Verhalten
resultiert aus zwei Griinden. Zum einen greift das Sprithen des Adultizids generell
bei allen Miicken und zum anderen erfolgt eine Impfung erst nach Genesung
einer ersten Infektion. Damit ist ein durch eine Impfung generierter Erfolg weder
bei den Erstinfektionen noch im ersten Jahr stark sichtbar, sondern macht sich
erst in den Folgejahren bemerkbar. Nicht in der Tabelle aufgenommen, aber aus
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den Abbildungen zu entnehmen ist zum anderen eine leichte Verringerung des
Peakwertes selbst. Das bedeutet, dass, zu dem Zeitpunkt der Maxima der infizierten
Menschen, weniger Menschen gleichzeitig erkrankt sind. Durch diese breitere
Verteilung der infizierten Menschen, kann somit die Belastung des Krankensystems
wesentlich reduziert werden. Werden nun die Phasenportraits {iber 100 Jahre
betrachtet, ergeben sich folgende Graphen:

<104

(¢) Detailansicht € = 0.9 (d) Detailansicht € = 1.1

Abbildung 4.8.: Phasenportraits abhéngig von €. Mit (a), (¢) e = 0.9 und (b), (d)
e=1.1
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Abbildung 4.9.: Phasenportrait Detailansicht fiir e = 1

Gut zu erkennen ist die Verdnderung der Trajektorie im Vergleich zu den Ab-
bildungen 4.4. Die Losungsbahnen der asymmetrischen Systeme sind versetzter,
wohingegen fiir ¢ = 1 (Abbildung 4.9) eine spiralférmige, gleichméfigere An-
ndherung an den endemischen Gleichgewichtspunkt heraussticht. Fiir ¢ = 0.9
scheint sich die Trajektorie ohne sichtbares System dem endemischen Gleichge-
wichtspunkt anzundhern und schliefslich einzunehmen. Generell bewirkt die Hohe
der dominierenden Infektionsrate (indirekt durch €) eine zeitliche Verzégerung
bis zum Einnehmen des Gleichgewichtspunktes. Hierzu sind im Folgenden die
Systemverlaufe fiir ¢ = 0.9 und € = 1.1 iiber 100 Jahre aufgetragen.
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[ s
] o —_—
= = h
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u 0 |2
g g h
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Abbildung 4.10.: Verlauf der infizierten Kompartimente abhéngig von € iiber 100
Jahre. Mit (a) e = 0.9 und (b) e =1.1
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4.2. Bekimpfungsstrategien

4.2.3. Optimale Steuerung

Eine optimale Steuerung gehort zu der Variationsrechnung und befasst sich grund-
satzlich mit der Minimierung einer Zielfunktion eines nichlinearen dynamischen
Systems innerhalb eines definierten Zeitraumes mit Differentialgleichungen als
Nebenbedingungen [16, 54|. Dabei gilt folgende Definition einer optimalen Steue-
rung:

Definition 4.9:
Fine zuldssige Steuerung u*, welche das System

#(t) = alz(t), u(t), 1)

dazu fiihrt einer zulissigen Trajektorie x* zu folgen, das wiederum das Kosten-
funktional

T =hatty)t) + [ glalt),u(t)0)

to

minimaert, wird als optimale Steuerungskurve und x* als optimale Trajektorie
bezeichnet.

Das optimale Steuerungsproblem wird in dieser Arbeit mittels AMPL (engl.: Alge-
braic modeling language for mathematical programming) programmiert. AMPL ist
eine Modellierungssprache, entwickelt von Robert Fourer, David Gay und Brian W.
Kernighan, in der ein nichtlineares Optimierungsproblem in einer kompakten Form
dargestellt und einem Solver tibergeben wird. Als Solver wird IPOPT (engl.: Inte-
rior Point OPTimizer) verwendet, der eine Primér-Duale Innere Punkte Methode
zur Errechnung der Losung implementiert [39, 101]. Das Optimierungsproblem
hat folgende Form

min - f(w)
st. c(zr)=0 (4.19)
x>0

Die Zielfunktion f : R™ — R, als auch die Nebenbedingungen ¢ : R* — R™
werden als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt. Intern betrachtet IPOPT
die (Hilfs-)Barriere Problemformulierung

iy ,(z) = flz) = p 3 na?) (4.20)
s.t.c(xr) =0,

bei dem die Randbedingungen ersetzt sind durch einen logarithmischen Barriere-
Term, mit der Konstante p > 0, welcher zu der Zielfunktion addiert ist.
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4. Das Zwei Serotypen Modell

Die erste Ordnungs Optimalitdtsbedingungen fiir das Barriere-Problem sind mit
folgender Formulierung gegeben:

Vfi(x)+ Ve(x)h—2z2=0 (4.21a
clx)=0 (

XZe—pe=0 (4.21c

z,z22>0 (4.21d

Dabei sind A € R™, z € R" die Lagrange Multiplikatoren der Gleichungs- und
Randbedingungen, X = Diag(z), Z = Diag(z) und e = (1,...,1)T. Durch die
Regularisieriung mit der Hessematrix werden Maximierungs- und Sattelpunkte,
die die Bedingungen 4.21 ebenfalls erfiillen, vermieden. Auf eine detaillierte
Beschreibung des Algorithmus wird an dieser Stelle verzichtet, kann jedoch in
[101] nachgelesen werden.

Bei der Programmierung in AMPL wird bei jedem Iterationsschritt von IPOPT
folgende Information mit ausgegeben:

Spalte | Uberschrift | Bedeutung
1 iter | Iterationszéhler k (r: Restorations Phase)
2 objective | aktueller Wert der Zielfunktion f(zy)
3 inf pr | aktuelle primale Unzuléssigkeit (Max Norm), ||c(zg)|| .,
4 inf_du | aktuelle duale Unzuléssigkeit (Max Norm), ||Gl.(4.21a)||
5 lg(mu) | log;, des aktuellen Barriere Parameter Wertes p
6 |d|| | Max Norm der Primalen Such Richtung, ||Ag|
7 lg(rg) | log,, der Hessematrix Stérung J, (—: keine, J, = 0)
8 alpha_du | Duale Schrittgrofe o™
9 alpha_pr | Primale Schrittgrofe o
10 Is | Anzahl der angepassten Schritte der Pfadsuche [ + 1

Tabelle 4.3.: Ubersicht der IPOPT Iterations Ausgabe [99, 100]

Bei Beendigung des Algorithmus wird in der Kommandozeile der Status des zu
optimierenden Problems angeben. Tritt der erzielte Fall einer gefundenen Losung
ein, erscheint: Optimal Solution Found. Weitere Moglichkeiten sind im Anhang A.4
aufgelistet.

Fiir das System (4.16) bedeutet dies, dass die eingefiihrten Grofen ¢, und ¥
nicht mehr konstant sind, sondern verédnderliche Steuervariablen darstellen und
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4.2. Bekimpfungsstrategien

damit den zeitlichen Verlauf des dynamischen Systems beeinflussen kénnen. Das
zu minimierende Kostenfunktional ist dabei folgendes:

J= / o (B0 + BO) e (824 BH) s calt)? + - (00t

Diese Zielfunktion beinhaltet mogliche Kosten fiir das Adultizid, die Behandlung
der infizierten Menschen und den Impfstoff. Damit werden verschiedene Szenarien
betrachtet und mit AMPL, bzw. IPOPT gelost. Die Parameter- und Startwerte
werden wie in den bisherigen numerischen Berechnungen beibehalten und € = 0.9

festgelegt. Die resultierende optimale Steuerungskurve wird mit Matlab gezeichnet.

Tabelle 4.4 gibt Auskunft iiber die verschiedenen Gewichtungen der Parameter
der Kostenfunktion.

Gewichte Kosten
Fall A | vy =0.17,7 = 0.17,73 = 0.33,v4 = 0.33 | 0.1542
Fall B | 4 = 0.15,75 = 0.15,73 = 0.55,v, = 0.15 | 0.1332
Fall C | 74 = 0.15,7 = 0.15,v3 = 0.15,v4, = 0.55 | 0.1366
Fall D | 94 = 0.15,75 = 0.55,v3 = 0.15,v4 = 0.15 | 0.1496

Tabelle 4.4.: Ubersicht der verschiedenen Fille und deren Gewichtungen fiir

E =

0.9

Mit den unterschiedlichen Gewichtungen aus Tabelle 4.4 ergeben sich aus der
optimalen Steuerung die folgenden Verlaufe fiir die Variablen und die infizierten

Menschen.
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Abbildung 4.11.: Verlauf der Steuervariablen fiir €
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Abbildung 4.12.: Verlauf der infizierten Menschenkompartimente fiir e = 0.9

Anhand der Steuervariablen ist zu erkennen, dass die Impfung mit Start des ersten
Krankheitsanstiegs in derselben Steigung beginnt. Die Verteilung der Intensitéit
korreliert mit den Gewichtungen der verschiedenen Félle. Im Fall D ist ersichtlich,
dass die Impfung mit Ausbruch der Krankheit etwas langsamer beginnt, dafir
intensiver ist und auch langer andauert als in dem Referenzfall A. Die Miickenkon-
trollen setzen direkt ein und bleiben iiber den gesamten Krankheitsverlauf aktiv.
Invers zu den Impfraten zeigt sich der Anteil der Kontrolle bzgl. der Falle A-C.
Ausnahme ist Fall D, welcher mit dem Hauptziel der Minimierung der Zweitin-
fektionen sowohl bei der Impfrate, als auch bei dem Spriithen von Adultizid iiber
dem Referenzfall A liegt.

Obwohl die Verlaufskurven der infizierten Menschen meist sehr nahe beieinander
liegen, ist dennoch der Einfluss der Gewichte gut zu erkennen. Mit einem hohen
Kostenanteil der Adultiziden (Fall B) sind die Ausschldge der infizierten Menschen
am grofsten. Fall A zeigt das Mittel, wenn alle Kosten gleich verteilt sind und in
Fall C bediirfen die Impfungen eines hohen Kostenaufwands. Am deutlichsten
zeigt sich diese Staffelung in dem Verlauf der Serotyp 2 zweitinfizierten Menschen
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4.2. Bekimpfungsstrategien

(Abbildung 4.12 (d)). Darin sticht Fall D, in dem die Zweitinfizierten das grofte
Gewicht tragen, mit besonders wenig Infektionen positiv hervor.

Werden die Peaks mit denen ohne optimaler Steuerung, also mit konstanten
Kontrollen, verglichen, ist bei den Erstinfektionen nur eine geringe Reduzierung
im Maximalwert zu verzeichnen. Die im Vorfeld bereits schwach ausgepragten mit
Serotyp 1 Zweitinfizierten, zeigen dennoch einen leichten Riickgang im Maximal-
wert. Bei den mit Serotyp 2 zweitinfizierten Menschen ist dagegen eine signifikante
Reduzierung der Peakwerte erkennbar. Im Fall D sogar bis 78.9%. Allerdings muss
parallel beriicksichtigt werden, dass die Steuervariablen zu Peakzeiten um eine
ganze Grofenordnung hoher liegt.
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5. ‘ Modellerweiterungen

Neben dieser serotypspezifischen Unterteilung kénnen weitere Verfeinerungen
des Modells vorgenommen werden. Demnach ist bekannt, dass nach Genesung
einer Infektion eine zeitlich begrenzte Kreuzimmunitét gegeniiber dem anderen
Serotyp besteht. Bereits in den 1950-iger Jahren wurde auf Basis der Daten des
zweiten Weltkrieges von Sabin eine zusédtzliche temporare Kreuzimmunitat gegen
andere Serotypen # i erwahnt [83, 84|. Mit dem Auftreten von DHF und DSS
Epidemien und dem Fortschreiten der medizinischen Moglichkeiten, riickte die
temporare Kreuzimmunitdt wieder in den Fokus detaillierter Untersuchungen
[44, 73]. Eine tatsichliche Dauer der Kreuzimmunitét ist allerdings nach wie vor
schwer zu fassen, da es einer iiber mehrere Jahre hinweg andauernden Sammlung
und Auswertung von medizinischen Untersuchungen bedarf. Ein erster Versuch
verschiedene Daten iiber mehrere Jahrzehnte hinweg von mehreren Orten auf
die Dauer einer Kreuzimmunitét zu untersuchen erfolgt in [77]. Darin werden
registrierte Dengue Fille mit verschiedenen Modellen mit unterschiedlicher Dauer
von Kreuzimmunitét verglichen. Das Resultat mit der besten Ubereinstimmung
der aufgetretenen Dengue Fille liefert eine temporire Kreuzimmunitéit von zwei
Jahren.

Ein weiterer Aspekt fiir eine Modellerweiterung ist die Inkubationszeit. Das Den-
gue Virus benotigt Zeit, sich zu vermehren und in einer Menge vorzuliegen, sodass
der Wirt selbst infizierend wirken kann. Diese Dauer zwischen der Ubertragung und
einer moglichen Weiterverbreitung wird Inkubationszeit genannt. Allerdings ist es
nicht trivial, diesen Zeitraum genau zu bestimmen. Zum einen ist es schwierig den
tatsichlichen Zeitpunkt der Ubertragung festzustellen und zum anderen hiingt die
Inkubationszeit zusétzlich von mehreren Faktoren ab, wie z. B. der iibertragenen
Virusmenge, dem Immunsystem des Wirtes oder der Temperatur. Die WHO gibt
die Inkubationszeit mit 4 - 10 Tagen an [107], andere Einschitzung gehen von 4 -
7 Tagen aus (33, 43]. Eine weitere Studie analysierte historische Daten und stellte
eine Verteilung der Inkubationszeit fest, die die durchschnittliche Inkubationszeit
mit 6+ 1.4 Tagen angibt, ihren Peak jedoch bei 5 Tagen hat |72]. Diese Erkenntnis
deckt sich gut mit den heutigen Einschitzungen, weswegen als Parameterwert fiir
die Inkubationszeit der Menschen 5 Tage angenommen wird. Die Inkubationszeit
der Moskitos unterliegt denselben Einflussfaktoren, allerdings mit einer groferen
Schwankungsbreite, da die Einfliisse signifikanter sind. So ist bei durchschnittlichen
25° die mittlere Inkubationszeit zwischen 5 und 33 Tagen [17]. Da die 33 Tage
eher als Ausreiffer zu betrachten sind und nicht den Regelfall widerspiegeln, wird
fiir die Modellierung ein Durchschnittswert von 9 Tagen festgelegt.
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5. Modellerweiterungen

5.1. Das detaillierte Modell

Zur Modellierung der Kreuzimmunitét und einer Inkubationszeit werden zusétz-
liche Kompartimente benotigt. Dabei beriicksichtigt R Individuen, die gegen
den Serotyp ¢ lebenslang immun und gegen den Serotyp j kreuzimmun sind.
x~! modelliert die Dauer der temporiren Kreuzimmunitit und y beschreibt die
durchschnittliche Rate, mit der ein Individuum das Kompartiment R} wieder
verlisst. Das Kompartiment E’ bezeichnet die Personen oder Moskitos, die sich
innerhalb der Inkubationszeit befinden. Mit der Rate \; gehen sie dann in das
Kompartiment der infizierenden Menschen oder Miicken iiber. Damit ist A; ' die
Dauer der Inkubationszeit.

Werden diese zwei zuséitzlichen Aspekte der tempordaren Kreuzimmunitéat und
der Inkubationszeit in das Modell (4.1) berticksichtigt, ergibt sich das in Abbil-
dung 5.1 dargestellte Schema und das daraus resultierende Differentialgleichungs-
system (5.1).

= s i)
1 B |
\ | [ [ ) \
i

iy Hy Hy

SNEE— )
M 0 1) by (1 1) S o

Hh
" T‘/ 1
)

Abbildung 5.1.: Schema des 2 Serotyp Modells mit temporarer Kreuzimmunitét
und Inkubationszeit
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ds;t(t) = pn — (b1 pdy () + b I3 (L) + 1) S(t)

dEjt(t) = bindy (8)Sh(t) — (An + 1) B4 ()

dbz;%t(t) = bo L3 (1) Sh(t) — (M + pin) Bj (1)

dljt(t) = MEy(t) — (mn + pn) I, ()

dji(t) = MER(t) — O + ) I2(1)

d]?t@) = nndy (1) = (X + pn) Ry (1)

det(t) = mdi () — (X + pn) B3 (1)

% = xR} (t) = (51bon I2(t) + 1) SE(E)

% = xR (t) — (Gabip L2 () + 1) S3(2) (5.1)
dji(t) = 01 (bon I2(t)SE(E) — (b + ) 132 (2)

W by T30S20) — G+ )0

dPZ;t(t) — mu(112(t) + T2 (t)) — pun R (1)

%t(t) = o = (bro(Th(1) + () + bao (T2 () + L7()) + 120) Su (1)
dEjf” = buo (T (8) + I3 (1) Su(t) — (Ao + o) B ()

dl*ijt(t) = by (12 () + I;2(1))Ss(t) — (Ao + p0) E2(t)

e (U0

A0 B0 - 0

mit der positiv invariante Menge

VIV Y

Q :{(Sh,E}Z,Eﬁ,]}b,lfb,R}l,Ri,S,ll,S,f,],?,]ﬁl,Rh,Sv,Ei,E? I, 12) e RY|
Sh+EL+Ef+ L+ B+ R+ R+ S+ Si+ [P+ '+ Ry, < 1,
S+ B + B2+ TN 412 < 1}.
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5. Modellerweiterungen

Die Beweisfiihrung einer positiv invarianten Menge und der Stabilitdt des krank-
heitsfreien Gleichgewichtspunktes {iber die Basisreproduktionszahlen Ry, ist analog
zu Kapitel 3 bzw. zu Kapitel 4.1.1.

5.1.1. Theoretische Analyse

Im Folgenden werden die in €2 liegenden Gleichgewichtspunkte, sowie die Teil-
Basisreproduktions- und Invasionszahlen (auf Basis der Néchste-Generations-
Matrix FV 1) analytisch angegeben. Fiir die Herleitung dieser Grofen sei auf
Kapitel 3.2.2 und Kapitel 4.1.1 verwiesen.

Satz 5.1:
Das Differentialgleichungssystem (5.1) besitzt folgende in Q liegende Equilibria
Ebrp, Ean,z, E:nd,g und E:

i EBFE = (17070’07070707070707()’0| 170707070>
L (S, £, 0,15, 0, Ry, 0,55,,0,0,0,0| Sk, EY,, 0, I7,,0)  mit

hﬂth

biwtin + po(Mn + fn) =5

" bl,v(bl,hA o T Mh)
. M (bl RS v +u — o (1h + pn) hﬂLh)
" Hin = b1 (D12 + 1n) (N + i)
o (51 nbios s — Ho(n + Mh)AhJ””‘)
— I, = (1 + Mh>b1v(b1“ et i )/\h+,U«h
. [hTTh <b1 Wb s = Ho(in + pn) hﬂ%)
T G ) Ot b (b o) i
) MhX <b1 Lo — Hv(nh + Mh)Ahﬂh)
T o ) O+ )b (b, hxa ) e
g (1 + o) (b1 p 32 + )
T by (b1 oltn 5ot (0 + m))
T (bl,hbl,%ﬁﬁ = to (1 + ) A”*““)
- bun( Ao + fy) (bmﬂh )\h‘:/lh + o (nn + Mh))
I Hh <b1,hb1,v )\h/}:lih fo (M + fin) ”+N“>
T T

by p 2t <b1,v,uh St 1o (n + ;m))
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o E;‘ndyg =(5;,0,E3,.0,15,.0,R3,.,0,55,.0,0,0|5%,0,E5,,0,13,) analog
i E: = (Sfcw th’ Egh’ [1Ch> I2Ch’ Rih’ Rgh’ thv Sghv If2hv I2clh’ RZ |
Sos Etys By, 11y, 13,)

Beweis. Maple Berechnung und einige Umformungsschritte. O]

Die Teil-Basisreproduktionszahlen berechnen sich zu:

\V4 )\z v>\i, bi, bi,v
Roimre = \/ o (5.2)
fo (1

o+ ) (Ao + o) (A =+ pin)

und die Invasionszahlen zu:

1/2
Rismre = R - [(27/332/3E1/3R2/3 . 21/33*1E*1/3( X )) 4
X + Hn

25/6FE1/6R4/3
"\

32/3[2/3 R4/3 — 28/33—1()@?(# ))1/2 o
h

1/2
—(2_7/332/3E1/3R2/3 . 21/33—1E—1/3( X ))) }
X + pn

mit

1 2
E= : 575 pio (A + 1) (Rg; — 1)+
(bjwttnAn + po(n + pn) (A + 1in))? [()H—uh) bt A+ pin)"(Fo; = 1)

4
X 4 4 4 4/ pd 4
+ 0; Ap + Ry, —1)*+
(<X+/Lh) znhluv( h ,Uh) ( 07 )

98\ 2 1/2
+ (g) (bjottnAn 4 oo (Mn =+ i) (A + m))“) ]

. X%%éinhﬂv(Ah + pp) (R —1)
bjwttnAn + fo(Nh + pon) (A + 1in)

Ry;
R= (Y
<Ro7;)

Die deutlich komplexere Invasionszahl resultiert primér aus den Kompartimenten
der Inkubationszeit. Genaueres hierzu im Unterkapitel 5.2 und im Anhang A.5
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5.1.2. Numerische Berechnung

Fiir die numerischen Berechnungen werden dieselben Parameterwerte wie bisher
(Kapitel 3.4 und Kapitel 4.1.2) verwendet. Damit ergeben sich fiir e = 0.9 die in
liegenden Gleichgewichtspunkte (ohne den trivialen GGP):

- Efpp = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]1,0,0,0,0)

- Erq, =(0.16,1.8-107%,0,2.1-107*,0,2.5-1072,0,0.81,0,0,0,0|
9.98-107%,4.5-107%,0,1.0 - 1073, 0)

- Eq, =(0.20,0,1.7-107%,0,2.0- 107*,0,2.4 - 1072,0,0.78,0,0,0 |
9.99-1071,0,3.9-107%,0,9.0- 107%)

- E; =(9.9-107%,1.1-107%,0.8-1074,1.3 - 1074,1.0- 1074,1.5 - 1072,
1.2-1072,0.10,6.2-1072,1.0- 1074,0.8 - 107*,0.71 |
9.98-1071,6.4-107%,5.7-1072,1.5-1073,1.3 - 1073)

und die Teil-Basisreproduktions- und Invasionszahlen:

Rop = 1.58
Ry = 1.50
Ris =1.66
Ryy = 1.77

Obwohl die Basisreproduktions- und Invasionszahlen bereits deutlich niedriger lie-
gen als zuvor, ist der mathematische Schwellwert von 1 in allen Féllen tiberschritten.
Damit ist der krankheitsfreie als auch die mono-endemischen Gleichgewichtspunk-
te instabil und der Koexistenz-Gleichgewichtspunkt lokal asymptotisch stabil.
Es lasst sich daher vermuten, dass sich die Krankheit schnell ausbreiten und
etablieren wird. Die numerische Berechnung der Systemverldufe werden mithilfe
des odel5s Solver in Matlab berechnet und sind in der folgenden Abbildung 5.2
dargestellt.
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Abbildung 5.2.: Vergleich der erst- und zweitinfizierten Menschenkompartimente
zwischen den Modellen mit und ohne den Erweiterungen der
Kreuzimmunitat und der Inkubationszeit. Darstellung abhéangig

von e. Mit (a), (¢) e = 0.9 und (b), (d) e =1.1

Die Bezeichnung “oER” bzw. “mER” beschreibt die jeweiligen Verldufe ohne den
Kompartimenten der Inkubationszeit (F) und der Kreuzimmunitét (R) bzw.
mit denselbigen. Dabei sind erhebliche Unterschiede bei den Peakwerten, dem
zeitlichen Versatz und zwischen Erst- und Zweitinfektionen zu verzeichnen. Um
qualitative Aussagen treffen zu konnen, welche Erweiterung welchen Einfluss
hat, werden im Folgenden die Aspekte getrennt voneinander betrachtet und die
jeweiligen Auswirkungen erortert.
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5.2. Inkubationszeit

Die zusétzlichen Kompartimente, in denen die Menschen oder Moskitos infiziert,
aber noch nicht infizierend sind, werden mit E! fiir die Menschen bzw. E! fiir die
Moskitos dargestellt. Fiir die mathematische Modellierung wird die Inkubationszeit
mit dem Parameter \; ' modelliert, wobei \; den Zeitraum widerspiegelt, mit der
die Person oder der Moskito von infiziert zu infizierend wechselt. Der schematische
Zusammenhang ist in der Abbildung 5.3 ersichtlich.

Abbildung 5.3.: Modellschema der Inkubations-Kompartimente

Die Inkubationszeit ist von besonderem Interesse, wenn wiahrenddessen ein Orts-
wechsel stattfindet. Damit besteht die Moglichkeit eine Krankheit unbewusst und
ungemerkt in ein Gebiet einzufiihren, in dem ansonsten nur infizierbare Menschen
sind. Das beste Beispiel hierfiir ist die Riickreise aus einem Urlaubsort. Die In-
fektion geschieht bereits wahrend der Reise, die Symptome und die Krankheit
selbst treten jedoch erst in Erscheinung, wenn die Person bereits den Ortswechsel
vollzogen hat. Ist an dem Zielort eine Moskitopopulation existent, kann somit
eine weitere Verbreitung des Dengue Fiebers erfolgen. Genau diese Situation ist
Ausgangspunkt der in dieser Arbeit durchgefithrten Berechnungen. Es ist nicht die
ortliche Verteilung selbst, sondern der Moment in dem wenige infizierte Individuen
auf eine ansonsten naive Population treffen.

5.2.1. Theoretische Analyse

Da die Menschen oder Moskitos wihrend der Inkubationszeit als infiziert gelten,
haben diese Kompartimente Einfluss auf die Basisreproduktionszahl. Ein direkter
Vergleich zwischen einem Grundmodell mit und ohne den Kompartimenten der
Inkubation, ergibt den folgenden Zusammenhang in der Basisreproduktionszahl:

Ay Ah
Ao+ o Ap + i

Réi,mE - R%i,oE (54)
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5.2. Inkubationszeit

mit

Roimp: Teil-Basisreproduktionszahl mit den Inkubations-Kompartimenten.

Royiop:  Teil-Basisreproduktionszahl ohne den Inkubations-Kompartimenten.

Aufgrund der ausschliefslich positiven Parameter gilt Ro; p < Roior. Wird der
Schwellwert von Ry = 1 betrachtet, so zeigt sich, dass die Basisreproduktionszahl
ohne Inkubationszeit mit den Verhéltnissen aus der Dauer der Inkubationszeit
zu der gesamten infizierten Zeit multipliziert wird. Daraus ableitend ist der
Einfluss der Inkubationszeit der Miicken tragender, als der der Menschen. Bei der
Berechnung der Gleichgewichtspunkte gehen genau diese Verhéltnisse wieder ein.
So unterscheiden sich die endemischen, nicht koexistierenden Gleichgewichtspunkte
der infizierten Kompartimente wie folgt:

(b’L hb’L v)\ ‘hu - ,u/l)(nh + ,uh)m)
(nh + Mh)bz v(bz h x o+ 0 Jr‘u + Hn ))\thHh

* ::uh (bl,hbl,’u ooy (77h + ,uh))
ok (7 + Mh)bi o(bi + p1n)

1223 <b7, hbz U>\h+llh - ,uv(nh + ﬂh)
b; h/\”,\w“ (bi,vﬂhﬁ + o (mp + Mh))

. M (bi,nbiw — oo (M + f1n))
OB by (biottn + o (M + i)

ithmE —

+/Jv (5.5)
)

* —
ivymE T

Aufgrund der Komplexitiat wird an dieser Stelle auf den Vergleich der koexistie-
renden Gleichgewichtspunkte verzichtet.

Bei der Betrachtung der Invasionszahlen haben die Kompartimente F;; und E; ,
einen erheblichen Einfluss. Im Anhang A.5 sind die Invasionszahlen angegeben,
fiir die Falle, dass entweder nur die Inkubationszeit der Menschen oder die der
Miicken berticksichtigt wird. Daraus ist die zunehmende Komplexitat bei der
Darstellung der Invasionszahl deutlich erkennbar. Fiir ein Modell, welches die
Inkubationszeit der Miicken als auch die der Menschen beriicksichtigt, berechnen
sich die Invasionszahlen zu:

1 A2/3 _ 98/331/3p\ /2
Rijmrp = —2°/°3%/3 { < ) +

12 AY3C
93/253 ) A1/6 A2/3 _ 98/331/33 1/2
<Cl/2(A2/3 _ 28/331/33)1/2 o AL/3C )
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mit
A =90 (Ao + o) O+ 1) 10 (0 + 10) 0 105,055+
: (bj,hbj,vfszzs;k( 5 A (A A pn) + [ AN+ )05 ,07 .67 (S5)* (S5) >+

28 )\3)\ ()\ +/UL ) 1/2
“binbiwSE(S5) 1o AAUAACIN V)
bS5 it + o e )| )
B = j,hbj,vsis;zuv(ﬁh + ,uh)g)‘v()\v + Mu)3)\h()\h + )

C = pro(mn + 11)* (Mo + 1) (An + 1)

D = b nb;06:5, S (Mn + pin) Mo (Ao + o) (An =+ fin)

Werden nun die Gleichgewichtspunkte fiir S, S und S; eingesetzt, ergeben sich
die vereinfachten Parameter:

93 (i + 111)® (Ao + 1) (N + 110)* [ Rog \°
A= ) 6202 (N 2R —1
(bsoftn i+ to (1 + 1) O + 10))2 \ Roy i Mbto(An + )" (Fo; — 1)+

8

9 1/2
" {5?77?‘:#3(% B — 1+ (22 (s0mhn + o 4+ 1) O + uh»ﬂ )

33
Roi \*
B=02%. 2%
<R0i>
C= Mv(ﬁh + Mh)2<)\’u + ,uv)z()\h + Nh)

b = Sintta (i & n)* Ao + 10)*(An + pin)* (Rm‘)4 (RE — 1)
bjwbtnAn + pto(nn + pn) A+ ) \Roi ) "

Daraus resultiert der folgende Ausdruck fiir die Invasionszahlen:

25/6FE1/6R4/3
“(

1/2
32/3 F12/3 R4/3 28/3371)1/2 _ (2—7/332/3E1/3R2/3 . 21/33_1E_1/3)> }

mit
1
E: 522v)\_|_ 2R4~—1—|—
(bjwitn A + o (M + pn) An + pn))? Mo (An + )" (Rg; — 1)
28 1/2
' (6?77%“3@" + o) (B = 1) + (53)* Bemtn A+ 1o+ 1) M + uh))4) }
Gihtbo (An + fin) (R 1)

" byt + (i + ) N + i)
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5.2. Inkubationszeit

Ry;
R=(=
(Rm)

Trotz Vereinfachungen ist eine Gegeniiberstellung der Invasionszahlen uniiber-
sichtlich, weshalb im Folgenden auf die numerischen Einfliisse eingegangen wird.

5.2.2. Numerische Berechnung

Die Modellierung mit den Kompartimenten der Inkubationszeit mit A\, = %
und A\, = é bewirkt eine zeitliche Verschiebung des Ausbruchs und eine geringe
Verringerung der gesamtinfizierten Menschen. Die Verldufe sind in Abbildung 5.4,

eine prozentuale Anderung in Tabelle 5.1 zu sehen.
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Abbildung 5.4.: Vergleich der (erst-)infizierten Menschen- und Miickenkomparti-
mente zwischen den Modellen mit und ohne der Inkubationszeit.
Darstellung abhéngig von e. Mit (a), (b) ¢ = 0.9 und (c), (d)
e=1.1
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5. Modellerweiterungen

S C R R PR N S

v

Peak Wert % 109 84 1.2 5.8 1.1 234 156
relative Abnahme % 109 26 -183 56 -94 186 20.7
Peak Wert % |11 39 71 37 52 153 222
relative Abnahme % 1.1 -10.3 52 -74 &1 169 16.7

Zeitpunkt des Peaks Tage | 0.9 169 173 229 192 187 253
relative Verschiebung % | 0.9 24.3 256 30.1 26.7 26.7 329
Zeitpunkt des Peaks Tage | 1.1 157 157 174 186 194 178
relative Verschiebung % | 1.1 233 228 23.8 254 251 255

Tabelle 5.1.: Ubersicht der infizierten Kompartimente iiber die Peaks, deren rela-
tive Verschiebung und die relative Anderung im Vergleich zu dem
Modell ohne Inkubationszeit

Aus den Abbildungen 5.4 ist eine deutliche Abnahme des absoluten Peaks er-
sichtlich. Die relative Abnahme bezieht sich jedoch auf die Gesamtanzahl der
infizierten Menschen und Miicken. Hierbei ist je nach dominierendem Serotyp
eine Reduzierung oder eine Erhéhung der infizierten Menschen erkennbar. Bei
den Miicken bewirkt die Beriicksichtigung der Inkubationszeit in allen Fallen eine
Reduzierung iiber 15%. Ebenfalls evident ist die deutliche zeitliche Verschiebung
der Maxima. Trotz verhéltnisméafig wenigen Tagen der Inkubation, ergibt sich
eine offensichtliche Verschiebung in den Verlaufen. Die Maxima zeigen dabei einen
prozentualen Versatz mit tiber 25% auf (bezogen auf ein Jahr). Die Betrachtung
des Phasenportraits in Abhéngigkeit von ¢ ist in Abbildung 5.5 fiir 50 Jahre
dargestellt.
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Abbildung 5.5.: Phasenportraits abhéngig von e. Mit (a), (c) e = 0.9 und (b), (d)
e=1.1

Abbildung 5.6.: Phasenportrait Detailansicht fiir e = 1.0
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5. Modellerweiterungen

Aus den Phasenportraits lassen sich mehrere Riickschliisse ziehen. € < 1 bewirkt
eine Bevorzugung des Serotyp 1. Dies in Kombination mit einer hoheren Infekti-
onsanzahl bei dem Startwerten (I}(0) > I?(0)), fithrt zu dem deutlich groReren
ersten Verhaltnis von S;, zu I} im Vergleich zu dem von Sy, zu I?. Bei € > 1 ist
zwar Serotyp 2 stérker, jedoch sind zu Beginn mehr infizierte Menschen mit Sero-
typ 1 vorhanden, weshalb der Unterschied in Abbildung 5.5 b) nicht so deutlich
hervortritt wie in Abbildung 5.5 a). Bei beiden Phasenportraits ist ein sukzessives
Einpendeln hin zum endemischen Gleichgewichtspunkt gut erkennbar. Nach dem
ersten Ausschlag ist der durch die Startwerte bedingte Unterschied nicht mehr so
stark ausgeprégt, was sich in einem nahezu gespiegeltem Verlauf dufiert. Weiter
hat € einen sichtbaren Einfluss die Form der Trajektorie.

Damit zeigt sich der Einfluss der Inkubationskompartimente £} und E? neben den
theoretischen Aussagen der Basisreproduktionszahl und den Gleichgewichtspunk-
ten auch in der numerischen Betrachtung der zeitlichen Verldufe. Der Unterschied
ist sowohl in der kurzweiligen Betrachtung von einem Jahr, als auch in den Pha-
senportraits bei der Art der Annédherung an den endemischen Gleichgewichtspunkt
deutlich sichtbar.

5.3. Temporare Kreuzimmunitat

Fiir die mathematische Modellierung ist die Erweiterung der temporéaren Kreuzim-
munitét ebenfalls von grofsem Belang. So wird, wie bereits erwahnt, der Einfluss
der Kreuzimmunitéit im Modell mit dem Parameter y und den zusétzlichen Kom-
partimenten R beriicksichtigt. Erste Untersuchungen beziiglich der Relevanz der
Kreuzimmunitat wurden, seitens des Autors, bereits in dem Tagungsbeitrag zur
ASIM in Hamburg [5] getétigt. Darin sind jedoch Hauptaugenmerk die numerischen
Ergebnisse eines Jahres inklusive der Berticksichtigung der aquatischen Miicken.
Hier wird nun, analog zum vorherigen Kapitel, der isolierte Einfluss der Kreuzim-
munitéat analysiert und damit einhergehend der qualitative Langzeiteinfluss auf
das System betrachtet.

5.3.1. Theoretische Analyse

Da die Kreuzimmunitét nicht direkt in die infizierten Kompartimente eingeht,
andert sich dadurch die Basisreproduktionszahl gegeniiber dem Modell ohne
Kreuzimmunitét nicht. Bei Untersuchung der endemischen Gleichgewichtspunkte,
in denen ein Serotyp dominiert, geht die Dauer der Kreuzimmunitét ebenfalls
nicht in die infizierten Komponenten ein.
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5.3. Temporare Kreuzimmunitat

Wird die Darstellung der Gleichgewichtspunkte betrachtet, zeigt sich der Einfluss
der temporaren Kreuzimmunitét bei den Therme R}, und S}, der Gleichgewichts-
punkte Ej g wie folgt:

R O
ih ih X+,uh (56)
Sip = L+ - —

Hh X + Hh

Dieser zeitliche Versatz der Wieder-Infizierbarkeit hat jedoch Auswirkung auf die
Stabilitdt der endemischen Gleichgewichtspunkte. So zeigt sich ein Einfluss auf

die Invasionzahlen mit dem Faktor unter der Wurzel.

X + tn

Ry, X Ot
Ry ==2(]1+ R —1). 5.7
77 Ry \/ X + i Diwpin + o (1 + fn) (Foi =) (5:1)

Die Auswirkung der Kreuzimmunitat auf den dynamischen Verlauf wird in dem
folgenden Unterkapitel betrachtet.

5.3.2. Numerische Berechnung

Fiir die numerische Betrachtung des dynamischen Modells werden dieselben Pa-
rameter- und Startwerte wie in Kapitel 4.1.2 verwendet und um den Parameter
der Kreuzimmunitét y = ﬁ erginzt. Die Darstellung des Systemverlaufs und
die relativen Unterschiede iiber ein Jahr sind in Abbildung 5.7 und Tabelle 5.2

dargestellt.
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Abbildung 5.7.: Vergleich der infizierten Menschen- und Miickenkompartimente
zwischen den Modellen mit und ohne Kreuzimmunitit. Darstel-
lung abhéngig von e. Mit (a), (c), (e) e = 0.9 und (b), (d), (f)
e=1.1

Neben den klaren Unterschieden in den Verlaufen der Zweitinfektionen und den
der Miicken in Abbildung 5.7 sind besonders die relativen Unterschiede signifikant.
Die Auswirkungen auf den zeitlichen Verlauf ist bei den Erstinfektionen vernach-
lissighar. Zwar erscheint fiir € = 0.9 die relative Anderung der Erstinfizierten mit
Serotyp 2 (I?) bedeutend, allerdings sind in diesem Fall die Infektionen insge-
samt sehr niedrig, wodurch eine kleine Ab- oder Zunahme bereits einen hohen
prozentualen Einfluss hat. Durch die nach einer Erstinfektion einsetzende Kreu-
zimmunitat verschieben sich die Maxima der Zweitinfektionen und die Abnahme
im ersten Jahr ist entsprechend. Dies resultiert in die hohen prozentualen Werte
der Gesamtabnahmen und der zeitlichen Verschiebungen der Maxima. Bei den
Miicken ist die Abnahme abhéngig von dem dominierenden Serotyp moderat bis
hin zu signifikant. Die zeitliche Verschiebung der Maxima hingegen ist unbedeu-
tend. Damit ist die zweijahrige Kreuzimmunitét ein mafsgebender Parameter fiir
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5.3. Temporare Kreuzimmunitat

€ I} FES P F N I?
Peak Wert % (09 171 1.7 0.7 0.01 443 4.2
relative gesamt Abnahme % [0.9 -3.4 253 916 942 1.0 80.0
Peak Wert % 1.1 6.5 142 0.2 03 158 36.2
relative gesamt Abnahme % | 1.1 53 -2.6 924 90.3 50.7 14.7
Zeitpunkt des Peaks Tage | 0.9 79 79 365 112 88 88
relative Verschiebung % 109 -02 -02 673 50 -03 -12.2
Zeitpunkt des Peaks Tage | 1.1 73 73 105 365 81 83
relative Verschiebung % (11 03 -02 50 744 -58 -04

Tabelle 5.2.: Ubersicht der infizierten Kompartimente iiber die Peaks, deren rela-
tive Verschiebung und die relative Anderung im Vergleich zu dem
Modell ohne Kreuzimmunitat

Zweitinfektionen. Da genau die Zweitinfektionen das Eintreten von DHF f6érdern,
ist die Kreuzimmunitét fiir die Modellierung unabdingbar. Noch kennzeichnender
ist der Einfluss der Kreuzimmunitéat bei der Betrachtung der Phasenportraits,
welche in Abbildung 5.8 dargestellt sind.
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%103 <1071

(c) Detailansicht ¢ = 0.9 (d) Detailansicht ¢ = 1.1

Abbildung 5.8.: Phasenportraits der infizierten Menschen abhéngig von e.
Mit (a), (¢) € =0.9 und (b), (d) e =1.1

Hier kommt die Dauer der Kreuzimmunitit dadurch zu tragen, dass sich die
Kurven zwar noch dem endemischen Gleichgewichtspunkt annéhern, ihn aber
nicht mehr erreichen, sondern auf einem Attraktor umkreisen. Auffillig ist auch,
dass die Form des Attraktors abhéngig von e variiert. Damit dndert sich das
Verhalten des Systems grundlegend. Zur Veranschaulichung sind hierzu in den
folgenden Abbildungen die Systemverldufe iiber 50 Jahre dargestellt.

%1073

Anteil Kompartimente (Menschen)

Anteil Kompartimente (Menschen)

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Zeit in Jahren Zeit in Jahren
(a) e = 0.9 (b)e=1.1

Abbildung 5.9.: Detaillierter Systemverlauf der infizierten Menschen iber 50 Jahre
abhéangig von e.

Die Relevanz, die Kreuzimmunitéit mit einzubeziehen, ist auch in den Arbeiten
von Stollenwerk et al. dokumentiert, wobei eine erste Analyse in [3| zu finden ist.
Eine Kernaussage darin besagt, dass ein Ubergang des Systems in ein chaotisches
Verhalten moglich ist. Zu erwéhnen ist, dass dem eine stochastische Modellierung
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5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

ohne Beriicksichtigung der Miicken und mit symmetrischen Infektionsraten zu-
grunde liegt und sich damit in ihrer Modellierungsart, zu der in dieser Arbeit
benutzen Form, unterscheidet.

5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

Ein weiterer interessanter Fall tritt auf, wenn die Kreuzimmunitét in Verbindung
mit den Kontrollen untersucht wird. Die schematische Darstellung des betrachteten
Modells ist hierzu in Abbildung 5.10 visualisiert.
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Abbildung 5.10.: Schema des 2 Serotyp Modells mit temporérer Kreuzimmunitét
und imperfekter Impfung

Es erfolgt eine Impfung der seropositiven Menschen, die nun sowohl aus dem
Kompartiment der Wieder-Infizierbaren, als auch dem der Kreuzimmunen stam-
men konnen. Wie in Modell (4.16), geht die nachlassende Immunisierung 6 in die
wieder infizierbaren Menschen S} iiber. Mit der Rate o erfolgt trotz Impfung eine
Erkrankung mit dem zweiten Serotypen. Das dazu gehérende Gleichungssystem
ergibt sich damit zu:
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dsgt(t) = pn — (upIE(t) + bop I2(t) + 1) Si(t)

djjt(t) = binly ()Sn(t) — (mn + pn) I (1)

dlgt(t) = bon L3 (1) Sn(t) = (mn + ) I ()

dRCZ(t =y (t) = (X + ¢ + ) R} (1)

deit(t) = mul2(t) — (x + ¥ + pun) R2(1)

dsjt(t) = XRL(t) + OViE — (81bon I2() + 0 + 1) S)(t)
dsc,l%t(t) = YR2(t) + OV,2 — (8sby pIL(E) + b + 1) S2(1)
d‘;,}t(t) = P(RL(t) + S}(1)) — (001bap I2(t) + 0 + ) VA ()
dVi(t) = Y(R}(t) + SF(t) — (00abi I} (t) + 0 + 1) VA(E)
df,z(t) = 1bon I2(t)(SE(E) + oVib) — (un + mu) I12(2)
d]ilt(t) = Goby p I (1) (S2(t) + oVi2) — (pu, + mu) I (2)
de};(t) = mn(L;*(1) + I3 (1) — s R (1)

dS(;f(t) =ty + € — (o (TH(E) 4 T2 () + b (I2(2) + T2(8)) + pro + €0)S,(2)
d]c”;ft) = b (TL(8) + IR (E)Su(t) = (o + ) I (8)

dlﬁjft) = bo (IZ(0) + 12(1))S0 () = (o + ) I2(1)

(5.8)

mit der positiv invarianten Menge
Q :{(sh, IR, Sy, Vi I Ry, S,, I!) € RY|

Sh+ I+ Ry + S+ Vi+ I + R, <1, SU+I§§1}.
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5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

5.4.1. Konstante Kontrollen

Die Berechnung der in €2 liegenden Gleichgewichtspunkte erfolgt analog zu den
bisherigen. Aufgrund der Komplexitdt werden jedoch nur noch die endemischen
Gleichgewichtspunkte mit einem Serotyp analytisch angegeben. Wie bereits im
vorangegangenen Kapitel wird auch hier, basierend auf numerischen Berechnungen,
nicht nur die Existenz, sondern vorallem auch die lokale asymptotische Stabilitat
des Koexistenz-Gleichgewichtspunktes vermutet.

Satz 5.2:
Das Differentialgleichungssystem (5.8) besitzt folgende in Q liegende Equilibria
Ebre: Eena 1o Eena,o und EL:

e %y =(1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0|1,0,0)
i E:nd,l - (Sf*m Ifh’ O? thv 07 STh? 07 Vl*h’ Oa 07 07 0 ’ S:’ Ifm 0) mat
_ bl,v,uh + (/JJv + CU)(nh + Mh)
b1,o(b1p + 1)

o (b1nb10 — (1o + €0) (M + 1))

1,0 (b1 + o) (Mn + pin)
. L (b1 01w — (oo + o) (M + i)
b (bip A+ ) (4 ) (i + ¥+ X)
o O +0x + 00) (by by — (o + ¢o) (M0 + f1n))0n

b (brp A+ n) (4 ) (i + ¥ 4 X) (1 + 10+ 0)
w(bl,hbl,v - (:uv + Cv)(nh + Mh))nh

*
_[1h_

N 74—
by (bup 4 ) (0 + ) (o + Y+ 0)
_ge (ot co)(mn A pn) (bun + )
Y (buwttn + (po 4 co) (0 =+ i) )orn
_ e = A b — (o + 6o)(0n + 1n))
v —

b1 p (01wt + (1o + o) (M + 1)
L4 Ean}Q = (S;L 07 ];ha 07 R;ha 07 S;}w 07 ‘/2>|;7,a 07 07 0 | S:’ O’ ‘[;”U) analog
i E: = (Sicm Ilchv Izcha Rihv Rghv thv S§h= Vlchﬂ V2ch7 Ilc2hv Izclhv RZ | Slcﬂ va’ I2Cv)

Beweis. Maple Berechnung und einige Umformungsschritte. O
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5. Modellerweiterungen

Die numerischen Werte der in €2 liegenden Gleichgewichtspunkte, ohne den trivialen
Gleichgewichtspunkt, berechnen sich fiir e = 0.9 zu:

- Ejpg = (1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]1,0,0)

- Bia, = (0.12,22-107%,0,8.8-107%,0,0.51,0,0.36,0,0,0,0|
9.99-1071,1.5-1073,0)

- Bras = (0.15,0,2.2-107%,0,8.6 - 107%,0,0.49,0,0.35,0,0,0|
9.99-1071,0,1.3-1073)

-Ef =(75-10"%13-107%,1.0-107%,5.3-1073,4.0 - 1073,7.2 - 1072,
45-1072,5.4-1072,3.4-1072,1.0 - 1074,0.8 - 10~4,0.71 |
9.97-1071,1.4-1073,1.2 - 1073)

Weiter sind, wie bereits erlautert, die Basisreproduktionszahl und die Invasionszahl
ausschlaggebend fiir die Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte. Da die Basisrepro-
duktionszahl unverédndert bleibt und um Redundanzen zu vermeiden, werden an
dieser Stelle die Invasionszahlen ohne Herleitung direkt angegeben. Diese ergeben
sich nach dem Algorithmus der Nichste-Generations-Matrix F'V ! zu:

R .
Ry = 1+ Gu(RS — 1) (5.9)

mit

Oinn (pw + ¢0) (X + Ox + 0¢ + o (pn + X + )
(ptn + 0 + ) (b + X + ) (biwptn + (1o + ¢o) (M + pn))

Deutlich zu sehen ist, dass die zuséatzlichen Kontrollkompartimente und -parameter
einen groken Einfluss auf die Komplexitit der Invasionszahlen ausiiben (vgl. Inva-
sionszahlen aus Satz 4.8). Werden die Faktoren GG; mit den gegebenen Parameter
berechnet, zeigt sich, dass der prozentuale Unterschied zu dem Vorfaktor des
Zwei-Serotypen-Modells mit Kontrollen und ohne Kreuzimmunitéat bei 0.66% liegt.
Das bedeutet, dass bei vorhandenen Kontrollen der Einfluss der Kreuzimmunitét
auf die Basisreproduktions- und die Invasionszahlen nur marginal ist.

Fiir die Betrachtung des Einflusses der Kontrollen auf den Verlauf des Systems mit
Kreuzimmunitéit werden die Detailansichten der Phasenportraits in Abhéangigkeit
von € dargestellt.
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5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Sh

(a) Detailansicht € = 0.9 (b) Detailansicht ¢ = 1.1

Abbildung 5.11.: Detaillierte Phasenportraits der infizierten Menschen abhéngig
von €

Werden die Phasenportraits aus Abbildung 5.11 mit denen aus Abbildung 5.8
(tempordre Kreuzimmunitdt ohne Kontrollen) verglichen, ldsst sich erkennen,
dass das Einfiigen von Kontrollen auf das Systemverhalten einen erheblichen
Langzeiteffekt hat. Die Attraktoren ziehen sich zusammen und die Ausschliage
der Infektionen nehmen deutlich ab, obgleich die Kontrollen als dampfender
Faktor nicht ausreichen, die Schwingungen komplett zu verhindern. Damit ist die
tempordre Kreuzimmunitat der entscheidende Einflussfaktor fiir die Verdnderung
im Systemverhalten (vgl. Abbildung 4.10). Trotzdem ist es, mithilfe von Impfungen
und Mosquito-Kontrollen, moglich, einen bedeutenden Einfluss auf den Verlauf
von Dengue Ausbriichen zu nehmen. Eine Betrachtung des Systemverlaufs iiber 50
Jahre bestétigt numerisch diese Aussage (vgl. Abbildung 5.9 mit Abbildung 5.12).

Anteil Kompartimente (Menschen)
Anteil Kompartimente (Menschen)

Zeit in Jahren Zeit in Jahren

(a) e=0.9 (b)ye=1.1

Abbildung 5.12.: Detaillierter Systemverlauf der infizierten Menschen {iber 50
Jahre abhéngig von e
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5. Modellerweiterungen

5.4.2. Optimale Steuerung

Das Vorgehen zur Berechnung des Systems mittels optimaler Steuerung ist ent-
sprechend Kapitel 4.2.3. Um die Resultate addquat vergleichen zu kénnen, bleiben
das zu minimierende Kostenfunktional, sowie die Gewichtungen unverandert.

J:/Of |:’71 . (]é(t)-f—];%(t))Q_i_/yQ (1112+I]%1(t))2+73'Cv(t)2—|—’}/4' (@b(t))Q dt

Die Parameter- und Startwerte werden wie in den bisherigen numerischen Berech-
nungen beibehalten und € = 0.9 festgelegt. Die Berechnungen erfolgen wieder in
AMPL, mit dem solver IPOPT und die resultierende optimale Steuerungskurven
werden mittels Matlab dargestellt.

Tabelle 5.3 gibt Auskunft {iber die verschiedenen Gewichtungen der Parameter
der Kostenfunktion und stellt die berechneten Kosten fiir ein und fiir fiinf Jahre
gegeniiber.

Gewichte Kosten 1 J. | Kosten 5 J.
Fall A | 4 =0.17,7 = 0.17,v3 = 0.33, v, = 0.33 0.1188 0.1170
Fall B | 74 = 0.15,72 = 0.15,v3 = 0.55,v4 = 0.15 0.1073 0.1055
Fall C | 74 = 0.15,7, = 0.15,v3 = 0.15,v4 = 0.55 0.1004 0.0992
Fall D | 74 = 0.15,v, = 0.55,v3 = 0.15,v4 = 0.15 0.1007 0.1064

Tabelle 5.3.: Ubersicht der verschiedenen Fille und deren Gewichtungen fiir
e = 0.9 fiir ein und fiir fiinf Jahre

Es resultieren aus der optimalen Steuerung fiir ein Jahr und fiir fiinf Jahre das
Systemverhalten der Variablen und der Infizierten Menschen wie folgt.
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5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen
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Abbildung 5.13.: Verlauf der Steuervariablen fiir ¢ = 0.9 {iber ein Jahr
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Abbildung 5.14.: Verlauf der infizierten Menschenkompartimente fiir e = 0.9 iiber
ein Jahr
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5. Modellerweiterungen

Sowohl fiir die Steuervariablen, als auch bei den infizierten Kompartimenten,
zeigen die unterschiedlichen Gewichtungen ihren Einfluss auf die Auspragung
des Peaks. Dabei stellt der Referenzfall A, mit der Gleichverteilung der Kosten,
stets eine mittleren Verlauf der Fille dar. Bei den Zweitinfektionen liegen alle
Falle nahe zusammen, was eine klare Trennung nur im Detail mdglich macht. Die
optimale Steuerung sieht vor, dass die Impfung zu Tag 1 beginnen sollte, relativ
konstant bleibt und ihren Peak gegen Ende des betrachteten Zeitraums erreicht.
Es lasst sich schlussfolgern, dass zu diesem Zeitpunkt eine Vielzahl an Personen
von Erstinfektion genesen sind, und somit eine Impfung stattfinden kann, oder als
Praventivmafknahme anzusehen ist. Die Kontrolle gegen die Mosquitos hingegen
beginnt mit Einsetzen der ersten Infektionen und flacht nach dem ersten Ausbruch
deutlich ab. Werden hier die Peakwerte der infizierten Menschen mit denen ohne
optimaler Steuerung verglichen, ist wiederum eine deutlich Abnahme bei den
Zweitinfektionen zu verzeichnen. Die Beriicksichtigung der Kreuzimmunitat hat
ebenfalls Einfluss auf die Stéarke der Impfrate, welche sich nun unter, oder in
derselben, Grofenordnung wie bei den konstanten Kontrollen befindet.

Im Folgenden sind nun die Verldufe iiber fiinf Jahre dargestellt, wobei ggf. der
Fokus auf kleinere Infektionszahlen in den Jahren 2 - 5 gelegt wird.

12 %10 5 %1073
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—--Fall B I A —--Fall B
Fall € 4tig i Fall €
----- Fall D : it -+ Fall D
3HE i
P inE Pl
:'. Pt -‘.- ig E ::
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Zeit in Jahren Zeit in Jahren
(a) Impfrate 1 (b) Adultizid ¢,

Abbildung 5.15.: Verlauf der Steuervariablen fiir e = 0.9 iiber fiinf Jahre

Bei Betrachtung der Impfung, welche erst nach einer Erstinfektion ansetzen
kann, bewirkt der langer untersuchte Zeitraum eine deutliche Verdnderung der
optimalen Steuervariablen ¢. Die Maximalwerte sind nach einem Jahr und gegen
Ende des betrachteten Zeitraums. Dazwischen, zeitgleich mit der nachlassenden
Kreuzimmunitét, liegt ein kleinerer Ausschlag. Zwischen den Jahren verlauft die
Impfrate auf einem konstant niedrigen Verlauf. Das Sprithen des Adultizids zeigt
einen naheliegenden Verlauf. Mit Ausbruch der Krankheit im ersten Jahr erfolgt der
grofte Peak der Miickenkontrolle. In den Folgejahren klingt die Steuervariable c,
mit wiederkehrenden, in ihrer Intensitdt abnehmenden Peaks, ab und strebt
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5.4. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

einem niedrigen Wert zu. Wie stark der schwankende Verlauf der Miickenkontrolle
ausfallt, liegt dabei von der jeweiligen Gewichtung ab.
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Abbildung 5.16.: Verlauf der infizierten Menschenkompartimente fiir € = 0.9 iiber
fiinf Jahre

Abbildung 5.16 zeigt die Verldufe der infizierten Kompartimente, wobei zwei
Besonderheiten ins Auge fallen. Zum einen die vermeintlich aussterbenden Infekti-
onszahlen der Serotyp 1 Infektionen. Allerdings pendeln sich die Infektionszahlen
nach dem ersten Ausbruch auf einem niedrigen, in dieser Skala nicht ersichtlichem
Niveau ein. Zum anderen zeigt sich ein nahezu identischer Verlauf der Infizier-
ten Kompartimente, unabhéngig des betrachteten Falles. Das bedeutet, dass der
Einfluss der optimalen Steuerung zwar deutlich die Infektionspeaks reduziert, die
verfolgte Strategie jedoch nur im ersten Jahr zum Tragen kommt. Damit ist auch
eine kombinierte Kontrollstrategie denkbar, bei der im ersten Jahr z. B. der Fokus
auf eine Reduktion der infizierten Menschen gelegt, und anschlieftend auf den Fall
gewechselt wird, der tatsédchlich die niedrigsten Kosten verursacht.
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‘ Das Vier Serotypen Modell

Wie bereits anfangs in Kapitel 2 erwdhnt existieren nachweislich vier Serotypen
[11, 62]. Deswegen wird in diesem Kapitel das Zwei Serotypen Modell aus Kapitel 4
auf vier Serotypen erweitert. Es wird zunéchst das reine Modell ohne Erweiterungen
und anschliefsend das Modell mit Kreuzimmunitét betrachtet. Aufgrund des hohen
Komplexitéatsgrades werden direkt numerische Berechnungen angestellt.

6.1. Das Vier Serotypen Basis Modell

Mit der Erweiterung des zwei Serotypen Modells (4.1) auf vier Serotypen ergibt
sich folgendes Differentialgleichungssystem:

dsgt(t) = Hh (kﬁ:l b Ly (t) + p1) Sh(t)
dl§§t> = by, (£)Su(t) — (mn + 1) I}, (1)
dsélt(t) = dj(t) — ( i Sibin Il () + ) S (t)

" I=T.l#i
d];;t(t) = 0iby I3 () () = (4 ma) I (1) (6.1)
Wl _ (3 > 1) — me)

k=11=T1#k

dsjft) (ké(bM A0+ %k (D)) + p10) S,(2)
L _ bi.o (L3, (t) + i I (1)) Su(t) — poI3(t)

dt I=T,l#i

mit der positiv invarianten Menge

0 :{(sh,f,g, Si 19 R, S, I!) € RY|

Sh+Z[h+ZSh+Z Z ["+R, <1, S, +Z[’<1}

i=1 j=1,j7#i

Diese kompakte Schreibweise des Systems inkludiert bereits 27 Differentialglei-
chungen, wobei nur Erst- und Zweitinfektion modelliert sind. Damit sind es vier
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6. Das Vier Serotypen Modell

Kompartimente fiir die Erstinfektionen (I}, i = 1,..,4) und zwolf Kompartimente
fiir die Zweitinfektionen (I,ij, i =1,.,4, j = 1,.,4, i # j). Eine Dritt- und
Viertinfektion ist durchaus moglich, allerdings hier nicht beriicksichtigt. Bei den
infizierten Miicken kommt es zu vier Kompartimenten, eines fiir jeden Serotyp
(I', i = 1,..,4). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird an dieser Stelle auf
die Beweisfiithrung einer positiv invarianten Menge und der Stabilitéit des krank-
heitsfreien Gleichgewichtspunktes tiber die Basisreproduktionszahl Ry verzichtet,
die Vorgehensweise ist jedoch analog zu Kapitel 3 bzw. zu Kapitel 4.1.1. Die
Teil-Basisreproduktionszahlen Ry; sind ebenfalls identisch mit denen aus Satz 4.4
und es gllt Ro = maX(Ro]_, RQQ, R()g, R04).

6.1.1. Numerische Berechnungen

Fiir die numerische Betrachtung des Modells (6.1) werden dieselben Parameter-
und Startwerte wie in Kapitel 4.1.2 verwendet. Weiter werden fiir die zuséatzlichen
Serotypen folgende Parameter angenommen:

Parameter ~ Wert [-|
bon  bin 0.95

ban byp- 0.9
5 1.0
5 1.0

Tabelle 6.1.: Zusatzliche Parameter fiir das Modell 6.1

Dabei werden die Infektionsraten der Serotypen 3 und 4 mit einer leicht abweichen-
den Wahrscheinlichkeit angenommen. Fiir ¢ = 0.9 sind Serotyp 2 und 4 identisch,
Serotyp 3 liegt dann zwischen Serotyp 2 und 4. In diesem Fall gibt es zwei gleich
niedrig-wahrscheinliche Infektionsraten. Fiir e = 1.1 sind alle Infektionsraten
unterschiedlich, wobei die Serotypen 1, 3 und 4 gleich weit auseinanderliegen und
Serotyp 2 leicht verstarkt auftritt. So werden verschiedene Szenarien betrachtet,
ohne dass die Infektionsraten zu weit auseinanderliegen.

Eine numerische Berechnung der Gleichgewichtspunkte zeigt, neben dem trivialen
und dem krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt, noch die mégliche Existenz von
bis zu 15 in € liegenden endemischen Gleichgewichtspunkten. Diese gliedern sich
in GGPs mit einem Serotyp, zwei koexistierende Serotypen, drei koexistierende
Serotypen und alle vier koexistierende Serotypen. Auf die Angabe der Werte wird
an dieser Stelle verzichtet, da diese sehr uniibersichtlich sind und keinen Mehrwert
bieten. Die Teil-Basisreproduktions- und Invasionszahlen sind alle > 1, wodurch
eine Verbreitung der Krankheit zu erwarten ist.

Zur Untersuchung des dynamische Verhaltens des Modells werden noch zusétzliche
Startwerte bendtigt. Um auch hier eine zusétzliche Variation mit hinein zu bringen,
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6.1. Das Vier Serotypen Basis Modell

werden die Startwerte der infizierten Kompartimente mit Serotyp 3 und 4 wie
folgt gewihlt.

I3,(0) = 0.00017, I,(0) = 0.00001

S (0) = 0.99952 (6.2)

Durch den erhéhten Anteil an infizierten Menschen ergibt sich ein minimal kleinerer
Startwert fiir die infizierbaren Menschen Alle weiteren Startwerte werden analog
zu Kapitel 4.1.2 gewdhlt und die verbleibenden neuen Startwerte = 0 gesetzt. Da
bekanntlich bereits eine Zweitinfektion fiir den Krankheitsverlauf relevant ist, wird
bei der Betrachtung des vier Serotypen Modells eine Drittinfektion nicht weiter
berticksichtigt. Die Systemverldufe der Erstinfektionen und der Zweitinfektionen
iiber ein Jahr sind in den folgenden Abbildungen dargestellt, wobei “i1” alle
Zweitinfektionen bezeichnet, die als zweite Infektion mit Serotyp 1 infiziert sind,
analoges gilt fiir die anderen Serotypen.
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Abbildung 6.1.: Verlauf der erst- und zweitinfizierten Menschenkompartimente
abhéngig von €. Mit (a), (¢) e = 0.9 und (b), (d) e =1.1
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Es zeigt sich der zu erwartende starke Ausbruch des infizierten Kompartiments
mit der héchsten Infektionsrate. Fiir € = 0.9 ist dies das mit Serotyp 1 infizierte
Kompartiment I} und fiir € = 1.1 ist es das mit Serotyp 2 infizierte Kompartiment
I?. Die Ausschlidge der Serotypen 3 und 4 sind kaum merkbar, aber dennoch
vorhanden. Damit steigt auch hier ein Risiko fiir eine Zweitinfektion mit den
hoher wahrscheinlichen Serotypen 1 und 2 (Abbildungen 6.1 ¢) und 6.1 d)). Dabei
umfasst “I/1” alle Zweitinfektionen, die als zweite Infektion mit Serotyp 1 infiziert
sind (Rest analog). Die Betrachtung des Modells tiber 100 Jahre, mit Augenmerk

auf die Kompartimente der Zweitinfektionen, zeigt folgenden Verlauf:
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Abbildung 6.2.: Detaillierter Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente
tiber 100 Jahre abhéngig von €. Mit (a) e = 0.9 und (b) e = 1.1

Wie zuvor beschreibt “I ,ij " 1 # j die mit Serotyp j infizierten Zweitinfektionen und
“I?” steht fiir die Summe aller Zweitinfektionen. Wird der erste starke Ausbruch
der infizierten Kompartimente ausgeblendet, zeigt sich ein mit Schwingungen
behaftetes, langsames Einpendeln hin zu einem konstanten Anteil an Zweitinfek-
tionen. Bemerkenswert hierbei ist, obwohl die Infektionsraten von Serotyp 3 und 4
unverdandert bleiben, sind die Infektionen mit Serotyp 4 fiir ¢ = 1.1 verschwindend
gering (Abbildung 6.2 b) ). Numerisch zeigt sich, dass bei zu groker Differenz zwi-
schen den Infektionsraten b; ein bis zwei Serotypen aussterben. Dieses Phénomen
deutet auf mehrere Gleichgewichtspunkte hin, deren Stabilitdtsgrenzen abhingig
von den Verhéltnissen zwischen den Infektionsraten b; sind. Liegen die Infekti-
onsraten nah genug beisammen, so koexistieren alle Serotypen. Die Gesamtheit
der infizierten Menschen I?' schwankt stérker, wenn die Infektionsraten niher
zusammenliegen. Jedoch pendelt sie sich im Laufe der Jahre auf einem annéhernd
identsichen Wert ein. Fiir ¢ = 0.9 betrigt der Gesamtwert an Zweitinfizierten
I?*=1.17-10"* und fiir € = 1.1 betrigt dieser I?* = 1.19-10~*.
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6.1.2. Optimale Steuerung

Auch hier soll mittels einer optimalen Steuerung in AMPL untersucht werden,
wie sich die mdogliche Steuerungen auf das System auswirken. Einbezogen werden
Impfungen fiir seropositive Kompartimente und das Einwirken auf die Miickenpo-
pulationen. Die Einbindung der geimpften Kompartimente in das DGL System
erfolgt wie in dem Modell (4.16) und resultiert in folgendes System:

dS;t(t) = [p — (é b IF(t) + p1n) Sk (1)

dlégt) = i n (1) Sn(t) — (nn + pn) 11, (1)

dsgt) T (8) 4 V() — (Z¢ SibunIL (1) + 4+ pn) Si(t)

%;(t) — $Si(t) — (g(lé# Sibial () + 0 + pn) Vi (t)

djgt(” = Sibin L (8)(Si (1) + V() = (un + i) I (2) o
dsézft) e (Zi)(bkv( E(t) + l:é#k I @) + pw + €0)Su(t)
Oy a0+ 3 TEOIS0) = (4 e 40D

Die Parameter- und Startwerte werden aus dem vorangegangenen Kapitel beibehal-
ten und € = 0.9 festgelegt. Es werden nun die Impfrate 1) sowie die Miickenkontrolle
¢, als Steuervariablen fiir die optimale Steuerung in AMPL {ibergeben und wie
zuvor das nichtlinieare Optimalsteuerungsproblem mittels IPOPT gelost (vgl.
Kapitel 4.2.3). Es folgen das zu minimierende Kostenfunktional wie auch die
zugehorigen Gewichtungen inklusive der bereits errechneten Kosten.

J:/Otf [’71 (i(lh ) +72- (Z Z IU) +’Y3'Cv(t)2+’74'(¢(t))2]dt

=1 1=1 j=1,j#i
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6. Das Vier Serotypen Modell

Gewichte Kosten
Fall A | vy =0.17,79 = 0.17,v3 = 0.33,74, = 0.33 | 0.1744
Fall B | 4 = 0.15,9 = 0.15,v3 = 0.55, 7, = 0.15 | 0.1503
Fall C | 74 = 0.15,795 = 0.15,v3 = 0.15,v4, = 0.55 | 0.1529
Fall D | 4 = 0.15,72 = 0.55,v3 = 0.15,v4 = 0.15 | 0.1793

Tabelle 6.2.: Ubersicht der verschiedenen Félle mit deren Gewichtungen fiir
e = 0.9

Mit den unterschiedlichen Gewichtungen aus Tabelle 6.2 ergeben sich folgende
optimale Steuerungen fiir die Variablen und die resultierenden zweitinfizierten
Menschen.
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0.08 o e Fall D 006 oz . Fall D
0.05 i 0.05
R
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0.03 3 \ 0.03
0.02 3 0.02
0.01 0.01
0 WALLT PP [ ) m— h LLLECLLLLTEY
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Zeit in Tagen Zeit in Tagen
(a) Impfrate 1 (b) Adultizid ¢,

Abbildung 6.3.: Verlauf der Steuervariablen fiir ¢ = 0.9

Hier deutlich zu sehen sind die Auswirkungen der Gewichtungen. In Fall D, mit
den hochsten Kosten bei den Zweitinfizierten, zeigen beide Kontrollen den grofsten
Peak. Ansonsten sind bei hohen Kosten fiir die Impfung die Impfrate gering und
vice versa mit der Miickenkontrolle. Fall A liegt stets zwischen Fall B und Fall C.
Wird der Verlauf der Kontrollen betrachtet, so ist mit steigenden Infektionen ein
abruptes Einsetzen der Miickenkontrolle und ein zeitlich leicht versetztes Starten
der Impung zu sehen. Dieser Veratz geht mit den anwachsenden Zweitinfektionen
einher. Beide Kontrollen zeigen nach dem anfénglichen Peak ein Abflachen und
einen fortfithrend niedrigeren Verlauf.
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6.1. Das Vier Serotypen Basis Modell

0.03 : 0.012 .
—Fall A —Fall A
0.025 —=-Fall B| | 0.01} —==Fall B| |
Fall C Fall C
----- Fall D *++=- Fall D
0.02 0.008
=.£0.015 &= 0.006
0.01 0.004+
0.005 0.002
P TR :. -----
0 LT — o) S— S— . h
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Zeit in Tagen Zeit in Tagen
(a) Zweitinfektion mit Serotyp 1 (b) Zweitinfektion mit Serotyp 2
-3
‘ 14710 ‘
—Fall A —Fall A
—==Fall B|| 1.2} —-==Fall B| |
Fall C| | Fall C
----- Fall D 1 +++== Fall D
0.8}
2
0.6}
0.4}
02 L N
au ——
L A-’-‘-iw e
. . o) — A . .
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Zeit in Tagen Zeit in Tagen
(¢) Zweitinfektion mit Serotyp 3 (d) Zweitinfektion mit Serotyp 4

Abbildung 6.4.: Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente fiir e = 0.9

Betrachtet werden die Zweitinfektionen mit Aufteilung nach der aktuellen Zwei-
4

tinfektion, womit sich in I}' die Kompartimente > I'' befinden. Zu sehen ist,

entsprechend zu der Gewichtung, dass Fall A Ste%sgeinen mittleren Verlauf an
Zweitinfektionen in Bezug auf Fall B und Fall C zeigt. Fall D fallt mit einem
abgeflachten Verlauf auf. Hier wurden anhand der Gewichtungen fiir das Kos-
tenfunktional gezielt die Zweitinfektionen bestraft. Besonders erwéhnenswert ist
allerdings die signifikante Reduzierung der Peakwerte in allen Féllen im Vergleich
zu dem Modell ohne Kontrollen. Sind fiir das Modell 6.1 im Fall der Zweitinfek-
tion mit Serotyp 1 (I}?) (Abbildung 6.1) fiir e = 0.9 Peakwerte bis zu 12.5% zu
verzeichnen, so bleiben die Peakwerte mit optimaler Steuerung immer unter 3.7%.
Das ist eine Reduzierung um mehr als 70%. Fiir die anderen Zweitinfektionen ist
der Riickgang dhnlich. Zu beachten ist, dass hier das Basismodell ohne jegliche
Kontrolle mit dem Modell inklusive optimaler Steuerung verglichen wird.

Um einen Vergleich zwischen konstanter Kontrolle und optimaler Steuerung zu
generieren, wird im folgenden Kapitel das Basismodell, neben der einflussstarken
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6. Das Vier Serotypen Modell

Kreuzimmunitat, zusatzlich um konstante Kontrollparameter erweitert.

6.2. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

Wie in Kapitel 5.3 dargestellt, hat die Erweiterung des Modells um die Kreu-
zimmunitét einen erheblichen Einfluss auf den Verlauf des Systems. Daher wird
nun das Vier Serotypen Basis Modell um die Kreuzimmunitidt und zusétzlich
mit den Steuerungen der seropositiven Impfung und der Moskito Kontrolle (z. B.
Sprithen von Adultizid) erweitert. Die numerischen Berechnungen mit konstanten
Kontrollen erfolgen wie bisher in Matlab mit dem odelbs solver. Im Anschluss
werden die Steuerungen der Impfrate und der Moskito Kontrolle mit optimaler
Steuerung betrachtet, in AMPL gelost und mit den Ergebnissen der konstanten
Kontrollen verglichen. Das zugrundeliegende DGL System fiir alle Berechnungen
ist dabei folgendes:

dSh(t) = Up — (i bk,h]Zf(t) + ,UJh)Sh(t)

dt k=1
d[dﬁt(t) = bindL (1) Sn(t) — (mn + pn) I (t)
d}i(t) = mudi(t) — (¥ + x + pn) Ry (1)
Ui + Vi) - Qi; SbuL(t) + 0 + ) S} (1)
d‘g%(t) (R (1) + S (1)) — (0(121247‘#' Oibialy(t) + 0+ m)Vi(t)  (6.4)
# — Syl (D)(S (1) + oVi(t)) = (un + ) 12 (1)
dR;t@) S S IE) — mBa)

k=11=1,l#k

B b= (S OB+ 5 IO + o+ )50

‘t k=1 1=1,1£k
dfjf) b (L) + S TI()Su() — (o + co)Ii(2)

I=1,l#i
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6.2. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

Auch hier unterliegt die Menge

Q :{(Sh, IR, Si Vi 19 Ry S, I) € RY|
4 4 4 4 4 4
Sht I LAY R+ S+ Vi+> Y LI4+R, <1,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j=1,j7i
4
Sot+ Y I < 1}
i=1

der positiven Invarianz. Wie zuvor wird das System (6.4) direkt numerisch be-
trachtet.

6.2.1. Numerische Berechnungen

Die Parameter- und Anfangswerte werden ebenfalls gleich zu den Werten aus
Kapitel 4.1.2 gesetzt und mit denen aus Tabelle 6.1 ergdnzt. Die impfspezifischen
Werte und die Werte fiir die Bekdmpfungsstrategien sind wie in Kapitel 4.2.1
gewihlt.

Der systematische Verlauf der Erstinfektionen hat sich im Vergleich zu dem
Modell (6.1) (Abbildung 6.1) kaum geéndert. Deshalb werden an dieser Stelle
auf die Abbildungen verzichtet. Bei der Betrachtung der Zweitinfektionen zeigt
sich ein deutlicher Unterschied in den Systemverldufen mit Kreuzimmunitét im
Vergleich zu dem Basismodell ohne Kreuzimmunitéit. Die folgenden Abbildungen
zeigen die Verldufe fiir die Zweitinfektionen fiir das Modell (6.4):
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(a) e=0.9 (b)ye=1.1

o
o

Abbildung 6.5.: Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente abhéngig
von €. Mit (a) e =0.9 und (b) e = 1.1

Drei Aspekte sind deutlich zu erkennen. Der offensichtlichste Aspekt ist der
zeitliche Versatz der Zweitinfektionen (vgl. Abbildung 5.7). Daneben nimmt der
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6. Das Vier Serotypen Modell

Peakwert der Zweitinfektionen ab, was bereits bei den Erstinfektionen auftrat und
teilweise auch eine Folge der Steuerung ist. Neben dem zeitlichen Versatz und der
Abnahme der Peakwerte, ist als dritter Aspekt der Zeitraum der Zweitinfektionen
verandert. Hier dauern die Ausbriiche der Zweitinfektionen langer an. Damit
bleibt die Zahl der Zweitinfektionen zwar anndhernd gleich, allerdings verteilen
sich diese iiber einen langeren Zeitraum. Fiir das Gesundheitssystem und damit
die Behandlung der Infizierten kann es von entscheidendem Interesse sein, in
welchen Zeitraum die Erkrankungen, insbesondere Zweitinfektionen, auftreten.
Demnach tragt eine temporéire Kreuzimmunitét, sofern vorhanden, erheblich zu
einer sinnhaften Modellierung bei.

Wie in Kapitel 5.3 bereits analysiert, hat die Kreuzimmunitét iiberdies einen er-
heblichen Einfluss auf das Langzeitverhalten des Systems. Auch bei vier Serotypen
andert sich das Systemverhalten von auf einen Gleichgewichtspunkt einpendelnden
hin zu einem schwingenden Verlauf (siehe hierzu Anhang A.6). In Kapitel 5.4
hatte die Einfiihrung der Kontrollen dann wiederum einen dédmpfenden Effekt. Bei
Betrachtung von 100 Jahren des Systems (6.4) zeigen sich folgende Systemverldufe:

%1073

Anteil Kompartimente (Menschen)

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Zeit in Jahren Zeit in Jahren
(a) e=0.9 (b)ye=1.1

Abbildung 6.6.: Detaillierter Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente
tiber 100 Jahre abhéngig von e. Mit (a) e = 0.9 und (b) e = 1.1

Aus den Abbildungen ersichtlich, bewirken die Kontrollen einen dampfenden Effekt,
analog zu den Abbildungen 5.12, wobei die Schwingungen ebenso unregelméfig
bleiben wie zuvor. Fiir einen genauen Vergleich sei an dieser Stelle auf Anhang A.6
Abbildung A.1 verwiesen. Darin sind die Verldufe der Zweitinfektionen iiber
100 Jahre fiir das vier Serotypen mit Kreuzimmunitét, aber ohne Kontrollen,
aufgetragen. Die zu dem Modell (6.4) gehorigen Phasenportraits lassen keine
weiteren Erkenntnisse zu, sind zur Vollstdndigkeit im Folgenden jedoch noch
dargestellt.
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6.2. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

(a) Phasenportrait der Erstinfektionen als De- (b) Phasenportrait der Zweitinfektionen als
tailansicht Detailansicht

Abbildung 6.7.: Phasenportrait der Erst- und Zweitinfektionen fiir ¢ = 0.9 im
Detail

6.2.2. Optimale Steuerung
Die optimale Steuerung wird fiir das DGL System (6.4) in derselben Vorgehens-

weise wie in Kapitel 6.1.2 angewendet. Die Parameter sind gleich zu Kapitel 6.2.1
gewahlt und die Impfrate v, sowie die Miickenkontrollen ¢, als Steuervariable
gesetzt. Das zu minimierende Kostenfunktional bleibt ebenfalls unverdndert. Nach-
folgende Tabelle umfasst die Gewichtungen, sowie die errechneten Kosten fiir
e =10.9.

Gewichte Kosten

Fall A | vy =0.17,7 = 0.17,73 = 0.33,v4, = 0.33 | 0.1163

Fall B | 4 = 0.15,75 = 0.15,v3 = 0.55,v4 = 0.15 | 0.1050

Fall C | 94 = 0.15,75 = 0.15,v3 = 0.15,v4 = 0.55 | 0.0982

Fall D | 71 = 0.15, 45 = 0.55,73 = 0.15,~v, = 0.15 | 0.0987

Tabelle 6.3.: Ubersicht der verschiedenen Fille mit deren Gewichtungen und Kos-
ten fiir e = 0.9

Mit den unterschiedlichen Gewichtungen aus Tabelle 6.3 ergeben sich folgende op-
timale Steuerungen fiir die Variablen und die resultierenden infizierten Menschen.
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Abbildung 6.8.: Verlauf der Steuervariablen fiir ¢ = 0.9

Der Verlauf der Miickenkontrolle zeigt deutlich die einsetzende Mafnahme mit
Anstieg der Infektionszahlen. Nach dem ersten Ausbruch an Infektionen gehen
die Kontrollen spiirbar zuriick und bleiben auf einem konstant niedrigen Niveau.
Interessanter ist jedoch der Verlauf der Impfrate. Dieser setzt gleich zu Beginn ein
und flacht mit nachlassenden Erstinfektionen ab. Der Verlauf bleibt niedrig, bis
gegen Ende des dargestellten optimierten Zeitintervalls ein weiterer starker Anstieg
in der Impfrate auftritt. Dieser ist vergleichbar mit denen aus Abbildung 5.13 und
Abbildung 5.15. Damit bewirkt die Beriicksichtigung der Kreuzimmunitét bei der
optimalen Steuerung auch bei vier Serotypen einen spezifischen Einfluss.

Fall 1} I I Vbs

Peak Wert mit OC %! A 11.0 1.1 415 0.11
9.8 12.0 11.7 154
11.5 1.2 44 0.12
5.7 4.0 64 7.7
101 1.0 3.8 0.10
relative Peakwert Reduzierung % 17.2 200 19.1 23.1
Peak Wert mit OC % 101 1.0 3.8 0.10
relative Peakwert Reduzierung % | D 17.2 20.0 19.1 23.1

relative Peakwert Reduzierung %
Peak Wert mit OC %
relative Peakwert Reduzierung %

Peak Wert mit OC %

O 0 Q w w

Tabelle 6.4.: Ubersicht der Anderung der Peakwerte der erstinfizierten Komparti-
mente mit optimaler Steuerung im Vergleich zu dem Modell 6.4
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6.2. Temporare Kreuzimmunitat mit Kontrollen

Tabelle 6.4 zeigt den Vergleich der Erstinfektionen zwischen dem Modell (6.4) mit
und ohne optimaler Steuerung. Die Fille A, C, D zeigen in fast allen Erstinfektionen
eine zweistelle prozentuale Reduzierung des Peakwertes. Das ist ein erheblicher
Riickgang, der ausschlieflich durch die optimale Steuerung zustande kommt.
Ausnahme ist Fall B, in dem die Kosten der Moskitokontrolle deutlich hoher als
die der infizierten Menschen oder des Impfstoffes sind, hier liegt die prozentuale
Reduzierung der Peakwerte der Erstinfektionen bei etwa 5%. Der Verlauf der
Zweitinfektionen mit optimaler Steuerung ist in den Abbildungen 6.9 dargestellt.
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Abbildung 6.9.: Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente fiir e = 0.9

Hier liegen alle Verlaufe, unabhéngig von der Gewichtung, nahe zusammen. Da
die meisten Zweitinfektionen erst nach dem ersten Jahr erfolgen, ist eine genaue
Aussage iiber die Reduktion der Peakwerte schwierig. Allerdings lésst sich fiir
die Zweitinfektionen mit Serotyp 1, die ihren Peak im ersten Jahr verzeichnen,
an dieser Stelle bereits eine Reduktion von 12.5% feststellen. Fiir die restlichen
Zweitinfektionen zeigt der Verlauf gegen Ende des Zeitraumes zwar einen Anstieg,
jedoch sind die Peakwerte niedriger als in der numerischen Berechnung mit
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konstanten Kontrollen. Es ist daher anzunehmen, dass die Peakzahlen hier ebenfalls
unter den Vergleichswerten bleiben. Damit verlaufen die Zweitinfektionen zwar
fast unabhéngig von der Gewichtung, jedoch bewirkt die optimale Steuerung eine
deutliche Reduzierung der Peakwerte. Damit kann mittels optimaler Steuerung
besonders auf die moglich schwer verlaufenden Zweitinfektionen ein entscheidender
Einfluss genommen werden.

Insgesamt lésst sich festhalten, dass eine Modellierung mit vier Serotypen prinzipi-
ell moglich ist, jedoch Rechnungen aufgrund der stark ansteigenden Komplexitéat
nur noch numerisch zu bewéltigen sind. Die Kreuzimmunitét auch bei dem vier
Serotypen Modell einen entscheidenden Einfluss auf das Verhalten des gesamten
Systems. Der deutlich unterschiedliche Verlauf der Zweitinfektionen verhindert
ein Einpendeln auf einen Gleichgewichtszustand und versetzt das System in
einen schwingenden Verlauf. Eine optimale Steuerung bringt in allen Féllen einen
spiirbaren Vorteil gegeniiber konstanten Kontrollen und lasst die auftretenden
Peakwerte signifikant sinken. Ein weiteres interessantes numerisches Ergebnis ist,
dass bei mehr als nur geringfiigigen Schwankungen in den Infektionsraten ein
Konkurrenzverhalten der Serotypen zu beobachten ist. Dies kann soweit fiihren,
dass bis zu zwei Serotypen aussterben. Da aber stets mindestens zwei Serotypen
stabil koexistieren, wird im néchsten Kapitel auf das Zwei Serotypen Modell
zuriickgegriffen. Vorteile hiervon sind eine bessere Ubersichtlichkeit, qualitative
Aussagemoglichkeiten iiber das Verhalten von Zweitinfektionen und die Mog-
lichkeit, weitere Einfliisse einzubeziehen ohne die vorher genannten Aspekte zu
vernachléssigen.
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Wie bereits in Kapitel 5 erwahnt, sind viele Parameter temperaturabhéngig. Die
Aedes Familie kommt urspriinglich aus dem siid(ost)asiatischen tropischen Raum,
in dem ganzjahrig klimatisch ideale Bedingungen fiir die Moskitos herrschen.
Dadurch konnen viele Parameter als konstant bzw. mit nur wenig Schwankung
als konstant approximiert werden. Im européischen Raum herrscht jedoch ein
kontinentales Klima, sodass Temperaturschwankungen einen signifikanten Einfluss
haben konnen. In Untersuchungen zur Temperaturabhéangigkeit verschiedener
Parameter zeigen sich in [59, 68| deutliche Anderungen bei steigenden Tempera-
turen. Den groften Einfluss bewirkt die Stech- und Ubertragungsrate b; bzw.
b, weshalb in diesem Kapitel die Temperaturabhéngigkeit dieser Parameter
mit einbezogen wird. Um vielseitige Ergebnisse zu generieren und gleichzeitig
die Ubersichtlichkeit zu bewahren, wird das Modell (5.1) inklusive Kontrollen
(Impfung und Miickenkontrolle) fiir diese Berechnungen zu Grunde gelegt. Damit
sind alle Verfeinerungen berticksichtigt und es konnen Erst- als auch relevantere
Zweitinfektion untersucht werden.

7.1. Nicht konstante Koeffizienten

Mit den temperaturabhéngigen Parameter b, ;,(7") und b; ,(T") wird dem Modell
die zusétzliche Temperaturvariable T zugefiigt. Die Temperatur selbst ist jedoch
wieder von der (Jahres)Zeit abhéngig. Durch diese Kopplung kénnen die tempera-
turabhéngigen Parameter b, ,(T") und b; ,(T) in zeitabhéngigen Parameter b; (t)
und b;,(t) iiberfiihrt werden und es entsteht dadurch ein nicht-autonomes nicht
lineares Differentialgleichungssystem.

Entscheidend fiir die temperaturabhéngigen Parameter sind die mittleren Tages-
temperaturen. Grenztemperaturen fiir die Virusiibertragung, -entwicklung oder
das Uberleben der Moskitos selbst, kénnen fiir einige Stunden pro Tag kompen-
siert werden, weshalb nicht auf explizite Temperaturspitzen eingegangen werden
muss. Weiter bewegen sich viele Parameter im Bereich von mehreren Tagen bis
hin zu Wochen, weswegen fiir die Modellierung nicht mit Tagestemperaturen,
sondern mit mittleren Wochentemperaturen gerechnet wird. Dazu werden die
vom Deutschen Wetterdienst (DWD) online zur Verfiigung gestellten Wetterdaten
der Wetterstation Bamberg herangezogen, auf eine Woche gemittelt und iiber
das Jahr kontinuierlich aufgetragen. Werden Urlaubsriickkehrende als moglicher
Ausloser angesehen, infizierte Personen in eine infizierbare Population zu initiieren,
ist es naheliegend den zeitlichen Verlauf ab einer typischen Reiseriickkehrzeit, wie
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beispielsweise Friihling, zu betrachten. Deswegen werden, um eine hohe Relevanz
zu gewdahrleisten, die mittleren Tagestemperaturen (2m iiber NN) der Wetter-
station Bamberg von April 2015 bis April 2020 fiir die Modellierung verwendet.

Abbildung 7.1 zeigt den wochentlich gemittelten Verlauf der Temperatur iiber die
Jahre April 2015 bis April 2020.
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Abbildung 7.1.: gemittelter Temperaturverlauf aus den Wetterdaten der Messsta-

tion Bamberg

Die Temperaturabhéngigkeit der verschiedenen Parameterwerte wird an [68| ange-
lehnt und ergibt den folgenden temperaturabhingigen Verlauf der Infektionsrate.
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Abbildung 7.2.: Temperaturabhéngige Stech- und Ubertragungsrate b1

Da alle Parameterwerte Schwankungen beinhalten und die genauen Werte fiir den
europaischen Raum nicht vorhanden sind, wird zusétzlich ein zweites Szenario
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betrachtet. Hierfiir wird folgende Parameterkurve angenommen.
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Durch die Kombination der Wetterdaten mit den temperaturabhéngigen Parame-
tern ergeben sich, mittels Splinefit in Matlab, die resultierenden zeitabhéngigen

Parameterwerte b; 5, (t) und b; ,(¢). Fir by 4(¢) sind diese zeitabhéngigen Verlaufe
fiir beide Szenarien in den Abbildungen 7.4 und 7.5 dargestellt.

0.25

=

= o

o [
T .

©
n

Biss- und Ubertragungsrate
o
w

.

ol H'J“M"ki‘
1

h, r)fl,.“

|

| \
lw_muq' VoS
3

|

———

2

Zeit in Jahren

Abbildung 7.4.: Stech- und Ubertragungsrate in Abhéingigkeit der Zeit

107



7. Wettereinfluss

o
=

o
e w
w v
T T T

=1
R
%

=1
"
un

Biss- und Ubertragungsrate
(=]
[\ ]

=1
o [=1
[ =
T T T

| |

\ f |/ 1

MW N o L‘aLJ L\,ﬁ A
2 3 4

Zeit in Jahren

Abbildung 7.5.: Stech- und Ubertragungsrate in Abhéngigkeit der Zeit fiir alter-
native Parameterkurve

7.2. Konstante Kontrollen

Das daraus resultierende nicht-autonome nicht lineare Differentialgleichungssystem
wird nach dem bereits bekannten Schema numerisch berechnet. Die Parameter
sind beibehalten, ebenso wie die Startwerte der Menschen. Da die Modellierung
zeitlich gesehen im April beginnt und die Populationsausbildung der Miicken
voranschreitet, wird der Startwert der infizierbaren Miicken auf S,(0) = 0.35
gesetzt. Die Ergebnisse der Modellierung iiber fiinf Jahre sind in den folgenden
Abbildungen dargestellt.
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7.2. Konstante Kontrollen

Klar erkennbar sind die wiederkehrenden Ausbriiche der infizierten Menschen
wie auch die der Moskitos mit Peaks in den Sommermonaten. Unterschiedliche
Temperaturen in den Jahren lassen die Ausbriiche unterschiedlich stark ausfallen.
Eine klare Vorhersage ist damit nicht moglich. Jedoch ist auch ein allméahliches
Abklingen der Infizierten ersichtlich. Der erste Ausbruch ist mit Abstand der
stiarkste. Im zweiten Jahr, ist ein offensichtlicher Ausbruch nur fiir Zweitinfektionen
mit Serotyp 2 zu verzeichnen. Das dritte Jahr zeigt kaum Infizierte auf, wohingegen
im vierten und fiinften Jahr wieder kleine Ausbriiche erkennbar sind. Der Einfluss
der Infektionsrate (Szenario 1 & 2) und der Kontrollen wird in der Abbildung 7.7
dargestellt. Hierzu wird fiir beide Szenarien der genannte Zeitraum betrachtet
und zusétzlich dem Modell ohne Kontrollen gegeniibergestellt. Der Fokus liegt
dabei auf den Folgeausbriichen.
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Abbildung 7.7.: detaillierterer Verlauf der infizierten Menschenkompartimente fiir
e=0.9

Gut zu sehen sind die insgesamt starkeren Ausbriiche bei hohrer Infektionsrate.
Ebenfalls deutlich sind die positiven Auswirkungen der Kontrollen. In beiden
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Szenarien reduzieren sich die Peaks merkbar, obwohl zugleich, trotz Kontrollen,
ein jahrliches Wiederkehren von infizierten Menschen (wie auch Miicken) zu
verzeichnen ist. Allerdings haben kleine Anderungen in der Infektionsrate, oder
Wetterschwankungen, bereits signifikante Auswirkungen auf die Art des Ausbruchs.
Es ist daher unmoglich eine exakte Aussage zu treffen, wann welcher Serotyp
wie stark ausbricht. Trotz gleicher Startwerte, gleichen Wetterdaten und gleichen
Parameterwerten (aufer der Infektionsrate) sind die Ausbriiche nicht &hnlich.
Lediglich die Aussage, dass beide Serotypen koexistieren, kann festgehalten werden.
Damit zeigt sich deutlich, dass die Krankheit nicht ausstirbt und der endemische
Koexistenz-Gleichgewichtspunkt weiterhin stabil bleibt. Die Dauer, fiir die die
Infektionsraten anndhernd 0 und die Basisreproduktionszahlen < 1 sind, reicht
somit nicht aus, um den krankheitsfreien Gleichgewichtspunkt anzustreben.

7.3. Optimale Steuerung

Die mit den Temperaturen kombinierten temperaturabhangigen Parameter b;
und b, , werden diskretisiert und in das optimale Steuerungsproblem iibergeben.
Dadurch kann eine temperaturabhéngige optimale Steuerung erhalten werden. Um
eine gute Vergleichbarkeit zu garantieren, ist das Kostenfunktional identisch mit
dem aus Kapitel 4.2.3 und Kapitel 6.1.2. Die Gewichtungen sind ebenfalls gleich
gewihlt. Der Ubersichtlichkeit halber sind diese in der folgenden Tabelle nochmals
aufgelistet und die resultierenden Kosten iiber fiinf Jahre mit angegeben.

Gewichte Kosten S1 Kosten S2
Fall A | 74 = 0.17,7 = 0.17,v3 = 0.33,7, = 0.33 | 1.576 - 1075 | 3.777 - 10~*
Fall B | 74 = 0.15,7, = 0.15, 3 = 0.55,7, = 0.15 | 1.558 - 1075 | 3.378 - 10~*

Fall C | 74 = 0.15, 75 = 0.15, 75 = 0.15,~, = 0.55 | 1.578 - 10~ | 3.146 - 10~

Fall D | 4 = 0.15, 7 = 0.55,73 = 0.15,~, = 0.15 | 1.549 - 10~ | 3.045 - 10~

Tabelle 7.1.: Ubersicht der verschiedenen Fille und deren Gewichtungen der tem-
peraturabhingigen optimalen Steuerung fiir fiinf Jahre abhédngig von
dem jeweiligen Szenario

Auffallig sind die sehr niedrigen Kosten in beiden Szenarien. Wobei die Kosten
in Szenario 2 spiirbar hoher als in Szenario 1 sind. Um die Auswirkungen auf
das System zu betrachten, sind die Ergebnisse iiber fiinf Jahre beider Szenari-
en in den folgenden Abbildungen visualisiert. Dabei wird zunédchst Szenario 1,
Steuervariablen und infezierte Menschen, und nachfolgend Szenario 2 betrachtet.
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7.3. Optimale Steuerung

Beginnend mit den Steuervariablen sind die Verlaufe des Spriihens von Adultizi-
des ¢, und der Impfung mit der Impfrate ) in Abbildung 7.8 dargestellt.
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Abbildung 7.8.: Verlauf der Steuervariablen fiir ¢ = 0.9 {iber fiinf Jahre

Bei beiden Steuervariablen wird direkt stark gestartet, sinkt dann sichtbar ab
und geht nach einem erneuten geringfiigigen Anstieg in ein annéhernd konstantes
Verhalten iiber. Interessanterweise verbleibt die Impfrate auf eben annédhernd
konstantem Niveau und beschreibt nicht, wie die Ausbriiche selbst, einen schwin-
genden Verlauf. Die nach dem Anstieg konstant verlaufende Miickenkontrolle
geht auf die durchgéngig existierende Miickenpopulation zuriick und beschreibt
damit ein kontinuierliches Vorgehen gegen die Miicken. Der im Verhéltnis hohe
Startwert der Steuerungen korreliert mit einer warmen Temperaturphase zu Be-
ginn der Rechnung und der erneute Anstieg ist auf den Ausbruch der Krankheit
zuriickzufiihren. Dabei ist auffillig, dass die Grofenordnung der Steuervariablen
deutlich unter denen aus einer konstanten Kontrolle liegt. Auch hier stellt Fall A
die mittlere Referenz zwischen den anderen Fillen dar.

Die Verlaufe der infizierten Kompartimente ist in den folgenden Graphiken er-
sichtlich. Dabei beinhaltet Abbildung 7.9 die Darstellung der Kompartimente mit
einer Erstinfektion und Abbildung 7.10 zeigt die Menschenkompartimente mit
einer Zweitinfektion.

111



7. Wettereinfluss

—TFallA

—--Fall B
FallC| |

----- Fall D

- — — — —
2 3 4 5

Zeit in Jahren

(a) Erstinfektion mit Serotyp 1

-7
1><10 ‘
—FallA
—--Fall B
0.8} Fall |1
«oe Fall D
0.6}
H_.:
0.4} '!i
i
02t fi
ji
W\
0 A ————
1 2 3 4 5

Zeit in Jahren

(¢) Erstinfektion mit Serotyp 1 detailliert

-4
1210 ‘
- Fall A
1 —==Fall B| |
i Fall C
2 Fall D
0.8}
i
L= 0.6%
!
0.4}
|
0.2 2
ri
g i
0 8 T T—
1 2 3 4 5

Zeit in Jahren
(b) Erstinfektion mit Serotyp 2

< %107° ‘
—Fall A
—==Fall B

ar Fall C|]
=+ Fall D

0 — —

1 2 3 4 5
Zeit in Jahren

(d) Erstinfektion mit Serotyp 2 detailliert

Abbildung 7.9.: Verlauf der erstinfizierten Menschenkompartimente fiir ¢ = 0.9

tuber funf Jahre

14 %107° .
—Fall A
121 —==Fall B|
Fall C
1t 10 Fall D
~ 08¢ ii
< H
o6r §
|
0.4r #i
il
0 -" “ T mEmskrm s msm s maE
1 2 3 4 5

Zeit in Jahren

(a) Zweitinfektion mit Serotyp 1

112

%107°

—FallA

351 —=-Fall B ||
Fall C ||

e Fall D

Zeit in Jahren

(b) Zweitinfektion mit Serotyp 2



7.3. Optimale Steuerung

-11 -12
1 %10 5 %10
——Fall A ——Fall A
—==Fall B —==Fall B
0.8 Fall C 4 Fall C
----- Fall D ===+ Fall D
0.6 ! 3
[l n o~
N_.I: H -—I_.\:
i
0.4 H 2
il f
.
0.2 F ! 1 it
iq,b'! " ’l;_.," {
0 U —— — 0 L W — —
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Zeit in Jahren Zeit in Jahren

(¢c) Zweitinfektion mit Serotyp 1 detailliert (d) Zweitinfektion mit Serotyp 2 detailliert

Abbildung 7.10.: Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente fiir ¢ = 0.9
iiber fiinf Jahre

Auffillig dabei ist, dass sich die Peakwerte deutlich verringert haben. Sowohl die
Erstinfektionen als auch besonders die Zweitinfektionen liegen deutlich unterhalb
der Peakwerte mit konstanten Kontrollen (Abbildungen 7.6 b), 7.7 b)). Ein
Unterschied zwischen den Fillen A-D ist dabei kaum zu erkennen. Nach dem
ersten Ausbruch gibt es einen weiteren, deutlich geringeren Ausbruch im zweiten
Jahr. Danach gehen die Infektionen gegen 0.

Zum Vergleich werden nun die optimalen Steuervariablen und die infizierten
Menschenkompartimente fiir das Szenario 2 betrachtet.
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Abbildung 7.11.: Verlauf der Steuervariablen fiir e = 0.9 tiber fiinf Jahre

Der prinzipielle Verlauf ist dhnlich zu Abbildung 7.8, allerdings stechen einige
Aspekte deutlich hervor. Die Impfrate beschreibt im Fall A nicht wie sonst den
mittleren Verlauf, sondern den Verlauf mit den gréften Werten. Dabei bleibt der
Wert fiir Fall A annédhernd gleich, lediglich die Impfrate fiir die Félle B und D
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sind spilirbar niedriger als zuvor. Das Sprithen des Adultizids hingegen ist um
eine Zehnerpotenz hoher als in Szenario 1. Auch dauert der anfiangliche starke
Verlauf in diesem Szenario langer an, bevor es auf einen niedrigeren Wert féllt. Die
Staffelung der Intensitiat der Steuervariablen ¢, bleibt jedoch wie gehabt. Damit
wird insgesamt mit einer erhohten Miickenkontrolle gegen die erhchte Infektions-
rate vorgegangen. Im Folgenden sind die Verldufe der infizierten Kompartimente
dargestellt, wobei Abbildung 7.12 die Erstinfektionen und Abbildung 7.13 die
Menschenkompartimente mit einer Zweitinfektion beinhaltet.
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Abbildung 7.13.: Verlauf der zweitinfizierten Kompartimente fiir ¢ = 0.9 tiber fiinf
Jahre

Analog zu den vorherigen Ergebnissen sind hier ebefalls die Peakwerte signifi-
kant geringer als mit konstanten Kontrollen. Im Gegensatz zu vorher sind hier
jedoch nach dem zweiten Jahr weiterhin Ausbriiche vorhanden. Damit hat die
Infektionsrate nicht nur Einfluss auf die Peakwerte selbst, sondern auch auf die
Bestéandigkeit der Krankheit in der Population.

Insgesamt zeigt sich in allen betrachteten Féllen und Szenarien die grofe Bedeutung
der Kontrollen, welche, gepaart mit den Infektionsraten, einen entscheidenden
Einfluss auf den Verlauf und die Konsistenz der Krankheitsausbriiche nehmen.
Besonders bei temperaturabhéngigen Parametern ist es fiir die Modellierung daher
essentiell, die Parameterdaten und -kurven so exakt wie moglich zu bestimmen,
um so eine mogliche Prognose fiir den Verlauf erstellen zu kénnen. Abschliefsend
sei zu erwahnen, dass alle Berechnungen auf der Annahme beruhen, dass nur zu
Beginn der Rechnungen infizierte Menschen in das Modell eingebracht werden.
Ein erneutes Einbringen von Infizierten in den Folgejahren ist nicht berticksichtigt.
Infektionsausbriiche basieren daher ausschlieflich auf die initialen Startwerte.
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8. ‘ Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden mathematische Modelle untersucht, die sich mit der
Etablierung von Dengue Fieber in dem siiddeutschen Raum befassen. Die Modelle,
basierend auf der Einteilung in Kompartimente, wurden systematisch verfeinert
und dabei analytische sowie numerische Auswirkungen aufgezeigt. Die wichtigsten
Erkenntnisse und Ergebnisse dieser Arbeit sind nachfolgend zusammengefasst.

Bei den Herleitungen der Grundlagen in Kapitel 3 ist die mittels Lyapunov
Funktionen bewiesene globale Stabilitit der Miicken, wie auch des endemischen
Gleichgewichtspunktes als Resultat festzuhalten. Darauf autbauend wurde in Ka-
pitel 4 ein zwei Serotypen Modell umfassend analysiert. Ein bedeutendes Ergebnis
geht in der analytischen Darstellung der endemischen Gleichgewichtspunkte hervor.
Hierbei kénnen erstmals fiir asymmetrische Ubertragungsraten eine eindeutige
Darstellung des endemischen Koexistenz-Gleichgewichtspunktes ermittelt, sowie
die Eindeutigkeit des Koexistenz-Gleichgewichtspunktes fiir symmetrische Uber-
tragungsraten bewiesen werden. Fiir asymmetrische Ubertragungsraten ist der
Eindeutigkeitsbeweis nicht notwendig, da nur ein Koexistenz-Gleichgewichtspunkt
auftritt. Neben der Existenz des Koexistenz-Gleichgewichtspunktes E. wurde auch
dessen Stabilitéit konsolidiert. Zwar kann analytisch nur die lokale asymptotische
Stabilitéit gezeigt werden, jedoch lassen die numerischen Ergebnisse eine globale
Stabilitdt vermuten. Gestiitzt wird diese Annahme durch die Instabilitat der
monoendemischen Gleichgewichtspunkte Ee,q; bei Uberschreiten des mathema-
tischen Schwellwertes der Invasionszahl R;; > 1. Bei der Gegeniiberstellung der
Grenzfille R;; = Rj; = 1 ist deutlich der vorherrschende stabile Bereich des
Koexistenz-Gleichgewichtspunktes zu sehen. Impfstrategien und abschwéichende
Vorerkrankungen (9;) haben einen positiven Einfluss auf den Stabilitdtsbereich,
kénnen die Dominanz des Koexistenz-Gleichgewichtspunktes jedoch nicht unter-
binden.

Bei den Verfeinerungen des zwei Serotypen Modells in Kapitel 5 wurden ge-
zielt die Inkubationszeit und die temporire Kreuzimmunitédt untersucht. Dabei
zeigt die Inkubationszeit vor allem einen analytischen Einfluss auf Darstellung
der Basisreproduktions- und der Invasionszahl. Numerisch betrachtet, ist das
Einbinden der Kreuzimmunitiat von groferer Bedeutung. Ein Kernresultat ist,
dass sich das Systemverhalten unter Beriicksichtigung der Kreuzimmunitat nicht
mehr auf einen Gleichgewichtspunkt einpendelt, sondern in Schwingungen versetzt
wird. Der endemische Gleichgewichtspunkt ist zwar stabil, jedoch bewegt sich
das System auf einem Attraktor um den Gleichgewichtspunkt herum. Eruiert
wurde dies anhand numerischer Berechnungen und der einhergehenden Darstellung
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der Systemverlaufe sowie deren Phasenportraits. Aufgrund dieser Relevanz, dem
Einbinden der Kreuzimmunitét, wurde das zwei Serotypen Modell mit tempora-
rer Kreuzimmunitét beziiglich moglicher Steuerungen gegen ein Ausbreiten der
Krankheit analysiert. Mit dem Einbeziehen konstanter Kontrollen, insbesondere
der der Impfung, wird erneut das Langzeitverhalten sichtbar beeinflusst. Die
durch die Kreuzimmunitat induzierten Schwingungen werden durch die Kontrollen
deutlich geddmpft, jedoch reichen die untersuchten Kontrollen nicht aus, um das
Systemverhalten wieder auf den Gleichgewichtspunkt zu fithren. Visualisiert ist
dies in den Phasenportraits und in dem Systemverhalten iiber mehrere Jahre.
Ferner kann festgehalten werden, dass eine optimale Steuerung der Kontrollen
die auftretende Peakwerte zusétzlich reduziert. Bereits nach drei bis vier Jahren
liegen die Zweitinfektionen unter 0.2%. Indessen fiithren beide Formen der Kon-
trollmafnahmen zu einer Reduzierung der infizierten Menschen, insbesondere an
Zweitinfektionen und damit zu einer Reduzierung an moéglichen schweren Dengue
Schock Syndrom Fillen.

Im Hinblick auf die vier existierenden Virusarten DENV1-4 wurde in Kapitel 6
ein vier Serotypen Modell behandelt. Aufgrund der sehr hohen Komplexitat des
Modells kénnen hier die Ergebnisse nur numerisch berechnet und nicht analytisch
belegt werden. Eine bemerkenswerte Erkenntnis dabei ist, dass ein Konkurrenzver-
halten der verschiedenen Serotypen davon abhéngt, wie nah ihre Infektionsraten
beisammen liegen. Grundsétzlich besteht nie eine Konkurrenz zwischen zwei
Serotypen, allerdings ist bei einer Abweichung der Infektionsraten von > 10%
ein Aussterben von mindestens einem Serotyp zu beobachten. Der lokal stabile,
polyendemische Gleichgewichtspunkt bleibt weiterhin attraktiv und wird somit,
trotz langer benétigten Zeitraum, eingenommen. Hingegen bewirkt die Beriicksich-
tigung der temporiren Kreuzimmunitit erneut den Ubergang in ein schwingendes
System (siehe Anhang A.6). Werden die Kontrollen mit eingebunden, verbleibt
das Systemverhalten des vier Serotypen Modells, vergleichbar mit dem vorherigen
zwei Serotypen Modell, in einem unregelméfigen Schwingungsverlauf.

Um das mitteleuropéische Klima und die Temperaturabhingigkeit der Stech-
und Ubertragungsraten der Mosquitos zu beriicksichtigen, wurden in Kapitel 7
Wetterdaten des DWD der Messstation Bamberg der Jahre 2015 - 2020 verwendet
und in die Modellierung eines detaillierten zwei Serotyp Modells mit einbezogen.
Die daraus resultierenden zeitabhéngigen Infektionsraten wurden diskretisiert und
so eine temperaturabhéngige Modellierung ermdoglicht. Aus den Untersuchungen
geht hervor, dass in den wiarmeren Monaten ein deutliches Wiederkehren von
Dengue Fieber Ausbriichen zu verzeichnen ist. Zwar ist der erste Ausbruch mit
Abstand der intensivste, dennoch bleibt die Krankheit konsistent erhalten. Bei
einem zweiten Szenario mit leicht erhohter Infektionsrate bleibt die Krankheit
ebenfalls erhalten, weist jedoch qualitativ ein anderes Verhalten auf. Dies un-
terstreicht die Auswirkung von schwankungsbehafteten Parameterwerten und
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damit die Sensibilitdt des Systems. Als weitere Erkenntnis kann festgehalten
werden, dass beriicksichtigte konstante Kontrollen zwar zu einer Reduktion der
Spitzenwerte fiithren, jedoch das Fortbestehen der Krankheit nicht verhindern.
Anschliefsend wurde eine temperaturabhéngige, optimale Steuerung des Systems
iiber mehrere Jahre durchgefiihrt. Als Resultat zeigt sich, dass fiir beide Szenarien,
bei geringerem Kontrolleinsatz, die Ausbriiche deutlich gesenkt werden koénnen.
Zudem konnen bei Szenario 1 Folgeausbriiche nach dem zweiten Jahr génzlich
verhindert werden. Dies verdeutlicht erneut das Potential einer optimalen Steue-
rung gegeniiber den konstanten Kontrollen.

Somit wurden in dieser Arbeit verschiedene analytische und numerische Un-
tersuchungen zu Krankheitsmodellen mit bis zu vier Serotypen, Auswirkungen
von Verfeinerungen der Modelle, zeitlich abhéngige Infektionsraten, sowie jeweils
optimale Steuerungen der Modelle angestellt. Anhand dieser Ergebnisse konnten
relevante Details herauskristallisiert und in die Modellierung aufgenommen werden.
Dadurch wird eine bessere Vorstellung iiber die Ausbreitung von Dengue-Fieber
im stiddeutschen Raum ermdoglicht und potenzielle Kontrollmafnahmen kénnen
wirkungsvoller auf das System abgestimmt werden. Besonders in Zeiten einer
vorherrschenden Pandemie, wie z. B. Covid-19, ist es von entscheidendem Vorteil
die Auswirkungen, das Verbreiten und den Verlauf von {ibertragbaren, geféhr-
lichen Krankheiten zu verstehen, um geeignete Gegenmaftnahmen ergreifen zu
kénnen. Damit leistet diese Arbeit einen bedeutsamen Beitrag zum Verstand-
nis eines Pandemieverhaltens und mogliche Ankniipfungspunkte fiir zukiinftige
Untersuchungen.
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A. ‘ Anhang

A.1. Ubersicht iiber die Kompartimente

Variable | Bedeutung
Sh Anfillige Individuen
E} Individuen wihrend der Inkubationszeit mit Serotyp 1
E? Individuen wéhrend der Inkubationszeit mit Serotyp 2
I Infizierte Individuen (in Modellen mit einem Serotypen)
I} Individuen mit einer Erstinfektion mit Serotyp 1
I} Individuen mit einer Erstinfektion mit Serotyp 2
12 Individuen genesen von Serotyp 1 mit einer Serotyp 2 Zweitinfektion
e Individuen genesen von Serotyp 2 mit einer Serotyp 1 Zweitinfektion
Ry, Resistente Individuen (gegen alle Serotypen, die jeweils auftreten)
R} dauerhaft resistent gegen Serotyp 1 und kreuzimmun gegen Serotyp 2
R? dauerhaft resistent gegen Serotyp 2 und kreuzimmun gegen Serotyp 1
S} gegen Serotyp 1 resistente und fiir Serotyp 2 anféllige Individuen
S? gegen Serotyp 2 resistente und fiir Serotyp 1 anfillige Individuen
V! gegen Serotyp 1 resistente und gegen Serotyp 2 geimpfte Individuen
V2 gegen Serotyp 2 resistente und gegen Serotyp 1 geimpfte Individuen
A, Moskitos in der aquatischen Phase
Sy Anfillige ausgewachsene Moskitos
E! Moskitos wihrend der Inkubationszeit mit Serotyp 1
E? Moskitos wihrend der Inkubationszeit mit Serotyp 2
I, Infizierte Moskitos (in Modellen mit einem Serotypen)
I mit Serotyp 1 infizierte Moskitos
I? mit Serotyp 2 infizierte Moskitos
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A.2. Parameterubersicht

Parameter Bedeutung Wert
B durchschn. Stechrate ausgew. Moskitos 0.84 [%
Bon Infektionsrate von Mokitos auf Menschen 0.25 [Séch
Bho Infektionsrate von Menschen auf Moskitos 0.40 [St}Ch
by, = b1y - 0.9 | Stech- und Infektionsrate Serotyp 3 0.189 [T%ag]
Miicke zu Mensch
byn = b1y - 0.95 | Stech- und Infektionsrate Serotyp 4 0.1995 [%ag]
Miicke zu Mensch
u_lh durchschn. Lebenserwartung von Menschen | 65365 |Tag]
"Iih durchschn. Erkrankungsdauer von Menschen 6 |Tag]
t durchschn. Lebenserwartung von Moskitos 21 [Tag]
NA Entwicklungsrate der Larven zu Moskitos L [T%ag]
@ Anzahl an Eiern pro Brutplatz 7.5 [T%g]
A natiirliche Todesrate von Larven 0.25 [T%ag]
k Anzahl Larven pro Mensch 3 [
5 Einfluss der Serotyp 1 Erstinfektion 0.1 [
92 Einfluss der Serotyp 2 Erstinfektion 0.1 [
€ Grad der Unsymmetrie 09.1.1 [
K Verhéltnis der Infektionsraten 1.6 [-]
o Effizienz des Impfstoffs 0.02 []
6 nachlassende Immunitét bei Geimpften e [T%ag]
i durchschn. Dauer der Kreuzimmunitét 2- 365 |Tag]
ﬁ durchschn. Dauer der Inkubationszeit 5 |Tag]
der Menschen
ﬁ durchschn. Dauer der Inkubationszeit 9 |Tag]
der Miicken
CA Steuervariable, Anteil an Larviziden
Y Steuervariable, Impfungsrate
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A.3. Gleiche Infektionsraten

Fiir den Fall, dass sich die Infektionsraten der verschiedenen Serotypen nicht
oder vernachlassigbar gering unterscheiden, wird by, = by, = by, und by, =
by, = b,. Dadurch kann der endemische Koexistenz-Gleichgewichtspunkt eindeutig
angegeben werden.

EZ = (S, Iins Loy Stans Sa1ns Lons Loans By | Sy, 11y, 13,) - mit (A1)

1lvo

o S; =90
o IC _ ,U,hégE'(E(sl —+ (I))
th Zo(nn + n)
o Ic _ ,U/hélE(E(sz —+ (I))
2h Za(nn + n)
c T]h(SQE(P
° =
" Za (i + )
ge o1 EP
° = —
h 7 (n + pen)

. 77h,uh5%52E2<E52 —+ (I)>

o [C, =
12h Zy Zs(nn, + pon)?

o JC — nhuh5§51E2<E(51 + (I)>
2 21 Za (M + pin)?

o R* o 7’/%(5152E2

" 20 ()2

Z o (M + in)?

o SF =
Yo bpby(unZy + nnZs)
o [F — ,Uh(SQE(E(Sl + (I))
lv by Zo®
o I — puro1 E(Ed + ®)
2 by Zo®
mit

E=1-®
7y = E6165 + (6, + 8)
ZQ - 2E(5152 -+ (I)((Sl + 52)
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und

mit
a = va(bh + Mh)(ﬁhFQ + ,uhl“l)
b = buby0102(pn + 2m) + Tipre (0 + 11)* + bopin(mals + 11 T2)
¢ = [P (mn + pn) 115 — 2by(n + 1) 10 (bn0102(261 621, + pnT'1)+
+ (01 + 02)(Ty (0 + pn) + 20p6162) )+
1
+ B2 (bn6182(pun + 2mn) + 1 (81 + 62) (m + ) ]2

und

[y =1:-0100 — 61 — b9
'y =2-0100 — 61 — 09
I3 =3:0100 — 01 — 9
['y=4:06100 — 61 — 0.

Beweis. Maple Berechnung und einige Umformungsschritte. O]

Bei Berechnung der Gleichgewichtspunkte ergeben sich zunéchst fiir S} = ®; zwei
Losungen mit

CI)IZ (b—C)

Oy =—-(b+0).

QIR

Satz A.1:
Nur &, ist Losung des Koexistenz-GGP fiir das DGL Systems in 2.

Beweis.
Fiir die grundsatzliche Existenz des Koexistenz-Gleichgewichtspunktes E} € €2
gelte ¢ > 0. Sei

L:=c — b
und somit:
L = —4by((by + pro) pn(pen + 2n) + pomip) 0201 (b + pan) - (ML + L)
Damit ® > 0, miissen folgende Bedingungen gelten:

a<0A(b+tec)<0 oder a>0A(bxtc)>0.
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1) a<0<:>(77hF2+/LhF1)<O:
— Fall 1: b > 0:

!

x b+c<0 4
!

x b—c<0

S -V >0&L>0s (nly+ul'y) < 0= Vor. av

— Fall 2: b < 0:
«btc<0

=c<-b=: b

~—

>0
ed<lPedld-P<0e s+ i) >0 4 zuVor a

* b—C%O v

2) a>0& (nhrz + thl) > 0:

&0102(ptn 4 208) — (Mn + p14) (61 4 92) > 0

So(nn + 1) . Mh + U
mit 0y > ————
62(20n + f1n) — (M + pin) 20n + fon

=0, >
— Fall 1: b > 0:
! !
x b+c>0 v Aber: %<1 4
!
x b—c>0
-1V <0e L<0s (gl +ul'y) > 0= Vor. av
— Fall 2: b < 0:
!
x b+c¢>0

=c>—-b=: b

~—

>0
ed-P>0a - >0e (mly+ ul1) <0 4 zu Vor. a

s b—c>0 4
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A.4. IPOPT Ausgaben

138

Solved To Acceptable Level:

Der Algorithmus konnte nicht die gewtinschte Toleranz erreichen, aber einen
Punkt mit einer akzeptablen Toleranz, die in den acceptable * Optionen
definiert ist

Maximum Number of Iterations Exceeded:
IPOPT ist an die maximale Iterationsgrenze gestofsen, die mit der Option
max__iter spezifiziert werden kann.

Maximum CPU time exceeded:
IPOPT hat die maximale CPU Rechenzeit erreicht, die mit der Option
max_ cpu_ time festgelegt werden kann.

Restauration Failed!:
Die Restorationsphase ist bei der Suche eines zuléssigen Punktes gescheitert,
welcher fiir die Filter der Pfadsuche zugelassen ist.

Problem has too few degrees of freedom:
Das deutet darauf hin, dass das formulierte Problem zu wenig Freiheitsgrade
hat, z.B. durch zu viele Gleichungsbedingungen.

Not enough memory:
Es trat ein Fehler bei der Speichergenerierung auf. Das Problem konnte fiir
den Speicher- und Swapkonfiguration zu grofs sein.



A.5. Isolierte Inkubationszeit

A.5. lIsolierte Inkubationszeit

Fiir den Fall einer Inkubationszeit der Miicken ergibt sich folgender Ausdruck fiir

die Invasionszahl:

(5 (4 10)* (N + f10)%D; b0 Ao S5 (S + 0557,))/*
1o (1 1) Ny =+ o)

Wird die Inkubationszeit der Miicken aufer Acht gelassen und nur die der Menschen
berticksichtigt, berechnet sich die Invasionszahl zu folgendem Ausdruck:

(A.2)

Rij,Ev -

213 (A bjnbj 0558y, 113 A3
Rij,Eh _ = ( ht Hh) 3,3, v™ih + = (AS)
3 Al/3 18 pro(mn + ptn) (Ao + fho)

mit

A= bj,hbj,vS;Mi(nh + Nh)Q()\h + ,uh)2'

b b 1/2
| 9SIAL + |3UAR ()2 — 12— 53(55)3SH (A + 21
( o [SRSH)? — 12 885 0+ )
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A.6. Vier Serotypen Modell mit Kreuzimmunitat

Zur Vollstandigkeit sind im folgenden die Systemverldufe iiber 100 Jahre des vier
Serotypen Modells mit Kreuzimmunitit dargestellt.

%107

=

I
=)

o
o

o
ES

=4
[N}

Anteil Kompartimente (Menschen)

Anteil Kompartimente (Menschen)

A\lu

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Zeit in Jahren Zeit in Jahren
(a) e=0.9 (b)ye=1.1

Abbildung A.1.: Verlauf der zweitinfizierten Menschenkompartimente iiber 100
Jahre abhéngig von e. Mit (a) e = 0.9 und (b) e = 1.1

Gut zu erkennen sind die unregelméfigen Schwankungen, die durch die Bertick-
sichtigung der Kreuzimmunitét induziert werden.
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A.7. Alternative Infektionsrate

Abschliefend sind die Systemverlaufe, sowie detaillierte Phasenportraits der al-
ternativen Infektionsrate, wie sie in Kapitel 7 vorgestellt wurde, fiir das zwei
Serotypen Modell mit temporédrer Kreuzimmunitit (Kapitel 5.3 und Kapitel 5.4)
dargestellt.

i i 1 i 1L

3.5 H h 35 . h
2 R "

3t h 34 A h
_____ 112 , R

h \ h
250 b Sy |21 2.5 '\. _____ |21
h h

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Sh Sh

(a) Detailansicht € = 0.9 (b) Detailansicht € = 1.1

Abbildung A.2.: Phasenportraits der infizierten Menschen abhéngig von e.

-

Anteil Kompartimente (Menschen)
Anteil Kompartimente (Menschen)

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Zeit in Jahren Zeit in Jahren
(a) e=0.9 (b) e=1.1

Abbildung A.3.: Detaillierter Systemverlauf der infizierten Menschen {iber 50 Jahre
abhéngig von e.

Auch hier bewirkt die Beriicksichtigung der Kreuzimmunitét eine qualitative
Anderung des Systemverhaltens. (Vergleiche Kapitel 5.3) Auffillig ist besonders der
Verlauf fiir ¢ = 1.1, bei dem nach kurzer Einschwingphase der Gleichgewichtspunkt
eingenommen wird. Jedoch sei an dieser Stelle zu erwahnen, dass der Systemverlauf
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bei einer geringfiigigen Verdnderung der Infektionsrate wieder einen schwingenden
Verlauf aufzeigt. Damit gibt es scheinbar kleine Bereiche, in denen sich das System
zu stabilisieren scheint (vgl. Fenster in einem chaotischen System).

Werden zu diesem System nun konstante Kontrollen eingefiihrt hatte dies in
Kapitel 5.4 eine dampfenden Effekt. In den folgenden Abbildungen sind die
Phasenportraits und die Systemverlaufe mit der alternativen Infektionsrate fiir
das zwei Serotypen Modell mit Kreuzimmunitét und konstanten Kontrollen zu
sehen.
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Abbildung A.4.: Phasenportraits der infizierten Menschen abhéngig von €
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Abbildung A.5.: Detaillierter Systemverlauf der infizierten Menschen abhéngig
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A.7. Alternative Infektionsrate

Die eingefiihrten Kontrollen haben auch hier einen deutlichen Einfluss auf das
Langzeitverhalten des Systems. Fiir € = 0.9 stellt sich ein dampfender Effekt
ein, analog zu Kapitel 5.4. Die Schwingungen fallen deutlich geringer aus und
der Attraktor schrumpft sichtbar. Fiir ¢ = 1.1 hingegen scheinen die Kontrollen
einen gegensatzlichen Effekt auszuiiben. So geht das System von einem anné-
hernd konstanten Verhalten hin zu erkennbaren Schwingungen und damit zu dem
erwartenten Verlauf.
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