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Einfiihrung

Gegenstand der komplex-analytischen Geometrie ist das Studium (kompakter)
komplexer Mannigfaltigkeiten. Eine wichtige Klasse solcher Mannigfaltigkei-
ten bilden die sogenannten projektiven Mannigfaltigkeiten, d. h. die kompakten
Untermannigfaltigkeiten eines projektiven Raumes Pn. Die Bedeutung der
projektiven Mannigfaltigkeiten riihrt daher, dass sie einen wichtigen Ver-
kniipfungspunkt zwischen komplex-analytischer und komplex-algebraischer
Geometrie liefern: Nach dem Satz von Chow ist jede projektive Mannigfal-
tigkeit im Py eine algebraische Varietdt, d.h. das Nullstellengebilde einer
endlichen Menge von homogenen Polynomen in N + 1 Variablen. Dieses
Resultat erlaubt zum einen die Anwendung algebraischer Methoden zur Un-
tersuchung von projektiven Mannigfaltigkeiten, ermoglicht zum anderen aber
auch den Einsatz von analytischen Methoden zur Losung gewisser Probleme
in der algebraischen Geometrie.

Eine differentialgeometrische Verallgemeinerung der projektiven Mannig-
faltigkeiten sind die sogenannten Kihlermannigfaltigkeiten. Die kompakten
Ké&hlermannigfaltigkeiten bilden eine Oberklasse der projektiven Mannigfaltig-
keiten, die sich unter gewissen analytischen Operationen besser verhilt als die
Klasse der projektiven Mannigfaltigkeiten. So sind etwa kleine Deformationen
von Kéhlermannigfaltigkeiten wieder Kdhlermannigfaltigkeiten, wahrend die
Projektivitdt bereits bei kleinen Deformationen verloren gehen kann. Dennoch
gelten viele Eigenschaften projektiver Mannigfaltigkeiten auch fiir kompakte
Kéhlermannigfaltigkeiten, wie etwa die Existenz einer Hodgezerlegung fiir
die komplexe Kohomologie.

Eine in weiten Teilen noch ungeklarte Frage ist, , wie weit” kompakte Kahler-
mannigfaltigkeiten von projektiven Mannigfaltigkeiten ,entfernt” sind. Welche
Kéahlermannigfaltigkeiten konnen beispielsweise in projektive Mannigfaltigkei-
ten deformiert werden?

Problemstellung

In diesem Zusammenhang untersucht die vorliegenden Arbeit den Begriff der
algebraischen Approximierbarkeit. Dabei heifst eine kompakte komplexe Mannig-



Resultate

faltigkeit X algebraisch approximierbar, wenn eine Familie von Deformationen
(Xt)ten derart existiert, dass Xo = X ist und es eine Folge (tx) C A (A C cN
die Einheitskreisscheibe) mit t, — 0 gibt, so dass alle Xy, projektiv sind.

Obwohl der Begriff der algebraischen Approximierbarkeit auf den ersten
Blick sehr natiirlich anmutet, ist es im Allgemeinen sehr schwer, fiir eine
gegebene komplexe Mannigfaltigkeit zu entscheiden, ob diese algebraisch
approximierbar ist.

Die ersten Approximierbarkeitsresultate fiir Flichen (d. h. komplexe Man-
nigfaltigkeiten von Dimension 2) gehen auf K. Kodaira zurtick: In [Kod63b]
konnte er zeigen, dass jede kompakte Kahlerflache eine projektive Deforma-
tion (die aber eventuell im Deformationsraum weit von der Ausgangsflache
entfernt liegt) besitzt. In der Tat ldsst sich mit seinen Methoden aber auch
die algebraische Approximierbarkeit jeder kompakten Kédhlerflaiche beweisen
(vgl. z. B. [FMo4]).

Kodairas Beweis funktioniert unter Zuhilfenahme der Flachenklassifikations-
theorie: In jeder auftretenden Klasse von Kahlerflichen muss die algebraische
Approximierbarkeit mit jeweils speziell an die Situation angepassten Metho-
den separat gezeigt werden. Erst kiirzlich hat N. Buchdahl in [Buco6] und
[Buco8] einen neuen Beweis fiir die Approximierbarkeit von Kéahlerflichen
vorgestellt, der nur sehr grobe Flachenklassifikationsresultate verwendet.

Da die Klassifikationstheorie htherdimensionaler Kdhlermannigfaltigkeiten
noch weit weniger entwickelt ist als die Fldchenklassifikationstheorie, und eine
Verallgemeinerung von Buchdahls Beweis fiir hohere Dimensionen nicht ohne
Weiteres moglich scheint, gibt es derzeit kaum erfolgversprechende Methoden,
die algebraische Approximierbarkeit grofserer Klassen hoherdimensionaler
kompakter Kdhlermannigfaltigkeiten zu zeigen.

Dennoch wurde lange Zeit vermutet, dass jede kompakte Kdhlermannig-
faltigkeit algebraisch approximierbar ist. Diese Vermutung wurde allerdings
von C. Voisin in [Voio4] widerlegt: In jeder Dimension > 4 existieren kompak-
te Kdhlermannigfaltigkeiten, die nicht algebraisch approximierbar sind. In
Dimension 3 hingegen bleibt die Situation weiterhin offen.

Resultate

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die algebraische Approximierbarkeit ge-
wisser Klassen von Kédhlerdreifaltigkeiten zu untersuchen.

In Kapitel [1| wird der Begriff der algebraischen Approximierbarkeit zunéchst
von einem allgemeinen Standpunkt aus betrachtet. So wird etwa die Methode
der Variation von Hodgestrukturen eingefiihrt. Anschlieffend werden die



Einfiihrung

bekannten Resultate fiir Flichen und hoherdimensionale Mannigfaltigkeiten
zitiert, wobei das Resultat fiir glatte Kdhlerflichen auf gewisse singulére
Flachen ausgedehnt wird.

In Kapitel |2l werden gewisse Funktorialitdtsfragen im Zusammenhang mit
algebraischer Approximierbarkeit untersucht. Es geht dabei darum, fiir eine
gegebene holomorphe Abbildung f: X — Y Zusammenhinge zwischen der
algebraischen Approximierbarkeit von X und der algebraischen Approximier-
barkeit von Y zu finden. Zur Untersuchung dieser Problemstellung werden
zundchst einige Projektivitatskriterien fiir Quell- bzw. Bildraume holomorpher
Abbildungen diskutiert. Anschlieffend werden die wesentlichen Aussagen
von Horikawas Deformationstheorie von Abbildungen zwischen komplexen
Mannigfaltigkeiten bzw. Rans Verallgemeinerung fiir komplexe Raume zitiert.
Die allgemeine Theorie wird schliefslich verwendet, um das Funktorialitdtspro-
blem am Beispiel einiger spezieller Typen von Abbildungen zu erdrtern. So
werden Aussagen iiber Aufblasungen, endliche Abbildungen, Surjektionen,
Einbettungen, Morikontraktionen und Flips gewonnen.

Glaubt man an das Moriprogramm fiir Kdhlermannigfaltigkeiten, so ist
jede kompakte Kahlerdreifaltigkeit X bimeromorph zu einem kompakten
Kihlerraum X derart, dass entweder K nef ist oder eine Morifaserung ¢: X =
Y existiert, so dass ¢ entweder ein Konikbiindel tiber einer Flache oder eine
Del-Pezzo-Faserung iiber einer Kurve ist. Ist X nichtalgebraisch, so kann der
letzte Fall nicht auftreten.

In Kapitel 3] wird deshalb die allgemeine Theorie von Konikbiindeln entwi-
ckelt, vor allem im Hinblick auf deformationstheoretische Aussagen.

Kapitel [ behandelt den fiir die vorliegende Arbeit interessanten Fall von
Konikbiindeln iiber Flichen. Hier geht es vor allem darum, die Geometrie des
Diskriminantenorts von Konikbiindeln mit relativer Picardzahl 1 zu verstehen.
Dies sind gerade die aus der Moritheorie stammenden Konikbiindel. Fiir
solche Konikbiindel konnen Chernklassenungleichungen gezeigt werden, die
den Beweis eines der Hauptresultate dieser Arbeit ermoglichen:

Satz 4.15). Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer nichtalgebraischen kom-
pakten Kihlerfliche S mit p(X) = p(S) + 1. Dann ist

H' (Tx) # 0,

d.h. es gibt infinitesimale Deformationen von X. Es existiert sogar eine positiv-
dimensionale Familie von Deformationen von X, aufSer evtl. in den folgenden Fiillen:

(i) S ist ein Torus und  := f*(K;‘</S) ist projektiv flach, d. h. P(E) ist durch eine
Darstellung m1(S) — PGL(3,C) gegeben; des Weiteren ist X nicht von der

Form P(V) fiir ein Rang-2-Biindel V auf S.



Resultate

(ii) S ist minimal eigentlich elliptisch (x(S) = 1) und alle singuliren Fasern der
eindeutig bestimmten elliptischen Faserung r: S — B sind multiple elliptische
Kuroven.

Kapitel |5 zitiert in komprimierter Form die fiir die vorliegende Arbeit
relevanten Resultate aus der Deformationstheorie von elliptischen Faserungen
auf Flachen.

In Kapitel [6| wird die Fortsetzbarkeit von Vektorbiindeln tiber K3-Fliachen
und Tori auf gewisse Familien von Deformationen untersucht. Durch genau-
es Studium der Periodenabbildung werden verschiedene Fortsetzungssitze
bewiesen, die letztlich die algebraische Approximierbarkeit projektivierter
Rang-2-Biindel iiber K3-Flachen und Tori implizieren.

Kapitel [7| verwendet die Resultate der vorangehenden Kapitel, um einige
weitere Approximierbarkeitssdtze zu formulieren. Zunéachst liefert das Studi-
um von Aufblasungen von Flachen folgende Verallgemeinerung der Ergebnisse
von Kapitel [6;

Satz (7.2). Sei S eine kompakte Kiihlerfliche mit x(S) = 0 und V ein Rang-2-Biindel
auf S. Dann ist P(V) algebraisch approximierbar.

Schliefilich werden unter Verwendung der zuvor entwickelten Theorie noch
folgende Sétze tiber die Approximierbarkeit von Konikbtindeln bewiesen:

Satz (7.3). Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer kompakten Kihlerfliche S mit
a(S) =1, E := f*(K;*(/S) und r: S — C die elliptische Faserung von S. Falls fiir
eine allgemeine Faser F von v

Elp = OF?

ist, so ist X algebraisch approximierbar.

Satz lb Sei S eine K3-Fliche, f: X — S ein Konikbiindel und E := f*(K;‘qS).
Falls Geradenbiindel 1.4, L, L3 € Pic S existieren mit

E=Lio Ly L,

dann ist X algebraisch approximierbar.



1 Allgemeines

1.1 Begriffe und Konventionen

In der gesamten Arbeit bewegen wir uns meist innerhalb der Kategorie der
komplexen Raume; mit Abbildung bzw. Morphismus ist deshalb im Folgen-
den, sofern nicht explizit anders spezifiziert, stets ein Morphismus in dieser
Kategorie, d. h. eine holomorphe Abbildung zwischen komplexen Raumen,
gemeint.

Unter einer komplexen Varietiit verstehen wir einen irreduziblen und redu-
zierten komplexen Raum, unter einer komplexen Mannigfaltigkeit eine glatte
komplexe Varietdt. Als Fliche bezeichnen wir stets eine komplexe Mannigfal-
tigkeit der Dimension 2.

Sei f: X — Y eine Abbildung und y € Y ein Punkt bzw. W C Y ein Unter-
raum. Wenn keine Verwechslungsgefahr beztiglich der gemeinten Abbildung
besteht, verwenden wir oft die abkiirzenden Schreibweisen X, := 1 ({y}) fiir
die Faser von y bzw. Xy = f~1 (W) fiir das Urbild von W unter f.

Sei X ein kompakter komplexer Raum. Unter einer Deformation von X
verstehen wir eine eigentliche und flache Abbildung 7t: X — T von einem
komplexen Raum X in einen komplexen Raum T mit ausgezeichnetem Punkt
0 € T derart, dass Xy = X ist. Da wir nur an ,kleinen” Deformationen
interessiert sind, werden wir T stets als Keim (T, 0) auffassen, d. h. wir werden
oft stillschweigend annehmen, dass T bereits durch eine hinreichend kleine
Umgebung U C T von 0 und 7 durch die Einschrankung 7ty : Xy — U
ersetzt wurde.

Die allermeisten der im Folgenden auftretenden Deformationen werden
glatte Basen T besitzen; es ist dann (T,0) = (A,0) als Keim, wobei A die
Einheitskreisscheibe in CN ist (N = dim T).

Wir formulieren nun die zentrale Definition dieser Arbeit:

Definition 1.1 (Algebraische Approximation). Sei X ein kompakter komplexer
Raum. Eine Deformation 7t: X — A von X = X, tiber der Einheitskreisscheibe
A C CN heifit algebraische Approximation von X, wenn es eine Folge (ty)xen C A
derart gibt, dass limy_, tx = 0 ist und Xy, fiir jedes k € N projektiv ist. X
heif3t algebraisch approximierbar, wenn eine algebraische Approximation von X

10



1.2 Variation von Hodgestrukturen

existiert.

1.2 Variation von Hodgestrukturen

Das Studium von Deformationen von kompakten komplexen Mannigfaltig-
keiten ist erst dann interessant, wenn man wirklich an der Veranderung der
komplexen Struktur des deformierten Raumes interessiert ist; die zugrundelie-
gende C*®-Struktur d@ndert sich bei Deformationen namlich nicht:

Satz 1.2 (Ehresmann). Sei f: X — Y eine eigentliche Submersion von C*°-Mannig-
faltigkeiten. Dann ist f lokal trivial, d. h. jeder Punkt y € Y besitzt eine Umgebung
U C Y derart, dass ein C®-Diffeomorphismus ®: =1 (U) — =1 (y) x U existiert
mit pr, o o = f|f71 (uy-

Satz |1.2]liefert beispielsweise sofort topologische Einschrankungen fiir alge-
braisch approximierbare Mannigfaltigkeiten:

Proposition 1.3. Sei X eine algebraisch approximierbare kompakte komplexe Man-
nigfaltigkeit. Dann ist X diffeomorph (also insbesondere auch homdomorph) zu einer
projektiven Mannigfaltigkeit.

Sei nun X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, A C CN die Einheits-
kreisscheibe und 7: X — A eine Deformation von X = Xy. Dann haben wir
nach Satz [1.2| einen C*-Diffeomorphismus ®: X — X x A tiber A (wobei A
wie immer als Keim (A, 0) aufgefasst wird). Dieser induziert fiir jedes k € Ny
und jedes t € A einen Isomorphismus

@F: H*(X,C) = HX(X,C).

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass X eine kompakte Kdhlermannig-
faltigkeit ist. Dann sind die Fasern X, fiir alle benachbarten t € A ebenfalls
Kéhler und wir bekommen eine Hodgezerlegung

HXLC) = D HPI(X).
p+q=k
Ein klassisches Ergebnis aus der Deformationstheorie besagt, dass die Dimen-
sionen h?>9(X) := dim HP9(X;) unabhéngig von t sind ([Voio2, Propositi-
on 9.20]). Wir bekommen damit eine sogenannte Periodenabbildung
PP>9: A — Grass(hP9(X), HPT9(X)),
t @P TI(HP (X))
Die Abbildung PP-9 ist holomorph ([Voio2, Théoréme 10.9]) und kann ver-

wendet werden, um die gegebene Deformation 7 genauer zu studieren (siehe
z.B. den Beweis von Satz [6.1] fiir ein Anwendungsbeispiel).

11



1 Allgemeines

1.3 Kdhlermannigfaltigkeiten

Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. Eine positive reelle (1,1)-
Form w auf X heifst Kihlerform, wenn dw = 0 ist. Jede Kadhlerform w liefert
eine Kohomologieklasse

[w] € HYT(X) N HZ(X,R) = HVT (X, R).
Die Teilmenge
Kx :={[w] | w Kahlerform auf X} ¢ H"' (X, R)

ist ein offener konvexer Kegel, der Kihlerkegel von X. Im Fall, dass Xx eine
rationale Klasse enthilt, d. h. ein

¢ € Xx NHA(X,Q)

existiert, gibt es nach dem Satz von Lefschetz ein Geradenbiindel L € PicX, so
dass
c1(L) =mg

tiir eine natiirliche Zahl m ist. Da ¢ von einer positiven (1, 1)-Form reprasen-
tiert wird, ist L positiv, also ist X nach dem Kodairaschen Einbettungssatz
projektiv.

Ist X eine Kdhlermannigfaltigkeit, so ist Kx # (. Sei in diesem Fall w
eine Kahlerform auf X. Da H?(X, Q) dicht in H2(X, R) ist, existiert eine Folge
() € H?(X,Q) mit & — [w]. Fir gentigend grofie k kann oy von einer
positiven reellen 2-Form reprasentiert werden, allerdings kann im allgemeinen
nicht o € H»1(X) erreicht werden (ist z. B. X nicht projektiv, so haben wir
oben gesehen, dass Kx N H2(X, Q) = 0 ist).

Man kann allerdings versuchen, im Geiste von Abschnitt durch eine
Deformation von X die Lage von H»1(X) in H?(X, C) so abzuindern, dass die
ay getroffen werden. Dies ist die Philosophie hinter dem folgenden Kriterium
fur algebraische Approximierbarkeit von Buchdahl:

Satz 1.4 ([Buco8, Proposition 1]). Sei X eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit und
7: X — A eine Deformation von X = X iiber der Einheitskreisscheibe A C CN.
Sei w eine Kihlerform auf X. Falls die Komposition der Kodaira-Spencer-Abbildung
ToA — H'(Tx) mit der Kontraktionsabbildung Lw: H'(Tx) — H%(Ox) surjektiv
ist, so ist Tt eine algebraische Approximation.

Man kann Buchdahls Kriterium beispielsweise verwenden, um das folgende
klassische Resultat {iber Deformationen von K3-Flachen und zweidimensiona-
len Tori zu beweisen:

12



1.4 Dimension 2

Korollar 1.5. Sei S eine K3-Fliche oder ein zweidimensionaler Torus und t: § — A
eine Deformation von S = 8 iiber der Einheitskreisscheibe A C CN derart, dass die
Kodaira-Spencer-Abbildung ToA — H'(Ts) nicht die Nullabbildung ist. Dann ist 7t
eine algebraische Approximation.

Beweis. Auf S existiert eine globale nirgends entartete holomorphe 2-Form o
mit H%(Ks) = Co.
Sei 0 # v € im[TpA — H'(Ts)]. Die Kontraktion mit v induziert eine
Abbildung
@: H'(QL) = H2(0s).

Wir zeigen zunéchst, dass ¢ surjektiv ist. Dies ist dquivalent dazu, dass die
duale Abbildung

@*: H2(0s5)" — H'(Qg)"
injektiv ist. Serredualitdt liefert Isomorphismen H2(0g)* = HO(Kg) und
H! (Q;)* =H'(Ts @ Kg) = H'! (Qg), beziiglich derer ¢* gegeben ist durch

¢*(oc)=v.io.

Da o nirgends entartet ist, liefert die Kontraktion mit o einen Vektorbtindeliso-
morphismus Ts = Q;, der insbesondere einen Isomorphismus H'(Ts) =
H! (015) induziert. Da v # 0 ist, bedeutet dies, dass auch v J 0 # 0 ist und
somit ¢* injektiv ist.

Sei nun [w] € H]}{’] (S) .= H! (Q;) N H2(S,R) eine Kihlerklasse auf S. Da
@ surjektiv ist und H]}{’] (S) den Raum H' (Q;) als C-Vektorraum erzeugt,
existiert in jeder Umgebung von w eine reelle (1, 1)-Form w’ mit v 4 [w'] # 0.
Liegt w’ nahe genug bei w, so ist w’ eine Kahlerform auf S, beztiglich derer

die Voraussetzung von Satz erfiillt ist. O

1.4 Dimension 2

Fiir Flachen ist die Approximierbarkeitsfrage vollstandig geklart:

Satz 1.6 ([Kod63b], [Bucob6; Buco8|). Jede kompakte Kihlerfliche ist algebraisch
approximierbar.

Bemerkung 1.7. Eine kompakte Flache S ist genau dann Kéhler, wenn b;(S)
gerade ist. Nach Proposition [1.3|impliziert damit die algebraische Approxi-
mierbarkeit von S die Existenz einer Kdhlermetrik auf S.

Unter Verwendung des folgenden Resultats von Artin konnen wir Satz
auf gewisse singuldre Flachen ausdehnen:

13



1 Allgemeines

Satz 1.8 ([Art62, Theorem 2.3]). Sei S ein normaler kompakter komplexer Raum
der Dimension 2 mit rationalen Singularititen. Dann ist S genau dann projektiv,
wenn a(S) = 2 ist.

Wir bekommen damit unter Zuhilfenahme der in Kapitel |2 behandelten
Deformationstheorie fiir Abbildungen:

Korollar 1.9. Sei S ein normaler kompakter komplexer Raum der Dimension 2 mit
rationalen Singularititen. Ist S bimeromorph zu einer kompakten Kihlerfliche, so ist
S algebraisch approximierbar.

Beweis. Sei p: S — S eine Auflésung von S, wobei S eine kompakte Kéahler-
mannigfaltigkeit ist. Nach Satz existiert eine algebraische Approximation
n: 8§ — Avon § = §y. Da nach Voraussetzung p.0s = Os und R'p.0g = 0
ist, existiert eine Deformation {: § -+ A von S = §p und eine holomorphe
Abbildung P: § — 8§ mit mo P = und P| s, = P (siehe Korollar . Fiir
t € A nahe bei 0 hat §; rationale Singularitdten (siehe [Elk78, Théoréme 4]).
Ist St projektiv, so ist a(8¢) = 2. Nach Satz ist dann 8y projektiv. Damit ist
gezeigt, dass 1 eine algebraische Approximation ist. ]

1.5 HoOhere Dimensionen

Satz|1.6|inspirierte zur Vermutung, dass jede kompakte Kdhlermannigfaltigkeit
algebraisch approximierbar sei. Dies wurde jedoch vor wenigen Jahren von
Voisin widerlegt:

Satz 1.10 ([Voiogl]). In jeder Dimension > 4 existieren kompakte Kihlermannig-
faltigkeiten, die nicht den Homotopietyp einer komplex-projektiven Mannigfaltigkeit
haben.

In Voisins Gegenbeispiel wird die algebraische Approximierbarkeit sozusa-
gen , kiinstlich” durch Aufblasung gewisser Untervarietdten eines Produktes
komplexer Tori zerstort (vgl. in diesem Zusammenhang auch Satz [2.15). Man
konnte also die Approximierbarkeitsvermutung aufrecht erhalten, wenn man
geeignete Minimalitdtsvoraussetzungen hinzuftigt. Allerdings muss man dann
auch singuldre Modelle zulassen, wie das folgende spétere Resultat von Voisin
zeigt:

Satz 1.11 ([Voio6]). In jeder geraden Dimension > 10 existieren kompakte Kihler-
mannigfaltigkeiten X mit der Eigenschaft, dass kein glattes bimeromorphes Modell
X" von X den Homotopietyp einer komplex-projektiven Mannigfaltigkeit hat.
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1.5 Hohere Dimensionen

Die Situation in Dimension 3 ist weitgehend unbekannt. Abgesehen von
Buchdahls Approximationskriterium (Satz [1.4), das allerdings nur in sehr
speziellen Situationen anwendbar ist, gibt es bisher keine Resultate zur alge-
braischen Approximierbarkeit Kéhlerscher Dreifaltigkeiten. In den folgenden
Kapiteln soll die Frage nach der Approximierbarkeit gewisser Typen von
Dreifaltigkeiten ndher beleuchtet werden.
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2 Funktorialitatsfragen

Sei @: X — Y ein Morphismus zwischen kompakten komplexen Raumen.
Man kann fiir spezielle Typen solcher Morphismen die Frage stellen, welcher
Zusammenhang zwischen der algebraischen Approximierbarkeit von X und
der algebraischen Approximierbarkeit von Y besteht.

2.1 Projektivitatskriterien

Ein erster Schritt zur Beantwortung dieser Frage besteht darin, ein besse-
res Verstdandnis fiir den Zusammenhang zwischen Projektivitidt von X und
Projektivitdt von Y zu entwickeln.

Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist das folgende klassische Resultat:

Satz 2.1 (Moishezon). Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit mit a(X) =
dim X. Dann ist X genau dann projektiv, wenn X Kihler ist.

Damit bekommen wir:

Proposition 2.2. Sei f: X — Y ein surjektiver Morphismus von einem projektiven
komplexen Raum X auf eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit Y. Dann ist Y projek-
tiv.

Beweis. Ohne Einschrankung ist X irreduzibel und reduziert. Dann ist nach
[Uenys, Theorem 3.8]

a(Y) > a(X) —dim X +dimY = dim Y.
Nach Satz [2.1]ist Y projektiv. O

Die Projektivitdt des Quellraums folgt nur unter sehr speziellen Bedingun-
gen aus der Projektivitdt des Zielraums. Einfach ist beispielsweise der Fall
endlicher Abbildungen:

Proposition 2.3. Sei f: X — Y ein endlicher Morphismus zwischen kompakten
komplexen Riaumen. Ist Y projektiv, so auch X.

Beweis. Sei A ein amples Geradenbiindel auf Y, dann ist f*A ein positives
Geradenbiindel auf X. Grauert hat gezeigt, dass X dann projektiv ist. O
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2.2 Deformationstheorie von holomorphen Abbildungen

Im Falle positiv-dimensionaler Fasern benttigt man zuséitzliche Bedingun-
gen:

Satz 2.4. Sei X eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, Y eine projektive Mannigfal-
tigkeit und f: X — Y eine surjektive holomorphe Abbildung mit zusammenhingen-
den Fasern. Ist H! (Ox,) = 0 fiir allgemeines y € Y, dann ist X projektiv.

Beweis. [Fuj83b, Proposition 7] O

Bemerkung 2.5. Die Bedingung von Satz ist insbesondere erfiillt, wenn
die allgemeine Faser von f rational zusammenhédngend ist.

2.2 Deformationstheorie von holomorphen
Abbildungen

Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwischen kompakten komplexen
Réaumen. Unter einer Deformation von f verstehen wir ein Tripel (7,1, F), wobei
m: X — T 3 0 eine Deformation von X = Xy, P: Y — T eine Deformation von
Y =Yo und F: X — Y eine holomorphe Abbildung mit{ o F =7 und Flx, =f
ist.

Eine interessante Fragestellung ist, ob zu einer gegebenen Abbildung f: X —
Y jede Deformation von X bzw. Y von einer Deformation von f induziert wird.
Dazu fiihren wir nach [Rang1] folgende Sprechweisen ein:

Definition 2.6. Eine holomorphe Abbildung f: X — Y zwischen kompakten
komplexen Rdumen heifst zielstabil, wenn zu jeder Deformation{: Y — T >0
von Y = Yy eine Deformation 7t: X — T von X = X, und eine holomorphe
Abbildung F: X — Y derart existieren, dass 1 o F = 7t und F|x, = f ist.

Definition 2.7. Eine holomorphe Abbildung f: X — Y zwischen kompakten
komplexen Raumen heifst guellstabil, wenn zu jeder Deformation 7t: X — T 5 0
von X = Xy eine Deformation {: Y — T von Y = Yy und eine holomorphe
Abbildung F: X — Y derart existieren, dass 1 o F = 7t und F|x, = f ist.

Im Folgenden werden zunichst die allgemeinen Kriterien fiir Ziel- bzw.
Quellstabilitdt von Horikawa und Ran besprochen; im ndchsten Abschnitt wer-
den dann einige Anwendungen auf spezielle Typen von Abbildungen f: X — Y
diskutiert und Auswirkungen auf die algebraische Approximierbarkeit der
beteiligten Rdume X und Y untersucht.
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2 Funktorialititsfragen

2.2.1 Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten

Fiir den Fall, dass X und Y glatt sind, beweist Horikawa folgende Kriterien fiir
die Stabilitédt von f:

Satz 2.8 ([Hor74, Theorem 6.1]). Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwi-
schen kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten. Falls die von f induzierte Abbil-
dung

HE (X, Tx) 5 HY(X, £ Ty)

fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist, so ist f zielstabil.

Satz 2.9 ([Hor76, Theorem 8.1]). Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwi-
schen kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten. Falls die von f induzierte Abbil-
dung

HE(Y, Ty) -5 HY(X, £ Ty)

fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist, so ist f quellstabil.

2.2.2 Abbildungen zwischen komplexen Riumen

Obwohl in spéteren Kapiteln meist nur der Fall relevant sein wird, dass X
und Y glatt sind, sollen hier kurz die Verallgemeinerungen der Sitze von
Horikawa fiir singuldre Rdaume durch Ziv Ran vorgestellt werden, um das
Themengebiet der algebraischen Approximierbarkeit in einen gréfieren Zu-
sammenhang zu stellen.

Zundchst benétigen wir geeignete Verallgemeinerungen der Kohomologie-
gruppen des Tangentialbiindels einer komplexen Mannigfaltigkeit. Fiir einen
reduzierten kompakten komplexen Raum X definieren wir

TE == Ext'(Q), Ox).

Es ist bekannt, dass infinitesimale Deformationen von X durch T>1( parametri-
siert werden, wobei Obstruktionen in T>2< liegen.

Analog werden in [Ran8¢] fiir eine holomorphe Abbildung f: X — Y zwi-
schen reduzierten kompakten komplexen Rdumen X und Y Vektorrdume T}
konstruiert, so dass infinitesimale Deformationen von f durch T]J klassifiziert
werden und Obstruktionen in sz liegen.

Die Rdume T/ sitzen in einer langen exakten Sequenz

0— Tf? — TQ o T$ — Ext?(QLOX)
— T — Ty o Ty — Ext}(Q),0x) (2.1)

— T? — T @ T& — Ext2(QY, 0x),
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2.3 Anwendungen

wobei Ext;‘c(-, -) die abgeleiteten Funktoren von Homg, (f*, ) = Homg, (-, f«-)
sind.

Die beiden Kriterien von Horikawa lassen sich damit wie folgt auf singulare
Rdume tibertragen:

Satz 2.10 ([Rang1, Criterion 0.2]). Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwi-
schen reduzierten kompakten komplexen Riumen. Falls die von der Sequenz
induzierte Abbildung

T — Ty
fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist, so ist f zielstabil.
Satz 2.11 ([Rang1, Criterion o.1]). Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwi-
schen reduzierten kompakten komplexen Riumen. Falls die von der Sequenz (2.1)
induzierte Abbildung

Tf — Tx
fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist, so ist f quellstabil.
Bemerkung 2.12. Eine einfache Diagrammjagd ergibt, dass die Bedingung aus
Satz dquivalent ist zur Bedingung, dass die Abbildung

T¢ — Exti(Q), 0x)

aus Sequenz fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist. Analog ist die
Bedingung aus Satz dquivalent zur Bedingung, dass die Abbildung

TV — Exti(Q, 0x)
aus Sequenz fiir i = 1 surjektiv und fiir i = 2 injektiv ist.

Bemerkung 2.13. Sind X und Y glatt, so ist T} = H'(X,Tx), T& = HY(Y, Ty)
und Ext}(QL, Ox) = HY(f*Ty). In diesem Fall liefern die reformulierten Bedin-
gungen aus Bemerkung gerade die Bedingungen von Horikawa aus den

Satzen [2.8 und

2.3 Anwendungen

2.3.1 Aufblasungen

Es soll hier ein Kriterium fiir die algebraische Approximierbarkeit von aufge-
blasenen Kdhlermannigfaltigkeiten bewiesen werden. Dazu wird noch nicht
die allgemeine Deformationstheorie aus Abschnitt bent')tigt, da die relevan-
ten Stabilitdtsaussagen bereits von Kodaira in [Kod63c] bewiesen wurden.
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2 Funktorialititsfragen

Definition 2.14. Sei X ein komplexer Raum, Y C X ein kompakter komplexer
Unterraum. Eine Deformation 7t: X — T 3 0 von X = X heifst Y-stabil, wenn
es einen komplexen Unterraum Y von X derart gibt, dass Y N Xy =Y ist und
7|y ein eigentlicher und flacher Morphismus ist.

Damit erhalten wir folgende Aussage fiir Aufblasungen von Untermannig-
faltigkeiten von Kdhlermannigfaltigkeiten:

Satz 2.15. Sei X eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, X — X die Aufblasung von
X in einer kompakten Untermannigfaltigkeit Y C X von Kodimension > 2. Dann
ist X genau dann algebraisch approximierbar, wenn es eine Y-stabile algebraische
Approximation von X gibt.

Beweis. Sei 7t: X — A eine algebraische Approximation von X = X, wobei
A C CN die Einheitskreisscheibe sei. Es sei E C X der exzeptionelle Divisor
der Niederblasung X — X. Nach [Kod63c, Theorem 5] ist E stabil bzgl. 7, d.h.
es existiert eine Untermannigfaltigkeit & C X mit & N Xy = E derart, dass 7i|¢
eine eigentliche Submersion ist. Es ist dann € exzeptionell relativ zu 7. Sei
p: X — X die Niederblasung von € und 7: X — A die induzierte eigentliche
Submersion mit mop = 7. Fiir jedes t € A ist dann die Einschrankung
Pt = p|5ct: Xi — X die Niederblasung des exzeptionellen Divisors &y C Xt
auf die Untermannigfaltigkeit p(€¢) C X;. Insbesondere ist die Abbildung
p: fiir alle t € A bimeromorph. Da X Kéahler ist, sind alle benachbarten X
ebenfalls Kahler, deshalb ist X genau dann projektiv, wenn X; projektiv ist
(Proposition [2.2] und Satz [2.4). Somit ist 7 eine algebraische Approximation
von Xo. Das Bild Y := p(&) ist eigentlich und flach tiber A und es gilt YNXp =Y.
Insbesondere ist Xy = X und 7t ist Y-stabil.

Sei umgekehrt : X — A eine Y-stabile algebraische Approximation von
X =Xound Y C X gemaf Definition Sei p: X — X die Aufblasung von
X in Y. Dann ist die Komposition 7t := 7t o p eine algebraische Approximation
von X = §Co. ]

Da im Allgemeinen nicht jede Deformation beziiglich jeder Untermannig-
faltigkeit Y C X stabil ist, wird oft der Fall eintreten, dass der aufgeblasene
Raum X weniger Deformationen besitzt als X. Eine interessante, aber vollig
offene Fragestellung ist, wann durch sukzessive Aufblasungen geeigneter
Untermannigfaltigkeiten erreicht werden kann, dass der aufgeblasene Raum
starr wird. Wire dies fiir eine nichtalgebraische Mannigfaltigkeit moglich, so
héitte man insbesondere ein Beispiel einer nicht algebraisch approximierbaren
Mannigfaltigkeit gefunden.
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2.3 Anwendungen

2.3.2 Endliche Abbildungen

Ohne die allgemeine Theorie aus Abschnitt zu verwenden, ldsst sich zeigen,
dass sich algebraische Approximationen auf étale Uberlagerungen hochheben
lassen:

Satz 2.16. Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit. Ist X algebraisch appro-
ximierbar, so auch jede endliche étale Uberlagerung von X.

Beweis. Sei @:Y — X eine endliche étale Uberlagerung von X und 7t: X — A
eine algebraische Approximation von X = Xy. Nach Satz kénnen wir
annehmen, dass

x%CmXXA

tiber A ist. Setzen wir nun Y :=Y x A (als C*°-Mannigfaltigkeit), so induziert
@ eine C*-Abbildung

O:Y— X,
(y, ) = (@(y),t).

Da ® ein lokaler Homdomorphismus ist, gibt es eine eindeutige komplexe
Struktur auf Y derart, dass ® holomorph ist. Die Komposition 1 := 7o
®:Y — A ist dann eine Deformation von Y = Y, derart, dass fiir jedes
t € A die Einschrankung ®@|y, : Y — X eine endliche étale Uberlagerung ist.
Insbesondere ist Y projektiv, wenn X projektiv ist (Proposition [2.3), also ist
1 eine algebraische Approximation von Y. O

Fiir verzweigte Uberlagerungen wird die Situation komplizierter, da nicht
mehr klar ist, dass man Deformationen eines Raumes zu Deformationen von
verzweigten Uberlagerungen dieses Raumes ,hochheben” kann (schon die
Fortsetzung des Verzweigungsdivisors auf beliebige Deformationen ist im
Allgemeinen nicht moglich).

Die umgekehrte Fragestellung, d. h. unter welchen Umstanden die algebrai-
sche Approximierbarkeit eines Raumes die algebraische Approximierbarkeit
eines von ihm {iberlagerten Raumes impliziert, kann im Rahmen der allge-
meinen Deformationstheorie holomorpher Abbildungen aus Abschnitt
behandelt werden:

Sei f: X — Y eine endliche Uberlagerung kompakter komplexer Mannigfal-
tigkeiten. In dieser Situation gibt es eine kurze exakte Sequenz

0— Oy — f,0x — &€ — 0,
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2 Funktorialititsfragen

wobei € ein Vektorbiindel auf Y ist. Tensorieren mit Ty liefert die exakte
Sequenz
0—Ty —-Ty®f0x —Ty®E& — 0. (2.2)

Da f endlich ist, folgt aus der Leray-Spektralsequenz, dass
HY(Ty ® f.O0x) = HY(f*Ty) fiir allei >0
ist. Aus der langen exakten Sequenz zu folgt daher mittels Satz

Satz 2.17 (J|Weh86, Corollary 11.1]). Sei f: X — Y eine endliche Uberlagerung von
kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten. Sei € := ker[f,Ox — Oy] der Kern der
Spurabbildung. Ist H' (Ty ® &) = 0, so ist f quellstabil.

Mit Proposition [2.2] bekommen wir:

Korollar 2.18. Sei f: X — Y eine endliche Uberlagerung von kompakten Kihler-
mannigfaltigkeiten und € := ker[f.Ox — Oyl. Ist X algebraisch approximierbar
und H'(Ty ® &) = 0, so ist auch Y algebraisch approximierbar.

2.3.3 Surjektionen

Sei f: X — Y eine surjektive holomorphe Abbildung zwischen kompakten
komplexen Mannigfaltigkeiten. Wir haben dann eine kurze exakte Sequenz

0 — f*Qy — Q) — Qf ,y — 0.
Anwendung des Funktors Hom(-, Ox) liefert die exakte Sequenz
H' (Tx) — H! (F*Ty) — Ext?(Q} /v, Ox) — H*(Tx) — H2(f*Ty).
Daraus ergibt sich mittels Satz 2.8 sofort:

Proposition 2.19. Sei f: X — Y eine surjektive holomorphe Abbildung zwischen
kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten. Ist Extz(Q;( v Ox) =0, so ist f zielsta-
bil.

Bemerkung 2.20. Ist f eine Submersion, so ist Q;( Y lokalfrei, also insbeson-
dere Ext*(Q} y, Ox) = H?(Txv).

Bemerkung 2.21. Ist dim X = n, so ist nach Serredualitat
Ext?(Q) /v, Ox) = H"2(Q) y ® Kx).

Wir erhalten ein Approximierbarkeitskriterium fiir Faserungen, das spater
noch im Kontext der Konikbiindel eine Rolle spielen wird:

22



2.3 Anwendungen

Satz 2.22. Sei X eine kompakte Kihlermannigfaltigkeit, Y eine algebraisch approxi-
mierbare kompakte Mannigfaltigkeit und f: X — Y eine holomorphe Surjektion mit
zusammenhingenden Fasern derart, dass H! (Ox,) = O ist fiir allgemeines y € Y.
Ist Extz(Q;( v Ox) =0, so ist auch X algebraisch approximierbar.

Beweis. Sei:Y — A eine algebraische Approximation von Y = Yy. Nach
Proposition existiert eine Deformation 7: X — A von X = X, und eine
holomorphe Abbildung F: X — Y mit Y o F = m und Flx, = f. Aus Halb-
stetigkeitsgriinden ist H' (Op_ (y)) = O fiir allgemeines y € J. Da kleine
Deformationen von Kdhlermannigfaltigkeiten wieder Kahler sind, ist 7t nach
Satz [2.4] eine algebraische Approximation von X. O

Als Beispiel fiir die Anwendung dieses Kriteriums sei hier folgende Situation
untersucht: Y sei eine algebraisch approximierbare kompakte Kdhlermannig-
faltigkeit, V ein Vektorbtindel vom Rang r auf Y. Wir wollen ein hinreichendes
Kriterium fiir die algebraische Approximierbarkeit von X := P(V) finden. Sei
mt: P(V) — Y die natiirliche Projektion. Wir haben dann die relative Eulerse-
quenz

0 — Opvy — Op(v)(1) @ TV — Tpryy )y — 0

auf P(V), deren Pushforward mittels 7t die exakte Sequenz
0— 0y = VoV — mTpryy — 0 (2.3)
auf Y sowie R97,Tp(v) vy = 0 fiir q > 1 liefert. Die Sequenz spaltet via
Ve V*=End(V) > ¢ Ltr(dp) € Oy.

Damit spalten auch die zugehorigen Kohomologiegruppen und wir erhalten
mittels Satz sofort:

Satz 2.23. Sei Y eine algebraisch approximierbare kompakte Mannigfaltigkeit und
V ein Vektorbiindel auf Y mit H?(V ® V*) = H?(Oy). Dann ist P(V) algebraisch
approximierbar.

Daraus ergibt sich mittels Serredualitdt die Approximierbarkeit gewisser
projektivierter Vektorbtindel tiber K3-Flachen und zweidimensionalen Tori
(siehe Satz [7.2|fiir ein allgemeineres Ergebnis fiir Rang-2-Biindel):

Korollar 2.24. Sei S eine K3-Fliche oder ein zweidimensionaler Torus, V ein ein-
faches Vektorbiindel auf S (z. B. V stabil bzgl. einer Kihlermetrik auf S). Dann ist
P(V) algebraisch approximierbar.

Beweis. Wegen Ks = Os folgt nach Serredualitat H? (Ve V*) = HO(VeV*) = C
und H%(Os) = H°(Og) = C. O
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2 Funktorialititsfragen

2.3.4 Einbettungen

Als néchstes sei X C Y eine Inklusion von kompakten komplexen Mannigfal-
tigkeiten. Wir bekommen dann die kurze exakte Sequenz

0—Tx — Tylx — NXIY — O,
aus deren langer exakter Kohomologiesequenz wir die exakte Sequenz
H' (Tx) — H'(Tylx) — H' (Nxjy) — H*(Tx) — H*(Tvlx)

erhalten. Satz liefert daraus folgendes Ergebnis, das unabhingig von
Horikawas Theorie schon von Kodaira in [Kod63c| bewiesen wurde:

Korollar 2.25. Sei X C Y eine Inklusion von kompakten komplexen Mannigfaltig-
keiten. Ist H' (Nx|y) =0, so ist die Inklusionsabbildung X — Y zielstabil.

Da kompakte Untermannigfaltigkeiten einer projektiven Mannigfaltigkeit
wieder projektiv sind, bekommen wir folgendes Ergebnis zur algebraischen
Approximierbarkeit:

Proposition 2.26. Sei X C Y eine Inklusion von kompakten komplexen Mannig-
faltigkeiten. Ist Y algebraisch approximierbar und H'(Nxyy) = 0, so ist auch X
algebraisch approximierbar.

2.3.5 Morikontraktionen

Als Anwendungsbeispiel fiir Rans Deformationstheorie von Abbildungen
zwischen singuldren Raumen sollen hier Morikontraktionen studiert werden.

Wir beweisen zunichst ein hilfreiches Kriterium fiir Quellstabilitat: Sei
f: X = Y eine holomorphe Abbildung zwischen reduzierten kompakten kom-
plexen Rdumen. Dann existiert fiir alle kohdrenten Garben J auf Y und §
auf X die Grothendieck-Spektralsequenz

ED>9 = ExtP (F,R9f.G) = Ext? T9(F,9),
aus der wir die lange exakte Sequenz

0 — Ext'(7,f.9) — Ext}(F,9) — Hom(J,R'f.9)

— Ext?(7,f.9) — Ext}(7,9) (24)

erhalten. Wir nehmen nun an, dass f.Ox = Oy ist und setzen ¥ := Ql,
G := Ox. Dann ist Ext'(F,f.G) = T{ und die exakte Sequenz liefert
folgende Folgerung aus Satz und Bemerkung
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2.3 Anwendungen

Korollar 2.27. Sei f: X — Y eine holomorphe Abbildung zwischen reduzierten kom-
pakten komplexen Riiumen mit £,0x = Oy und R'f,Ox = 0. Dann ist f quellstabil.

Dieses Ergebnis ist eine Verallgemeinerung eines Resultats tiber die Sta-
bilitat von Faserstrukturen aus [Kod63c]. Wir mochten das Kriterium auf
Morikontraktionen anwenden. Dazu benotigen wir eine relative Version des
Kodairaschen Verschwindungssatzes. Fiir Mannigfaltigkeiten gilt folgendes
Verschwindungsresultat fiir hohere direkte Bildgarben:

Satz 2.28 ([Nak87, Corollary 3.5]). Sei f: X — Y eine projektive holomorphe
Abbildung von einer komplexen Mannigfaltigkeit X auf eine komplexe Varietit Y
und sei H ein f-ampler Q-Divisor auf X, so dass supp(H) normale Kreuzungen hat
((H) := H— |H]). Dann ist

RY.Ox(Kx + [H]) =0 fiiri>1.

Bemerkung 2.29. Fiir eine normale komplexe Varietdt X der Dimension n
konnen wir die dualisierende Garbe wx als

wx = (AOk)”

definieren. wy ist reflexiv, aber fiir nichtalgebraische X gibt es im Allgemeinen
keinen Weildivisor Kx mit wx = Ox(Kx). Haben wir allerdings eine projektive
Abbildung f: X — Y auf einen Steinschen Raum Y, so sei L € Pic X ein f-amples
Geradenbiindel. Fiir jeden Punkt y € Y kénnen wir dann ein k € N finden, so
dass HO(L®k|Xy) £0#H(wx ® L®klxy) ist. Da Y Stein ist, folgt HO(L®¥) =
HO (£, (L®%)) # 0 und HO(wx ® L¥*) = HO(f. (wx ® L¥¥)) # 0, also existieren
Weildivisoren D7 und D, auf X mit L®* = Ox (D7) und wx ® L®* = Ox(D;)
und wir bekommen wx = Ox (D, — Dq).

Als Folgerung aus Satz ergibt sich folgender Rationalitdtssatz fiir Mori-
kontraktionen:

Korollar 2.30. Es seien X und Y normale komplexe Riaume und D ein effektiver
Weildivisor auf X derart, dass das Paar (X, D) kit ist (siche den Beweis unten fiir
die Definition). Sei f: X — Y eine projektive holomorphe Abbildung derart, dass
—(Kx + D) f-ample ist. Dann ist

R, O0x =0 fiiri>1.

Beweis. Da die Aussage lokal beztiglich Y ist, konnen wir ohne Einschrankung
annehmen, dass Y Stein ist. Nach Bemerkung ist dann wx = Ox(Kx)

25



2 Funktorialititsfragen

fir einen Weildivisor Kx und wir kénnen die aus der algebraischen Situation
bekannten divisoriellen Schreibweisen verwenden.

Sei also p: X — X eine Log-Auflosung von (X, D). Nach Definition von klt
ist Kx + D Q-Cartier und es existieren a; € Q, a; > —1 mit

Kg +p:'D=p*(Kx + D)+ ) a;Ey,

i

wobei die E; die irreduziblen exzeptionellen Divisoren von p sind.
Wihle 6; > 0 derart, dass a; — 6; > —1 und definiere

Hi=—Kg+ > (ai—8)E —p,'D=—-p*(Kx+D) ZéE

Kg+[Hl =D [ai—8]Ei—[pi'D) = Y [ai—&]Es

i i

wegen der klt-Bedingung ein effektiver exzeptioneller Divisor ist, ist
P«Ox(Kg + [H]) = Ox.

Offensichtlich ist H p-ample, also ist nach Satz
Rip.Og(Kg +[H]) =0 firi>1;

somit ergibt sich aus der Grothendieck-Spektralsequenz

R, Ox = R, (p+Og (Kg + [H])) = R*(f 0 p).Og (Kg + [H]).

Da —(Kx + D) f-ample ist, ist H aber auch (f o p)-ample, also liefert Satz

RU(fop).Og(Kg +[H]) =0 farix>1. O
Damit bekommen wir:

Proposition 2.31. Sei X eine normale komplexe Varietiit mit log-terminalen Singu-
larititen und f: X — Y eine Morikontraktion. Dann ist f quellstabil.

Beweis. Wegen Korollar koénnen wir Korollar anwenden. O
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2.3 Anwendungen

2.3.6 Flips
Die Quellstabilitdt von Flips wurde explizit von Kollar und Mori nachgewiesen:

Satz 2.32 ([KMog2, Theorem 11.7]). Sei X eine dreidimensionale normale komplexe
Varietit mit terminalen Singularititen, f: X — Y eine kleine Morikontraktion. Dann
existiert zu jeder Deformation : X — T > 0 von X = Xy eine Deformation \p: Y —
T und eine holomorphe Abbildung F: X — Y mit \p o F = 7 und Flx, = f. Des
Weiteren existiert der Flip von F, d. h. eine Deformation 7+ : Xt — T von X§ =: X T
und eine eigentliche birationale Abbildung F*: Xt — Y mit exzeptionellem Ort von
Kodimension > 2 derart, dass K+ Ft-ample ist.

Als Gesamtresultat bekommen wir:

Satz 2.33. Sei X eine dreidimensionale normale komplexe Varietit mit terminalen
Singularititen, f: X --» X’ eine Komposition von Morikontraktionen und Flips. Ist
dann X algebraisch approximierbar, so auch X'.

Beweis. Morikontraktionen sind nach Proposition und Flips nach Satz
quellstabil. Ist X projektiv, so auch der Zielraum jeder Morikontraktion und
jedes Flips von X. Damit liefert jede algebraische Approximation von X eine
algebraische Approximation von X’. O

Insbesondere haben wir:

Korollar 2.34. Falls das Moriprogramm fiir eine algebraisch approximierbare nor-
male komplexe Varietit X mit terminalen Singularitiiten ein minimales Modell X
liefert, so ist auch X algebraisch approximierbar.
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3 Konikbiindel

In diesem Kapitel werden Konikbiindel allgemeiner Dimension untersucht.
Nach einigen allgemeinen Aussagen iiber die Geometrie von Konikbiindeln
und ihrer Diskriminantenorte stehen dabei vor allem deformationstheoreti-
sche Aussagen im Mittelpunkt. Am Ende des Kapitels wird noch kurz auf
Konikbiindel mit relativer Picardzahl 1 eingegangen, die in der Moritheorie
eine wichtige Rolle spielen.

3.1 Allgemeine Beschreibung

Definition 3.1 (Konikbtindel). Eine eigentliche Abbildung f: X — Y zwischen
komplexen Mannigfaltigkeiten X, Y heifst Konikbiindel, wenn jede Faser von f
isomorph zu einer Kurve vom Grad 2 (einer Konik) in P ist. Wir nennen ein
Konikbiindel f: X — Y kompakt, wenn X (oder dquivalent dazu Y) kompakt ist.

Fiir das Studium von Konikbiindeln ist folgende Beschreibung hilfreich:

Proposition 3.2 (vgl. [Beayy, Proposition 1.2]). Sei f: X — Y ein Konikbiindel.
Dann ist f flach und fiir jede Faser Q C X von f ist Nq|x trivial. Des Weiteren
ist E = f*(K;*(/Y) lokalfrei vom Rang 3 und es existiert ein Schnitt o € HO(S?E @
det E*) derart, dass X das Nullstellengebilde von o in P(E) ist.

Beweis. Da X und Y glatt sind, folgt die Flachheit von f direkt aus der Aquidi-
mensionalitit. Sei g € Y und Q := f~'(q) die zugehorige Faser von f. Wir wih-
len eine Karte U C Y um q mit Koordinaten y;: U — C. Sind D; := (y; =0)
die Koordinatendivisoren auf U, so ist Q  f~'(U) vollstandiger Durchschnitt
der Divisoren f*D;. Dies impliziert die Trivialitdt des Normalenbiindels von Q
in X.

Nach Definition eines Konikbiindels konnen wir Q als Hyperfliche vom
Grad 2 in den P; einbetten. Es gilt dann nach Adjunktionsformel:

KX vl =Kg =Kp,lg ® Ngp, = Op, (1)lq-

Aus
0 — Op,(—1) — Op,(1) — Op,(1)lg — 0
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3.1 Allgemeine Beschreibung

erhalten wir somit
hO (K% ylo) =3.

Damit ist E = f, (K} /Y) lokalfrei vom Rang 3. Da die Einschrankung K5 /Y|Q
sehr ample auf Q ist, ist die kanonische Abbildung f*E — K{ /| surjektiv und

liefert eine Einbettung X — P(E) mit K;‘(/Y = Op(g)(1)Ix. Da X ein Divisor

in P(E) ist, existiert ein Geradenbiindel L € PicP(E), so dass X isomorph
zum Nullstellengebilde eines Schnittes & € H(L) ist. Sei 7: P(E) — Y die
kanonische Abbildung. Nach Konstruktion der Einbettung von X in P(E)
muss fiir jede Faser F = P, von 7 die Einschrankung L|f isomorph zu Op,(2)
sein. Aus der Beschreibung der Picardgruppe von P(E) ergibt sich, dass ein
Geradenbiindel L’ € Pic(Y) existieren muss, so dass

L= OHD(E)(Z) ® L’

ist. Zur Bestimmung von L’ bemerken wir zunichst, dass das relative kanoni-
sche Biindel auf P(E) gegeben ist durch

Kpgyy = Op(g)(—3) ® " det E.
Die Adjunktionsformel liefert
Kx/ v = Opg)(—1)Ix @ f*detE @ f*L".

Damit erhalten wir mit Kx v = Op(g)(—1)[x

[’ =detE".
Der Isomorphismus

HO (P(E), Op(g)(2) @ * det E*) = HO(Y, S?E @ det E*)

liefert den gewtiinschten Schnitt o € HO(Y,S?E ® det E*). O

Eine einfache, aber fiir unsere Zwecke wichtige Folgerung:

Korollar 3.3. Sei f: X — Y ein Konikbiindel iiber einer projektiven Mannigfaltig-
keit Y. Dann ist auch X projektiv.

Projektivierte Rang-2-Biindel liefern einen speziellen Typ von Konikbtindeln,
fiir den das Biindel E aus Proposition [3.2| explizit berechnet werden kann:

Proposition 3.4. Sei f: X — Y ein Konikbiindel derart, dass ein Rang-2-Biindel V
auf Y existiert, so dass f: X — Y isomorph zu P(V) — Y ist. Dann ist

f.(Kx,/y) =S?V @ det V*.
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3 Konikbiindel

Beweis. Aus der relativen Eulersequenz erhalten wir
Kp(vy vy = Opvy(—2) @ det V,
was nach Dualisieren und Pushforward die Behauptung liefert. O

Fiir allgemeine Konikbiindel definiert der in Proposition [3.2[ konstruierte
Schnitt o € HO(S?E ® det E*) vermoge der kanonischen Einbettung

S’E @ detE* C E® E ® det E* = Hom, (E*,E ® detE¥)
einen Schnitt
deto € HO(Homo, (det B, (det E*)®2) ) = HO(det E*).

Proposition 3.5. In der Situation von Proposition [3.2|ist die Faser X genau dann
glatt, wenn det o(y) # 0 ist.

Beweis. Offenbar ist Xy, genau dann glatt, wenn o(y) eine quadratische Form
vollen Ranges auf E(y) darstellt. Dies ist genau dann der Fall, wenn det o(y) #

Da die allgemeine Faser eines Konikbiindels glatt ist, liefert det o einen
wohldefinierten Divisor auf Y:

Definition 3.6. Sei f: X — Y ein Konikbiindel, E := f, (K} /Y). Dann heifst der
durch den eben konstruierten Schnitt det o € H°(det E*) definierte Divisor

As = (deto =0) € |det E”|
der Diskriminantenort von f.

Fiir den Diskriminantenort eines Konikbiindels gelten folgende Eigenschaf-
ten:

Proposition 3.7 ([Sar82| Proposition 1.8]). Sei f: X — Y ein Konikbiindel, m :=
dimY, E := f*(K;Q/Y), und As € |detE*| der Diskriminantenort von f. Dann gilt

fiir die definierende quadratische Form o € H°(S?E @ det E*) von X (vgl. Propositi-
on[3.2) fiir jeden Punkty € Y:

(i) tko(y) =3 =y € Y\supp Ay,

(ii) rko(y) =2 =y € supp A¢ \ sing Ay,
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3.1 Allgemeine Beschreibung

(iii) tko(y) =1 =y € sing A¢ und es existieren lokale Koordinaten (z1,...,zm)

um den Punkt vy derart, dass entweder
_ .2 2 3
deto(z1y...,z2m) =27 + 25 (mod my) (3.1)
oder
deto(ziy...,zm) =25 + 25 +23 (mod mi‘,) (3-2)

in einer Umgebung von y.

Insbesondere ist A reduziert.

Beweis. (i) Klar nach Definition von As.

(if) Wir wahlen eine offene Umgebung U C Y von y derart, dass P(Ely) =

(iii)

P, x U tiber U. Nach evtl. Verkleinerung von U und einer geeigne-
ten Koordinatentransformation in P, konnen wir erreichen, dass holo-
morphe Funktionen A, B € 0*(U), C € my(U) derart existieren, dass
Xu C P(Elu) =P, x U gegeben ist durch

Xu = { ((xo:x1:%2),2) € P2 x U| A(z)x§ + B(z)x] + C(z) x5 =0 }.

Offenbar ist dann
Aflu = (C=0).

Setzen wir fiir (xg : x1:%x2) €P3,ze U
F((xo 1X7 xz),z) = A(z) X(Z) + B(z) x% + C(z) x%,
so ist
dF = 2Axg dxg + 2Bx dx1 + 2Cx2 dxz + x§ dA +x3 dB +x3 dC. (3.3)

Wegen C(y) = 0 ist p := ((O 10 1),y) € Xy. Da X glatt ist, muss
dF;, # 0 sein. Nach (3.3) ist aber dF, = dC,, also ist A¢ im Punkt y glatt.

Wir wihlen eine offene Umgebung U C Y von y und einen geeigneten
Isomorphismus P(E[y) = P, x U derart, dass holomorphe Funktionen
A € 0*(U), B, C, D € my(U) existieren mit

Xu={((xo:x1:%x2),2z) € P, x U|
Al(z)x§ + B(z) x} +2C(z) x1x2 + D(z) x5 =0 }.
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3 Konikbiindel

32

Wir bekommen
A¢ly = (BD — C* =0),

also ist wegen B, C, D € my(U) insbesondere y € sing A¢. Des Weiteren
ist fiir alle (x7,%x2) € C?\ {0} der Punkt ((O DXT xz),y) in Xy enthalten
und mit

F((xo 1X7: xz),z) = A(z) xé + B(z) x% 4+ 2C(z)x1x2 + D(z2) x%
erhalten wir

aF )= X3 dBy + 2x1%2 ACy + X3 dDy. (3-4)

(0:x1:x2),y

Da X glatt ist, muss dF( ( ) # 0 sein fiir alle (x7,%x2) € C?\ {0}

Dies ist nur moglich, wenn der Untervektorraum

0:x1:x2),y

V= (dBy,dCy,dDy) C T;Y

mindestens Dimension 2 hat.

Ist dimV = 2, so nehmen wir zunédchst an, dass dBy und dCy linear
unabhidngig sind. Es existieren dann 3, y € C mit

dDy =B dBy +vdCy. (3-5)

Aus (3.4) erhalten wir in diesem Fall

dF((O:)q:xz),y) = (X% + BX%) dBy + (2X1X2 +‘YX%) dCy (36)
Wir haben nun
B 7é _%sz (3.7)
denn wire B = —1v?, so wire fiir jedes x, € C

(—3vx2)? +Bx3 =0
und
2(—Tyxa)xa +yx3 =0,

was wegen im Widerspruch zur Glattheit von X steht. Wegen (3.5)
ist
D=pB+vyC (mod mﬁ),

also

deto =B(BB +yC) — C* = (B + 4v*)B* — (C— 3vB)?* (mod m}).



3.1 Allgemeine Beschreibung

Da dBy und dC, linear unabhéngig sind, sind B und C — %}/B lokale Ko-
ordinaten von U um y, also bekommen wir wegen (3.7) eine Darstellung
der Form (3.1).

Sind im Falle dim V = 2 die Differentiale dB,, und dDy linear unabhéan-
gig, so existieren 3, 6 € C mit

dCy = B dBy +6dD,,. (3.8)
Aus (3.4) ergibt sich dann

dF( ) = (X% + 2Bx1x2) dBy + (x% +25x1x2) dDy,. (3.9)

(0:x1:x2),y

Wir bekommen
deto =BD — (BB + 8D)?

— —p?B%+ (1—2B5)BD — 6?D? (mod m), (5.10)

also eine quadratische Form in den lokalen Koordinaten B und D. Hat
diese vollen Rang, so bekommen wir eine Darstellung der Form (3.1).
Wir nehmen also an, dass die Determinante der Koeffizientenmatrix der
quadratischen Form aus verschwindet, d. h.

0=p%6%— (3 —B8)*=p5— (3.11)
ist. Dann ist fiir jedes x, € C
(—2Bx2)% + 2B (—2Px2)x2 =0

und

X3 4+ 26(—2px2)x2 =0,
was wegen (3.9) der Glattheit von X widerspricht.
Ist dimV = 3, so ist

detc=BD —C*=}(B+D)*— }(B—D)*—C* (mod m});

dies ist eine Darstellung der Form (3.2), da B + D, B — D und C wegen
der linearen Unabhiéngigkeit von dBy, dCy und dD,, lokale Koordinaten
von U um y sind.

Wire At in der Umgebung eines Punktes y € Y nicht reduziert, so gibe es
Funktionen g € my(U), h € O(U) auf einer Umgebung U C Y von y derart,
dass detoly = ghist. Isth € my (U), so ist detoly =0 (mod mg); ist ohne
Einschrankung h(y) = 1, so ist deto|y = g% (mod mi). Keiner der beiden
Fille ist kompatibel mit bzw. (3.2). O

33



3 Konikbiindel

Speziell fiir deformationstheoretische Anwendungen ist es wichtig, tiber
eine genauere Beschreibung des Tangentialbiindels eines Konikbiindels zu ver-
fiigen. Wir haben zunichst folgende Aussage fiir das relative Tangentialbiindel
Ty y = :Hom(Q;(/Y, Ox):

Proposition 3.8. Sei f: X — Y ein Konikbiindel. Dann ist
Txy = K& y-
Beweis. Dualisieren der relativen Kotangentialsequenz
O—>f*QL—>Q}<—>Q;(/Y—>O
liefert die exakte Sequenz
0 — Txyy — Tx — Ty — Ext' (Q} v, Ox) — 0. (3.12)

Definiere
S := supp Ext! (Q;(/Y, O0x).

Nach (3.12) ist
Sz{xGX’xEsinng(X) },

also insbesondere f(S) C A¢. Sei Sy eine irreduzible Komponente von S. Ist
f(So) C sing A, so ist

codimx Sp > codimy sing A¢ > 2,

da A¢ nach Proposition reduziert ist; ist f(Sp) ¢ singA¢, so gilt f(s) €
supp A¢ \ sing A¢ fiir allgemeines s € Sy, also hat nach Proposition [3.7]die defi-
nierende quadratische Form von f im Punkt f(s) Rang 2; damit ist insbesondere
s der einzige singuldre Punkt der Faser X¢ (). Die Abbildung f[s;: So — f(So)
ist also ein generischer Isomorphismus, deshalb ist insbesondere

dim Sy = dimf(Sp) < dimA; < dim X — 2.

Insgesamt bekommen wir
codimx S > 2

und somit
det Ext! (Q} v, Ox) = Ox.

Da Ty /v eine reflexive Garbe von Rang 1 ist, folgt damit aus

Ty = detTx)y = detTx ® (det f"Ty)* =Kk ® 'Ky =Kk ,y. O
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3.1 Allgemeine Beschreibung

Damit bekommen wir:

Proposition 3.9. Sei f: X — Y ein Konikbiindel. Dann gibt es einen komplexen
Unterraum R C X von Kodimension > 2 mit f(R) C A¢ und eine kurze exakte
Sequenz

0 — Q) )y — Kxyy — Kx/vlr — 0. (3.13)

. ] . .
Insbesondere ist Q) ,y, torsionsfrei.

Beweis. Nach Propositionist Q) /v

dass Q) /y torsionsfrei ist; die Sequenz ergibt sich dann automatisch.

)** = Kx/y. Damit gentigt es zu zeigen,

Um die Torsionsfreiheit von QJ /v zu zeigen, verwenden wir die Einbettung
X C P(E) mit E := f,(K§ /Y) gemdfd Proposition Wir bekommen eine
exakte Sequenz

* 1 1

Herausdividieren der Torsion von QJ /v liefert das kommutative Diagramm

T

* 1 1
0 >anm—:) g O‘]P’(E)/Y|X QX/Y 0, (3.14)
x i
Q;(/Y/tor

wobei K := ker 3 ist. Da Q[‘P(E) /Y|X ein Vektorbiindel, also insbesondere refle-
xiv, und O_;( Y /tor torsionsfrei ist, ist K reflexiv. Da K aufserdem Rang 1 hat,

ist K also ein Geradenbiindel. Da Q] /v lokalfrei aufierhalb einer analytischen
Menge S C X von Kodimension 2 ist (vgl. Beweis zu Proposition , ist «
aufserhalb von S eine Inklusion von Vektorbiindeln. Aufgrund der Kommutati-
vitdt des Diagramms muss damit y auSerhalb von S ein Isomorphismus
sein. Da N;‘QP(E) und K Geradenbiindel sind, ist y damit auf ganz X ein

Isomorphismus. Daraus ergibt sich Q) = Q) sy/tor. O
Es folgt:

Korollar 3.10. Sei f: X — Y ein Konikbiindel, E .= f, (K;‘</Y). Dann ist f*(Q;(/Y®
Kx) =0.
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3 Konikbiindel

Beweis. Fiir allgemeines y € Y ist Xy = P; und (Q;(/Y ® KX)|X9 = Op, (—4),
also (f*(Q;(/Y ® Kx))y = 0. Nach Proposition ist aber Q;(/Y und damit
auch f,(Q} /v ® Kx) torsionsfrei, also folgt die Behauptung. O

Als Anwendung erhalten wir die Verschwindung der hochsten Kohomolo-
giegruppe des Tangentialbiindels eines Konikbiindels:
Proposition 3.11. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel und n := dim X. Dann
ist

H™(Tx) = 0.
Beweis. Nach Serredualitit ist
H™ (Tx) = H?(Qx @ Kx).
Tensorieren der relativen Kotangentialsequenz
0— Q) — Q} — Q) ,y — 0

mit Kx und anschliefSfendes Anwenden des Funktors f, liefert mittels Korol-

lar (-1

Daraus ergibt sich sofort die Behauptung. O

3.2 Deformationstheorie

In Kodairas Deformationstheorie fiir kompakte komplexe Mannigfaltigkei-
ten X spielen die Vektorrdaume H'(Tx) bzw. HZ(Tx) eine wichtige Rolle als
Riaume der infinitesimalen Deformationen bzw. der Obstruktionen von X.
Einen erster Schritt zum Verstdndnis dieser Riume liefert die Berechnung der
Eulercharakteristik von Tx:

Proposition 3.12. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel und £ := £, (K ).
Dann gilt:

X(Tx) =x(Ty) + X(E ® E*) — x(SE @ det E*).
Beweis. Sei 7t: P(E) — Y die nattirliche Projektion. Dann folgt die Behauptung
aus den kurzen exakten Sequenzen

0 — Tx — Tp(g)lx — Nxjp(e) — 0,
0 — Tpey vlx — Tpe)lx — F(Ty) — 0,
0— OP(E) — OP(E)(Z) ®@m*detE* — NXlIP’(E) — 0,
0 — Tp(g)/y ® Op(g)(—2) @ " detE — Tp(g) vy — Tpg)vIx — 0,
0— OIP’(E) — OIP’(E)U) QR mTE" — TIP’(E)/Y —0
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3.2 Deformationstheorie

unter Verwendung von

SKE, falls q =0,

furallek > 0
0, falls g > 0,

RqT[*OP(E)(k) = {

sowie
HY (Tp(e) /v ® Op(g)(—2) @ m* detE) =0 fir alle q > 0. O

Die infinitesimalen relativen Deformationen eines Konikbtindels f: X — Y
tber festgehaltenem Y werden durch den Vektorraum Ext' (Q;( v Ox) be-
schrieben. Fiir die Dimension dieses Raumes gilt folgende Abschitzung;:

Proposition 3.13. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel, € := f. (K5 ). Dann
ist

dim Ext' (Qf v, 0x) < h°(S’E®@ det E*) + h' (E® E*) + h' (Oy) — 2.
Beweis. Die Behauptung folgt aus den langen exakten Sequenzen zu

0 — Nxppe) — Qbe)vix — Qky — 0,
0 — Opg) — Op(g)(2) ® ™" detE* — Nxjp(g) — 0,
0 — Tp(e) /vy @ Opg)(—2) ® " detE — Tp(e) vy — Tp(e) vix — 0,
0 — Opg) — Opg)(1) @ TE* — Tpgy vy — 0,

wenn man berticksichtigt, dass der Pushforward der letzten Sequenz auf Y
spaltet (vgl. Sequenz [2.3). O

Die folgende Verallgemeinerung eines Resultats aus [DEPo5] ist ein Spezi-
alfall von Korollar der ohne Anwendung der allgemeinen Theorie aus
Abschnitt 2.2l bewiesen werden kann:

Satz 3.14. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel, A C CN die Einheitskreis-
scheibe und m: X — A eine Deformation von X = Xo. Dann existiert eine offene
Umgebung U C A von 0, eine Deformation \p:Y — U wvon Y = Yo und eine holo-
morphe Abbildung F: Xy — Y iiber U derart, dass Flyx, = f und F: Xy — Y ein
Konikbiindel ist (in der Sprechweise von Abschnitt |2.2| heif$t dies, dass f quellstabil
ist).

Beweis. Sei D die irreduzible Komponente des Douadyraums von X, die die
Fasern von f enthédlt, C C X x D die zugehorige universelle Familie und
p: € = D und q: ¢ — X die natiirlichen Projektionen. Nach Konstruktion
des Douadyraums ist p eigentlich und flach. Fiir jeden Punkt d € D ist somit
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3 Konikbiindel

p~'(d) kompakt und daher 7r<q (p~! (d))) ein Punkt. Damit bekommen wir
eine holomorphe Abbildung 1: D — A derart, dass das Diagramm

9. x

C
Pl ™ (3.15)
D——A
¥
kommutiert. Insbesondere ist auch € ein komplexer Raum tiber A, und p
sowie q sind Morphismen tiber A. Fiir t € A bezeichnen wir mit Dy, C¢, pt
bzw. g die jeweiligen Einschrankungen im Sinne eines Faserprodukts tiber A.
Aus der universellen Eigenschaft des Douadyraums erhalten wir eine holo-
morphe Abbildung «: Y — Do und ein kommutatives Diagramm

X —> Co——=X
fl Pol l (3.16)
0

Y—>Do——

derart, dass f der Riickzug von po entlang o ist und qo o p = idx ist. Nach
Konstruktion ist Dy gerade die irreduzible Komponente des Douadyraums
von X = X, die die Fasern von f enthélt. Da das Normalenbiindel jeder Faser
von f in X trivial ist (vgl. Proposition , ist Dy in allen Punkten im Bild
von « glatt. Dies impliziert, dass « ein Isomorphismus ist. Damit sind auch 3
und qo Isomorphismen.

Wir haben fiir jede Faser Q von f eine Sequenz

00— NQIX — NQDC — NXII)C|Q — 0.

Da sowohl Ny x als auch N x trivial sind, und H! (Oq) = 0 ist, folgt, dass
auch Nqx trivial ist. Daraus ergibt sich, dass (nach eventueller Verkleinerung
von A) der Raum D glatt von Dimension N + dim Y ist. Aus Aquidimensiona-
litatsgriinden ist dann \ flach. Da qo ein Isomorphismus ist, folgt, dass fiir t
nahe bei 0 auch q¢ ein Isomorphismus ist.

Es bleibt zu zeigen, dass nach geniigender Verkleinerung von A die Ab-
bildung p: ¢ — D ein Konikbiindel ist. Sei dazu & := p.(Kj /93)' Da die
allgemeine Faser von po isomorph zu PPy ist, ist auch die allgemeine Faser Fg
von p isomorph zu Py, denn IP; ist starr. Da po generisch submersiv ist, gilt
dies auch fiir p. Dies bedeutet, dass die allgemeine Faser Fy von p triviales
Normalenbiindel hat. Somit folgt aus der Adjunktionsformel:

KE/@|F9 = KFQ = OIPH (2)>
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3.2 Deformationstheorie

also folgt hO(K"é /®|F g) = 3. Andererseits ist aber fiir jede Faser Q von po
die Dimension hO(KE /D|Q) = 3 (siehe Beweis zu Proposition . Aus dem
Halbstetigkeitssatz folgt, dass (nach Verkleinern von A) fiir jede Faser F von p
die Dimension h° (K& /D|F) = 3 ist. Die kanonische Abbildung

p &€ — Ke/p
liefert eine meromorphe Abbildung
L. C--»P(&).

Nach Proposition ist 1p: X = €y — P(€|p,) eine holomorphe Einbettung,
also ist nach Verkleinerung von A auch t eine holomorphe Einbettung, die die
Fasern von p als Koniken in die Fasern des P,-Biindels P(€) einbettet. O

In der Situation projektivierter Rang-2-Biindel l4sst sich noch mehr sagen:

Proposition 3.15. Es seien A C CN die Einheitskreisscheibe und 7: X — A bzw.
P:Y — A Deformationen der kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten Xo bzw.
Yo. Es sei weiter F: X — Y ein Py-Biindel iiber A derart, dass ein Rang-2-Biindel V
auf Yo existiert, so dass Flx,: Xo — Yo isomorph zu P(V) — Yo ist. Dann existiert
fiir jedes Geradenbiindel L € PicY mit Lly, = detV ein Rang-2-Biindel V auf Y
mit V|yx, =V und detV = £ derart, dass F: X — Y isomorph zu P(V) — Y ist.

Beweis. (vgl. [DEPos5, Proposition 2]) Wir setzen
=Ky, y ®FL

und
Gt = 9|xt

fir t € A. Nach der Formel fiir das kanonische Biindel eines projektivierten
Vektorbiindels ist dann

So = Op(v)(2),

also existiert insbesondere eine ,Quadratwurzel” von Gy (d.h. ein Q € Pic X,
mit Q®2 = Gy). Die Obstruktion fiir die Existenz einer Quadratwurzel eines
Geradenbiindels auf X; liegt in H?(Xy,Z/27) =: G¢. Die Gy bilden ein lokales
System diskreter abelscher Gruppen iiber A; das Verschwinden der Obstrukti-
on fiir §p impliziert damit das Verschwinden der Obstruktion fiir G fiir alle
t € A. Damit ergibt sich die Existenz eines Geradenbiindels Q € Pic X mit
Q®2 =~ G und Qlx, = Op(v)(1). Da die Einschrankung von Q auf jede Faser
von F Grad 1 hat, ist
V:.=F.Q

ein Rang-2-Biindel auf Y mit den gewiinschten Eigenschaften. O
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3 Konikbiindel

Unter gewissen Umstdnden lassen sich Deformationen des Basisraums eines
Konikbiindels zu Deformationen des Konikbiindels , hochheben”:

Proposition 3.16. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel mit der Eigenschaft,
dass Extz(Q;( v Ox) = 0ist. Dann existiert fiir jede Deformation \: Y — A
(A C CN die Einheitskreisscheibe) von Y = Yo eine offene Umgebung U C A
von 0, eine Deformation m: X — W von X = Xy und eine holomorphe Abbildung
F: Xy — Y derart, dass Flx, = f und F: Xy — Y ein Konikbiindel ist.

Beweis. Die Existenz von X und der Fortsetzung F von f ist eine direkte
Folgerung aus Proposition Die Tatsache, dass F ein Konikbiindel ist,
erhilt man wie im Beweis zu Satz O

Als Anwendungsbeispiel folgt eine spezielle Variante von Satz

Satz 3.17. Sei f: X — Y ein kompaktes Konikbiindel. Ist Y algebraisch approximier-
bar und Extz(Q;( v Ox) =0, so ist auch X algebraisch approximierbar.

Beweis. Direkte Konsequenz aus Proposition und Korollar O

Leider ist dieses Kriterium in sehr vielen der fiir uns interessanten Situatio-
nen nicht anwendbar:

Proposition 3.18. Sei S eine K3-Fliiche oder ein zweidimensionaler Torus, f: X — S
ein Konikbiindel mit Extz(Q;(/S, Ox) = 0. Dann ist f ein P1-Biindel.
Beweis. Sei ): 8 — A eine verselle Deformation von S = 8y (A ¢ CN die
Einheitskreisscheibe). Nach evtl. Verkleinerung von A existiert nach Propo-
sition eine Deformation 7t: X — A von X = Xy und eine holomorphe
Abbildung F: X — 8 derart, dass F|x, = f und F ein Konikbiindel ist. Definiere
& = Fu (K% /g).

Aus dem lokalen Satz von Torelli folgt die Existenz einer Folge (tx) C A mit
tx — O fiir k — oo derart, dass fiir alle k

P(Stk) =0

ist. Dies impliziert, dass auf 8, keine Kurven existieren. Insbesondere ist fiir
das Konikbiindel Fy, :=Flx, : X¢, — 8¢, der Diskriminantendivisor Ar, = 0.
Da Af, durch einen nichttrivialen Schnitt in Ho(detE*Ixtk) gegeben wird,
bekommen wir

det8*|xtk = Oxtk.
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3.3 Konikbiindel mit relativer Picardzahl 1

Aus Stetigkeitsgriinden folgt, dass det £*|x, numerisch trivial ist. Der Diskri-
minantendivisor von f liefert aber einen nichttrivialen Schnitt in H° (det &* o )-
Damit muss

detg*bco = Ox,

und somit A¢ = 0 sein. O

Zur Anwendung von Satz fiir P1-Biindel erweist sich folgender Hilfssatz
als niitzlich:

Lemma 3.19. Sei f: X — Y ein kompaktes P1-Biindel und & := f.(K§ ). Dann
ist
Ext?(Q) v, 0x) = HY(Tx,y) =HIY(E)  fiiralle q > 0.

3.3 Konikbiindel mit relativer Picardzahl 1

Kompakte Konikbiindel f: X — Y mit p(X) = p(Y) + 1 spielen eine wichti-
ge Rolle, da sie im Moriprogramm als Kontraktionen extremaler Strahlen
auftreten. Fiir spatere Zwecke ist folgende Eigenschaft solcher Konikbtindel
wichtig:

Proposition 3.20 (vgl. [Miy83, Lemma 4.5]). Sei f: X — Y ein kompaktes Konik-
biindel mit p(X) = p(Y) + 1. Dann ist fiir jeden irreduziblen Divisor D C Y auch
f~1(D) C X irreduzibel.

Beweis. Sei D C Y ein irreduzibler reduzierter Divisor. Wegen Proposition
ist fiir allgemeines y € supp D die Faser Xy, reduziert, also ist F := f*(D) ein
reduzierter Divisor auf X. Es sei

T
F=) F
i=1

die Zerlegung von F in irreduzible Komponenten. Da alle Fasern von f eindi-
mensional sind, ist f(F;) = D fiir alle i. Dies bedeutet, dass fiir allgemeines
y € D fiir jedes i = 1, ..., v der Durchschnitt C; := F; N Xy eine nichtleere
reduzierte Kurve ist, so dass fiir i # j die beiden Kurven C; und C; keine
gemeinsamen Komponenten haben. Da X, eine Konik im P; ist, folgt daraus
insbesondere, dass r < 2 ist. Wir nehmen an, dass r = 2 ist. Day € D
allgemein gewdhlt wurde, ist X, nach Proposition ein Paar sich trans-
versal schneidender Geraden. Dies bedeutet insbesondere, dass F; - C; = 1
ist. Da weiterhin offenbar Fy - X, = 0 ist, existiert wegen p(X) = p(Y) + 1
ein Geradenbiindel L; € PicY derart, dass F; = f*L; ist. Damit ist aber
F1-Cy =Ly f.Cz = 0im Widerspruch zur obigen Rechnung. O
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4 Konikbiindel iiber Flachen

Wir mochten einige Spezialisierungen und Konsequenzen von Aussagen aus
dem vorigen Kapitel fiir Konikbiindel tiber Flichen angeben. Anschliefsend soll
der Diskriminantenort von Konikbiindeln mit relativer Picardzahl 1 genauer
studiert werden. Dies ermoglicht den Beweis der Existenz infinitesimaler
Deformationen solcher Konikbiindel iiber nichtalgebraischen Kdhlerflachen.

4.1 Allgemeines

Im weiteren Verlauf erweist sich das folgende Verschwindungsresultat als
hilfreich:

Proposition 4.1. Sei S eine Fliche, f: X — S ein Konikbiindel. Dann ist
und es gibt eine exakte Sequenz

0 — H'(Tx/s) — Ext' (Q} /5, 0x) — HO (Ext' (Q) /5, Ox))
— H?(Tx,s) — Ext?(Q) /5, 0x) — H' (Ext! (Q) /5, 0x)) — 0.

Beweis. Aus Proposition 3.8 und der Leray-Spektralsequenz bekommen wir
H3(Tx/s) = 0.
Des Weiteren folgt aus der relativen Kotangentialsequenz
ExtI(Q) 5,0x) =0  fiirq>2

und
dim supp Ext’ (Q;(/S, Ox) < 1.

Damit folgt die Behauptung aus der Spektralsequenz

ED9 = HP (ext9(Q) 5, Ox)) = ExtPT9(Q /5, Ox). =
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4.2 Konikbiindel iiber K3-Flichen

Proposition 4.2. Sei S eine kompakte Fliche, f: X — S ein Konikbiindel und E :=
f*(K*X/S). Dann ist

X(Tx) = —c2(E) + c1(E) e1(S) +2¢7(S) — 7x(0s).

Beweis. Dies folgt aus Proposition unter Verwendung der Berechnungen
aus Anhang [Al O

Aus Proposition erhalten wir

Korollar 4.3. Sei S eine kompakte Fliche, f: X — S ein Konikbiindel und E :=
f*(K;‘(/S). Sei K der Kuranishiraum von X. Dann gilt:

dim X > h'(Tx) —h?(Tx) = h%(Tx) —x(Tx)
> () —c1(E) 1 (S) = 2¢7(8) + 7x(0s)
Beweis. Propositionen [4.2]und O

Im Fall eines projektivierten Rang-2-Biindels wird die Formel aus Propositi-

OI’I@ZU

Proposition 4.4. Sei S eine kompakte Fliche, V ein Rang-2-Vektorbiindel auf S.
Dann gilt
X(Te(v)) = —4c2(V) +ci (V) +2¢7(S) = 7x(0s).

Beweis. Folgt direkt aus Proposition [4.2] unter Verwendung von Proposition [3.4]
und den Berechnungen aus Anhang O

4.2 Konikbiindel iiber K3-Flichen

Als Anwendungsbeispiel fiir die allgemeinen Formeln sollen in diesem Ab-
schnitt Abschdtzungen fiir die Dimensionen von Deformationsraumen von
Konikbiindeln iiber K3-Fldachen hergeleitet werden.

Aus Proposition |4.2| erhalten wir

Proposition 4.5. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer K3-Fliche S und E :=
f*(K;k(/s). Dann ist
X(Tx) = —c2(E) — 14,

also gilt fiir den Kuranishiraum X von X:

dim X > ¢ (E) + 14.
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4 Konikbiindel iiber Flichen

Beweis. Proposition [4.2 und Korollar O

Fiir die relativen Deformationen bekommen wir

Proposition 4.6. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer K3-Fliche S und E :=
f*(K*X/S). Dann ist

dim Ext' (Q} /5, 0x) < h®(S*E @ detE*) + 2h%(E @ E*)
+6c2(E) —2c%(E) —20.

Beweis. Proposition und Anhang O

4.3 Geometrie des Diskriminantenorts

Im Falle, dass der Basisraum eines Konikbiindels eine Fldche ist, lasst sich der
Diskriminantenort recht genau charakterisieren:

Proposition 4.7. Sei S eine Fliche und f: X — S ein Konikbiindel. Dann ist A¢ eine
reduzierte Kurve mit hichstens gewohnlichen Doppelpunkten als Singularitiiten.

Beweis. Nach Proposition werden die einzig moglichen Singularitdten
von A¢ durch beschrieben. O

Fiir den Fall der relativen Picardzahl 1 gilt:

Proposition 4.8 ([Miy83, Remark 4.2]). Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer
kompakten Fliiche S derart, dass fiir jede irreduzible Kurve C C S auch f~1(C) C
X irreduzibel ist. Dann schneidet jede glatte rationale Komponente von A¢ andere
Komponenten von A¢ in mindestens zwei Punkten.

Beweis. Wir definieren wie immer E := f, (K} /S). Sei C eine glatte rationale

Komponente von A¢. Dann ist fiir alle ¢ € C die Faser f~1(c) ein Paar von
(nicht notwendigerweise verschiedenen) Geraden in IP(E.). Fassen wir diese
Geraden als Punkte in P(E}) auf, so bekommen wir eine 2 : 1-Uberlagerung
v: C — C. Da nach Voraussetzung f~1(C) irreduzibel ist, muss v eine nicht-
triviale Uberlagerung sein. Wegen C = P; muss v damit in mindestens zwei
Punkten verzweigt sein. Sei ¢y € C ein Verzweigungspunkt von v, dann ist
f~1(co) eine Doppelgerade, also ¢ € sing Af nach Proposition Da C aber
glatt ist, bedeutet das, dass C in cy eine andere Komponente von A¢ schneiden
muss. O

Um im weiteren Verlauf auch nicht minimale Flachen in den Griff zu be-
kommen, benotigen wir folgende Aussage:
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4.3 Geometrie des Diskriminantenorts

Lemma 4.9. Sei S eine nichtalgebraische Fliche und A C S ein reduzierter Divisor
derart, dass fiir jede glatte rationale Komponente C von A die Schnittzahl

C-(A-C)22 (4.1)

ist. Sei p: S — S die Niederblasung einer (—1)-Kurve Co C S. Dann ist A := p.A
ein reduzierter Divisor auf S derart, dass auch fiir jede glatte rationale Komponente
C von A die Schnittzahl

C-(A-C)=2
ist.

Beweis. Es existieren paarweise verschiedene irreduzible Kurven Cy, ..., Cy
auf Smit C; #£ Co furi =1, ..., k derart, dass

Kk
A= Z C; oder A=Co+ Z C; (4-2)

i=1 i=1

ist und Gleichung fir die glatten rationalen Komponenten von A gilt.
Wenn wir Cq := p.Cy, ..., Cx := p.Cx definieren, so sind in jedem Fall C;,
..., C paarweise verschiedene irreduzible Kurven auf S und es gilt:

k
A = 'p*A = Z Ci.
i=1

Ist nun fiir ein festes i € {1,...,k} die Kurve C; glatt rational, so ist auch C;
eine glatte rationale Kurve, also gilt nach Voraussetzung

Ci-(A=-C) =2 (4-3)

Offenbar gilt

p*(Ci) = Ci+ (Ci - Co)Co,

wobei C; - Co € {0,1} ist, da C; glatt ist. Des Weiteren ist im zweiten Fall
von (4.2) auch Cy eine glatte rationale Komponente von A, so dass wir nach
Voraussetzung die Abschidtzung

Co-(A—Ci)=Co-(A—Co)+C§—Co-Ci =0 (4-4)

erhalten. Die Aussage (4.4) gilt offensichtlich auch im ersten Fall von (4.2), da
in diesem Fall der effektive Divisor A — C; die Kurve Cy nicht als Komponente
enthalt.
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4 Konikbiindel iiber Flichen

Insgesamt ergibt sich mittels p*(C;) - Co = 0, (4-4) und (g.3):

Ci-(A=Cy) =p*(Ci) - p*(psa — Cy)
=p*(Ci)- (A—Cy)
=Ci (A=Ci) +(Ci- Co)Co - (A—Cy)
>Ci-(A-Cy) > 2. O

4.4 Konikbiindel iiber Flachen mit algebraischer
Dimension o

Proposition 4.10. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer kompakten Kihlerfliche
S mit a(S) =0 und p(X) = p(S) + 1. Dann ist Ay =0, d. h. f ist ein P;-Biindel.

Beweis. Wir wissen aus der Flachenklassifikation, dass S entweder bimero-
morph zu einem Torus oder bimeromorph zu einer K3-Fldche ist. In jedem
Fall ist jede irreduzible Kurve auf S eine glatte rationale Kurve.

Wir schreiben also

Af :Zci)

wobei Cy, ..., Cx paarweise verschiedene glatte rationale Kurven auf S sind.
Nach Proposition ist Proposition 4.8 anwendbar und wir bekommen fiir
allei=1,..., k:

Ci-(Af—Cy) = 2. (4-5)

Ist nun S minimal, so ist S ohne Einschrankung eine K3-Fliache (auf Tori
der algebraischen Dimension 0 gibt es keine Kurven). Damit ist jedes C; eine
(—2)-Kurve, also folgt aus (4.5):

k
Af=) (CT+Ci-(Ar—Cy)) =0.

i=1

Wegen a(S) = 0 ist das Schnittprodukt auf H? (S, Z) negativ definit, also folgt,
dass Af = 0 ist. Da S eine K3-Flache ist, impliziert dies A¢ = 0.

Ist S nicht minimal, dann sei p: S — S die Niederblasung einer (—1)-Kurve
Co auf S. Lemma liefert, dass auch p,As die Bedingung (4.5) erfiillt.
Induktiv kénnen wir folgern, dass p.As = 0 ist. Es ist dann A¢ = 0 oder
A¢ = Co, wobei der zweite Fall im Widerspruch zu Ungleichung (4.5) steht. O
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4.5 Konikbiindel iiber Flichen mit algebraischer Dimension 1

4.5 Konikbiindel iiber Flachen mit algebraischer
Dimension 1

Fiir Konikbiindel tiber minimalen kompakten Flachen mit algebraischer Dimen-
sion 1 hat die Diskriminantenkurve eine besonders einfache Struktur:

Proposition 4.11. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer minimalen kompakten
Fliiche S mit a(S) = 1 und p(X) = p(S) + 1. Sei r: S — B die eindeutig bestimmte
elliptische Faserung von S. Dann ist ein Vielfaches von As eine Summe von Fasern
von 1, also insbesondere numerisch trivial (d.h. A¢ - L = 0 fiir alle Geradenbiindel
L € PicS).

Beweis. Wegen a(S) = 1 liegen alle irreduziblen Kurven auf S in Fasern
von 1. Dies impliziert in Verbindung mit der Klassifikation singulédrer Fasern
elliptischer Faserungen, dass

Af:ZCi—l—ZF]’
i j

ist, wobei die C; (—2)-Kurven und die F; numerisch triviale irreduzible Divi-
soren sind. Wie im Beweis zu Proposition folgt daraus

was die Behauptung impliziert. O

Fiir nicht minimale Flichen bekommen wir folgende Chernklassenunglei-
chungen:

Proposition 4.12. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer kompakten Fliche S mit
a(S)=Tund p(X)=p(S)+1. Sei E := f*(K;‘US). Dann ist

c1(E) > 3c1(E)cr(S) +4c5(S) (4.6)

und
c2(E) = c1(E) 1 (S) + 2 c3(S). (4-7)

Beweis. Wegen Ay € |det E*| ist Ungleichung dquivalent zur Aussage
Ar - (Ar—3Ks) —4K§ > 0. (4-8)

Ist S minimal, so folgt direkt aus Proposition wobei wir uns erin-
nern, dass zum Beweis dieser Proposition lediglich die sich aus Proposition
ergebende Eigenschaft

C-(Ar=C) =2 (4-9)
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4 Konikbiindel iiber Flichen

fiir jede glatte rationale Komponente C des Diskriminantenorts A¢ verwendet
wurde.

Ist S nicht minimal, so sei p: S — S die Niederblasung der (—1)-Kurve
Co C S. Nach Lemma [4.9] iibertrdgt sich die Eigenschaft (4.9) auf den Divisor
A= p«As. Induktiv diirfen wir also annehmen, dass

A (A—3Kg) —4KE >0 (4.10)
ist. Nun ist aber

Ks = p*Kg + Co

und

A =p*A+ (e —n)Co,
wobei p die Vielfachheit der Kurve A im Punkt p(Cyp) istund Af = p; 'A+¢Cy
ist (also insbesondere ¢ € {0, 1}, da A¢ reduziert ist). Es ergibt sich

Ap- (Ap—3Ks) —4K§ =A- (A—3Kg) — 4K +4+ (p—¢)(e —pn—3),

also gentigt es nach zu zeigen, dass

(p—e)(lp—e+3) <4 (4.11)
ist. Um dies zu zeigen, bemerken wir zunéichst, dass
Co- (A —=Co)=p—e+1
ist. Aus Eigenschaft ergibt sich damit die Implikation
e=1=>u=2. (4.12)

Wegen a(S) = a(S) = 1ist S eine elliptische Flache und alle irreduziblen
Kurven auf S sind in Fasern der eindeutig bestimmten elliptischen Faserung
enthalten. Aus Kodairas Klassifikationstheorie der singuldren Fasern einer el-
liptischen Faserung (siehe z. B. [BHPVogy, S. 200 ff.]) folgt, dass alle reduzierten
Kurven auf S in jedem ihrer Punkte hochstens Multiplizitdt 3 haben. Es ist
also insbesondere p < 3. Damit gilt (4.11)), auBer evtl. in den folgenden Féllen:

i n=3,
(i) t=2und e =0.

Wir zeigen, dass diese beiden Félle nicht auftreten konnen. Wir kénnen
dazu ohne Einschrankung annehmen, dass A zusammenhdngend ist, also
insbesondere alle irreduziblen Komponenten von A in derselben Faser der
elliptischen Faserung von S liegen. Damit fithren die beiden Fille wie folgt
zum Widerspruch:
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4.5 Konikbiindel iiber Flichen mit algebraischer Dimension 1

(i) Ist p = 3, so folgt aus der Klassifikation der singuldren elliptischen
Fasern unter Berticksichtigung moglicher weiterer Niederblasungen von
(—1)-Kurven auf §, dass A drei glatte rationale Komponenten Cy, C;
und C3 enthilt, die sich im Punkt p(Cp) mit drei verschiedenen Tangen-
tialrichtungen schneiden. Beachten wir zusétzlich die Implikation (4.12)
fiir alle weiteren Niederblasungen von §, so bekommen wir

A:C1+C2+C3.

Dann ist aber fiir jedes i € {1,2, 3} die Kurve p; ' C; eine glatte rationale
Komponente von A¢ mit

p.'Ci- (Ar—py'Ci) =,
was im Widerspruch zu (4.9) steht.

(ii) Es sei u = 2. Wir zeigen, dass dann ¢ = 1 sein muss, d.h. Cy eine
Komponente von Af sein muss: Aus der Klassifikation der singuldren
elliptischen Fasern ergeben sich unter Beriicksichtigung von Implikati-
on und Eigenschaft (4.9) folgende Moglichkeiten:

* A ist eine irreduzible Kurve mit genau einem singuldren Punkt
(ndmlich p(Cp)), in dem sie entweder sich selbst transversal schnei-
det oder eine Kuspe besitzt. In diesem Fall ist die strikte Transfor-
mierte p; ' A eine glatte rationale Kurve, also muss wegen (4.9) der
Divisor A¢ eine weitere Komponente (ndmlich Cy) haben.

* A besteht aus zwei glatten rationalen Komponenten, die sich in
genau einem Punkt (ndmlich p(Cp)) mit Vielfachheit 2 schneiden.
Dann besteht die strikte Transformierte p; ' A ebenfalls aus zwei
glatten rationalen Komponenten. Diese schneiden sich in genau
einem Punkt transversal, also muss wiederum A¢ die zusitzliche
Komponente C besitzen.

* A ist ein Zyklus glatter rationaler Kurven. Dann ist die strikte
Transformierte p, ' A eine Kette glatter rationaler Kurven. Eigen-
schaft @ fir die Endkurven dieser Kette impliziert, dass auch
hier Cy eine Komponente von A¢ sein muss.

Dies zeigt und damit auch (4.6).

Da nach [BLP87, Théoréme 3.1] fiir jede torsionsfreie kohdrente Garbe JF
vom Rang r auf einer nichtalgebraischen Flache
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4 Konikbiindel iiber Flichen

also insbesondere c,(E) > % c?(E) ist, folgt auch (g.7). O

Bemerkung 4.13. Die Aussage von Proposition gilt auch, wenn S eine
Kéhlerfliche mit a(S) = 0 ist: Nach Proposition ist dann A = 0, also ist
trivialerweise erfiillt; (4.7) folgt daraus wie im Beweis zu Proposition [4.12}

4.6 Konikbiindel iiber nichtalgebraischen Flachen

Unter Zuhilfenahme der vorigen Ergebnisse erhalten wir folgendes Resultat
tiber die Existenz von Deformationen fiir Konikbiindel iiber nichtalgebraischen
Kéhlerflachen:

Satz 4.14. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer nichtalgebraischen kompakten
Kihlerfliche S mit p(X) = p(S) + 1. Dann ist

h!(Tx) > 0. (4.13)
Es gilt sogar
R (Tx) > h*(Tx), (414)
wobei Gleichheit in nur moglich ist, wenn

ho(Tx) =0 (4.15)
und
c7(S) = c2(S) =i (E) = 2(E) =0 (4.16)

gilt (E:= £, (K 5).
Beweis. Aus den Propositionen und [4.2] folgt

h! (Tx) — h2(Tx) = h%(Tx) + (c2(E) —c1(E) c1(S) — 2 c3(S))
— 2c3(S) + 7x(0s).

Mit Proposition und Bemerkung ergibt sich, dass alle Summanden
auf der rechten Seite nichtnegativ sind (da S K&hler und nichtalgebraisch
ist, gilt insbesondere C%(S) < 0 und x(Os) > 0). Daraus folgen direkt die

Aussagen (4.14), (4.15) und (4.16).

Die Anwendung des Funktors Hom(-, Ox) auf die Sequenz

0— f*Q§ — Q) — Q) g — 0
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4.6 Konikbiindel iiber nichtalgebraischen Flichen

liefert unter Beriicksichtigung der Propositionen und [4.1] die lange exakte
Sequenz
0 — Ext®(Q) /5, Ox) — HO(Tx) — HO(f*Ts)
— Bxt' (Q 5, Ox) — H'(Tx) — H'(f*Ts) (4.17)

— Ext?(Q) 5, Ox) — H*(Tx) — H3(f*Ts) — 0.

Wire H' (Tx) = 0, so wire nach auch HZ(Tx) = 0 und wir erhielten

aus
H2(Tg) = 0. (4.18)

Aus und folgt dann mittels Flachenklassifikation, dass S eine
eigentlich elliptische Flache ist. Ist r: S — C die elliptische Faserung von S
tiber der glatten Kurve C, so folgt aus der Formel fiir das kanonische Biindel
einer elliptischen Faserung (siehe [BHPVo4, Theorem V.12.1]), dass

r.Ks = Ke @ (R'r,05)*

ist, wobei
deg(R1T*Og)* =0

ist. Da S Kdhler und nichtalgebraisch ist, muss HO(Ks) # 0 sein, also muss
g(C) > 1 und im Fall g(C) = 1 zusitzlich (R'r,0s)* = O¢ sein.
Analog zu bekommen wir die lange exakte Sequenz

0 — Ext®(Qg ¢, 0s) — HO(Ts) — HO(r*Tc)
— Bxt'(Qg ¢, 0s) — H'(Ts) — H' (" T¢) (4.19)

— Ext?(Ql -, 05) — H?(Tg) — H?(r*T¢) — 0,
S/C

also impliziert (4.18), dass
H?(r*Tc) =0 (4.20)

ist. Nun ist aber
H2 (" Te) = HO(Ks @ 1K) = HO (K@% @ (R'r,.05)%).

Wegen impliziert dies g(C) < 1 und (R'r,.0s)* 2 Oc fiir g(C) = 1, was
im Widerspruch zu den oben bereits gefolgerten Bedingungen steht. O

Wir wollen versuchen, die Fille, in denen Gleichheit in auftritt, noch
etwas nidher zu untersuchen:
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4 Konikbiindel iiber Flichen

Satz 4.15. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer nichtalgebraischen kompakten
Kiihlerfliche S mit p(X) = p(S) + 1. Ist h!(Tx) = h?(Tx), so liegt einer der beiden
folgenden Fiille vor:

(i) S ist ein Torus und t := f*(K;‘qS) ist projektiv flach, d. h. P(E) ist durch eine
Darstellung m1(S) — PGL(3,C) gegeben; des Weiteren ist X nicht von der

Form P(V) fiir ein Rang-2-Biindel V auf S.

(ii) S ist minimal eigentlich elliptisch (x(S) = 1) und alle singuliren Fasern der
eindeutig bestimmten elliptischen Faserung r: S — B sind multiple elliptische
Kurven.

Beweis. Wir verwenden die im vorigen Satz hergeleiteten Beziehungen (4.14):
Da S nichtalgebraisch ist, impliziert c%(S) =0, dass S minimal ist. Ist k(S) =0,
so folgt wegen c;(S) = 0, dass S ein Torus ist. In diesem Fall impliziert die
Beziehung c%(E) = 3c;(E) nach [Yan89, Theorem 5.12], dass E projektiv flach
ist. Ware X = IP(V) fiir ein Rang-2-Biindel V auf S, so wire nach Proposition
fir alle i

HY(Tx/s) = HY(S?V @ det V*).

Wegen folgt HO(S*V ® det V*) = 0. Damit wiére aber auch H?(Tx /s)
H2(S?V @ det V*) = 0. Die relative Tangentialsequenz liefert dann h!(Tx)
h'(S) und h?(Tx) < h?(Ts), also wire insgesamt h!(Tx) — h%(Tx) > h'(Ts)
h2(Tg) = 2.

Ist k(S) =1, so folgt wegen c,(S) = 0, dass alle singuldren Fasern von r
multiple elliptische Kurven sein miissen (vgl. [Kod63b, Theorem 12.2]). O

IA\VARIN

4.7 Fujiki-Klassifikation

Fiir spatere Zwecke mochten wir an dieser Stelle die Klassifikationsergebnisse
aus [Fuj83a] im Spezialfall von Konikbiindeln iiber Flichen mit algebraischer
Dimension 1 darstellen:

Proposition 4.16. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer kompakten Fliche S mit
a(S) = 1. Seir: S — B die eindeutig bestimmte elliptische Faserung auf S. Dann

gilt fiir £ = £, (K§ /5):

(i) Ist a(X) =1, so gilt fiir die allgemeine Faser C von r entweder

Elc =F;3
oder

Elc=0c@®Lal*  mitl e Pic® Cund L% 2 Oc fiirallek > 1.
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4.7 Fujiki-Klassifikation

(ii) Ist a(X) = 2, so gilt fiir die allgemeine Faser C von r

Elc=20c@®Lal*  mitl e Pic® Cund L% = Oc fiireink > 1.
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5 Deformationstheorie elliptischer
Fliachen

Mit den von Kodaira in [Kod63a] und [Kod63b] entwickelten Methoden zum
Studium elliptischer Faserungen lassen sich genauere Untersuchungen zur
algebraischen Approximierbarkeit elliptischer Flichen durchfiihren. Fiir el-
liptische Kahlerflichen bekommt man folgendes Ergebnis, das detailliert in
[FMo4] entwickelt wird:

Satz 5.1 (siehe [FMoyg, Theorem 6.12]). Sei S eine kompakte Kihlerfliche und
@: S — C eine elliptische Faserung iiber einer glatten Kurve C. Dann existiert eine
komplexe Mannigfaltigkeit B > 0 und eine Deformation m: § — B von S = 8¢ mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) Es gibt eine elliptische Faserung ®: 8§ — C x B, so dass pr, o ® = 7 und
(D|So =@ ist.

(ii) Fiir jeden Punkt c € C existiert eine offene Umgebung U C C von c, so dass
O '(UxB)= ¢ "(U) x B iiber C x B ist.

(iii) Die Menge der Punkte b € B, fiir die Sy, projektiv ist, liegt dicht in B.

Fiir nichtalgebraische Flachen hat die Deformation aus Satz zusatzliche
Eigenschaften:

Proposition 5.2. Sei S eine nichtalgebraische kompakte Kihlerfliche und ¢: S — C
eine elliptische Faserung iiber der glatten Kurve C. Sei m: 8 — B > 0 die Deforma-
tion von S = 8¢ aus Satz Dann existiert fiir jeden Divisor D auf S eine offene
Umgebung U C B von 0 und ein Geradenbiindel £ € Pic Sy mit Llg, = Os(D).

Beweis. Da S nichtalgebraisch ist, liegt jeder irreduzible Divisor auf S in einer
Faser von ¢. Damit folgt die Behauptung aus der lokalen Trivialitidtsaussage

in Satz O
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6 Deformationstheorie von K3-Flachen
und Tori

In diesem Kapitel verstehen wir unter einem Torus stets einen komplexen
Torus der Dimension 2, also einen Quotienten C? /T, wobei I ein Gitter in C?
ist.

Ziel des Kapitels ist es, die algebraische Approximierbarkeit projektivierter
Rang-2-Biindel tiber K3-Flachen und Tori zu beweisen.

6.1 Geradenbiindel

Satz 6.1. Sei S eine K3-Fliche oder ein Torus, X > 0 der Kuranishiraum von S
und m: § — K die zugehdorige verselle Deformation von S = 8¢. Dann existiert eine
(h1 1(S)— p(S))-dimensionale glatte analytische Teilmenge B C K mit O € B derart,
dass fiir jedes Geradenbiindel L € PicS ein Geradenbiindel L € Pic8p existiert,
dessen Einschrinkung Cls, isomorph zu L ist.

Beweis. Sei h := h!»1(S). Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass X die
Einheitskreisscheibe in C" ist. Mit Hilfe des Satzes von Ehresmann (Satz
bekommen wir wie in Abschnitt[1.2| eine Periodenabbildung

P: K — P(H*(S,QC)),
b — H>%(Sp)
(wegen Kg, = Og, ist h*°(8},) = 1). Bekanntlich ist P holomorph.

Das Schnittprodukt auf H? (S, Z) liefert durch C-bilineare Fortsetzung eine
C-Bilinearform (-, -) auf H?(S, C). Setzen wir

Q= {[w] € P(H*(S,0)) | (w,w) =0, (w,®) >0}, (6.1)

so ist (imP) € Q und P: X — Q ist nach dem lokalen Satz von Torelli ein
lokaler Isomorphismus.

Aus dem Lefschetz-Satz fiir (1, 1)-Klassen und der Vertraglichkeit der Hod-
gezerlegung mit (-,-) folgt fiir beliebige Klassen o« € H?(S,Z) und Punkte
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6 Deformationstheorie von K3-Flichen und Tori

beX:

JLp € PicSy, mit ¢1(Lp) = x < o € HY (Sp)
o o e HYO(8y)t = P(b)* (6.2)
& P(b) € ot C P(H*(S,C))

(Orthogonalraum bezuiglich (-, -)).
Wir definieren nun

M :=NS(S)*+ ¢ P(H%(S,C))

und setzen
B:=2?""(MnQ).

Da (-, -) nicht entartet ist, ist dimM = h + 1 — p(S). Da M tiber R definiert ist,
folgt aus der Ungleichung in (6.1), dass M N Q in allen Punkten glatt ist. Es
ist also B glatt von Dimension h — p(S).

Es bleibt zu zeigen, dass B die gewiinschte Eigenschaft besitzt: Wir setzen
nig = 7ls,: 8g — B. Dann liefert der Pushdown der Exponentialsequenz
auf 8g mittels 7t die folgende exakte Sequenz auf B:

R, 0 —5 R1mp, 0 - R27,Z -2+ R271, 0.

Wenn wir B durch eine geniigend kleine offene Umgebung von 0 ersetzen,
bekommen wir damit eine exakte Sequenz

HO (R 7t5,.0) ¥ HO(R' 715, 0%) -5 HO(R27p,Z) —25 HO(R%mp.0).  (6.3)

Sei L € PicS ein Geradenbiindel. Da mg topologisch trivial ist, definiert c; (L)
einen Schnitt { € H°(R?7nz,.Z). Nach Konstruktion von B gibt es gemafs
fiir jedes b € B ein Geradenbiindel Ly, € Pic 8y, mit ¢1(Ly) = c1(L), also ist
@(¢) = 0. Die Sequenz liefert einen Schnitt & € HO (R 7t O*) mit ¢q (&) =
¢. Wenn wir B klein genug wihlen, erhalten wir aus der Leray-Spektralsequenz
einen Isomorphismus Pic 8g = HO(R'7g,, 0*), also existiert ein Geradenbiindel
L € PicSg mit ¢; (Zlgb) = ¢1(L) fiir alle b € B. Damit ist insbesondere N :=
Lo Ll*s , ein numerisch triviales Geradenbiindel auf §y. Das Biindel N kann
durch eine Klasse v € H! (Os,) beschrieben werden. Da h! (Os, ) unabhangig
von b € B ist, ist R'7tg,. O lokalfrei und der Basiswechselisomorphismus liefert
einen Schnitt ¥ € HO(R'mg,O) mit ¥|So = v. Durch {(¥) wird dann ein
Geradenbiindel N auf 8§y mit N|s, = N definiert. Setzen wir £ := L ®N, so ist
L € Pic8g mit L|g, = L wie gewiinscht. O
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6.1 Geradenbiindel

Bemerkung 6.2. Ist S eine K3-Fldche, so ist in obigem Beweis R0 = 0.
Da auflerdem R?7p,Z ein lokales System von diskreten abelschen Gruppen
tiber B ist, bestimmt cq(L) den Schnitt ¢ € HO(R%?np,.Z) eindeutig. Diese
beiden Tatsachen implizieren mittels (6.3), dass fiir K3-Flichen das fortgesetzte
Biindel £ eindeutig durch L bestimmt ist.

Fiir die gemaf3 Satz|6.1/fortgesetzten Geradenbiindel ergibt sich fiir nichtalge-
braische K3-Flachen automatisch die Konstanz der Kohomologiedimensionen:

Satz 6.3. Sei S eine nichtalgebraische K3-Fliche, B > 0 eine komplexe Mannigfal-
tigkeit und m: 8 — B eine Deformation von S = 8¢ derart, dass fiir jeden Divisor
D auf S ein Geradenbiindel Lp € PicS mit Lpls, = Os(D) existiert (dies ist
insbesondere fiir 7 gemifS Satz bzw. Satz 6.1 erfiillt). Dann existiert fiir jedes
Geradenbiindel £ € Pic 8 eine offene Umgebung U C B von O derart, dass fiir jedes
q > 0 die Abbildung U > b — h9(Llg, ) konstant ist.

Beweis. Wir setzen Ly, := £L[s,. Im Falle, dass hO(Lg) # 0 #h?(Lo) = hO(Lé)
ist, folgt Lo = Og, und damit auch £ = Og wegen der Eindeutigkeit der
Fortsetzung (siehe Bemerkung[6.2). In diesem Fall ist die Behauptung offen-
sichtlich.

Wir konnen also annehmen, dass entweder h°(£y) = 0 oder h%(£Lg) = 0
ist. Wegen h9(Ly) = h2—d (L) gentigt es, den Fall h2(Ly) = 0 zu betrachten.
Nach Halbstetigkeit ist dann h?(£y,) = 0 fiir alle b in einer Umgebung U C B
von 0 und wegen der Konstanz der Eulercharakteristik reicht es aus, die
Konstanz von h®(Ly) zu zeigen. Dazu miissen wir zu jedem Schnitt s €
H(Ly) eine Fortsetzung § € H°(Ly) mit 8ls, = s konstruieren. Sei also
s € H%(Ly), dann definiert s einen effektiven Divisor D := (s = 0) auf 8. Die

Zerlegung
D=) Dy
i

von D in seine irreduziblen Komponenten (nicht notwendigerweise alle D;
verschieden) liefert einen Isomorphismus

Lo = (X)0s,(Di)
i

und Schnitte s; € Og,(D3) mit
S = H Si.

Nach Voraussetzung lassen sich die Geradenbiindel Og,(D;) € Pic 8¢ fort-
setzen zu Geradenbiindeln £; € PicSy mit Lils, = Os,(Di). Wegen der
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6 Deformationstheorie von K3-Flichen und Tori

Eindeutigkeit der Fortsetzung ist dann
Lu = () Ls.
i

Da 8y = S nichtalgebraisch ist, ist jeder irreduzible Divisor auf 8, entweder
eine (—2)-Kurve oder eine Faser einer elliptischen Faserung von 8y. Damit ist
fir alle 1

h! (0s,(D1)) = h?(0s,(D1)) =0,

also ist nach Halbstetigkeit und Konstanz der Eulercharakteristik h®(£;] Sy)
konstant. Dies bedeutet, dass die Schnitte s; fortgesetzt werden kénnen zu
Schnitten §; € HO(£;) mit §ils, = si. Es ist dann durch

s=]]s
i
die gewtinschte Fortsetzung von s gegeben. O

Im Falle nichtalgebraischer Tori ldsst sich die Konstanz der Kohomologiedi-
mensionen durch geeignete Wahl der Fortsetzung erreichen:

Satz 6.4. Sei S ein nichtalgebraischer Torus und m: 8 — B die Deformation von
S = 8¢ gemifs Satz Dann existiert fiir jedes Geradenbiindel L € PicS$ ein
Geradenbiindel £ € Pic§ und eine offene Umgebung U C B von O derart, dass
Lls, = L gilt und fiir jedes q > 0 die Abbildung U > b — h9(Lls, ) konstant ist.

Beweis. Ist h(L) # 0 # h?(L) = hO(L*), soist L = O, also kénnen wir £ = Og
wahlen.

Ist h°(L) = 0 = h2(L), so kénnen wir ein beliebiges Geradenbiindel
L € PicOg mit L|g, = L wihlen (ein solches existiert gemaf} Satz ; die
Konstanz der Kohomologiedimensionen folgt dann aus der Konstanz der
Eulercharakteristik und der Halbstetigkeit.

Nach Serredualitdt konnen wir also ohne Einschrankung annehmen, dass
hO(L) # 0 und h?(L) = 0 ist. Es ist dann L = Og(D) fiir einen Divisor D > 0
auf S. Da es auf Tori der algebraischen Dimension 0 keine Kurven gibt, ist
insbesondere a(S) = 1T und wir haben eine elliptische Faserung (algebraische
Reduktion) r: S — C tiber einer elliptischen Kurve C. Alle irreduziblen Kurven
auf S sind Fasern von r, also existiert ein Divisor & > 0 auf C mit D = r*d.

Da eine Fortsetzung von L auf 8 existiert, ist a(8y,) > 1 fiir alle b € B. Wir
bekommen damit eine relative algebraische Reduktion #: § — C iiber B (siehe
[Fuj83b|, Proposition 4]), wobei € — B eine Deformation von C = Cy ist und
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Tls, = 7 ist. Offenbar existiert ein Divisor 5 > 0 auf G, der flach tiber B ist,
derart, dass Slgo = § ist. Setzen wir £ := ¥*0¢(d), so ist

hO(Lls,) = deg(3s,) = deg(8)

tiir alle b € B, also folgt die Konstanz der Dimensionen h9(£|g, ) fiir alle q > 0
aus Halbstetigkeit und der Konstanz der Eulercharakteristik. O

Fiir uns ist noch folgende Feststellung wichtig:

Proposition 6.5. In der Situation von Satz |6.1| parametrisiert B eine algebraische
Approximation von S.

Beweis. Ist S nichtalgebraisch, so ist p(S) < h!»1(S), also dimB > 1. Nach
Korollar [1.5]ist aber jede nichttriviale Deformation einer K3-Flache oder eines
Torus eine algebraische Approximation. O

6.2 Extensionen

Wir mochten die Fortsetzbarkeit von Extensionen von Geradenbiindeln studie-
ren. Das wesentliche Hilfsmittel dazu ist folgendes Ergebnis:

Satz 6.6. Sei S eine nichtalgebraische K3-Fliche oder ein nichtalgebraischer Torus,
L € PicS ein Geradenbiindel und Y C S ein komplexer Unterraum von Kodimension
> 2. Dann existiert eine algebraische Approximation t: § — B 3 0 von S = 8, ein
Geradenbiindel £ € Pic§ mit Lls, = L und ein komplexer Unterraum 'y C 8 mit
YN 8o =Y, der flach iiber B ist, derart, dass fiir jedes q die Abbildung B > b —
ha((£ ®Jy)ls,) konstant ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass wir eine algebraische Approximation
m: 8 — B 3 0von S = §, ein Geradenbiindel £ € Pic$ mit L[s, = L und
einen komplexen Unterraum Y C 8 mit YN8y =Y, der flach iiber B ist, bereits
konstruiert haben und schreiben Ly, := Lls, sowie Yp :=Y N8y, fiir b € B. Wir
bemerken, dass die Flachheit von Y iiber B impliziert, dass

Jyls, = Iy,
ist. Wir bekommen damit fiir jedes b € B eine kurze exakte Sequenz
0 — (L®Iy)ls, — Ly — Lly, — 0,
die in Kohomologie den Isomorphismus

H? ((£ @ y)ls,) = H?(Ly) (6.4)
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6 Deformationstheorie von K3-Flichen und Tori

und die lange exakte Sequenz

0 — HO((£ ® Iy)ls,) — HO(Lu) — HO(Ly,)

— H' (£ ®y)ls,) — H'(Ly) — 0 (65

liefert. Ist nun zusétzlich £ so gewdhlt, dass die h9(£y,) nicht von b abhéan-
gen, so geniigt es gemaf und (6.5), die Konstanz von h®((£ ® Jy)ls, )
nachzuweisen.

Wir nehmen zunichst HO(L ® Jy) = 0 an. Dann wihlen wir die alge-
braische Approximation 1: § — B von § = §y gemif’ Satz (siehe auch
Proposition und eine Fortsetzung £ € Pic§ von L = £, mit konstanten
Kohomologiedimensionen h9 (L) (siehe Satz fiir K3-Flachen und Satz
tir Tori). Fiir jeden komplexen Unterraum Y C & mit Y N8y =Y, der flach
tiber B ist, folgt dann aus Halbstetigkeit HO((L ® Jg)|gb) =0 fur alle b € B.
Da Y aber nur aus (evtl. nichtreduzierten) isolierten Punkten besteht, existiert
natiirlich eine solche Fortsetzung Y.

Im Fall HO(L ® Jy) # 0 ist auch HO(L) # 0 und es ist L = Og(D) fiir einen
Divisor D > 0 auf S. Wir betrachten zunichst den Fall a(S) = 0. Es muss
dann insbesondere S eine K3-Fldache sein, da es auf Tori der algebraischen
Dimension 0 keine Kurven gibt. Wir wahlen auch hier die algebraische
Approximation 7t: § — B von S = §p und eine Fortsetzung £ € PicS von
L = £y gemaf Satz (nach Satz sind dann automatisch die h9(Ly)

konstant). Es sei
D = Z TliDi
i

die Zerlegung von D in irreduzible Komponenten. Die D; sind dann paar-
weise verschiedene (—2)-Kurven auf S, die sich (wenn {iberhaupt) transversal
schneiden. Nach Satz bekommen wir effektive Divisoren D; auf 8§ mit
Dils, = Di. Wir betrachten den Divisor

D= Z Tli_Di
i

auf 8. Auch die Komponenten D; von D schneiden sich transversal. Daraus
bekommen wir zu jedem Punkt y € supp D eine offene Umgebung U C §
von y derart, dass mit U := U N § gilt:

(U, D) = (U x B,D x B) (6.6)

tiber B (als Isomorphismus von Paaren komplexer Rdume). Wegen a(S) = 0 ist
hO(L) =1, also gilt Y C D als Inklusion komplexer Raume. Aufgrund von
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konnen wir eine flache Fortsetzung Y C 8§ von Y finden, so dass Y C D ist.
Dies bedeutet aber insbesondere, dass h®((£ ® Jy)[s,) = 1 fiir alle b € B ist.

Im Falle a(S) = 1 betrachten wir zuerst den Fall, dass S eine K3-Fldche ist.
Wir wihlen dann die algebraische Approximation 7t: § — B von S = 8¢ gemafs
Satz Nach Proposition [5.2| existiert ein Geradenbiindel £ € Pic8 mit £y =
Os(D) = L und nach dem oben Gesagten gentigt es, Y so zu einem flachen
Y c 8 fortzusetzen, dass h° ((L ® Jg)|3b) konstant ist. Wir miissen also die
Fortsetzbarkeit von Schnitten in H°(L), die auf Y verschwinden, zu Schnitten
in H°(L), die auf Y verschwinden, gewdhrleisten. Sei dazu (Dj)ic1 eine
Indizierung aller irreduziblen Divisoren auf S. Wir wihlen gemif3 der lokalen
Trivialitiat aus Satz eine Familie (D;);c1 von Divisoren auf § mit D; N8y =
D; (vgl. auch Proposition 5.2 und Satz[6.3). Aufgrund der lokalen Trivialitat
der Gesamtsituation konnen wir dann Y C 8 so wiahlen, dass Y beziiglich der
Familie (Dj)ic1 dieselben (schematheoretischen) Inzidenzbeziehungen erfiillt
wie Y beziiglich der Familie (Dj)ier. Ist nun Iy C I eine endliche Teilmenge
mit

DIO = Z n;D; € |L|,
i€l,

so ist aufgrund der Eindeutigkeit der Fortsetzung von L (siehe Bemerkung

DIO = Z n;D; € |L].

iGIo

Ist zusédtzlich Y C Dy, (als Inklusion komplexer Rdume), so folgt nach Wahl
von Y auch die Inklusion Y C Dy,.
Ist S ein Torus mit a(S) =1, so sei r: S — C die elliptische Faserung von
S tiber einer elliptischen Kurve C. Da alle irreduziblen Kurven auf S Fasern
von r sind, ldsst sich das von HO(L ® Jy) c HO(L) definierte Linearsystem
zerlegen als
H(L®Jy)l = Do +[L® Os(—Do)l;

wobei Dy ein effektiver Divisor ist, der den komplexen Unterraum Y C S
enthélt (d.h. Dy ist gegeben durch einen Schnitt sg € HO(OS(DO) ® Jy) C
H®(0s(Dy))). Wir wihlen die algebraische Approximation m: § — B von
S = 8y gemaf Satz und Fortsetzungen M, N € Pic§ von Os(Dy) = Mg,
und LoOs(—Dg) = Nlg, gemaf Satz Wir wihlen einen Schnitt 59 € H (M)
mit pls, = so derart, dass multiple Komponenten von Dy nicht auseinan-
dergezogen werden. Es ist klar, dass man dann Y C § von Kodimension
mindestens 2 so wihlen kann, dass Y N8y = Y ist, Y flach tiber B ist und
o e HOM ® Jy) ist. Wahlen wir £ := M ® N, so ergibt sich die gewiinschte
Konstanz von h° ((L ® jy)|5b). O
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6 Deformationstheorie von K3-Flichen und Tori

Als Anwendung erhalten wir die Fortsetzbarkeit gewisser Extensionen:

Korollar 6.7. Sei S eine nichtalgebraische K3-Fliiche oder ein nichtalgebraischer To-
rus, L € PicS und Y C S ein lokal vollstindiger Durchschnitt von Kodimension
> 2. Dann existiert eine algebraische Approximation m: 8 — B von S = 89, ein
Geradenbiindel £ € Pic8 mit L|s, = L und ein lokal vollstindiger Durchschnitt
Y C 8mit'YyN 8y =Y, der flach iiber B ist, derart, dass fiir jede kohirente Garbe F
auf S, fiir die eine exakte Sequenz

0—0s —=3F —=L®Iy —0 (6.7)
existiert, eine kohiirente Garbe F auf § und eine Extension

0—0s —F — LIy —0, (6.8)
deren Einschrinkung auf 8¢ die gegebene Extension liefert, existieren.

Beweis. Wir wihlen 7, £ und Y geméaf Satz Nach [BPS80) Satz 3] folgt die
Behauptung aus der Konstanz der Abbildung

B > b dimExt' (£ ®Jy)ls,,Os,)-
Nun ist aber nach Serre-Dualitit
Ext' (£ ®Jy)ls,,O0s,) =H' (£ ®Ty)ls,) ",

weshalb sich die gewiinschte Konstanz aus Satz 6.6|ergibt. O

6.3 Rang-2-Biindel

Aufgrund der notigen Fallunterscheidungen bei der Wahl der Deformation
im Beweis von Satz 6.6/ kann nicht garantiert werden, dass sich jedes Rang-2-
Biindel auf eine algebraische Approximation einer K3-Fldche fortsetzen ldsst;
allerdings kann die Fortsetzbarkeit nach Tensorieren mit einem geeigneten
Geradenbiindel erreicht werden:

Satz 6.8. Sei S eine nichtalgebraische K3-Fliiche oder ein nichtalgebraischer Torus
und V ein Rang-2-Biindel auf S. Dann existiert eine algebraische Approximation
m: 8 — Boon S =8, ein Rang-2-Biindel V auf § und ein Geradenbiindel L € Pic S
mit V|s, =V ® L. Ist S ein Torus, so kann L = Og erreicht werden.
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6.3 Rang-2-Biindel

Beweis. Ist V ein einfaches Biindel, so ist

h?(S?V @ det V*) = h2(V ® V @ det V*) — h?(det V @ det V*)
=h?(V® V*) —h?(0s)
=h%(Ve V") —1=0.

Wir wihlen 7t: § — B geméf Satz Nach Lemma und Proposition
ist Proposition auf das Konikbiindel f: P(V) — S und die Deformation 7t
anwendbar. Da nach Satz eine Fortsetzung von det V auf § existiert, liefert
Proposition die Existenz eines Rang-2-Biindels V auf § mit V|g, = V.

Ist V nicht einfach, so existieren Ly, L, € PicS und ein lokal vollstandiger
Durchschnitt Y C S von Kodimension > 2 derart, dass sich V®L; als Extension

0—0s — VL —L®ly —0

schreiben lasst. Wir wihlen eine algebraische Approximation 7: § — B von
8o = S gemaéfs Korollar Dann existiert eine kohdrente Garbe J auf 8 mit
JFls, =V ®Ly. Da V lokalfrei ist, ist nach geniigender Verkleinerung von B
die Garbe JF ein Rang-2-Verktorbiindel auf 8.

Im Falle, dass S ein Torus ist, konnte im Beweis zu Satz die algebraische
Approximation gemaf3 Satz gewdhlt werden, also existiert eine Fortsetzung
L1 € Pic§ von L1 = Lq]s,. Es ist dann (F ® £7)[s, = V. O

Mit Korollar [3.3] folgt sofort:

Korollar 6.9. Sei S eine K3-Fliche oder ein Torus und V ein Rang-2-Biindel auf S.
Dann ist P(V) algebraisch approximierbar.
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7 Weitere Resultate

7.1 Projektivierte Rang-2-Biindel

Wir mochten die Resultate aus Kapitel [f| auf projektivierte Rang-2-Biindel tiber
aufgeblasenen K3-Flachen und Tori ausdehnen. Dazu benotigen wir folgenden
Hilfssatz:

Satz 7.1. Sei S eine kompakte Fliche, p: S — S die Aufblasung in einem Punkt
so € S und V ein Vektorbiindel auf S. Falls eine algebraische Approximation 1t 8 —
B > 0won S = 8¢ und ein Vektorbiindel V auf § mit

Vg, =V = (p*V)**

existieren, so existieren (nach evtl. Verkleinerung von B) auch eine algebraische Ap-
proximation #: § — B von S = 8, eine Modifikation P: 8§ — 8 iiber B mit Plg, =P
und ein Vektorbiindel V auf 8§ mit

\7\30 = V.

Beweis. Wir wihlen eine Untermannigfaltigkeit C C §, die von 7 isomorph
auf B abgebildet wird, so dass €N §y = {so} ist und definieren P: S — S als
die Aufblasung von § entlang C. Dann ist 7 := 7to P: § — § eine Deformation
von § = 8. Fiir jedes b € B ist P|Sb die Aufblasung von 8y im Punkt €N 8y,.
Also ist insbesondere P| 8 =P und 8y, ist projektiv, falls 8y projektiv ist.
Insbesondere ist 7 eine algebraische Approximation (vgl. auch Satz[2.15).

Es sei £ C & der exzeptionelle Divisor von P, dann ist E := € NSy C 8¢
der exzeptionelle Divisor von p. Die zur natiirlichen Abbildung p*p.V — V
biduale Abbildung

PV = V=V

ist auf 8 \ E ein Isomorphismus und induziert somit auf S, die kurze exakte
Sequenz
0—p*V—V—Q—0, (7.1)

wobei Q eine kohirente Garbe auf 8 ist, deren Trager (mengentheoretisch)
in E enthalten ist. Wir mochten zu einer Extension auf § fortsetzen.
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7.2 Konikbiindel iiber Flichen mit algebraischer Dimension 1

Nach Voraussetzung existiert eine Fortsetzung V von V. Zur Fortsetzung von
Q wihlen wir eine offene Umgebung U C § von € derart, dass eine offene
Umgebung U C S von E existiert mit U = U x B iiber B. Wir kénnen dann
pr](Qlu) auflerhalb von U durch 0 fortsetzen und erhalten eine kohéarente
Garbe Q auf 8. Ohne Einschrankung sei U so klein gewahlt, dass (P*V)[y = Oy
ist. Fiir jedes b € B ist dann

Ext' (Qlg,, (P*V)lg,) = Ext' (Qlu, Ou),
also existiert nach [BPS80| Satz 3] eine kurze exakte Sequenz
0—PV—V—0-—0,

deren Einschrankung auf 8§ gerade die Sequenz liefert. Da V lokalfrei
ist, ist auch V (in einer Umgebung von 8;) lokalfrei. O

Fiir projektivierte Rang-2-Biindel tiber Kahlerflichen mit Kodairadimensi-
on 0 haben wir damit ein vollstindiges Resultat:

Satz 7.2. Sei S eine kompakte Kihlerfliche mit x(S) = 0 und V ein Rang-2-Biindel
auf S. Dann ist P(V) algebraisch approximierbar.

Beweis. Aus der Flachenklassifikation folgt, dass das minimale Modell von S
eine K3-Flache oder ein Torus ist.

Ist also S minimal, so existiert nach Satz (6.8 eine algebraische Approximation
m: § — B von § = §p, ein Rang-2-Biindel V auf 8§ und ein Geradenbiindel
L € PicS mit Vs, =V ® L.

Fiir nicht minimale S liefert die induktive Anwendung von Satz|y.1|ebenfalls
eine algebraische Approximation 7t: § — B von S = §, ein Rang-2-Biindel V
auf § und ein Geradenbiindel L € PicS mit V|s, =V ® L.

In jedem Fall ist nach Korollar [3.3|durch P(V) — B eine algebraische Appro-
ximation von P(V ® L) = P(V) gegeben. O

7.2 Konikbiindel iiber Flichen mit algebraischer
Dimension 1

Unter Verwendung der in Kapitel [5| beschriebenen Deformationstheorie el-

liptischer Flachen bekommen wir folgende Aussage iiber die algebraische
Approximierbarkeit gewisser Konikbiindel {iber elliptischen Fldchen:
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7 Weitere Resultate

Satz 7.3. Sei f: X — S ein Konikbiindel iiber einer kompakten Kihlerfliche S mit
a(S) =1, E := f*(K*X/S) und v: S — C die elliptische Faserung von S. Falls fiir
eine allgemeine Faser F von r

Elp = 0F°

ist, so ist X algebraisch approximierbar.

Beweis. Die Voraussetzung impliziert, dass r.E ein Rang-3-Biindel auf C ist.
Wir bekommen eine kurze exakte Sequenz

0—1r,E-5SE—Q—0, (7.2)

wobei Q eine Torsionsgarbe auf S ist. Da alle irreduziblen Kurven auf S in
Fasern von r enthalten sind, liegt insbesondere der Trager von Q in endlich
vielen Fasern von r. Dies bedeutet, dass es eine endliche Menge Z C C gibt,
so dass «l.-1(¢\ 7 ein Isomorphismus ist.

Wir wihlen die algebraische Approximation 7t: § — B > 0 von S = 8§y und
die Fortsetzung R: 8§ — C x B von r gemaf3 Satz Aufgrund der lokalen
Trivialitat von R iiber B existiert eine kohdrente Garbe Q auf 8, die flach iiber B
ist, derart, dass Qls, = Q, supp Q C R™1(Z x B) und

Ext' (Qls,, Os,) = Ext'(Q, 0s)

fiir alle b € B ist. Dies impliziert, dass ein Rang-3-Biindel € auf § und eine
kurze exakte Sequenz

0 — R*prim.E e 500, (7.3)

deren Einschrankung auf 8y gerade die Sequenz ergibt, existieren. Insbe-

sondere ist ocIR_] ((c\2)xB) ein Isomorphismus. Der definierende Schnitt

o € HO(S?E @ det E¥)

(vgl. Proposition [3.2) liefert damit einen Schnitt

~ 0 2 *
5 € HO((8%€ @ dete )|R7]((C\Z)XB))

mit 0-|R71 ((C\Z)X{O}) = 0'|1.7] (C\Z)

Aufgrund der lokalen Trivialitdt der Gesamtsituation gibt es aber fiir jeden
Punkt p € Z eine offene Umgebung U C C von p derart, dass ein Schnitt

G e HO((SZS ® det€)|g-1(uxp))
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7.3 Konikbiindel iiber K3-Flichen

mit &lg-1(ux (o)) = Ol—1(u) und & existiert.

] (i) ~ ko1 ((unp) «s)
Die Schnitte & und 6 verkleben zu einem Schnitt

s € HO(S%& @ det&¥)

mit s|s, = 0. Der Schnitt s definiert ein Konikbiindel iiber §, das eine algebrai-
sche Approximation von X liefert (siehe Korollar [3.3). O

Bemerkung 7.4. Ist f: X — S ein Konikbiindel, das die Voraussetzungen von
Satz [7.3| erfiillt, so ist nach Proposition insbesondere a(X) = 2.

7.3 Konikbiindel iiber K3-Flachen

Wir kénnen die Resultate aus Kapitel [6] verwenden, um eine weitere Approxi-
mierbarkeitsaussage fiir Konikbtindel {iber K3-Fldchen zu gewinnen:

Satz 7.5. Sei S eine K3-Fliche, f: X — S ein Konikbiindel und  := f*(K;‘(/S). Falls
Geradenbiindel 11, L, L3 € Pic S existieren mit

E= I—1 ©® I—Z &b L3)
dann ist X algebraisch approximierbar.

Beweis. Wir wihlen die Deformation 7t: § — B 2 0 von S = 8 gemif Satz
Nach Proposition |6.5|ist 7 eine algebraische Approximation von S. Es seien
Li € Pic8 fiir i =1, 2, 3 Geradenbtiindel mit £ils, = L;. Setzen wir

& =L @Lz@[@,
so ist €|g, = E und es gilt

S?e @dete* =LY @ L5 @ L3
BL1OLIRLYD(LI®LRLE) B (LT ®L5RL3).

Satz liefert, dass die Abbildung B > b — ho((SZS ® det 8*)|gb) in einer
Umgebung von 0 konstant ist, also ldsst sich (nach evtl. Verkleinerung von B)
der nach Proposition [3.2| gegebene definierende Schnitt o € HO(S?E ® det E*)
von X fortsetzen zu einem Schnitt & € HO(S2€ ® det &%) mit 6ls, = 0. Der
Schnitt & definiert ein Konikbiindel X c P(&) uber 8§ mit Xy = X. Nach
Korollar 3.3|ist X — B eine algebraische Approximation von X. O
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A Chernklassen

In diesem Anhang sind einige oft benttigte Formeln fiir Chernklassen und
Eulercharakteristiken gewisser Vektorbiindel aufgelistet. Fiir die allgemeine

Theorie sei auf [Fulg8] verwiesen.

A.1 Gewisse Chernklassen

Proposition A.1. Seien E, F Vektorbiindel. Dann gilt:

¢1(E®F) = rk(F) c1 (E) + rk(E) ¢1 (F),

2(E® F) = rk(F) c2(E) + rk(E) e (F)
+ (rk(E) rk(F) — 1) 1 (E) ¢ (F)
+ (1) ed () + (M) i (F),

2
2(\E) = (K- 2)ea(®) 5 () ke

Korollar A.2. Sei E ein Vektorbiindel. Dann gilt:

a(E®E") =
Q(EREY) = rk(E) c2(E) — (rk(E) — 1) c3(E)
c1(E®E) = 2rk(E) ¢ (E),
c2(E®E) = 2rk(E) c2(E) + (2rk(E) + 1) (rk(E) — 1) 7 (E),
c1(S*E) = (rk(E) + 1) c1(E),
2(S%E) = (rk(E) +2) c2(E) + 3 (rk(E) +2) (rk(E) — 1) c§ (E
c1(S*E®@detE*) = —J (rk(E) + 1) (rk(E) — 2) 1 (E),
c2(S’E ® detE*) =

Speziell fiir Rang-3-Biindel:
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A.2 Folgerungen fiir Eulercharakteristiken iiber Flichen

Korollar A.3. Sei E ein Rang-3-Vektorbiindel. Dann gilt:

¢ (E®E") =0, (A.13)
c2(EQ E*) = 6c2(E) — 24 (E), (A.14)
c1(E®E) =6¢1(E), (A.15)
c2(E®E) =6¢cy(E) + 143 (E), (A.16)

C1 (SZE) =4c;(E), (A.17)

c2(S?E) =5¢,(E) +5c2(E), (A.18)

c1(S*E ® detE*) = —2¢; (E), (A.19)
(S’E ® det E*) = 5c,(E). (A.20)

A.2 Folgerungen fiir Eulercharakteristiken iiber Flichen

Aus dem Satz von Riemann-Roch sowie den Berechnungen des vorigen Ab-
schnitts erhalten wir:

Proposition A.4. Sei E ein Vektorbiindel iiber einer kompakten Fliche S. Dann gilt:

X(E) = 3(cf(E) —2ca(E) + c1(S) e1(E)) + rk(E) x(0s),  (A.21)
X(E @ E*) = —2rk(E) c2(E) + (rk(E) — 1) ¢2(E) + rk(E)2 x(0s), (A.22)
X(S?E ® detE*) = —(rk(E) +2) c2(E) + 3 (rk(E)* — rk(E) + 2) cf (E)

— T(rk(E) + 1) (rk(E) — 2) ¢1 (S) c1 (E) + (™)) x(0s).
(A.23)

Wieder speziell fiir Rang-3-Biindel:

Korollar A.5. Sei E ein Rang-3-Biindel iiber einer kompakten Fliche S. Dann gilt:

X(E) = $(cf(E) —2c2(E) + c1(S) 1 (E)) +3x(0s),  (A.29)
X(E®QE") =—6c E)+2c1 E) + 92x(Os), (A.25)

( (
X(S?E @ detE*) = —5¢2(E) + 2cF(E) — ¢1(S) c1 (E) + 6x(Os). (A.26)

X(0s) = 75 (c1(S) + ca(S)).
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B Nichtalgebraische
Mannigfaltigkeiten

Proposition B.1. Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit mit algebraischer
Dimension a(X) = 0 und J eine torsionsfreie kohirente Garbe auf X. Dann ist

ho(F) < tk(F).

Beweis. Sei zunichst rk(F) = 1. Dann ist F** ein Geradenbiindel. Zwei
linear unabhéngige Schnitte eines Geradenbiindels lieferen eine nichttriviale
meromorphe Funktion auf X, also impliziert a(X) = 0, dass hO(F**) < 1 ist.
Da J Untergarbe von F** ist, ist auch ho(F) < 1 =1k(F).

Ist rk(F) > 1, so unterscheiden wir zwei Falle: Falls HO(F) = 0 ist, so ist
nichts zu zeigen, andernfalls bekommen wir eine kurze exakte Sequenz

0—0x —F-%g—0, (B.1)

wobei G eine kohidrente Garbe auf X ist. Bezeichnen wir mit G, die Torsions-
untergarbe von G, so erhalten wir aus (B.1)) die kurze exakte Sequenz

0— @ "(Stor) — F -5 G/Gtor — 0.

Da F torsionsfrei ist, ist @ ' (Sior) eine torsionsfreie Garbe vom Rang 1; nach
Konstruktion ist §/Gr torsionsfrei von Rang rk(F) — 1. Nach Induktion
erhalten wir damit

hO(F) < hO (@ " (Stor)) + MO(G/Stor) < T+ (tk(F) = 1) =1k(F). O
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