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Abstract

The paper ison representation theory and invariant theory of semisimple Lie algebras.

To be more precise:

Given asemisimple (preferably: ssmple) complex Liealgebra L. Consider the monoid
I'=T (L) of equivalence classes of the finite dimensional irreducible complex
representations of L.T" isidentified with the lattice of the corresponding highest weights.
(This delivers the monoid structure of T".)

For n e I"one considers the symmetric algebra S(n) =®;,_, S"(n) (here n is

regarded as a representation).

The elementsof T" "occurring” in S(xt) - i.e. which are the heighest weights of some
irreducible component of the representation S(=) - form asub-semigroup M(r) of T.
Such a M(r) hasanaturally defined rank r(w) with 1 <r(w)<r=rank of L.

In the present paper | give aclassification, for all thesimple L , of al the © with

r(nr) <r.Theresultisasuccinct and relatively short list of heighest weights =, see
Satz 2.1in 82 and Satz 3.1. in § 3.

In 84 and 85 | study explicitly the invariant theoretical propertiesof S(=), e.g.
the detailed decomposition of S"(x) as acompletely reducible L-module.

84 determines and lists the multiplicity V f, (0) of the O-representation of L in S™ (= ).

In 85, after having determined some "fine structures' of algebraic propertiesof S(r), the
decomposition of theS" (t)'sin simple L-modules is given by concrete formulas.

The arguments essentially rely on representation theory. In order to succeed in this way
| use, among other things, some explicit branching lists ( see Liste 1 and Liste 2 ) and
some detailed branching and reduction devices (see e.g. Whippman, Sundaram,
Littleman).



Zusammenfassung

Meine Arbeit behandelt folgende Fragen aus der Darstellungs- und Invariantentheorie
halbeinfacher Liealgebren : Gegeben eine habeinfache (vorzugsweise: eine einfache)
komplexe Liealgebra L. Betrachtet wird das Monoid I'=T" (L) der Aquivalenzklassen der
endlich dimensionalen irreduziblen komplexen Darstellungen von L . T" wird identifiziert
mit dem Gitter der entsprechenden héchsten Gewichte (beziiglich einer ausgewahlten
Cartanunteralgebravon L und einer ausgewahlten Basis der zugehorigen Wurzeln). Ein

n eI wird geschriebendsMonom © = ) 7wk .......... n*  in den fundamentalen

Gewichte =, i=1........ r

Zun e I', aufgefasst alsirreduzible Darstellung von L, kann man die symmetrische
Algebra S(n) =®;_, S"( =) der Darstellung betrachten. (S () ist eine unendlich
dimensionale Darstellung mit den endlich dimensionalen homogenen direkten Summanden
S'( ) .) DieElementevon I' ,die" in S(x) auftreten” , d.h. welche hochste Gewichte
von solchen irreduziblen Darstellungen von L sind, die als irreduzible Komponenten in der
symmetrischen Algebra S( =) vorkommen, bilden eine Unter-Semigruppe M(=) von T".
Solch ein M(rt) besitzt einen natlrlich definierten Rang r(m) mit 1 <r(7n)<r:=Rang
von L . (S. Seite 8 der Arbeit in der Einleitung)

Fur ale einfachen (endlich dimensionalen komplexen) L klassifiziereich all digjenigen
hochsten Gewichter, fiirdie 1 <r(n)<r= rangvonL . Eine Darstellung bzw. ein
hochstes Gewicht nenneich gut , wenn r(w) <r und schlecht, wennr(x) =r ist.

In den Paragraphen 4 und 5 der Arbeit beschreibe ich dann - explizit als L-Darstellungen -

die homogenen Komponenten S" (nt) der guten Darstellungen = .

In der Einleitung stelle ich Grundtatsachen Uber halbeinfache Liealgebren zusammen
und stelle meine Notation vor. Die Einleitung endet mit der fir die Arbeit
grundsétzlichen Definition von " guten” und " schlechten " Darstellungen.

Im ersten Paragraphen der Arbeit wird nachgewiesen, dass Darstellungen bis auf wenige
Ausnahmen schlecht sind, und es werden Listen von schlechten Darstellungen verifiziert.
Letztlich werden die Typen der einfachen Liealgebren - die vier klassischen Reihen und
die funf Ausnahmealgebren - einzeln und individuell abgehandelt. . In diesem ersten
Paragraphen der Arbeit werden, wie auch spéter, entscheidend explizite Ausreduzierungen
von symmetrischen Potenzen von Darstellungen benutzt, die ich in ausfihrlichen Listen
zusammengestellt habe, s. Liste 1 und Liste 2 am Ende der Arbeit.(Die Berechnungen
wurden mit dem Lie-Berechnungspaket aus [van Leeuwen] gemacht.)

In Einzelfallen wende ich aber auch allgemeine Ausreduzierungssétze an, so z.B.

beim Fall ©, von C,, woich aus der Referenz [Sundaram] den sehr elaborierten

Verzweigungssatz bei der Ausreduzierung von Darstellungen von A, , auf C_ benutze
und ausfuhrlich vorfuhre.

Gemal3 dem ersten Paragraphen sind fiir die einzelnen Typen einfacher Liealgebren fast
ale irreduziblen Darstellungen schlecht. Bel jedem Typ bleibt nur eine kurze Liste von
moglicherwel se guten Darstellungen Ubrig.

In Paragraph 2 werden nun die Darstellungen in diesen Restlisten als tatsachlich gut
nachgewiesen.



Paragraph 3 gibt eine Zusammenfassung der guten Darstellung unter einem anderen
Gesichtspunkt: Die guten Darstellungen sind geordnet nach ihrem Rang (und nicht nach
dem Isomorphietyp der Liealgebra).

Die Paragraphen 4 und 5 bringen detailliertere Invariantentheorie.

Zur Notation: Sei wie bisher © eineirreduzible Darstellung von L. Sei V der Darstellungs-
raum vonr . Essel G eine einfach zusammenhéngede lineare al gebrai sche Gruppe mit
LiealgebraL . Dann wird auf V eine algebraische lineare Operation von G induziert. Wir
identifizieren S(7t) mit S(V) =C[V] = O(V*), d.h. mit der komplexen Algebra der
reguldren Funktionen auf dem Duaraum V* von V (V* ist Darstellungsraum der dualen
Darstellung " von L bzw.von G ). Beachte dabei: Firn gilt: = gut < n* gut . Mit
C[V]® wird der Ring der Invarianten, d.h. der Unterring der G-fixen Elementein C[V]

bezeichnet.
Mit diesen Bezeichnungen:

In 84 wird im wesentlichen die Dimension von S"(V)®:=C[V]® n S"(V) -dasist die

Vielfachheit der Nulldarstellung von L in S"(xt) - fir alle guten Darstellungen =
bestimmt.

In 85 werden eine Reihe von "Feindaten” von C[V] als C[V ]® -Modul bestimmt. Mit Hilfe
all dieser Informationen werden dann ohne Schwierigkeiten die Vielfachheiten Vf (L) in
S" () berechnet. Das Ergebniswird in Satz 5.1 prasentiert.

Im Anhang 1 beschreibe ich noch ausfiihrlich ein Ausreduzierungsverfahren von
Whippman aus der physikalischen Literatur. Esist die Ausreduzierung von C, auf A,
die eine gewisse Rolle bei den Darstellungen p spielt, wo r(p) =3ist (der Fal (3) in
Satz 3.1).

Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Manfred Kramer, danke ich sehr fur
die Anregung zur dieser Arbeit, die er durch unermudliches Interesse und viele wertvolle
Diskussionen gefordert hat.

Dortmund, im Juni 2010 Ridvan Giiner
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Einleitung

Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Klassifikation gewisser endlich
dimensionaler Darstellungen der einfachen komplexen endlich dimensionaen
Liealgebren, diewir in der Arbeit gute Darstellungen nennen werden.

Sel L einesolche Liealgebraund r sei ihr Rang. Sei {I1,, I1,,............ ,I1, } die Menge
der fundamentalen Gewichte A = ZII,+ ZI1,+............+Z1Il, das Gitter der Gewichte
und A" = Ny I+ Ny I, +...ene +N, I1, dasMonoid der dominanten Gewichte.

( Die Bezeichnungen beziehen sich auf eine festgewahlte Cartanunteralgebrain L und eine
festgewdhlte Basis des Wurzel systems. Genaueres zur Notation siehe spéater ).

Wir betrachten A= QTI, + QIT,+............ +QII, . A, isteinr- dimensionaler
Q-Vektorraum. ( Q = Kdrper der rationalen Zahlen).

Wirsagen,eink € A" trittin einer ( endlich dimensionalen ) Darstellung von L auf ,
wenn die Darstellung eine irreduzible Komponente mit hochstem Gewicht A hat.

Sei nun p eine endlich dimensionale Darstellung von L mit dem Darstellungsraum V.
Sieinduziert eine Darstellung S" p von L in der symmetrischen Potenz S"V von V fir dle

Wir definieren: M(p) :={ L € A"|esgibt ne N, ,sodass Lin S"V auftritt.}.
M(p) ist ein Untermonoid von A™. Sei dann M, (p) der von M(p) in A, erzeugte

Q-Untervektorraum.
Wir nennen die Darstellung p gut, wenn dim, M, (p) <r, sonst schlecht.

Die Dimension dim, M, (p) wird RangM(p) oder Rang p genannt.

Es stellt sich heraus, dass fir die einzelnen einfachen L die Liste der guten Darstellungen
klein und Ubersichtlich ist. Zudem besitzt die Gesamtheit dieser Listen zusammen mit der
Angabe des Ranges der aufgelisteten guten p ein interessantes Muster. Im Nachhinein
bestétigt dieses Ergebnis des Interesse an dem behandelten Problem.

Interessant ist die Fragestellung aber auch wegen der Verbindung mit Themen der
modernen Algebra und Geometrie. So spielen z.B. die Monoide M(p) eine Rolle bei der
Konstruktion gewisser Ideale in der universellen Einhillenden U(L) von L

(sieheetwa| Borho] ) und Rang(p) ist eng verknipft mit dem Rang und der
Homogenitét homogener R&ume ( siehe [ Panyushev | ).

Eine Besonderheit der Arbeit ist die Konzentration auf darstellungstheoretische
Argumente. Um dieses Prinzip einzuhalten , werden teilweise recht detaillierte
Verzweigungs- und Ausreduzierungsverfahren benutzt ( z.B.[Sundaram],[Whippman] ).

Im ersten Paragraphen werden die meisten irreduziblen Darstellungen der einfachen L als
schlecht nachgewiesen. Dabei kommeich mit zwel allgemeinen Kriterien aus, dieich zu
Beginn des ersten Kapitels als Kriterium 1 und Kriterium 2 vorstelle. Das erste beruht
vollstandig auf der Struktur- und der Darstellungstheorie der (halb-)einfachen Lieal gebren.
Das zweite benutzt einfache und nicht alzu tiefliegende Tatsachen aus der Theorie der
algebraischen Gruppen und der algebraischen Geometrie. Aul3erdem benutze ich intensiv
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explizite Ausreduzierungen symmetrischer Potenzen von Darstellungen, dieich in
ausfihrlichen Listen zusammengestellt habe (s. Liste 1 und Liste 2 am Ende der Arbelit,
berechnet mit dem Lie - Berechnungspaket aus [ van Leeuwen)).

In Paragraph 2 werden die guten Darstellungen aufgelistet. Ich gebe drel Beweisvarianten.
Die ersten beiden sind der modernen Invariantentheorie entnommen: die erste aus
Ergebnissen in [Panyushev |, wobei ich einige Details hinzufiige, die zweite Variante
beruft sich auf [Brion]. Beide Arbeiten benutzen technisch anspruchsvolle Argumente aus
der Invariantentheorie. Deshalb bringe ich noch eine dritte Variante, die - im Geist der
vorliegenden Arbeit - vor allem auf detaillierter Darstellungstheorie beruht (es werde etwa
klassi sche Ausreduzierungssétze aus [ Zel obenko] benutzt). Auch etablierte Ergebnisse
Uber Hauptisotropiegruppen bei Darstellungen, etwa aus [Elashvili], werden hinzugezogen.
Im 8§ 3 werden die guten Darstellungen nach der Grofe ihres Ranges eingeteilt.

84 und 85 gehen tiefer auf die invariantentheoretischen Eigenschaften von S(p) en.

In 84 wird der graduierte Polynomring C[V]® ,der Invariantenring des G-Raumes V,
studiert (s.Exkurs Gber "Algebraische Strukturen im Zusammenhang mit S(V)= C[V]"
nach Satz 2.1). Dabel ist G eine einfach zusammenhé&ngende lineare al gebraische Gruppe
mit LiealgebraL und V ist der Darstellungsraum einer guten Darstellung p von L bzw. der
davon induzierten linearen Operation von G auf V. Zunéchst wird in alen guten Falen mit
Hilfe von "Hauptisotropiegruppen-Argumenten” der (Transzendenz-)Grad der
Polynomalgebra C[V]® bestimmt. Ich gebe dann in Satz 4.1 die Dimension von

(S"(V))® d.h. die Vielfachheit der Nulldarstellung von L in S"(p), fir ale guten
Darstellungen p an.

Ich nennedas die" O-Vidfachheiten Vf,(0) einesguten Paares(p; L) ". Diewesentliche
Information zur Bestimmung der Vf,(0) ist, zuwissen, fur welche n die Polynom-
erzeugenden von S(V)€ in (S"(V))® "sitzen". Im Verlauf des Beweises von Satz 4.1
werden diese Informationen angegeben, meist aus der Liste 2 entnommen, manchmal

- siehe etwa Behauptung 1 - aber auch mit klassischer Invariantentheorie bestimmit.

Diein Satz 4.1 angegebenen Vf,(0) berechnen sich dann einfach.

In 8 5 werden die Vielfachheiten der irreduziblen Komponenten L in S"(p) berechnet.
Sei A ein Hochstgewicht, dasin C[V ] vorkommt. Im § 5 spielt die von mir sogenannte
"Grundvielfachheit" d, einewichtige Rolle. Esist die Vielfachheit von A im Tensorfaktor
H bei der Tensorzerlegung C[V] = C[V]® ® H (siehe Exkurs nach Satz 2.1). Diese
Grundvielfachheiten werden von mir bestimmt, zusammen mit weiteren " Feindaten "
(Bemerkung 5 plus Feindaten). Wenn man alle bis dahin erarbeiteten Informationen zu
Hilfe nimmt, ist die Berechnung der Vielfachheiten Vf_(A)von A in S"(p)im Satz5.1
fr ale guten Darstellungen p kein Problem mehr. Ich mache das explizit und ganz
ausfuhrlich an vier Rechnungsbeispielen.

In den Folgerungen 5.1 - 5.7 werden die Ergebnisse aus Satz 3.1, Satz 4.1 und Satz 5.1
noch einmal zusammengefasst.



Notation

Mit L bezeichnen wir stets eine komplexe einfache oder halbeinfache endlich
dimensionale Liealgebra. Unter einer Darstellung von L verstehen wir, wenn
nichts anderes gesagt wird, stets eine komplexe endlich dimensionale
Darstellung. Ist V der Darstellungsraum einer Darstellung, so sprechen wir von
V auch asvon einem L-Modul. Ein L-Untermodul ist ein unter L invarianter
linearer Unterraum von V. Ein L-Modul hei} einfach, wenn er auRer {0} und
V keinen L-Untermodul enthdlt, d.h. wenn die entsprechende Darstellung
irreduzibel ist.

Einen L- Untermodul W von V nennen wir auch Komponentevon V,
insbesondere,wenn W einfach ist. Sind zwei Darstellungen &guivalent, so
nennen wir die entsprechenden Moduln isomor ph.

L- Moduln sind halbeinfach (in anderer Redeweise : Darstellungen von L
sind vollsténdig reduzibel ) , d.h. sie sind isomorph zu einer direkten Summe
von einfachen L-Moduln.

Mit nV bezeichnen wir die direkte Summe von n Exemplaren des L-Modul V.
Wir sagen, die Vielfachheit des L-Moduls W im L-Modul V ist n, wennesinV
einen Untermodul gibt, der isomorph zu nW ist, wenn jedoch in V kein
Untermodul existiert, der zu (n+1)W isomorph ist.

Sei L eine einfache Liealgebra. Wenn wir von Gewichten von L bei

Darstellungen reden, meinen wir stets Gewichte beziiglich einer fest gewahlten
Cartan UnteralgebraC in L. Wir fixieren weiter eine Basis B={ a,,a,,......., a8, }

des Wurzelsystems und erhalten so eine Ordnung auf der Menge der Gewichte von L.
Das hochste Gewicht einer irreduziblen Darstellung ist das eindeutig bestimmte Gewicht,
das bel Einschrénkung auf C das grofite Gewicht beztiglich der eingefihrten Ordnung ist.
DieIl,,I1,,......,I1, seien die fundamentalen Gewichte bezliglich B.

Esist wohlbekannt , dass die Menge der ganzzahligen Linearkombinationen
kK, T+ ....... + k, I, Kk, eZ , gerade die Menge der mdglichen Gewichte bei

Darstellungenist . Ein Gewicht m, IT,+ ............. + m, IT, mit nicht negativen
ganzzahligen m, heif3 ein dominantes Gewicht. Mit A* sei die Menge der
dominanten Gewichte bezeichnet. Die héchsten Gewichte einfacher

L—-Moduln sindaus A". Genauer : DieA e A" klassifizieren - als hochste
Gewichte der entsprechenden Moduln - die Isomorphieklassen einfacher
L —Moduln.



Im Sinne dieser Klassifikation nach héchsten Gewichten nennen wir einen
einfachen L- Modul ( bzw. eineirreduzible Darstellung) ” vom Typ A ",

wenn e A as hochstes Gewicht hat. Des ¢fteren , besondersin Formeln,,

welche die Zerlegung einer Darstellung in direkte Komponenten beschreiben,
werden wir einfache L-Moduln auch mit ihren hochsten Gewichten identifizieren.
DieAe A" bezeichnen dann direkt einfache Moduln bzw. irreduzible Darstellungen.
Noch eine weitere Besonderheit bei der Schreib- und Bezeichnungsweise :

Je nach Kontext gebrauchen wir zwei verschiedene Schreibweisen, um die

AeA* durchdie I1, ....., I, auszudriicken. Wir benutzen die additive Schreibweise, etwa
wenn wir Z- Modul — Eigenschaften von A betrachten oder wenn wir genauere
Untersuchungen in der Menge A(p) der Gewichte einer Darstellung p

durchfiihren. Meist schreiben wir die Elemente von A™ aber multiplikativ als
Monome inden II,,....,I1, . D.h.wir schreiben A = I1" ........... ™

( Die additive Schreibweisewére A = m, I, + ............ +mII, ).

Linearkombinationen der e A" mit ganzzahligen nichtnegativen K oeffizienten
beschreiben dann die Zerlegung einer Darstellung in irreduzible Komponenten
mittels Angabe der Vielfachheit. So steht z.B. p =311, I1,+2I15 fir eine
Darstellung , diein 5irreduzible Komponenten zerféllt , drei davon vom Typ I1, I1,
und zwei vom Typ T1Z.

Ist L, =L eineLieunteralgebraundV ein L-Modul, so kann man V durch

Einschrénkung der Operation auf L, auch as L,-Modul auffassen. Dieses
L, -Modul bezeichnen wir mit VL, .

Sei p eine Darstellung von L mit dem Darstellungsraum V. Betrachte die n-te

Tensorpotenz ® V von V. In ® V betrachten wir den Unterraum S'V der

symmetrischen Tensoren . S'V ist invariant unter der Tensorpotenz ® p  der
Darstellung p. Mit S'(p) sel die entsprechende Darstellung bezeichnet.

Seinun B, ={a ,a ,...,a_ } eneUntermengeder BasisB={a,,a,,.......,a}
des Wurzelsystems von L. Die Eigenraume der Wurzeln g, ,a; ,........ ,a,_und
-3, ,—d, ,—&;_erzeugen eine Unteralgebra L, von L. Esist bekannt, dass
L, eineregulére halbeinfache Unteralgebravon L ist und dass CnL, =C, ene
Cartanunteralgebravon L, ist.

Der Kurze halber bezeichnen wir auch die Einschrankungen a. | _ , der

jlc’

YN R s auf C,mita .Dannbilden die & .3 ,....... ,a,_eine Basisdes

Wourzelsystemsvon L, , beziglich c,. Wir nennen L, die halbeinfache reguléare
Unteralgebravon L definiert durch B; .



Wie schon gesagt benutzen wir oft dieselbe Bezeichnung sowohl fir eineirreduzible
Darstellung wie auch fur ihr hochstes Gewicht , z.B. bezeichnet das Monom

I 1152 .11 sowohl ein Element aus A* als auch eineirreduzible Darstellung
mit entsprechendem hdchsten Gewicht. Sind p und p' irreduzible Darstellungen

von L, so bezeichnen wir in diesem Sinne mit p . p' dieirreduzible Darstellung,

deren hochstes Gewicht das Produkt der hochsten Gewichte von p und p'ist.
Mit p+p" bezeichnen wir die direkte Summe von p und p'.

Die Nummerierung der einfachen Wurzelnin der Basis B={ a,,a,,.......,a }ist

wiein Tits[I] gewahlt. Wir geben zur besseren Orientierung die Dynkindiagramme
mit unserer Durchnummerierung der einfachen Wurzeln.

A O—O—0O------ -O0—O
1 2 3 r-1 r
B . O—O—0O------- -0 >0
1 2 3 r-1 r
¢ : O—O0—O------ -0 0O
1 2 3 r-1 r
r
p: O—O0—0------
1 2 3 r-3 r-2 r-1
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Eine Darstellung p: L — gl(V) induziert in dem Dualraum V”* vonV eine
Darstellung p*: L — gl (V*), welche, die Kontragradiente von p heift. Die
Kontragradiente einer fundamentalen Darstellung I1; ist eine fundamentale
Darstellung 11.. . In der folgenden Tabelle sind die Kontragradienten IT; der
fundamentalen Darstellungen IT, fir die einfachen Lieal gebren angegeben.
Esist (p*)* =p

A: I = T,y i =1,2,0
B, IT, = IT, 1=12,....r
C: IT; = II, I=12....r
D,: I, , = TII, r=2m+1
I1; = TI1, r=2m oder i<r-2
G,: I = 17, i=1,2
F,: I1; = TI1, i=1,234
E, H: = Il , i <5,
T, = I,
E, IT, = IT, 1=12,....,7
E,: I1; = TI1, i=12,.....,8
Esgilt: (TT".......... M) = (T1)™ e (IT,)™

Sei p eine Darstellung von L auf dem Darstellungsraum V. Dann operiert L
auch vermoge S)  auf den symmetrischen Potenzen S'V und schliefflich auf

der (unendlich dimensionalen) symmetrischen Algebra

S(V) = US“ (V) (S(V)=C)

Wir erinnern an folgende Bezeichnung: Wir sagen, ein A e A" tritt in einer
Darstellung p bzw. in eéinem L-Modul auf (oder kommt dort vor), wennes
in p bzw.in V ene irreduzible Komponente mit hdchstem Gewicht A gibt.



Bezeichnung

M(p) sei die folgendermal3en definierte Untermenge von A"
Ein 1 e A" ist genau dann ein Element aus M(p), wenn esein k > 0 gibt, so dass
L in S¥(p) vorkommt. Also :

M(p):={ » eA*|esgibt ein k>0, sodassAinS“(p) vorkommt}

Bemerkung:

M(p) ist ein Untermonoid von A™.

Beweis:

Kommen L in S"(p)und p in S'(p) vor, sokommt A+ pu in S™™ (p) vor.

Sel A, =QIL+ QI +......... +QII, < C*

Dabei ist C* der Dualraum ( Uber den komplexen Zahlen ) der Cartanunteralgebra C
von L , Q der Korper der rationalen Zahlen.

Schliefdich sel
Mg (p) : = der von M(p) erzeugte Q-Untervektorraumvon A, .

Definition 1 ( Rang)
Es sei
RangM(p) : = Rang p : = Dimension von M, (p) Uber Q.

Definition 2 ( Gut und schlecht )

Eine Darstellung p von L heif3e gut, wenn Rang M(p) < r ist. Anderenfalls,
d.h. wenn Rang M(p) =r ist, heildt p schlecht.

(Man beachte, dass dim, A,=r, weil die II,, ..... ,I1, linear unabhéngig sind .)



81. Schlechte Darstellungen

Wir fassen gleich am Anfang unsere Ergebnisse in einem Satz zusammen. Der Bewels
wird im Laufe des Paragraphen geliefert.

SATZ 1.1 (Schlechte Darstellungen)

Sei L einfache Liealgebraund IT eine fundamentale Darstellung von L. IT ist dann
schlecht, wenn IT in der folgenden Listeist :

(i) A I, 3<k<r-2 rx6
(i) B, : I1, von B; ;

I1, , Il von B, ;

I, , 2<k<r far r 25

(iii) C: IT1, von C,;
I, , 2<k<r fir r=4
(iv) D, : I1, von D, ;
IT, , I1; von D; ;
I, , I1; ,II, von Dy ;
I, , 2<k<r fur rx>7
v) G I
(vi) F,: I, i1=2,34
(vii) E;: I, 1=2,34,6
(viii) E,: I, 1=23,.....,7
(ix) Eg: I, i=12,.....,8
Beweis folgt in denTatsachen14,15, ......... ,1.12



TATSACHE 1.1

Sind p,, p, eA” irreduzible Darstellungen vonL undist Rang(p,) =k , soist
Rang(p,.p,) =K. Insbesonderegilt: Ist p, schlecht , soauch p,.p,

Beweis
Sei Rang(p,) =k .Danngibtes m;,m,,........ ,m, € IN und irreduzible Komponenten
A eS"(py), i=12,.... Kk , sodass die);, A,, ... , A, additiv geschrieben und

als Elementevon M (p,) betrachtet, linear unabhéngigsind.Sei p= p,.p, .

Da p, €S'(p,) ,gibt esnach (s.z.B. Kramer [I], Tatsache1.1.6 ) inden S™*(p)
jeweilsdie Komponenten ;= A;. p, i=12,........ Kk . Additiv schreiben sich die ,; as
A +p, . Siesindaus M, (p) und linear unabhangig.

TATSACHE 1.2

Sel p eineirreduzible Darstellungvon L , p* die Kontragradiente zu p. Dann gilt :
" p schlecht < p* schlecht ” |, oder aquvident dazu " p gut < p* gut.”

Beweis:

Sel V der Darstellungsraum von p und V* der von p*. Esistin natirlicher Weise
S'(V*) = (S"(V))* und ist S"(V) = Zki u, einedirekte Zerlegung von S'(V),
soist S'(V*) =Z k, u* dieentsprechende Zerlegung im Duaraum . Weil

© — m* eine Permutation der fundamentalen Gewichte ist und also einen Isomorphismus
von My (p)auf My (p*) induziert, gilt: ( A, A, A, ) ist eineBasis

M, (p) genaudann wenn (A%, L%, ... , L, * ) einBasisvon M, (p*) ist.
Alsosind p und p* entweder beide gut oder beide sind schlecht .

Im Folgendensei B, ={ a_, & ,........ , &_} eineUntermenge der Basis
B={ a, a,, .., a} desWurzelsystems vonL. DieMenge B,= B\ B,, nennen wir
auch Restbasis.

AlsTréger eines A e IT™. TI5%........ I € A" bezeichnen wir die Menge
Tr(A)={i | m>0 }.
Ist Tr(A) n{ i, 0,,..... , 1.} = ¢, sosagen wir, A hat seinen Trager im Restdiagramm.

Sel L, dieregulére Unteralgebra, die durch B, definiertist mit Cartanunteralgebra
C=Cn L,
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TATSACHE 1.3

1)Sel A\ eineirreduzible Darstellung von L identifiziert mit ihrem hochsten Gewicht.
Sel A=A | C, dieEinschrankung , identifiziert mit der gleichennamigen irreduziblen

Darstellungvon L,.

Sel 5, 5,®D ....... ® 5,=S"(,) eineZerlegungvon S"(2,) indie direkte
Summe von irreduziblen Komponenten (p = p(m) hangt von m ab ). Als additiv
geschriebene Gewichtesinddie 6; t=1, 2, ....... ,p von der Form
S=mi -y m,, a m, €Ny, t=1,2,...,p .
u=1
Dannenthdlt S" (L) ,imalgemeinen unter anderen Komponenten, p irreduzible
Komponenten A, , t=1,2,..... ,p mit dem jewelligen hochsten Gewicht
Ay =mi -y m,, a t=1,2 .c.,p -
u=1
2 listeind=m, ->m, a e{ 8.8, ..... ,8,} als Dominantgewicht von L,
u=1
von der Form o =TI, Iz ....... mr

oist A=mi - Zmu't a_ as Dominantgewicht von L von der Form

u=1

A=TI". ... o™.p

wobel p ein Dominantgewicht von L ist mit Trager im Restdiagramm .
Insbesondere gilt :

Ist 5 das Nullgewicht vonL; , sohat A seinen Tréger im Restdiagramm .
3)IstRang (A1) =k (beiL; ),soist Rang(A)> k ( be L )

Beweis (1)

Sei V der Darstellungsraum von und sei v nicht trivialer Eigenvektor zu dem
Gewicht A . Sel W der L,-invariante Unterraum von V, der von v erzeugt wird.
Wir kdnnen annehmen, dass W ein Darstellungsraum von A, ist. Dannist S™ W ein
linearer Unterraum von S™V und wir erhalten S™ A, aseine Unterdarstellung von

sS"l L,

Selene, i=12,..... ,Inicht triviale Eigenvektoren der einfachen Wurzeln
81,85, ,8, vonL.Furt=0,1,2,........ ,p sei v einnicht trivialer Eigenvektor zum
hochsten Gewicht in der irreduziblen Komponenten 5. von S"W. Sei te {12,.......,p}.
Esaqilt:

(S"A)(e)(vi)=0 firaleie/i,i,.....is} d.h.firdlei,fir dieg eine Wurzel

von L, ist. Diese Gleichungen sind die charakteristische Eigenschaft der Eigenvektoren
zum hochsten Gewicht bei einer irreduziblen Darstellung (von L, indiesem Fal ) . Als
ein Element von S™V ist v; offenbar ein Eigenvektor zum Gewicht

Ag=mi - dm,, a t=12 ... ,p von L beziglich C.

u=1

11



Nunist fur alei, dienicht unter deni,,i,,........ ,i. sind, die Linearform A, +a, kein
Gewicht bei der Darstellung S™ 2 (denn fir ale Gewichte p bei S" x gilt:

mA - p ist lineare Kombination der a, ....... , & mit nicht negativen Koeffizienten.)
Deshalb gilt furdiese i dieGleichung S"£ (€i)(vi)=0. Wir haben also
S"a(ei)(vi)=0 fiurdle i=1.2,......, r , dh. v; ist ein Eigenvektor zum héchsten
Gewicht in einer irreduziblen Komponente A von S™ .. Alledie v; t=1,2, ......p, sind
linear unabhangig, folglich sind die Komponenten A; t=1,2,... ,p paarweise verschieden.

Beweis (2)

Sei(h, ,hy, ... h)diezu (I I, ... ,I1;) duale Basisin der
Cartanunteralgebra Cvon L . Fir ein Gewicht p € A - additiv geschrieben as
u=KiIlg+ o +k IT; sind dann die Koeffizienten ki bzw. Exponenten k; gerade

gegebendurch k; = p(hy).
Fir dieg eBsinddie a(h) , 1<i ,j <r ,dieEintrégein der Cartanmatrix von L .

WEell die Eintragein der Cartanmatrix auf3erhalb der Hauptdiagonalen <0 sind, gilt
a (h)< 0 furdle a eB, unddle j ausdem Restdiagranm.

Somitist - m,, & (h;) = 0 undaso

A(h)=(mA - Zmu’ta,.k)(hj) > mhi (h) ) =0, letztere Ungleichung well
k=1

A(hy)

mi e A" Esist pu= JJ IT, und dominant.

jeRe stdiagrmmm

3) Folgt offenbar aus (1) und (2) und der folgenden Bemerkung .

Bemerkung

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wiein Tatsache 1.3. Bildet man die
Vereinigung der Mengen { A, coooooeeneneee. ,» Ay}, p=p(m) ,uber dle m , so erhdt man

eine Teilmenge M (A,) von M(L).Dervon M (A,) erzeugte Q- Untervektorraum

von A, sl Mq(kl) genannt .
Man hat die Projektionen pr: A"(L) > A" ( L,)= A] gegeben durch

pr( > mI1;)= >'m II, und die Q- Erweiterung, auch pr genannt,
i=1 u=1

pr: Atg_) A;.,Q o pr( zai IT,) = Z% Hiu
i=1 u=1
Tatsache 1.3 (1) und (2) und die zugehtrigen Beweise besagen :

pr(M(2,))= M(%,) und somit  pr(MQ(h))= Mq( ).
Insbesondere gilt

Rang (1) = dimg, My (2, )< dimQ(|\7|Q (h)) < dimg Mo (% )=Rang (%)
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KRITERIUM 1

Sel jetzt B, = B\{ & }. Essa dabei a, eine Wurzel vom Rand des Dynkindiagramms
vonL ,sodass aso B, zussmmenhangendund L, einfachist.(Z.B.sei a= a, und
B.={ a,, cecvrurn. ,a1} ). Sel L eA"(L) mitTragerin B, undessel A, = A|C,
Vorausgesetzt sai:

(i) 2, ist schlecht als Darstellung von L, und

(i) esgibtein m>0 ,sodass in S™(%,) enetrividle Komponente &= 11,

(= Nullgewicht) vorkommt.

Dann gilt : Auch A ist schlecht asDarstellung von L.

Beweis:
Zu zeigenist: dimyM,( A ) =r. Wegen (|\7|Q (A1) < Mo(A) ist dassicher der

Fall, wenn dimg (MQ (4,)) =r , dh. wenn dim, Mq (1) > r-1
Wir zeigen letzteres.
Bemerkung 1 zusammen mit der Voraussetzung (i) liefert : Die Projektion

pr: (|\7|Q (X)) > Mg (2,) ist surjektiv und hat aso ein (r-1) dimensionales Bild.

Die Voraussetzung (ii) zusammen mit der Tatsache 1.3 und den dortigen Bezeichnungen
ergibt : Ist =11, in S™(%,), s0ist

A=mII; ( Tréger im Restdiagramm{ a, }). Alsoist A eKern pr.

Wir zeigen noch m>0 . Denndannist Kern pr = {0} und somit

dimMq (%) > dimg,Bild pr=r - 1, wie behauptet.
Behauptung: m> 0

Bewels:;

Esist 0=8=mk,- Y mja; mit m;eINg (Dassind dieBezeichnungen aus
a, eB,

Tatsache 1.3, die Indizes passend vereinfacht) Also: ma, = ij a;

a, eB,
Aber : Alle Koeffizienten bei der Darstellung a's Kombinationen der einfachen Wurzeln
sind> 0 fur alle fundamentalen Gewichtevon L, (siehedieListenin{ Humphreys},

813 ) ,dsauchbel A, und ma,.
Dann: Ist & diean g angrenzende einfache Wurzel des Dynkindiagrammsvon L

(ZB.a =a, wenn aj=a, bzw. B;={ a,, ........... , &} )soist m=m, ,aso
A=m, I mit m >0 .
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Aufgabeim folgenden: Um mit Kriterium 1 Induktionsbeweis fiihren zu kdnnen ,
suchen wir noch ein Kriterium fr die Existenz trivialer Komponenten 11, in einem
s™(A), m>0. Zu solch einem Kriterium werden wir ein Stiick weit algebraische

Geometrie benutzen .Es sei darauf hingewiesen , dass nur relativ elementare Ergebnisse
aus dem Anfangen der algebraischen Geometrie bendtigt werden.

Exkursin die Theorie der Liegruppen ( und algebraischen Gruppen ):

Zu jeder einfachen komplexen Liealgebra L gibt es ( bisauf Isomorphie) genau eine
einfach zusammenhangende komplexe Liegruppe G(L), deren Liealgebra L ist. Fir die
LiealgebrenA,,B,,C,, D, sind es—respektive- die klassischen Liegruppen SL(r+1, C),
Spin(2r+1,C),Sp(2r,C), Spin (2r, C) .Die Spin( m, C) haben a's Faktorgruppe von
Index 2 die SO(m,C). (Hierist C Korper der komplexen Zahlen.)

Fiar G, F, , Es , E,, E; sind es Liegruppen der Dimension 14, 52, 78, 133, 248, die
treue Darstellungen , d.h. Redlisierungen as abgeschlossene Untergruppen in SL(r+1, C)
haben fur n =7, 26, 27, 56, 248.

Die Darstellungstheorien der L und der G( L ) sind &quivalent. In beiden Fallen sind
endlich dimensionale komplexe Darstellungen vollstandig reduzibel . Jede Darstellung
von L liefert nattrlicher Weise ( durch* Integration* ) eine Darstellung von G(L ) und
diese Konstruktion induziert eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen
von Darstellungen von L und von G( L ).

Insbesondere klassifizieren die L e A* = A"(L ) auch die Aquivalenzklassen der
irreduziblen Darstellungenvon G (L ). Diezu A gehérige Darstellungvon G (L) sel
Ag Qenannt.

Darstellungen p: G=G(L) —» GL(V ) von G definieren einelineare Operation von G
auf dem  (Vektor)Raum V im Sinne der Ublichen Gruppenoperationen . Insbesondere hat
man die Orbiten Gev ={ p(g) (v) | ge G } durchdiev €V. Diese Gev haben

eneDimenson dim Gev <dimV .

Fur unsere Induktionsbeweise werden wir folgende Tatsache benutzen .

KRITERIUM 2

Sei A eineirreduzible Darstellungvon L auf V und Ag sei dieinduzierte Darstellung
von G=G(L)auf V . Sei m:= max{dimGev | veV}.

Iss m< dmV ,sogibtes me IN ,sodass S" () enetrivide Komponente IT,
enthalt .

Anmerkung:

Das Kriterium ist grob und koénnte verfeinert werden . Esist aber einfach zu verifizieren
und zu benutzen und zum Beweis werden nur grundlegende und keine elaborierten
Tatsachen aus der Theorie der algebrai schen Gruppen und der algebraischen Geometrie
benttigt.
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Beweisskizze zum Kriterium 2

(1) DieOperation von G auf V induziert in natirlicher Weise eine Operation von G auf
S"(V), m=> 0. Die g e G operieren als Algebrenautomorphismen auf S(V ).

S (V) istisomorph zum Polynomringin d:=dimV Variablen. Unsinteressiert

S(V)®, der Unterring aler unter allen g € G fixer Elemente aus S(V) , der sogenannte
Invariantenring vonV unter G .

Bemerkung :

DieBedingung ” Esgibt m>0, sodassin S"(V ) einetriviale Komponente IT, von L
existiert ” ist dquivalent zur Bedingung " Esgibt m> 0 , so dass

S(V)® ~ S"(V) = {0} " bzw. zur Bedingung " C # S(V)®" . ( Trividerweise ist
C= S (V) enthatenin S(V)°.)

Ein erstes Ergebnis der Invariantentheorie lautet : S(V)© ist eine endlich erzeugte

C-Algebra. Einen Bewels - bei unsist X :=V —findet man als zweiter Teil des
Beweises des ” Endlichkeitssatzes” , Il1l. 1.2indem Artikel [ Springer ]

( 2) Wichtig in den weiteren Uberlegungen sind diverse Quotientenkdrper. Im folgenden
schretben wir auch C[V] fur S(V). Mit C(V) bezeichnen wir den Quotientenkdrper von
C[V] (C(V) ist der Korper der rationalen Funktionen in d Variablen .) . Die Operation von
G auf C[V] induziert eine Operation auf C(V) .( Zahler und Nenner einer rationalen

Funktion werden beide einzeln transformiert ). Mit C(V)© wird der Unterkorper der unter
G invarianten Elemente von C(V) bezeichnet. Der Integritétsbereich C[V]® (= S(V)°)
hat einen eigenen Quotientenkdrper , Q(C[V]°®) genannt.

Offenbar gilt generell Q(C[V]®) < C(V)°. DieInklusion kann echt sein .Im Fall unserer
G giltjedoch die Tatsache : Esist Q(C[V]®) = C(V)°.

Die Tatsacheist in [ Springer | s Teil ( b) des Satzes in Il 3.7 bewiesen und auch als
Lemmalin [Popov]. ( Der Beweisist kurz und einfach .)

Als Folgerung hat man :

Cz C[V]* < c=cVv)°
Beachtet man die Bemerkung im Teil (1) oben, soist aso das Kriterium 2 dquivalent zur
Aussage dimV>m = C = C(V)® .

(3)Diese letztere Aussage schliefdlich folgt aus Satz 7 in 11 4.3 E von [ Kraft] (mitV =2Z).
Denn dimV > m bedeutet insbesondere, dassesinV keine dichte Bahn von G gibt .
Noch zum Bewels des zitierten Satzes 7 in [ Kraft ] : Der Beweis beruht - neben einem
geschickten Umgang mit den gegebenen geometrischen Grof3en , auf zwei berihmten
klassischen Sétzen der Algebra: Einem Satz von Artin (s. z.B. Bourbaki , Chap.V 8§87
theoréme 1) , und dem Noetherschen Normalisierungssatz etwa inder Version von

[ Atiyah - Macdonald | 8 5 Exercise 16.
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TATSACHE 14 Fdl A

r

(1) (i) I, von A, istschlecht fur ale r=6,7,........... und entsprechend die
Kontragradiente I1, , r>6.

i) TII, istschlecht furale k 3<k<r-2 , r>6.

(2) Allenicht fundamentalen Darstellungen TT-TT, wo IT, IT ausder Liste (A) sind,
sind schlecht ( d.h.I1?,113,11,I1,, 11,11, , ,I1,IT,, TLIT,_,TLIT, r>1 ;
I3, 11,11, 1,1, von A, und die dazu Kontragradienten ).

(3) AlleDarstellungen T1-II' mit IT schlecht sind schlecht.

Beweis 1(i)
Ich benutze die Listen im Anhang der Arbeit .

Fir n=2
I12,I1,I1,,T12 sind schlecht nach der Liste 1.1.1.

Farn=3
I1?,115,13,11,I1, ,I1,I1,, T1IT, sind schiecht nach der Liste 1.1.2.

Fiurn=4
2,13, mnz,mn2, i, ,Ii,m,, n,1m,, I, I, I,I1,,I1,I1, sind schlecht nach der Liste 1.1.3.

Farn=5
?,13,mnz,mn3,mz,m,m, ,m,, i, ., I,I,, I,I1, , IT,I1,, [T,IT,, [T, IT,I1,
sind schlecht nach der Liste 1.1.4 .

Firn=6
I1,,11, ist schlecht nach der Liste 1.1.5.
I12,112,11,11,,T1,11, und die entsprechende Kontragradienten I12, T12,11, I1,, I1, T,

sind schlecht nach der Liste 1.1.5
Diel LI, undihre Kontragradienten IT,I1, i e { 1,256} sind schlecht nach der Tatsache 1.1.

Beweis1(i) furr > 6

Grundlegen fur den Beweis sind die Daten aus Liste 1 und die bisherigen theoretischen
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Uberlegungen. Wir werden den Fall T1, von A, ausfiihrlich besprechen .Bei den anderen

Fallen fassen wir uns kirrzer . Zuerst sei bemerkt: Aus den Listen 1.1.5 und 1.1.7 kann man
direkt ablesen, dass I1, von A, A,,Agschlechtist, indem man r =6,7 bzw. 8 Q-linear

unabhangige A inden S*(11,) findet.

Wir wollen aber beim Ubergang von A, zu A, demonstrieren, wie unser Kriterium1
konkret funktioniert. Also zum Ubergang A, — A, :

In$(I1,) von A, findet man (z.B.) inder Liste 1.1.5 folgende tber Q linear
unabhangige Elemente aus A" (I1,) :

8, = [0,0,1,0,0,0] = 1, in S'(I1,)

§, =[2,0,0,0,0,0] = in S*(I1,)

8, =[0,0,0,0,0,2] = in S*(I1,)

5§, =[0,1,0,1,0,1] = in S*(I1,)

8, =[1,0,0,1,0,0] = in S*(I1,)

8, =[1,0,0,0,1,0] = in S*(I1,)

Hieraus leitet man mittels Tatsache 1.3 und Kriterium 1 folgendermal3en her, dass I1,von
A_schlechtist. Esist B={ a,, ........ , &,} Wurzelbasisvon A, B,={ a,, ......... -
dso a=a,, a =a,. Fenerist L= A;.Sel A =TI, von A, , somit A, = IT; von Ag.
Dann :

Aus 8, wird A,=[0,0,1,0,0,0] in S'(IT,)

Aus 5,=3 A,— (2 a,+4a,+3a,+2a.,+a,) wird A,= [2,0,0,0,0,01] inS*(L)
Aus §,=4), — (2a,+4a,+6a,+4a,+2a,) wird A,= [0,0,0,0,0,20] in S*(%)

Aus 35,=4r,— (at2a,+4a,+2a,+a;) wird A,= [0,1,0,1,0,1,0] in S*(})
Aus 5,=4L,— (a+3a,+5a,+3a,+2a,+a,) wird A= [1,0,0,1,0,0,1] in S*(})
Aus §,=2),— (a,+2a,+a,) wird A= [1,0,0,0,1,0,0] in S2(%).

( DieKoeffizient 1 inder letzten Koordinatevon A,und A kommt von den jeweiligen
Koeffizienten von a;) . Die A, ........ , A Spannen einen 6-dimensionalen Unterraum in
Aq(A-) auf.

Nun registriet man : In S’(,) gibt eseinetriviale Komponente § =I1,=1[0,0,0,0,0,0] .
Esist 8=7i,— (4a,+8 a,+12a,+9a,+6a.+3a,) . Sieliefertin S’(1) die
Komponente

A =[0,0,0,0,0,0,3] . Dann: Die A, ........ , Ag, A spannen A, (A;) auf. Also IT; von
A, ist schlecht.

Bisher haben wir Kriterium 1 an einem Beispiel demonstriert . Der Beweis ,dass I1, von
A, schlechtist auch fur alle r > 8 geht nun mittels Induktion tber r folgendermalen :
AusKriterium 2 folgt : Esgeniigt zu zeigen , dass I1, von A, schlecht ist und dass
dimIl, > dimA, giltfurale r> 8.

17



Zuerst : Dass I1, von A, schlechtist, nenmen wir aus der Tabelle 1.1.7 . Dort findet
man : Ein Erzeugendensystemvon A, (A,) bilden z.B. diefolgenden 3, ............. , Og
[0,0,1,0,0,0,0,0] €S, [3,00,0,0,0,0,0 €S*, [0,0,0,0,0,2,0,0] €S*,[1,0,0,0,1,0,0,0] €S
[1,0,0,1,0,0,1,0]e S*, [0,1,0,1,0,1,0,0] €S*, [2,0,0,0,0,0,1,0] €S®,[1,0,1,0,0,0,0,1] € S*.
Denn bildet manfuri =1, 2, ....... , 8 den Spannder 3, ....one.. ,0, , S0 findet man darin
jeweils folgende neuen Fundamentalendarstellungen : 11,11, , 11,11, 11, ,I1,, 11, ,I1,.
Alszweitens: Wir zeigen dimIl, > dim A, firale r> 8.

e 2 —_— . —_— .
(r+1) ErS (r=-3 v (r42) = (r'=2-r 66r (r+2)

=T veoer=13) = L ((r—3)2-
—E(r 6r —13) 6((r 3)-22)

Esist dim I1,— dimA, =

Nunist (r-3)*> 22 fir r> 8. Also dim I1,> dimA, firdiese r.
Insgesamt : Wir haben bewiesen, dass II1,von A, schlechtistfuraler > 6.

Beweisvon (1 )(ii) :

Fir k=3 und ale r> 6 istdieBehauptung gezeigt. Wir zeigen sie noch fur IT, von
A, fur 4<k < izl] (= groRte ganze Zahl kleiner —gleich 5 ). Wegen Tatsache 1.2
und weil T1,, , = IT, ist dann alles gezeigt.

Zuerst Dimensionsabschdtzungen , um Kriterium 2 benutzen zu kénnen ( Wir schreiben
dim, A firdieDimensionvon L e A" (A,) bel A,.):
8

dim7H4=( ]:70> 63=dim A, und furale r>8.

4

r+1 r+l
dim I1,= ( j > ( j= dim, IT1,>A, (dieletzte Ungleichung wurde bei 1(i) bewiesen).

k 3
Nun die Induktionsbewei se:
Fir k=4 : Ausder Liste 1.1.6 ist direkt abzulesen , dass I1, von A, schlechtist.

( Man sieht auch direkt , dass dietriviade Darstellung IT, in S* vorkommit. )
Mit B,={ a,, ......... &}, L= A, giltnach Kriterium 1 induktiv :
Well A,=IT1, von A, schlechtist,ist A=I1, von A, schlecht furaler>8.

Fur k >5 (unddann r>9 ) mit Induktion tber Kk :
Mit B,={ a,, ......... ,a } glt:
Well I1, ,=A, von A, schlechtist,ist A=II, von A, schlecht fir alle r>2k-1>09.

Beweisvon (2)

Die Darstellungen I1,IT, und I17 spielen eine Sonderrolle. Sie werden weiter unten
behandelt. Bei T1,IT,,, r>4 und I15, r>3 gehen Informationen tber IT,IT, ein.
Diese Félewerden zuletzt diskutiert.
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Zwel Dimensionsabschdtzungen ( Zur Anwendung von Kriterium 2) :

Eslassen sich ohne Muhe folgende beiden Formeln fur die Dimension dim, I1,IT,und
dim, 13 ausder Dimensionsformel berechnen , wie siein [ Jacobson ,VIII, 4.1, Formel
(41)], vorgeschlagen wird.

(1) dimrnlnzzwé”l)r , r>3
+2)(r+1)?
@ dim 2= )3(.r4 )T i3

Beweis dieser Formeln:

Fur beide A = TT,IT, und A =115 ist dim A >(r+2)er =dim A, fur r>3 .

Sei nun A = I1,IT, oder A = I13

Ausder Liste1.1.2 liessmanab: [1,1,0] und [0,2,0] sind schlecht . Dann ergibt sich
mittels Induktion Uberr fir r>4 :

Well A schlechtist fir r-1 und weil dim, A > dimA _, ist, folgt aus Kriterium 1
unter Anwendung von Kriterium 2 , dass A schlecht ist auch fir r.

Als néchstes registriert man aus der Listel.1.4 : Die [1,0,1,0,0], [0,1,1,0,0] und
[0,0,2,0,0] bei A, sind schlecht.

Die Schlechtheit von A=T15, T1,T1,,T1,IT,bei A liest man direkt aus der Tabellel.1.4 ab.
DieFdle A=T1,I1,, 13, r> 3 ,werden nach dem schon bekannten Induktionsverfahren
behandelt. Und zwar :

Erster Schritt: Man zeigt ,dass dim A >dim A, ist furdiese A undale r>3.

In dieser Formel liefert jede positive Wurzel je einen Faktor im Zahler und Nenner .

Im Fall A= TI,IT,: Die positiven Wurzeln a, + .............. +a, rxkx1 liefernim Zahler

die Faktorenr+2,r+1, ............ , 5, 4,2 und im Nenner die Faktoren r, (r- 1) , ....... , 2,1,

DieWurzeln a,+ .............. +a, r>k>2 liefernr,r-1,...... , 3,21im Zahler und

r-1, r-2, oo ,2,1im Nenner. Alle anderen positiven Wurzeln liefern im Z&hler und

Nenner den gleichen Faktor ,d.h. diese Faktoren heben sich auf. Insgesamt erhélt man

dim I1,11, _(r+2(r+Dr......... 542 r(r=1. .o 2 _ (r+2(r+1) or
F(r=2.ccceeenee. 4321 (r—=D.......... 21 3

=(r+2)r e r+i >dim A, for r>3.

Fur A =TI13 erhét man mit dhnlichen Uberlegungen
(r+2)(r+2 . (r+Dr

dim I12= 22 >

2
= (r+2)ro% >(r+2)r fur r>3.

Zweiter Schritt: Induktion .

Als Anfang liest manin der Tabelle 1.1.2 ab, dass IT,I1, und I13 schlecht sind fur A .
Da wegen der Dimensionsabschétzungen gemal Kriterium 2 bei A=T1,IT, und A=I13
far alle fur r>3 trividle Komponentenineinem S™ A , m>1, existieren ,folgt durch
Induktion mittels Kriterium 1, dass I1,IT, und I15 schlecht sind furale r>3 .

(ImKriterium 1 nimmtman{ a,, .......... ,a,,} asB firr>4 .)
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Der Fall A=TI1,IT,

Bei A, ist I1,I1, dieadjungierte Darstellung ad. Die Darstellung von L in S(ad) wurdein
[ Kostant] explizit behandelt. Dort wird folgendes bewiesen.

Theorem 11 von Konstant : In ZS‘" (ad) kommen alle irreduziblen Darstellungen vor,

m>1
deren hdchstes Gewicht eine ganzzahlige Linearkombination der einfachen Wurzeln ist
Insbesondere gilt :
Erstens : II,IT,ist schlechtfirale r> 2

Zweitens : Esgibt triville Komponenten p, in ZS‘“ (T1,I1,)

m>1
(Im Fal T1,IT, , bendtigt.)
Der Fall IT,IT,,, r>3:
Furr=3 ist I1,I1, ; schlecht nach der Tabelle 1.1.2 (‘und fallt dann zusammen mit dem
Fall I1,I1, , s.0. ).
Dielnduktionvia B,={ a,, ........... , &, }, L,=A,,, funktioniert wie gewohnt, well jetzt
A, dieadjungierte Darstellung von A, ist. Und ad ist schlecht und S(ad) besitzt
triviale Komponenten in gewissen S™(ad) , m > 2.
Es bleibt noch der Fall T1Z. Unsere Art des Induktionsbeweises greift hier nicht. Deshalb
wird der Fall direkt behandelt. Er fallt in klassische Bereiche der Lietheorie und wurdeim
Rahmen der Theorie der symmetrischen Raume untersucht. Die Darstellung T17 ist
namlich die I sotropiedarstellung von U(n) beim symmetrischen Raum sp( n, R) / U(n).

Die Theorie der sphérischen Funktionen und der zugehdrigen Rang-1-Moduln, siehe
[ Warner 1], Satz 3.3.1.1 und die Ergebnisse in [Kostant-Rallis], Theoreme 18 und 19,

besagen : In S(T12) kommen genau die A e A" vor, welche geradzahlige

Linearkombinationen der fundamentalen Gewichte sind. Insbesondere ist I17 von A,

schlecht.
Die Aussage (3) der Tatsache 1.4 schliefdlich folgt aus dem Bisherigen und der
Tatsache 1.1.

FOLGERUNG 1.1

Sei diefolgende Liste der Darstellungen von A, betrachtet .

Liste (A) : I, I, r>1 ; IL,II,, r=2 ; II,vonAq

Dann : Alleirreduzible Darstellungen von A, dienicht inder Liste (A) sind ,sind
schlecht.

Beweis:

Sei A nicht ausder Liste (A)

1. Fal:. A ist fundamental . Dannist A schlecht aus (1) der Tatsache 1.4.

2. Fal: st nicht fundamental.

1. Unterfall: A = IIIT mit TT schlecht, dann ist .2 schlecht aus (3) Tatsache 1.4.

2. Unterfall: A Produkt aus der Liste (A). Falls A zwel Faktoren hat, ist A schlecht aus
(2) der Tatsache 1.4. Falls A. mehr als zwei Faktoren hat, ist, A =I1IT, IT schlecht wie

in(2) der Tatsache 1.4 . Alsoist A schlecht nach Tatsache 1.1
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TATSACHE 15 Fal B,
Sei die folgende Liste der Darstellungenvon B, betrachtet .

Liste(B) : I, r=22 ; 1II, r=234

r

(1) Alle Ubrigen fundamentalen Darstellungen sind schlecht.
(2) Alle nicht fundamentalen Darstellungen TIIT, wo IT, IT aus der Liste (B) sind, sind
schlecht ( dh. TIZ r>2; TI,00,,115 r=2 ;0NN r=3 ;0M,M r=4)

(3) Alleirreduziblen Darstellungen TIIT mit IT schlecht sind schlecht .

Beweisvon (1):

Die Darstellung I1,ist die” definierende " Darstellung gegeben durch die naturliche
Operationvon SO (2r+1,C) auf V:= C**'. AuRerdem ist bekannt:

Die induzierte Operation auf der duReren Potenz A' (V) ist irreduzibel und liefert die
Fundamentalendarstellung I1, fur 2<i<r-1. Dabel ist I1, die adjungierte Darstellung.

2r+1 2r+1
Fur 3<i<r-1 istoffenbar dimIl, = ( _ j> ( ) j=dimBr , d.h. Kriterium 2
|

ist anwendbar.
Der Beweis der Schlechtheit der IT, , 2<i <r-1, verlauft nun wie gewohnt durch

Induktion Gber i. Als Anfang :Die DarstellungIl, alsadjungierte Darstellung ist schlecht
fur alle r>3 nach demschon bei A, benutzten Theorem 11in [ Kostant I]. Esgibt
auch trivide Komponente in S"(I1,) m> 2. ( Es gibt eine solche Komponente bereits

in S?(I1,) .
Wir arbeiten nunim Sinne von Kriterium 1 mit der reguléren Unteralgebra L, =B, , ,
definiert durch die Untermenge { a,, ........... , a,} einfacher Wurzeln. Sel i>3.

Dannist II, von L das Gewicht IT, , von L,. Diesesist nach Induktion schlecht und
enthalt triviale Komponenten. Also ist auch IT; von B, schlecht nach Kriterium 1.
Beweis der Schlechtheitder IT, r>5:

Fur r=5,6,7 sind die Darstellungen I1, schlecht geméaf3der Liste1.2 Esgibt triviale
Komponenten in gewissen S™(I1,), m > 2. Mit dem selben L,wie oben und well
dimIT,= 2" >dim B, fir r>7 liefert dasKriterium2 mit Induktion, dass IT,
schlechtist fralle r>8, d.h. furaler>5 .

Zum Fall T1?:

Die DarstellungI1? ist die Isotropiedarstellung von SO(2r+1) beim symmetrischen Raum

SL(2r+1,R) / SO(2r+1) bzw. beim kompakten Fall SU(2r+1)/SO(2r+1).Wie schon friher
wenden wir die Theorem 18,19 in [ Kostant-Rallis] an.
Das M inder dortigen Bezeichnungsweise ist in unserem jetzigen Fall endlich. Esfolgt,

dass 17 von B, schlecht ist.

Eine Bemerkung: Eswareim Fall von I17 von B, (und spéter im Fall T12 von D,)
maoglich, explizit Verzweigungssétze ( ” Branching Rules” ) , hiervon A, auf B,
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(kurz SU(2r+1)sopr+1) geschrieben ), zu benutzen, wie wir es untenim Fall IT,vonC,

vorfuhren. Die Referenz zu Geometrie Uber [ Kostant-Rallis] kdnnten wir uns so ersparen.
Wir wollen aber dierecht speziellen Uberlegungen , wie wir sie zur Tatsache 1.13 unten
durchfihren werden, nur einmal explizit darstellen .

Schliefdich : Der Rest von (2) und Teil (3) der Tatsache 1.5 folgt nun , wie schon bei A,
aus dem Bisherigen mit Hilfe der Tatsache 1.

FOLGERUNG 1.2

Alleirreduziblen Darstellungen von B,, dienicht inder Liste (B ) sind, sind schlecht .
Beweis: Se IT nicht ausder Liste (B).

1. Fall : ITist fundamental. Dann ist IT schlecht aus (3) der Tatsache 1.5 .

2. Fall : TTist nicht fundamental.

1. Unterfall : IT=TI1,-I1, mit I1, schlecht, dann ist I'T schlecht aus (3) der Tatsache 1.5 .

2. Unterfall : TT Produkt aus der Liste (B). Falls IT zwel Faktoren hat, dann ist IT schlecht
aus (2) der Tatsache 1.5.

Falls IT mehr als zwei Faktoren hat, dannist IT=11,-I1, IT, wiein (2) der Tatsache 1.5 .
ITist schlecht aus (3) der Tatsache 1.5 .

TATSACHE 1.6 Fall C,
Sei diefolgende Liste der Darstellungen von C, betrachtet .

Liste(C) : I, r>3 ; II,vonC,

(1) Alle Ubrigen fundamentalen Darstellungen sind schlecht.
(2) Alle nicht fundamentalen Darstellungen  T1? r>3, I13,I1,I1,von C, sind

schlecht.

(3) Alleirreduziblen Darstellungen T1-I1 mit IT schlecht sind schlecht .

Beweis:

Bei C,ist T2 dieadjungierte Darstellung, also schlecht (z.B. nach[ Kostant 1] ).
Eine Sonderrolle und mit unseren Induktionsargumenten nicht wie gewohnt zu behandeln,
ist die Darstellungi = I1, r > 3. Wieder konnteman [ Kostant-Rallis1l ] benutzen .Wir
wollen jedoch an diesem Beispiel zeigen, dass man solche Félle mit Verzweigungssdtzen
explizit behandeln kann — hier mit Ergebnissen Uber die Einschrénkung irreduzibler
Darstellungenvon A, , auf C, . Wir haben unsere Vorgehensweise expliziert bei der
Tatsache 1.13 weiter unten dargestellt. Hier benutzen wir das dortige Ergebnis, dass
IT,vonC, schlecht ist fur r > 4 und dass es triviale Komponenten in ZS’" (IT,) gibt.

m>1
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Der weitere Verlauf des Beweises der Tatsache 1.6 verlauft nun wir gewohnt:
Schlechtheit fur kleiner r wird bei diversen A direkt aus der Liste 1.3 abgelesen.

Bei C,: I, istschlecht, ebenso T15 und T1,I1,

IT,IT, ist dann schlecht nach Tatsache 1.
Bei C, : II, istschlecht
Benttigt werden auch Dimensionsabschétzungen ( fur Kriterium 2). Manweil3bel C
folgendes: Die Darstellung von L= C, in der &uReren Potenz A (T1,),2< k<r ,
zerfdlt in die direkte Summe aus einer Darstellung aquivalent zu IT, und einem
Summanden isomorph zu A*?(I1,) .
Alsogiltfir 2< k<r : dim TI, = (er- ( o j

k k-2

Man erhédlt dim, II,>dimC, fur3< k<r .
Die bisherigen Informationen erlauben nun den weitern Beweis der Tatsache 1.6 mit
unserer Induktionsmethode und mit Tatsache 1. Zur Induktion benutzt wird L, <

r

C, definiert durch die Teilmenge { a,, ......... , &, } einfacher Wurzeln. Esist L, = C, .
(DieTeilmenge {a,......... ,a,_, },diezurenem L,= A _, fuhrt,ist weniger
geeignet .)

Bild fur diebenutzten L,= C,

G1

Bild fur diebenutzten L, ¢ C,

FOLGERUNG 1.3

Alleirreduziblen Darstellungen von C,, dienicht in der Liste C sind , sind schlecht.

Beweis: Ahnlich wie Folgerung 1.2 .
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TATSACHE 1.7 Fdl D,
Sei diefolgende Liste der Darstellungen von D, betrachtet
Lisse(D) : II, r=4; Il,,II,vonD,; I1,,II; vonD, ; Il;, I1, von D,

(1) Alle Ubrigen fundamentalen Darstellungen sind schlecht.

(2) Alle nicht fundamentalen Darstellungen IT-TT, wo IT, TT aus der Liste (D) sind,
sindschlecht (d.h. 112 r>4 ; I3, 15, I1,I1,, T1,I1,, T1.I1, von D,

s, nz, mn,, ., i, von D, ; I, T, I, 12,112 von D, ).
(3) Alleirreduziblen Darstellungen A=A%,.A, mit A, schlecht sind schlecht .

Beweis:

Wiebel B, ist I1, dieadjungierte Darstellung. Sieist schlecht nach [Kostant I] und es
gibt eine triviale Komponentein S*( I1,) .

Ein weiterer besonderer Fall ist T12 . Wiebei B, gilt: T17 ist Isotropiedarstellung beim
symmetrischen Raum SL(2r,R)/SO(2r). Aus[ Kostant-Rallis], Theoreme 18,19 folgt auch
hier, dass T17 schlecht ist. ( Auch in diesem Fall hatte man direkt mit VVerzweigungs-
ergebnissen arbeiten kénnen analog zu Tatsache 1.13 und zwar diesmal bei der
Verzweigung SL(2r, C)| sowrc)

Bei D, gibt esauch wieder ein schonvon A, bekanntes Phénomen. Es gibt nicht triviale
Diagrammautomorphismen, welche &ulerer Automorphismen der Liealgebren induzieren.
Bei D, ist die Gruppe der Diagrammautomorphismen die S,, welche die einfachen
Wurzeln a,,a, , a, permutieren. Bel D,, r>5, gibt eseinen nicht trivialen
Automorphismus, der a, ;und a, vertauscht. Als Folgerung ergibt sich:

Bei D,: Fir jede Permutation ¢ von 1,3,4 gilt:
A=TI7™ . T157% .T15° . T3¢ ist schlecht <o (&) = T10Y, . T15= . T17%, . T17, ist schlecht.

A=II™ Iz I I schlecht < o (A) =TI™ ... T2 I LTI schlecht
AuRerdem: gibt estriviale Komponentenin S™( 1), m>2 soauchin S"(c (1)),
und umgekehrt .

Die zu untersuchenden Félle kann man entsprechend reduzieren.

Zur Anwendung von Kriterium 2 benétigen wir auch diesmal Dimensionsabschéatzungen .
Esist bekannt , dassbei D, (wiebei B,) dieDarstellungen A' (T1,) auf den &ulReren
Potenzen von I1, gerade die Fundamentalendarstellungen I1, sind for 1< i<r-2 .

( Esist A7'(I1,) = 1%, @ I1?.) Darausergibt sich:

2r

dimHi:(
|

2
]>(2r]:dim D, firdle 3<i<r2 , r>5.
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Fur die Halbspindarstellungen T1, (bzw. IT, ;) giltdim IT,=2"".

Dasliefert dimII, >dimD, far r>8.

Der Teil (1) von Tatsache 1.7 fur IT, mit3< i <r-2 folgt aus dem Bisherigen
(insbesondere den Informationen tber IT, ) mit unseren Induktionsverfahren

(mitL,= D, , erzeugtvon { a,, ....... , &, } ). Bei den Halbspindarsellungen liest man
inden Tabellenab, dass I1, von D, und Dy schlecht ist . Die Schlechtheit fur r>9

folgt mit Induktion .
Zum Tell (2) von Tatsache 1.7 :
Esist ( berticksichtigt man die auf3eren Automorphismen , siehe oben) die Schlechtheit

von I1Z |, T17, T1, I1, , , I1, ; TI, nachzuweisen.

Der Fall T1? ist oben als Sonderfall eigens besprochen.Da I, , I1, , schlecht sind fir r > 8,
brauchen die anderen Falle nur noch fir 4 < r <7 nachgeprift zu werden .

Far IT,I1,, kann man Kriteriuml mit der Unteralgebra L, =A, ,, gegeben durch

{ a,....., a,4 } benutzen. Fur A=TI1, I1, , von D, ist A, =I1, I1, ; dieadjungierte
Darstellungvon A, ;. DielListen 1.1.2- 1.1.4 zeigen explizit die Schlechtheit von A, und

die Existenz einer trivillen Komponente etwain S*(2,). ( Nattrlich kénnte man auch auf
[ Kostant 1] zurlckgreifen.)
Fur T entnimmt man die Schlechtheit bei r =4,5,6 ausden Listen 1.4.1—1.4.3 .

Weil fur r=6 S?(IT?) einetriviale Komponente enthalt , folgt mit Kriterium 1 auch die
Schlechtheit von T17 bei r=7.

Ganz analog wie der Fall T1?wird der Fall T1, ; 1, behandelt .Der Rest der Tatsache 1.7
folgt von der Tatsache 1.1.

FOLGERUNG 1.4
Alleirreduziblen Darstellungen von D, r > 4, die nicht in der Liste (D) sind, sind schlecht.

Beweis wie Folgerung 1.

TATSACHE 1.8 Fdl G,

Sei diefolgende Liste der Darstellungen von G, betrachtet .

Liste(G) IT,

(1) Diefundamentale Darstellung I1, ist schlecht

(2) Dienicht fundamentale Darstellung TIZ ist schlecht

(3) DieDarstellung I, 1M, ist schlecht.

Beweis:

I1,,I12 sind schlecht nach der Liste 1.5. M, I, ist schlecht nach der Tatsache 1.1 .

FOLGERUNG 1.5
Alleirreduziblen Darstellungen # I1, von G, sind schlecht .

Beweisist klar.
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TATSACHE 1.9 Fal F,

Sei diefolgende Liste der Darstellungen von F, betrachtet .

Liste(F) : M,

(1) Alle Ubrigen fundamentalen Darstellungen sind schlecht.

(2) I1? ist schlecht.

(3) Dieirreduziblen Darstellungen IT,I1,,IT,I1,,I1,IT, sind schlecht.

Beweis:
R O+ eXe—e
1 2 3 4
B3

Esgibt dieregulére Unteralgebra L,= B, definiert durch { a,, a;,a, } .
Die Darstellung A =11, von F, ergibtas i, von L, dieDarstellung II,
von B,.Nachder Liste1.2.2ist I1,von B, schlecht und hat einetriviale Komponente

in S*(I1,).Nach Kriterium 1 ist dann auch IT, von F,.
Die Darstellungen 11, I1,, I17 von F, sind schlecht nach Liste 1.6

Man beachte in der Liste 1.6 ist die Nummerierung der fundamentalen Darstellungen
verschieden von unserer Nummerierung.

FOLGERUNG 1.6

Alleirreduziblen Darstellungen = IT, von F, sind schlecht.
Beweisist klar.
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TATSACHE 1.10 Fal Eg
Sei diefolgende Liste der Darstellungen von E betrachtet.
Liste(E;) @ I1,, Il

(1) Alle tbrigen fundamentalen Darstellungen sind schlecht.
(2) Die nicht fundamentalen Darstellungen TI1Z,11Z,I1,I1, sind schlecht.
(3) Alleirreduziblen Darstellungen IT, IT, und II,IT, k=2,3,4,6 sindschlecht.

Bewels:;

~®
70

Ein Bild fur E;

Es gibt eine regulére Lieunteralgebra D, , D, , entstanden durch Entfernen der Wurzel
a, bzw. a, ,wieim Bild.

Die Darstellung A = I1,,I1, von E; werdenzu A,= I1,,I1, von D, .Und II,,I1,
von D, sind schlecht mit trivialen Komponenten in S*(%,) . Nach Kriterium 1
I1,,I1, von E, sind schlecht.

Mit der Unteralgebra D, zeigt man entsprechend: 1, (as I1, von D,) ist schiecht.
Schlielicht noch : TI,, ( das ist die adjungierte Darstellung ) T12,T12 und IT,I1, sind

schlecht nach der Liste1.7. Man beachtein der Liste 1.7 ist die Nummerierung der
fundamentalen Darstellungen verschieden von unserer Nummerierung.
Mit der Tatsache 1.1 folgen die restlichen Behauptungen von Tatsache 10.1.

FOLGERUNG 1.7
Alleirreduziblen Darstellungen von E, , die nicht in der Liste ( E4 ) sind, sind schlecht.

Beweisist klar.
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TATSACHE 1.11 Fdl E,

Sei diefolgende Liste der Darstellungen von E, betrachtet

Liste(E,) I,
(1) Alletbrigen fundamentalen Darstellungen IT, k=2,3,........ , 7 sind schlecht.
(2) T2 ist schlecht
(3) ILIT, k=23,...... , 7 sind schlecht.
Beweis:
7
e, | Oto—e *—©
1 2 3 4 5 6
Dg
Ee
Ein Bild fur E,

Esgibt regulére Unteralgebren E; und D, wieim Bild.

Die Darstellungen A = 1%, I1,, I1,, T, von D, sind schlecht und haben triviale
Komponente in S (2,). Nach Kriterium 1 sind die entsprechenden

A= 11,,I1,,IT, von E, auch schlecht.

DieDarstellung A= II,von E, liefert dieDarstellung A, = I1, von Eg.Letztere
ist schlecht und hat einetriviale Komponente in S*(1,). Esfolgt : IT,von E, ist
schlecht.

Das A= Il,von E, liefert die Darstellung A,= II,von E;.

Bel E; ist dimE,=78 < dimIl,=351 ( siehe[Tits]), aso enthdt S" (I1,) triviae
Komponenten . Esfolgt: Auch II; von E, ist schlecht.

Die Darstellung I1, von E, dieadjungierte Darstellung und somit schlecht.
( Siehe [Kostant] oder Liste 1.8). Man beachtein der Liste 1.8 ist die Nummerierung der
fundamentalen Darstellungen verschieden von unserer Nummerierung.

Alles andere folgt wieder aus Tatsache 1.1.
FOLGERUNG 1.8

Alleirreduziblen Darstellungen = IT, von E, sind schlecht.
Beweisist klar nach der Tatsache 1.11 .
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TATSACHE 1.12

Alle fundamentalen Darstellungen von E, sind schlecht.

Bewseis:

Bild fur E,

Es gibt regulére Unteralgebren von Typ L,= D, , E, wieimBild.

Die Darstellungen A= I1,,I1,,I1,,II; liefern entsprechende und schlechte

A = 11,1011, ,I1 von D, und sind schlecht nach Kriterium 1.

Die Darstellungen A= II, , II, , II; liefern schlechte Darstellungen

M= I, I, II, von E, . Esist Il die adjungierte Darstellung von E,.und hat
triviale Komponentenin S*(I1,). Die II, IT, haben triviale Komponenten in einem
s"(A) , m =2 ,wel dm I, I, > dimE, ( dimII;=8645 , dimII,=912 ,
dimE,=133, siehe[Tits] ) Nach Kriterium 1 und 2 sind dann auch II,, I1,, IT, von E,

schlecht.
Schliefdich : I1, ist alsadjungierte Darstellung schlecht.

FOLGERUNG 1.9

Alle irreduziblen Darstellungen von E; sind schlecht.

Bewels:

Sei I1 fundamental, dann ist IT schlecht nach Tatsache 1.12 .

Wenn IT ein Produkt von fundamentalen Darstellungen, dann ist I'T schlecht nach der
Tatsache 1.1 .
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TATSACHE 1.13

Der Beweis, dass I1, von C, schlecht ist, geht nicht ohne weiteres mit
den bisherigen induktiven Methoden . Wir geben einen direkten Beweis ,
der die Verzweigung der irreduziblen Darstellungen von A, _;

bei der Einschrankung auf C, benutzt . Den entsprechenden

Verzweigungssatz haben wir der Referenz[ Sundaram] entnommen. Wegen
der Verstandlichkeit geben wir eine etwas ausfihrlichere Einfihrung in
diesem Verzweigungssatz .

Gesucht : Die Branching—RuleA, ;. , d.h. wir mlssen H(A2n_1)¢C
n n

ausrechnen. I1 ist eine irreduzible Darstellung. Dazu benétigen wir :
Partition der Lange <r

Eine Partition der Lange < r ist eine Folge ( A,A,,.......... A ), AeNg,
mit A, > A,> .. ... 24,

Betrachte die Darstellungen von A, mit hoéchstem Gewicht TII,

T = TIeTI s I = KKy, K]

ZuTll betrachtet man folgende Partition A der Lange <r,

A= (ApAg . A, ), wobel A =K +K o +k, ,i=1,2,....r
A=K + K+ K, A, =K+ K, As =Kyt K, b . A=k,
Beispiele:

1) T1Z von A,

A =(2,2,0,0,0,0,0) die Partition von I1; =1 0,2,0,0,0,0,0 ]
2) I,I1, von A,

rA=1(2,1,11,1,1,1) eine Partition von I1,I1,=[1,0,0,0,0,0,1]

Young-Diagramm zur Partition A

i A, Kastchen in der i-ten Reihe

m

Beispiele :
1)Young-Diagramm zur Partition A = (2,2,0,........... ,0) von (T2, A,)
2)Young-Diagramm zur Partition A = (2,1,1,......... ,1) von (IT,I1, ,A,)

— Das gilt A, >2A,2......... >A, 20 .
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Fur ein Young-Diagramm T :
=1 ki, Kyyeeeeeeen. Kl o (A A, A), Ty =T, =T
Langevon T =1(A) = Anzahl der A, >0 ,

Betrag von A (bzw. von T)ist N =|X|=Zki

i=1

(AP ynnnnnne Mgy) = Gestalt von T , d.h.

ist Young-Diagramm von Gestalt (2,2).

- ist Young-Diagramm von Gestalt (2,1,1,1,1).

- ist Young-Diagramm von Gestalt (7,4,2,1).

Es gibt eine Bijektion zwischen den Aquivalenzklassen der irreduziblen
Darstellungen von A, und den Young- Diagrammen der Lé&nge <r .

(K Ky K] A= (A h,, . A) I mitd eINg A, >A, > >\, > 0}
<>{ Young-Diagramm der Lange <r }

2) Genau so :

Die irreduziblen Darstellungen von C_ werden klassifiziert durch Y oung-
Diagramme der Lange < n ,wobei wieder

ST ST Kl o (A A, ... ,A,) <> Young-Diagramm der

3)Tableau zu Diagrammen
Allgemein : natirliche Zahl in die Kastchen des Tableaus eingesetzt.
Standart-Tabl eaux:

T von der Gestalt (A;,A,,....... ,A,) und von Betrag N= A, +A,+....... +A,
I=I(XA) . Ein Standard-Tableau zu T ist ein Diagramm zu T , wo alle Zahlen
1,2,......... ,N , jede Zahl in genau ein Kastchen , in die Kéastchen von T

eingetragen sind ,so dass die Zahlen in jeder Reihe (von links nach rechts)
streng monoton und jeder Spalte (von oben nach unten ) streng monoton
steigen .
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Beispiele :
Gestalt (3,2,1,1) , |2 =N =7 ,die zahlen von 1 bis 7 beliebig .

34|
5

34|
5

23|
4

| \ll ol o »
| ml [ o] -
| \ll o] o] &

Standard-Tableau keine Standard-Tableaux

Name : Spalten- strikte Tableaux

T , Gestalt (A, A,,....... ,A,) , Betrag N

Ins Diagramm Zahlen <{ 1,2,....... N } so eintragen, dass Monotonie in der
Zeilen und streng Monotonie in der Spalten vorliegt.

Beispiele :
1) Alle Standard- Tableaux.

i
i

']

d

|,>|<,\,,\,.-I\)

1
2
4
5]
Spalten-strikte Tableaux

(4a) Differenz-Diagramme

T, Diagramm der Partition (&, A,,....... )

T, Diagramm der Partition (g ,p,,...... MU  mit <A, , s<ir
A =1(4,3,3,2,1) , pn=(2,2,11,0)

Zeichne A , darin pn

PR

A u Differenz- Diagramm

Dannist A /u = Diagramm , das Ubrig bleibt.

4b) A /p - Tableaux ( Zahlen in Differenz - Diagramm )
Insbesondere spalten-striktes A /u - Tableau.
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Beispiele

% X
ek e

[ EXRPE o

L= bSRbeSk S

Zeilen monoton , Spalten streng monoton .

Zu A /p - Tableau zugehdriges Wort ist

im Beispiel 1 : 1123234

im Beispiel 2 : 1123342

Generell : Eingetragene Zahlen Zeilenweise gelesen in jeder Zeile und
zwar in jeder Zeile von rechts nach links hintereinander schreiben .

Beispiel 3

D 1]

NE

& 2|4

><K/ 3

| * ] zugehoriges Wort : 1134234

Zu einem Wort (Folge der Zahlen von N) ( a,,a,,....... ,ay )

" Form " des Wortes :  (f,,f,,....... fy ) swo f. Anzahl der Zifferi im Wort .
Beispiele :

1)Form des Wortes im Beispiel 1 (f,f,,....... f,) =1(2,2,2,1,0,0,0)
2)Form des Wortes im Beispiel 2 (f,f,,....... f,) =1(2,2,2,1,0,0,0)
3)Form des Wortes im Beispiel 3 (f.,f,,....... f,) =1(2,1,2,2,0,0,0)

Ein Wort heil3t zuldssig < seine Form ist eine Partition ,
d.h. esist f, >f,>...... > fy

Beispiele :

1) Beispiel 1,2,4 zulassig, Beispiel 3 nicht zulassig (f, <f,).
2) Beispiel 4.

SHE
>?2

3

[ IRRAKIA

ZugehoérigesWort : 1123132 , FormdesWortes : (3,2,2).

Sei (a,a8y,....... a8y ) =W ein Wort .
Fir 1<d <N sei W, das d-te Anfangssegment (a,,a,,....... 8y )
Beispiele :

1) 6.te Anfangssegment im Beispiel 1ist (1,1,2,3,2,3)
2) 6.te Anfangssegment im Beispiel 2ist (1,1,2,3,3,4)
3) 6.te Anfangssegment im Beispiel 4 ist (1,1,2,3,1,3)
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Definition

Ein Wort heil3t gut < Fir jedes d=1,2,..... ,N ist W, zulassig .
( Insbesondere W, = W zulassig .)

Beispiele :

1) Beispiel 1 ist gut

2) Beispiel 2 ist nicht gut, W ist nicht zulassig .

3) Beispiel 3ist nicht gut, W,, W,, W,, W, nicht zulassig .

4) Beispiel 4 ist nicht gut, W nicht zulassig .
Bezeichnung
Ist f die Form des Wortes W , so heiRe W ein f-Wort

Beispiele von guten (2,2,1)-Worten
11223 , 12123 , 11232 , 12132 , 12312

Eine Partition heil3t spaltengerade < Im Diagramm zu f haben alle
Spalte eine gerade Anzahl von Késchen .

Beispiele :

Spaltengerade Nicht spaltengerade

Man kann betrachten f-Wortezu A /u - Tableau , die gut und wo f
spaltengerade ist .

Beispiel : A =(3,3,2,2,1,1,0) , u = (2,2,2,0,0,0,0)

B ISR %%
bR

f=(221,1) , W =(1,2,3,1,2,4)

[0,0,2,0] = 15 — A=(2,2,2,0) kommt in [O,LO,LO,LO]¢C4von A, vor .



5)Gegeben Partitionen A> p (d.h. p, <A, allei) Tableaux zu A /p

I(A) £2n-1 , I(n) £n. Das zugehdrige Wort W = ( a,,a,,....... ,ay ) heif3t
erlaubt < for alle ungeraden i = 2k+1, k=0,1,2,... , diein W
kommen ,gilt : i taucht im Tableaux A /u in keiner spateren Zeile als

in Zeile n+tk auf . (d.h. 1 darf nurinden Zeilen 1 bis n auftreten , 3 darf
nur in den Zeilen 1 bis n+1 auftreten.)

Beispiel n=3

1ist bisdrei erlaubt

[N
[N

1ist nicht erlaubt

Bemerkung 1
Wenn I(L) < n = jedes Wort erlaubt . ( d.h. " erlaubt sein " ist keine
zusétzliche Bedingung )

SATZ 1.2 ( Branching - Rule (Azm)% ) n>2

Sei p eineirreduzible Darstellung von A, , mit zugehoériger Partition
A= (A Ay, Aong) -

Sei II eineirreduzible Darstellung von C, mit zugehoriger Partition
TR (TP TP Ha)

(1) IT kommt bei der Einschrankung picn vor . < Esgibt ein spalten -

striktes Tableaux zu A /p ,so dass das zugehorige Wort W

(1) gerade- spaltig

(i)  gut

(iti) erlaubt ist.

(2) Die Vielfachheit von IT in picn ist die Anzahl der spalten -strikten

Tableaux von A /pu mit den Eigenschaften (i),(ii), (iii) .

Bemerkung 2
f ist gerade-spaltig =|A| - |u | gerade, d.h. nur solche p sind moglich
far die |u | die gleiche Paritat (gerade oder ungerade ) wie |A| hat .

Bemerkung 3
Die Eigenschaften strikt - spaltig fur Tableau im Satz implizieren , dass
A > f(w) ist.

35



Beispiel : p =(0,1,0,1,0,1,0) von A,
r=(33,22110) , [A|=N=12 wund I(A) =6

Bedingungen: A >pu , |[A]-|u| gerade ,|u | <n
Leer- Diagramm entspricht O-Darstellung .

H | B v spalten-strikte
Tableaux
lp | =12 A=np kein Diagramm kein Tableau

weil (L) > n

| =10 SRR NN %
< K REKA
< K %
>§2 1 Q ?< 1 nicht erlaubt
ln| =8 KPR
DR
R
; 1 ; ! nich; gerade
EI E‘ spaltig
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I | u v spalten-strikte
Tableaux
KN KA A
RS KA : KA KA 1 =
% K A 2
° | |
[0,2,0,1] | 4 4]
S ! S
§12< 2
R E B
R SE S E
R K R
) N )
[0,0,0,2] | ° ]
4 4
>Q 1
>Q 2
)
& ™
PR KIXKA PR
< KN ¥E
<) KA Q)
:
|| ° |
[1,0,1,1] || 4
<
o
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| pl K am spalten-strikte
Tableaux
lw| =6 < RS ]
>2§ >2§ & >z1§ 1 >6 111
[0,3,0,0] | *] <]
PRI 0% NN
= K ¥E
5 3 g
[1,1,1,0] | ] ]
PR
NE
g
™ K4 ¥E
™ KN SNE
e = S
[0,0,2,0] [ | ; ;
><> 1
><> 2
><1> 2 icht gut
PO S S NE
2 A SE
< 2 I
[0,1,0,1] [ | ; ;
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| p H A/ spalten-strikte
Tableaux
>é 1
KS 2
1 11
KS 3 2|2
>Q 1 1
><> 2 B
>Q 3 B
6 | 6 |
RERIY o PRI
& 11
>2§ 2 1]1
& 3 2|2
2 3
[2,0,0,1] | - .
e
hochsten
4 Zeilen
| = b KX XE
PO A S NE
11 1[1]1
2| 2 222
[0,2,0,0] - - .
% 1
% 2
1]3 11
2| 4 2| 2
3 3|3
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spalten-strikte

Tableaux

1

i G CN B

3

° |- |

1

>§211
<3
=
=

o |- |

]

~ | |

3.

= ] e ]
ﬂ, =)
o 1
o C

= BRI 2, K]

I |
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I | H A /u spalten-strikte
Tableaux
=2 (0% X : %132
22
33
nicht gerade
| — % spaltig
>$2-1 1 1)1
% & %2 2 2|2
33 33
44 44
5 5
[0,1,0,0] — — —
>Q1 1
22
1]3 1]1]1
24 2212
3 33
2 | 2| 4
><>1 1 1111
2|2 222
1]3 3
2|4 4|
5 B
6 | 6 |
lw| =0 0- Darstellung : ; ;
33
44
5
| 6 |

Ergebnis :
[0,l0,l0,l0]¢c4= [0,2,0,1] +[0,0,0,2] +[1,0,1,1] +[0,3,0,0] +2[1,1,1,0]

+[0,0,2,0] + 3[0,1,0,1]+3[0,2,0,0] +2[0,0,0,1] +3[1,0,1,0]
+3[0,1,0,0] +[2,0,0,1] + [0,0,0,0]

Vom Beispiel nun zum unsinteressierendes Fall II, von C,
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Behauptung :
IT, von C_ist schlecht n=x>4

Beweis :
S(IT,) von A ist bekannt . I1, (Apn_1)|c = I1,(Cp )+1
n

IT, fdur k ungerade
IT, (AZn,l)wn: M+ I o+ et

IT, far k gerade

K
Sk(Hz,Azn—1)¢cn: S (M+1,Cy) =), S (M, Apq) ® S (M)
r=0

Kk
=2, S (I, Axng)

r=0

Grob ist es:

K(1,,C) cS¥(M,,A, 1) N2k

Genau ist es :

S(Ma, Azn-)ic, - STHIMa Az )¢, = (SK (T2, Agng)-S (I, Azn-1)i
= Sk ( 1—12 ’ Cn )

Behauptung:

Far allen >3 gilt : S(I1,,A,, 1) enthatvon C,
die I, i =2k k=1,2,. 0. =],

die TLIT, j= 2k+1 k=1,2,......., |% und
IZ imFall r>4

Das sind n linear unabhangige Gewichte furr > 4.

Beweis :

a) reS(I1,,A,, ;) = A gerade-spaltig .
Setze A=, = I, i=2k k=1,2,0c0..... 2]
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A u A spalten-strikte
Tableaux
H % % 0- Tableau
: : _ erfullt alle
: : : Bedingungen
D i=2k @ i=2k @ i=2k
b) I, (A, 1)‘Lcn = I, +IL, , +....c.o.e. +11,
Setze A= II,II,, ,dannist p= ILII; j= 2k+1 k=1,2,........ ["74
A u A spalten-strikte
Tableaux
o %
Q< 1
- P
g g B | B
i j+1 2
c) Setze A = ILII,II, , dann ist u=I; ,r>4,
A u am spalten-strikte
Tableaux
D »E
D < 2
><§ é< 1[1
113 212
)Q( 2 3
— K — 7 7
|| A || | ||
Es gibt mindestens n linear unabhéngige Gewichte , d.h. . Also ist

IT, von C,

schlecht .

Bemerke : Im Fall r =3 kann man kein p =I1; erhalten.
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§ 2. Gute Darstellungen

In Paragraph 1 haben wir eine Liste von schlechten Darstellungen gegeben. Wir zeigen
nun, dass dies alle schlechten irreduziblen Darstellungen waren, d.h. dass die restlichen
irreduziblen Darstellungen alle gut sind.

SATZ 2.1 ( Gute Darstellungen )

Sei L einfachund L = A,.

Ist p eineirreduzible Darstellung von L, so ist p gut, genau dann wenn p in der folgenden
Liste ist.

(i) A, IMyund I1,, Tl,undIl,,, r>2;
IT, von Ag
(i) B, I, r>2;
I1, furr=234
(iii) C, I, r>3;
IT, von C,
(iv) D, I, r>4;
[T,und IT, von D, , IT, und I1; von D, , T1; und I1; von Dy
(V) G, I,
(vi) F, I,
(vii) Eq : TII, und I,
(viii) E, = I

Dass alleirreduziblen Darstellungen von L, die nicht in der Liste von Satz 2.1 sind,
schlecht sind ,wurden in 8§ 1 bewiesen.Es bleibt noch zu beweisen, dassallein Satz 2.1
aufgelisteten irreduziblen Darstellungen gut sind.

Zum Beweis davon geben wir drel Varianten. Dazu und fir spatere Bewelse brauchen wir
einige algebraische Vorbereitungen.



Exkurs: Algebraische Strukturen im Zusammenhang mit S(V) = C[V]

Wieinder Notation se p eineendlich dimensionale Darstellung von L mit
Darstellungsraum V . Es sei S¥(p) =S*(V) die k-te symmetrische Potenz und

S(V) = Z§<(V) sei die symmetrische Algebravon V. Ist p* die kontragrediente
k=0

(duale) Darstellung zu p mit dem Dualraum V* von V als Darstellungsraum,
soist S(V*) die Algebra der polynomialen Funktionen auf V.

Wie schon beim Exkurs in 8 1 ( vor dem Kriterium 2) : Essei G die einfach
zusammenhéangende komplexe Liegruppe mit Liealgebra L, aufgefasst als lineare

algebraische Gruppe iiber C. DannsindV und V™ ( besonders einfache)
G-Varietdten und man kann die Theorie solcher G-V arietdten anwenden.
Z.B.S(V)=0(V™), wobei O(V") die C- Algebrader reguldren Funktionen
auf der Varietdt V* bezeichnet. Wir schreiben bei dieser Sicht der Dinge
S(V) =C[V] ( Bemerke: Inder Literatur steht C[V] normalerweise fir O(V)
(statt fir O(V™)), ein Unterschied , der furr uns unerheblich ist , weil gilt

" pogut & pigut ")

Wir fassen auch die Theorie der Gewichte in die Sprache der Gruppen.

Seien T ein maximaler Torus, B eine Boreluntergruppe von G mit T < B.

Wir identifizieren das Gewichtsgitter A von L mit dem Untergitter Q des Raums
derjenigen Charakterevon B bzw.von T , dieas Gewichte bel reguléren

Darstellungen von G auftreten. Wie bisher ist Q" = A" das Monoid der Hochstgewichte
Die folgenden Informationen sind Gemeinwissen in der Invariantentheorie und z.B. aus
[ Popov —Vinberg] , [ Springer] u.a. zu entnehmen.

1) Die graduierte Polynomalgebra C[V] ist ein (loka —endlicher ) G —-Modul.
Die Operationvon G auf C[V] ist viaAlgebra— Automorphismen .
Wir sprechen daher von einer G —Algebra. Die G —Modulstruktur ist mit der

Graduierung vertraglich, d.h. die cK [V] sind G —invariant.

2) Sé re Q",se C,[V] dieSummealer einfachen G — Untermoduln von

C[ V] mit A as hochsten Gewicht . ( die sogenannte isotypische Komponente

von C[V] vonTypX.)

C,[V] sndG—invariantund C[V ] = Z C,[V] istenedirekte Summe, liefert also
reQt

Q" —graduierte G —-Modul — Struktur.

(3) Se I = C[V]G der sogenannte Invariantenring von C[ V ] , d.h. der Untermodul

aller x e C[V] mitgx =x fur ale geG. ( |istder hauptséchliche
Untersuchungsgegenstand der Invariantentheorie. )
Die C, [V] sind | —Untermoduln . Also ist

ClVI= >, GJ[V] dn Q"—graduierter | -G-Modul.
reQt
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4) 1und die C, [V] sind graduierte Untermoduln bzgl. der graduierten Struktur.

C[V] = D S (V) ist einedirekte Summe. Alsoist I1=)  1* eine direkte Summe,
k=0

k=0

=1~ S(V) und C,[VI=) C{[V] isteinedirekte Summe mit

k=0

Ck [V] = C, [V] nS*(V).

5) Manchmal ist C[V] einfreier 1- Modul . Dann gibt eseinen| - G - Modul
Hc C[V] mit C[V]=1®H . H istgraduiert , d.h.

k

H=) H* mit H*= Hn C*[V] . Esist C*[V]=) I°® H*® .
k=0 s=0

Die C[V] wie hierin 5) heil3en kofrei. Die kofreien C[V] sind in[ Popov I1] und

[ Schwarz Il | klassifiziert . Ist C[VV] kofrei , soist| eine Polynomalgebra.

6) Uc B sei eine maximale unipotente Untergruppe . Wir betrachten C[V]" =

" Ring der U- Invarianten " . C[V]U ist eine graduierte Unteralgebravon C[V] .

Auch C[V]" ist endlich erzeugt. C[V]"” ist der von allen Héchstgewichtvektoren

der irreduziblen Untermodulen von C[V] aufgespannte Unterraum .

Esist 1c C[V]". Ist C[V]=1®H ,s0ist C[V]" =1® H". C[V]" heif}t manchmal
auch Algebrader Kovarianten des G - Moduls 'V .

7) Ist C[V] kofrei, also | frei , soist C[V]"=C[ Uy, Uy, oo , Uy, V4, Vo, e, V],
WO Ug, Us, .. , Uy freie homogene Erzeugendevon | und vy, vy, ......... , Vg €n

minimal es Erzeugendensystem von H aus homogenen Elementen ist.
Ist C[uy, Uy, ......... , Ugs V1, Vo, e , Vg] freie Algebra, so determinieren died, s,

Ny e Ny by e b 4 Vg, Vo e, , vs die Algebra C[V]” bisauf Isomorphie.

8) Umdie von C[V] geerbte Graduierung in C[V]” inh&rent zu machen , schreiben wir

A:=C[V]” ,A*:= AnSYV) .Damnist Azi A<
k=0

It CIV]=1®H ,C[V]’=C[uy, Uy, oo ,Ug , Vq, Vi, conee , Vg] ,sosind u, eA"™
v, e A wiein 7).

9) Die UnteralgebraA= C[V]" erbt von C[V] auch die Q" —Graduierung . Esist
A= > A, wo A= AnG[V]ist
reQt

Insbesondereist |1 = A, (0= dasNullgewicht aus Q™).
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10) Schliefdlich : Die Graduierung aus 9) vertragt sich mit der Graduierung aus 8).
Manhat A= > > AX ,  woAf =A*NC,[V] ist.

k=0 reQ

11) Sei C[V] =1 ® H. Man kann die Erzeugenden uy, u,, ...... ,ug €1 und
Vi, Vo, e ,Vg ausdem A¥ wéhlen. Dann: Erzeugende uy, Uy, ...... ,ug von| liegen
inAg . Erzeugende vy, vy, ......... ,Vg von H liegen in wohlbestimmten

Al Al

7\‘1, ?\‘2, ............. y
Ist A=C[Uyq, Ug, wccoee ,Ug, Vg, Vo, e, , Vg ] frei inden Erzeugenden, soist A

0

( Mit IN, - Graduierung ist die Graduierung A= > A" gemeint .)

k=0
Beispidl

IT, von F,
d=2 s=3, n=2,n=3,; t=1,1t =2, t,=3
M=A,=11; , A3= 11,

Dazu und weitere Beispiele spéter.

1.Beweisvariante

Wir benutzen die Ergebnisse aus [ Panyushev ].Der dortige Rang r(x) ist fur x =V,

nach Linearer Algebra gleich unserem Rang 1" = Rang p. Im dortigen Korollar 2(i) ist
r(x) bestimmtas r(x)= Rang G - RangG,. Wir mussen noch das entsprechende G,
flr unsere Darstellungsraume x =V, p ausder Liste der Kandidaten fur gute
Darstellungen , bestimmen. Es stellt sich heraus :

Essel G, die kompakte Form der komplexen ( halb -) einfachen Gruppe G .

Sei H eine Hauptisotropiegruppe (im Sinne der topologischen Transformationsgruppen)
desG-Raums V=V, und G, = Hc diereduktive Untergruppe von G mit H als
kompakte Form. Dannist G,= H, . Insbesondereist dann:

Rang p = Rang G, - Rang H.

Der Beweis beruht auf Dichtigkeitsargumenten und sei hier weggelassen .

Diese Uberlegungen erlauben es, zur Bestimmung von Rang p die Listen der
Hauptisotropiegruppen bei den reellen irreduziblen Darstellungen von G, zu benutzen, zu

finden in Kramer[ 1] und Hsiang- Hsiang .Wir geben die Liste der H bei unseren
Kandidaten , zusammen mit der Bestimmung von Rang p = RangG,,- Rang H.
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Far p=

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

Iy vonA,, r=>2
H, = SU(r) vom Rang r-1
Rang A =r - (r-1)=1

I, von B, , r>2

He =By (= SO(2r-1) ¢ SO@2r+1))

Rang . =1

I[vonC, , r=3
Hx:Cr—l
Rang A =1

I[I;von D, , r=4
Hx: Dr—l

Rang . =1

I, von A, , k=2
H, = SU(2)

Rang L =k

I, von A,,,, k=1

H, = SU(2)*+

Rang A =k
I1; von Ag
H,=T, ( en2-dimensionaler Torus)
Rang A =3
IT, von Cj
H,=T,
Rang A, =2
I1; von Bj
HX=A2
Rang A =1
I1, von B,
HX=A2
Rang . =2
Il von Dsg
H, = Aj
Rang A, =2

48



12) I1g von Dg
Hy= SU(2)°
Rang A =3

13) I1; von G,
H,= Aq
Rang . =1

14) I1; von F,
H,= A,
Rang A =2

15) I1; von Eg
H,= D,
Rang A, =2

16) I1; von E;
Hy,= Dy
Rang A =3

Ergebnis: Alle Kandidaten sind gut . Esist sogar Rang p genau bestimmit.

2. Beweisvariante

Diesmal benutzen wir die Ergebnisse aus [Brion] . Man stellt fest , dass unsere Liste Teil
der Liste im dortigen Teil 111 ist, welche digjenigen p angibt, bei denen C[Vp]U eine
Polynomalgebraist .

In dieser Liste von Brion wird auch der Typ und der Grad der Erzeugenden angegeben .
Insbesondere zeigt sich : Fur alle p aus unserer Liste der Kandidaten fir gute
Darstellungen ist Rang p < Rang L, d.h. alle diese p sind tatsachlich gut.

DasBeispiel I1; von F, : Wieschonam Endedes Abschnitts tber

" Algebraische Strukturen im Zusammenhang mit S(V) ” angegeben gibt es

bei diesem p aulRer zwel Erzeugenden aus C[V](3 noch zwei Erzeugenden von Typ I1;
(einesin C'[V], dasanderein C?[V])und ein Erzeugendesvom Typ I1, in C3[V].

Der Rang ist also 2.
Die Arbeit von Brion beruht auf technisch anspruchsvollem Umgehen mit der

Poincare” -Reihe von C[V]", in deren Formulierung die INx Q" - Graduierung

von C[V]U eingeht. Wir wollen deshalb noch in einer 3. Variante den Satz 2.1
soweit wie moglich mit Darstellungstheorie beweisen.
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3.Beweisvariante

Die Uberlegungen beruhen in vielen Fallen auf der direkten Ausreduzierung der S'(p).

Auch wird folgende Grund-T atsache benutzt:
Ist die Hauptisotropiegruppe K von V, reduktiv, so kommenin S(V, ) genau diejenigen

irreduziblen Komponenten von G vor, die Fixpunkte unter K haben. Siehe z.B.
Proposition 4.6 in Schwarz[ 1 ]. Wir gehen die einfachen L bzw. G der Reihe nach durch .

TATSACHE21 (A))
SeL=A, r>1 und p eneirreduzible Darstellung von L

1) S'(11,)=11] firdle n> 1
Also: Fir r>2 sind IT, und IT,=TI; gut

2) In S(I1,) , r=2k oder r=2k+1 k > 1 kommen genau digjenigen L vor ,
dievom Typ A= TI1 1,2 ........ [ok sind, m;, My, ..., m, € IN, .
Also: Rang IT, ist k und IT, ist gut.

3) Sei L=zA, p=1Il;
In S(IT3) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor ,die vom Typ
A=TI3" (I, I15)™2 (T1,I1,)™ sind , m;,m,, m, e IN,.
Alsoist Rang (I1; von Ag) =3 und II; von Ag istgut.

Beweis:
1. Bekannte Dimensionsformeln liefern  dim I17' = dim S(Vy,, ). Daraus S'(11,) = I17' .
Nach Kontragradienz: S'(T1,) = I1;. Also: Rang I1,=1und IT,ist gut fur r>2.

2. DieFdle r=2k und r=2k+1 sind etwas verschieden, gehdren aber zusammen.
Fur r =2k+1 ist die Hauptisotropiegruppe C,,; , aso reduktiv , und unser Argument

uber die Fixpunkte von C, ; greift. Insgesamt hat man folgende Bemerkungen .

Dabel nennen wir einirreduzibles & von A, " gerade", wenn A= TT5" 1,2 ........ T3k ist.
(i) Dieklassische Ausreduzierung AmA ,r>3,liefert: Ist A als Darstellung
r-1

von A, gerade, so sind alle Komponenten in MA gerade.
r-1

(i1) Jede gerade Komponentevon A, kommt bel Ausreduzierung einer entsprechenden

geraden Komponentevon A,,,, Vor.
(iii) Esist  (IT, von A2k)¢A =( II,von A, _;)+1
2k-1

n
Alsoigt S (IT, von A2k)iAZk o > S"(I,von Ay ).
B m=0
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(iv) DieHauptisotropiegruppe von II, von A, ; ist C,, .Ausder Tabellelin
Kramer [V | ], Fal (G,H) = (SU(2k+2), C, ;) entnimmt man: Genau die geraden
Darstellungenvon A, ., haben Fixpunktmengen (in diesem Fall 1- dimensionale)
unter C,,,. Ausall dem ergibt sich die Aussage 2 der Tatsache.

Fur r =2k+1 ist das gerade die Bemerkung (iv) zuvor wegen der Grundtatsache .

Fur r =2k ergibt sich die Behauptung leicht unter Benutzung von (i) ,(ii) ,(iii) und (iv).

3. Die Hauptisotropiegruppe von I3 von A; ist A,xA,.DieTabellelin Kramer [VI ]
besagt im Falle (G, H) = ( SU(6), S(U(3)xU(3)) ) : Genau die Komponenten

I T152 T13"® T, T12%, d.h. digjenigen , deren hochstes Gewicht Produkt von

I, I , IT1, I1,, Il ist, haben Fixpunkte unter A,xA,=SU(3)xSU(3).

Der Rangist 3und Il5 von Ag ist gut.

Anmerkung: In der besagten Tabelle ist das dritte Erzeugende H§ statt I15. Dasliegt
daran , dass I1, zwar Fixpunkte unter SU(3)xSU(3) hat , nicht aber unter dem
1-dimensionlen Zentrum von SU(3)xSU(3). Daswird erst fix unter T12.

TATSACHE22 (B)

Sei L=B, r>2 undp eineirreduzible Darstellung von B, .
[1, fals n ungerade
1. S'(T1,) =TI+ TI) 2+ T + ... + ! J
[1, fadls n gerade

Alsoist I1, von B, gutfurale r>2

2 Sei L=B,
Sn(Hz):HS
Alsoist I, von B, gut.

3 Sel L =B,
| - o I[1, n ungerade
S'(I1,) = T3+ TI5 “+ T3+ ......... +
II, n gerade

Alsoist II; von B; gut.
4 Sei L=B,
In S(IT,) kommen genau die irreduziblen Komponenten A vor ,die vom Typ

A=TI2 It sind, m;,m, e IN,.
Alsoist Rang (IT, von B,)=2 und I, von B, ist gut.
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Beweis:

1, n ungerade
(1) Esigt S'(T1,) = TP+ 2411 o +{ ) J

1 n geade
Der Rangist dso 1 und I1; von B, ist gut. Die Formel ist klassisch ( Beweis etwa mit

Weylscher Dimensionsformel und Dimensionsvergleich. ).

(2) II, von B, entspricht IT; von C,. Manwei3 S'(I1; von C,) =II;
(s. auch Tatsache 2.3)

(3)Sei L=B, und p=II3 . Wirbehaupten:
I1, fals n ungerade
I1, falls n gerade

Beweis durch Induktion Uber n. Es ist genlg offenbar, zu zeigen, dass
dimS'T1, —dimS"?I1, = dimII} ist.
Man rechnet nur direkt nach, dass beide Seiten gleich

(ke D 2k 3 (k-+ 4)k +5) sl

S“(HS) wird von IT, erzeugt, Rang (I1; von B;) =1 und II; von Bjist gut.

(4) Die Hauptisotropiegruppevon B, bei I1, ist Spin(7) = B;. Wir zeigen:
Genau die Komponenten des Typs T1;™ TT;* haben Fixpunkte unter Spin(7):

TATSACHE 2.2.1

Wir betrachten H = Spin (7) < SO(8) = D, .

Die Verzweigung 1, von Darstellungen A = IT*I1;* I1;*I1;* von D, auf die
Untergruppe H= B, funktioniert folgendermalien :

Wir bilden 2~ = TTI* 132 TI3=I1;* ( d.h. vertauschen m, und m, ) und bilden dann
die dGbliche Verzweigung ljm) von A~ auf das Ubliche B, = SO(7) < SO(8) .

TATSACHE 2.2.2

Wir betrachten H = Spin (7) < SO(8) < SO(9) = B, .
Die Einschrankung IT, ~von irreduziblen Darstellungen IT= ITj" 13" IT3* I1;"

von B, auf H= B, erhalt man auf folgende Weise:
1) Wir bilden die tbliche Verzweigung IT;

S0(8)=Dy

2) Wir beschranken alle irreduziblen Komponenten A dieser Verzweigung
weiter auf H= B, nach dem Verfahren von Tatsache 2.2.1 . Daraus ergibt
sich :
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SATZ 2.2

Von den Darstellungen IT= IT*IT;2I15° I1;* von B, haben genau diejenigen
Fixpunkte unter H = Spin (7) < SO(8) < SO(9) = B, , bei denen
m, = m, = 0 ist . Die Fixpunktmenge von H ist dann 1- dimensional .

Beweis

Nach der klassischen Ausreduzierung SO(8), SO(7) weil3 man, dass genau die
Darstellungen der Form A=IT¢ , k €IN, von D, Fixpunkte unter SO(7)c SO(8)
haben mit 1-dimensionaler Fixpunktmenge . Aus der Tatsache 1 folgt dann :
Genau die Darstellungen

A=IT¥ ,k €IN, von D, haben Fixpunkte unter H = Spin (7) < SO(8) , und
zwar weiter mit 1- dimensionaler Fixpunktmenge .

Also Tatsache 2.2.2 : Genau diejenigen Darstellungen von IT von B, haben
Fixpunkte unter H = Spin (7) < SO(9) = B, ,bei denen nach Ausreduzierung
auf D, = SO(8) < SO(9) = B, irreduzible Komponenten von Typ A~ = IT} ,
k €eIN, von D, vorkommen. Esist die Dimension der Fixpunktmenge gleich
der Anzahl solcher Komponenten .

Esbleibt , die Ausreduzierung von B, auf D, zu betrachten. Das geht so:

Essei II = II"TI°TI5°T1% . Wir betrachten
—_ m4 m4 m4 m4
(H1y Moy Hg o gy Bs) = ( m1+m2+m3+7 , m2+m3+7 ) m3+7 ’ 7 )

und alle Tupel p=( p, ,P, ,P; ,P, ), wo alle p, gleichzeitig mit der pu, entweder
ganz - oder halbzahlig sind und wo p; >p; 2p,>2p,2pu,>p, 2p,2p, =|Hs | Sind.

_m,
5 )

Jedem p= (p,,pP,.P;,P,) entspricht eine D, - Komponente vom Typ
[ PPy, Pp-Ps. Ps-Ps.2P,]. Sieistder Typ II¥ genau dann, wenn
p,= P, = Pp;=p, ist.Solchein Typ kommt genau dann vor,wenn

m2+m3+ﬂ =My , d.h.wenn m,=m,; =0ist. In einem solchen Fall
2 2
( m,=m,=0) gibt esgenauein Tupel mitp,=p,=p,=p, .
namlich das Tupel ( % , % : % : % ). Damit ist der Satz 2.2 bewiesen .
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TATSACHE23 (C,)

Se L=C, r > 3 undp eneirreduzible Darstellung von C, .

1. S'(r,) =11 firadlen > 1
Alsoist Rang (IT, von C,)=1 und II, von C, istgut.
2. L=C, , p=1I,
In S(IT1,) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor ,dievom Typ
A= T30 ([1,015)™ sind, m;,m, e IN,.
Alsoist Rang (I1, von C;)=2 und II, von C; istgut.

(1) Klassisch: S"(IT,) = IT}
(2) DieHauptisotropiegruppebei IT, von C; ist A;x A;xA,. (Elashvili, p47)

Beil diesem Beispiel geben wir ausftihrliche Argumente.

Bestimmung der Darstellungen von C, mit Fixpunkten unter A, @A A,

Wir benutzen folgende Schreibweise : TI*TT1;2T13* fir dieirreduzible
Darstellung von C, .

Behauptung : Genau dann , wenn m, = m; ist, gibt es Fixpunkte unter

A, ®A ®A, . DieFixpunktmenge ist dann ( m,+1) - dimensional .
Beweis der Behauptung :

Esgibt A;®A, c C, as Untergruppe maximalen Ranges. Wir betrachten
die Inklusionen A @A, @A, c A;®C,c C,.

1) Bestimmung der Darstellungen ITIT% von C, , welche Fixpunkte
unter A @A, haben :

A®A, c C, ist dasselbewie A®A, c B, und lokal isomorph zu

SO(4) — SO(5) . Man weiR bereits : Unter den Darstellungen TTi Ik von

B, = SO(5) haben genau die Darstellungen IT}* ( d.h. k, = 0) Fixpunkte
unter SO(4) = A;®A, . Die Fixpunktmenge ist 1 - dimensional . Beim
Identifizieren von C, mit B, kehrt sich die Nummerierung der Indizes der
fundamentalen Darstellungen um : II, & II, . Dasergibt :

Von den Darstellungen T T15?  von C, haben genau die Darstellungen T1?
(d.h. k, =0) Fixpunkte unter A,@®A, . Die Fixpunktmenge ist 1-dimensional .
2) Wir nehmen folgende Ausreduzierung vor : Die Anderung der Schreibweise

der hdchsten Gewichte ergibt : statt der Monome in der fundamentalen
Darstellung werden die entsprechenden " Signaturen " angegeben .

Far TITL5% ....... ITT von C, schreiben wir die Partition:<p, ,u, , ...... Moy K>
= <mtmy,+ ... +m,,+m,, m+ ... +m,_ ,+m , m_,+m ., m>
Z.B. Die Darstellungen IT§ von C, sind genau die mit der Signatur < k , k > .
Wir untersuchen die Ausreduzierung von IT"I1;2I13° von C, auf A,®C,
und C,.( Siehe § 130 von D.P Zelobenko: Compact Lie Groups and Their
Representations ).



Die Ausreduzierung C, e,

Setze < m+m,+m,, m,+m,, my; > =:<u, ,u,,u, > und bilde

Hy Ha Hs Hy =0
Py P, Ps (*)
O 9,

mit p, > p;>2 ., 1 =1,2,3 und p,> q,= p,= q,= p, aley, ,p;,q, ganze Zahlen > 0.
Die irreduziblen Komponenten von TIPITITG® . stehenin 1-1- deutiger

Beziehung zu den Schemata ( * ) . Dem Schema ( * ) ist dabei die Darstellung
<q,,q,>=I**TII} von C, zugeordnet .

Bemerke : Solch eine C, - Komponente hat nach " (1) " Fixpunkte unter

A, ®A, genau dann ,wenng,-q,=0,d.h. g,=q, ist .

3) Studiert werden mussen also die Schemata (*) oben ,bei denen g,=q, ist.

Es ist dann notwendigerweise q,= p,= q, . Untersucht werden muss, wie

sich diese Darstellungen zu A ,@C, - Darstellungen gruppieren und wann

eine A,®C, Komponente vorkommt , bei der A, trivial operiert .

Bei einer solchen A ®C,-Komponente hat dann namlich A, @A @A, Fixpunkte .
( Dazu siehe Zelobenko) .

T sei ein maximaler Torusin A, von A,@®C, . Wir betrachten T®&C, und
bezeichnen die Gewichte von T mit se Z . Nach Zelobenko repréasentiert

das Schema (*) oben eine T®C,- Darstellung mit " Signatur " <s|q, ,q,> ,wo0

s=: 2( p1+p2+p3)' ( q1+q2)'(“1+“2+“3) (**)

In dieser Schreibweise zerfallt z.B. eineirreduzible Darstellung von A,®C,
von Typ MT*®TI IS in

<k|m4m,, m,>+<k -2 m+m,, m, >+ ... +<-k| m+m,, m,>
Die Darstellungen von A,®C, , die Fixpunkte unter A, @A @A, haben, sind
genau dann diejenigen vom Typ T1°T1¢ . Eingeschrankt auf T®C, , haben sie
die" Signatur " <0|q,q>.

4) Die Untersuchung der T®C, - Signaturen bei den C, Komponenten

erfolgt mit Hilfe des folgenden Schemas

Hy Hy Hs Hy =0
Py P Ps (*)
0, a,

Nach der Formel ( * = )istdann(qg,=0,=p,):

S=2p, +2p; - (g +u,tug) (%% %)
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Esist p, =q festund p, variiert von p, zu u, , p; variiert von 0 bis p, .
Eine Analysevon sin ( * * * ) ergibt :
Das kleinste s liegt vor bei p,=p, und p; =0 . Esist dann

S

Das grofRte s liegt vor bel p, = pn, und p;=p,

Q

~max

min — = M1 +M2 -

= -m-m

Uy - Mptpg = mp+m; =

. Esist dann

- <

~min

Die ubrigen Gewichte s liegen dazwischen und haben die gleiche Paritét

wie S,

und s, .

Halt man p, fest und variiert man p, von p, bis zu p, , so erhélt man
die T- Signaturen :

S= F=2p;- Wy +H, - g =
r+2
r+2(p, - 1, )

2p; -m; - m,

J immer um 2 ansteigen

= 2p;tm - m,

Lasst man noch p, von O bis p, = m, laufen ,so erhalt man fir die s das
folgende Schema , wobei wir den Fall m, > m, beschreiben :

(M1)

-m;, +m;,

-m; -m,+4
-m; -m,+2
-m; -m;

I
o

Ps

m,-m,+2
m, - m,

-m; +m;,

-m, -m,+4
-m, -m,+2

Ps =

m, - m3+4
m,-m,+2
m, - m;

-m;, +m;,

-m; -m,+4

p; =2
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Das Multiplizitatenschemaist demnach :

(M2) Gewichtvon T Multiplizitat

m, +m, 1

m, +m,-2 2

m, -m, m;

m, -m;-2 m,

-m, +m; m

-m, +m,-2 m,;-1

-m, -m,;+2 2

-m, -m, 1

Das entspricht einer A, - Darstellung vom Typ

™™ +TI™ ™2 + + [I™™  falls m > m,

Man sieht : TI° kommt vor dann und nur dann , wenn m, = m, ist ,

und dann ist die Vielfachheit von I1° gleich 1.

Analog kann man den Fall m; < m, behandeln . Man erhalt ein zu ( M1)
anal oges Signaturschema, wenn man bei den Spalten p, fix lasst,

W, <p, <y, =u,+m; und p; von 0 bis p,=m, laufen lasst .

Das Multiplizitdtenschema ist (m, < m,) :

Gewicht Multiplizitat
m, +m; 1

m, +m;-2 2

ms-m, m,

m, -m; m,

m, -m,-2 m,-1

-m; -m, 1
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Das entspricht einer A, - Darstellung des Typs
™™ +TI™ M2+ + ™™ falsm <m, .

I1° kommt wieder vor nur dann, wenn m,= m, ist.

Ergebnis :

Ein festes p, = q liefert folgende A,®C, - Komponenten IT*®T1} :
™™ T19 +T1™ ™2 T3+ e, + ™ ™. 113 falls m, > m;bzw.

™™ T13 +T1™ ™2 TI34 e, + T1™ ™ 113 falls m < m,

Es kommt T1°.T1§ genau dann vor , wenn m, = m, , und zwar mit der
Vielfachheit 1. Da p, dieverschiedenen Werte zwischen p, und p, annehmen
kann, ergeben sich insgesamt u, - p,+1=m,+1 Werte.

Esqilt:
Ist m;= m, , so hat man als Komponenten von A @C, , welche Fixpunkte
unter A,®A @A, sind, gerade die Komponenten

| S0 T 0 R U , [0 T1)=™
Das sind m,+1 Komponenten mit jeweils 1- dimensionalen Fixpunkten .
Insgesamt ist folglich die Dimension der Fixpunktmenge von A, @A ®A,

gleich m,+1.

Ist m= m, , so gibt es keine Komponente des Typs I1°.11J , also keine
Fixpunkte unter A, @A ®A, .
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TATSACHE 2.4 (D,)

Sei L=D, ,fur r=4 und p eineirreduzible Darstellung von D, .

I1, fals n ungerade
[T, fdls n gerade
Also ist Rang (IT, von D,) =1 und II, von D, istgut fir r>4

1 S'(IT,) =117 +T1) 2+ 11 +........ +{

2  SdL=z=D, p=1II,

1, fals n ungerade
S"(IT,)=T1) + 1572 + T107* +........ +{ : J

[1, fals n gerade
Also sind IT; und IT,=11; gut.

3 L=D, und p=1II,
In S(I1,) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor, dievom Typ
A= T T3t sind, m;,m, e IN,.
Alsoist Rang (11, von Dy )=2. II, und I1;=IT,von Dy sind gut .

4 L =Dy und p=IIg
In S(I1g) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor, dievom Typ
A= T ™ T8 11, sind, m;,m,,m;,m, € IN,
Alsoist Rang (ITg von Dg) =3. Tl und Ilg= I1g von Dy sind gut.
Beweis (1)
Der Fall L = D, und p=TI1, entspricht dem entsprechenden Fall fur B,. Esist
{Hg falls n ungerade

ST, =TI} +T1])7 +T1]* +........ +
o ' I1, fals n gerade

Man beweist das durch Induktion Uber n mit Hilfe der Welyschen Dimensionsformel.
S"(I1,) wird von I, erzeugt und Rang (11, von D, ) =1. IT, von D, ist gut.

Beweis (2)

Es gibt dulkere Automorphismen o, ,s=4,5,von D, mit T1] = TI;.

Alsoist S(T1,) = (Y(I1,))°. Aus (1) folgen dann die behaupteten Aussagen fur
IT, und ITg

Beweis (3)

Man bemerkt folgendes :

(i) Esqilt (IT, von D5)¢B = II,von B,.
4

Alsoist S (I1, von Dg), = S'(TI,von B,).
4
Aus (4) in Tatsache 2.2 ergibt sich somit: In S(IT, von D5)¢B treten genau die
4

Komponentenvon B, auf, dievom Typ T1; I1}%sind .
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(i1) Die klassische Ausreduzierung D5¢B zeigt ( s.etwa[Z€elobenko],§ 129) :
4

Eine Darstellung A von D hat ausschlieflich Komponenten vom Typ T1;2 T1;* bei
Einschrankung auf B, < A istvom Typ I1;2 T1}*  oder vom Typ I1;2 TT7".

(iii) In S'( IT, von D) gibt es die Komponente I1,,in S*( I1, von D) gibt es

die Komponente IT,. Alstretenin S( I1, von D;) ale Komponenten des Typs

12 T17* . Gébe es auch Komponenten des Typs T1;2 17", so auch " gemischte ”
Komponenten des Typs TT'TT,4T1:5, im Widerspruch zu (i) und (ii).

Die Behauptung fur I1, von Dy und entsprechend fur ITg von Dgist damit gezeigt.

(4) Die Hauptisotropiegruppe bei ITg von Dy ist Ag.

Ausdem Fall (G,H) =(S0O(2n), U(n) ) n gerade, der Tabelle 1 in Kramer [VI] und
unserer Grundtatsache folgt die Behauptung von (4) fur Tlg.

Diefur Il folgt nach Anwendung des entsprechenden &uf3eren Automorphismus.

( Wieder sei bemerkt : In der zitierten Tabelle 1 tritt IT3 statt IT, alsdrittes erzeugendes
Element auf. Das liegt wieder daran , dass der 1-dimensionale Zentralisator von U(6) bel
T, noch keinen entsprechenden Fixpunkt hat, sondern erst bei Hg . Das SU(6) hat aber
einen Fixpunkt bei Tlg )

TATSACHE 25 (G,)
Sei L= G, undp=1I,;

I1, falls n ungerade
1 fals n gerade

Alsoist Rang (I1,von G,) =1 und IT; von G, ist gut.

Bewels
Betrachte G, eingebettet in SO(7) = B, via I1,. Dann sind die Darstellungen T1] von B,

irreduzibel bei Einschrankung auf G, und ebenfalls vom hdchsten Gewicht IT}
(beztiglich G,). Die betrachtete Darstellung von G, ist namlich Komponente in der
Einschrénkung der betrachteten Darstellung von B, .

Beide haben jedoch die Dimension %(n +1)(n+2)(n+3)n+4)f2n+5).

S"(I1,) wird von I, erzeugt und Rang (I1, von G,) =1 .Also ist IT, gut.
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TATSACHE 26 (F,)

Se L=zF, und p = I1,

In S(I1,) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor ,die vom Typ
A= T I152 sind, m;,m, e IN,.

Alsoist Rang (IT,von F, )=2 und II, von F, ist gut.

Beweis.
Hier ist die Argumentation so. Die Hauptisotropiegruppe von I1; ist D, ( Elashvili).

Wir betrachten die sukzessive Ausreduzierung F, o B, oD, ergibt: Fixpunkte
unter D, haben genau digjenigen irreduziblen Darstellungen A von F, , wobei bei

der Einschrénkung 2, Komponenten des Typs I1;" von B, vorkommen .
4

Die Ausreduzierung F4¢B ist (teilweise) in [ Lepowski] behandelt. Es stellt sich heraus:
4

Die dortigen Methoden kénnen auch benutzt werden um zu zeigen, dassin A lg
4

Komponenten von B, des Typs T1;" genau dann vorkommen , wenn A vom Typ
[T, 152 ist . Dasist unsere Behauptung.

TATSACHE 2.7 (E,)

Sei L=E; und p = II;

In S(I1,) kommen genau dieirreduziblen Koponenten A vor ,dievom Typ

A= T T2 sind, m;,m, e IN,.

Alsoist Rang (IT, von Eg ) =2. IT, und [1;=I1; von E4 sind gut .

Beweis

Die Hauptisotropiegruppe von I1; bei E; ist F, ( Elashvili) . Unsere Behauptung fol gt

- wie schon mehrmals- ausTabelle 1 in Krémer [VI] , hier unter dem Fall
(GH)=(Es, F).

TATSACHE 2.8 (E,)

Se L=zE, und p = I1,

In (IT;) kommen genau dieirreduziblen Komponenten A vor ,dievom Typ
A= I ™ IIge 115 sind, m;,m,,m,,m,eIN,

Alsoist Rang (IT, von E;) =3 und I1, von E; ist gut.

Beweis
Bei I1, vonE; ist die Hauptisotropiegruppe E,. Wieder folgt die Behauptung aus
Tabellelin Kramer [VI], Fal (G,H)= (E,, U;.Eg). ( Weil wir Eg statt U, . Eq

bendtigen , tritt wieder al's erstes Erzeugende das I1, statt des T17 in der Tabelle 1 auf .)
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8 3. Klassifikation der guten irreduziblen Dar stellungen nach dem Rang

Wir fassen hier unsere bisherigen Ergebnisse noch einmal zusammen. Wir ordnen die
guten Darstellungen aber nach einem anderen Prinzip, und zwar nach dem Rang .

SATZ 3.1 (Klassifikation )

Seien L und p unter den folgenden Beispielen

1) (@) L=A, und p beliebig

(ii) L=A, r~2 und p=II,, oder p=IT,
L=A, und p=1II,

(iii) L= B, r2 und p=1II,, L=B, und p=1I,
L=B, und p =11,

(vi) L=C, r-3 p=1II,

v) L=D, und p=TII,, L=D, und p=1II, oder p=1II,

(vi) L= G, und p=1II,

Dannist Rang, M(p) eindimensional.

2 () L=A, und p=T1, oder p=11,,
L=A, und p=I1, oder p=1II,

(i) L=B, und p=1T,

(iii) L=C, und p =11,
(iv) L=D, und p =11, oder p=TII,

(V) L=F, und p =TI,

(vi) L =E; und p =11,

Dannist Rang,M(p) =2

© IR0 L=A, und p =TI,
(i) L=D, und p=T1, oder II,
(i) L=E, und p =TI,

Dannist Rang,M(p) =3
4 L=A, r22 und p=I1, oder p=II,

2
Beweisfolgt dann Tatsache 2.1,2.2...2.6 im§2.

Dannist Rang,M(p) :F}
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Ubersicht tiber die guten und schlechten fundamentalen Darstellungen in den folgenden
Dynkindiagrammen der einfachen Lieal gebren.

gute fundementale Darstellung

I1
3

schlechte fundementale Darstellung H2
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A r
sch
o
gut gut
o———=0O
1 2
gut gut gut
O O O
1 2 3
gut gut gut gut
O O O O
1 2 3 4
gut gut gut gut gut
O O O O O
1 2 3 4 5
gut gut sch sch gut gut
O O @ @ O O
1 2 3 4 5 6
gut gut sch sch sch gut gut
O O ® — @ @ O O
1 2 3 k r-2 r-1 r



gut sch sch gut
4

5,0 O—@—€ 50

3

gut sch sch sc sch
B : O—@—@
1 2 3

5

4 5

sch

gut sch sch
5, 000 --—0--—0—@>®
1 2 3 k r-2 r-1 r

gut sch sch sch



gut
4
gut ch gut
D,: O O
1 2 3
gut
5
gut sch ch gut
E)5 : O o O
1 2 3 4
gut
6
gut sch sch ch gut
g : O ® ® O
1 2 3 4 5
sch
7
gut sch sch sch ch sch
p,: O—@—@ ® ®
1 2 3 4 5 6
sch
r
gut sch sch sch sch sch sch
P O— @@ ---—0---—@ ®
1 2 3 k r-3 r-2 r-1
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sch

gut

sch sch sch

gut

gut
O
5

sch
o
4

6
sch

sch
3

sch

sch

sch

7

sch sch
o
5

®
3

sch

sch

sch

sch

8
sch

sch

@
4

sch

®
3

sch
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84 . DieVidfachhet der Nulldarstellung von L in S"(V)

Zum folgenden siehe auch die Bezeichnungen beim Exkurs zum Beginn des §2.
Seien : L einfache komplexe Liealgebra, G einfachzusammenhéngende komplexe
Liegruppe bzw. lineare algebraische Gruppe Uber C mit L als Liealgebra, p eine
irreduzibele Darstellung von L bzw. von G mit Darstellungsraum V=V,

C[V] = S(V) diesymmetrische Algebra tber V.
C[V]= @C"[V] (C"[V]=S'(V)) istgraduierte G — Algebra.

n=0
| = C[V]® dieUnteralgebra der Invarianten , d.h. der unter G fixen Elemente von C[V].
Man hat : C[V] ist | - G- Algebra
Man nennt C[V] oder p kofrel ,wenn C[V] einfreier | — Modul ist.
C[V] oder p heiRen koregular ,wenn C[V]® einefreie Algebra , d.h. ein
Polynomring ist. Man kann dann ( endlich viele ) homogene algebraisch unabhangige
Erzeugende von C[V]® wahlen.
Kofreie p sindauch koregulére (Popov 11, Schwarz Il).

Bemerkung 4.1
Unsere guten Dastellungen sind alle kofrei , also insbesondere koregulér
(siehe Popov Il oder dieListenin [Schwarz I,11]) .

Bezeichnung : Firr koregulére p sei d=dim C[V]® die Anzahl der freien
Erzeugenden des Polynomrings C[V]°®

Berechnung der d=dim C[V]® fir dieguten Darstellungen.

Wir berechnen d nach folgender Formel : Sei K die Hauptisotropiegruppe von G in V,

im Sinne und nach den Berechnung von[ Elashvili] . Dann gilt
d=dmV - dmG +dimK

Denn: Fur unser Gund A ist der Invariantenkorper C[V]G des Quotientenkorpers
C(V) von C[V] dleich dem Quotientenkorper des ( faktoriellen) Ringes C[V]G :
Siehe die Bemerkung von Kriterium 2 in 81 . In diesem Falleist

Transzendenzgrad von C[V]® =dimV —dim G + dimK
nach Proposition 3.4 in [ Popov — Vinberg ] Weil bei uns aber C[V](3 ein Polynomring ist,
ist d= Transzendenzgrad von C[V](3 .

Die Berechnungvon d im einzelnen ( fUr die Hauptisotropiegruppen K siehe
[ Elashvili]):

(1) d=dim C[I1, ]
dim C[11,]™ = dimI1,- dimA ,+ dimK , K= C,+U,(R(¢,))
dimIl,=10 , dimA,=24 , dimK =10+4=14

d=dim C[11,]* =10-24+14 =0

A= o
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(2 d=dimc[m,]*="?

dimc[I1,]™ =dim 1, - dimD, +dimK , K = B, + Uy(R(9,))
dmIl, =16 , dimD, =45, dimK =21+8=29
d=C[r,]* =16-45+29=0

(3) d=dimC[11,]™* =2

dim C[11,]*= dimIT, - dimA, +dimK , K=C,
dimIl, =15, dimA; =35 , dmK=dimC, =21
d=dimC[I1,]* =15-35+21=1

4 d=dimc,]™ = ?

dimC[IL,]™ =dim I1, - dimE, +dimK , K= F,
dimIl, =27 , dimE, =78 , dimK =52
d=dimc[I1,]™ =27- 78 +52=1

(5) d=dimc[r,]* = ?

dimc[11,]* = dimTI, -dimB, +dimK , K=B,
dmIl,=16 , dimB,=36 , dmK=21
d=dimc[I1,]* = 16-36+21=1

6) d=dimc[I1,]* =2

dimc[I1,]* = dimIl, - dimF, +dimK , K=D,
dimIl, =26 , dimF,=52 , dimK =28
d=dimC[I1,]" =26-52+28=2

(7)  d=dimdI1,]* =7

dim C[I1,]™ =dimIT, - dimC, + dimK , K= A,xA XA,
dimIl, =14 , dimC,=21, dimK =3+3+3=9
d=dim C[I1,]™ = 14-21+9=2

(8) d=dimC[II,]* = ?

dimC[T1,]* = dimIT, - dimA, +dimK , K=A,+A,
dimI, =20, dimA, =35, dimK =8+8=16
d=dimc[I1,]* = 20-35+16=1

9 d=dmc[I,]” =2

dimc[I1,]® =dimIl, - dimC, +dimK , K= A,
dmIl, =14, dimC, =21, dmK=8
d=dimC[I,]™ = 14-21+8=1
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(10 d=dimcr1,]™ =7

dimC[I1,]™ = dimIT, -dimD, +dimK , K= A,
dimIl, =32, dimD, =66 , dimK =35
d=dimC[I1,]™ = 32-66+35=1

(11) d=dimC[IIg°e = ?

dimC[I1g]°® =dimIl, - dimD, +dimK , K=A,
dimI, =32, dimD,=66 , dimK =35
d=dimC[I14]°® = 32-66+35=1

(12 d=dim ] = ?

dimC[IL,]¥7 =dimIl, - dimE, +dimK  , K=E,
dimIl, =56 , dimE, =133, dimK =78
d=dimC[I1,]57 = 56-133+78 =1

13) d=dimcI,]"* = ?

dimC[I1,]A% =dim I, - dim A,, +dimK , K = C, + U, (R(¢,))
dim 1, =2k2+k , dim A, = 4k?+4k , dimK = (2k2+k) +2k
d=dimC[I1,]A% = (2k2+k ) - (4k?+4k) +[ (2k?+k) +2k] = 0

(14) d=dimC[I1,]"** = ?

dimC[I1,]* =dim 1, - dimA,,_, +dimK, K=C, ( Kramer[l] , Hsiang)
dimIl, =2k*>-k , dimA, _, =4k*-1 , dimK=2k*+k

d=dim C[IT,]">* =(2k?- k) - (4k*-1) +(2k*+k)=1

(15) d = dimC[I1,I1,]*2 = ?

dimC[I1,I1,]*? =dim ITI1,-dim A,+dimK , K= T, (ein 2-dimensionaler Torus)
dimILI1,=8 ,dimA,=8 ,dimK=2

d=dimC[I1,I1,]*2 = 8-8+2=2

Bemerkung 4.2
Die Rechnungen haben ergeben, dass d < 2 inallen (guten) Falenist. Wir haben die
Féale (9) und (15) aufgenommen, obwohl diese Darstellungen schlecht sind. Siehe dazu
auch den Anhang.
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SATZ 4.1 (0-Vidfachheit)

Sei L eine einfache Liealgebra, p eineDarstellungvonL . S(p),C[p], S"(p), C"[p].
|, 1", H,H" wieoben. Seien d=dimC[p] , U, Uy,..c....... Uy
dieErzeugenden von | mit degu, =n, i=12....... d. Se Vf (0) de
Vielfachheit der O-Darstellungin S"(p).

In der folgenden Liste geben wir Vf (0) fur aleguten Paare (p, L) an. (Aus
Kongruenzgriinden haben wir die Paare ( I1,I1, ,A,), (I1;,C;) mit aufgenommen,
obwohl diese Paare nicht gut sind) .

D (;,A), (Ty,A,), (T, Dg), (T, D), (T1,, A,), (IT, A ), (T ,C,) und
(IL,,A,) ,(I1,,,A,) fur r=2m .

. 1 fir n=0
Dannist V£, (0) =
0 sonst

2) (I, ,Aq) , (T1, ,A5) , (I, Eg ), (T, Eg)
1 for n=3k, k=01........

Dannist Vf, (0) = {
0 sonst

3 (I.B), (II,,B), (II;, D), (I, ,G,)

far n=2k, k=01.......

1
Dannist Vf, (0) = {
0 sonst

4)  (I,F) , (IT,,C;) , (TLIT; ,Ay)
VT, (0) ist gleich der Anzahl der Tupel ( k,, k,) mit 2k,+3 k,=n
k,, k, €IN,

5) (Hs ’As) ' (H3,C3) ) (Hs ' Da) ' (HG ' De) ) (Hl ' E7)

_ 1 fur n=4k, k=01......
Dannist Vf, (0) =
0 sonst
6) (IL,,A,) ,(I1,,,A) far  r=2m-1, m>2

fir n=mk , k=01..........

1
Dannist VT (0) :{
0 sonst
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Die Anzahl d der polynomialen Erzeugendenvon| inallen diesen Fdlen wurden vor

dem Satz 4.1 berechnet. Die Grade n; der Erzeugenden u,,u,,.......... ,Ug
(bel unsist d<2) entnehmen wir i.a ausder Liste 2im Anhang. Dazu zwel
Beispiele.

Fall I1, von E;:

Die Nulldarstellung taucht erstmalsin ([V]*auf: Esistd=1, n, = 4.

Fall T1, von F, :

Esist d = 2. Dieerstetriviale Darstellung taucht in C[V]? , die zweitein CV]® auf.
Demnachist nj=2, n,=3.
Auf diese Weise werden die n; bel alen Féllen ermittelt auRer bei Fall 6) .

Fal (I1,,A,) ,(IT,,,A,) fur r=2m-1:

Indiesem Fall ist d =1 nach der Berechnung 14. Gesucht wird dasersten, so dass in
S'(I1,) en 0=u Elementvon| existiert. In diesem Fall argumentieren wir mit

klassischer Invariantentheorie.

Einzelheiten :
Wir erinnern : Die fundamentale Darstellung I1, von A, ist
I, =2 [(r —Da, + 2(r 1)@, + 2(r — 2)a + wecorrrreeeenns +4a,_, +2a |

Fir r =2m-1 ist das

Das hichste Gewicht von S™ (T1,) ist dann
My =(m-1)a+(@m-2)a,+(@M-3)a,+ ....+28,, , +a,,,

Behauptung 1
Bei p=1II,von A, ist n,=Grad(u;) =m . Dann:
In S"(I1,) von A, , kommtdie triviale Komponente IT, mit Vielfachheit 1 vor .
Sie hat das Gewicht

0=I17 - [(m-1)a+ (2m- 2 a,+ 2m-3) a,+ ....+2a,, , +a,, ,]
Furale A, r> 2m-1 nennenwir

Q,=(m-Da+((2m-2)a,+(2m-3)a,+ ....+2a,, , *a,,

In Potenzen S*(T1,), k < m gibt es keine trivialen Komponenten.

Beweis:

Wir arbeiten mit G = SL(2m) . Der Darstellungsraum ist V = A?(C*™).

Die klassische Invariantentheorie und lineare Algebra kennt die Darstellung der
Determinantenform auf C*™ al's Polynom m-ten Grades - genannt Pfaffsches Polynom
und bei uns  Pf  bezeichnet - auf dem Raum der alternierenden 2-Formen auf C*"

( Genaues zu Pf  : siehe[Weyl] , Kap.VI, Formel (1.8) ).
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Nach Definitionist Pf,, e S"(I1, ;). Nun : Offenbar ist die Determinantenform eine
Invariante von SL(2m) .D.h. 0= Pf_ e I™ von IT, ;. Nach Kontragradienz gibt es
die Pf., entsprechende Invariante uin 1™ von I,

Behauptung: Dieses u ist das Erzeugende u, von| bei p= IT,.

Denn : Nach dem klassischen 1. Hauptsatz der Invariantentheorie fir SL(2m)

(siehe Theorem 2.6A in[Weyl] , Chapt.11,6 ) gibt esin den Tensorraumen ®'(C*")

keine Invarianten , wenn t< 2m.
Darausfolgt : In S(T1,), k < m, gibt eskeine Elemente = 0 aus|. Also

Das” Pfaffsche” ue S"(I1,)ist Invariante mit dem kleinsten Grad , also
Erzeugendes Element von 1.

Beweis von Satz 4.1

Seiend=dim C[p]", u, Uy, ........ ,u, die Erzeugendenvon | mit degu, =n,

nelN i=12,... d . Nach der Bemerkung 4.2 ist d < 2 bei dlen
aufgefiihrten Féllen . Wir schreiben Clu] : =C[ u,,U,,.......... ,uys] . Esist

L= 10 1124 F 1" e, = C[u]. Dann ist

{utu ... ukt | Nk, + Nk +nyky=n  mit k, eIN, } eineBasis von
|" Uber C Alsoist Vf, (0) =dim ", d.h. dieVielfachheit der O-Darstellungin S"(p)
gleich der Anzahl der Tupel ( kK, ,......... Ky), mitn k,+n,k,+...+ n,k,=n,

k. € IN,.

Wir unterteilen den Beweisin diefolgenden drei Félle.

(i) DieFalemit d= 0,d.h. mitl= C°[p] =C sindklar. ( Sieheunten).
(ii) IndenFéllen d=1ist n, der kleinste Exponent ,so dassin S™(p) einetriviale
Darstellung vorkommt .

(iii) In den Fallen d = 2 suchen wir die ersten beiden S™(p), S™(p) dietrivialen
Darstellungen enthalten .

Wir entnehmen die n, jeweilsaus den Listen.

1) d=1 , n,= degu=3

a Sa L=A, , p=IIl,

d=dimC[H2]A5 =1 nach Berechnung (3)

n,= degu=3 nachderListe2.1.2

b) Sei L=A,, p=II, n=degu=3
(1, ist die Kontragradiente von IT,.)

c) Sei L=E; , p =11,
d= dimC[l‘Il]EG =1 nach Berechnung (4) ,
n,=degu=3 nachListe2.6.1

d Sei L=E;, p =II; n,=degu=3 (Il;ist dieKontragradiente von I1,.)
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2) d=1 , n =degu=2

a Se L=B, |, p=1I1I,
d=dimC[H4]B“ =1 nach Berechnung (5)
n,=degu=2 nach Liste2.2.1

b) Sei L=B, , p =1 n,=degu=2
I, farn=2k+1
(Da S'(IT) =T1] + 1) 2+ 110 * +............ w0 ist )
1, furn=2k
c)Sei L=D, , p=I n,=degu=2
I1, fur n=2k+1
Da S'(I1,)=TI1"+T1M 2411 4., +4 1 ist
( () =y + 1, ! {HO fur n=2k )
d Se L=G, p-=1I, n,=degu=2
I1, fur n=2k+1
Da S'(IL,)=T1"+1" 2 +11" % ... +4 1 ist
( (M) =y +11, ! {HO fur n=2k )

3 d=1 , n=degu=4

a Sel L=A; , p=I,

d=dimC[H3]A5 = 1 nach Berechnung (8)
n,=degu=4 nachListe2.1.4

b) Sé L=D, , p =1,
d:dimC[HS]D6=1 nach Berechnung (10), n, = degu=4 nachListe2.4.2

c) Se L=Dy, , p =TIl
d=dimCH6]D6 =1 nachBerechnung (11). n,= degu=4 nach Liste2.4.1

d Sé L=E, , p-=I
d:dimC[Hl]E7 =1 nach Berechnung (12) , n,= degu=4 nach Liste2.7.1

4) d=1 , n=degu=m

Sei L=A, ,p=1II, r=2m-1

d=dim C[I‘IZ]AZ"“’l =1 nach Berechnung (14)

n,= degu=m  nach dem dritten explizit behandelten Fall .

Beweiszu (i) d=0

IndenFallen aus 1) ist d=0 nachden Berechnungen 1, 2,13 . Dannist
1=1°=C°[u=C AlsoistI"={0} fir n>1 unddieBehauptung folgt .
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Beweiszu (ii) d=1

IndenFélen2,3,5und 6 istd=1. DerIndex n, > 1 furden S"(p) die triviale

Darstellung enthalten ist gemal3 der Liste der folgende :

n,=2 indenFédlen 3 ( SiehedielListe )

n,=3 indenFdlen 2

n,=4 indenFdlen 5

n,=m indenFalen 6

Esistadsojewsils Vf (0)=dim " = { 1 furn=kn, , k=012..
0 sonst

Beweiszu (iii) d=2

asSe L=F, , p=1I,

d=dimC[H1]F“ =2 nach Berechnung (6)

In den folgenden Formeln bezeichnen wir mit {u} ue |, der Teilraum Cu von I.

Seien u,, u, dieErzeugenden von |, deg u,=2 und deg u,=3 nach Liste

| =Clu,,u,]
| =C°[u,, U, |+ C'uy,u, ]+ C?[uy, b, [+ Clug, Uy [+ +C" Uy, Uy [+
19 = Cup, U, ], 1 = {0, 12 = {u b 13 = {Uy e 17 = U203 T KK, € ING v

Dannist Vf,(0) =dim I" =dim {u?4u I k,,k,e IN,|. dh. Vf, (0) gleich der Anzahl der
Tupel (k,k,) mit 2k, +3k,=n  k,,k, €IN,

b) Sé& L=C, , p=II,

Beweiswie (iii ) a.
d=dim C[I1,]™ =2 nach Berechnung (7), deg u,=2 und deg u,= 3 nach Liste
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8 5. DieVidfachheit der Komponente A in SN(p)
Teil 1 : Feinstrukturen

Die Bezeichnungen seien wieim " Exkurs Uber algebraische Strukturen im
Zusammenhang mit S(V) ” (siehein 82 ) und wiein 82 und 84 . Insbesondere sei G die
einfache zusammenhangende lineare algebraische Gruppe mit Liealgebral . Essal p

eineirreduzible Darstellung von G mit Darstellungsraum V. Wir untersuchen hier genaue
Strukturen von S(V) = C[V] as G-Modul fir die guten Darstellungen p . Diese guten p

sind nach [ Popov 1V] und [ Schwarz 11 ] kofrei , | = C[V]© ist freie Algebra und
C[V]=I®H .

Fir Ae A" selen C, [V] bzw. H, dieisotypischen Komponentenvon Typ A inC[V]
bzw.inH.Sei H} =S"n H, .Manhat

n . .
S=I®H, und S =>I1""®H, asdirekte Summe.
i=0

Sei d, =d(p,r) dieViefachheit von A in H .Wir nennen d, die Grundvielfachheit
von X . ( Zur eigentlichen Vielfachheit von A in C[V] trégt dannnoch | = C[V]€ bei ,
wie spéter beschrieben . )

Die G- Modulstruktur von C[V] beschreiben wir mittels des Unterrings C[V]" der
U-Invarianten. C[V]"Y ist erzeugt von den Hochstgewichtsvektoren der irreduziblen
Komponenten in C[V].

M 6chte man noch erkennen , von welchem A so ein Hochstgewichtsvektor kommt , so
fassen wir den Raum C[V]" as Raum C[V]®® der Semiinvarianten unter B auf.

Der Torus T in B =T.U operiert nicht mehr trivial , sondern tber das Gewicht
(den Charakter ) A.

Gemal Popov und Schwarz sind unser p kofrei , 1 = C[V]€ ist freie Algebra.

Nach [Brion] istsogar ganz C[V]" eine Algebrain algebraisch unabhangigen

homogenen Erzeugenden , die in gewissen H;, liegen .

Gemal3 (8) und (11) des Exkursesin 82 schreiben wir :

C[VIY=C[ Up,u ,Ug, Vg, coenee. ,Vi] , WO Uy,..... ,uy Erzeugendevon | sind und

wo ue !, i=1,..,d,viedV] , AeA", n,telN.

Die Anzahl d der Polynomerzeugenden von | haben wir in 84 berechnet. Die Anzahl

d+s der Polynomerzeugendenvon C[V]" ermitteln wir nach der Formel
d+s=dim C[V]"=dimV —dimU +dim U, gem&R[ Panyushev] .

Dabel ist U, maximale unipotente Untergruppevon H, .

Das H, - eine Hauptisotropiegruppe von V@ V™ - wurde in 82 eingefthrt. Die H, fur

die guten p wurden dort aufgelistet .
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Berechnung von d+s = Rang von C[V]Y
1. II, von A,

dim IT,=10 dmU =10
H,=SU(2)xSU(2) dm U, =2

dmV - dmU+dmU, = 10-10+2=2

2. [T, von Dg

dmIl,=16 dmU=20

Hy= A, dm U, =6

dmV - dmU+dmU, = 16-20 +6=2

3. II, von A,

dim I1,=15 dmuU =15

Hy =SU(2)xSU(2)xSU(2) dmu, =3
dmV - dmU+dimU, =15-15+3 =3

4. II, von E4

dim IT1,=27 dimU =36

Hy=D, dmuU,=12

dmV - dmU+dmU, =27-36+12=3

5. IT, von B,

dimIl, =16 dmuU =16

Hy= A dmuU, =3

dmV - dmU+dmU, = 16-16+3=3

6. IT, IT, von A,

dim IT, IT, =8 dmuU=3
Hy=TxT=T, dmuU, =0
dmV - dmU+dimU, = 8-3+0=5

7. IT, von C,

dmIl, =14 dmU=9

Hy=T dmuU, =0

dmV - dmU+dmU, =14-9+0=5
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8. II,von K

dimIl,= 26 dmU=24

Hy=A, dmU,=3

dmV - dmU+dm U, =26-24+3=5

9. II;von A,

dim IT, =20 dmuU =15

Hy= U,=T, dmU,=0
dmV - dmU+dm U, =20-15+0= 5

10. II; von Dg

dmIly; =32 dimU=30

Hy, =3SU(2)xSU(2)xSU(2) dmuU, =3
dmV - dmU+dm U, =32-30+3=5

11. IT, von E,

dmII,=56 dimU=63

H,=D, dmuU, =12

dmV - dmU+dim U, =56-63+12=5

12. II, von C,

dmI1,=14 dmU=9

H, = Diskret dimU,=0

dmV - dmU+dmU,=14- 9+0=5

13.  II, von Ay

dimIl,=(2k+1)k  dim U= (2k+1)k

Hy =SU(2)" dmuU, =k

dmV - dimU +dim U, = (2k+1)k — (2k+1)k +k = 2k®*+ k - 2k*- k +k =k

14. 11, von A,

dimII,= (k+1)(2k+1)  dim U= (k+1)(2k+1)

H, =SU(2)** dimu, =k+1

dmV - dmU +dim U, = (k+1)(2k+1) — (k+1)(2k+1) +k+1 = k+1

Bemerkung :
Als Punkte 6. und 12. haben wir noch zwei schlechte Darstellungen aufgenommen , weil
sie in gewisse Schemata passen, s. spéter .
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Bestimmung der n;, A;, t

Zur Bestimmung der Daten n;, A;, t; der Polynomerzeugenden u,,....., Uy,

Vi, e , Vs gehen wir folgendermal3en vor :

Bekannt sind die Anzahl d der Erzeugendenvon | ( s. die Berechnungin 84 ), die oben

gerechnete Gesamtzahl d +s der Erzeugenden von C[V]"und der Rang p von p

(s. Bewesvariante 1 in 82) .Mit Hilfe dieser Grof3en lassen sich nun mit Hilfe der Liste 2
im Anhang alle Details bestimmen. Wir geben einige Beispiele.

Beispiel 1 : p=1II, von F,

Hier ist d=2 ,d+s=5,Rangp=2 . Manbrachte: s=3 ,aber Rangp =2
Die 3 Erzeugenden v,, v, , V5 sind aso linear abhéngig tber Z .

Wir inspizieren unsere Liste 2.5 und erkennen : vlesl(p) Hochstgewichtsvektor von TI1,
e C'[V] .Also t,=1, &, =11, .

In C*[V] kommt vZ als Hochstgewichtsvektoren von T1Z wie erwartet vor . Aber es
gibtauch I, in C?[V] . Dieses mussagebraisch unabhéngig seinvon v, . Alsoist
v, Hochstgewichtsvektor des 2, in C?[V] . Somit: A,= (ebenfals) IT, , t, =2.
SchlieRlich : Das T, € C*[V] liefert A,=I1,, t,=3. DieErzeugenden u, , u, von |
liegen nach Liste 2.5 in S’ IT,und in S*I1, . Somit n,=2, n,=3.

Alle Erzeugende sind gefunden . Das Ergebnisist das schon am Schluss des Exkurses
in 82 gegebenes Beispiedl.

Beispiel 2 : p=1I, von E;

Hier erhalten wir das Ergebnis durch Inspektion der Liste 2.7

Man erhdlt : Erzeugende v,, v, asHochstgewichtsvektoren der 1, in S'IT, undin
S’11,, v, asHochstgewichtsvektor der T in S* 11, und v, als Hochstgewichtsvektor
von I1, in S'I1, . Da d+s - Rang I1, =5-1=4, haben wir bereits alle Erzeugenden
gefunden . Die gewiinschten Daten sind :

d=1, s=4 ,t,=1 mit ,,=1I1, ,t, =3 mit A,=TII,, t;=2 mit A;= I1; und
t,=4mit A,= IT, . SchlieRlich: n,=4 ( Die erste Komponente I1, erscheintin S'IT,.)
Beispiel 3:

Die Beispielklasse II,von A, r>3

DieFaller=2n undr=2n-1, n> 2, verhalten sich verschieden , sind aber
ineinander verschrankt. Aus der Berechnung des polynomialen Rangs d von |
wissenwir:d=0 imFalr=2n, d=1imFall r = 2n-1

Wir benutzen die Behauptung 1in § 4
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Behauptung 2

In S" (I1,) von A,, kommt die Komponente II,, vor. Ihr hochstes Gewicht ist
I, =I1, - Q, .

Beweis:

Wir betrachten die Einbettung A, ,, < A,, .I1; - Q_ist nach Tatsache 1.3in S"
(IT,) von A,, das hochste Gewicht einer irreduziblen Darstellung. Diese
Darstellung ist p = I1,,.

( Esist p =TT, ,weil der Tréager von pim

2n

Restdiagramm @ st Esistk=1 , weil der Koeffizientenvon A, ; in Q
gleich 1ist. )

n

Behauptung 3
Furale k=1,23, ....... ,n und alle A, mit r > 2k kommt die Komponente IT,,
in S*(I1,) von A, vor .

Beweis:

Far r =2k ist das die 2.Behauptung .

Fir r > 2k betrachten wir die Einbettung A,,c A, und die Tatsache 3.1 .
Das hochste Gewicht  S*(I1,) - Q. von A,, (siehe die Behauptung 2) ist
auch das hochste Gewicht in S“(IT,) von A, , und zwar bleibt es ein I1,, ,
denn die einfachen Wurzeln a, ,a, ,.......... 8y, » diein Q vorkommen , namlich

81,8, e .81 » grenzen nicht an das Restdiagramm .

Behauptung 4
Firalle A, >3undalekmit1<k<[<£] gilt: IT, kommtin S*(I1,) vor .

Beweis :
Die 4. Behauptung ist nur die 3. Behauptung in anderer Formulierung .
Esist 1<k<[ %] < r=2kund die Behauptung folgt aus Behauptung 3 .

Ergebnis:
Far IT, von A, ;.

d=1, ueS"(I1,) ,d.h. n, =n
s=n-1,A=1L, ,t=k, k=1,2, ... , n-1

Far IT, von A, :
d=0,s=n, A =1L, , t,=k, k=1,2, ..... , N
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Auf diein den Beispielen 1 und 2 beschriebene Weise ermittelt man allerestlichen Félle
der folgenden Liste der Feindaten.

1. I, von A, éhnlichwie (IT, von A, , II, von D, II,von D, )
d=0,s=2, =1, t,=2 : M=I01, , A, =11,

2. I1, von D,  é&nlichwie (IT, von A, , II, von D, II;von D )

d=0,s=2, =1, t,=2 , M=II, ,A,=I],
3. II, von Dy ahnlichwie (IT, von A, , II, von D, , II;von D, )
d=0,s=2, =1, t,=2 , M=I, ,A,=IL

4. TII, von Aq ahnlichwie ( I1T, von A, , II, von E;)
d=1 s=2, n=3, t=1, t,=2 , M=I0, |, A,=10,

5. II, von E; é&hnlichwie ( IT, von A, , II, von E;)
d=1 ,s=2, n=3, t=1, t,=2 , AM=1I01, ,A,=1I;

6. IT1, von B,
d=1 s=2, n=2, t=1, t,=2 , M=1, ,A,=1I,

7. I1, von C, éhnlichwie ( IT, von C,, II, von F,, ILII, von A,)
d=2 s=3, n=2,n,=3 ; t =1, t,=2, t,=3 A, =A,=1II, ,A; = ILII,

8. [II,von F, ahnlichwie ( II, von C,, II, von F,, ILIT, von A,)
d=2 s=3, n=2,n,=3 ; t,=1, t,=2, t,=3, M=A,=1II, , Az=1I,

9. II;von A,

ahnlichwie (IT,von C, , IT, von A, , Il von Dy , II;von Dy, II, von E,)
d=1 s=4, n=4 , =1, t,=3, t,=2,1,=4

M=A,= 11, , Ag= ILII, , A, =ILII,

10. II; von D

ahnlichwie (IT,von C, , I1, von A, , Il von Dy , II;von Dy, II, von E,)
d=1 s=4, n=4; t=1, t,=38, t,=2,1,=4

M=h,=1I; , A= 11, , X, =11,
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11. II; von Dy

ahnlichwie (IT,von C, , I1, von A, , Il von Dy , Il ;von Dy, II, von E,)
d=1 s=4, n=4 , t=1, t,=3, t,=2,1t,=4

M=A,= I , Ag=I1, , A,=1I,

12. IT, von E,

ahnlichwie (IT,von C, , IT, von A, , Il von Dy , II;von Dy, II, von E,)
d=1 s=4, n=4 ., t=1, t,=3, t,=2,1,=4

M=A,=11, , A= 11 , A,=I1,

13. II, von A,
d=0, s=k ; t =1, t,=2, t,=3,t,=4 , ......... , t,=k
M=I1, Ay, =11, , Ag=Ily A,=Ilg, .......... » M =TI,

14. I1, von A, ,
d:]., s=k n,= k+1 : tl =1, t2:2, t3:3, t4:4 ) eeeeeaans , tk:k
7\‘1:1_[2 , 7\,2 :H4 , 7\'3:1_[6 7\,4:1_18 s eeeeeneees ) xk:HZK

Teil 2: DieVidfachheten explizit.

Essel peineder guten Darstellungen von L bzw. von G und die Bezeichnungen seien

wie bisher. Wir wollen nun die genauen Vielfachheiten einesirreduziblen L in S'(p)
berechnen.
Sei m = RangM(p) (s.82und83) . Unsere Berechnungen von m_(s.82), die

Berechnungvon d(84) und von d+s,adso s(siehein5.1) haben folgendes ergeben.
Esgibt zwei Félle:

(i) Esit m =s. Dassind die meisten Fdlle.

(i) Esist m =s-1 (wel A,=},).

Der Fal (ii) tritt in folgenden Féllen auf:

(i@ II, von C,; und TII, von F,, wo m =2, s=3

(i)b) T,von A, , TIgvon Dgund IT, von E, wo m =3, s=4

Schreibweise fur dieirreduziblen A ausH :

Fur unsere guten p ist M(p) ein freiesMonoid (Brion) in A, ......... A
und in A, A, imFale (ii)a) und A, ,A;, A, imFal (ii)b) .
Dieirreduziblen Komponenten A ausH lassen sich also folgendermal3en darstellen mit
eindeutig bestimmten m, :

Inden Félen aus(i) : A= AM., ... s A

Inden Féllen aus(ii)a) : A = A™. A;® undindenFalen aus(ii)b): A = A™. A3% A"
(z.B. A =T13" (IT,IT5)™ (T1,IT,)™ imFal TII,von A, .)

Diese Schreibweise wird im Folgenden durchgehend benutzt.

im Fall(j)

Mp
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Berechnung der Grundvielfachheit d,

Behauptung 5

Fur A, dargestellt wie zuvor , gilt .

d, =1 indlenFélenaus (i)

d,= m,+lindenFdlen (ii)a, (ii)b)

Beweis:

Fall(i) : M(p) istfreiesMonoid in A, ......... A )

Fall (if) : M(p) istfreiesMonoid in A, ,A, bzw. XA ,A;, A,

Da A,=A, und der U- Invariantenring frei erzeugt wird von Hochstgewichtsvektoren
0= v, voni, i=12....s ,gibt esimFdle (ii)a) genau m,+1 Komponenten von Typ

m

A, AZe, namlich die von den Hochstgewichtsvektoren v .vi.vi® ,i=0,1,.....,m,
erzeugten Komponenten.
Im Fall (ii) b sindesdievon vi™'. v,.vi®.v}* erzeugten Komponenten.
Bemerke: Die m,+1 Komponenten von Typ A haben dabei jeweils verschiedene
Homogenitétsgrade ( s. Behauptung 2).
Wir beschreiben die Daten noch einmal explizit in allen Féllen . Rechnungsbeispiele sind
am Ende.
Wir bekommen nun zur expliziten Berechnung der Vidfachheit von L in S'(p).
Dazu noch .
Weitere Bezeichnungen :
Dieisotypische Komponente H, von H bezliglich A sei direkt zerlegt in

d

H, = z H,..,wo H,  irreduzibleist und homogen, d.h. enthaltenin

i=1

H3®™ s (1) eIN, monoton wachsend in i =1 2,......... ,d, (=m,+1 inden interessanten
Falen).Seiennoch 0= y, (1) =y, Hochstgewichtsvektorender H, ;, i=1,2,...,d,.
Wir nennen  y,,Y,, .......... ,¥q, Grundvektoren von H, .

Behauptung 6
Es seien dieFdle (ii) @) und (ii)b) betrachtet . Sei s, (1) der minimale Grad unter den

s(A) ,i=1,2,....... ,d, . Dannistim Fall (ii) a:

Esist s(A)= s(A) +(i-1) ,i=1,2,.. ,d,=m+1 .Dannist:
Im Fal (ii)a) sM)=s (M) +(i-1) i=12,.... , m+1

Im Fall (ii)b) s(M)=s(AM)+2(i-1) i=12,.... , m+1

Beweis :( mit dem Bezeichnungen aus dem Beweis der Behauptungl):

Im beiden Féllenist n,=Grad (v,) =1.

Fall(ii)a:

Hierist Grad (v,) =2 =Grad (v,) +1. Esist s, (1) = Grad (v;".v;®). Alsoist
Grad (V.. vi®) = 5,(1) +]

Fall(ii)b:

Esist Grad (v,) =3=Grad (v,) +2 und s, (1) =Grad (v;*.v3% v;*) und somit
Grad (vi*7.v).vi® vi“) = s (A)+ 2] .Inden Formenist i =j+1 gesetzt.
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TATSACHE 5.1
Seien Vi (1) dieVidfachheit von A in S (p) , Vi, (0) die Vielfachheit der

O-Darstellung in S" (p) . Dannist

dy

an(k) = z an—s(x)(o)

i=1
In diesem Beweis schreiben wir auch kurz "dim "anstelle von "Vielfachheit von A in” .
Bewes

ngznll'”@H; , Vi ,(A) =dim S

Vi (&) = dim> 1" ®@H, =Y dim(I"" ® H})
i=0 i=0
an(x)—z (dim 1™"sdim H!)

dim 1™ :Vf(n »(0) und esist

dmH. = fir i e{s,(1),8,(), . S, (W)}
sonst
N dy,
Vi (A) = Z dim | "S® s dim H3}® = Vi, 0 (0)
i=1 i=1

Listeder Grundvielfachheiten der d,:

Sei A eineauftretende Darstellungin S(p) inder Schreibweise, wie sie zum Beginn von
Teil 2 eingefiihrt wurde . Wir geben die Gesamtliste der Grundvielfachheiten d, gemass

der Behauptung 5 und der Listeder Feindaten, mit genauer Angabe der jeweiligen A.

(51) Sei p=1II, ,L=A,, A =TI]I}"
d, =d(IL,, A, , [IMI™) =1

(52) Sei p=1II, , L=A; ,h =I"1;"
d, = d(1,, A, T ) = 1

(53) S& p =I,, L=A; , L =TI5" (IT,I15)™ (IT,I1,)™

d,=d( I1;, A, , TI5* (I, T15)™ (IT,I1,)™ ) = m, +1

(5.4 Sd p=II,,L=A, , A =TIMIM"..... T
d=d(I, ,A, , TIMIM™.......... i) =1
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(5.5) Sei p=TI,, L=A,,, , A =TIMIM.....
= d(T1, Ay, , TIMTIM™ ., ) =1

(56) S p=I1,, L=B, , A =TI;"I1;"
= d(1,, B, , TMI) =1

G.7) Sd p=T,,L=C,, A=MP ()"
.= d(I1,, C, , =TI5* (IM15)™) = m+1

(58) Seé p=M,, L=C,, A= Tt 2™ 5™

.= d(I1,, C, , Mg TIZ™ T12™) = m, +1

(59) Sei p=Il, , L=D,, A=II"II™
d, = d(II,, D, , [I™1™ ) =1

(5.10) Se p=I,, L=D, , A=TII™IIM 1™
.= d(TI; , Dy , TI™TIT 1™ ) = m, +1

(511) Sei p=1II, , L=F, A=TI"T1I}"
d=d(II, ,F, , [I™ O™ )=m,+1

(512) Sé p=II, , L=E, , A=II"II"
d =d(I, , E, , 1™ ) =1

(5.13) Sei p=I1, , L=E, , A=TI"II™ 1™
d,=d(IT, , E, , TI™ 1M ™) = m, +1



SATZ 5.1 (A-Vidfachheit)

Essel peineder guten Darstellungen von L bzw. von G und die Bezeichnungen seien

wie bisher.

Sei L eneauftretende Darstellungin S(p) inder Schreibweise des Beginnsvon Tell 2
bzw. der Liste der d, .

Seien V. f(0) dien-Viefachheit der Nulldarstellungin S (p),
v .f(x) die Vidfachheitvoni in S (p), d, dieViefachheitvon) inH.

Se (p,L,L) ein folgendes Tripel.

(1) ([, A TP ) (IT,, Dy, TIPS ), (11, Dy, T
Dannistvnf(k):{ 1 for n=m, +2m,
0 sonst
@ ([, AT (T, Eq, TP TITE ), ( T1,, Eq, T TI32)
Dannistan(k)z{ 1 fur n—(m;+2m ,)=3t, t=012,..
sonst
@ (n,B.0pn)
1 fir n- 2m,)=2t, t=01...
Dannistan(k):{ r n=(m,+2m,) a
0 sonst

@ (L, A, O™ .00, (0™, A, IM™ M. . II™), r=2k

1 fir n=m,+2m,+ ......... +km
Dannist Vf (L) = { ! 2 “
0 sonst

G) (M, A, OMOM... . 0%), (O™, A, O™ O™ . TI%), r=2k+l

Dann it an(k):{ 1 fur n—(m+2m,+.....+km)=(k+t ,t=0,12,.....

sonst

© (I, G, I3 (II1)™) , (T1,, Fy, T T15%)
m+1

a Vf,(A)= z Vf[n—(ml+3m3)—(i—1)] 0)
=

b) Ve.k+1]c ((7”2 )k):() ) 7‘2: Hlns ) (7”2 :H2)
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(7) (T4, Dy, TIM TIPS TIM),(TT,, Dg, TT™ TIT= TIT), (T1,, Ag, T (IT,T5)™ (T1,11,)™)
(11, , E; , T TI° T15¥) , (T3, Gy, I3 (T1)™ (IT5)™

m1+1

Dannist Vi ()= z Vf[n—(m1+2m3+4m4)—(2i—2)] ©)
i=1

1 fur n-—(m+2m;+4m,)-(2-2) =4t,t=012,...

Vf[n— (mg+2mg=+4my)—(2i-2)] © :{ 0 sonst

Beweis zu (1)

a Se p=II, ,L=A,, A =TI

A, =11, ,A,=II, , degll,=1, degll,=2,

deg A =degll;*I1;* = m,+2m, nachder Liste2.1.1

d, =d(IL,, A, II;"I1;*) =1  nach der Berechnung (5.1)

Sei y,(A) der Grundvektor von H, mit degy,(A) = () =m, +2m,

d)‘
Vi, (L) = > Vf (4, (0) nachTatsache 5.1
i=1

an(k) = Vf(n,sl(x))(o) = Vf[n—(ml+2m2)] (O)
1 fuar n=0
Da an(0)={ nach Satz 4.1
0 sonst
far n=m;+2m,

' 1
Dannist Vf (A) = Vf, (0 :{ 0 sonst

b) Sei p=Il; , L=Dy , A=TI;"I1;"
A =TI, , A,=I1, , degll;=1 , degll,=2 |,
Beweis geht weiter wie 1a).

c) Sei p=II,, L=D; , A =TI"I1}"
A, =101, , A,=I1, , degll,=1 , degll,=2 |,
Beweis wie laund 1b)

Beweis zu (2)

aQ Sei p=II, ,L=A; ,A =TII}"

A, =11, ,A,=II, , degll,=1, degll,=2,

deg A =degIl;"IT;» = m,+2m, nachder Liste2.1.1

d, = d(H2 AT 2“2) =1  nach Berechnung (5.2)

Sei y,(A) der Grundvektor von H, mit degy,(A) = () =m, +2m,
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d,

Vi, (L) = Y Vf, . uy,(0) nachTatsache 5.1
i=1
VE, (W) = VE g0 (0) = VI oy () nach Satz4.1ist
1 fur m=3k , k=01.......
me(0>:{ -
sonst
Dann ist

1 fur n=3k+(m,+2m,), k=01,........
Vf (L) = Vf 0) =
n( ) [n—(m1+2m2)]( ) { 0 sonst
b) S p=II,,L=E;,, A=TII"II"
A, =11, A, =1l , degIl,=1, degll,=2,
Beweis ist wie 2a

c) Se p=1Il, ,L=E;, A\=II2II"
A, =10 ,A,=1I,, degIl,=1, degll, =2,

Beweiswie 2aund 2b.

Beweis zu (3)

Sei p=II,, L=B, , A=TI"I1}"

A, =T11,, A,=11, , deg [1,=1, deg I1,=2,

deg A =degIl;"I1* = m, +2m, nach der Liste 2.2.1
d,=d(I,,B, , II;*;*)=1 nach Berechnung (5.6)

Sel y, (1) der Grundvektor von H, mit degy,(A) = s,(A) = m, +2m,

d,
vE, (L) D Vi (0 nach Tatsache 5.1
i=1

Vf (L) = Vf(n_sl(k))(O) = Vf[nf(mﬁmz)](O)
1 furm=2k k=01..........

Vf_(0) = { nach Satz 4.1
0 sonst

Dannist

1 farn=2k+(m,+2m,), k=01............
VE(W) = Vo1 (0) :{ . u +(m, +2m,) 1,

sonst

Beweiszu (4)

a) Se p=TII,,L=A, ,r=2k, A=TI"TI}>...... T

A =10, A,=10,, ..., A =11, und degll,=1,degll,=2, ..., degIl, =k
deg A = degII;* I1;2.... .. I3 =m+2m,+ ...... +km,

d,= d(IL,, A, , TI;* 1% .... .. [15¢) =1 nachBerechnung 5.4

Sei y,(A) der Grundvektor von H, mitdegy,(A) =m,+2m,+ ...... +km,
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d,
VI (L) = D Vi, (0 nach Tatsache 5.1
i=1

VE.(A) = Vs (0 = Vi mpzmse......kmo1 0)

1 far m=0
Vf._(0)= nach Satz 4.1
0 sonst
Dann ist
a |1 far n=m+2m, + ......... +km,
an(k) - Vf[n—(m1+2m2+ ........ +kmk)](0) { 0 sonst

b) Se p=T11,, ,L=A, ,r=2k, A=TI"T11M%.....TI*
A=, A,=T0, 5, e, A =I1; und degll, ,=1,degll, ,=2, ..., degll

Beweis wieda

Beweis zu (5)

a Sei p=IL,,L=A ,r=2k+1, A=TINTI2...... 1)k
A =10, AL,=I0,, ..., A =11, und degIl,=1,degll,=2, ....,deglIl, =k
deg A = degII;* IT;>.... .. I3k =m+2m,+ ...... +km,

d,= d(IL,, A, , TI;* 1% .... .. [15¢) =1 nachBrechnung 5.4

Sei y,(A) der Grundvektor von H, mitdeg y,(A) =m,+2m,+ ...... +km,

d)‘
Vi, (W) = Y Vi uy 0) nach Tatsache 5.1
i=1
an(k) = Vf(n—sl(k))(o) = Vf[nf(m1+2m2+ ........ +kmk)](0)
1 for m=k+Dt, t=012,.....
me(O)z{ ar m=(k+1) = nach Satz 4.1
0 sonst
Dannist
Vi () z{ 1 fur n—(m +2m, + .....+km)=(k+t ,t=0,12,.....
0 sonst

b) & Sei p=I,, ,L=A, ,r=2k+1, A=II"".... I

r H

A=I0,,, A,=TI0, ,, wy A =I1, und deglIl, ;=1,degll, ,=2, ..., degll,

Beweis wieba

Beweis zu (6)

a(i) seé p=T1, , L=C;, A=TI" (I,IT,)™

A, =1, , A, =TLI, , degll,=1, degIl,Il,=3,

deg A =degIl;* (IT,I1,)™ = m,+3m, nach der Liste 2.3.2

d,= d(IL,, C, , IJ* (ILI1,)™)= m,+1 nach Berechnung (5.7)
Seien y,(A), Y,(A) yoeeeennnnn + Y (msn (A) die Grundvektoren von H, mit
degy,(A)=s(A) = (m,+3m,)+(i - 1) =12, ... ,m, +1
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d,
Vi, () = > Vf,.u,(0)  nachTatsache 5.1
i=1
m+1
VE (L) = Y Vi miamy—i1 O) ., wobei Vf_(0) gleich
i=1

der Anzahl der Tupel ( k,, k,) mit 2k,+3 k,=m , k,, k, €IN, ist.

a(ii) Vf(3k+1)( Ay )= Vf(3k+1)( Hll(Hls( )=0 ?

d, =d(I,, C; , I1II;)=1 nach Berechnung (5.7)

Se y,(A,) der Grundvektor von H, mit deg y,(A,)= s(%,) =3k
Viaay (Az) = Vg ( LTI ) = Vi (3i1-5.(1,)) (0)

Vf gy (TITIS ) = Vfian-3q(0) = VI (0) =0 nach Satz 4.1
b) S& p=1II,,L=F A=II"IL®

A, =11, , A,=1TI,, degll;,=1, deg I1,=3,
Beweis wie 6a.

Beweiszu (7)

a) Sei p=Ily, L=Dy , A=TIg"I1® 1"

A =Ig , A, =11, , A, =11,,degll; =1, degll, =2 , degll, =4
degIlg: IT;° I1;* = m, +2m,+4m, nachder Liste 2.4.1

d,= d(II; , Dg , Mg T 1% )= m, +1 nach Berechnung (5.10)
Seien y,(A), Yo(A) yoeeeennnn » Y(mp (A) dieGrundvektoren von H, mit
degy,(A)=s(A)=(m, +2m,+4m, )+(2i-2) i=12, .. ,m, +1

d,
VE, (L) = D Vi suy O nach Tatsache 5.1
i=1

m1+1

an (Hgll H?3 HT4) = z Vf[nf(m1+2m3+4m4)—(2i72)] (0)
i=1

1 fl =4k, k=01,.........
V. (0) = { 0 s;JLStm . nach Satz 4.1

Dannist
m1+1

VE, (A)=VE, (TP T TTe) = Y Vi (0) ,wobei
i=1

[n—(my+2mg+4my)—-(2i-2)

1 far n-(m+2m,+4m,)—(2i-2) =4t ,t=0,12,...

Vf[n— (my+2mg+4m,)—(2i-2)] (0) Z{ sonst

b)ag Se p=Il,,L=D,, A=I"TI;°II;"
A =11, , A, =11, , A;=11,,degll, =1, degll, =2 ,degll, =4

Beweiswie 7a.
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0 Se p=I,,L=A, , A =TI ILI0)™ (I1,I1,)™
A, =T, A, =TLI,, A, =TI, ,degll, =1, deglT,I1,=2 , degll,IT, =4
Beweiswie 7aund 7b

d) Sai p=1II, ,L=E, , A= HT1H2“3H2"4
A =10, A, =TIy , A, =11, ,degIl, =1, degll; =2 ,degll, =4
Beweiswie 7a, 7b und 7c

e) Se p=Il,,L=C,, A= I II7)™ (I12)™
A= T, A, =TI , A,=T1 ,deg I1, =1, degll? =2 ,degll: =4

Beweiswie 7a,b,c,d .

Rechnungsbeispiele:
Beispiel 1a :
Berechne Vf (L) , A =TII in S(I1,) von F, , Vf (IT})=3

Gewicht | Grundvektoren |degy;(r)=s () s(A)= m +2m, (m,,m,)
8 yi(2) sM)=s(M)+i-1) |[s()=k

i=1,2, 3,4
I} ALY 5, (1)=3+0=3 5(1)=31+20=3  [( 3 0)
I1; Y,(1) s,(1)=3+1=4 s,(1)=2.1+2.1=4 (2 1)
I1; ys (1) s, (1)=3+2=5 s,(1)=1.1+2.2=5 (1, 2)
I3 Y. (%) s,(1)=3+3=6 s,(1)=0.1+2.3=6 (0, 3)

Vi (I17) = z Vf&s (0

i=1
= Vi g0 + Ve g (0)+ Vi g, (0)+Vi, g, (0
V(0 + V,(0)  +Vf(0)  + Vf(0)

=1 + 1 +0 +1 =3

Die Darstellung T1} in S$°(I1,) von F, kommt 3ma mit deglT’=s, (1)=3,
degIT’=s,(A)=4und degIl’=s,(1)=6 vor.
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Beispie 1b :
Berechne Vf, (L) , A =IT in S*(I1,) von F, , Vf,(IT})=6

d;N =4

Vi, (I17) = Z Vi g0 (0)

i1
=V fll—Sl(x) Q+V fll—Sz(x) 0Q+V fll—S3(x) (0)+V f11734@) )
Vi(0) + VE,(0 V(0  +Vf (0

= 2 + 1 + 2 +1 =6
Die Darstellung I1} in S*(I1,) von F, kommt 6 mal vor ; 2ma mit
degIT?=s (1)=3, mit degIT’=s,(1)=4 ,2ma mitdegll’=s,(1)=5 und
mit degIT>=s,(1)=6.

Beispiel 2a :
Berechne Vfy (1) , A =TI in S'(I1,) von A, , VI (T13)= 2

Gewicht | Grundvektoren | degy; (A) =s () s(A)= m,+3m, (mg,m,)
A yi(\) s(M)=s(M)+H2i-2) |s(h)=k

i=1,2, 34
I3 y; (1) 5 (1)=3+0=3 s (1)=3.1+3.0=3 (3, 0)
I1; Y, (1) s,(1)=3+2=5 s,(1)=2.1+3.1=5 (2 1)
IT; Ys(2) S3(1)=3+4=7 s,(1)=1.1+3.2=7 (1 2)
I3 ALY s, (1)=3+6=9 s,(1)=0.1+3.3=9 (0, 3)

d, =4
Vi, (T17) = z Vi) (0)
i1
=V fg—sl(x) O+V fg—sz(x) 0Q+V fg—ss(x) 0)+Vv fg—s4(x) (0)
Vi (0 + Vi, +V 1,(0) + VfO(O)

= 0 + 1 + 0 +1 =2
DieDarstellung I13 in S’(I1,) von A, kommt 2ma mit deglli=s,(A)=5 und
mit deglT’=s,(A)=9 vor.

Beispidl 2b :
Berechne Vf, (1) , A =TI} in S*(I1,) von A, , Vf,(I13)=0

d;N =4

Vi, (IT7) = Z Vi 0y (0)

i=1
=V le—Sl(x) (0) +V f12—82(x) (O) +V 1:12—83(1) (O) +V f12—S4(x) (0)
Vi, (0) + V()  +Vf(0) + Vf_(0)

= 0 +0 +0 +0 =0
DieDarstellung TTS in S*(I1,) von A, kommt nichtvor .
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Beispiel 2c :
Berechne Vf (L) , A =TI1% in S3(I1,) von A, , Vi (I13)= 2

d;N =4

Vi, (IT7) = Z Vi g0 (0)

i=1

=V fl&sl(x) 0+V f13732(x) Q) +V fl&%(k) (ORAY f1&54(x) )
Vie(0) + V(0  +V1,(0)

0 +

1

+0

+ V,(0)
+1 =2

DieDarstellung T3 in S®(I1,) von A, kommt 2mal mit deglli=s,(1)=5 und
mit degll’=s,(A)=9 vor.

Beispiel 3a :

Berechne Vf (1)

, A =TT, in S(I1,) von A, ,

Vfg(Hg ILIT;) = 2

Gewicht | Grundvektoren|degy;(A) =s (A) s()=m,+3m,+2m, | (m;,m,,m,)
A yi (A) s(A)=s,(A)+2-2) | s(r)=k

=12, 34
ST, | Y. ()) s, (1)=5+0=5 $,(1)=31+3.0+2.1=5 | ( 3, 0,1)
I3 1,11, Y, (L) S,(L)=5+2=7 S,(A)=2.1+3.1+2.1=7 (2 1,1)
IS ILIT, | Ys(X) S, (A )=5+4=9 S;(A)=11+432+21=9 |( 1, 2,1)
TETLIT, | Y,.(2) S,(1)=5+6=11 s,(A)=0+3.3+2.1=11 |( 0, 3,1)

d, =4

Vig (IS TM) = ) Vi, ¢, (0)
i=1

VR + VHO)  +Vfy(0)

1 +

0

+1

=V fgfsl(x) (0) +V fgfsz(x) (0) +V f9783(x) (O) +V f9734(x) (O)

+ VF_(0)
+0 =2

Die Darstellung T13 T1,IT, in S’(I1,) von A, kommt 2ma mit deglli=s (A)=5
und mit degIl’=s, (A)=9 vor.

Beispiel 3b :
Berechne VI, (1) , A =TIEILIT, in S°(I1,) von A, , VI (TISTLIT,) = 2

d;N =4

Vi (Hf II1;) = Z Vfl3—$ ) 0)
i-1

=V fl?rSl(X) 0+V f13—82(k) Q) +V fl&%(k) (ORAY flers4(x) )
VE(0) + V()  +V£,(0)

1 +

0

+1

+ Vf (0)
+0 =2

Die Darstellung TTS 1,11, in S®°(T1,) von A, kommt 2 ma mit degIl: 1,11, =
s, (A)=5 und mit degIT’ IT,I1,=s, (L) =9 vor.
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Beispiel 4a :
Berechne Vf (1) , A =TI; in S'(I1,) von A, , Vf(I13)= 2

Gewicht | Grundvektoren  |degy; () =s () s(A)= m,+3m, (m;,m,)
A y;(2) s(M)=s(A)+(2i-2) |s(\)=k
i=1,2,3,4,5,6
I1; ALY 5,(1)=5+0=5 5(1)=51+30=5 [ 5 0)
I1; Y>(%) s,(1)=5+2=7 5,(%)=4.1+3.1=7 (4, 1)
IT; Ys(2) S5 (1)=5+4=9 s, (1)=3.1+3.2=9 (3 2)
I Y. (1) s,(%)=5+6=11 5,(1)=21+33=11 | 2, 3)
I Ys (1) s, (1.)=5+8=13 5(1)=11434=13 [ 1, 4)
I Ye(2) Ss (1 )=5+10=15 55(1)=01+35=15 [( o 5)
dy =6

-
Vf, (T13) = Z Vi 500

i1
= Vi 50 (0) +Vig g0, (0)+Vig gy (0 +V 1, g 5y (0) +V Ty () (0) +V 1, g 5, (0)
Vi, (0 + VI,(0) +V 1,(0) + VE_(0) + Vf,(0 +Vfg0)

= 1 + 0 +1 40 +0 +0 =2

DieDarstellung T13 in S’(I1,) von A, kommt 2ma mit degIli=s (1)=5 und
mit deglli=s, (A)=9 vor.

Beispiel 4b
Berechne VI (1) , A =TI in S®(I1;) von A, VI (I13)= 3
d, =6
Vi, (T13) = z Vs g0 (0)
i=1
= Vf13—s_L(x)(0)+Vf13—sz(X) 0) +Vf13—33(x) Q) +V f13—s4(x)(0) +V f13—35(x) Q) +Vv f13—ss(x) 0)
V0 + VE(0)  +VE(0)  + V() +Vf(0) + Vf (0)

1 + 0 +1 +0 +1 +0 =3

Die Darstellung T13 in S®(I1,) von A, kommt 3ma mit deglli=s (1)=5,
mit degll=s,(A)=9 und mit deglli= s (1) = 13 vor.
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Diefolgenden Folgerungen 5.1, 5.2, 53,54 55, 5.6, 5.7 ergeben sich aus Satz3.1,
Satz 4.1und Satz 5.1 .

FOLGERUNG 5.1

SeiL=A, r>1 und p eneirreduzible Darstellung von L
1) far r=2k p:H2
S'(11,) = an“)lng“z ......... 1o
(my,my,....my

mit m, +2m,, +3m, +........ +km,=n me IN, i=0]1,.....k

2) fur r=2k+1 , p=II,

S(I1,)= D TPTI-....TI5

(my,my,..my)

mit  m+2m,+3m,+........... +km,=n- (k+1)t
t=01,....... {L} ,melN, ; i=12 ...k
k+1

3) Sdl=z=A, p=TIl,
Sn (H3) = Z a?r;f,kmz,m3,m4) Hr3n1+m2 (H1H5)m3 (H2H4)m4

(my, mz,m3,my)

. n
mit m,+3m,+2m,+4m, =n-4Kk, k=0,1,..... [ 1 ]
d).
At memy = VE(R) = D Ve ) (0) 5 d=12, . m+my+1

i=1
my+my,+1

SI (}\’) = (ml + m2+2 m3 +4 m4)+2(i'1) ; an (}\‘) = z Vf[n—(m1+m2+2m3+4m4)—2(i71)] (O)
i=1

_4k —
a(?r\l,mz,m&mél) e INg, m,m,,m;,m, eINg, A =IT5""2 (I;I15)™ (TT,I1,)™

FOLGERUNG 5.2

SeiL=B, , p=II,

Sn(H4): ZHTZHTI

(my,m,)

mit m+2m,=n-2k k=0,1,....... F}
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FOLGERUNG 5.3

L=C, , p=II,
=X (1)
(my.mg)
mit m+3m,=n-i, 1=012,....n m,,m; e IN,
d)‘
U mg) € INo UN o o= VE (1) = ; Vi oy Q) 1d,=12, ...

m1+1

§ (1) =(m +3m,)+(i-1) an(7»)=ZVf[n_<m1+sm3)_<i_1)](0)

ol =0, fur n=3k+1, d.h. (I,I1,)" kommt nicht fir n=3k+1in S"(I1,) vor.

Beweis: af'y=0 nach Tatsache5.5 .
FOLGERUNG 5.4

1 L=D, und p=1II,

S'(,)= Y oI mit mg+2m,=n m;,m,elN,

(mg,my)

2. L =Dy und p =TI,

- 4k
g1 (HG) - z a?ml mp,mg, m4) Hgnl+m2 Hr2n3 HT4
(my,mp,mg,my)
. n
mit m,+3m,+2m,+4m, =n—4t, t=01,........ [ 2 ]
d)‘
-4k _ _ .
a(ﬂh,mzlmglm“) =V, (L) = Z; Voo (0 § d=12, ...m +m,+1
1=

my+my,+1

SI (}\’) = (ml + m2+2 m3 +4 m4)+2(i'1) ; an (}\‘) = z Vf[n—(m1+m2+2m3+4m4)—2(i71)] (O)
i=1

n-4k — m+my M3 1My
Oy maymamg) € INo MMy, my,m, eIN, und A= Tlg 15311,
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FOLGERUNG 5.5

Se L=zF, und p = I1,
S(M)= Y afmlIH1;°

(myg,mg)
(Mg, mg)
mit m+3m,=n-i , i=012,.....n m,,m, eIN,
dy
i my) € INg  und Ot(”nl'l,ma)=an(7v)=; Vfneoy (0, d,=12, ... m+1

m+1

s (1) =(m +3my)+(-1) , an(%)=ZVf[nf(mﬁsm@f(ifl)](o)

s =0,fur n=3k+1, d.h. IT5 kommt nicht fur n=3k+1 in S'(IT,) vor.

Beweis: af'y=0 nach Tatsache5.5 .

FOLGERUNG 5.6
Sei L=E; und p = II,
S'(I,)= > I

(mg,my)

mit  m+2m,=n-3k  k=0,12....... E} m,,m, eIN,

FOLGERUNG 5.7

Sei L=E, und p = I1;

Sn (Hl) = Z a?r;f,l:nz,mg,,m‘l) H::.nl-'—mz H?S Hg]4
(myg,mp,mg,my)
. n
mit m,+3m,+2m,+4m, =n-4Kk, k=0,1,..... [ 1 ]
d).
-4k _ _ .
oc(rr}]l’mz,ms,m‘l) = VI (L) = Z Vioeay @ ;5 d=12, ... ,m+m,+1

i=1
my+my,+1
S (A)= (M, +m,+2m,+4m,)+2(i-1) ; an (L) = z Vf[n—(m1+m2+2m3+4m4)—2(i—1)] (O)
i=1

n-4k — TyMAMy M3 7MY
O(my . mymamg) € INo» My,mMy,my,m, eIN, und  A=T1y [Tg3 I,
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Anhang 1

Bei den Sétzen 3.1, 4.1, 5.1 und den dabei verwendeten Datend ,s, m treten die
Darstellungen p in gewissen Gruppierungen auf. Einige Male erwahnt und betrachtet
wurde die ( schlechte) Darstellung p= I, von C,, diesich genau so verhélt wiedie

Darstellungen IT,von A, , Il;,I1, von D, und I1,von E,. Wir geben hier Beweise
fur einen Tell der Ergebnissefir dieses p (vergl. Diesen Fal bel [ Brion] ) mittels

eines dlteren Ausreduzierungsergebnisses aus [ Whippman].
Ausgangspunkt ist die Grund-Tatsache zu Beginn der 3. Beweisinvariante in 82 und die

Tatsache, dass A, die Hauptisotropiegruppe bei I1, von C, ist ([ Elashvili]).

Whippman - Verfahren II von C3¢A
2

Sei IT = TI*IT2T13* =[m, ,m, ,m, ] ein hochstes Gewicht von C,

1) Wir bilden die Signatur-Partitionen :
H=<HyaHp g > =< MpEM+mg, My+mg, m; > .
2) Wir betrachten folgende Operation von S, auf die Menge aller Tripel :
Dabei sind s, =(1,2), S,=(23) .S, § =id
S;={18 .5, %599 =55%,9% .5}

Setze A=(Xry, Ay, Ay) =l Ay
S*( Mgy Ay, Ag) =(Ap-l, A+l Ay) =0 Aqypa
S*( Ay, Ay, Ag) =( Ay, A1, A,+1) =1 Aqyps
Se*( Ay, Ay, Ag) =(Ag-2 , Ay, AyH2) =1 Aypa
S, S *( Ay, Ay, Ag) = (A1, Ag-1, A +2) =0 Aryps
S S*( Ay, Ay, Ag) = (g2, AL, ApHl) =0 Agye

3)  Hge TH=< Ui ,H,,H >

Zu p =<y, ,u,,u, > betrachte folgende Menge T, von ganzzahligen Tripeln :
M=(A LA, L AY)
T, =:{ AM=(p-2r ,p0,-2r, , py-2r5) | r,r ,r; €INg }

n

4) Wirsetzen T, = { ]

Typi

| A eT, , N

i 1St €ine Partition  }

5) Wir bilden folgende formale Linearkombinationen von Partitionen :

Howg = 2, A+ D A+ D> A= D> A- > A- > A schreibenwir kurz als

heTya AeT, 5 reT, 6 AeTy, o reT, s reT, 4

Hso(6)):zi}\‘ ( *)
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6) Fur eine Partition A = (A, , A,, Ay ) bildenwir p=(p,,p, ,p;,0):

P,=( AtA,, Ay , A, ,0) fallsk; =0 bzw. p; = (A + X, , A +A;, A, +A;,0),
und p; = ( A+ A, , A=Ay, A, - Ay, 0)falls A, # 0. Ersetzt manin ( * ) jedes der
A durch entweder p, falls A, =0 oder p, + p, fals A,=0 , soerhalt

man eine Linearkombination von 4 Tupeln der Form p=(p,, p, ,p;,0) , die
wir kurz schreiben als

Hsuy = Z £p (**x)

7) Eine Partition p=(p,, p, ,P;,0) wird aufgefasst als Charakter von
SU(4) . Wir bilden den klassischen Charakter auf U(3) < SU(4) , d.h. bilden alle

0
Schemata (pl P P j
O, a. ds
mitp,>2q,> p,2q,>2p, 20q,=20 ,aleganzzahlig.

Hug = z q

8) Ein Charakter g=( q,, 0, ,d, ) von U(3) liefert eingeschrankt auf SU(3)
den Charakter a=(a,,a,)=(0d,-9,,09,-0;) und

Moy =D, @

Jedes dieser p definiert einen irreduziblen Charakter von SU(4) . Wir
fuhren nun die klassische Verzweigung auf die Untergruppe U(3)c SU(4)
durch ,d.h. wir ersetzen jedes p=(p,, P, ,P;, 0) durch die Summe aller

solchen Partitionen g=(0q,,d,,d;) mit p,>0,> p,>0,>p; =0q;=0.
Dann wird aus ( ** )

HU(S):ziq (*xx)

Jedes q=(4d,,0,,q9,) , aufgefasst als irreduzibler Charakter von U(3) , wird
eingeschrankt auf SU(3) . Den eingeschrankten Charakter schreiben wir als
a,=[0,-9,,9,-09;1=:[3,,a,].Solchein[ a,, a, | steht flr die irreduzible

Darstellung TT"T15* von SU(3) = A, . Ersetzt man jedesqin ( * * * ) durch das
entsprechende a, , so erhdt man

HSU(3):Ziaq (x k)

SATZ 1
Die Einschrankung des irreduziblen Charakters p =, auf die Untergruppe

SU(3) ist gerade das so erhaltene pg, = Z ta, .

Bemerke : Die negativen Vorzeichen kirzen sich insgesamt heraus .
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SATZ 2

Die Darstellungen IT = IT*IT;*T13* von C,, die Fixpunkte unter A, haben , sind
genau digjenigen, fur die m, und m, beide gerade sind . Die Dimension der
Fixpunktmenge von A, ist dann m,+1 .

Beweis :

In der Gleichung ( * * * *) pgq = z + a, betrachten wir genau diejenigen a,

als triviale Komponente von SU(3) , fur diea, = (0, 0) ist. Furdie
entsprechende q heif3t das : alle Koordinaten sind gleich,d.h.q=q9,=9, =0, .
Solch ein g taucht bei Verzweigen eines p=(p,, p, ,P;,0) genau dann auf ,
wenn p, = p, ist ,und zwar liefert solch ein p genau ein g mit drei gleichen
Koordinaten , namlich q=q,=0, =05 .

Die p’s entstanden durch Ersetzen der A in Gleichung ( *) gemaf3 den dort
geschriebenen Modifikationen . Sieht man die Gleichung an , so stellt man fest :
p, =PpP; in p,,p, oder p, genaudann,wenn i, = A, ist.

Fazit :

Man erhdlt die Dimension der Fixpunktmenge von A, bei der Darstellung
nw=<uy,,u,,u;> von C, auf folgende Weise:

Man zahlt diejenigen A’sin der Gleichung ( =), fur welche A, = A, ist, und
zwar z&hlt man solch ein A doppelt , wenn A, = 0 ist, weil solch ein A zwei
p’sliefert , und zahlt es einfach , wenn A, =0 ist.

AuRRerdem beachte man das Vorzeichen : die so erhaltene Summe ist die
Dimension der Fixpunktmenge von A, .

Beispiel :
(31LDge=(3,1,1)+(1,1,1) -(3,0,0) -(1,0,0)
A, = A, gilt nur fir den zweiten Summanden . Dort ist A,=1# 0. Also wird

jedes A doppelt gezahlt , und das Vorzeichen ist positiv. Damit ist die
Dimension der Fixpunktmenge gleich 2 .

Aus dem p wurden die A*'s produziert und daraus 6 verschiedene Typen von 1's
gebildet . Fur den allgemeinen Beweis muss man die Bedingungen registrieren ,
wann bei diesen verschiedenen Typen A, = A, ist.

Aus der Liste der Typen ergibt sich :

Typ A A=A,
1 (}\‘*l’ }\‘*2 ’ 7\‘*3) }\‘*l = }\’*2
2 (7‘*2 1, *1+1’7‘*3) 7L*1=7‘*2'2
3 (A, A5-1,A,+1) A=A -1
4 (A5-2,X, A, +2) Ny, = Ay -2
S (A, -1,25-1,A; +2) Ny = A,
6 (Mg-2,0,+1,X,+1) Xy=2A,-3
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Wir beweisen nun den allgemeinen Satz , mit dem wir vier verschiedene
Paritétsfalle fur einzelne m, und m, behandeln :

1.Fall

m, und m, sind beide ungerade .

Fur p=<p,,u,,u3>=<m+m,+m,, my+m,, m, > und nach der Konstruktion
von X furaleX'= (A , A, , X)) gilt dann Paritét X = Paritét A,

Paritét A, = Paritat X, und Paritat X = Paritét A} .

Ein Blick auf die Spalte A, = A, der Tabelle zeigt : Diese Paritatssituation
widerspricht allen sechs Bedingungen dieser Spalte . Also : falls m, und m, beide
ungerade sind , gibt esin der Gleichung ( *) keineX "smit A, = A, , somit ist
die Dimension der Fixpunktmenge gleich Null .

2.Fall
m, und m, sind beide gerade .

Die Paritétssituation ist fur A" : Paritét A} = Paritét A, = Paritét A,
Der Blick auf die dritte Spalte zeigt diesmal : Es gibt keine X “svon Typ 3
und Typ 6 ; die anderen Typen sind moglich und mussen abgezahlt werden .

Verrechnender A °s vonTyp lund Typ 2 fur die i, =2, :
Bei beiden Typen kann A, = p, jeden der Werte

0 p, gerade

, -2, I : annehmen .
Hs v Hs Ha 1 p,ungerade

Fir solch ein festes A, gibt es offenbar folgende M&glichkeiten flr die gesuchten
A" bzw. LA . (Beachte: A muss eine Partition sein .)

Beim Typl Beim Typ2
(A =2)
(Agy Ay g ) (A5, A2, 2%) (As+1l, A+l , Ay)
(Ag+2 ,A5+2, X3) (A5+2, Ay+4, A%) (Ag+3, A+3, Ay)
(Kay My Ag) (122, 1y, A3) (po-1, -1, 45)
Man stellt fest :
Fir jedes A= 1y , Ms-2, Hg-4 , oo .| 0 ng  gerade
1 p3  ungerade

gibt eslinks, d.h. Typ 1,genau eine Moglichkeit mehr als rechts, d.h. bei den A"s
vom Typ 2 .Beriucksichtigt man die Vorzeichen (Typ 1 mit plus,Typ 2 mit minus)
, So ergibt sich: DieA “svom Typ 2 heben sich alle auf gegen A “s vom Typl

Esbleibt fir A=y , Hs-2, Ms-4 4 oo, | 0 ng  gerade
1 p3  ungerade

jeweils ein A mit positiven Vorzeichen tbrig . Das sind [”73] +1  Stuck .
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Ist A, =0 wirdjedes Exemplar doppelt gezahlt, fur A,= 0 nur einfach . Das
ergibt im Fall A,= p, = 2k+1 ungerade, ( k+1) doppelt gezadhlte Falle, d.h.
insgesamt 2( k+1) = 2k +2 = m, +1 triviale Komponenten von A, .

Im Fall A,= p, =2k gerade, k doppelt gezdhlte Falle und ein einfach gezahlter
Fall , d.h. insgesamt 2k+1 = m, +1 triviale Komponenten von A, .

Zwischenstand
Es sind bereits so viele triviale Komponenten von A, entdeckt , wie im Satz

behauptet .Unter den Typen 4 und 5 darf es also entweder keine neuen A 's
mit A, = A, geben , oder dievom Typ 4 missen sich mit denjenigen vom
Typ 5 aufheben .

Wir verrechnen dieX “s mit A, = A, vom Typ 4 mit denen vom Typ 5:
Typ5: X, +2>20 = A >- 2. Der Paritatscharakter von A liefert : 1,21 +3,
wegen gleicher Paritét ist X, >\’ +4 . Relevante A"s bei festem A :

Typ5 Typ 4

(A, Aj+4, X +4) (X, , Aj+2, X +4)
(A, Aj+6, X +6) (X, , Aj+4, X +6)
(}"*11143’“3) (K*lyus'zlus)

Fir jedes mdgliche A" gibt es offenbar genau so viele Zahlkandidaten vom Typ 4
wievom Typ 5. Wegen der Vorzeichen heben sich diese A “s beim Zahlen auf,
tragen also nichts zur Fixpunktmenge von A, bei . Es bleibt bei dem zu den Typen
lund 2 erzielten Resultat : die Dimension der Fixpunktmenge ist gleich m, +1..

3. Fall
m, ist ungerade und m, ist gerade.

Die Paritatssituation ist fur die A" : Paritat A, = Paritat ), = Paritét A
Nach der 3. Spalte der Tabelle liefern Typ 1 und 2 keinerelevanten A" .

Verrechnung von Typ 3und Typ 6 :

Typ3 : X, >-1oder O Typ6: A, >-1oder O

A, =-1loder O, ......... . Hg2 X, =-1oder O, ......... , Hy-4
(AL+1, A5, A,+2) (A,+1, A5, AL+4)

(A,+3, 0, , A,+4) (A543, A, , A,16)

(pa-1, 2%, ug) (133, X%, 13)

(leer: X,+2>p,)
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Man stellt fest : Zu jedem festen A, zwischen -1 oder O und p,-2
gibt esbeim Typ 3 genau ein relevantes A mehr als beim Typ 6 . Es gibt
[ “37” ] verschiedene Werte fur A, . Dasergibt: Typ 3und Typ 6

ma+1

zusammen liefern [ S ] triviale Komponenten mit negativen Vorzeichen .

Verrechnung von Typ4und Typ 5 :

Typ4 : \; >-2oder -1 Typ5: A >-2oder -1
Ay =-2oder-1, ....... , Uy -5 Ay =-2oder -1, ....... , Hs -3
(A] , A +3, 4 +5) (A, , A7 +3, 47 +3)
(X)X +5, 2, +7) (X, X, +5, 4, +5)
(A1 4 Mem2, py) (A%, M3 Hg)

Hier stellt man fest : Fur jedes A, = -2 oder -1 , ............ , Ly -3 Qibt es

beim Typ 5 genau ein relevantes A mehr als beim Typ 4 .Man zahlt nach ,
dass das auch hier [ b2 ] triviale Komponenten von A, liefert , diesmal

mit positiven Vorzeichen . Sie heben sich mit den A “svon Typ 3 und
Typ 6 auf . Insgesamt gibt esim Fall m, ungerade und m, gerade keine
trivialen Fixpunkte unter A, .

4. Fall

m, ist gerade und m, ist ungerade .

Die Paritatssituation ist fir die »" : Paritat A} = Paritét A, # Paritat A, .
Hier gibt es keine relevanten A"s vom Typ 4 und Typ 5 . Ahnliche
Uberlegung wie in den vorhergehenden Fallen ergeben : Die relevanten
A“svom Typ 1 heben sich mit denjenigen vom Typ 2 auf . Die relevanten
A“svom Typ 3 mit denjenigen vom Typ 6 . D.h. auch in diesem Fall ist die
Dimension der Fixpunktmenge gleich Null . Insgesamt ist damit der Satz
bewiesen .
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§6. Liste 1

Die Listen wurden mit dem Berechnungspaket aus [ van Leeuwen ] berechnet.
Well sie im Verlauf unserer Untersuchungen berechnet worden sind , haben wir auch
sehr viele Daten mitgeliefert, diein der Arbeit nicht unmittelbar gebraucht sind.

Fur dieirreduzible Darstellung IT"TL%.......... [T schreiben wir auch
(MM, ,m]. Inder Liste | verwende ich diese Form.

Sind p und p° kontragradient zueinander ,so werden die Rechnungen nur
bei einem der beiden in der Liste aufgefihrt.

Liste 1.1 : Ar
Liste 1.1.1 : A2

symtensor(2,[2,0], A2)
1X[ 0, 2] +1X[ 4, 0]

symtensor(2,[1, 1], A2)
1X[0,0] +1X[1,1] +1X 2, 2]

symtensor(3,[1, 1], A2)
1X[ 0, 0] +1X[ 0, 3] +1X[ 1, 1] +1X[ 2, 2] +1X[ 3, 0] +1X[ 3, 3]
sym_tensor(4,[1,1],A2)
1X[0,0] +2X[1,1] +1X[1,4] +2X[2,2] +1X[3,3] +1X[4,1] +1X[4,4]
sym_tensor(5,[1,1],A2)
1X[0,0] +1X[0,3] +2X[1,1] +1X[1,4] +2X[2,2] +1X[2,5] +1X[3,0]
+2X[3,3] +1X[4,1] +1X[4,4] +1X[5,2] +1X[5,5]
sym_tensor(6,[1,1],A2)
+2X[0,0] +1X[0,3] +1X[0,6] +2X[1,1] +1X[1,4] +3X[2,2] +1X[2,5]
+1X[3,0] +3X[3,3] +1X[3,6] +1X[4,1] +2X[4,4] +1X[5,2] +1X[5,5]
+1X[6,0] +1X[6,3] +1X[6,6]

sym_tensor(7,[1,1],A2)
1X[0,0] +1X[0,3] +3X[1,1] +2X[1,4] +1X[1,7] +3X[2,2] +2X[2,5]
+1X[3,0] +3X[3,3] +1X[3,6] +2X[4,1] +3X[4,4] +1X[4,7] +2X[5,2]
+2X[5,5] +1X[6,3] +1X[6,6] +1X[7,1] +1X[7,4] +1X[7,7]

sym_tensor(8,[1,1],A2)
2X[0,0] +1X[0,3] +1X[0,6] +3X[1,1] +2X[1,4] +1X[1,7] +4X[2,2]
+2X[2,5] +1X[2,8] +1X[3,0] +4X[3,3] +2X[3,6] +2X[4,1] +4X[4,4]
+1X[4,7] +2X[5,2] +3X[5,5] +1X[5,8] +1X[6,0] +2X[6,3] +2X[6,6]
+1X[7,1] +1X[7,4] +1X[7,7] +1X[8,2] +1X[8,5] +1X[8,8]

sym_tensor(9,[1,1],A2)
2X[0,0] +2X[0,3] +1X[0,6] +1X[0,9] +3X[1,1] +2X[1,4] +1X[1,7]
+4X[2,2] +3X[2,5] +1X[2,8] +2X[3,0] +5X[3,3] +3X[3,6] +1X[3,9]
+2X[4,1] +4X[4,4] +2X[4,7] +3X[5,2] +4X[5,5] +1X[5,8] +1X[6,0]
+3X[6,3] +3X[6,6] +1X[6,9] +1X[7,1] +2X[7,4] +2X[7,7] +1X[8,2]
+1X[8,5] +1X[8,8] +1X[9,0] +1X[9,3] +1X[9,6] +1X[9,9]
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Liste 1.1.2 : A3
symtensor(2,[2,0,0], A3)
1X0,2,0] +1X[4,0,0]

symtensor(3,[2,0,0], A3)
1X[0,0,2] +1X[2,2,0]

symtensor(2,[0, 2,0], A3)
1X/0,0,0] +1X0,2,0]

symtensor(3,[0,2,0], A3)
1X[ 0,0,0] +1X 0,0, 4]
+1X[ 1, 2,1] +1X[ 2,0, 2]

symtensor(4,[0,2,0], A3)
2X[ 0,0,0] +3X 0, 2,0]
+1X[ 0, 8,0] +1X[1, 1, 3]
+2X[ 2, 2, 2] +1X[ 2, 4, 2]

symtensor(5,[0, 2,0], A3)

+1X[ 6, 0, 0]

+1X[ 0, 4, 0]

+2X[ 0, 2, 0]
+1X[ 2, 2, 2]

+1X[ 0, 2, 4]
+1X[ 1, 2, 1]
+1X[ 3, 1, 1]
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+1X[ 2, 0, 2]

+1X[ 0, 4, 0]
+1X[ 4, 0, 0]

+3X[ 0, 4, 0]
+1X[ 1, 4, 1]
+1X[ 4, 0, 4]

+1X[ 0, 6, 0]

+1X[ 0, 6, 0]
+3X[ 2, 0, 2]
+1X[ 4, 2, 0]

2X[0, 0,0] +2X[0, 0,4]+5X[0, 2,0]+1X 0, 2,4] +4X 0, 4,0]
+1X[ 0, 4,4] +3X 0, 6,0]+1X[0, 8,0]+1X0,10,0] +2X[1, 1, 3]
+3X[ 1, 2,1] +1X[ 1, 3,3]+2X[1, 4,1]+1X[1, 6,1] +3X[2, O, 2]
+1X[2, 0,6] +1X[2, 1,4]+45X[2, 2,2]+2X 2, 4,2] +1X 2, 6, 2]
+2X[3, 1,1] +1X[ 3, 2,3]+1X[3, 3,1]+2X[4, 0,0] +1X[4, O,4]
+1X[ 4, 1,2] +1X[ 4, 2,0]+1X[ 4, 2,4]+1X[4, 4,0] +1X[6, O, 2]
symtensor(2,[1,1,0], A3)
1X[0,0,2] +1X1,1,1] +1X[2,0,0] +1X 2,2, 0]
symtensor(3,[1,1,0], A3)
1X[0,0,3] +1X0,1,1] +1X0,3,1] +1X[1,0,0] +1X 1,1, 2]
+1X[ 1, 2,0] +2X[2,0,1] +1X2,2,1] +1X3,0,2] +1X[3,1,0]
+1X[ 3, 3, 0]
symtensor(4,[1,1,0], A3)
1X[0,0,4] +1X0,1,2] +3X0,2,0] +1X[0,4,0] +2X 1,0, 1]
+2X[1,1,3] +3X[1,2,1] +1X1,4,1] +3X2,0,2] +2X[2,1,0]
+2X[2,2,2] +1X[2,3,0] +3X3,1,1] +1X[3,3,1] +2X[4,0,0]
+1X[ 4,1, 2] +1X[4,2,0] +1X 4,4, 0]
symtensor(2,[1,0,1], A3)
1X[0,0,0] +1X0,2,0] +1X[1,0,1] +1X[ 2,0, 2]
symtensor(3,[1,0,1], A3)
1X[0,0,0] +1X0,1,2] +2X1,0,1] +1X[1,2,1] +1X 2,0, 2]
+1X[ 2,1,0] +1X[3,0, 3]



2X[ 0, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 3]
+1X[ 3, 0, 3]

1X[ 0, 0, 0]
+2X[ 1, 1, 3]
+1X[ 2, 1, 4]
+1X[ 3, 2, 3]

3X[ 0, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 2]
+4X[ 1, 2, 1]
+2X[ 2, 1, 4]
+3X[ 3,1, 1]
+3X[ 4, 0, 4]
+1X[ 5, 1, 3]

symtensor(4,[1,0,1], A3)

+1X[ 0, 1, 2]
+1X[ 1, 2, 1]
+1X[ 3, 1, 1]

symtensor(5,[1,0,1], A3)

+2X[ 0, 1, 2]
+3X[ 1, 2, 1]
+1X[ 2, 2, 2]
+1X[ 4, 0, 4]

symtensor(6,[1,0,1], A3)

+1X[ 0, 0, 4]
+2X[ 0, 4, 0]
+1X[ 1, 3, 3]
+4X[ 2, 2, 2]
+1X[ 3, 1, 5]
+2X[ 4, 1, 2]
+1X[ 6, 0, 6]

+2X[ 0, 2, 0]
+3X[ 2, 0, 2]
+1X[ 4, 0, 4]

+1X[ 0, 2, 0]
+1X[ 1, 4, 1]
+1X[ 2, 3, 0]
+1X[ 4, 1, 2]

+2X[ 0, 1, 2]
+1X[ 0, 6, 0]
+1X[ 1, 4, 1]
+1X[ 2, 3, 0]
+1X[ 3, 2, 3]
+1X[ 4, 2, 0]

+1X[ 0, 4, 0]
+1X[ 2, 1, 0]

+1X[ 0, 3, 2]
+3X[ 2, 0, 2]
+3X[ 3, 0, 3]
+1X[ 5, 0, 5]

+3X[ 0, 2, 0]
+4X[ 1, 0, 1]
+6X[ 2, 0, 2]
+1X[ 2, 4, 2]
+1X[ 3, 3, 1]
+1X[ 4, 2, 4]

+2X[ 1, 0, 1]
+1X[ 2, 2, 2]

+4X[ 1, 0, 1]
+2X[ 2, 1, 0]
+2X[ 3, 1, 1]

+1X[ 0, 2, 4]
+3X[ 1, 1, 3]
+2X[ 2, 1, 0]
+4X[ 3, 0, 3]
+1X[ 4, 0, 0]
+1X[ 5, 0, 5]

Liste 1.1.3 : A4
symtensor(2,[2,0,0,0], Ad)
1X[0,2,0,0] +1X/4,0,0,0]

symtensor(3,[2,0,0,0], Ad)
1X0,0,2,0] +1X2,2,0,0] +1X]6,0,0,0]

symtensor(4,[2,0,0,0], Ad)
1X[0,0,0,2] +1X[0,4,0,0] +1X[2,0,2,0] +1X4, 2,0, 0]
+1X[ 8, 0, 0, 0]

symtensor(6,[2,0,0,0], Ad)
1X[ 0,0,4,0] +1X[ 0,2,0,2] +1X 0,6,0,0] +1X 2,0,0,
+1X[ 2,2,2,0] +1X 4,0,0,2] +1X[ 4,4,0,0] +1X 6,0, 2,
+1X[ 8,2,0,0] +1X 12,0, 0, 0]

0]
0]

symtensor(2,[0,2,0,0], Ad)
1X/0,0,0,2] +1X0,2,0,1] +1X[0,4,0,0] +1X 2,0, 2,0]
symtensor(3,[0,2,0,0], Ad)
1X0,0,0,3] +1X0,0,4,0] +2X0,2,0, 2]
+1X[0,6,0,0] +1X[1,0,2,0] +1X1,1,0,1]
+1X[2,0,0,0] +1X[2,0,2,1] +1X 2,1,1,0]
+1X[ 4, 0, 0, 2]

+1X[ 0, 4, 0, 1]
+1X[ 1, 2, 1, 1]
+1X[ 2, 2, 2, 0]
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symtensor(4,][0,

2X[ 0, 0, 0, 4]
+2X[ 0, 2, 1, 1]
+1X[ 0, 8, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 3, 1]
+1X[ 1, 4, 1, 1]
+3X[ 2, 2, 0, 0]
+1X[ 3, 0, 0, 2]
+1X[ 4, 0, 1, 1]

symtensor(2,][1,

1X[ 0, 0, 2, 0]

symtensor(3,[1,

1X[ 0, 0, 3, 0]
+1X[ 1, 0, 0, 2]
+2X[ 2,0, 1, 1]
+1X[ 3, 1, 0, 1]

sym tensor (4,1,

2X[ 0,0, 1, 1]
+2X[ 0, 2, 1, 0]
+3X[ 1, 1, 0, 1]
+1X[ 1, 4, 1, 0]
+4X[ 2, 1, 1, 0]
+3X[ 3, 1, 1, 1]
+1X[ 4, 0, 1, 0]

symtensor(2,[1,

1X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 2, 0, 2, 0]

symtensor(3,][1,

1X[ 0, 0, 0, 3]
+2X[ 0, 2, 1, 0]
+1X[ 1, 2, 1, 1]
+1X[ 3, 0, 0, 1]

sym tensor (4,1,

2X[ 0, 0, 0, 4]
+1X[ 0, 1, 2, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 0]
+5X[ 1, 0, 2, 1]
+1X[ 1, 2, 1, 2]
+3X[ 2, 0, 2, 2]
+5X[ 2, 2, 0, 0]
+1X[ 3, 0, 3, 1]
+2X[ 4,0, 1, 1]
+1X[ 6, 0, 0, O]

2,0,0],Ad)

+3X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 0, 2, 4, 0]
+2X[ 1, 0, 2, 1]
+1X[ 1, 2,1, 2]
+2X[ 2,0, 0, 1]
+2X[ 2, 2, 2, 1]
+1X[ 3, 1,1, 2]
+1X[ 4, 0, 4, 0]

1,0, 0], Ad)
+1X[ 1, 1, 1, 0]

1,0, 0], A4)

+1X[ 0, 1, 1, 1]
+1X[ 1, 0, 1, O]
+1X[ 2, 1, 0, 0]
+1X[ 3, 3, 0, 0]

1,0, 0], A4)

+1X[ 0, 0, 4, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 1]
+2X[ 1, 1, 3, 0]
+2X[ 2, 0, 0, O]
+2X[ 2, 2, 2, 0]
+1X[ 3, 2, 0, 0]
+1X[ 4, 1, 2, 0]

0,1, 0], Ad)
+1X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 3, 0, 0, 0]

0,1, 0], Ad)

+1X[ 0, 0, 1, 1]
+2X[ 1, 0, 1, 2]
+1X[ 2, 0, 2, 1]
+1X[ 3, 0, 3, 0]

0, 1,0], Ad)

+2X[ 0, 0, 1, 2]
+2X[ 0, 1, 3, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 2]
+7X[ 1, 1, 0, 2]
+3X[ 1, 2, 2, 0]
+1X[ 2, 0, 3, 0]
+1X[ 2, 2, 2, 1]
+1X[ 3, 1, 1, 2]
+1X[ 4, 0, 4, 0]

+2X[ 0, 1, 3, 0]
+3X[ 0, 4, 0, 2]
+2X[ 1, 1, 0, 2]
+2X[ 1, 2, 2, 0]
+3X[ 2, 0, 2, 2]
+1X[ 2, 3, 1, 0]
+1X[ 3, 1, 2, 0]
+1X[ 4, 2, 0, 2]

+1X[ 2, 0, 0, 1]

+1X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 2, 0]
+1X 2, 2,1, 0]

+1X[ 0, 1, 2, 1]
+2X[ 1, 0, 1, 2]
+3X[ 1, 2, 1, 1]
+3X[ 2, 0, 2, 1]
+1X[ 2, 3, 0, 1]
+1X[ 3, 3, 1, 0]
+1X[ 4, 2, 0, 1]

+1X[ 1,0, 1, 1]

+2X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 2, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 2]
+1X[ 4,0, 1, 0]

+5X[ 0, 0, 2, 0]
+2X[ 0, 2, 0, 3]
+2X[ 1, 0, 0, O]
+8X[ 1, 1, 1, 0]
+2X[ 1, 3, 0, 1]
+1X[ 2, 1, 0, 3]
+4X[ 3, 0, 0, 2]
+2X[ 3, 1, 2, 0]
+1X[ 4, 1, 0, 0]
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+3X[ 0, 2, 0, 3]
+1X[ 0, 6, 0, 1]
+2X[ 1, 1, 1, 0]
+2X[ 1, 3, 0, 1]
+3X[ 2, 1, 1, 1]
+1X[ 2, 4, 2, 0]
+1X[ 3, 2, 0, 1]
+1X[ 6, 0, 0, 0]

+1X[ 2, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 3, 1, O]
+1X[ 1, 2, 0, 1]
+1X[ 3, 0, 2, 0]

+3X[ 0, 2, 0, 2]
+3X[ 1, 0, 2, 0]
+2X[ 1, 3, 0, 0]
+2X[ 2, 1, 0, 2]
+3X[ 3, 0, 0, 1]
+2X[ 4, 0, 0, 2]
+1X[ 4, 4, 0, 0]

+1X[ 1, 1, 0, O]

+1X[ 0, 1, 2, 1]
+4X[ 1, 1, 0, 1]
+2X[ 2, 1, 1, 0]

+4X[ 0, 1, 0, 1]
+5X[ 0, 2, 1, 1]
+2X[ 1,0, 1, 3]
+1X[ 1, 1, 3, 1]
+5X[ 2, 0, 0, 1]
+7X[ 2, 1, 1, 1]
+2X[ 3, 0, 1, 0]
+1X[ 3, 2, 0, 1]
+1X[ 5, 0, 2, 0]



symtensor(2,[1,

1X[ 0, 0, 0, 0]

sym tensor(3,][1,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 1, 1]

sym tensor (4,1,

2X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 2, 2, 0]
+1X[ 1, 2, 0, 0]
+1X[ 3, 0, 0, 3]

sym tensor (5,1,

2X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 2, 1, 2]
+1X[ 1, 0, 2, 2]
+1X[ 1, 2, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 4]
+3X[ 3, 0, 0, 3]
+1X[ 4, 0, 1, 2]

symtensor(6,[1,

3X 0, 0,0, 0]
+5X[ 0, 1, 1, 0]
+3X[ 0, 2, 2, 0]
+2X[ 1, 0, 2, 2]
+2X[ 1, 2, 0, 0]
+1X[ 1, 3,1, 0]
+1X[ 2, 0, 3, 1]
+2X[ 2, 2, 0, 1]
+1X[ 3, 1, 0, 0]
+1X[ 3, 2, 0, 2]
+1X[ 4, 1, 1, 4]

symtensor(2,[0,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 0, 1]

symtensor(3,[0,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+4X[ 0, 1, 1, O]
+1X[ 0, 3, 0, 1]
+1X[ 1, 0, 3, 0]
+1X[ 1, 2, 2, 1]
+2X[ 2, 0, 1, 0]
+2X[ 2, 2, 0, 1]

0,0, 1], Ad)
+1X[ 0, 1, 1, O]

0,0, 1], A4)
+1X[ 0, 1, 0, 2]
+1X[ 2, 0, 0, 2]

0,0, 1], Ad)

+1X[ 0, 0, 2, 1]
+3X[ 1, 0, 0, 1]
+3X[ 2, 0, 0, 2]
+1X[ 3, 0, 1, 1]

0,0, 1], Ad)

+1X[ 0, 0, 2, 1]
+1X[ 0, 2, 2, 0]
+1X[ 1, 0, 3, 0]
+1X[ 1, 2, 2, 1]
+2X[ 2, 1, 1, 2]
+2X[ 3,0, 1, 1]
+1X[ 5, 0, 0, 5]

0,0, 1], Ad)

+1X[ 0, 0, 1, 3]
+1X[ 0, 1, 3, 1]
+1X[ 0, 3, 0, 1]
+1X[ 1, 0, 3, O]
+1X[ 1, 2, 1, 3]
+7X[ 2, 0, 0, 2]
+2X[ 2, 1, 0, 4]
+1X[ 2, 2, 2, 2]
+1X[ 3, 1, 0, 5]
+3X[ 4, 0, 0, 4]
+1X[ 5, 0, 0, 5]

1,1, 0], Ad)
+1X[ 0, 0, 2, 1]
+1X[ 1, 1, 1, 1]

1,1, 0], Ad)

+1X[ 0, 0, 1, 3]
+1X[ 0, 1, 3, 1]
+1X[ 0, 3, 3, 0]
+1X[ 1, 1, 0, 3]
+1X[ 1, 3, 0, 2]
+1X[ 2, 0, 3, 1]
+1X[ 3, 0, 0, 3]

+1X[ 1, 0, 0, 1]

+1X[ 0, 1, 1, O]
+1X[ 2, 0, 1, 0]

+1X[ 0, 1, 0, 2]
+1X[ 1, 1, 0, 3]
+1X[ 2, 0, 1, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 4]

+3X[ 0, 1, 0, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 1]
+2X[ 1, 1, 0, 3]
+4X[ 2, 0, 0, 2]
+1X 2,1, 2, 0]
+1X[ 3, 1, 1, 3]

+2X[ 0, 0, 2, 1]
+1X[ 0, 2, 0, 4]
+1X[ 0, 3, 3, 0]
+4X[ 1, 1, 0, 3]
+2X[ 1, 2, 2, 1]
+3X[ 2, 0, 1, 0]
+5X[ 2, 1, 1, 2]
+5X[ 3, 0, 0, 3]
+2X[ 3, 1, 1, 3]
+2X[ 4,0, 1, 2]
+1X[ 5, 0, 1, 3]

+1X[ 0, 1, 1, O]
+1X[ 1, 2, 0, 0]

+2X[ 0, 0, 2, 1]
+1X[ 0, 2, 1, 2]
+2X[ 1, 0, 0, 1]
+6X[ 1, 1, 1, 1]
+1X[ 1, 3, 1, 0]
+1X[ 2,1, 1, 2]
+1X[ 3,0, 1, 1]
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+1X[ 2, 0, 0, 2]

+2X[ 1, 0, 0, 1]
+1X[ 3, 0, 0, O]

+2X[ 0, 1, 1, 0]
+2X[ 1, 1, 1, 1]
+1X[ 2, 1, 1, 2]

+3X[ 0, 1, 1, 0]
+4X[ 1, 0, 0, 1]
+4X[ 1, 1, 1, 1]
+3X[ 2, 0, 1, 0]
+1X[ 2, 2, 0, 1]
+1X[ 4, 0, 0, 4]

+3X[ 0, 1, 0, 2]
+2X[ 0, 2, 1, 2]
+6X[ 1, 0, 0, 1]
+8X[ 1, 1, 1, 1]
+1X[ 1, 3, 0, 2]
+1X[ 2, 0, 2, 3]
+2X 2,1, 2, 0]
+4X[ 3,0, 1, 1]
+1X[ 3, 1, 2, 1]
+1X[ 4, 0, 2, 0]
+1X[ 6, 0, 0, 6]

+1X[ 0, 2, 2, 0]
+1X[ 2, 0, 0, 2]

+2X[ 0, 1, 0, 2]
+3X[ 0, 2, 2, 0]
+2X[ 1, 0, 2, 2]
+2X[ 1, 2, 0, 0]
+2X[ 2, 0, 0, 2]
+1X 2,1, 2, 0]
+1X[ 3, 1, 0, 0]



3X[ 0, 0, 0, 0]
+7X[ 0, 1, 0, 2]
+3X[ 0, 2, 0, 4]
+7X[ 0, 3, 0, 1]
+3X[ 0, 4, 1, 1]

+11X[ 1, 0, 2, 2]
+3X[ 1, 1, 3, 2]
+10X[ 1, 2, 2, 1]
+1X[ 1, 4, 1, 2]
+3X[ 2, 0, 2, 3]
+10X[ 2, 1, 2, 0]
+1X[ 2, 2, 3, 0]
+9X[ 3, 0, 1, 1]
+3X[ 3, 1, 2, 1]

symtensor(4,[0,1,1,0], Ad)

+ 4X[0,0, 1, 3]
+11X[ 0, 1, 1, O]
+10X[ 0, 2, 1, 2]
1X[ 0, 3, 2, 2]
1X[ 0, 4, 4, 0]
7X[ 1, 0, 3, 0]
3X[ 1, 1, 4, 0]
6X[ 1, 3, 0, 2]
1X[ 1, 4, 2, 0]
6X[ 2, 0, 3, 1]
1X[ 2, 1, 4, 1]
3X[ 2, 3, 1, 1]
1X[ 3, 0, 4, 0]
3X[ 3, 2, 0, 2]

+ + + 4+ +++++++

+10X[ 0, 0, 2, 1]
+ 2X[ 0, 1, 2, 3]
+13X[ 0, 2, 2, 0]
+ 3X[ 0, 3, 3, 0]
+ 6X[1,0,0, 1]
+ 9X[ 1,1, 0, 3]
+10X[ 1, 2, 0, 0]
+ 7X[ 1, 3, 1, 0]
+11X[ 2, 0, 0, 2]
+ 1X[ 2, 1, 0, 4]
+11X[ 2, 2, 0, 1]
+ 2X[ 2, 4, 0, 0]
+ 4X[3, 1,0, 0]
+ 2X[ 3,2, 1, 0]

2X[ 0, 0, 4, 2]
7X 0, 1, 3, 1]
1X[ 0, 2, 4, 1]
1X[ 0, 4, 0, 3]
2X[ 1, 0, 1, 4]
+24X[ 1, 1, 1, 1]
+ 3X[1, 2,1, 3]
+ 1X[ 1, 3, 3, 1]
+ 7X[ 2,0, 1, 0]
+13X[ 2, 1, 1, 2]
2X[ 2, 2, 2, 2]
4X[ 3,0, 0, 3]
2X[ 3, 1, 1, 3]
1X[ 4, 0, 0, 4]

+ + + + +

+

+ + +

symtensor(2,[0,1,0,1], Ad)

1X[ 0, 0, 0, 3]
+1X[ 1, 1, 0, 1]

sym tensor(3,][0,

2X[ 0, 0, 1, 0]
+1X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 1, 1, 0, O]
+1X[ 2, 0, 1, 2]

sym tensor(4,]0,

2X[ 0, 0,0, 1]
+1X[ 0, 0, 3, 0]
+1X[ 0, 2, 0, 5]
+2X[ 0, 3, 1, 0]
+1X[ 1, 0, 2, 3]
+5X[ 1, 1, 2, 0]
+1X[ 1, 3, 1, 1]
+2X[ 2, 1, 0, 0]
+1X[ 2, 2,1, 0]
+2X[ 4, 0, 0, 0]

symtensor(2,][0,

1X[ 0, 0, 2, 2]

symtensor(3,[0,

1X[ 0, 0, 1, 2]
+1X[ 0, 1, 2, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 1, O]

symtensor(4,][0,

2X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 0, 1, 0, 4]
+1X[ 0, 1, 4, 1]
+2X[ 0, 3, 1, 1]
+1X[ 1, 0, 2, 4]
+3X[ 1, 1, 1, 3]
+2X[ 2, 0, 0, 4]

+1X[ 0, 0, 1, 1]
+1X[ 2, 0, 0, 0]
1,0, 1], Ad)

+1X[ 0, 1, 0, 4]
+1X[ 0, 3, 0, 3]
+1X[ 1, 1, 2, 1]
+2X[ 2, 1, 0, 1]

1,0, 1], Ad)

+1X[ 0, 0, 0, 6]
+2X[ 0, 1, 0, 3]
+2X[ 0, 2, 1, 3]
+1X[ 0, 4, 0, 4]
+2X[ 1, 0, 3, 1]
+5X[ 1, 2, 0, 1]
+4X[ 2, 0, 0, 3]
+1X[ 2, 1, 1, 3]
+1X[ 3, 0, 1, 2]

0,1, 1], Ad)

+1X[ 0, 1, 1, 1]
0,1, 1], A4)

+1X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 0, 1, 3, 0]
+1X[ 1,0, 1, 3]
+1X[ 2, 0, 0, 1]

0,1, 1], Ad)

+1X[ 0, 0, 2, 3]
+4X[ 0, 1, 1, 2]
+3X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 0, 4, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 3, 2]
+3X[ 1, 1, 2, 1]
+2X[ 2, 0, 1, 2]

+1X[ 0, 2, 0, 2]

+2X[ 0, 1, 1, 2]
+1X[ 1, 0, 0, 3]
+1X[ 1, 2, 0, 2]
+1X[ 3, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 1, 4]
+8X[ 0, 1, 1, 1]
+3X[ 0, 2, 2, 1]
+5X[ 1, 0, 0, 2]
+2X[ 1, 1, 0, 4]
+1X[ 1, 2, 2, 2]
+7X[ 2,0, 1, 1]
+1X[ 2, 1, 2, 1]
+2X[ 3, 0, 2, 0]

+1X[ 0, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 3, 3]
+1X[ 0, 2, 0, 3]
+1X[ 1, 0, 2, 1]

+2X[ 0, 0, 3, 1]
+2X[ 0, 1, 2, 0]
+1X[ 0, 2, 1, 4]
+3X[ 1, 0, 0, 3]
+1X[ 1, 0, 4, 0]
+3X[ 1, 2, 0, 2]
+3X[ 2, 0, 2, 0]
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+1X[ 1, 0, 2, 0]

+2X[ 0, 1, 2, 0]
+4X[ 1, 0, 1, 1]
+1X[ 1, 2, 1, 0]

+5X[ 0, 0, 2, 2]
+5X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 0, 2]
+4X 1,0, 1, 0]
+7X[ 1, 1, 1, 2]
+1X[ 1, 3, 0, 3]
+1X[ 2, 0, 4, 0]
+3X[ 2, 2, 0, 2]
+2X[ 3, 1, 0, 1]

+1X[ 1, 0, 0, 2]

+1X[ 0, 1, 0, 1]
+1X[ 0, 2, 1, 1]
+2X[ 1, 1, 0, 2]

+1X[ 0, 0, 4, 4]
+1X[ 0, 1, 3, 3]
+2X[ 0, 2, 2, 2]
+3X[ 1, 0, 1, 1]
+2X[ 1, 1, 0, 0]
+1X[ 1, 2, 1, 0]
+2X[ 2, 1, 0, 1]



symtensor(5,[0,0,1, 1], Ad)

1X[0,0,0,0] + 2X0,0,0,D5]
+1X[ 0,0, 3,4] + 2X/0,0,4,2]
+6X[0,1,0,2] + 4X0,1,1,0]
+5X[ 0,1, 3,1] + 1X[0, 1, 4, 4]
+8X[0,2,1,2] + 5X0,2,2,0]
+1X[ 0, 2,4,1] + 4X0, 3,0, 1]
+1X[ 0, 3,3,0] + 1X[0,4,0, 3]
+2X[1,0,0,1] + 5X1,0,1,4]
+1X[1,0,3,5] + 1X 1,0, 4, 3]
+12X[1,1,1,1] + 3X[ 1,1, 2, 4]
+3X[1,2,0,0] + 1X[1,2,0,5]
+4X[ 1,3,0,2] + 2X1,3,1,0]
+2X[2,0,1,5] + 4X 2,0, 2,3]
+7X[2,1,1,2] + 4X[ 2,1, 2, 0]
+3X[3,0,1,1] + 1X3,1,0,0]
Liste 1.1.4 : A5

symtensor(2,[2,0,0,0,0], A5)

+ ++ 4+ +++ A+ ++

1X/ 0,2,0,0,0] +1X[4,0,0,0,0]

symtensor(3,[2,0,0,0,0], A5)

1X[0,0,2,0,0] +1X2,2,0,0,0] +1X6,0,0,0, 0]

symtensor(4,[2,0,0,0,0], A5)

5X[ 0, 0, 1, 3]
1X[ 0, 0, 5, 0]
1X[ 0, 1, 1, 5]
1X[ 0, 1, 5, 2]
1X[ 0, 2, 2, 5]
1X[ 0, 3, 1, 4]
2X[ 0, 4, 1, 1]
ox[ 1, 0, 2, 2]
1X[ 1, 0, 5, 1]
4X[ 1,1, 3, 2]
5X[ 1, 2, 1, 3]
4X[ 2,0, 0, 2]
4X[ 2,0, 3, 1]
4X[ 2, 2,0, 1]

+ ++ 4+ +++ A+ ++

5X[ 0, 0, 2, 1]
1X[ 0, 0, 5, 5]
5X[ 0, 1, 2, 3]
3X[ 0, 2, 0, 4]
2X[ 0, 2, 3, 3]
2X[ 0, 3, 2, 2]
1X[ 0, 5, 0, 0]
4X[ 1,0, 3, 0]
8X[ 1, 1, 0, 3]
2X[ 1, 1, 4, 0]
4X[ 1, 2, 2, 1]
4X[ 2,0, 1, 0]
3X[ 2, 1, 0, 4]
2X[ 3, 0, 0, 3]

1X[ 0, 0, 0, 2, 0] +1X[ 0, 4, 0, 0, 0] +1X[ 2, 0, 2, 0, 0] +1X[ 4, 2, 0, 0, 0]

+1X[ 8, 0, 0, 0, 0]

symtensor(5,[2,0,0,0,0], A5

1X[0,0,0,0,2]+1X[ 0, 2,2,0,0]+1X[ 2,0, 0, 2, 0] +1X[ 2, 4, 0, 0, 0]
+1X[ 4,0, 2,0, 0] +1X[ 6, 2, 0, O, 0] +1X[ 10, O, O, 0, O]
symtensor(2,[0,2,0,0,0], A5)
1X/0,0,0,2,0]+1X[0,2,0,1,0]+1X[ 0, 4,0,0,0] +1X[2,0,2,0,0]
symtensor(3,[0,2,0,0,0], A5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+2X[ 0, 2, 0, 2, 0]
+1X[ 1, 0, 2, 0, 1]
+1X[ 2, 0, 2, 1, O]

+1X[ 0, 0, 0, 3, 0] +1X[ 0, 0, 4, 0, 0] +1X[ 0, 1, O, 1, O]
+1X[ 0, 3, 0, 0, 0] +1X[ 0, 4, 0, 1, 0] +1X[ 0, 6, 0, 0, O]
+1X[ 1,1, 0,1, 1] +1X[ 1, 2, 1, 1, 0] +1X[ 2, 0, 0, 0, 2]
+1X[ 2, 1,1, 0, 1] +1X[ 2, 2, 2, 0, 0] +1X[ 4, 0, 0, 2, O]

symtensor(4,[0,2,0,0,0], A5

1X[ 0, 0, 0, 1, 0] +2X[ 0, 0, 0, 4, 0] +3X[ O,
+1X[ 0, 1, 1, 0, 1] +2X[ 0, 1, 3, 0, 1] +3X[ O,
+2X[ 0, 2, 1, 1, 1] +1X[ 0, 2, 4, 0, 0] +3X[ O,
+1X[ 0, 5, 0, 0, 0] +1X[ 0, 6, 0, 1, 0] +1X[ O,
+2X[ 1, 0,2, 1, 1] +1X[ 1, 0, 3, 0, 0] +2X[ 1,
+3X[ 1,1, 1,1, 0] +1X[ 1, 1, 3, 1, 0] +2X[ 1,
+2X[ 1,2,2,0, 1] +2X[ 1, 3, 0, 1, 1] +1X[ 1,
+2X[ 2,0, 0, 1, 2] +2X[ 2, 0, 1, 0, 1] +3X[ 2,
+2X[ 2,1, 2,0, 0] +3X[ 2, 2, 0, 0, 2] +2X[ 2,
+1X[ 2, 4,2, 0, 0] +1X[ 3, 0, 0, 2, 1] +2X[ 3,
+1X[ 3,1, 1, 2, 0] +1X[ 3, 1, 2, 0, 1] +1X[ 3,
+1X[ 4,0, 1, 1, 1] +1X[ 4, 0, 4, 0, 0] +1X[ 4,

+1X[ 6, 0, 0, 0, 2]

0,2,0
2,0,0
3,0,1
8,0, 0
1,0, 2
2,0,0,1] +1X[ 1,
3,1,0
0,2, 2
2,2, 1
0,1,1
2,0,1
1,0, 1
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symtensor(2,[0,0,2,0,0], A5)
1X/0,0,0,0,0] +1X[0,0,4,0,0] +1X/0,1,0,1,0]
+1X[ 0,2,0,2,0] +1X/1,0,2,0,1] +1X2,0,0,0, 2]

symtensor(3,[0,0,2,0,0], A5

1X[0,0,0,2,2] +1X[ 0,0, 1, 1, 1] +3X[ O,
+1X[ 0, 0, 6, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 0, 2] +1X[ O,
+1X[ 0,2, 0, 1, 2] +1X[ 0, 2, 1, 0, 1] +1X[ O,
+1X[ 1,0, 0,0, 1] +1X[ 1, 0, 1, 1, 2] +1X[ 1,
+1X[ 1,0, 4, 0, 1] +2X[ 1, 1, 0, 1, 1] +1X[ 1,
+1X[ 1,2, 0,2, 1] +1X[ 1, 2, 1, 1, 0] +1X[ 2,
+2X[ 2,0, 2,0, 2] +1X[ 2, 1, 0, 2, 0] +1X[ 2,

+1X[ 3, 0, 0, 0, 3]

symtensor(4,[0,0,2,0,0], A5

3X[ 0, 0, 0, 0, 0]
1X[ 0, 0, 0, 6, 0]
2X[ 0, 0, 2, 0, 0]
6X[ 0, 0, 4, 0, 0]
1X[ 0, 1, 0, 0, 2]
2X[ 0, 1, 1, 1, 3]
6X[ 0, 1, 2, 1, 0]
3X[ 0, 2, 0, 0, 4]
4X1 0,2, 1,0, 1]
2X[ 0, 2, 2, 2, 0]
3X[ 0, 3, 0, 0, 0]
3X[ 0,3, 1, 1, 1]
1X[ 0, 4, 0, 4, 0]
1X[ 1,0, 0, 0, 1]
7X[ 1,0, 1,1, 2]
1X[ 1, 0, 2, 3, 1]
3X[ 1,0, 4, 0, 1]
oxX[ 1,1, 0, 1, 1]
3X[ 1,1, 1, 2, 2]
ox[ 1,1, 2, 1, 1]
2X[ 1, 2, 0, 1, 3]
7X( 1,2, 1,1, 0]
2X[ 1, 3,0, 0, 1]
1X[ 1, 3, 2, 0, 1]
1X[ 2, 0,0, 1, 0]
2X[ 2,0, 1, 1, 3]
6X[ 2,0, 2, 1, 0]
7X(2,1,0, 1, 2]
1X[ 2,1, 1, 3, 1]
2X[ 2,1, 3, 0, 1]
3X[ 2,2, 1,1, 1]
1X[ 3, 0, 0, 0, 3]
2X[ 3,0, 1, 3, 0]
2X[ 3,1, 0, 2, 1]
2X[ 3,2, 0,0, 1]

++++++++ A+ A+ A A A A+ o+

+

++++++++ A+ A+ A A A A+ o+

1X[ 0, 0, 0, 2, 2]
2X[ 0, 0, 1, 0, 3]
3X[ 0, 0, 2, 2, 2]
1X[ 0, 0, 6, 0, 0]
6X[ 0, 1,0, 1, 0]
7X10, 1,1, 2, 1]
1X[ 0, 1, 3, 2, 1]
4X[0,2,0,1, 2]
1X[ 0, 2, 1, 3, 1]
2X[ 0, 2, 3, 0, 1]
3X[ 0, 3, 0, 3, 0]
1X[ 0, 4, 0, 0, 2]
1X[ 0, 4, 2, 0, 2]
2X[ 1, 0, 0, 2, 3]
4X[ 1,0, 1, 2, 0]
2X[ 1, 0, 3, 1, 2]
1X[ 1, 0, 6, 0, 1]
1X[ 1,1, 0, 4, 1]
3X[ 1, 1, 1, 3, 0]
3X[ 1, 1, 3, 0, 0]
6X[ 1,2, 0,2, 1]
2X[ 1, 2, 2, 2, 1]
1X[ 1,3, 1, 1, 2]
1X[ 1, 4,0, 1, 1]
1X[ 2, 0, 0, 3, 2]
5X[ 2, 0, 1, 2, 1]
1X[ 2, 0, 2, 4, 0]
4X[ 2, 1,0, 2, 0]
1X[ 2,1, 2, 1, 2]
1X[ 2, 2, 0, 0, 0]
3X[ 2, 2, 2, 0, 0]
3X[3,0,0, 1, 1]
3X[ 3,0, 2,0, 3]
2X[ 3,1, 1, 0, 2]
2X[ 4,0, 0, 0, 4]
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0,2, 0, 0] +1X 0,
1,1, 2, 1] +2X 0,
2,2,2,0]+1X[ 0,
0,1, 2, 0] +2X 1,
1,1,0
0,0,1
1,1,0

, 0] +1X[ 1,
, 0] +1X[ 2,
, 1] +1X[ 2,

+ 3X[0, 0,0, 3, 0]
+ 4X[0,0,1,1, 1]
+ 3X[0,0,3,1,1]
+ 1X[ 0, 0, 8, 0, 0]
+ 2X[ 0,1, 0, 4, 0]
+ 6X[0, 1, 2,0, 2]
+ 3X[0, 1, 4, 1, 0]
+10X[ 0, 2, 0, 2, 0]
+ 2X[0, 2,2, 1, 2]
+ 1X[ 0, 2, 4, 2, 0]
+ 2X[0, 3, 1, 0, 3]
+ 2X[ 0, 4,0, 1, 0]
+ 1X[ 0, 6, 0, 0, 0]
+ 2X[1,0,0, 3, 1]
+11X[ 1, 0, 2, 0, 1]
+ 2X[ 1,0, 3, 2, 0]
+ 3X[1,1,0,0, 3]
+ 4X[1,1,1,0,0]
+ 2X[ 1,1, 2,0, 3]
+ 1X[ 1,1, 4, 1, 1]
+ 5X[1,2,1,0,2]
+ 1X[ 1, 2, 3, 1, 0]
+ 1X[ 1, 3, 1, 2, 0]
+ 6X[2,0,0,0, 2]
+ 1X[ 2,0, 0, 4, 0]
+ 5X[ 2,0, 2,0, 2]
+ 3X[2,0,4,0,2]
+ 7X[2,1,1,0, 1]
+ 2X[2, 1, 2, 2, 0]
+ 3X[2,2,0,2,2]
+ 1X[ 2, 3,0, 0, 2]
+ 2X[ 3,0, 1, 0, 0]
+ 2X[3,0,2, 1, 1]
+ 2X[3, 1,1, 1, 0]
+ 3X[ 4,0, 0, 2, 0]



symtensor(2,[1,1,0,0,0]

symtensor(3,[1,1,0,0,0]

symtensor(4,[1,1,0,0,0]
2X[0,0,1,1, 1] +1X[ 0,0,
+3X[ 0, 2, 0, 2, 0] +2X[ 0, 2,
+2X[1,0,1,2,0]+3X[ 1,0
+2X[1,1,3,0,0]+3X[ 1, 2
+2X[2,0,0,0,2]+1X 2,0
+4X[ 2,1,1, 0, 1] +1X[ 2, 2,
+3X[3,0,0,1,1]+2X[ 3,0
+1X[ 3,3,1,0,0]+2X[ 4,0
+1X[ 4,1, 2,0,0]+1X[ 4, 2

symtensor(5,[1,1,0,0,0],
1X 0,0, 0,0, 3] 1X 0,
+1X[ 0, 0, 1, 3, 0]
+1X[ 0, 0, 5, 0, 0]
+7X[0,1,1,1, 0]
+4X[ 0, 2,1, 2, 0]
+4X[ 0, 3,1, 0, 0]
+1X[ 0, 5,0, 0, 1]
+5X[ 1, 0, 1, 0, 1]
+1X/ 1,1, 0, 0, 0]
+7X[ 1,1, 2,0, 0]
+9X 1, 2,0, 1, 0]
+5X[ 1, 3,1, 0, 1]
+1X[ 1, 5,0, 1, 0]
+9X 2,0,1, 1, 0]
+7X[2,1,1, 2,0]
+6X[ 2, 2,1, 0, 0]
+2X[ 2,4, 0,0, 1]
+2X[ 3,0, 0, 3, 0]
+1X[ 3, 0, 4, 0, 0]
+5X[ 3, 1, 2, 1, 0]
+1X[ 3, 3,0, 0, 0]
+4X[ 4,0, 0, 0, 1]
+5X[ 4, 1, 0, 1, 1]
+3X[ 4, 2,1, 1, 0]
+2X[ 5, 0,0, 0, 2]
+2X[ 5,1, 0, 2, 0]
+1X[ 5, 2, 2, 0, 0]

+++++++++++++++++++++++++++
N
P
N

4
1
2
1

, 0,
0
1
0
0

, A5)
1X[0,0,2,0,0] +1X[ 1,1, 1,0, 0] +1X[ 2, 0, 0, 1, 0] +1X[ 2, 2, 0, 0, 0]

, AS)

1X[ 0, 0, 3,0, 0] +1X[ 0, 1, 1, 1, 0] +1X[ O,
+1X[ 1,0, 0,2, 0] +1X[ 1, 0, 1, 0, 1] +1X[ 1,
+2X[ 2,0, 1, 1, 0] +1X[ 2, 1, 0, 0, 1] +1X[ 2,
+1X[ 3, 0,2, 0, 0] +1X[ 3, 1, 0, 1, 0] +1X[ 3,
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2,0,0, 1] +1X[
1,2, 0, 0] +1X
2,1,0,0] +1X[
3,0, 0, 0]
, AS)
0, 0] +2X[ 0, 1, 0, 1, 0] +1X] O,
0, 1] +1X[ 0, 3, 0, 0, 0] +1X O,
0,1] +3X[ 1, 1, 0, 1, 1] +3X[ 1,
1,0]+2X[ 1, 3,0, 0, 1] +1X 1,
1,0]+3X[ 2, 0, 2, 1, 0] +2X[ 2,
0, 0] +2X[ 2, 2, 2, 0, 0] +1X[ 2,
0, 0] +3X[ 3, 1, 1, 1, 0] +1X[ 3,
2,0] +1X[ 4, 0, 1, 0, 1] +1X[ 4,
1, 0] +1X[ 4, 4, 0, 0, 0]
A5)
0,0,1,1] + 1X[ 0,0, 1,0, 0]
,0,2,1,1] + 1X0,0, 3,0, 0]
,1,0,2,1] + 4X0,1,1,0, 2]
1,3,1,0] + 4X0,2,0,0, 1]
2,2,0,1] + 4X0,3,0,1, 1]
3,3,0,0] + 2X[0,4,1,1,0]
0,0,1,2] + 4X[1,0,0,2,0]
0,2,2,0] + 4X[1,0,3,0,1]
1,0,3,0] +12X[1,1,1,1,1]
1,4,0,0] + 5X1,2,0,0, 2]
2,2,1,0] + 4X[1,3,0,2,0]
4,0,0,0] + 1X[ 1,4, 2,0, 0]
0,0,2,1] + 6X[2,0,1,0, 2]
0,3,1,0] + 6X[2,1,0,0,1]
1,2,0,1] + 9X2,2,0,1, 1]
2,3,0,0] + 4X[2, 3,1,1,0]
5,1,0,0] + 2X[3,0,0,0, 0]
0,1,1,1] + 6X[3,0,2,0,0]
1,0,0,2] + 7X3,1,0,1, 0]
2,0,2,0] + 5X3,2,1,0,1]
3,2,0,0] + 1X[3,4,0,1, 0]
0,1,2,0] + 3X[4,0,2,0,1]
1,1,0,0] + 1X[(4,1,3,0, 0]
3,0,0,1] + 1X[ 4, 4, 1,0, 0]
,0,0,1,0] + 1X[5,0,2,1,0]
,1,1,0,1] + 1X5,2,0,0, 0]
,3,0,1,0] + 1X[5,5,0,0, 0]
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symtensor(2,[1,0,1,0,0], A5)
1X/0,0,0,2,0]+1X[0,1,0,0,0] +1X0,2,0,1,0]+1X1,0,1,1,0]
+1X[1,1,0,0,1]+1X 2,0,2,0,0] +1X3,0,0,0,1]

symtensor(3,[1,0,1,0,0], A5

1X0,0,0,3,0]+1X0,0,1,1,1]+2X 0,0, 2,0,0]+2X[ 0, 1, 0, O, 2]
+2X[0,1,0,1,0]+1X[0,1,2,1,0]+2X[0,2,1,0, 1] +1X 0, 3, 0, 0, 0]
+1X[1,0,0,0,1]+2X1,0,1,2,0] +1X[1,0,2,0,1] +4X[ 1,1, 0, 1, 1]
+3X[1,1,1,0,0]+1X[1,2,1,1,0]+3X[2,0,0,1,0]+1X] 2,0, 2, 1, 0]
+1X[2,1,0,2,0]+2X[2,1,1,0,1]+1X[ 2,2,0,0,0] +1X[ 3, 0,0, 1, 1]
+2X[3,0,1,0,0]+1X[ 3,0, 3,0,0] +1X[ 4,0, 1, 0, 1]

symtensor(4,[1,0,1,0,0], A5

1X0,0,0,0,2] + 3X0,0,0,1,0] + 2X0,0,0,4,0]
+2X[(0,0,1,2,1] + 5X0,0,2,0,2] + 4X0,0,2,1,0]
+4X/0,1,0,1,2] + 9X0,1,0,2,0] +10X[0,1,1,0,1]
+1X[0,1,2,2,0] + 2X0,1,3,0,1] + 7X/0,2,0,0,0]
+2X/0,2,0,3,0] + 5X0,2,1,1,1] + 3X0,2,2,0,0]
+1X0,3,0,0,2] + 6X0,3,0,1,0] + 1X[0,4,0,2,0]
+2X/1,0,0,0,3] + 8X1,0,0,1,1] + 4X[1,0,1,0,0]
+2X[1,0,1,3,0] + 5X/1,0,2,1,1] + 4X[1,0,3,0,0]
+7X(1,1,0,2,1] + 8X[1,1,1,0,2] +15X[1,1,1,1,0]
+1X(1,1,3,1,0] +11X[1,2,0,0,1] + 1X[1,2,1,2,0]
+3X[1,2,2,0,1] + 2X[1,3,0,1,1] + 2X[1,3,1,0,0]
+5X[2,0,0,1,2] + 7X2,0,0,2,0] +12X[2,0,1,0, 1]
+3X[2,0,2,2,0] + 1X[2,0,3,0,1] + 4X2,1,0,0,0]
+1X[2,1,0,3,0] + 7X[2,1,1,1,1] + 6X[ 2,1, 2,0,0]
+5X[2,2,0,0,2] + 5X2,2,0,1,0] + 1X[2,2,2,1,0]
+4X[3,0,0,2,1] + 2X[3,0,1,0,2] + 9X3,0,1,1,0]
+1X[3,0,3,1,0] + 6X[3,1,0,0,1] + 1X/3,1,1,2,0]
+2X[(3,1,2,0,1] + 1X[3,2,0,1,1] + 1X/3,2,1,0,0]
+3X[4,0,0,0,0] + 2X[4,0,1,1,1] + 2X[4,0,2,0,0]
+1X[4,0,4,0,0] + 1X[4,1,0,0,2] + 3X[4,1,0,1,0]
+1X[5,0,0,0,1] + 1X[5,0,2,0,1] + 1X[6,0,0,0,2]

symtensor(2,[1,0,0,1, 0], A5)
1X0,0,0,0,2] +1X[0,1,1,0,1] +1X 1,0,0,1,1]
+1X[1,0,1,0,0] +1X2,0,0,2,0] +1X 2,1,0,0,0]

symtensor(3,[1,0,0,1, 0], A5)
1X[0,0,0,0,3]+1X/0,0,0,1, 1] +2X[ 0, 0, 1, 0, 0] +1X[ 0, O, 3, 0, 0]
+1X[0,1,0,2,1]+1X0,1,1,0,2]+2X/0,1,1,1,0]+2X 0, 2, 0,0, 1]
+2X[1,0,0,1,2]+1X1,0,0,2,0]+4X[1,0,1,0, 1] +1X[ 1, 1, 0, O, 0]
0,0,2
0,0,0

+1X[ 1, 1,1, 1, 1] +1X[ 1, 2, 0, 1, 0] +1X[ 2, 1] +1X[ 2,0, 1, 0, 2]
+2X[ 2,0, 1,1, 0] +2X[ 2, 1, 0, 0, 1] +1X[ 3, ,0] +1X[ 3,0, 0, 3, 0]
+1X[ 3, 1, 0, 1, 0]

symtensor(4,[1,0,0,1, 0], AS)
2X[0,0,0,0,4]+2X0,0,0, 1, 2] +5X[ 0,0, 0, 2, 0] +5X[ 0, 0, 1, 0, 1]
+1X 0,0, 2,1,2]+1X 0,0, 2,2,0]+1X[ 0,0, 3,0, 1] +3X[ 0, 1, 0, O, 0]
+1X[0,1,0,2,2]+2X0,1,0,3,0]+2X/ 0,1,1,0,3]+8X[0,1,1,1, 1]
112



+3X[ 0, 1,2,0,0]+ 4X[0,2,0,0,2]+7X 0,2, 0,1, 0] +1X[ 0, 2, 2, 0, 2]
+1X[ 0,3, 0,2, 0]+ 1X[ 0, 4,0,0,0] +3X[ 1,0, 0, 1, 3] +5X[ 1, 0, 0, 2, 1]
+9X[ 1,0, 1,0,2] +10X[ 1,0, 1,1, 0] +1X[ 1, 0, 3, 1, 0] +9X[ 1, 1, 0, 0, 1]
+1X[ 1,1, 0,3, 1]+ 2X[1,1,1,1,2]+3X[1, 1, 1,2, 0] +3X[ 1, 1, 2, 0, 1]
+1X[ 1, 2,0,0,3]+ 5X[1,2,0,1,1] +3X[ 1, 2, 1, 0, 0] +2X[ 2, 0, O, O, O]
+3X[2,0,0,2,2]+ 1X[2,0,0, 3, 0] +1X[ 2,0, 1, 0, 3] +8X[ 2, 0, 1, 1, O]
+6X[2,0,2,0,0]+ 6X[2,1,0,0,2]+6X[ 2, 1,0, 1, 0] +1X[ 2, 1, 1, 2, 1]
+1X[2,2,0,2,0]+ 1X[2,2,1,0,1] +4X[ 3,0, 0, 0, 1] +1X[ 3, 0, 0, 3, 1]
+1X[3,0,1,1,2]+ 2X[3,0,1,2,0]+1X[ 3,0, 2,0, 1] +3X[ 3, 1, 0, 1, 1]
+2X[3,1,1,0,0]+ 1X[ 4,0, 0,0, 2] +2X[ 4, 0, 0, 1, 0] +1X[ 4, 0, 0, 4, O]
+1X[ 4, 1,0, 2, 0] + 1X[4, 2, 0, 0, 0]

symtensor(5,[1,0,0,1,0], A5

2X[ 0, 0, 0, 0, 5]
+16X[ 0, 0, 1, 0, 2]
+1X[ 0, 0, 2, 1, 3]
+4X[ 0, 0, 3, 1, 0]
+ 6X[0, 1,0, 3, 1]
+17X[ 0, 1, 1, 2, O]
9X[ 0, 2, 0, 0, 3]
1X[ 0, 2, 1, 2, 2]
3X[ 0, 2, 2, 1, 1]
3X[ 0, 3,0, 2, 1]
2X[ 0, 4, 0, 0, 1]
+11X[ 1, 0, 0, 2, 2]
+42X[ 1,0, 1, 1, 1]
+ 1X[ 1,0, 2, 3, 0]
+ 1X[ 1,0, 4, 0, 0]
+ 2X[1, 1,0, 3, 2]
+14X[ 1, 1, 1, 2, 1]
+ 1X[ 1,2, 0, 0, 4]
+21X[ 1,2, 1, 0, 1]
+ 1X[ 1, 3, 0, 3, 0]
+12X[ 2, 0, 0, 0, 1]
+ 3X[2,0,1,0, 4]
+23X[ 2, 0, 2, 0, 1]
+36X[ 2, 1, 0, 1, 1]
2X[ 2,1, 1, 2, 2]
4X[2,1,2,1,1]
6X[ 2, 2,0, 2, 1]
4X[2,3,0,0, 1]
3X[ 3,0, 0, 3, 2]
9X[ 3,0, 1, 2, 1]
+10X[ 3, 1, 0, 1, 2]
1X[ 3,1, 1, 3, 1]
1X[ 3, 2,1, 1, 1]
9X[ 4,0, 0, 1, 1]
1X[ 4,0, 1, 2, 2]
3X[ 4, 1,0, 2, 1]
2X[ 4,2, 0,0, 1]
1X[ 5, 0, 0, 5, 0]
1X[ 5, 1, 0, 3, 0]

+ + + + +

+ + + 4+ + +

+ + + 4+ + + + +

+ 5X[0,0,0, 1, 3]
+16X[ 0, 0, 1, 1, O]
+4X[ 0, 0, 2, 2, 1]
+14X[ 0, 1, 0, 0, 1]
+ 3X[0, 1, 1,0, 4]
+21X[ 0, 1, 2, 0, 1]
+27X[ 0, 2, 0, 1, 1]
+ 1X[ 0, 2, 1, 3, 0]
+ 1X[ 0, 2, 3, 0, 0]
+ 3X[0,3,1,0,2]
+ 4X[1,0,0,0, 0]
+12X[ 1, 0, 0, 3, 0]
+17X[ 1, 0, 2, 0, 0]
+ 1X[ 1,0, 3, 0, 3]
+26X[ 1, 1, 0, 0, 2]
+ 2X[ 1, 1,0, 4, 0]
+11X[ 1, 1, 2, 0, 2]
+15X[ 1, 2, 0, 1, 2]
+ 1X[ 1,2, 2, 1, 2]
+ 1X[ 1,3, 1, 1, 1]
+ 4X[2,0,0, 2, 3]
+21X[ 2,0, 1, 1, 2]
+ 1X[ 2, 0, 3, 2, 0]
+ 1X[ 2,1, 0, 4, 1]
+ 3X[2,1,1,3,0]
+ 1X[ 2,1, 3, 0, 0]
+ 4X[2,2,1,0, 2]
+11X[ 3, 0, 0, 0, 2]
1X[ 3, 0, 0, 4, 0]
4X[ 3,0, 2, 0, 2]
9X[ 3, 1, 0, 2, 0]
3X[ 3, 2,0, 0, 0]
1X[ 3, 3,0, 1, 0]
1X[ 4, 0, 0, 4, 1]
2X[ 4,0, 1, 3, 0]
1X[ 4,1, 1, 0, 2]
1X[ 5, 0, 0, 1, 2]
2X[ 5,0, 1, 0, 1]
1X[ 5, 2,0, 1, 0]

+ + + 4+ +++++++
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+11X[0,0,0
+ 1X[0,0,1
+ 5X0,0,3
+ 3X[0,1,0
+19X[0,1,1
+ 1X0,1,4
+16X[ 0, 2,1
+ 1X0, 2,2
+ 1X0, 3,0
+ 4X 0, 3,1
+ 4X[1,0,0
+17X 1,0, 1
+ 1X1,0,2
+ 3X1,0,3
+33X[1,1,0
+4X1,1,1
+14X[ 1,1, 2
+15X[ 1, 2, 0,
+ 5X[ 1, 3,0,
+ 1X[1,4,0
2,0,0
2,0,1
2,1,0
2,1,1
2,1,2
2,2,0
2,2,1
3,0,0
3,0,1
3,0,2
3,1,1
3,2,0
4,0,0
4,0,1
4,0,2
4,1,1
50,0
51,0

Ner
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+ 7X
+20X[
+12X]
+20X]
+ 1X[
+ 1X[
+ 6X[
+14X[
+ 2X[
+ 9X|
+14X[
1X]
2X[
X[
1X]
3X[
2X[
1X]
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symtensor(2,[1,0,0,0,1], A5

1X[ 0,0, 0,0, 0] +1X[ 0,1, 0,1, 0] +1X[ 1, 0, 0, 0, 1] +1X[ 2, 0, 0, 0, 2]

symtensor(3,[1,0,0,0, 1], A5

1X[ 0, 0,0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 2, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 0, 2] +1X[ 0, 1, O, 1, O]
+2X[ 1,0, 0,0, 1] +1X[ 1, 1, 0, 1, 1] +1X[ 2, 0, 0, 0, 2] +1X[ 2, 0, 0, 1, O]

+1X[ 3, 0, 0, 0, 3]

symtensor(4,[1,0,0,0, 1], A5)

2X[ 0, 0, 0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 1, 1, 1] +1X[ 0, 1, 0, 0, 2] +3X[ 0, 1, 0
+1X[ 0,2, 0,2, 0] +3X[ 1, 0, 0, 0, 1] +1X[ 1, 0, 2, 0, 1] +1X[ 1, 1, O
+2X[1,1,0,1,1] +1X[ 1, 1, 1, 0, 0] +3X[ 2, 0, 0, 0, 2] +1X[ 2, 0, O,
+1X[ 2, 1,0, 1, 2] +1X[ 3,0, 0, 0, 3] +1X[ 3, 0, 0, 1, 1] +1X[ 4, 0, 0

symtensor(5,[1,0,0,0, 1], A5)

2X[ 0,0, 0, 0, 0] +2X[ 0, 0, 1, 1, 1] +2X[ O,
+3X[ 0, 1, 0, 1, 0] +1X[ 0, 1, 2, 1, 0] +1X[ O,
+1X[ 0, 2,1, 0, 1] +5X[ 1, 0, 0, 0, 1] +1X[ 1,
+1X[ 1, 0,2, 0, 1] +2X[ 1, 1, 0, 0, 3] +5X[ 1,
+1X[ 1, 2, 0, 2, 1] +4X[ 2, 0, 0, 0, 2] +3X[ 2,
+1X[ 2,1, 0,0, 4] +2X[ 2, 1, 0, 1, 2] +1X[ 2,
+3X[ 3,0, 0,0, 3] +2X[ 3, 0, 0, 1, 1] +1X[ 3,

+1X[ 4, 0, 0, 1, 2] +1X[ 5, 0, 0, 0, 5]

symtensor(6,[1,0,0,0, 1], A5

4X[ 0,0, 0,0,0]+1X[ 0, 0, 0, 3, 0] +1X] O,
+2X[ 0, 0, 2, 0, 0] +1X[ 0, 0, 4, 0, 0] +4X] O,
+1X[ 0, 1, 1, 2, 1] +1X[ 0, 1, 2, 0, 2] +1X] O,
+2X[ 0,2, 0, 1, 2] +4X[ 0, 2, 0, 2, 0] +2X[ O,
+1X[ 0, 3,0, 3, 0] +6X[ 1, 0, 0, 0, 1] +3X[ 1,
+4X[ 1,0, 2,0, 1] +4X[ 1, 1, 0, 0, 3] +9X[ 1,
+1X[ 1, 1,2, 1, 1] +1X[ 1, 2, 0, 1, 3] +2X[ 1,
+1X[ 1,2, 1, 1, 0] +8X[ 2, 0, 0, 0, 2] +4X[ 2,
+1X[ 2,0, 1, 2, 1] +1X[ 2, 0, 2, 0, 2] +1X[ 2,
+6X[ 2, 1,0, 1, 2] +2X[ 2, 1, 0, 2, 0] +3X[ 2,
+5X[ 3,0, 0,0, 3] +4X[ 3, 0, 0, 1, 1] +1X[ 3,
+1X[ 3,1, 0,0, 5] +2X[ 3, 1, 0, 1, 3] +1X[ 3,
+3X[ 4,0, 0,0, 4] +2X[ 4, 0, 0, 1, 2] +1X[ 4,
+1X[ 5,0, 0, 0, 5] +1X[ 5, 0, 0, 1, 3] +1X[ 6,

symtensor(2,[0,1,1,0,0], A5)

, 0] +3X[ 0, 1, 0, 0, 2]
, 2] +1X[ 0, 2, 0, 2, 0]
2] +1X[ 1, 0, 1, 2, 0]
,11+2X[ 1,1, 1,0, 0]
,0] +1X[ 2, 0, 2, 0, 2]
0] +1X[ 2,1, 1, 0, 1]
, 3] +1X[ 4, 0, 0, 0, 4]

+
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1X[0,0,0,0,2] +1X0,0,2,1,0] +1X0,1,1,0, 1]
+1X[ 0,2,2,0,0] +1X[1,0,0,1,1] +1X1,0, 1,0, 0]
+1X[1,1,1,1,0] +1X[1,2,0,0,1] +1X[2, 0,0, 2, 0]
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symtensor(3,[0,1,1,0,0], A

1X[ 0,0, 0, 0, 3] +1X[ 0, 0, 0, 1, 1] +2X[ 0, 0, 1, O 0,1, 3, 0]
+2X[ 0,0, 2, 1, 1] +2X[ 0, 0, 3, 0, 0] +2X[ 0, 1, 0, 2 1,1, 0, 2]
+5X[ 0, 1, 1, 1, 0] +1X[ 0, 1, 3, 1, 0] +4X[ 0, 2, 0, O 2,1, 2, 0]
+3X[ 0, 2,2,0,1] +1X[ 0, 3,0, 1, 1] +2X[ 0, 3, 1, 0 3,3,0,0]
+2X[1,0,0,1,2] +3X[ 1,0, 0,2, 0] +5X[ 1, 0, 1, 0 0,2, 2, 0]
+1X[ 1,0, 3,0, 1] +2X[ 1, 1,0, 0, 0] +1X[ 1, 1, 0, 3, 0] +6X[ 1, 1, 1, 1, 1]
+3X[1,1,2,0,0]+2X[ 1,2, 0,0, 2] +4X[ 1, 2, 0, 1 2,2, 1, 0]
+1X[ 1,3, 0,2, 0] +1X[ 1, 3, 1, 0, 1] +2X[ 2, 0, 0, 2 0,1,0, 2]
+4X[2,0,1,1,0] +1X[ 2,0, 3, 1, 0] +3X[ 2, 1, 0, 0 1,1, 2, 0]
+1X[ 2, 1,2, 0, 1] +2X[ 2, 2,0, 1, 1] +1X[ 2, 2, 1, 0 0,0, 0, 0]
+1X[ 3,0, 0,3, 0] +1X[ 3,0, 1, 1, 1] +1X[ 3,0, 2, 0 1,0, 0, 2]

+1X[ 3, 1, 0, 1, O]

symtensor(4,[0,1,1,0,0], AS)
3X0,0,0,0, 4]
+10X[ 0, 0, 1, 0, 1]
+10X[ 0, 0, 2, 2, 0]
+ 5X[0,1,0,0,0]
+11X[ 0, 1, 1, 0, 3]
+ 2X0,1,2,3,0]
+16X[ 0, 2, 0, 0, 2]
+10X[ 0, 2, 1, 2, 1]
+ 1X[ 0, 2, 4, 1, 0]
+17X[ 0, 3, 1, 0, 1]
+ 6X[ 0, 4,0,0,0]
+ 2X0,4,2,0,0]
+ 6X1,0,0,1, 3]
+28X[ 1, 0, 1, 1, O]
+ 7X 1,0, 3,0, 2]
+ 9X[1,1,0,3,1]
+36X[ 1, 1, 2, 0, 1]
+10X[ 1, 2, 0, 0, 3]

+ 5X[0,0,0,1, 2]
+ 4X[0,0,1, 3, 1]
+13X[ 0, 0, 3, 0, 1]
+ 7X[0, 1,0, 2, 2]
+38X[ 0, 1, 1, 1, 1]
+ 7X(0, 1,3, 1, 1]
+25X[ 0, 2, 0, 1, O]
+13X[ 0, 2, 2, 0, 2]
+ 7X[0,3,0, 1, 2]
+ 1X[ 0, 3, 2, 2, 0]
+ 1X[ 0, 4, 0, 3, 0]
+ 1X[ 0, 4, 4, 0, 0]
+19X[ 1, 0, 0, 2, 1]
+ 2X[ 1,0, 1, 4, 0]
+15X[ 1, 0, 3, 0, 2]
+24X[ 1,1, 1, 1, 2]
+ 3X[ 1,1, 3, 2, 0]
+37X[ 1, 2, 0, 1, 1]

, 0] +1X[ 0,
, 1] +4X[ 0,
, 1] +1X[ O,
, 0] +1X[ 0,
, 1] +2X[ 1,

, 0] +1X[ 1,
, 1] +2X] 2,
, 1] +1X[ 2,
, 0] +1X[ 3,
, 0] +1X[ 3,

3X[ 1, 2, 1, 3, 0]
6X[ 1,3, 0,2, 1]
1X[ 1, 3, 3, 1, 0]
1X[ 1, 4, 2, 0, 1]
9X[ 2, 0, 0, 3, 0]
+21X[ 2, 0, 2, 0, 0]
+ 3X[2,0,4,0,0]
+ 1X[ 2,1, 0, 4, 0]
+17X[ 2, 1, 2, 1, 0]
+13X[ 2, 2, 0, 2, 0]
+ 1X[ 2,2, 3,0, 1]
+ 1X[ 2, 3, 2, 0, 0]
+ 8X[3,0,0,0, 1]
+13X[ 3, 0, 1, 2, 0]
4X[ 3,1, 0,0, 3]
2X[ 3, 1, 1, 3, 0]
3X[ 3, 2,0, 2, 1]
3X[ 3,3, 0,0, 1]
1X[ 4, 0, 0, 4, 0]
2X[ 4,0, 2, 1, 0]
3X[ 4,1, 1,0, 1]

+ + + + +

+ + + + + + +

+10X[ 1, 2, 2, 1, 1]
7X[ 1, 3, 1, 0, 2]
4X[ 1, 4, 0,0, 1]
2X[ 2,0, 0, 0, 0]
7X[ 2,0, 1, 0, 3]
3X[ 2, 0, 2, 3, 0]
+19X[ 2, 1, 0, 0, 2]
+13X[ 2, 1, 1, 2, 1]
+ 1X[ 2,1, 4, 1, 0]
+20X[ 2, 2, 1, 0, 1]
+ 4X[2,3,0,0, 0]
+ 2X[ 2, 4,0, 0, 2]
+ 4X[3,0,0, 3, 1]
+13X[ 3, 0, 2, 0, 1]
+17X[ 3,1, 0, 1, 1]
3X[3, 1,2, 1, 1]
2X[ 3,2, 1, 0, 2]
3X[ 4,0, 0, 0, 2]
1X[ 4,0, 1, 2, 1]
2X[ 4,1, 0, 1, 2]
2X[ 4, 2, 0, 0, 0]
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+ + + 4+ + +

+10X[ 0, 0, 0, 2, 0]
+10X[ 0, 0, 2, 1, 2]
+ 2X[ 0,0, 4, 2, 0]
+13X[ 0, 1, 0, 3, 0]
+17X[ 0, 1, 2, 0, 0]
+ 4X[0, 1, 4, 0, 0]
+ 3X[ 0, 2,0, 4, 0]
+15X[ 0, 2, 2, 1, 0]
+13X[ 0, 3, 0, 2, 0]
+ 3X[0,3,3,0,1]
+ 3X[0,4,1,1,1]
+ 2X[0, 5,0, 1, 0]
+24X[ 1,0, 1, 0, 2]
+11X[ 1, 0, 2, 2, 1]
+20X[ 1, 1, 0, 0, 1]
+31X[ 1, 1, 1, 2, 0]
+ 3X[1,1,4,0,1]
+21X[ 1, 2, 1, 0, 0]
+ 6X[1,2,3,0,0]
+12X[ 1, 3, 1, 1, 0]
+ 1X[ 1, 4, 1, 2, 0]
+11X[ 2, 0, 0, 2, 2]
+37X[ 2,0, 1, 1, 1]
+ 6X[2,0,3,1,1]
+23X[ 2, 1, 0, 1, 0]
+10X[ 2, 1, 2, 0, 2]
+11X[ 2, 2, 0, 1, 2]
+ 2X[ 2,2, 2, 2, 0]
+ 3X[2,3,1,1,1]
+ 1X[ 2, 4,0, 1, 0]
+ 9X[3,0,1, 1, 2]
+ 1X[ 3,0, 4,0, 1]
+10X[ 3, 1, 1, 0, 0]
+ 2X[3, 1, 3, 0, 0]
+ 4X[3,2, 1,1, 0]
+ 5X[4,0,0,1, 0]
+ 3X[ 4,0, 2,0, 2]
+ 3X[ 4,1, 0,2, 0]
+ 2X[5,0,0, 1, 1]



symtensor(2,[0,1,0,1, 0], A5)
1X[0,0,0,0,0]+1X[0,0,0, 3,0]+1X[0,0,1,1,1]+2X[ 0, 1,0, 1, 0]
+1X[0,2,0,2,0]+1X0,3,0,0,0]+1X[ 1,0,0,0, 1] +1X[ 1,0, 2, 0, 1]
+1X[1,1,0,1,1]+1X1,1,1,0,0]+1X 2,0,0,0, 2]

symtensor(3,[0,1,0,1, 0], A5)
2X[0,0,0,0,0] +3X0,0,0,3,0] +2X 0,
+5X[0,0,1,1,1]+2X 0,0, 2,0,0] +1X[ 0, 0
+8X[0,1,0,1,0]+1X[ 0,1, 0,4,0]+2X/ 0, 1
+2X[0,1,2,1,0]+1X[ 0, 2,0, 1, 2] 45X 0, 2
+3X[ 0, 3,0,0,0] +1X[ 0, 3,0, 3,0] +1X[ 0, 4
+1X[1,0,0,3,1]+4X[1,0,1,1, 2] +4X[ 1, O,
1

2

0

1

0,1,0, 3]
4,0,0]+3X[ 0,1, 0,0, 2]
1,2,1]+2X[ 0, 1, 2, 0, 2]
,0,2,0]+4X[ 0, 2, 1, 0, 1]
,0,1,0]+2X[ 1,0, 0, 0, 1]
1,2,0]+5X[ 1, 0, 2, 0, 1]
1,0

1,1

1,2

1,0

+1X[ 1, 1,0, 0, 3] +9X[ 1, 1, 0, 1, 1] +5X[ 1,
+1X[ 1, 2, 0, 2, 1] +1X[ 1, 2, 1, 0, 2] +2X[ 1,
+3X[ 2,0, 0,0, 2] +3X[ 2, 0, 0, 1, 0] +1X[ 2,
+2X[ 2, 1,0, 1, 2] +1X[ 2, 1, 0, 2, 0] +4X[ 2,
+1X[ 3, 0,0, 1, 1] +2X[ 3, 0, 1, 0, O]

0] +1X[ 1,1, 2, 1, 1]
,0] +1X[ 1, 3, 0, 0, 1]
11 +2X[ 2,0, 2, 1, 0]
, 1] +1X[ 3, 0, 0, 0, 3]

symtensor(4,[0,1,0,1, 0], A5

5X[0,0,0,0,0] + 2X[0,0,0,1,4] + 8X0,0,0,2, 2]
+14X[ 0,0,0,3,0] + 1X[0,0,0,6,0] +11X[ 0,0, 1,0, 3]
+32X[0,0,1,1,1] + 1X0,0,1,4,1] +10X[ 0,0, 2, 0, 0]
+ 5X[0,0,2,2,2] + 2X0,0,2,3,0] + 1X0,0,3,0, 3]
+ 8X[0,0,3,1,1] + 5X[0,0,4,0,0] +15X0, 1,0, 0, 2]
+30X[0,1,0,1,0] + 2X[0,1,0,3,2] + 8X[0,1,0,4,0]
+ 8X[0,1,1,1,3] +26X0,1,1,2, 1] +24X0,1,2,0, 2]
+22X[0,1,2,1,0] + 1X[0,1,4,1,0] + 5X[0,2,0,0, 4]
+22X[ 0,2,0,1,2] +35X[0,2,0,2,0] + 1X0,2,0,5, 0]
+32X[0,2,1,0,1] + 2X[0,2,1,3,1] + 3X0,2,2,1,2]
+ 2X[0,2,2,2,0] + 3X0,2,3,0,1] +14X[0, 3,0, 0, 0]
+ 1X[0,3,0,2,2] + 6X0,3,0,3,0] + 2X0,3,1,0,3]
+ 9X[0,3,1,1,1] + 2X[0,3,2,0,0] + 2X[0,4,0,0, 2]
+ 8X[0,4,0,1,0] + 1X[0,4,0,4,0] + 1X0,5,0, 2, 0]
+ 1X[0,6,0,0,0] +11X[1,0,0,0,1] + 5X[1,0,0, 2, 3]
+14X[1,0,0,3,1] + 4X[1,0,1,0,4] +36X[1,0,1,1,2]
+32X[1,0,1,2,0] +41X[1,0,2,0,1] + 1X[1,0,2, 3, 1]
+ 2X[1,0,3,1,2] + 3X[1,0,3,2,0] + 2X[1,0,4,0,1]
+18X[1,1,0,0,3] +58X[1,1,0,1,1] + 2X[1,1,0,4,1]
+32X[1,1,1,0,0] + 7X[1,1,1,2,2] + 9X[1,1,1,3, 0]
+5X[1,1,2,0,3] +20X[1,1,2,1,1] + 8X[1,1,3,0,0]
+ 5X[1,2,0,1,3] +21X[1,2,0,2,1] +20X[1,2, 1,0, 2]
+26X[1,2,1,1,0] + 1X[1,2,2,2,1] +14X1,3,0,0, 1]
+ 1X[1,3,0,3,1] + 1X[1,3,1,1,2] + 2X[1,3,1,2, 0]
+ 1X[1,3,2,0,1] + 2X[1,4,0,1,1] + 1X[1,4, 1,0, 0]
+20X[ 2,0,0,0,2] +15X[2,0,0,1,0] + 4X[2,0,0, 3, 2]
+ 2X[2,0,0,4,0] + 7X[2,0,1,1,3] +20X[2,0, 1,2, 1]
+17X[2,0,2,0,2] +24X[2,0,2,1,0] + 1X[2,0, 4,0, 2]
+ 2X[2,1,0,0,4] +28X[2,1,0,1,2] +22X[2,1,0,2, 0]
+36X[2,1,1,0,1] + 1X[2,1,1,3,1] + 1X[2,1,2, 1, 2]
+3X[2,1,2,2,0] + 2X[2,1,3,0,1] + 8X[2,2,0,0,0]
+3X[2,2,0,2,2] + 1X[2,2,0,3,0] + 1X[ 2,2, 1,0, 3]
+ 7X[2,2,1,1,1] + 5X[2,2,2,0,0] + 4X2,3,0,0, 2]
+ 2X[2,3,0,1,0] + 6X[3,0,0,0 3] +18X[3,0,0, 1, 1]
+11X[3,0,1,0,0] + 1X[3,0,1,2,2] + 2X[3,0, 1, 3, 0]
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+ 2X[3,0,2,0, 3]
+ 2X[3,1,0,1, 3]
+8X3,1,1,1,0]
+ 2X[4,0,0, 1, 2]
+ 2X[ 4,1, 0,0, 0]

+ + + +

symtensor(2,[0,1,0,0,1], A5)
1X/0,0,0,1,2] +1X/0,0,1,0,1] +1XO0,2,0,0,2]
+1X/1,0,1,1,0] +1X/1,1,0,0,1] +1X2,0,0,0,0]

symtensor(3,[0,1,0,0,1], A5)

1X[ 0, 0,0, 0, 3] +1X[ 0, 0, 0, 1, 1] +2X[ O,
+1X[ 0, 1, 0, 1, 3] +1X[ 0, 1, 0, 2, 1] +2X[ O,
+1X[ 0,2, 0, 0, 1] +1X[ 0, 3, 0, 0, 3] +2X[ 1,
+4X[ 1,0, 1,0, 1] +1X[ 1, 1, 0, 0, O] +1X[ 1,
+1X[ 1,2, 0, 1, 0] +1X[ 2, 0, 1, 0, 2] +1X[ 2,

+1X[ 3, 0, 0, 0, O]

symtensor(4,[0,1,0,0,1], A5)

2X[ 0, 0, 0, 0, 2]
1X[ 0, 0, 0, 4, 0]
6X[ 0,0, 2, 0, 2]
6X[0 1,0, 1, 2]

, 3,0
0,2
1,1
0,1
0,1
2,0
0,1,
1,1
0,0
0,1
2,2
1,1
0,1
1,1

+ ++ 4+ ++ A+ A+
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=
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+ ++ 4+ ++++ A+ F 4

3X[ 0, 0, 0, 1, O]
2X[ 0,0, 1, 1, 3]
3X[ 0, 0, 2, 1, 0]
7X[ 0, 1, 0, 2, 0]
5X[ 0, 2, 0, 0, 0]
1X[ 0, 2, 0, 3, 0]
1X[ 0, 2, 2, 0, 0]
1X[ 0, 4, 0, 0, 4]
5X[ 1, 0, 1, 0, O]
3X[ 1,0, 2, 1, 1]
5X[ 1, 1, 0, 2, 1]
5X[ 1, 2, 0, 0, 1]
1X[ 1, 3,0, 1, 1]
4X[ 2,0, 0, 2, 0]
2X[ 2,1, 0, 0, 0]
1X[ 2, 1, 2, 0, 0]
1X[ 3,0, 0, 2, 1]
3X[ 3, 1,0, 0, 1]

symtensor(5,[0,1,0,0,1], A5)

4X 0,0, 0,0, 1]
+ 5X[ 0,0, 0,3, 1]
+16X[ 0, 0, 1, 2, O]
+ 1X[ 0, 0, 3, 2, 0]
+33X[ 0, 1, 0, 1, 1]
+ 1X[ 0,1, 0, 4, 1]
+ 6X[0,1,1,2, 2]
+14X[ 0, 1, 2, 1, 1]
+ 9X[0,2,0,1, 3]
+17X[ 0, 2, 1, 1, 0]
+ 1X[ 0, 3,0, 1, 5]
+ 2X[0, 3, 1, 0, 4]

+
+

1X[ 0, 0, 0, 1, 5]
7X( 0,0, 1, 0, 4]

+17X[ 0, 0, 2, 0, 1]

+
+

1X[ 0, 0, 4, 0, 1]
1X[ 0, 1, 0, 2, 5]

+16X[ 0, 1, 1, 0, O]

+
+

4X[ 0,1, 1, 3, 0]
4X( 0,1, 3, 0, 0]

+15X[ 0, 2, 0, 2, 1]

+
+
+

1X[ 0, 2, 3, 0, 2]

1X[ 0, 3, 0, 2, 3]

3X[ 0, 3, 1, 1, 2]
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0,1, 0, 0] +1X 0,
1,1, 0, 2] +2X[ 0,
0,0, 1, 2] +2X[ 1,
1,1, 1, 1] +1X 1,
0,1, 1, 0] +2X 2,

+ 1X[ 0,0, 0, 2, 4]
+ 3X0,0,1,2, 1]
+ 2X[ 0,1, 0,0, 4]
+10X[ 0, 1, 1, 0, 1]
1X[ 0, 2, 0, 1, 4]
2X[ 0, 2, 1, 0, 3]
1X[ 0, 3, 0, 0, 2]
4X[ 1,0, 0,0, 3]
1X[ 1,0, 1, 2, 2]
1X[ 1, 0, 3, 0, 0]
8X[ 1,1, 1, 0, 2]
1X[ 1,2, 1,1, 2]
1X[ 2, 0, 0, 0, 4]
9X[ 2, 0, 1, 0, 1]
1X[ 2,1, 1, 0, 3]
3X[ 2,2, 0,0, 2]
1X[ 3,0, 1, 0, 2]
2X[ 4,0, 0, 0, 0]

+ + + 4+ ++++ A+ ++

+ 3X[0,0,0, 2, 3]
+20X[ 0, 0, 1, 1, 2]
+ 1X[ 0,0, 3, 1, 2]
+14X[ 0, 1, 0, 0, 3]
+ 1X[ 0, 1, 0, 3, 3]
+ 3X[0,1,1,1, 4]
+ 9X[ 0,1, 2,0, 3]
+ 2X[ 0,2, 0,0, 5]
+20X[ 0, 2, 1, 0, 2]
+12X[ 0, 3, 0, 0, 1]
+ 1X[ 0, 3,0, 3, 1]
+ 1X[ 0, 3, 1, 2, 0]



+ 1X[0,3,2,0,1] + 1X[0,4,0,0,3] + 2X0,4,0,1,1]
+ 1X[0,4,1,0,0] + 1X[0,5,0,0,5] +12X[1,0,0, 0, 2]
+14X[1,0,0,1,0] + 2X[1,0,0,2,4] + 4X1,0,0, 3, 2]
+ 2X[1,0,0,4,0] + 2X[1,0,1,0,5] +14X[1,0,1, 1, 3]
+21X[ 1,0, 1,2, 1] +23X[1,0,2,0,2] +21X[1,0,2,1,0]
+ 1X[1,0,4,1,0] + 9X[1,1,0,0,4] +36X1,1,0,1,2]
+27X[1,1,0,2,0] +42X[1,1,1,0,1] + 1X[1,1,1, 2, 3]
+ 1X[1,1,1,3,1] + 1X[1,1,2,0,4] + 4X[1,1,2,1,2]
+3X[1,1,2,2,0] + 3X[1,1,3,0,1] +11X 1,2, 0, 0, 0]
+3X[1,2,0,1,4] + 6X1,2,0,2,2] + 3X/1,2,0,3,0]
+ 9X[1,2,1,0,3] +14X[1,2,1,1,1] + 4X1,2,2,0,0]
+ 7X[1,3,0,0,2] + 6X/1,3,0,1,0] + 1X1,3,1,1, 3]
+ 1X[1,4,0,0,4] + 1X[1,4,0,1,2] +11X[2, 0,0, 0, 3]
+26X[2,0,0,1,1] +16X[2,0,1,0,0] + 1X[2,0,1, 1, 4]
+ 4X[2,0,1,2,2] + 3X[2,0,1,3,0] + 4X[2,0,2,0,3]
+11X[2,0,2,1,1] + 5X[2,0,3,0,0] + 1X[2,1,0,0, 5]
+10X[ 2,1, 0,1, 3] +15X[2,1,0,2,1] +21X[2, 1,1, 0, 2]
+19X[2,1,1,1,0] + 1X[2,1,2,2,1] +11X[2, 2,0, 0, 1]
+ 1X[2,2,1,0,4] + 2X[2,2,1,1,2] + 1X[ 2,2, 1,2, 0]
+ 1X[2,2,2,0,1] + 3X[2,3,0,0,3] + 2X[2,3,0,1, 1]
+ 2X[3,0,0,0, 4] +12X[3,0,0,1,2] + 9X[3,0,0, 2, 0]
+17X[3,0,1,0,1] + 1X[3,0,2,1,2] + 1X]3,0,2, 2, 0]
+ 1X[3,0,3,0,1] + 5X[3,1,0,0,0] + 1X[3,1,0,2, 2]
+ 1X[3,1,0,3,0] + 2X[3,1,1,0,3] + 4X[3,1,1,1,1]
+ 1X[3,1,2,0,0] + 4X[3,2,0,0,2] + 3X3,2,0,1,0]
+ 1X[4,0,0,2,1] + 3X[4,0,1,0,2] + 3X[4,0,1,1,0]
+ 4X[4,1,0,0,1] + 2X[5,0,0,0, 0]

symtensor(2,[0,0,1,1, 0], AS)
1X[0,0,1,0,1]+1X0,0,2,2,0]+1X/ 0,1,1,1,1]+1X[0, 1, 2,0, 0]
+1X/ 0,2,0,0,2]+1X1,0,0,2,1]+1X[1,0,1,1,0]+1X[ 1,1, 0,0, 1]
+1X[ 2,0, 0,0, 0]

symtensor(3,[0,0,1,1, 0], A5)
1X 0,0,0,0,3]+2X 0, 0,0, 1, 1] +2X[ 0,
+2X[ 0,0, 1, 3,0] +1X[ 0, 0, 2, 0, 3] +3X[ O,
+1X[ 0, 0, 3, 3,0]+1X[ 0, 1, 0, 1, 3] +4X[ O,
+5X[0,1,1,1,0]+1X0, 1, 2, 2,1] +1X[ O, , 2] +1X[ 0, 1, 3, 1, O]
+3X[0,2,0,0,1]+1X/0,2,0,3,1]+1X[ 0,2,1, 1, 2] +1X[ 0, 2, 1, 2, 0]

0,1,0, 0] +1X[ 0, 0, 1, 2, 2]
0,2, 1
1,0,2
1,3,0
2,1, 1
+2X[ 0, 2, 2,0, 1] +1X[ 0, 3, 0, 0, 3] +1X[ 0, 3, 0, 1, 1] +1X[ 0, 3, 1, 0, 0]
0,1,0
0,3,0
1,1,0
2,0,1
0,1,1

, 1] +2X[ 0, 0, 3, 0, 0]
, 1] +4X[ 0,1, 1, 0, 2]

+3X[ 1,0, 0, 1, 2] +4X[ 1, 0, 0, 2, 0] +5X[ 1, , 1] +1X[ 1,0, 1, 3, 1]
+1X[ 1,0, 2,1, 2] +3X[ 1, 0, 2, 2, 0] +1X[ 1, 1] +1X[ 1, 1, 0, 0, 0]
+2X[ 1,1, 0,2, 2] +1X[ 1, 1, 0, 3, 0] +1X[ 1, ,3]+6X[1,1,1,1,1]
+2X[ 1,1, 2,0, 0] +2X[ 1, 2, 0, 0, 2] +2X[ 1, ,0] +1X[ 2, 0, 0, 1, 3]
+2X[ 2,0, 0, 2, 1] +2X[ 2, 0, 1, 0, 2] +4X[ 2, ,0]+2X[ 2, 1,0, 0, 1]
+1X[ 3,0, 0, 0, 0]
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symtensor(4,[0,0,1,1, 0], A5

2X[0,0,0,0,2] + 5X0,0,0,1,0] + 2X0,
+ 4X/0,0,0,3,2] + 6X0,0,0,4,0] +10X 0,
+21X[ 0, 0,1, 2, 1] +21X[ 0, , 2] +17X[0,
+ 1X/0,0,2,3,2] + ,0] + 2XO0,
+ 6X[0,0,3,2,1] + 2] + 4X[0,
+ 1X/0,0,4,4,0] + 5X0, , 4] +23X[ 0,

+

+

+25X 0, 1, 0, 2, 0] , 2] + 2X[0,
, 3] +12X[ 0,
, 2] +15X[ 0,
,1] + 1X[0,
, 0] + 3X0,
, 0] +13X[ O,
, 1] +10X[ 0,
,0] + 3X[0,
, 2] +13X[ O,
3X 0,
1X 0,
2X[ 0,
3X 1,

0

0

0

1

1

+28X[ 0, 1, 1, 0, 1] 1
+ 2X[0,1,2,0,4] +17X0, 1
+15X[0,1,3,0,1] + 1X 0,1
+ 1X[ 0,1, 4,2,0] +10X[ 0, 2
+13X[ 0, 2, 0, 2, 2] +13X[0, 2
+31X[ 0, 2, 1, 1, 1] 2
2X[ 0, 2, 2, 2, 2] 2
2X[ 0, 2, 4, 0, 0] 3
1X[ 0, 3, 0, 4, 0] 3
3X[ 0, 3, 2, 0, 2] 3
1X[ 0, 4, 0, 1, 2] 4
8X[1,0,0,0,3] +20X[ 1,0
4X[1,0,0,4,1] +10X[ 1,0
+20X[ 1,0, 1,2,2] +17X[1, 0,
0

0

1

1

1

1

2

2

3

0

0

0

0

1

1

2

0

1

0,0,2
0,1,1
0 0,2,1
4 0,3,1
0 0,4,1
0 1,0, 1
4 1,0,5
2 1,1,3
1 1,2,2
3 1,4,1
0 2,0,1
3 2,1,0
4 2,2,0
3 2,3, 1
0 3,01
1 3,1,2
1 4,0,0
2 4,1,0
1 0,0, 3,
0 3X[ 1,0, 1, 1,
,3,0] +13X[1,0,2,0
4 0,3,0
3 0, 4,0
0 1,0,1
0 1,1,1
4 1,2,1
0 1,3,1
2 2,0,3
1 2,1,2
0 3,0,1
0 0,0,1
4 0,1,0
3 0,2,0
2 0,3,0
1 1,0, 2
0 1,1,1
0 2,0,1
2 0,1,0
0 0,0,0

+ + + + + + +
2
+ + + + +

+36X[1,0,2,1,1] + 1X1,
+ 1X[1,0,3,2,2] + 3X1,
+ 3X[1,0,4,1,1] + 2X1,
+37X[ 1, 1,0, 2, 1] +37X[ 1,
+3X[1,1,1,3,2] + 3X[1,
+10X[ 1,1, 2,2,1] + 6X[1,
+19X[ 1, 2,0,0,1] + 3X[1,
+ 1X[1,2,1,0,4] +13X[ 1,
+11X[ 1, 2,2,0,1] + 4X1,
+ 4X[1,3,1,0,0] + 3X2,
+16X[ 2,0, 0, 2, 0] + 2X[ 2,
+ 2X[2,0,1,2,3] + 7X2,
+10X[ 2,0, 2, 1, 2] +13X[ 2,
+ 5X[2,1,0,0,0] + 2X2,
+ 7X[2,1,0,3,0] + 9X2,
+10X[ 2, 1,2, 0, 0] +11X[ 2,
+ 4X[3,0,0,1,3] +10X[3,
+11X[3,0,1,1,0] + 6X[3,

, 1] +13X[ 1,
,0] + 1X[1,
, 5] +17X[1,
, 2] +38X[ 1,
,0] + 3X[1,
2] + 7X[ 1,
, 3] + 6X[1,
, 2] +10X[ 1,
, 3] + 9X[1,
, 4] +19X[ 2,
, 2] +24X[ 2,
, 1] + 3X[ 2,
,0] + 7X[ 2,
, 4] +11X[ 2,
, 3] +24X[ 2,
2] + 7X[ 2,
, 1] + 7X[ 3,
1] + 3X[ 4,

SRNOFENPARPNPOFRORORRVOWARWVWEPAFROFROWANOFRONO WO WA

symtensor(2,[0,0,1,0, 1], A5)
1X0,0,0,1,0]+1X 0,0,2,0,2] +1X[0,1,0,2,0]+1X/0,1,1,0,1]
+1X/ 0,2,0,0,0]+1X1,0,0,0,3] +1X 1,0,0,1,1]

symtensor(3,[0,0,1,0, 1], A5

1X[ 0,0, 0, 2, 2] +1X[ 0, 0, 0, 3, 0] +2X[ 0, 0, 1, 0, 3] +3X[ 0, 0, 1, 1, 1]
+2X[ 0, 0, 2,0, 0] +1X[ 0, 0, 3, 0, 3] +3X[ 0, 1, 0, 0, 2] +2X[ 0, 1, 0, 1, 0]
+1X[ 0, 1, 1, 2, 1] +1X[ 0, 1, 2, 0, 2] +1X[ 0, 1, 2, 1, 0] +1X[ 0, 2, 0, 1, 2]
+2X[ 0,2, 1,0, 1] +1X[ 0, 3,0, 0, 0] +1X[ 1, 0, 0, 0, 1] +1X[ 1, 0, 1, O, 4]
+2X[1,0,1,1,2]+2X[ 1,0, 1, 2,0] +1X[ 1, 0, 2, 0, 1] +1X[ 1, 1, 0, 0, 3]
+4X[1,1,0,1,1] +1X[ 1, 1, 1, 0, 0] +2X[ 2, 0, O, 1, O]
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symtensor(4,[0,0,1,0, 1], A5)

3X[0,0,0,0,4] + 4X/0,0,0,1,2] + 7X0,0,0, 2, 0]
+ 4X[0,0,1,0,1] + 1X[0,0,1,2,3] + 2X0,0,1, 3, 1]
+ 2X[0,0,2,0,4] + 6X[0,0,2,1,2] + 3X0,0,2,2,0]
+ 4X[0,0,3,0,1] + 1X[0,0,4,0,4] + 3X0,1,0,0, 0]
+3X[0,1,0,1,4] + 5X0,1,0,2,2] + 6X0,1,0,3,0]
+ 9X[0,1,1,0,3] +15X[0,1,1,1,1] + 4X0,1,2,0, 0]
+ 1X[0,1,2,2,2] + 1X[0,1,3,0,3] + 1X0, 1,3, 1, 1]
+ 7X[0,2,0,0,2] + 9X[0,2,0,1,0] + 1X0,2,0, 4, 0]
+ 1X[0,2,1,1,3] + 1X[0,2,1,2,1] + 3X[0,2,2,0, 2]
+ 1X[0,2,2,1,0] + 1X[0,3,0,1,2] + 2X[0,3,0, 2, 0]
+ 2X[0,3,1,0,1] + 2X[0,4,0,0,0] + 1X/1,0,0,0, 5]
+6X[1,0,0,1,3] +11X[1,0,0,2,1] +12X[ 1,0, 1,0, 2]
+10X[1,0,1,1,0] + 1X[1,0,2,0,5] + 2X[1,0,2, 1, 3]
+ 3X[1,0,2,2,1] + 1X[1,0,3,0,2] + 2X[1,0,3,1,0]
+8X[1,1,0,0,1] + 1X[1,1,0,2,3] + 2X[1,1,0,3, 1]
+2X[1,1,1,0,4] + 7X[1,1,1,1,2] + 5X[1,1,1,2, 0]
+ 5X[1,1,2,0,1] + 4X[1,2,0,0,3] + 7X1,2,0,1,1]
+ 2X[1,2,1,0,0] + 1X[2,0,0,0,0] + 1X[2,0,0,0, 6]
+ 1X[2,0,0,1,4] + 5X[2,0,0,2,2] + 1X[2, 0,0, 3, 0]
+ 2X[2,0,1,0,3] + 8X[2,0,1,1,1] + 5X[2,0,2,0,0]
+5X[2,1,0,0,2] + 4X[2,1,0,1,0] + 2X3,0,0,0, 1]

Liste 1.1.5 : A6

symtensor(2,[2,0,0,0,0,0], A6)
1X0,2,0,0,0,0] +1X[4,0,0,0,0,0]
symtensor(3,[2,0,0,0,0,0], A6)
1X/0,0,2,0,0,0] +1X2,2,0,0,0,0] +1X6,0,0,0,0,0]
symtensor(4,[2,0,0,0,0,0], A6)
1X0,0,0,2,0,0] +1X/0,4,0,0,0,0] +1X2,0,2,0,0,0]
+1X[ 4,2,0,0,0,0] +1X[8,0,0,0,0,0]
symtensor(5,[2,0,0,0,0,0], A6)

1X 0,0,0,0,2,0] +1X 0,2,2,0,0,0] +1X 2,0,0,2,
+1X[ 2,4,0,0,0,0] +1X 4,0,2,0,0,0] +1X 6, 2,0,0,
+1X[ 10, 0, 0, 0, 0, 0]

symtensor(6,[2,0,0,0,0,0], A6)

1X 0,0,0,0,0,2] +1X 0,0,4,0,0,0] +1X O0,2,0,2,
+1X[ 0,6,0,0,0,0] +1X 2,0,0,0,2,0] +1X 2,2,2,0,
+1X[ 4,0,0,2,0,0] +1X 4,4,0,0,0,0] +1X 6,0,2,0,
+1X[ 8,2,0,0,0,0] +1X12,0,0,0,0,0]

symtensor(2,[0,2,0,0,0,0], A6)
1X/0,0,0,2,0,0] +1X 0, 2,0,1,0,0] +1XO0,4,0,0,0,0]
+1X[ 2,0, 2,0, 0, 0]

symtensor(3,[0,2,0,0,0,0], A6)
1X/0,0,0,0,0,2] +1X0,0,0,3,0,0] +1X[0,0,4,0,0,0
+1X[0,1,0,1,0,1] +2X0,2,0,2,0,0] +1X0,3,0,0,0,1
,0,0] +1X1,0,2,0,1,0]
0,0,0,2,0
2,2,0,0,0

+1X[ 0, 4,0, 1,0,0] +1X[0,86,0,0

+1X[1,1,0,1,1,0] +1X[1,2,1,1,0,0] +1X[2,0,0,0, 2, 0]
+1X[2,0,2,1,0,0] +1X[2,1,1,0,1,0] +1X[2, 2,2, 0,0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 2, 0, O]
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1X[0,0,2,0,0,0] +1X/1,1,1,0,0,0] +1X2,0,0,1,0, 0]

symtensor(2,[1,1,0,0,0,0], A6)
+1X[ 2,2,0,0,0, 0]
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symtensor(2,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,2,0,0,0] +1X[1,0,0,0,1,0]
symtensor(3,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,1,0,0,1] +1X/0,0,3,0,0,0] +1X1,0,1,0,1,0]
+1X[ 2, 0, 0, 0, 0, 0]

symtensor(4,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,0,0,0,2] +1X0,0,2,0,0,1] +1XO0,0,4,0,0,0]
+1X/0,1,0,1,0,1] +1X 1,0,0,1,0,0] +1X/1,0,2,0,1,0]
+1X[2,0,0,0,2,0] +1X[2,0,1,0,0,0]
symtensor(5,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,0,2,0,0] +1X/0,0,1,0,0,2] +1XO0,0,3,0,0,1]
+1X[0,0,5,0,0,0] +1X0,1,0,0,0,1] +1X/0,1,1,1,0,1]
+1X/1,0,1,0,1,1] +1X1,0,1,1,0,0] +1X/1,0,3,0,1,0]
+1X[1,1,0,0,1,0] +1X2,0,1,0,2,0] +1X/2,0,2,0,0,0]
+1X[3,0,0,0, 1, 0]
symtensor(6,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,0,1,0,0] +1X[0,0,1,2,0,0] +2X0,0,2,0,0, 2]
+1X[ 0,0, 4,0,0,1] +1X0,0,6,0,0,0] +1X/0,1,0,1,1,0]
+1X[0,1,1,0,0,1] +1X0,1,2,1,0,1] +1X0,2,0,0,0,0]
+1X[1,0,0,0,1,2] +1X1,0,0,1,0,1] +1X/1,0,2,0,1,1]
+1X[1,0,2,1,0,0] +1X[1,0,4,0,1,0] +1X[1,1,0,1,1, 1]
+1X[1,1,1,0,1,0] +1X2,0,0,1,1,0] +1X/2,0,1,0,0,1]
+1X[2,0,2,0,2,0] +1X2,0,3,0,0,0] +1X/3,0,0,0,3,0]
+1X[3,0,1,0,1,0] +1X[4,0,0,0,0,0]
symtensor(7,[0,0,1,0,0,0], A6)
1X0,0,0,0,0,0] +1Xo0,0,1,0,0,3] +1X0,0,1,0,1,1]
+1X[0,0,1,1,0,0] +1X0,0,2,2,0,0] +2X0,0,3,0,0, 2]
+1X 0,0,5,0,0,1] +1X0,0,7,0,0,0] +1X/0,1,0,0,1,0]
+1X[0,1,1,1,0,2] +1X0,1,1,1,1,0] +1X0,1,2,0,0,1]
+1X[0,1,3,1,0,1] +1X0,2,0,0,2,0] +1X0,2,1,0,0,0]
+1X[1,0,0,2,1,0] +1X[1,0,1,0,1,2] +2X[1,0,1,1,0, 1]
+1X[1,0,3,0,1,1] +1X1,0,3,1,0,0] +1X/1,0,5,0,1,0]
+1X[1,1,0,0,1,1] +1X1,1,0,1,0,0] +1X[1,1,1,1,1,1]
+1X[1,1,2,0,1,0] +1X2,0,0,0,0,2] +1X/2,0,1,0,2,1]
+1X[2,0,1,1,1,0] +1X2,0,2,0,0,1] +1X/2,0,3,0,2,0]
+1X[2,0,4,0,0,0] +1X2,1,0,0,2,0] +1X/2,1,0,1,0,1]
+1X/3,0,0,1,0,0] +1X3,0,1,0,3,0] +1X/3,0,2,0,1,0]
+1X[ 4,0,0,0,2,0] +1X[4,0,1,0,0,0]
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A7
1X[0,0,2,0,0,0,0] +1X[1,0,0,0,1,0,0]

sym_tensor(2,[0,0,1,0,0,0,0],A7)

Liste 1.1.6
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A8

Liste 1.1.7

sym_tensor(2,[0,0,1,0,0,0,0,0],A8)

1X[0,0,2,0,0,0,0,0] +1X[1,0,0,0,1,0,0,0]
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Liste 1.2.1 : B2
Liste 1.2 : Br

symtensor(2,[2, 0], B2)

1X[ 0,0] +1X[0,4] +1X[2,0]

symtensor(2,[0, 2], B2)

1X[ 0,0] +1X[0,4] +1X[1, 0]

symtensor(2,[1, 1], B2)

2X[0,2] +1X[1,2] +1X[2, 2]

symtensor(3,[1, 1], B2)

1X[ 0, 1] +2X[ 0, 3] +1X[O0, 5]

+1X[ 2,3] +1X[3,1] +1X[3, 3]

Liste 1.2.2 : B3

symtensor(2,[2,0,0], B3)
1X/0,0,0] +1X0,2,0]

symtensor(3,[2,0,0], B3)
1X/ 0,0,0] +1X0,O0, 4]
+1X[ 2, 2,0] +1X[4,0, 0]

symtensor(2,[0,0, 2], B3)
1X/0,0,0] +1X0,0, 2]
+1X[ 2, 0, 0]

symtensor(2,[0, 1, 0], B3)
1X/0,0,0] +1X0,0, 2]

symtensor(2,[1,0,1], B3)
1X[ 0,0,0] +2X 0,0, 2]
+1X[ 2,0,0] +1X 2,0, 2]

+1X[ 2, 0, 0]
+1X[ 0, 2, 0]

+1X[ 6, 0, O]

+1X[ 0, 0, 4]

+1X[ 0, 2, 0]

+1X[ 0, 2, 0]
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+1X[ 4,

+1X[ 2,

+2X[ 1,

1] +2X[1,3] +2X[2,1]

+1X[ 4, 0, 0]

+2X[ 2, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0]

+1X[ 2, 0, 0]

+1X[ 1, 0, 2]

+1X[ 2, 1, 0]

+1X[ 1, 1, 0]

+1X[ 1, 1, O]



Liste 1.2.3 :

symtensor(2,]2,

1X[ 0, 0, 0, 0]

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 0]

sym tensor(4,]2,

2X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 0]
+1X[ 4, 2, 0, 0]

symtensor(2,][0,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 1, 1, O]
+1X[ 2, 0, 0, 0]

symtensor(2,][1,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 0, O]
+1X[ 2, 0, 0, O]

symtensor(3,[1,

2X[ 0, 0, 0, 1]
+1X[ 0, 1, 0, 3]
+3X[ 1, 0, 0, 3]
+1X[ 1, 2, 0, 1]
+3X[ 2, 1, 0, 1]

B4

0,0, 0], B4)
+1X[ 0, 2, 0, 0]

symtensor(3,[2,0,0,0], B4)

+1X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 2, 2, 0, 0]

0,0, 0], B4)

+1X[ 0, 0, 0, 4]
+1X[ 1, 1, 1, 0]
+2X[ 2, 2, 0, 0]
+1X[ 6, 0, 0, 0]

0,0, 2], B4)
+1X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 0, 2, 0, O]

0,0, 1], B4)

+2X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 1, 0, 0, 2]
+1X[ 2, 0, 0, 2]

0,0, 1], B4)

+3X[ 0, 0, 0, 3]
+2X[ 0, 1, 1, 1]
+5X[ 1, 0, 1, 1]
+5X[ 2, 0, 0, 1]
+2X[ 3, 0, 0, 1]

+1X[ 2, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 0]

+1X[ 0,0, 2
+3X[2,0,0
+3X[ 4, 0, 0,
+1X[8,0,0

+1X[ 0, 0, 0, 4]
+1X[ 1, 0, 0, O]

+1X[ 0, 1, 1, 0]
+1X[ 1,0, 1, 0]
+1X[ 3, 0, 0, 0]

+4X[ 0,0, 1, 1]
+2X[ 0, 2, 0, 1]
+7X[ 1, 1, 0, 1]
+1X[ 2, 0, 0, 3]
+1X[ 3, 0, 0, 3]

+1X[ 4, 0, 0, 0]

+2X[ 2, 0, 0, 0]
+1X[ 6, 0, 0, O]

+3X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 2, 0, 2, 0]
+1X[ 4, 1, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 1, 0, 0, 2]

+1X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 0, O]

+6X[ 0, 1, 0, 1]
+6X[ 1, 0, 0, 1]
+1X[ 1, 1, 1, 1]
+2X[ 2,0, 1, 1]
+1X[ 4, 0, 0, 1]

symtensor(4,[1,0,0,1], B4)

5X[ 0, 0, 0, 0]
+14X[ 0, 0, 1, 2]
+5X[ 0, 1, 0, O]
+7X[ 0, 1, 1, 2]
+7X[ 0, 2, 1, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 0]
+22X[ 1, 0, 1, 0]
+29X[ 1, 1, 0, 2]
+2X[ 1, 1, 2, 0]
+2X[ 1, 3, 0, 0]
+20X[ 2, 0, 1, 0]

+17X[ 0, 0, 0, 2]
+15X[ 0, 0, 2, 0]
+24X[ 0, 1, 0, 2]
+ 3X[0, 1, 2, 0]
+ 1X[ 0, 2, 2, 0]
+ 6X[ 1,0, 0, 0]
+17X[ 1, 0, 1, 2]
+ 1X[ 1,1, 0, 4]
+12X[ 1, 2, 0, 0]
+11X[ 2, 0, 0, O]
+ 7X[ 2,0, 1, 2]

+ 9X[ 0,0, 0, 4]
+ 1X[ 0, 0, 2, 2]
+ 1X[ 0, 1, 0, 4]
+17X[ 0, 2, 0, 0]
+ 2X[ 0, 3, 0, 0]
+31X[ 1, 0, 0, 2]
+11X[ 1, 0, 2, O]
+22X[ 1, 1, 1, 0]
+ 5X[ 1, 2,0, 2]
+28X[ 2, 0, 0, 2]
+ 7X[ 2,0, 2, 0]

+11X[ 0, 0, 1, 0]
+ 1X[ 0, 0, 3, 0]
+25X[ 0, 1, 1, 0]
+12X[ 0, 2, 0, 2]
+ 1X[ 0, 3, 1, 0]
+ 7X[ 1,0, 0, 4]
+15X[ 1, 1, 0, 0]
+ 3X[1,1,1, 2]
+ 3X[1, 2, 1, 0]
+ 4X[ 2,0, 0, 4]
+12X[ 2, 1, 0, 0]

+12X[2,1,0,2] +11X[2,1,1,0] + 1X[2,1,1,2] + 8X[2,2,0,0]
+1X[2,2,0,2] + 7X[3,0,0,0] +13X[3,0,0,2] + 1X[3,0,0, 4]
+8X[3,0,1,0] + 2X[3,0,1,2] + 1X[3,0,2,0] + 6X[3,1,0,0]
+3X[3,1,0,2] + 2X[(3,1,1,0] + 1X[3,2,0,0] + 5X[4,0,0, 0]
+3X[4,0,0,2] + 1X[4,0,0,4] + 2X[4,0,1,0] + 1X[ 4, 1,0, 0]
+1X[5,0,0,0] + 1X[5,0,0,2] + 1X[6, 0,0, 0]
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Liste 1.2.4 :

symtensor(2,[2,0,0,0,0],

B5

1X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 0, O]

symtensor(3,[2,0,

1X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+2X[ 2, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 0, O]

sym tensor(4,][2,0,

Sym.

2X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+3X[ 0, 2, 0, 0, O]
+3X[ 2, 0, 0, 0, 0]
+2X[ 2, 2,0, 0, 0]
+1X[ 4, 2, 0, 0, 0]

B5)
+1X[ 0, 2, 0, 0, 0]

0,0, 0], B5)
+1X[ 0, 0, 2, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 0, O]
+1X[ 6, 0, 0, 0, O]

0,0, 0], B5)

+1X[ 0, 0, 0, 2, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 0, 0]
+1X[ 2, 0, 2, 0, 0]
+3X[ 4, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 6, 0, 0, 0, O]

tensor(5,[2,0,0,0,0], B5)

2X[ 0,0,0,0,0] +1X o0,0,0,0,
+3X[ 0,0,2,0,0] +4X 0,2,0,0,
+1X[ 0,4,0,0,0] +1X[ 1,0,1,1,
+1X[ 1,2,1,0,0] +5X 2,0,0,0,
+2X 2,0,2,0,0] +3X 2,1,0,0,
+1X[ 2,3,0,0,0] +1X[ 2,4,0,0,
+4X[ 4,0,0,0,0] +1X[ 4,0,2,0,
+2X[ 4,2,0,0,0] +3X 6,0,0,0,
+1X[ 6,2,0,0,0] +1X[ 8,0,0,0,

symtensor(2,[0,1,0,0,0], B5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 0, 1, 0] +1X[ 0, 2, 0, 0, 0] +1X[ 2, 0, 0, 0, 0]

symtensor(3,[0,1,0,0,0], B5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 0, 0]

+2X[ 0, 1, 0, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 1, 0, O]

symtensor(4,[0,1,0,0,0], B5)

symtensor(2,[0,0,0,0,1],

2X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 0, 1, 0, 0]
+3X[ 0, 2, 0, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 0, 0, 2]
+2X[ 2,0, 0, 0, O]
+1X[ 4, 0, 0, 0, 0]

1X[ 0, 0, 0, 0, 2]

+2X[ 0, 0, 0, 1, O]
+1X[ 0, 0, 2, 0, O]
+1X[ 0, 2, 0, 1, O]
+1X[ 1, 0, 1, 0, O]
+1X[ 2, 0, 0, 1, O]
B5)

+1X[ 0, 1, 0, 0, O]

symtensor(3,[0,0,0,0, 1], B5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 1]

+1X[ 0, 0,

symtensor(4,[0,0,0,0,1], B5)

1X[ 0, 0,0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 0, 0, 2] +1X[ 0, 0, 0, 0, 4] +1X[ 0, 0, 0, 1, 0]
+1X[ 0, 0, 1, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 0, 2] +1X[ 0, 2, 0, 0, 0] +1X[ 1, 0, 0, 0, 2]

+1X[ 1, 1, 0, 0, 0]

+1X[ 2, 0, 0, 0, 0]
130
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+1X[ 2, 0, 0, 0, O]

+1X[ 0, 2, 0, 0, O]
+1X[ 2, 2, 0, 0, 0]

+
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+1X[ 0, 1, 0, 1, O]
+1X[ 2, 1, 0, 0, O]

+1X[ 1, 0, 0, 0, O]

0,0,3]+1X[ 0, 1,0, 0, 1] +1X[ 1, 0, 0, 0, 1]
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Liste 1.3 : Cr

Liste 1.3.1 : C3

symtensor(2,[2,0,0], C3)
1X[0,0,0] +1X[0,1,0] +1X0,2,0] +1X] 4,0, 0]

symtensor(3,[2,0,0], C3)
1X[0,0,2] +1X1,0,1] +2X[2,0,0] +1X[2,1,0] +1X 2,2, 0]
+1X[ 6, 0, 0]

sym tensor(4,[2,0,0], C3)
2X[0,0,0] +2X[0,1,0] +3X[0,2,0] +1X/0,3,0] +1X 0, 4, 0]
+1X[1,1,1] +1X[2,0,2] +1X[2,1,0] +1X[3,0,1] +2X4,0,0]
+1X[4,1,0] +1X[4,2,0] +1X[8,0, 0]

symtensor(2,[0,2,0], C3)

1X[ 0, 0, 0]
+1X[ 1, 1, 1]

2X[ 0, 0, 0]
+6X[ 0, 2, 0]
+1X[ 0, 6, 0]
+2X[ 1, 3, 1]
+1X[ 2, 2, 2]
+3X[ 4, 0, 0]

1X[ 0, 0, 2]

+2X[ 2,1, 0] +1X[ 2, 2, 0]

3X[ 0, 0, 1]
+2X[ 1, 0, 0]
+2X[ 1, 3, 0]
+1X[ 3, 0, 2]
+1X[ 5, 0, 0]

+1X[ 0, 1, 0]
+1X[ 2, 0, 2]

symtensor(3,[0,2,0], C3)

+1X[ 0, 0, 2]
+1X[ 0, 2, 2]
+2X[ 1, 0, 1]
+5X[ 2, 0, 2]
+1X[ 2, 3, 0]
+2X[ 4, 1, 0]

symtensor(2,[1,1,0], C3)

+2X[ 1, 0, 1]

symtensor(3,[1,1,0], C3)

+1X[ 0, 0, 3]
+3X[ 1, 0, 2]
+6X[ 2, 0, 1]
+5X[ 3, 1, 0]

+2X[ 0, 2, 0]
+1X[ 3, 0, 1]

+1X[ 0, 0, 4]
+5X[ 0, 3, 0]
+1X[ 1, 0, 3]
+3X[ 2, 1, 0]
+4X[ 3, 0, 1]
+2X[ 4, 2, 0]

+1X[ 1, 1, 1]

+5X[ 0, 1, 1]
+6X[ 1, 1, 0]
+5X[ 2, 1, 1]
+2X[ 3, 2, 0]

+1X[ 0, 3, 0]
+1X[ 4, 0, 0]

+2X[ 0, 1, 0]
+3X[ 0, 4, 0]
+5X[ 1, 1, 1]
+2X[ 2, 1, 2]
+3X[ 3, 1, 1]

+2X[ 2, 0, 0]

+3X[ 0, 2, 1]
+1X[ 1, 1, 2]
+1X[ 2, 2, 1]
+1X[ 3, 3, 0]

+1X[ 0, 4, 0]

+1X[ 0, 1, 2]
+1X[ 0, 5, 0]
+4X[ 1, 2, 1]
+3X[ 2, 2, 0]
+1X[ 3, 2, 1]

+1X[ 0, 3, 1]
+7X[ 1, 2, 0]
+4X[ 3, 0, 0]
+2X[ 4, 0, 1]

symtensor(4,[1,1,0], C)

3X[0,0,0]+ 6X[0,0,2]+ 1X 0,0, 4] +13X[ 0, 1, 0] +10X[ O, 1, 2]
+24X[ 0, 2,0] + 4X[ 0, 2, 2] +18X[ 0, 3,0] + 9X[ 0, 4,0] + 2X[ 0, 5, 0]
+18X[ 1, 0,1] + 5X[ 1,0, 3] +36X[ 1,1, 1] + 2X[ 1, 1, 3] +23X[ 1, 2, 1]
+ 6X[1,3,1]+ 1X1,4,1]+ 7X[2,0,0]+19X[ 2,0, 2] +27X[] 2, 1, 0]
+10X[ 2, 1, 2] +25X[ 2, 2, 0] + 2X[ 2, 2, 2] +11X[ 2, 3, 0] + 2X[ 2, 4, 0]
+24X[ 3, 0, 1] +20X[ 3, 1, 1] + 7X[ 3, 2, 1] + 1X[ 3, 3, 1] +15X[ 4, 0, 0]
+ 3X[4,0,2] +17X[ 4,1,0] + 1X[4,1,2]+ 9X 4, 2,0] + 2X[ 4, 3, 0]
+ 1X[4,4,0]+ 4X[5,0,1]+ 2X[5,1,1]+ 1X/6,0,0]+ 1X[6, 1, 0]

131



Liste 1.3.2 : 4

symtensor(2,[2,0,0,0],C4)

1X[ 0,0, 0,0] +1X0,1,0,0] +1X0,2,0,0] +1X] 4, 0,0, 0]

symtensor(3,[2,0,0,0],C4)

1X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 2, 2, 0, 0]

2X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 1, 0, 1]
+1X[ 1, 1, 1, O]
+2X[ 4, 0, 0, 0]

symtensor(2,][0,

1X[ 0, 0, 0, 0]

symtensor(3,[0,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 0, O]

sym tensor(4,]0,

2X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 1, 0, 1]
+1X[ 0, 4, 0, 0]

1X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 1, 0, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 1]
+1X[ 1, 0, 1, 1]

sym tensor (6, [0,

3X[ 0, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 0, 2, O]
+6X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 0, 1]
+1X[ 0, 6, 0, O]
+1X[ 1, 1, 1, 1]
+1X[ 2, 0, 2, 0]

symtensor(7,[0,

2X[ 0, 0, 0, O]
+6X[ 0, 1, 0, 1]
+6X[ 0, 2, 0, 0]
+4X[ 0, 3, 0, 1]
+3X[ 0, 5, 0, 0]
+4X[ 1,0, 1, 0]
+2X[1, 1, 1, 1]
+1X[ 1, 4, 1, 0]

+1X[ 1,0, 1, 0]
+1X[ 6, 0, 0, 0]

symtensor(4,[2,0,0,0],C4)

+1X[ 0, 0, 0, 1]
+3X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 2, 0, 2, 0]
+1X[ 4, 1, 0, 0]

1,0, 0], C4)
+1X[ 0, 0, 0, 1]

1,0,0], )
+2X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 1,0, 1, 0]

1,0, 0], C4)

+2X[ 0, 0, 0, 1]
+3X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 1, 0, 1, O]

symtensor(5,[0,1,0,0],C4)

+1X[ 0, 0, 0, 1]
+3X[ 0, 2, 0, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 0]
+2X[ 1, 1, 1, 0]

1,0, 0], C4)

+3X[ 0, 0, 0, 1]
+4X[ 0, 1, 0, O]
+4X[ 0, 2, 0, 1]
+3X[ 0, 4, 0, 0]
+2X[ 1, 0, 1, O]
+2X[ 1, 2, 1, 0]

1,0,0], C4)

+2X[ 0, 0, 0, 1]
+3X[ 0, 1, 0, 2]
+4X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 0, 3, 0, 2]
+1X[ 0, 5, 0, 1]
+3X[ 1, 0, 1, 1]
+4X[ 1, 2, 1, 0]
+1X[ 2, 0, 2, 0]

+2X[ 2, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 0, 3, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 0, O]
+1X[ 4, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 1, 0, O]

+1X[ 0, 1, 0, 1]

+1X[ 0, 0, 0, 2]
+1X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 1, 1, 1, O]

+4X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 0, 5, 0, 0]
+1X[ 1, 2, 1, 0]

+2X[ 0, 0, 0, 2]
+3X[ 0, 1, 0, 1]
+1X[ 0, 2, 0, 2]
+1X[ 0, 4, 0, 1]
+1X[ 1, 0, 1, 1]
+1X[ 1, 3,1, 0]

+1X[ 0, 0, 0, 2]

+1X[ 0, 1, 0, 3]
+1X[ 0, 2, 0, 2]
+4X[ 0, 4, 0, 0]
+1X[ 0, 6, 0, O]
+1X[ 1, 0, 1, 2]
+1X[ 1, 2, 1, 1]
+1X[ 2, 1, 0, 1]
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+1X[ 2, 1, 0, 0]

+2X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 0, 4, 0, O]
+1X[ 3, 0, 1, O]
+1X[ 8, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0, 0]

+2X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 0, O]

+3X[ 0, 1, 0, 1]
+3X[ 0, 3, 0, 0]
+2X[ 1, 0, 1, 0]

+1X[ 0, 0, 0, 3]
+1X[ 0, 1, 0, 2]
+4X[ 0, 3, 0, 0]
+1X[ 0, 5, 0, O]
+3X[ 1, 1, 1, 0]
+1X[ 2, 0, 0, 1]

+6X[ 0, 1, 0, 0]
+1X[ 0, 1, 2, 0]
+7X[ 0, 3, 0, 0]
+1X[ 0, 4, 0, 1]
+1X[ 0, 7, 0, 0]
+5X[ 1, 1, 1, 0]
+2X[ 1, 3, 1, 0]
+1X 2,1, 2, 0]



symtensor(2,[0,0,1,0],C4)
1X0,0,2,0] +1X[1,0,1,0]

symtensor(3,[0,0,1,0], )

1X[ 0, 0, 1, 0]
+1X[ 1, 0, 2, O]
+1X[ 3, 0, 0, 0]

symtensor(4,][0,

1X[ 0, 0, 0, 0]
+2X[ 0, 1, 0, O]
+1X[ 0, 2, 0, 1]
+1X[ 1, 0, 3, 0]
+2X[ 2, 0, 2, 0]

+1X[ 0, 0, 3, 0]
+1X[ 1, 1, 0, O]

0,1, 0], C4)

+1X[ 0, 0, 0, 2]
+2X[ 0, 1, 0, 1]
+1X[ 0, 3, 0, O]
+2X[ 1, 1, 1, 0]
+1X[ 2, 1, 0, 0]

+1X[ 2, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 1, 1, O]
+1X[ 1, 1, 0, 1]

+1X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 0, 1, 2, O]
+2X[ 1, 0, 1, 0]
+1X[ 1, 1, 1, 1]
+2X[ 3, 0, 1, 0]

Liste 1.3.3 :

c5

symtensor (2,[0,1,0,0,0], C5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 0, 1, 0] +1X[ 0, 1, 0, O,

symtensor (3,[0,1,0,0,0], C5)

1X/0,0,0,0,0] +1X[ 0,0,0,1,0]+2X 0, 1,0,0,
+1X[ 0,2,0,0,0]+1X/ 0, 3,0,0,0]+1X[ 1,0 O
symtensor (4,[0,1,0,0,0], C5)
2X/ 0,0,0,0,0]+2X[0,0,0,1,0] +1X 0, 0,0, 2
+2X[0,1,0,1,0]+3X[0,2,0,0,0]+1X[ 0,2,0,1
+1X[0,4,0,0,0] +1X/1,0,0,0,1]+1X[1,0,1,0
symtensor (5,[0,1,0,0,0], C5)
2X/0,0,0,0,0]+3X0,0,0,1,0] +1X 0, 0,0, 2
+4X[0,1,0,0,0]+4X0,1,0,1,0]+1X[0,1,0,2
+2X[0,2,0,1,0]+3X[ 0, 3,0,0,0] +1X[ 0, 3,0, 1
+1X[0,5,0,0,0] +1X/1,0,0,0,1]+3X[1,0,1,0
+1X[1,1,0,0,1]+2X[1,1,1,0,0] +1X[ 1,2,1,0
symtensor (6,[0,1,0,0,0], C5)
3X0,0,0,0,0]+5X[0,0,0,1,0] +3X[ 0, 0, 0, 2,
+1X[0,0,1,0,1] +1X 0,0,2,0,0] +6X[0,1,0,0
+2X[0,1,0,2,0]+1X[0,1,1,0,1]+7X[ 0, 2,0, O,
+1X[ 0, 2,0, 2, 0] +5X[ 0, 3, 0, 0, 0] +2X[ O, 3, 0, 1,
+1X[0,4,0,1,0] +1X 0,5,0,0,0] +1X[ 0,6, 0,0
+1X[1,0,0,1,1] +3X[1,0,1,0,0] +2X[ 1, 0, 1, 1,
+4X[1,1,1,0,0]+1X/1,1,1,1,0]+1X[1,2,0,0
+1X[1,3,1,0,0]+1X/2,0,0,1,0]+1X[ 2,0, 2,0
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+1X[ 1, 0, 0, 1]
+1X[ 2, 0, 1, 0]

+1X[ 0, 0, 4, 0]
+3X[ 0, 2, 0, 0]
+2X[ 1, 0, 1, 1]
+2X[ 2,0, 0, 1]
+1X[ 4, 0, 0, O]

0] +1X[ 0, 2, 0, 0, 0]

0] +1X 0, 1, 0, 1, O]
0]

,0] +3X[ 0, 1,
, 0] +1X[ 0, 3,
0] +1X[ 1, 1

, 0] +1X[ 0,
, 0] +4X[ 0,
, 0] +1X[ 0,
, 0] +1X[ 1,
, 0]

0] +1X[ O,

, 0] +7X[ 0,

0] +5X[ 0,

0] +3X[ 0,

, 0] +2X[ 1,

0] +2X[ 1,

, 1] +2X[ 1,
, 0]



Liste 1.3.4 : C6

symtensor (2,[0,1,0,0,0,0], C6)
1X/0,0,0,0,0,0] +1X/0,0,0,1,0,0]
+1X[ 0, 2,0, 0, 0, 0]

symtensor (3,[0,1,0,0,0,0], C6)
1X0,0,0,0,0,0] +1X[0,0,0,0,0,1]
+2X[0,1,0,0,0,0] +1X0,1,0,1,0,0]
+1X[0,3,0,0,0,0] +1X1,0,1,0,0,0]

3, [

symtensor (4,[0,1,0,0,0,0],C6
2X[0,0,0,0,0,0] +3X0,0,0
+3X/0,1,0,0,0,0] +1X0,1,0
+3X[ 0,2,0,0,0,0] +1XO0, 2,0,
+1X[ 0,4,0,0,0,0] +1X 1,0,0
+1X/1,1,1,0,0, 0]

symtensor (5,[0,1,0,0,0,0], C6)
2X[0,0,0,0,0,0] +2Xx/0,0,0,0,0,1]
+1X[0,0,0,1,0,1] +1X0,0,0,2,0,0]
+5X/0,1,0,0,0,0] +1X0,1,0,0,0,1]
+1X[0,1,0,2,0,0] +4X0,2,0,0,0,0]
+2X/0,2,0,1,0,0] +3X0,3,0,0,0,0]
+1X 0,4,0,0,0,0] +1X0,5,0,0,0,0]
+3X[1,0,1,0,0,0] +1X1,0,1,1,0,0]
+2X[1,1,1,0,0,0] +1X1,2,1,0,0,0]
symtensor (6,[0,1,0,0,0,0], C6)

4X/0,0,0,0,0,0] +2X0,0,0,0,0,1]
+7X[0,0,0,1,0,0] +1X0,0,0,1,0,1]
+1X/ 0,0,0,3,0,0] +2X[0,0,1,0,1,0]
+6X/0,1,0,0,0,0] +4X0,1,0,0,0,1]
+1X[0,1,0,1,0,1] +2X0,1,0,2,0,0]
+8X 0,2,0,0,0,0] +1X0,2,0,0,0,1]
+1X/ 0,2,0,2,0,0] +5X0,3,0,0,0,0]
+2X[ 0,3,0,1,0,0] +3X0,4,0,0,0,0]
+1X/ 0,5,0,0,0,0] +1XO0,86,0,0,0,0]
+1X[1,0,0,1,1,0] +4X[1,0,1,0,0,0]
+2X(1,0,1,1,0,0] +3X 1,1,0,0,1,0]
+1X[1,1,1,1,0,0] +1X1,2,0,0,1,0]
+1X[1,3,1,0,0,0] +1X2,0,0,1,0,0]
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+1X[ 0, 1, 0, 0, 0, O]

+1X[ 0,0, 0, 0, 0, 2]
+4X[ 0, 0, 0, 2, 0, 0]
+1X[ 0, 0, 2, 0, 0, O]
+8X[ 0, 1, 0, 1, 0, O]
+1X[ 0, 1, 1, 0, 1, O]
+6X[ 0, 2, 0, 1, 0, O]
+1X[ 0, 3,0, 0, 0, 1]
+1X[ 0, 4, 0, 1, 0, O]
+3X[ 1,0, 0, 0, 1, O]
+1X[ 1,0, 1, 0, 0, 1]
+4X[ 1,1, 1,0, 0, 0]
+2X[ 1,2, 1, 0, 0, 0]
+1X[ 2,0, 2, 0, 0, 0]



Liste 1.4 : Dr

Liste 1.4.1 : D™D

symtensor(2,[0,1,0,0], D4)
1X/0,0,0,0] +1X0,0,0, 2]
+1X[ 2, 0, 0, 0]

symtensor(2,[2,0,0,0], D)
1X0,0,0,0] +1X0,2,0,0]

symtensor(3,[2,0,0,0], D4)
1X/0,0,0,0] +1X 0,0, 2, 2]
+1X[2,1,0,0] +1X[2,2,0,0]

symtensor(4,[2,0,0,0], D)
2X[0,0,0,0] +1X0,0,O0,4]
+3X[ 0, 2,0,0] +1X[O0,4,0,0]
+1X[2,0,2,2] +1X[2,1,0,0]
+1X[ 4,1,0,0] +1X4,2,0,0]

symtensor(2,[0,
1X 0, 0, 0, 0]

0,2, 0], D4)
+1X[ 0, 0, 2, 0]

symtensor(3,[0,0,2,0], D4)
1X/0,0,0,0] +2X0,0,2,0]
+1X[ 0, 1,2,0] +1X0,2,0,0]

symtensor(4,[0,0,2, 0], D)
2X[0,0,0,0] +1X0,0,O0,4]
+1X[ 0, 0,6,0] +1X0,0,8, 0]
+3X[ 0, 2,0,0] +2X[0, 2, 2, 0]
+1X[1,1,1,1] +1X[2,0,0, 2]

symtensor(2,[0,0,0, 2], D)
1X0,0,0,0] +1X0,0,0,2]

symtensor(3,[0,0,0, 2], D4)
1X/0,0,0,0] +2X0,0,0, 2]
+1X[ 0, 1,0,2] +1X0,2,0,0]

symtensor(4,[0,0,0, 2], D4)
2X[0,0,0,0] +3X0,0,0,2]
+1X[ 0,0,0,8] +1X0,0,4,0]
+3X[0,2,0,0] +2X0,2,0,2]
+1X[1,1,1,1] +1X 2,0, 2,0]

+1X[ 0, 0, 2, 0]

+1X[ 2, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0, O]
+1X[ 4, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 2, 2]
+1X[ 1, 1, 1, 1]
+2X[ 2, 2, 0, 0]
+1X[ 6, 0, 0, O]

+1X[ 0, 0, 4, 0]

+1X[ 0, 0, 4, 0]
+1X[ 0, 2, 2, 0]

+3X[ 0, 0, 2, 0]
+1X[ 0, 1, 2, O]
+1X[ 0, 2, 4, 0]
+1X[ 2, 0, 2, 2]

+1X[ 0, 0, 0, 4]

+1X[ 0, 0, 0, 4]
+1X[ 0, 2, 0, 2]

+3X[ 0, 0, 0, 4]

+1X[ 0, 1, 0, 2]
+1X[ 0, 2, 0, 4]
+1X[ 2, 0, 2, 2]
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+1X[ 0, 2, 0, 0]

+1X[ 4, 0, 0, 0]

+2X[ 2, 0, 0, 0]
+1X[ 6, 0, 0, O]

+1X[ 0, 0, 4, 0]
+3X[ 2, 0, 0, 0]
+3X[ 4, 0, 0, 0]
+1X[ 8, 0, 0, 0]

+1X[ 0, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 6, O]
+1X[ 2, 0, 0, 2]

+3X[ 0, 0,
+1X[ 0, 1,
+1X[ 0, 4,

4, 0]
4, 0]
0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, O]

+1X[ 0, 2, 0, 0]

+1X[ 0, 0, 0, 6]
+1X[ 2, 0, 2, 0]

+1X[ 0, 0, 0, 6]
+1X[ 0, 1, 0, 4]
+1X[ 0, 4, 0, 0]
+1X[ 4, 0, 0, 0]



symtensor(2,[1,0,1,0], D4)
1X/0,0,0,0] +1X0,0,0, 2]
+1X[1,0,1,1] +1X2,0,0,0]

symtensor(2,[1,0,0,1], D4)
1X/0,0,0,0] +1X0,0,0, 2]
+1X[1,0,1,1] +1X2,0,0,0]

symtensor(2,[0,0,1, 1], D)
1X[(0,0,0,0] +1XO0,0,0O0,?2]
+1X/ 0,2,0,0] +1X[1,0,1,1]
Liste 1.4.2 : D5

symtensor(2,[0,1,0,0,0], D5)

+1X[ 0, 0,2,0] +1X[0, 2, 0, 0]

+1X[ 2, 0, 2, 0]

+1X[ 0, 0,2,0] +1X[0, 2, 0, 0]

+1X[ 2, 0, 0, 2]

+1X[ 0, 0,2, 0] +1X[0, 0, 2, 2]

+1X[ 2, 0, 0, O]

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 0, 1, 1] +1X[ 0, 2, 0, 0, 0] +1X[ 2, 0, 0, 0, 0]

symtensor(3,[0,1,0,0,0], D5

1X[ 0, 0,0, 1, 1] +2X[ 0, 1, 0, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 1, 1]
+1X[ 0, 3,0, 0, 0] +1X[ 1, 0, 1, 0, 0] +1X[ 2, 1, 0, 0, O]

symtensor(4,[0,1,0,0,0], D5)

2X[ 0, 0, 0, 0, 0] +2X[ 0, 0, 0, 1,
+1X[ 0, 1,0, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 1,
+1X[ 0, 4, 0, 0, 0] +1X[ 1, 0, O, O,
+1X[ 1,1, 1, 0, 0] +2X[ 2, 0, 0, O,

+1X[ 4, 0, 0, 0, O]

symtensor(5,[0,1,0,0,0], D5

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +2X[ 0, 0, 0, 1,
+1X[ 0, 0, 1, 2, 0] +4X[ 0, 1, 0, O,
+1X[ 0, 1, 2, 0, 0] +1X[ 0, 2, 0, 0,
+1X[ 0, 3,0, 1, 1] +1X[ 0, 5, 0, 0,
+4X[ 1,0, 1,0, 0] +1X[ 1, 0, 1, 1,
+2X[1,1,1,0,0]+1X[ 1, 2, 1, 0,
+1X[ 2, 1,0, 1, 1] +1X[ 2, 3, 0, 0,

symtensor(6,[0,1,0,0,0]
3X[0,0,0,0,0] +5X[ 0,

+1X[ 0, 0, 1, 0, 2] +1X[ O,
+2X[ 0, 1, 0, 0, 0] +5X[ O,
+1X[0,1,1,2,0]+7X[ 0,
+1X[ 0, 2, 2, 0, 0] +1X[ O,
+1X[ 0, 4,0,1, 1] +1X 0, 6, O,

, DB)
0,0,1
0,1,2
1,0,1
2,0,0
3,0,0
6,0,0
+3X[ 1,0, 0,2, 0] +1X[ 1, 0, 0, 3
1,0, 2
2,0,2
0,0,1
1,0,1
0,0,0
0,0,0

+2X[ 1, 1, 0, 0, 2] +2X[ 1,
+1X[ 1, 2, 0, 0, 2] +1X[ 1,
+4X[ 2, 0, 0, 0, 0] +4X[ 2,
+2X[ 2, 1, 0, 0, 0] +1X[ 2,
+1X[ 2, 4, 0, 0, 0] +1X[ 3,
+1X[ 3, 1, 1, 0, 0] +2X[ 4,
+1X[ 6, 0, 0, 0, O]

, 1] +3X[ 0,0, 0, 2
, 0] +4X[ 0, 0, 2, 0
, 1] +1X[ 0, 1, 0, 2
,0] +5X[ 0, 2, 0, 1
,0] +1X[ 0, 3, 0, 1
,0]+3X[ 1,0, 0, 0
,1]1+3X[1,0, 1, 0
,0]+5X[ 1,1, 1,0
,0]+2X[ 1,2, 1,0
1] +1X[ 2, 0, 0, 2
1] +4X[ 2, 2,0, 0
, 2] +1X[ 3,0, 0, 2
,0] +1X[ 4, 0, 0, 1

1] +1X[ 0, 0, O, 2
1] +3X[ 0, 2, 0, O
2] +1X[ 1, 0, 0, 2
0] +1X[ 2, 0, 0, 1

1] +1X[ 0, 0, O, 2
0] +4X[ 0, 1,0, 1
0] +1X[ 0, 2, 0, 1
0] +1X[ 1,0, 0,0
1,0,0
0,0,1
0,1,0

1] +1X[ 1,
0] +1X[ 2,
0] +1X[ 3,
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, 2] +1X[ O,
, 0] +1X[ 0,
, 2] +1X[ 0,
, 1] +1X[ O,
, 1] +3X[ 0,
, 2] +1X[ 1,
, 0] +3X[ 1,
, 0] +1X[ 1,
, 0] +1X[ 1,
, 2] +2X] 2,
, 0] +1X[ 2,
, 0] +1X[ 3,
, 1] +1X[ 4,

0,0,3
0,2,1
1,1,0
2,0,2
4,0,0
0,0,1,
0,1,1,
1,1,1
3,1,0
0,2,0
2,0,1
0,1,0
2,0,0

, 2] +1X[ 0, 0, 2, 0, 0]
,0] +1X[ 0, 2, 0, 1, 1]
,0] +1X[ 1,0, 1, 0, 0]
1] +1X[ 2, 2, 0, 0, 0]

, 2] +1X[ 0, 0, 1, 0, 2]
, 1] +1X[ 0, 1, 0, 2, 2]
, 1] +3X[ 0, 3, 0, 0, 0]
,2] +1X[ 1, 0, 0, 2, 0]
2] +1X[ 1, 1, 0, 2, 0]
,1]+3X[ 2, 1,0, 0, 0]
,0] +1X[ 4, 1, 0, 0, 0]

et e b e

cCoORrOoOoOkRPRFE,WONNE W

et b e et e b e



symtensor(2,[2,0,0,0,0], D5)
1X/0,0,0,0,0] +1X[ 0, 2,0,0,0] +1X 2,0, 0, 0,0] +1X[ 4, 0, 0, 0, O]

symtensor(3,[2,0,0,0,0], D5
1X0,0,0,0,0]+1X 0,0, 2,0,0]+1X 0, 2,0, 0,0]+2X 2,0, 0, 0, 0]
+1X[ 2,1,0,0,0]+1X 2, 2,0, 0, 0] +1X[ 4, 0, 0, 0, 0] +1X[ 6, O, O, 0, 0]

symtensor(4,[2,0,0,0,0], D5)

2X[0,0,0,0,0] +1X[0,0,0, 2,2] +1X[ 0,0, 2,0, 0] +3X[ 0, 2,0, 0, 0]
+1X[ 0,4,0,0,0]+1X[1,1,1,0,0]+3X[ 2,0,0,0,0]+1X 2,0, 2, 0, 0]
+1X[ 2,1, 0,0, 0] +2X] 2, 2,0, 0, 0] +3X[ 4,0, 0,0,0] +1X[ 4, 1, 0, O, 0]
+1X[ 4, 2,0, 0, 0] +1X[ 6, 0, 0, 0, 0] +1X[ 8, 0, 0, 0, O]

symtensor(5,[2,0,0,0,0], D5)

2X[ 0,0,0,0,0] +1X 0,0,0,0,4] +1X 0,0,0,2,2]
+1X[ 0,0,0,4,0] +3X[ 0,0,2,0,0] +4X 0,2,0,0,0]
+1X[ 0,2,2,0,0] +1X[ 0,4,0,0,0] +1X 1,0,1,1,1]
+2X[ 1,1,1,0,0] +1X[ 1,2,1,0,0] +5X 2,0,0,0,0]
+1X[ 2,0,0,2,2] +2X[ 2,0,2,0,0] +3X 2,1,0,0,0]
+5X[ 2,2,0,0,0] +1X[ 2,3,0,0,0] +1X 2,4,0,0,0]
+1X[ 3,1,1,0,0] +4X 4,0,0,0,0] +1X 4,0,2,0,0]
+2X[ 4,1,0,0,0] +2X 4,2,0,0,0] +3X 6,0,0,0,0]
+1X[ 6,1,0,0,0] +1X[ 6,2,0,0,0] +1X 8,0,0,0,0]
+1X[ 10, 0, 0, 0, 0]

symtensor(2,[0,0,0,2,0], D5)
1X/0,0,0,4,0]+1X[0,0,2,0,0]+1X1,0,0,2,0] +1X[2,0,0,0,0]

symtensor(3,[0,0,0,2,0], D5)
1X0,0,0,0,2]+1X 0,0,0,6,0]+1X/ 0,0, 1,1,1]+1X 0,0, 2, 2, 0]
+1X/0,1,1,0,0]+1X0,2,0,0, 2] +1X[1,0,0,1, 1] +1X[ 1, 0, 0, 4, 0]
+1X[1,0,1,2,0]+1X[ 1,0, 2,0,0] +2X[ 2,0, 0, 2,0] +1X[ 3, 0, 0, O, 0]

symtensor(4,[0,0,0, 2,0], D5
1X0,0,0,0,0]+1X 0, 0,0, 1, 1] +3X 0,
+1X[ 0, 0, 1, 3, 1] +2X[ 0, 0, 2, 0, 0] +1X[ O,
+1X[ 0, 0, 4,0,0] +3X[ 0, 1, 0, 1, 1] +1X[ O, , 2] +1X[ 0,
+2X[0,1,1,2,0]+3X 0, 2,0,0,0] +2X[ 0, 2,0, 1, 1] +1X[ 0, 2, O,

0,0, 2,2] +1X[ 0, 0, 0
0,2,1 0,2
1,0, 2 1,1
2,0, 1 2,0
+1X[ 0, 4,0, 0, 0] +2X[ 1, 0, 0, 0, 2] +1X[ 1, 0, 0, 2, 0] +2X[ 1, O, O,
0,1, 4 0,2
1,1, 0 1,1
0,0,0 0,0
0,2,0 0,0

, 1] +1X[ O,

NFPRPNWNOA®
LEELENNOS

+1X[ 1, 0,0, 6, 0] +3X[ 1, 0, 1, 1, 1] +1X[ 1, ,0] +2X[ 1,
+1X[ 1,1, 0, 0, 2] +2X[ 1, 1, 0, 2, 0] +2X[ 1, , 0] +1X[ 1,
+1X[ 1,2, 0,0, 2] +1X[ 2, 0, 0, 0, 0] +1X[ 2, , 4] +2X[ 2,
+3X[ 2, 0, 0, 4, 0] +1X[ 2, 0, 1, 2, 0] +3X[ 2, , 0] +3X[ 3,
+2X[ 4,0, 0, 0, 0]
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symtensor(5,[0,0,0, 2,0], D5

2X[0,0,0, 0,2] + 1X[0,0,0, 0,6] + 2X[0,0,0, 1, 3]
+4X[0,0,0, 2,0] + 4X[0,0,0, 3,1] + 4X[0,0,0, 4,2]
+1X[0,0,0,10,0] + 7X[0,0,1, 1,1] + 3X[0,0,1, 2,2]
+1X[0,0,1, 5,1] + 5X[0,0,2, 0,2] + 3X[0,0,2, 2,0]
+1X[0,0,2, 3,1] + 1X[0,0,2, 6,0] + 1X[0,0,3, 1,1]
+1X[0,0,4, 2,0] + 2X[0,1,0, 0,2] + 1X[0,1,0, 1, 3]
+5X[0,1,0, 2,0] + 7X[0,1,0, 3,1] + 1X[0,1,0, 4, 2]
+7X[0,1,1, 0,0] +10X[0,1,1, 1,1] + 2X[0,1,1, 2, 2]
+2X[0,1,1, 4,0] + 1X[0,1,2, 0,2] + 1X[0,1,2, 2, 0]
+2X[0,1,3, 0,0] + 3X[0,2,0, 0,2] + 1X[0,2,0, 1, 3]
+10X[ 0,2,0, 2,0] + 3X[0,2,0, 3,1] + 1X[0,2,0, 4,2]
+2X[0,2,1, 0,0] + 3X[0,2,1, 1,1] + 1X[0,2,2, 0, 2]
+1X[0,3,0, 2,0] + 2X[0,3,1, 0,0] + 1X[0,4,0, 2, 0]
+1X[1,0,0, 0,0] + 1X[1,0,0, 0,4] + 5X[1,0,0, 1,1]
+9X[1,0,0, 2,2] + 1X[1,0,0, 4,0] + 2X[1,0,0, 5, 1]
+1X[1,0,0, 8,0] + 5X[1,0,1, 0,2] + 1X[1,0,1, 1,3]
+5X[1,0,1, 2,0] + 5X[1,0,1, 3,1] + 1X[1,0,1, 6, 0]
+7X[1,0,2, 0,0] + 5X[1,0,2, 1,1] + 2X[1,0,2, 4,0]
+1X[1,0,3, 2,0] + 1X[1,0,4, 0,0] + 2X[1,1,0, 0, 0]
+1X[1,1,0, 0,4] +12X[1,1,0, 1,1] + 4X[1,1,0, 2, 2]
+3X[1,1,0, 4,0] + 4X[1,1,1, 0,2] + 7X[1,1,1, 2,0]
+1X[1,1,1, 3,1] + 4X[1,1,2, 0,0] + 1X[1,1,2, 1,1]
+5X[1,2,0, 0,0] + 5X[1,2,0, 1,1] + 2X[1,2,0, 2, 2]
+1X[1,3,0, 0,0] + 1X[1,3,0, 1,1] + 7X[2,0,0, 0, 2]
+5X[2,0,0, 3,1] + 3X[2,0,0, 6,0] + 1X[2,0,1, 0, 0]
+8X[2,0,1, 1,1] + 2X[2,0,1, 4,0] + 5X[2,0,2, 2, 0]
+3X[2,1,0, 0,2] + 1X[2,1,0, 1,3] + 4X[2,1,0, 2,0]
+5X[2,1,1, 0,0] + 2X[2,1,1 ,1,1] + 3X[2,2,0, 0, 2]
+1X[3,0,0, 0,0] + 4X[3,0,0, 1,1] + 4X[3,0,0, 4,0]
+3X[3,0,1, 2,0] + 4X[3,0,2, 0,0] + 1X[3,1,0, 0, 0]
+5X[4,0,0, 2,0] + 2X[5,0,0, 0,0]

symtensor(2,[1,0,0,1,0], D5
1X0,0,0,0,2]+1X 0,0,0,2,0]+1X 0,1,1,0,0]+1X 1,0, 0, 0, 0]
+1X/1,0,0,1,1]+1X1,1,0,0,0]+1X 2,0,0, 2,0]+1X] 3,0, 0, 0, 0]

symtensor(3,[1,0,0,1,0], D5
1X[0,0,0,0,3]+1X[0,0,0,1,0]+2X[ 0,0, 0, 2,1]+2X[ 0, 0, 1, 0, 1]
+4X[ 0,1,0,1,0]+1X[0,1,0,2,1]+1X[ 0,1, 1,0, 1] +2X 0, 2,0, 1, 0]
+3X[1,0,0,0,1]+2X[1,0,0,1,2]+1X1,0,0,3,0]+3X[ 1,0, 1, 1, 0]
0,0,1 0,0,2,1]
0,0,0 0,0, 3, 0]

+4X[ 1,1, 0,0, 1] +1X[ 1, 1, 1, 1, 0] +3X[ 2, , 0] +1X[ 2,
+1X[ 2,0, 1, 0, 1] +2X[ 2, 1, 0, 1, 0] +1X[ 3, , 1] +1X[ 3,
+1X[ 4, 0, 0, 1, O]

symtensor(4,[1,0,0,1, 0], D5)

2X[0,0,0,0,0] + 2X[0,0,0,0,4] + 9X0,0,0,1, 1]
+5X[0,0,0,2,2] + 2X[0,0,0,4,0] + 4X0,0,1,0,2]
+5X[ 0,0, 1,2,0] +10X[0,0,2,0,0] + 1X[0,0,2, 1, 1]
+3X[0,1,0,0,0] +17X[0,1,0,1,1] + 1X0,1,0, 2, 2]
+2X[0,1,1,0,2] + 4X[0,1,1,2,0] + 2X[0,1,2,0,0]
+9X[0,2,0,0,0] + 7X[0,2,0,1,1] + 1X 0,2, 2,0, 0]
+1X[ 0,3,0,0,0] +10X[1,0,0,0,2] + 3X[1,0,0, 1, 3]



+11X[ 1, 0, 0, 2

+11X[ 1,0, 1, 1
+1X[ 1, 1, 0, 3, 1]
+1X[ 1, 2, 0, 0, 2]
+7X[ 2, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 2, 0, 0, 4, 0]
+4X[ 2,0, 2, 0, 0]
+1X[ 2, 1, 1, 2, 0]
+5X[ 3, 0, 0, 2, 0]
+1X[ 3,0, 1, 1, 1]
+3X[ 4,0, 0, 0, 0]
+1X[ 4, 1, 0, 0, 0]

,0] + 4X[1,0,0,3, 1]
1] + 9X[1,1,0,0, 2]

+14X[ 1, 1, 1, 0, 0]

+

3X[ 1, 2, 0, 2, 0]

+16X[ 2, 0, 0, 1, 1]
+ 1X[ 2,0, 1,0, 2]

+ + + + + +

8X[ 2, 1,0, 0, 0]
5X[ 2, 2, 0, 0, 0]
1X[ 3,0, 0, 3, 1]
2X[ 3,1, 0, 2, 0]
2X[ 4,0, 0, 1, 1]
1X[ 5, 0, 0, 2, 0]

symtensor(2,[1,0,0,0,1], D5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 2] +1X[ 0, 0, 0, 2, 0] +1X[ O,
+1X[ 1,0, 0, 1, 1] +1X[ 1, 1, 0, 0, 0] +1X[ 2,

symtensor(3,[1,0,0,0, 1], D5

1X[ 0, 0, 0, 0, 1] +2X[ 0, 0, 0, 1, 2] +1X[ O,
+4X[ 0,1, 0,0, 1] +1X[ 0, 1, 0, 1, 2] +1X] O,
+1X[ 1,0, 0, 0, 3] +3X[ 1, 0, 0, 1, 0] +2X[ 1,
+4X[ 1,1, 0,1, 0] +1X[ 1, 1, 1, 0, 1] +3X[ 2,
+1X[ 2,0, 1, 1, 0] +2X[ 2, 1, 0, 0, 1] +1X[ 3,

+1X[ 4, 0, 0, 0, 1]

symtensor(4,[1,0,0,0, 1], D5

2X[ 0, 0, 0, 0, 0]
+5X[ 0, 0, 0, 2, 2]
+4X[ 0,0, 1, 2, 0]
+3X[ 0, 1, 0, 0, 0]
+4X[ 0,1, 1, 0, 2]
+9X[ 0, 2, 0, 0, 0]
+1X[ 0, 3, 0, 0, 0]

+10X[ 1, 0, O, 2, 0]
+11X[ 1, 0, 1, 1, 1]
+9X[ 1, 1, 0, 2, 0]
+3X[ 1, 2,0, 0, 2]
+7X[ 2, 0, 0, 0, 0]
+3X[ 2,0, 0, 2, 2]
+4X[ 2,0, 2, 0, 0]
+1X[ 2,1, 1, 0, 2]
+1X[ 3,0, 0, 1, 3]
+1X[ 3,0, 1, 1, 1]
+3X[ 4, 0, 0, 0, 0]
+1X[ 4, 1, 0, 0, 0]

+
+

2X[ 0, 0, 0, 0, 4]
2X[ 0, 0, 0, 4, 0]

+10X[ 0, 0, 2, 0, 0]
+17X[ 0,1, 0, 1, 1]

+
+

2X[ 0, 1, 1, 2, 0]
7X 0, 2,0, 1, 1]

+11X[ 1, 0, 0, 0, 2]

+

3X[ 1,0, 0, 3, 1]

+12X[ 1, 1, 0, 0, 2]
+14X[ 1, 1, 1, 0, 0]

+ 4+ + F + + + + +

1X[ 1, 2, 0, 2, 0]
1X[ 2, 0, 0, 0, 4]
3X[ 2,0, 1, 0, 2]
8X[ 2, 1,0, 0, 0]
5X[ 2, 2, 0, 0, 0]
4X[ 3,0, 0, 2, 0]
2X[ 3,1, 0, 0, 2]
1X[ 4, 0, 0, 0, 4]
1X[ 5, 0, 0, 0, 2]

symtensor(2,[0,0,0,1, 1], D5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +1X[ 0, 0, 0, 1, 1] +1X[ 0, 0, 0, 2, 2] +1X[ 0, O,
+1X[ 0, 1, 0, 0, 0] +1X[ 0, 1, 0, 1, 1] +1X[ 0, 2, 0, 0, 0] +1X[ 1, O,

+1X[ 1, 0, 0, 2, 0] +1X[ 2, 0, 0, 0, O]
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++ + 4+ ++ A+ + o+

SLLoonNEoeNoORoS

)1)

1 0
0,0,0

+ 9X[0,0,0, 1, 1]
+ 5X[ 0,0, 1,0, 2]
+ 1X[ 0,0, 2, 1, 1]
+ 1X[0, 1, 0, 2, 2]
+ 2X[ 0,1, 2,0, 0]
+ 1X[0, 2, 2, 0, 0]
+ 4X[1,0,0,1, 3]
+12X[ 1, 0, 1, 0, O]
+ 1X[ 1, 1,0, 1, 3]
+ 2X[1,1,1,1,1]
+ 2X[ 1,2, 1,0, 0]
+16X[ 2, 0, 0, 1, 1]
+ 1X[ 2,0, 1, 2, 0]
+ 8X[2,1,0,1,1]
+ 5X[3,0,0,0, 2]
+ 4X[3,0,1,0,0]
+ 1X[3,1, 1,0, 0]
+ 2X[4,0,0, 1, 1]
+ 1X[ 6,0, 0, 0, 0]

2
0

0
0

0
2

,0] +1X[ 1, 0, 0, 0, 0]
, 2] +1X[ 3, 0, 0, 0, 0]

0,0,3,0]+2X[ 0,0, 1, 1, 0]
1,1,1,0]+2X[ 0, 2, 0, 0, 1]
0,0,2,1]+3X[ 1,0, 1, 0, 1]
0,0,0,1] +1X[ 2,0, 0, 1, 2]
0,0,0,3]+1X[3,0,0, 1, 0]

]
]



symtensor(3,[0,0,0,1, 1], D5)

1X[ 0, 0, 0, 0, 0] +5X[ 0, 0, 0, 1, 1] +3X[ 0, 0, 0, 2, 2] +1X[ 0, 0, 0, 3, 3]
+2X[ 0,0, 1,0, 2] +2X[ 0, 0, 1, 2, 0] +3X[ 0, 0, 2, 0, 0] +1X[ 0, 0, 2, 1, 1]
+2X[ 0,1, 0,0, 0] +6X[ 0, 1, 0, 1, 1] +1X[ 0, 1, 0, 2, 2] +1X[ 0, 1, 1, 0, 2]
+1X[ 0, 1, 1, 2, 0] +2X[ 0, 2, 0, 0, 0] +2X[ 0, 2, 0, 1, 1] +1X[ 0, 3, 0, 0, O]
+3X[1,0,0,0,2] +1X[ 1, 0,0, 1, 3] +3X[ 1, 0, 0, 2, 0] +1X[ 1, 0, 0, 3, 1]
+4X[ 1,0, 1,0, 0] +3X[ 1,0, 1, 1, 1] +2X[ 1, 1, 0, 0, 2] +2X[ 1, 1, 0, 2, O]
+2X[1,1,1,0,0]+1X[ 2,0, 0,0, 0] +3X[ 2, 0, 0, 1, 1] +1X[ 2, 1, 0, 0, 0]

symtensor(4,[0,0,0,1, 1], D5)

4X0,0,0,0,0] + 2X0,0,0,0,4]+15X0,0,0,1,1]
+17X[0,0,0,2,2] + 3X0,0,0,3,3] + 2X0,0,0,4,0]
+1X[0,0,0,4,4] +13X[0,0,1,0,2] + 4X0,0,1,1, 3]
+13X[0,0,1,2,0] + 4X0,0,1,3,1] +18X 0,0, 2,0, 0]
+8X0,0,2,1,1] + 1X[0,0,2,2,2] + 1X/0,0,4,0,0]
+6X[0,1,0,0,0] + 1X0,1,0,0,4] +32X0,1,0,1,1]
+13X[0,1,0,2,2] + 1X0,1,0,3,3] + 1X0,1,0,4,0]
+12X(0,1,1,0,2] + 1X0,1,1,1,3] +12X[0,1,1, 2,0]
+1X[0,1,1,3,1] + 8X[0,1,2,0,0] + 1X0,1,2, 1, 1]
+13X[ 0, 2,0,0,0] +18X0,2,0,1,1] + 3X0, 2,0, 2, 2]
+1X/0,2,1,0,2] + 1X0,2,1,2,0] + 2X0,2,2,0,0]
+4X[0,3,0,0,0] + 2X0,3,0,1,1] + 2X0,4,0,0,0]
+16X[1,0,0,0,2] +11X1,0,0,1,3] +16X 1,0,0, 2, 0]
+1X[ 1,0, 0,2, 4] +11X[1,0,0,3,1] + 1X[1,0,0, 4, 2]
+16X[1,0,1,0,0] +29X/1,0,1,1,1] + 3X1,0,1,2,2]
+3X[1,0,2,0,2] + 3X[1,0,2,2,0] + 1X1,0,3,0,0]
+18X[1,1,0,0,2] + 4X1,1,0,1,3] +18X[1,1,0,2,0]
+4X[1,1,0,3,1] +21X[1,1,1,0,0] + 8X1,1,1,1,1]
+5X(1,2,0,0,2] + 5X1,2,0,2,0] + 3X1,2,1,0,0]
+7X[2,0,0,0,0] + 2X[2,0,0,0,4] +20X 2,0,0,1, 1]
+7X[2,0,0,2,2] + 2X[2,0,0,4,0] + 4X2,0,1,0,2]
+4X[2,0,1,2,0] + 8X2,0,2,0,0] + 7X[2,1,0,0,0]
+10X[2,1,0,1,1] + 4X2,2,0,0,0] + 4X3,0,0,0, 2]
+4X[3,0,0,2,0] + 2X[3,0,1,0,0] + 3X4,0,0,0,0]
Liste 1.4.3 : D6
symtensor(2,[0,1,0,0,0,0], D6)
1Xo,0,0,0,0,0] +1X 0, 0,0, 1,0,0] +1X/ O, 2, 0, O, O, O]
+1X[ 2, 0,0,0, 0, 0]
symtensor(3,[0,1,0,0,0,0], D6)
1X0,0,0,0,0,2] +1X0,0,0,0,2,0] +2X0,1,0,0,0,0]
+1X[0,1,0,1,0,0] +1XO0,3,0,0,0,0] +1X/1,0,1,0,0,0]
+1X[2,1,0,0,0,0]
symtensor(4,[0,1,0,0,0,0], D6)
2X/0,0,0,0,0,0] +3X0,0,0,1,0,0] +1XO0,0,0,2,0,0]
+1X[0,0,2,0,0,0] +1X0,1,0,0,0,2] +1X0,1,0,0,2,0]
+3X[0,2,0,0,0,0] +1X0,2,0,1,0,0] +1X0,4,0,0,0,0]
+1X[1,0,0,0,1,1] +1X1,0,1,0,0,0] +1X/1,1,1,0,0,0]
+2X[2,0,0,0,0,0] +1X 2,0,0,1,0,0] +1X/2,2,0,0,0,0]
+1X[ 4, 0,0, 0, 0, 0]



1X[0,0,0,0,0,0] +1X0,2,0,0,0,0] +1X2,0,0,0,0, 0]

symtensor(2,[2,0,0,0,0,0], D6)
+1X[ 4, 0,0, 0, 0, 0]
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,4,0] +1X0,
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D6)
)O)
’O’

0
1
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+1X[ 0, 0,0, 2,0,0] +1XO,
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&

1X[0,0] +1X[0,2] +1X[1,1] +2X[2,0] +1X[4, 0]

1X[ 0, 0] +1X[0,2] +1X2, 0]

symtensor(2,[2,0], &)
symtensor(2,[0, 1], &)

Liste 1.5 :



Liste 1.6 : F4
Beachte : Die Nummerierung von F, im Rechnungspaket ist verschieden von unserer
Nummerierung von Tits. Siehe dort IT,(inder Listeist das I1,), IT,(in der Liste I1,)
und 17 (in der Liste I15).

sym_tensor(2,[0,0,1,0],F4)

1X[0,0,0,0] +1X[0,0,0,1] +2X[0,0,0,2] +1X[0,0,0,3] +1X[0,0,1,1]
+1X[0,0,2,0] +1X[1,0,0,1] +1X[1,0,1,0] +1X[2,0,0,0]

sym_tensor(3,[0,0,1,0],F4)
1X[0,0,0,1] +2X[0,0,0,2] +3X[0,0,0,3] +6X[0,0,1,0] +6X[0,0,1,1]
+5X[0,0,1,2] +1X[0,0,1,3] +2X[0,0,2,0] +1X[0,0,2,1] +1X[0,0,3,0]
+5X[0,1,0,0] +5X[0,1,0,1] +2X[0,1,0,2] +1X[0,1,1,0] +2X[1,0,0,0]
+5X[1,0,0,1] +6X[1,0,0,2] +1X[1,0,0,3] +4X[1,0,1,0] +4X[1,0,1,1]
+1X[1,0,2,0] +1X[1,1,0,0] +1X[1,1,0,1] +2X[2,0,0,1] +1X[2,0,1,0]
+1X[3,0,0,0]

sym_tensor(2,[1,0,0,0],F4)
1X[0,0,0,0] +1X[0,0,0,2] +1X[2,0,0,0]

sym_tensor(3,[1,0,0,0],F4)
1X[0,0,1,0] +1X[0,1,0,0] +1X[1,0,0,0] +1X[1,0,0,2] +1X[3,0,0,0]

sym_tensor(2,[0,0,0,2],F4)
1X[0,0,0,0] +1X[0,0,0,1] +2X[0,0,0,2] +1X[0,0,0,3] +1X[0,0,0,4]
+1X[0,0,1,1] +1X[0,0,2,0] +1X[1,0,1,0] +1X[2,0,0,0]

sym_tensor(3,[0,0,0,2],F4)
2X[0,0,0,0] +2X[0,0,0,1] +6X[0,0,0,2] +5X[0,0,0,3] +3X[0,0,0,4]
+1X[0,0,0,5] +1X[0,0,0,6] +2X[0,0,1,0] +5X[0,0,1,1] +4X[0,0,1,2]
+2X[0,0,1,3] +6X[0,0,2,0] +2X[0,0,2,1] +1X[0,0,2,2] +2X[0,1,0,0]
+2X[0,1,0,1] +1X[0,1,0,2] +2X[0,1,1,0] +1X[0,2,0,0] +3X[1,0,0,1]
+3X[1,0,0,2] +1X[1,0,0,3] +5X[1,0,1,0] +4X[1,0,1,1] +1X[1,0,1,2]
+1X[1,1,0,0] +1X[1,1,0,1] +3X[2,0,0,0] +2X[2,0,0,1] +2X[2,0,0,2]
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Liste 1.7 . E6

Beachte : Die Nummerierung von E, im Rechnungspaket ist verschieden von unserer
Nummerierung von Tits. Siehe dort T1Z (in der Listeist das T17), 1, (in der Liste I1,)
und IT, I1.(in der Liste I1, I1y).

symtensor(2,[2,0,0,0,0,0], E6)
1X0,0,0,0,0,2] +1X/0,0,2,0,0,0] +1X2,0,0,0,0,1]
+1X[ 4, 0, 0, 0, 0, 0]

symtensor(3,[2,0,0,0,0,0], E6)

1X0,0,0,0,0,0] +1Xo0,0,0,0,0,3] +1X0,0,0,2,0,0]
+1X[0,0,1,0,1,0] +1XO0,0,2,0,0,1] +1XO0,2,0,0,0,0]
+1X/1,0,0,0,0,1] +1X1,1,0,0,0,1] +1X/1,1,1,0,0,0]
+2X[2,0,0,0,0,2] +1X2,0,1,0,0,1] +1X/2,0,2,0,0,0]
+1X[3,0,0,0,0,0] +1X4,0,0,0,0,1] +1X/6,0,0,0,0,0]

symtensor(4,[2,0,0,0,0,0], E6)

1X/0,0,0,0,0,1] +2X0,0,0,0,0,4] +3X0,0,0,0,2,0]
+1X 0,0,0,2,0,1] +2X0,0,1,0,1,1] +3X0,0,1,1,0,0]
+3X[0,0,2,0,0,2] +1X0,0,4,0,0,0] +1X/O0,1,0,0,0,1]
+1X[0,1,0,1,0,1] +2X0,1,1,0,0,0] +1X/0,1,1,1,0,0]
+2X[ 0,2,0,0,0,1] +1X0,2,0,0,2,0] +3X1,0,0,0,0,2]
+1X[1,0,0,0,1,0] +2X/1,0,0,1,1,0] +3X/1,0,1,0,0,1]
+1X/1,0,1,1,0,1] +2X1,0,2,0,0,0] +2X/1,1,0,0,0,2]
+3X[1,1,0,0,1,0] +3X[1,1,1,0,0,1] +1X[1,1,2,0,0,0]
+3X[2,0,0,0,0,0] +3X2,0,0,0,0,3] +2X/2,0,0,0,1,1]
+1X[2,0,0,2,0,0] +1X2,0,1,0,0,2] +2X/2,0,1,0,1,0]
+2X[2,0,2,0,0,1] +2X2,1,0,0,0,0] +1X/2,1,0,1,0,0]
+3X[2,2,0,0,0,0] +3X3,0,0,0,0,1] +1X/3,0,1,0,0,0]
+2X[3,1,0,0,0,1] +1X/3,1,1,0,0,0] +3X/4,0,0,0,0, 2]
+1X[4,0,1,0,0,1] +1X4,0,2,0,0,0] +1X/5,0,0,0,0,0]
+1X[ 6,0,0,0,0,1] +1X[8,0,0,0,0,0]

symtensor(2,[0,0,0,0,0, 2], E6)
1X/0,0,0,0,0,4] +1X0,0,0,0,2,0] +1X1,0,0,0,0, 2]
+1X[ 2,0,0,0, 0, 0]

symtensor(3,[0,0,0,0,0, 2], E6)

1X/0,0,0,0,0,0] +1X/o0,0,0,0,0,3] +1X0,0,0,0,0,6]
+1X[0,0,0,0,2,2] +1X0,0,0,2,0,0] +1X/0,0,1,0,1,0]
+1X[0,1,0,0,1,1] +1X0,2,0,0,0,0] +1X/1,0,0,0,0,1]
+1X/1,0,0,0,0,4] +1X 1,0,0,0,1,2] +1X/1,0,0,0,2,0]
+1X[1,1,0,0,0,1] +2X2,0,0,0,0,2] +1X/3,0,0,0,0,0]

symtensor(2,[1,0,0,0,0,1], E6)

1X/0,0,0,0,0,0] +1X/o0,0,0,0,0,3] +1X0,0,0,0,1,1]
+1X[0,0,1,0,1,0] +1X0,1,0,0,0,0] +1XO0,2,0,0,0,0]
+2X/1,0,0,0,0,1] +1X 1,0,1,0,0,0] +1X/1,1,0,0,0,1]
+1X[2,0,0,0,0,2] +1X3,0,0,0,0,0]
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Liste 1.8 : E7
Beachte : Die Nummerierung von E, im Rechnungspaket ist verschieden von unserer

Nummerierung von Tits. Siehedort T17(in der Listeist das I13).

sym_tensor(2,[0,0,0,0,0,0,2],E7)
1X[0,0,0,0,0,0,0] +1X[0,0,0,0,0,0,4] +1X[0,0,0,0,0,1,0] +1X[0,0,0,0,0,2,0]
+1X[1,0,0,0,0,0,2] +1X[2,0,0,0,0,0,0]

sym_tensor(3,[0,0,0,0,0,0,2],E7)
3X[0,0,0,0,0,0,2] +1X[0,0,0,0,0,0,4] +1X[0,0,0,0,0,0,6] +2X[0,0,0,0,0,1,2]
+1X[0,0,0,0,0,2,2] +1X[0,0,0,0,1,0,1] +1X[0,0,0,0,2,0,0] +1X[0,0,1,0,0,0,0]
+1X[0,0,1,0,0,1,0] +1X[0,1,0,0,0,0,1] +1X[0,1,0,0,0,1,1] +1X[0,2,0,0,0,0,0]
+1X[1,0,0,0,0,0,0] +2X[1,0,0,0,0,0,2] +1X[1,0,0,0,0,0,4] +2X[1,0,0,0,0,1,0]
+1X[1,0,0,0,0,1,2] +1X[1,0,0,0,0,2,0] +1X[1,1,0,0,0,0,1] +2X[2,0,0,0,0,0,2]
+1X[3,0,0,0,0,0,0]

sym_tensor(4,[0,0,0,0,0,0,2],E7)

3X[0,0,0,0,0,0,0] + 2X[0,0,0,0,0,0,2] + 6X[0,0,0,0,0,0,4] + 1X[0,0,0,0,0,0,6]
+1X[0,0,0,0,0,0,8] + 6X[0,0,0,0,0,1,0] + 5X[0,0,0,0,0,1,2] + 3X[0,0,0,0,0,1,4]
+9X[0,0,0,0,0,2,0] + 2X[0,0,0,0,0,2,2] + 1X[0,0,0,0,0,2,4] + 3X[0,0,0,0,0,3,0]
+1X[0,0,0,0,0,4,0] + 4X[0,0,0,0,1,0,1] + 2X[0,0,0,0,1,0,3] + 3X[0,0,0,0,1,1,1]
+1X[0,0,0,0,2,0,0] + 1X[0,0,0,0,2,0,2] + 6X[0,0,0,1,0,0,0] + 4X[0,0,0,1,0,1,0]
+1X[0,0,0,2,0,0,0] + 1X[0,0,1,0,0,0,0] + 6X[0,0,1,0,0,0,2] + 4X[0,0,1,0,0,1,0]
+ 2X[0,0,1,0,0,1,2] + 2X[0,0,1,0,1,0,1] + 3X[0,0,2,0,0,0,0] + 4X[0,1,0,0,0,0,1]
+3X[0,1,0,0,0,0,3] + 7X[0,1,0,0,0,1,1] + 1X[0,1,0,0,0,1,3] + 1X[0,1,0,0,0,2,1]
+3X[0,1,0,0,1,0,0] + 1X[0,1,0,0,1,0,2] + 1X[0,1,0,0,1,1,0] + 3X[0,1,1,0,0,0,1]
+1X[0,2,0,0,0,0,0] + 3X[0,2,0,0,0,0,2] +10X[1,0,0,0,0,0,2] + 3X[1,0,0,0,0,0,4]
+1X[1,0,0,0,0,0,6] + 4X[1,0,0,0,0,1,0] + 9X[1,0,0,0,0,1,2] + 1X[1,0,0,0,0,1,4]
+3X[1,0,0,0,0,2,0] + 2X[1,0,0,0,0,2,2] + 5X[1,0,0,0,1,0,1] + 1X[1,0,0,0,1,1,1]
+1X[1,0,0,0,2,0,0] + 3X[1,0,1,0,0,0,0] + 2X[1,0,1,0,0,0,2] + 2X[1,0,1,0,0,1,0]
+7X[1,1,0,0,0,0,1] + 2X[1,1,0,0,0,0,3] + 3X[1,1,0,0,0,1,1] + 1X[1,1,0,0,1,0,0]
+2X[1,2,0,0,0,0,0] + 6X[2,0,0,0,0,0,0] + 4X[2,0,0,0,0,0,2] + 3X[2,0,0,0,0,0,4]
+7X[2,0,0,0,0,1,0] + 1X[2,0,0,0,0,1,2] + 3X[2,0,0,0,0,2,0] + 2X[2,1,0,0,0,0,1]
+3X[3,0,0,0,0,0,2] + 2X[4,0,0,0,0,0,0]
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87. Liste2
Die ersten funf Potenzen sind mit dem Rechnungspaket von van Leeuwen
ausgerechnet. Die weitere Potenzen sind nach den Formel in 85 berechnet.

211 IT, vonA, é&hnlichwie [I1, und IT, von A, ; II, und IT; von Dg ]
S, =115 +11,

S, =115 +I1LI1,

S'TI, =15 + T12I1, + 112

S, = I + T30, + 1,115

ST, = IS + IT5I1,, + T12I1% + 11

ST, = T + TT311,, + TI3T15 + 1,115

S, =I5 + 1311, + TI5T1% + TI3IT + 11

ST, = I3 + T2, + 15105 + TSI + T1,1T;

S“I1, = I3 + 1511, + 5117 + TI5IT + T131T; + 11

S, = IT5" + T15I,, + TII02 + TIIT5 + TSI + T1LITS
SPI, = 137 + TT°TT,, + TISIT5 + TI5TT5 + TI5T1; + TI3IT + 115

S®I1, = T3 + T3, + TIST5 + TS + TSI + TSI + T8
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Liste2.1

212 TII, von A, wie [ I1,,(IT,) von A, ; II,,(I1;) von

S, =115 +11,

S°I1, =115 + I1,11, + 11,

S, = I + 1311, + I15 + 11,

ST, =15 + T30, + T1,115 + 15 + 11,

S°I, =I5 + TI511,, + [13115 + T15 + 15 + T1,IT, + 11,

ST, = I} + T3, + T13T15 + TS + I + T30, + 15 + 11,

S, = T3 + T15IT,, + TT5IT15 + TI5ITS + I + T + TSI, + T1LIT% + 115 + 11,

ST, =15 + T15IT,, + T35 + TSI + T1,11;
+ 15 + TI5TT, + TI2I02 + 115 + T3 + T1LIT, + 11,

SUI1, = I3 + 1511, + TI511% + TI5IT; + TT51; + 115
+ 115 + TSI, + TSI + TS + T + T15I0, + 115 + 11,

SUIL, =I5 + I1TT, + 15T + TIIT; + TSI, + I1,IT,

+T15 + TISTT, + TI5TT5 + TSI + T + 15 + T30, + IT,IT15 + 15 + 11,
S®I1, =177 + 111, + TI5IT; + TIOTT + T15TT, + TI5TT + 115

+T15 + TITT, + TSI + TSI, + T1,IT; + 15 + TT5IT,, + IT3I15 + IT

+T13 + 11T, + 11,

S®IM, =113 + T3, + T35 + TITTS + TSI + TSI + T1L,IT1S

=

+T15° + TSI, + TISTTS + T35 + 12T + 15 + I17 + TI5IT, + TSIT5 + T,IT3

+TT5 + T151,, + T15 + 11,
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Liste2.1

213 TII, von A,

ST1, =115 +11,

S, =I5 +TLIT, + 11,

S'T1, = T + T2, + T1IT, + 113

S, = IT5 + T30, + T2T + T1,I1% + 11,11,

ST, = IS + IT511,, + T12I0% + IT5 + TSI + T12 + T1,IT, 1T,

ST, = [T} + T3, + TI3T5 + T3 + 1511, + I1,ITZ + T30, I, + T1211,

SI1, = 115 + TSI, + 1511 + TI3IT5 + [T + TI5TT, + TT5112 + TI3T1 I, + T IT5TT + 11,112

S, =13 + T, + TT5115 + TI5I05 + T,01; + T3 + TT511; + 113
+ 15T, IT ¢ + TT2I15TT  + T30 + 1,11, 112

S°I, =3 + 1511, + TISI15 + TI5TT5 + T1210; + 115 + T1 20T + TT5102 + 1,113
+TI5TT, I + TSI 5T + T IT ST + T15TT ,T12 + T2

SUI, =15 + T15I0, + TI01% + TI5IT5 + TT3TT; + T1,I05 + TI5I0 + TI5T12 + T15T13
+ 15T, IT ¢ + TT5TT5T0  + TTTT ST + TT 41T + TT501 T2 + IT, 1121012 + 11,113

SPIT, =Y + TTYIT, + TI3IT5 + TISTTS + T15T1 5 + T30 + T15 + TT51T, + TIST12 + TI3TT5 + 114
+TIOTT, T + TISTISTT  + TISTISTT + TT,I05TT + TT5TT,IT2 + TISTI5TT; + TISTT2 + 1,11, T13

S, =I15 + TI5TT, + TIOIT5 + TT2XTS + TISIT; + TISTTS + TT,0018 + TT0T, + TT21T2 + TT5103 + 1,114
+ TSI, T + TISTI2TT  + TTSTISTT  + TT2T15TT + TT5I0  + DTS00, T2 + TTSTT2T02 + TT5IT3T12
+ TT3TT,TT3 + TT2I1S
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214 II,von A, wie[ II,von Ag; II,von C, ; II,,(I1;) von Dg; I1, von E,]
a=TI, b=TI,TI, c=TIII,

S°IT, = I12 + 11,11,

SII, = I3 + 1, (I1,I1,) + 11,

ST, = + 2, )+ (, 0, )2 + 10,00, + 12 + 10,

S°T1, = I3 + IT3(IT, I, ) + [T, (TT, 1T, )* + TT,(TT 11, )+ T13 + IT,(TT,I1, ) + IT,

SOIT, = 118 + 13 (1,11, ) + 102 (1, P + (o, )+ 2 (o, ) + (o (o 1,
+né+ (o) + 2n2 +(m,m,)

S7H3 = le: +H§(H1H5)+H§(H1H5)2 —i_]:[S(l—Il]‘_‘[E)3 +H§(H2H4)+H3(H1H5)(H2H4)
+H2 +1_12(1_111_15)4-1_13(1_111_15)2 +H3(H2H4)+ an +H3(H1H5)+H3

s, = + 18 (r, In ) + 1o (o, )2 + o2 (o o, ) + (oo )* + e (oo, ) + (o, )°
w2 (), + () (o, ) + 18 + 1 () + ()2 + (o, .,
w2114 + 22 () + (1m,1mg)? + 1m0, + 12 +11,

ST, =113 + I (TT,IT ) + I3 (T X1 ) + TU3(IT, I )° + I, (10,00, )* + TS (10,1,
+T1,(IT,0T, )* + TT3(IT,IT, YIT,IT, )+ [T, (11,11, ) (11,11,
+ 17 + TI3(TT, I ) + T3 (T T ) + X1 4 (TT, I )° + I03 (01,11, ) + IO, (X0 X1 )T ,10T,)
+ 2005 + 2IT3(I, 1T, ) + T1,(TT,IT, )* + IT4(TT, 11, ) + 2113 + IT,(IT, 1T ) + I,

s, = 112 + 118 (o, )+ e (o, ) + i (e, )P + o2 (e )* + (o, )P + e (r i, )
w2, )? + (g, )(m,m,) + e ()2 (o, ) + (g, ) (o) + (o )(o, )2
wné e () + e () 2+ m(mgn ) 4 + mé )+ n2 (o) (oL,
+ort® + omé () + 2m2(m, ) ? +(m,my) 2+ 2m2 (o, 1, ) + (o, (o, )
+ormé + 2, ) + 212 + (11,11,)
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s, = 2+ (g )+ (g )2 + e (o, )° - e, )* + o, (o, )P
+n7(n m,)+m3(m,m,)? + e (o, )(m,m, ) + e (o, )2 (i)
i () i, 2 () + o)
+H3(H m.)° + ( m,)* +H3(H2H4)+ m,(n,m,)? + mé(m,m,)(m,m,)
+11,(m,m.)? (H2H4)+ ont? + 2m8 () + 2m3(rm, )2 + () @
+om(r1, 11, )+ 1, (0, (o, T )+ 208 + 2 T, 1, )+ 11, (I, )
w11, (mm,m,) + 22 + () + o,

S™11, = 2 + 11, rr ) + e (o 2 + e )° + e (o )* + o2 (e )P + (o, )°
() + ()2 + () ® + e (o, )i, ) + 1 () (o, i, )
(o, ) (o, ) + (g, ) ) + 2 (o (oo, )? + (g, )? (i, )2
+(T1,TT,)° + 1120 + e () + me ()2 + mé(m, ) @ + nd o) 4 + e (L, )
w2, m,)? + e (g )(m,m,) + e (H m.)2(m, H )+ 2o, )2 (m,m,)
+ort® + 2m8 () + 2m ()2 + 2n(m,ny) ® () ¢ + 2né(m,m, ) + (oL, )2
+2H§(H1H5)(H2H4)+(H1H5) (H2n4)+2ng +2H3(H1H5)+H3(H1H5) +12(m,m,)

+3md -+ om2 () + (M, )2 + 2 + 11,

ST, = 1% + T 11 )+ g (o, g 2 + 1 (o, g P o+ o (o )¢+ e (g
+H3(H H ) +H9(H2H4)+H§(H2H4)2 +H3(H2H4)3 +H;(H1H5)(H2H4)

( ) ( )+H3(H H )3(H2H4)+H3(H1H5)4(H2H4)

(), )+ o (g 2 (o )2+ e+ g o)+ o ()

+H5( B +H3( ) + (M) * + 1 (i, ) + (i, i, )2

+1‘[5( )

+H3(H1H5)(H2H4)

+ 21 + 2 (i, )+ 2m (i, )P + 2, P+ 1 (o, g )

+orté(m,m, )+ 1, (o, )? + 2 ()i, ) + 1, ()2 (o, )

+or1? + 218 (11 )+ 23 () 2+ () + 2 (o, )

+ 11, (1,11, (11,11,

+ 3H2 +2H2(H1H5)+H3(H1H5)2 + H3(H2H4)

2118 + 10, (1,11, ) + T,

IT,I1
)+ Hg (H1H5)2 (H2H4) + Hs(Hlns)S (H2H4)
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Liste2.2

2.2.1 H4 von B4
ST, =112 + 11, +11,

S, =115 + 11,11, +11,
S'TI, =115 + 150, + 112 + 15 + 11, + 11,
S, = IT5 + TIT, + I, 102 + I + I, 1T, + 11,

ST, =118 + TI4TT, + T15117 + 113 + I1; + TI5I0, + 117
+T15 + 11, +11,

ST, = I} + T30, + TT3002 + 11,113 + 15 + T30, + 1,117
+T15 + 11,11, +11,

ST, = 18 + TI8TL, + [T4T12 + T1201° + T + 118 + T1°00, + [12T12 + 112
+T15 +TI2I0, + T12 + 115 + T, + 11,

S°M, =10 + T, + TIS002 + TSI + 0,115 + 1, + TSI, + TSI 2 + 11,113
+I15 + TI5IT, + 10,102 + 115 + 11,11, + 11,

S, = % + T8I0, + TISIT2 + T14T12 + T12105 + 113
+ 118 + TIOTT, + TI5T02 + TI5TTS + 11
+ 115 + TITT, + 15T + 112 + 11 + TIAI0, + T17 + 115 + 11, + 11,

S™MI, =5 + T30, + [I,012 + T1501°2 + 113005 + 11,113
+ 15 + T 0T, + TI5I17 + TI51T3 + 11,11
+ 11 + TSI, + TITTS + IT, 115 + 115 + T30, + 1,112
+I15 +T1,IT, + 11,

ST, = 12 + [T°TT, + 802 + [T + 14T + 1208 + 118
1% + T8I, + TISTT2 + TTATTS + T2 + 1%
+ 15 + TIGTT, + TTTTY + TETTT + T + 15 + TSI, + TETTY + 117
+ 10, + TIEI0, + 105 + 115 + 11, +11,

S®M, =% + T, + TS0 7 + TT2 + TS0 + TISITS + 1, I19
+ 15+ TIIT, + TIJ00 2 + TISTTS + TS0 + 1,113
+ 15 + TIJ00, + TI5T02 + TSI + I, IT; + 11 + TI5T0, + T5T12 + 1,113
+I15 + T3, + I, 112 + 15 + 11,11, + 11,

156



Liste 2.3

231 II,von C, wie[ II;von Ag; II;von C, ; I1,(I1;) von Dg; IT; von E,]
a=TIl, b=T11 c=1I;

S*I1, = I1% +I1?2
S, =115 + 1,117 +11,
S*TI = 11§ + 1307 +(117)+ 112 + 113 + 11,

ST, = 115 + T3 (112) + 11, (12 ) + 11, (12) + 13 + 1, (12)
+H3

SO, = 11 + A (0m2) + 2 (m2) + 2 (mm2) + (m2)(m2)+ (m2)® + 1mé + 12 )
+2015 +117

(2 + 3 () + (2 )im2)

(m?)

S, = 117 + 5 (12) + 3 () +11,
g+ 1 (m2) + 1, (m2)° + 1,
+ 2118 + 11, (2) + 11,

S°IT, = 1 + 118 (112 )+ 18 (2 + 2 (2 P + (o2 ) + w2 ) + (m2)?
2 (e )(om2) + (re2)? () g + () + () * + iy )
+ormd +2m2(m2) + (m2)° + 02 + 12 + 1,

sorr, = 2 -+ 117 (1m2) + e (2 ) + e () + o, (re2)* + s () + o, (m2)?
+ré(rm2)m2) + o, (m2) () + 7 + (2 + n{nd) 2 + )
+13(rm2) + 1, (2 )(m2)

+om8 + 23 (r2) + 1, (m2)? + 2 + 22 + 1 (n?) + 1,

ST, = 12 + 18(2 )+ 8 (2 + 1w (2 + 2 (m2)* + () + g (i)
erz(m2) + md(n2)(n) + n3(n2)2(m2) +(n2) (g + n{n) ?
+ng e ng(ng) i) + na(ng)* +nyng) + n3nng
+2mg -+ 2m (1) + 2m(2)? + (n2)° + 2n3(mn) +(n2)()
w2114 + 112 (r2) + 212 + 112
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strr, = 112+ 18 (2 )+ 1o (n2 )+ s (o2 ) + 3 () + o () + i (m2)

() + () + () ) + ) () + (1) *
e ()« ms(ne) o+ ma(nz)* () + myn) + mm)?
+rr3(mz)m2)+ () ()

+ort? + 218 (r2)+ 2m3(m2)? + i, (n?)? + 2n(nd) + myndnd + 2
+ord(m?)+ mm,(nm2)? + () + 2m + my(md) + 1o,

21, = 112 + 10 (r12)+ 8 (r2)? + e (2 )? + e (m2)* + 2 (m2)° + (m2)° + e (rm2)
mé(m2)” +(m2)* + mg(m2)(m2) + mé(m )2(H2)+H( )9 () {m)
2 (2 )m2)? +(m2)?(m3)? H1°+H( 3 +nyn?)?+nfny°+nfn)*
+H§(H§)+H§(H) sré(m)m) )ZH)
23+ 218 (r?)+ 21 (1) +2H3(Hf) ()
+ (2 (n2)+ 2ng + 2m4(nn?) + (1) * + 3
+3H§+2H§(Hf)+(1‘[12)2+1‘[§+1‘[§+1‘[0

+on4(n?d {(n? ?+2n{nd(m?

ST, = 115+ 12+ g (2 g (2 P+ ms () + mg (e )+ o, (m2)f

+r3(m2)+ ()’ + my(m2)® + my(n2)(m) + ny(nd) ()

w3 () + 1y (m2) () + mg(m2)(12)? + ) {1y >

i+ g () + 1) + () + () + )

+ 1 () + m3(2)? + (o)) + () () + () (1)

+11, (2 )(m2)?
w2118 + 217 (112) + 2m8(m2)? + 2mé(n2)® + () * + 2n(nd +nnd
+or3(m2)(m2) + () 2(m2) + 2nZ + 2n(nd) + 2n{n?d 2+ m? ®
+or3(mz) + 1w, (m2)(m2)

I1

3115 + 203 (02) + 11, (12)? + 1, (n2) + 23 + () -+ 1,
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232 II, von C, wie [II, von C,;; II,vonF, ; II,II, von A,]
ST, =112 + 11, + 11,

S, =I5 +I1,IT, +I15 + 1, + 11,

S*IT, = T4 + 11, ([1,11, )+ T13 + 2112 + 211, + 11,

S°I1, =I5 + IT3(IT,I1, )+ [T} + T, (I1,I1,)
+ 2015 + 1,01, + 2115 + 21T, + 11,

SGHz = Hg +H2(H1H3)+(H1H3)2 +H2 +H§(H1H3)
+ 2014 + IT,(IT,IT, )+ 3113 + T1,IT, + 3012 + 211, + 21,

ST, = 1% + T () + 1, (T, )2 -+ e + e () + +2m8 + 2m2 (1, )
+304 + 211, (I,11,) + 3118 + 0,1, + 312 + 311, + 11,

SPII, = 18 + TT5(IT, I, ) + T12(IT,I1,,)?
+ 117 + IT5(TT,IT, )+ IT, (IT,I1,,)?
+ 2015 + 2113 (I1,1T, ) + (IT,I1, ) + 3015 + 21T2(I1,11,)
+ 4114 + 211, (T1,IT, ) + 4113 + (TT,I1, ) + 41135 + 311, + 211,

Sg H2: Hg + Hg(H1H3) + Hg (H1H3)2+ (1_[11_[3)3
+ I15 + TI5(T1,IT,) + IT5 (T101,)°
+ 2115 + 2T15(T1I1,) + T1, (T1,01,)+ 3115 + 3115 (IT,11;) + (T1,I1,)
+ 4115 +3115 (T1I1,)+ 4115 + 211, (I1,11,) + 5113 + 2 (T1,I1,)
+ 4112 +311, + 211,

ST, =113’ + H;(H1H3)+H‘21(H1H3)2 +H2(H1H3)3
w118+ e () + m3 ()2
+ 2118 + 2118 (11,11, ) + 2mm2(1m, ) 2
+307 + 304 (1, ) + 21, () 2
+ 4118 + 313 () + (m, ) + 518 + 30,
+ 61T +3H2(H1H3)+5H3 (mm, )+5H§ 411, + 211,
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Slle = lel + Hg(H1H3)+Hg(H1H3)2 +H§(H1H3)3
+H120 +H;(H1H3)+H3(H1HS)2 +H2(H1H3)3
+ 2015 + 2IT5 (I 11, ) + 213 (1,11, )* + (11,11, )
+3IT8 + 315 (IT,IT, ) + 2IT3(T1,1T, )°
+AL17 + ATT4(IT 11, ) + 2T, (IT,IT, ) + 5118 + 4113 (11,11, )+ (11,11, )?
+ 615 + 4I12(I1,I1, ) + 6115 + 301, (1,11,
+ 6113 + 2(TT,I1, )+ 5112 + 41T, + 211,

S2IT, =2 + 15 (I1,IT, )+ ITS(TL,IT, )* + 13 (I, 11, )° + (11,11, )*
+ 113 + 5 (I, )+ T (T, 0T,)° + T5(T, T, )
+ 2005 + 2015(T1,T1, )+ 25 (LI, ) + T, (LI, )
+ 3IT3 + 318 (IT,IT, ) + 3013 (1,11, )* + (1,11, )
+ 4115 + ATT5 (I, I1,, ) + 3012(IT,IT, )* + 511, + AIT4(IT,IT, )+ 211, (I1,IT, )
+ 7115 + 5115 (I1,IT, ) + 2(T1,IT, )* + 7115 + 4112(I1,11,)
+ 70145 + 3I1, (I1,IT, )+ 7113 + 2(TT,I1,, ) + 6115 + 411, + 311,

S8I, =112 + 112 (11, ) + 1 (0, 1, 2+ e o, o, o+ 1 (1 )
12 + 113, + (i, in)? + ()
+om® + 218 (1,1, ) + 2 ()2 + 201, ) ®

3 + 305 (11, 11,) + 34, 1) ? + 21,1, ) ®

+ 4115 + 4113 (H1H3)+3H3( )2 (H1H3)3

518 + 5118 (1, 1,) + 3m2(mm, 1) 2

+ 7007 + 6112 (1,11, ) + 311, (11,11,) 2 + 708 + st 1) +( o) 2

+8118 + 5112 (M1, 11,) + 8112 + 411, (1,11,) + 7112 + A 11,11 + 6112 + 511, + 211,
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Liste2.4

24.1 Il; von Dy wie[ II;von Ag; II,von C, ; II,,(I1;) von Dg; I1, von E,]
a=1IIy b=II, c=1I,

ST =T11; + 11,
S, = T3 +T1IT, + 11,
S, = g +I2I, + 115 + 11, + 12 + 11,

ST = I3 + T, + T I15 + 1 IT, + I3 + IT,IT, + 1,

S°Tl, = I3 + oI, + M2I15 + 115 + T12I0, + 0,11, + 113 + 11200,
+2I12 +11,

S, = I} + M1, + TT3I15 + T1 I3 + TIIT, + I IT,I0, + I03 + TSI, + I I15 + T1,11,
+ 20113 + 1111, + 11,

S®I, = 18 + TISI0, + T AI15 + T 2115 + 115 + T¢I, + 05 + T 211,10, + 11210,
+T1S + 1211, + T12112 + 11210,
+200g + 2210, + 115 + 11, + 112 +11,

S°M, = M) + MM, + I3I35 + 3T + T IT5 + T1301, + IT 113 + TT3I0,11,
+ I M50, + 11, + TIRI0, + TSI S + T IT5 + T12T0, + IO I1,11,
+ 21013 + 211300, + T IT2 + T1 0T, + 2013 + I 11, + 11,

S, =TIy + TSI, + TIgTI5 + TIgITS + M2TT5 + I15 + TSI, + TI2T05 + TT3T0, 11, + TI2TT2TT,
+TI3TT, + I,T12 + 08 + TSI, + TAI12 + T15103 + TTaI, + I 211,10,
+ 2018 + 2TT4T1, + 2012103 + 115 + 2M M0, + I1,I1, + 2M¢ + 1211,
+ 2012 +11,

161



SMI, = Mg+ III, + IIETT5 + TIRM 5 + I35 + I IT5 + [T, + II3T15 + IIRIL, 11,
+TI3M2I0, + T I3, + TTXT,005 + 113 + I JIT, + T332 + T13T13 + 11 T3 + 1310,
+ 5 + T, + 1 I12I0,
+ 200§ + 2I0GM, + 2[3115 + I3 + 201311, + I, + 2113 + 2IT3M, + T1 115 + [ 11,
+ 2015 +T1I1, + 11,

S, = ITY +TIPTL, + TI8I02 + TISITS + T gIT5 + TT2I05 + 115 + 11311,
+TIaT12 + 13 + T ST, 00, + T X210, + TT2TI300, + T30, + I 211,012 + T13114
+TIY + T8I0, + TISTT2 + T gITS + T13I0 5 + T SIT, + 12112 + TT410, 1T, + T 211510,
+ 2118 + 211311, + 210 oI5 + 2TT5103 + 115 + 21011, + 15 + 21121111,
+T12I0, + 210§ + 2[00, + T12T15 + T1210,
+ 3105 + 211200, + 112 + 10, + I + 11,

S®M, = I + I, + TI2M2 + T JITS + TISMT 5 + TI3M05 + I I15 + T1500, + 13112
+ I IS + T I, + TITISIT, + TITISTT, + T TSI, + TISTI,I05 + T I1210;
+ T+ T, + TILTTS + TITTS + TIMT G + T IS + T1 I, + TI3IT2 + T 311,11,
+IISM5T, + T TSI, + 1 IT,112
+ 2012 + 2011711, + 2115113 + 2113113 + 0 I15 + 201500, + TT 112 + 2T1311,11,,
+TI T2, + 210 + 200300, + 2[5 + T1 15 + 211301, + T IT,11,
+ 3113 + 211300, + T1I15 + I IT, + 2103 + I I, +I1,
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Liste2

24.2 TII,von D,  é&hnlichwie [IT, und IT, von A, ; II, und II; von
S, =117 +11,

S, = I3 + I1I1,

ST, =117 + 1210, + 112

ST, = I3 + T3, + T1IT2

ST, = I + TI3TT, + TI2T12 + 113

ST, = I1{ + I3, + T2 + T1ITS

ST, = 1§ + TT0T, + TITT2 + TI2TTS + T

ST, = I + TIIT, + T2 + TSI + T IS

S"I, = I + T30, + T2 + TIETLS + 12T + 112

S, = T4+ TITT, + T/ TTZ + IS + TSI + T IT3
SPI, = [T + TIOT, + TSI + TITTS + TATTS + TI2TT + 112

SPII, = I + T T, + T2 + TS + TII S + TIETTS + T 018
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251 II,von F, wie [II,vonF, ; II, von C, , II, IT, von A, ]
S, =7 +I1, + 1,
S, =112 + 11, + 12 + I, + 11,
S*I, = II; + 11,11, + 113 + 2117 + 211, +11,,
S, =I5 + T2, + 15 + T1,IT, + 2115 + I, + 2112 + 211, + 11,
S, =117 + TSI, + 15 + IS + 11211,
+ 2113 + 1,11, + 3IT5 + 1, + 315 + 211, + 211,

S, = ITj +IIT1, + I, 115 + I1; +II5T1, + 2117 + 211711,
+ 3115 + 210,10, + 3117 + 11, + 3117 + 311, + 11,

S, =I5 + [T, + [15T15 + ] + 1,11, + 1,115
+ 2113 + 2T3T1, + I3 + 3015 + 211211, + 4115 + 2T1,11,
+ 41T + 11, + 4117 + 311, + 211,

S, =I5 + T2T, + TSI + 15 + IS + TSI, + T12T15
+ 211 + 21,1, + T1,115 + 3M15 + 3131, + 15 + 4115 + 31311,
+4IT; + 211,11, + 5113 + 21T, + 4117 + 311, + 211,

S, = I7° + I/T1, + ;115 + I, IT5 + 115 + TI9T1, + T19T15 + 2115 + 211011,
+ 2112112 + 310 + 311511, + 211,113 + 4117 + 3151, + 115
+ 5113 + 310711, + 6117 + 311,11, + 5I1S + 11, + 517 + 411, + 211,

S, = [T + TI5T1,, + TISTT5 + TIETTS + T13° + T T, + TS0 + I, 113
+ 2015 + 2[1°T1, + 213115 + 15 + 3115 + 311, + 2112115
+4TT] + 411,11, + 2T1,I15 + 5115 + 4TTT1, + T15 + 6115 + 411511,
+6I1; + 31,11, + 6115 + 211, + 5[5 + 411, + 21,

SPI, = 117 + 17T, + TIST15 + TITT5 + T + T3 + TSI, + TSI + TI5T1S
+ 2IT1;° + 2T1/T1,, + 211,115 + IT,IT5 + 3[1; + 31511, + 3T + 113
+ATTS + ATTTL, + 3T12T15 + 511 + 4TT5T1, + 211,115 + 7112 + 5I13T, + 2115
+ 7TT + 4ATT2T1, + 7117 + 3[1,IT, + 7113 + 211, + 6117 + 411, + 311,

ST, = I +T1°M, + /12 + 1113 + 11,115 + 1132 + T1011, + T1ST12 + 113113
+ 20051 + 211511, + 2115115 + 212115 +3113° + 310/ 11, + 311 112 + 211,113
+A4TI; +4TI9TL, + 3T 5 + 115 + T2 +5TISTT, + 3T12115 + 711, + 611,11, + 311,113
+7I02 + 5T, + 115 + 8115 +ST12TT, + 815 + 411,11, + 7115 + 211, + 6117 + 511, + 211,
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26.1 II,von Eg wie [ IT,,(IT,) von A, ; II,,(ITy) von

S, =115 +11,

S, = I + I1,IT, +11,

S, =17 + 110, + 112 + 11,

S, = IS + TIT, + 1,112 + 112 + I1,

ST, = IT$ + IT;T1 + IT2T1Z + T12 + I15 + I1,IT, + I,

ST, = ] + TSI + TTTZ + T, ITS + T3 + TI2T0, + 112 + 11,

S, = IS + TS0, + TIT1Z + TI2T0S + T3 + 15 + T, + T1,I0Z + 112 + 11,

ST, = I + T[T, + TI3T12 + TSI + T, + T12 + TSI, + TIT02 + 113
+T + 1,11, + 11,

=

S"I1, = I1}° + T80, + TI2T12 + TISTI3 + TI2T0E + 113 + I + TITT, + TTI2 + T1,IT3

+ 15 + T30 + 12 + 11,

S, = M3 + T, + T/ T2 + TSI + TI3TTE + IT,I02 + 118 + T18T1,
+TITIZ + TI3TTE + I + T13 + TI3TT, + T1,I12 + 115 + 11,

SPIT, = I + I°TT + TI8T1Z + TI9T12 + T + TI2T0S + T12 + T13 + T[T,

+TETIZ + TS + T, TG + TS + T T, + TI2T12 + 13 + T3 + T, I, + I,

S®IM, = I} + 7 Tl + TIT1Z + T TS + TSI S + TISTIZ + T, 118 + 117°
+ TSI, + TSI + TSI + TI2T0 S + 13 + I + T, + TIST1Z + IT,IT3
+TT5 + T3, + 12 + 11,
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Liste2.7

271 II,von E, wie[ II,von Ag; II,von C, ; I1g,(I15) von Dg; I1, von E,]
a=1II, b=1II; c=1I,

S°IT, = 7 +11,

S, =I5 +I,1T, + 11,

S*M, = ¥ + 11T, + 12 + 1, + 112 + 11,

S, = IT; + [T + T1,IT2 + T1,1T, + 15 + T1,1T, + 11,

S°TI, =TI +T1;T0, + TI2I0Z + I3 + TI2T0, + I T, + 115 + T12T0, + 2107 + 10

S, = ] + I°T + I°TZ + I, T13 + TI0TT, + T, IT IT, + T2 + T5TT + TT,I0; + I0L11,
+ 2110 + T, 11, + 11,

S®IM, =18 + 0T, + 1,112 + TI2T13 + g + I T, + 13 +TI2TTIT, + T1201, + 115 + I T, + 12102 + 11210,
+ 210 + 211211, + 112 + 11, + 112 +11,

S°TI, =TI) + T/, + T2 + T30S + T, 11§ + TI5TT, + T1, 103 + TT IT, + T1,TT200,
+I1] + T + T3 + I, I0S + TI2T0, + T, TT, T,
+ 2013 + 21130, + I1, 112 + I1,IT,, + 2113 + I IT, + 1,

S, = I3° + TISTT, + TI.T02 + T TS + TI2T08 + IO + TI°TT, + T12T05 + T T T, + TT2TI2T,
+TIMT, + T, I05 + 112 + TI2T0 + T 112 + TI2T0S + T 1T, + TI2TT T,
+ 2102 + 21T T + 2112T12 + 13 + 211211, + ITIT, + 2115 + 1211,
+ 2017 + 11,

SUI, = T+ 1T + T/ T2 + TSI + TITT g + T, 00 + T T, + TTIS + T T I, + TSI 2TT, + 11, TT2T,
T IS + 105 + 1110 + TSI 2 + TPTTS + 10, T + T5TT, + 11, T3+ TTT I, + 11, 11210,
+ 2017 + 2101511 + 2112112 + T1,1013 + 211311, + T1,IT IT, + 2113 + 21110  + 1,112 + 11, 11,
+211) + 11,10 +11,
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S0, =T17% + IT;° T + 511 + TITTS + T TTg + TI2TTR + T18 + T15TT, + T1;T15 + 115
6 412 2113 4 2 2 2112 10 8 6172
+TIJTI3 + TI2TTg + TIOTL, + TI2T15 + TT; TT I, + [T2TI3T1,
+2015 + 2[T2TT g + 200, T15 + 2012113 + [Tg + 2111, + [15 + 2T, + TT3IT, + 218 + 211, TT + 12115
+IT2TT, + 3M1; + 20211 + 12 + T, + [12 + 11,

SBM, = I + T +TIT 2 + T/ TS + TIT ) + TITT + LTS + TI5TT, +T1T05 + 10,113
+TI T I, + TSI 2T, + TTIEI, + T TT I, + T 112 + T, TT2T0 2 + 105 + T T + T 112
AT + TS + 11,105 + 11T, + T2 + TSTT IT, + TI2TI 210, + 10, TT3TT, + 10,11 112
+ 2013 + 21T/ T + 2105112 + 21150 + 11, + 21051, + 11,112 + 21T IT, + 11, 11211,

+ 2007 +2115T0  + 2112112 + I, 113 + 211210, + 1,11 11,
+3113 + 211300  + I, 112 +T1, 10, + 2113 + 11, 1T, +11,
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