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Motivation
Knicken und Beulen
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Knicken und Beulen
Analytische Knickungsberechnung
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• Lange, dünne Stäbe

• 𝜆 ≥ 𝜆𝑔

• 𝐹𝐾 =
𝜋2𝐸𝐼

𝑙𝑘
2

[5]

Analytische Knickfälle

Elastische Knickung (Euler)

• Kurze, gedrungene Stäbe

• Meist nach Tetmajer

• 𝜆 < 𝜆𝑔

• 𝐹𝐾 = 𝑓(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑅𝑒)

Unelastische Knickung 

Grenzschlankheitsgrad

𝝀𝒈
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Knicken und Beulen
Numerische Knickungsberechnung - linear
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𝑲+ 𝜆𝑘𝑟𝑖𝑡𝑲𝜎 𝒖𝑏𝑒𝑢𝑙 = 0

𝐸𝐼𝑧
𝐿3

12 6𝐿 −12 6𝐿
6𝐿 4𝐿2 −6𝐿 2𝐿2

−12 −6𝐿 12 −6𝐿
6𝐿 2𝐿2 −6𝐿 4𝐿2

+ 𝜆𝑘𝑟𝑖𝑡
𝐹𝑟𝑒𝑓

30𝐿

36 3𝐿 −36 3𝐿
3𝐿 4𝐿2 −3𝐿 −𝐿2

−36 −3𝐿 36 −3𝐿
3𝐿 −𝐿2 −3𝐿 4𝐿2

𝑣1
𝜃𝑧1
𝑣2
𝜃𝑧2

=

0
0
0
0

 𝜆𝑘𝑟𝑖𝑡,1 = 32,18070
𝐸𝐼𝑧

𝐿2

 𝝀𝒌𝒓𝒊𝒕,𝟐= 2,48596
𝑬𝑰𝒛

𝑳𝟐

𝐹𝑘𝑟𝑖𝑡 = 𝐹𝑟𝑒𝑓𝜆𝑘𝑟𝑖𝑡,2 = −2,48596
𝐸𝐼𝑧

𝐿2

Abweichung zur analytischen Lösung beträgt unter 1%
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Knicken und Beulen
Numerische Knickungsberechnung - linear
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𝑲𝜎
𝑒 = 𝑉 𝑮

𝑻𝑺𝑮 𝑑𝑉

𝑺 =
𝒔 𝟎 𝟎
𝟎 𝒔 𝟎
𝟎 𝟎 𝒔

𝒔 =

𝜎𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑧𝑥
𝜏𝑥𝑦 𝜎𝑦𝑦 𝜏𝑦𝑧
𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑦𝑧 𝜎𝑧𝑧

𝑮 =

𝑁1,𝑥 0 0 …

𝑁1,𝑦 0 0 …

𝑁1,𝑧 0 0 …

0 𝑁1,𝑥 0 …

0 𝑁1,𝑦 0 …

0 𝑁1,𝑧 0 …

0 0 𝑁1,𝑥 …

0 0 𝑁1,𝑦 …

0 0 𝑁1,𝑧 …

SpannungsmatrixG - Matrix

Spannungsversteifungsmatrix

𝑲𝜎 =  𝑖𝑲𝜎,𝑖
𝑒

𝑁𝑖,𝑥 =
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑥

𝑁𝑖,𝑦 =
𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑦 𝑁𝑖,𝑧 =

𝑑𝑁𝑖
𝑑𝑧
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Entwicklung eines Knickungssolvers - kniX
Programmaufbau und -ablauf
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Auswerten der 
Übergabeparameter

Einlesen der Eingabedateien
(Strukturdaten, Randbedingungen, 

berechnete Spannungen)

Einlesen der 
Gesamtsteifigkeitsmatrix

(z88stiffness.bin)

Einbauen der 
Randbedingungen

Aufbauen der 
Spannungsversteifungs-

matrix

Ausschreiben der 
Matrizen 

Finite Elemente Analyse mit Z88

Lösen des EWP
𝑲+ 𝜆𝑘𝑟𝑖𝑡𝑲𝜎 𝒖𝑏𝑒𝑢𝑙 = 0

kniX

Schwierigkeiten

• Beide Matrizen dünn besetzt
• 𝑲𝜎 nicht s.p.d.
• Interesse der kleinsten positiven 

Eigenwerte
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Entwicklung eines Knickungssolvers - kniX
Einfluss der Netzqualität – Rechteckstab (lin. Hex.)
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Anzahl Unterteilungen in Längsrichtung
(logarithmische Skalierung)

ANSYS Abaqus Z88

∆𝑙 = 3,75 ∙ 10−6 mm
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Entwicklung eines Knickungssolvers - kniX
Einfluss der Netzqualität – Rechteckstab (lin. Hex.)
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Anzahl Unterteilungen in Längsrichtung
(logarithmische Skalierung)

ANSYS Abaqus kniX

𝐹𝑘𝑟𝑖𝑡 = 36 554 N
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Entwicklung eines Knickungssolvers - kniX
Einfluss der Netzqualität – Rechteckstab (quad. Hex.)
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𝐹𝑘𝑟𝑖𝑡 = 36 554 N
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Entwicklung eines Knickungssolvers - kniX
Einfluss der Netzqualität – I-Träger (quad. Hex.)

11

-1,00

0,00

1,00

2,00

3,00

4,00

5,00

6,00

7,00

8,00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

re
l. 

A
b

w
ei

ch
u

n
g 

zu
r

an
al

yt
is

ch
en

 K
n

ic
kl

as
t 

/ 
%
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ANSYS Abaqus kniX

𝐹𝑘𝑟𝑖𝑡 = 487 087 N
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Zusammenfassung und Ausblick
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• Sehr gute Übereinstimmung mit analytischer Lösung 
sowie mit kommerziellen Programmen

• Überschätzung der Tragfähigkeit bei zu groben Netzen

• Schlechte Ergebnisse bei linearem Elementansatz

• Lineare Beulanalyse nur anwendbar bei geringer 
Vorverformung

• Implementierung weiterer Elementtypen (Tetraeder, 
Schalenelemente)

• Programminterne Lösung des Eigenwertproblems

 Darstellen der Eigenmode
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