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���������� ������������ ��� ��������� ���������������� ������ �������� ����� ��� �� ���

������ ���� ���������� ����������������� ���� ��� ������ ������� �� ��� �� �� ������� ����

�������������� ��� ����������������� ���� ��� ����������� ��� �������� �� ���������� ����

���� �������� ��������� ��� �������������� ��� �� ��� ������������ ���� ��� ����������� �����

������������� ������� �������������� ��� ���������� ���������� ���� ��� ����������� ��� ������

������ �� ��� �������������� ����������������� ����� ������ ��� ��������� �����������������

������� ������� ������� ������� ���� �������� ����� ��� ������������� ���� ��� �����������

��� �������� �� ���������� �� ���� ��������� ������������� ��� ������������� �������������

������ ������ ��������� ����� �������� ��������� �������������� ������ ���� ��������������

������

��� ����� ��� ��������� ����� ����� ���� ����� ��� ������� �� ����� ����� ��� ������ ����

����������� ������� ������� ��� ���� ������ ��� ���� �������������� �������� �����������

��
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�� ������������

������ ������� ���������� ��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ��� ���

��� �������������� ����������� ��� n������������� ��������������� ����������� ������ �� ��� ��

���� ����� ��������� ����� ��������������� ��� ������������������ �������� ���� ��������������

�� ������ ������������ ��� ������ ������������ �������� ����������� �� ���� ����������� ���

���� ������������ �������������� ��� ��� ��� ��� ������� ������� ��� ������ ��� ��������

������������ ��� ��������� ������� ������������� ������ ��� ��������� ������� �������� ���

���������� ���� �� ������������ ��� �� ��������� �������� ��� ����������������� �������� ��� ���

������������ �������� ������� ������ ������� �� ���� ����� ������� �������� ��� ��� ������

��� ��������������� ������������ ����� ���� ���� ��� ������ �� ���������� ������������

������� ��� ��� ��� ��������� �������� �������������������� ��� ����������� ������ ����

�� ������� ������������ ��������������� �� ������� ������������ ��� ������ ����� ���������

����������� ��� ������ ����� ��������� ��� ������������������������� �� ����� �����������

��������� ��������������� ��� ������������ ������� ��� ������������� ���� �� ������ �

��� ��������� ������������ ����������� ��� ������ ���� �������������� �������

���� ������������ �������������� ��� �����������������

��������� ����������� ������ ���� ������������ �������������� ��� ������������� ������ ���������

������� ��������� ����� ������������������� ���� ����������� �������� ����� ���� ��� ������

�� ��������� ��������� ��� ���� ��������� ��� ������������������� �������� ����������� �� ���

������ ��������� ����

��������� �� ����� Z ⊂ Rn ��� ������ ������ ��� ������������������� ������������� ���

U ⊂ Rn ��� ������ ������ ��� ��������� ������� �������������� �� ����� ��� ����� R ⊆ Z
������������ �������������� ��� U �� Z� ���� R ⊇ (U ∩ Z) ���� ���������� ���� ���

��
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��������� ����� ������������ ����� ������������� �������������� ��������� ������� U ⊂ Rn

�� ����� ������������������� Z ⊂ Rn �� n�������������� ������������ ����
���� ��� ����������������������� ������ Z ���������� ��� ��� ��� ��������
��������������� ������ U ∩ Z ���������� ����

��� ��� ��� ���� ������������ ���������������� ��������� ������� �� ����� �����������

���������� �� ������ ���� ��� ������ ������ ������ ������������� ���������������� ������ ����

���������� ���� ���� �� ����� ������ ��� ����� ���� ��� ��� ���������� �� ���� ������� ������������

�������������� ����� ������������ ���������� �����

��������� �� ����� R1, R2 ⊆ Z ⊂ Rn ���� ������������ ���������������� ��� U ⊂ Rn ��

Z� ���� ��� R1 ��� ������� ����� ����� R1 � R2� ��� ���������� ����� ����� R1 � R2 ��� ���

�������� ����� ����� R1 = R2 �����

��� ����� ���� ��� ���� ������������� ���������������� ����� ��� ���� �������� �� ��� ���

����� ����� ���� ��������� ���� ��� ������� ������������� �� ������ ������ ������ �����

�������� ��� ����� ��������������� ����������� ������ ��� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ����

��������� ��� ��� ������������ �������������� ����� ������������� �������������� ����������

��� ��� ����� ������ ���� ���� ������� ������������ �������������� ����� ���������������� ��

��� ������������ ��������� ���� ������� ���� ����� ���� ���� ���� ��������� ������� ���������

����������� ���� ���� ��������

��



���� ������������ �������������� ��� �����������������

�� ��������� ��� ��� ��� ������������ �������������� �� ��� ��� ������� ���� ��� ��� ������

������� �������������� �� ��� ��� ����� �������� ��� ������� ���� ��� ��� ������������ ������

��������� �� ���� ��� ��� �� ������� ���� ����� ��� ���� ������������ ������������ �����������

���� ��������� ������� �� ����� ������������������� �� ������������ ��� ����� ��� ����� ����

����������� ������������ �������������� ���������� ����� ��� ��������� �������� ���������

��� �������������������� ��� ������������ ������������ �������������� ���������� ��� ������

�������������� ������� ���� ��� ��� ����� ��� ��������� ��� ��������������������� ���������

��������� �� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ���� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z� ����

����� R ���������������������� ����� R = U ∩Z ���������� ���� �� ��� �����������������������

����� R = Z ���� ���������� ���� ���

�� ����� ��� ��� ����� ���� �������������� ����� ��������� ���� �� ���� ������������ ������

��������� ������������ ���� ��������������������� ���������� �� ��� � ��� ��� ���� ����� ����

� ��� ������ ��������� ��� ��� ��� ��� ��������� ������� ����� ������

���� �������� ����� ���� ����� ��� ���������������������� �������� �� ����� �� ����� ����

��� ��������� ������� ��������� ��� ������������������� �������� ����� ��� ���������� ������

��� ����������������� ���� ������������ ��� �������� ������� ��������� ��� �����������

��������� ���� �� ���� ��� ����� ���������� ���������������� � ��������� ��� ��� �����

������������������ � ������������ ���� ����� ������� ������������ �������������� ������������

����� ���� ��������� ����� ��� ��� �������� ��������� ����� ������������������� Z ⊂ Rn ���

����� G ⊆ Z� ������ ��� ��������� �������� ����������� ��������� ��� �������������������

����������� ��� ��� ����� �������� ���� ���� �������� ������ U ⊂ Rn ����� ��������� ������

����� G ������� ������ � ���� ���� G ∩ U = ∅ � �� ���� ��� ����� ������������� ������

��������� R1 ⊆ Z ��� U �� Z ��� ����� G ��������� ������� ��� �� ����� �������������

�������������� R2 = R1\G ��� U �� Z ��� �������� ���� ������� ���� ��������� R1 �����������

��� ���� ������ ���� ������� ���� R1 ∩G = ∅ ��� ����� R2 = R1 �����

��� ������ ��� ��� ����������� ��� ������ ��� ����������������� ������ ���� ���� ������������

���������������� ��� �������� ���� ������� ���� ���� ��� ����������������� ��������� ���

���� ��������� ��� ����������������� ���������� �����

��������� �� ����� Z ⊂ Rn ���� �������������������� U ⊂ Rn ���� ������ ������ ���

��������� ������� ������������� ��� I ����������� ��� ����������� ������ ���� ���������� ����

�������������� ����� ����� ������ ������������

��
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��������� ����� ������������ ��� ����������������� ����� ������������� �������������� R1 ����
���� ��� �������������������������� p� ������ ������ �������� ��������������
���� i ������ �� ����� ������������� �������������� R2 ��� �������� ���� ������
�� ���� �� ���������

� ���� �������� p : 2Z × I → 2Z ����� �������������������������� ���������� ����� �����

���� ���� ∀R ⊆ Z ��� R ������������ �������������� ��� U �� Z ��� ∃i ∈ I ������

�� p(R, i) ��� ������ ������������ �������������� ��� U �� Z

�� p(R, i) ⊆ R

� ��� ����� (p, i)� ��������� ��� �������������������������� p ��� ����������� �����������

i ∈ I� ����� ������������������������

� ��� �����M ⊆ Z ����� ��������� ��������� ��� ������������������������ (p, i)� ����� p(M, i) =

M � i ∈ I ����� ���� ���� ������������ ���� ��� ������������ �����������������

� ��� P = {(p1, i1), ..., (pk, ik)} ���� ����� ��� k ∈ N ������������������������� ���� �����

��� ����� M ⊆ Z ��������� ��������� ��� ����� P � ����� ∀(p, i) ∈ P : p(M, i) =M �����

����������������������� ����������� ����� ��� ������� ��� ������ ��� ������������������

�� ��� ����� ��������� ������������� ��������������� ���� ������������ �������������� ���

�������� ���� ������� ���� �� ��������� ���������������������������� ���������� ����� �������

� ��� ���� ������ �� ��� ���������� ������ ���� �������� ���� � �������� ��� ��������� ��������

��� ��������� ������������� �������������� ���� ���� ������� ����������������� ��������

��� ��� ��������� ������������� ��������������� ������ ���� ��� �������� ���������� ������

���������� �����
� 2Z ���������� ��� ����������� ��� Z�

��
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��������� ����� ������������ ��� ������� ��� ������� �� �� ��� ��� ����� M ⊂ Rn ����������� ��
�� ��� ������Q1 ⊆M ��� �� �� ��� ����� ����� �������� QM = {Q1, Q2, Q3}�

��������� �� ��� M ⊂ Rn ���� ������

� ���� ������ ��� �����M ���������� ���� �� ��� ���� ���������������� ����� Q1 ⊆M
��� ��� ����������� Q1 �������� ��� ����� ∀Q2 ⊆M � ��� Q2 ���������������� ����

�� Q2 ⊆ Q1 ����

�� Q2 ∩Q1 = ∅

� ���� ����� QM = {Q1 ⊆ M | Q1 ������ ��� M} ����� ����� ����� �������� ��� M

���������� ���� ���

��� �������� �������� ������� ��� ������� ���������������������������� ��������� ���� ���� ����

�� ��� ��� ��� �������� ���� ��� ��������� ��������� ��������� ��� ���� ����� ���������� ���

����� ������� �������� ���� ��������� ��� ��������� ������������� �������������� ��� ����

������� ����� ����������� ������ ��� ���������������������������� ��� ����� ����������������

��������� �� ����� Z ⊂ Rn ���� ������������������� ��� (p, i) ��� ������������������������

� p ����� ��������������� ���� �������� ���� ����������� �������

�� p(
�

m∈M
{m}, i) =

�
m∈M

p({m}, i), ∀M ⊆ Z �������������

�� p({z}, i) ∈ {{z}, ∅}, ∀z ∈ Z �������������

� p ����� ���������������� ���� �������� ���� ����������� ������ ���������� �����

�� p(
�

Q⊆M
������

Q, i) =
�

Q⊆M
������

p(Q, i), ∀M ⊆ Z �������������

�� p(Q, i) ∈ {Q, ∅}, ∀Q ⊆ Z ������ �������������

��
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��������� ����� ������������ ��� ��������� ���������������� ��� �� ������ ���� ��� ���������
�������������� �������� ���� �������������������������� ���� ��������������� ���
��������� ���� ����� ��������� ��� ��� ������������� Q1 ∪ Q2 ∪ Q3 ���
��� �������� �������� ��� ������ ��� ��� ����������� ��� ����� ���������
��� ��� ��������� �������� Q1� Q2 ��� Q3 ��� � �������������� ����� ���� ���
��������� ��� ���� �������� ������ �������� ��� ������ ������ ���� ��� �����
����� ��� �������� ����� ��� � ��������������

��
��������

��

��
��������

��

�

�

��

��

��

��

��

��

��������������

���������������

��������� ����� ������������ ����� �������������� ���������������� ��� �� ��� ����� ���������
��������� �������������������������� ��� ��� ������� ��� ���������������� �����
���������������������� �������� �������� ��� ��� ����� M ���������� ���� ����
��� ��� ��� ����������������� �������������������������� ��� �������� ��������
��� M ���������� ����

��



���� ������������ �������������� ��� �����������������

��� ����������� �������� ���������������� ��� ����������������� ��������������������������

��� ������������ �� ��������� ��� ������������

������� ���� �������� ����� ������ ������ �������� � ���� �������������� ���� ���������������

�� �� ��� ������ ������������ ���� ��� �������� ������������ �������������� ���� ��������� ���

������������ ������������� �������������� ���� ����� ��� ����� ��� ��������� ����� �������

�������������������� ���������� �� ��������� ����

��� �������� ����� ����������������������� �������� �� ����� �������� ��������� ���� ������

������� �������������� ��� �������� ������ ������� ��������� ��������� ������ �������������������

������ ���� ���� ��� ����� ����� ��� ����� ���� �� ������� ���� ���� ��� ��������������������������

���� ��� ������������ ��������� �� ����� �������� ������ ������� ��������� ��������� ���

������������������������ ���� �������� ��������� ���������� ���� ����������� ����� �����������

����������������� ��� ����� ����������� ������������

��������� �� ��� Z ⊂ Rn ���� ������������������� ��� (p, i) ��� ������������������������ ���

�������������������������� p ����� ������������ ���� p(M, i) = p(p(M, i), i) ∀M ⊆ Z �����

��� ���� �������������������������� ������������ �� ��� ��� �������� ����� ��������� ���������

��� ����������� ������������������������� ������ ���������� ����� �������� ���������� ���������

��� ��� ��������� ��� ��������������� p(p(M, i), i) = p(M, i) ��� ��� �������� ���� �� ���

N ⊆ Z ����� ��� p(M, i) = N � ������

p(p(M, i), i) = p(M, i)⇔ p(N, i) = p(M, i)

⇔ p(N, i) = N

���� �������� ����������� ����������������� ���������������������������� ��� ���� ���� ���� �����

�������� ����� ��� ��������������� ����������� ������ ��������� ����� ��������� �����

��������� �� ��� Z ⊂ Rn ���� ������������������� ��� (p, i) ��� ������������������������ ���

�������������������������� p �����

� ����������������������� ��� ��� ����� M ⊆ Z� ���� ∀Q ⊆M ��� Q ������� ��� ��������

��������� ����� p(Q, i) = ∅ ⇒ ∀R ⊆ Q : p(R, i) = ∅

� ������������������������ ���� p ����������������������� ∀M ⊆ Z�

��



�� ������������

���� �������������������������� ������� �������������� ��� ����� ������ ��� �������� ����

�������� ������� ��� ��� ����������������� ���� �������� �������� ����� ����� ��� �������

������� ���������������������������� �������� ���� �� �� ������������ ��� ���� ��������� ��� ���

��� ���������������������� �� �������� ����� ������ ��� ��������������������� ��� ���������

���������������������������� ���� ������ �� ��� �� ����������������� ����������� ������ �����

������������� ��� ���� ������ �������������������� ���������������������� ����� �������� ����

����� ���� ���������� ������

��������� �� ����� Z ⊂ Rn ���� ������������������� ��� P = {(p1, i1), . . . , (pk, ik)} ����

����� ��� k ∈ N ������������������������� ���� �����������

�
(p1, i1) (p2, i2) . . . (pk, ik)

(pσ(1), iσ(1)) σ(pσ(2), iσ(2)) . . . σ(pσ(k), iσ(k))

�
∈ S(P )

����� ������������������������������ ���� pσ(k)(. . . (pσ(2)(pσ(1)(R, iσ(1)), iσ(2)), . . .), iσ(k)), ∀R ⊆
Z ������������ �������������� ��������� ��������� ��� ����� P ���� S(P ) ��� ��� ������������

������ ��� ����� P ��� ������� ����� ��������� ��������������

���� �� �������� ������� ������������� ���������������������������� ������ ���� �� ���� ������

����������� ������� ���������� �� ��������� ������ ��� ����� ���� ������� ������������ ������

���� �������� ���� ���������������������������� ��������� ����� ����� ������ �������� ����������

��� ���� ��� ������������ ���� ��� ������������� ������������ �������������� ��������� ���������

����� ����������������������� ���� ���� ���� ��� ������ ������� ��� ��� ������� ���������� �����

��������� ��� ����������������������������� ���� ������������������������ ������ ������������

�������������� ��� ����������� ����� ������ ���� ��� ��� ��� � ����������� �������������������

���������� ���� ������������������������ ������ ������������ ���������������� �����������������

������� ��� ����������� ����� ������ ���� ��� ��� ��� � �����������

���� ������ ������������� ���������������������������� ���� �������� ��� ��� � ���� ���

��� ��

���� �� ����� P = {(p1, i1), . . . , (pk, ik)} ���� ����� ��� k ∈ N �������������������������

���� ������ ��� ��� ������ ������ PE = {(px, ix) ∈ P | px ��� ��� �} ��� PR = {(px, ix) ∈
P | px ��� ��� �} ��� ��������� ������������

��



���� ������������ �������������� ��� �����������������

�� σ ∈ S(PE)⇒ σ ������������������������������

�� σ ∈ S(PR)⇒ σ ����������������������������� ���

��

�
(p1, i1) . . . (p|PE |, i|PE |)

(pσE(1), iσE(1)) . . . (pσE(|PE |), iσE(|PE |))

�
∈ S(PE),

�
(q1, j1) . . . (q|PR|, j|PR|)

(qσR(1), jσR(1)) . . . (qσR(|PR|), jσR(|PR|))

�
∈ S(PR)

⇓
�

(p1, i1) . . . (p|PE |, i|PE |) (q1, j1) . . . (q|PR|, j|PR|)

(pσE(1), iσE(1)) . . . (pσE(|PE |), iσE(|PE |)) (qσR(1), jσR(1)) . . . (qσR(|PR|), jσR(|PR|))

�

∈ S(PE ∪ PR) ��������� ������������������������������

���� ����������� ����� ����� ��� ������������������������ �������������� ��� ��� � ��� ����

������������������������������ ��� ���� ����������� ����� ����� ��� ������������������������

�������������� ��� ��� � ��� ���� ������������������������������ ���� ����������� ����� �����

����������������������� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ���� ���� ������������������������������

���� ��� ����������� �������� ��� ����������������������� ��� ��� � ������� ��� ������ ����

��� ��� ��� ��

������� �� ������������ ��� ���� ����������������������� (p1, i1) ��� (p2, i2) ��� ��� � ����

�������� ���� ����� ������ ����� ������������ ����� ���� p1(p2(R, i2), i1) = p2(p1(R, i1), i2)

��� ���� ������������� ���������������� R ⊆ Z ��� ������������������� Z ⊂ Rn� ������

��� ���� �������� ���� ��� �������� ��������� ��������� ������ ����������������������� ����

���� p1(p2(R, i2), i1) ���� p2(p1(R, i1), i2) ��������� ��������� (p1, i1) ��� (p2, i2)� ���

����� R ⊆ Z ���� ��������� ������������ ��������������� ���� �����

� �����������������

����� ������� ����

� p1(p2(R, i2), i1) ��������� ��������� p1� ���� �� ������ ���

p1(p1(p2(R, i2), i1), i1) = p1(p2(R, i2), i1)

��



�� ������������

�������������� ������������ �������������������� ��������������������

��

����

��

����

��

����

��

����

�� ��

�� ��

�� ��

���� ����

������� ����� ����� ��� ������������������������ �� ��� ��������� �� ���������������� �������
����������������������� ������� ���� ��� ������ ��������� ��������������������������
��� ��� ����� ������ �� ��� ��� ��� ���� �� ��� ���������� p1 ◦ p2 ���� p2 ◦ p1�
��� ��� ������������ ��������������� �����������

����� ��� ��������� ��� ��������������� ���� p(p(M, i), i) = p(M, i) ∀M ⊆ Z�

������������ ���� ���� ��� (p, i) = (p1, i1) ��� M = p2(R, i2)� ��� �� ������ ����

� p1(p2(R, i2), i1) ��������� ��������� p2� ���� �� ������ ���

p2(p1(p2(R, i2), i1), i2) = p1(p2(R, i2), i1)

p2(p1(p2(R, i2), i1), i2) = p2(p2(p1(R, i1), i2), i2) ������ �����������������

= p2(p1(R, i1), i2)

����� ��� ��������� ��� ��������������� ���� p(p(M, i), i) = p(M, i) ∀M ⊆ Z�

������������ ���� ���� ��� (p, i) = (p2, i2) ��� M = p1(R, i1)� ��� �� ������ ����

�� ������������ ��� ���� ����������������������� (p1, i1) ��� (p2, i2) ��� ��� � ���� ��������

���� ����� ������ ����� ������������ ����� ���� p1(p2(R, i2), i1) = p2(p1(R, i1), i2) ���

���� ������������� ���������������� R ⊆ Z ��� ������������������� Z ⊂ Rn� ��������

���� �������� ���� ��� �������� ��������� ��������� ������ ����������������������� ���� ����

p1(p2(R, i2), i1) ���� p2(p1(R, i1), i2) ��������� ��������� (p1, i1) ��� (p2, i2)� ��� �����

R ⊆ Z ���� ��������� ������������ ��������������� ���� �����

������ ��� ������ ��������� ��� �� ������ ��� ���������

�� ������������ ��� ���� ����������������������� (pE , iE) ��� ��� � ��� (pR, iR) ��� ��� �

���� �������� ���� ��� ����������������������� ��� ��� � ��� ��� �����������������������

��



���� ������������ �������������� ��� �����������������

��� ��� � ���������� ������ ����� ����� ��� �������� ��������� ��������� ������

����� ���� ���� pR(pE(R, iE), iR) ��� ��������� ��������� (pE , iE) ��� (pR, iR) ��� ����

������������� ���������������� R ⊆ Z ��� ������������������� Z ⊂ Rn� ��� �����

R ⊆ Z ���� ��������� ������������ ��������������� ���� �����

� pR(pE(R, iE), iR) ��� ��������� ��������� (pR, iR)� ���� �� ������ ���

pR(pR(pE(R, iE), iR), iR) = pR(pE(R, iE), iR)

����� ��� ��������� ��� ��������������� ���� p(p(M, i), i) = p(M, i) ∀M ⊆ Z�

������������ ���� ���� ��� (p, i) = (pR, iR) ��� M = pE(R, iE)� ��� �� ������ ����

� pR(pE(R, iE), iR) ��� ��������� ��������� (pE , iE)� ���� �� ������ ����

pE(pR(pE(R, iE), iR), iE) = pR(pE(R, iE), iR)

�������� ���� �������� ���� ���� ��������� R1 ⊆ R ����� ��������� (pE , iE) �������

���� �������������� R ��������� ��������� ��������� (pE , iE) ���� ��� ����� ��������

��������� ����� ����� R = R1 ∪R2�

(pE(R1 ∪R2, iE) = R1 ∪R2)⇒ (pE(R1, iE) = R1)

���������� R1 ��� ����� ��������� ��������� (pE , iE)� �� ����� ����� ���� �� ���

������� �� R1 ����� ������� ��� ����� ����� ����������� ����� pE(R1, iE) � R1 ⇔
∃r ∈ R1 : pE({r}, iE) = ∅

�� ���� R ��������� ��������� (pE , iE) ����� ������ ���� �������� �� R ������ ���

������� ����������� ������� pE(R1∪R2, iE) = R⇒ ∀r ∈ (R1∪R2) = {r}� ���� ������

����� ������������ ���� �������� ���� ���� ��� ��������� R1 ��������� ���������

(pE , iE) �����

���� ��� pR(pE(R, iE), iR) ⊆ pE(R, iE) ��� pE(pE(R, iE), iE) = pE(R, iE) ������

������������ ����� ���� ����

pE(pR(pE(R, iE), iR), iE) = pR(pE(R, iE), iR)

��



�� ������������

��������� ������� ���������� ��� ������������������� ���������������������������� ��� ������

����� ����� ��������������

���� ����������������������������

������� �� ��������������� ������� ��� ������� ��� ������������� �������������� ��� ���

����������������� ���������� ������ ������ ��� �������� ��� ��������������� �������������������

���������� ������������ ��� �� ������������� ������� ��� �� ������������������ ����������

���������������� ��������� ������� ��� ��������� ���������������������������� ������ �� ����

������ ����� ���� ��� �������� ������ ������������ �������� ���� ���������� ���� ����

���������� ����������� ����� ��� ������ ����� � ���� � ���������� ��� �������������� ������

���������

������ ��������������� �����������

������� ���������� �� ����� ������������������� Z ⊂ Rn ������������ A ⊆ Z� �� �����

������ ���� ����� ��������� ������� U ⊂ Rn ��������� ������� �������������� ���� ���� ���� ���

������� ���������� ����� ������ �������� ������ ���� �������� ���� �� ������ ������ �� ������

������� ���� ����� �������������� ����� ���� ���� ��� ������ ��� ����������� ��� ���������

�������� ���������� ����� ��� ������� ������������������� ���������������� ����� ��� ��������

������� U �� ����� ��� ����� �������� A ���� ����� ���� U ∩A = ∅� ��� ������ ����� ��� ����

������������ �������������� R ⊆ Z ��� U �� Z ��������� A ����� ���� ���� ������������

���������������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ���� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z� �������

��� ��� A ⊆ Z ��� ��������������� ����������� � ���� ���� U ∩A = ∅� ���� ��� pa : 2Z × 2Z →
2Z , pa(R, A) := R\A ���� �������������������������� ��� ����� �������������������������� ����

������� �����

���� ���������������� �������� ��� ��������� ������������� �������������� R� ���� ���� ����

������ �� ����� ���� ���� ��������� ������ ��������� ����� ������ ����� ����� �����������

���������������� ����������

��
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��������� ����� ������������ ��� ��������������������������� ��� ������������ ��������������
R1 ��� ���� ������� ��� �������������������������� ��� �� ���� ������������
�������������� R2 ��� ���������� ��� ��� ��� ������������������ ����� A
������������� �������� ��� ������������� �������������� R1 ������ �����
���������� �� ���� ���� ����� ��������� ������� ��������� �������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� �������������������������� �� ����� ��� ������ ����� �����

��������� ��� �� ������� ���� ������� �� ���� ��������������� ��������������������������� ��

���������
�
r∈R

({r}\A) = R\A� ��� R, A ⊆ Z ⊂ Rn ����� ��� ����������� ����� ���������������

������ ��� ����� ������������� ��������������� ������ ����� �� ��������������� �����������

������ ���������� ����� ��� ������������� �������������� ���� ��� ��������������� ��������

��� ����� r ∈ R ���� ������� ����������� ������� �� �� ��� ������������� �������������

���������������� ������������ ��� �������� ��� ����� �������������������������� ������������

�� R\A = (R\A)\A ����� �� ������� ���� ���� �� ���� �������������������������� ��� ��� �

���������� ����

�� ����� ����� ������� ������������ ���� ����� �������������� ��������� ����� ���� A ������

�������� �� ��������� ������� ����� ���� �������� ��� A �� ��������� ���� ����� ��������

������������� ����� ����� ��� ����� ������������ ��������� ������ �����

������ ��������������� ��������������� �����������

�� ������ ������� ���� ������ ��� ���� �������� ������������������� ����� ��� ������������

�������� ��� ��� ����� ���������� ��� ��������������� ����������� �������� ������ �����

������ ���� ���� ����� ������� ����� ������ �� ��� �������������������������� ���������� ����

���� �������� ������ ������ ������� �������� ���� ����������� ��� ����������� ��� ��� ������

����� ������ �������� �������������������������� ����

��
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�������� ������������������

��� ������������� ��������� ��������� �������� ����� ��� ������������������� ������ ����������

��� ����� ���������� ����������� ��� ��� ���� ����������� ��� ��������� ��������� ���

������� ��������� ��� ����� �������� �������������������� ���������

��������� ��� ����� U ⊂ Rn ��� ����� ��� ��������� ������� ��� W ⊆ Z ⊂ Rn ����

��������� ����� ������������������� Z� �� ������

a : 2R
n × 2Z → {0, 1}, a(U, W ) :=





0 , U ∩W = ∅ ��������

1 , U ∩W �= ∅ ��������

�������������������� ��� U �� W �

��� �������������������� ������� ��� ���� 1 ������� ���� �� ����������� �����������������

W ��� ��������� ������ U �������� ����� ��������� ������� ��� ��� ���� 0 �������

�������� ����� ���� ������ ����������� ����� ���� ������������� ���� ��� ������������������

��� ����������� ����� ��������� �������� ����������� �����

��������� ��� ����� U ⊂ Rn ��� ����� ��� ��������� �������� W ⊆ Z ⊂ Rn ���� ���������

����� ������������������� Z ��� a ���� �������������������� ��� U �� W � ���� ���

AA :=




W , a(U, W ) = 0

∅ , a(U, W ) �= 0

��������������� ����������� ����� ��������������������

������� ��� ��� ������������������ �������� �������� �������������������� a ��� ���� 0

������� �� ����� ����� ���� �� ����������� ����������������� W ����� ��������� ������� U

�������� ������ ��� ����� W ��� ��������������� ����������� AA ���� ��������������������

�� ��� �������������������������� ���������� ��� ��������� ������ �����

��� ��������� ��� ����� ���� ����� ��� ������ �� ������ ����� ������� ������������������

���� �� ������ ��� �������� ��� ����� ���������� ��� ������������� ���� �������� ������ ����

���������� �� ������ ��������� ����� ��� W � ������� �� ������ ��������� ��������� ���� ��

��������� ��� ���������� ��� ����� ��� ������������� ��� ���������� ����� ���������������

������������� ����������

��
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��������� ����� ����������� ����� ������������ ������ (f, S)� ��������� ��� ����� ������������
������� f ∈ Rn ��� ��� ��������������� S ⊂ ζ ������� �� ����� ������ E ⊂
Rn� ��������� ��� ��������� �������� U ⊂ Rn ����� ��� ��������� ������
������� E\U ������� �� ������� ���� ���� ��� ������������� �������������
������������� iD ��� ��� ������������� ������������������������ iC ���������
����� s ∈ S ��� �������������� ������������ ��� ����������� ��� �������������
������������� ���� ����� ��������� ������������ ����� ��� ������ ��������
���� ������� ������� ��� ��� ������� �������� ���������

�������� �������

������������� ������� ��� ����� ����� ����� ����� ��� ��� �������� ������� �������� ��� ������

��� ����� ������������� ������ ��� ��� �������������� ��� ������ ������� ����������� �������

����� ������� �������������� ��� ����� ����� ����� ��������� ��� ���� ��� ��� ���������������

������� ��� ��������������������� ��� ����������� ��� ��� �������������� ��� ������ �������

���� �������������� ������� ��� ������������ ��� �������������� ������������� ��� �� ����

��� ������ ������ ����� ���������� ���� ��������������� ���� ��� ����������� ��� ����������

���������� ������ ��� ���� ����� ����� ��������� ����������

����� �� ��������� ������� ��� �������� ���� ������������ ������ �� ������� ���� ���

������ ��� ��� ������������ ���� �� ��������� ������� ������� ����� ���� �������� ���

����������� ������ ���������� ���������� �����

��������� ��� ��� ζ := {x ∈ Rn | ||x||2 = 1} ��� ��������� ��� ��������������

� ���� ��� ��� ����� K := (f, S)� ��� f ∈ Rn ����� ������������������� ��� S ⊆ ζ ���

���������������� ���� ����������� �������

� ��� �������� s ∈ S ������ ������

��������� ������ ��������������� ������ ����� �� ������ ������� ����� ��� ������� ���������

���� ��� ������������ ������� ��� ������������� ��� ������������ �������������� ���������

��
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������� �� ��������������� Rn ������� ���� ��������������� ��� ���� ��� ���� ��������� �����

��� ������������ ��������� �������������� ������� ��� ���������� ��� �������������� ���� ���

������������ �������������� �� ���� ����������� ����������� ��� � ���� ����� ��������� ���

����� ��� ������ ������������ ������ ���������� �������������� ������ ���� ����� ����������

������ ��� ������������ ����� ��� ������������ ��� ������������� �������������� ��� ����

��� ���������� �� ��� ��������� �� ������� � ����������� �������������

��� ����� ����� ������ ������ ��� ��������� ��� ���� ������������ ������� ��� ����� �����

��������� �������� ������������� ���������� ���� ���������� ����� ���� ��� ��� ����� �����

���������������� ������ �������� ��� ���� ����� ���� ������� ����� ������������� �������������

������������

��������� ��� ����� E ⊂ Rn ��� ����� ����� ����������� ��� K = (f, S) ���� �����������

������� ���� ���

� i : 2R
n ×Rn × S → R̄� ���� ������������������� ������������� ���

� iD : 2R
n × Rn × S → R̄�, iD(E, f, s) := inf{x ∈ R̄� | f + x · s ∈ E}� ��� inf ∅ := ∞

���� �������� ������������������� �������������� ������ ��� ��������������������������

���������� ����� ��� ���������� ��� ���� � �� ������ ���� ���� ��� ����� � ����� ������

����� ������������� ���������� �����

��� ���� ����� ������ ����� ������������ ��� ����� ��� �������� ������� �������� ��� ������

��� ����� ������������������� ������� ��� ��������������������� ������� ��� ��������������

������� ������ ������ ����������������� ����� ��� ������ ��� ��� ����������� ��������� ����

���� �������� ����� ���� ��� ����� ���� ������������ ���������� ���� ��� �������������������

������������� �����������

��� ���������� ����� ���������� ������� ����� ������������������� ������������� ��� ���

������ ��� ����� ���������

��������� ��� ����� E ⊂ Rn ��� ����� ����� ������������ K = (f, S) ���� �����������

������ ��� C ��� ����� ��� ��� ������ ������ ���������������� ������� ���� ��� iC :

2R
n × Rn × S → C� iC(E, f, s) := c ��� ������������������������� ������ ��� ���� � ��

������ ���� ���� ��� ����� � ����� ������ ����� ���������� ���������� ���������� ����� ����

��� ������������� ������� ����������� ������ ���� ��� �������� ��� ��� ���������������������

��� ��� ��������������������� ��� ����������� �� ��� �������������� ��� �������

��
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���������� ��� ��� �������������������������� ��� ��� ������������������������� �� ������

��� ����� ���� ��� ������������� ������� ���� ������������ ����������� ��������� ������ ��� ��

�������� ����� ��� ������������ ����� ��������������� ������������� ������ �����

��������� ��� ����� E ⊂ Rn ��� ����� ����� ������������K = (f, S) ���� ����������� ������

��� Z ⊂ Rn ���� �������������������� ��� �������������� ����������� ����� ������������

���� ����������� �����

AKD := {z ∈ Z | ∃s ∈ S ∃x ∈ R+ : z = f + x · s ��� x < iD(E, f, s)}

���������� ���� �� �� �� �� ���

���� ������������ ��� ��� ��� ���������������� ������ ����� ������ ������ ��� ����� �����

�� ��� ������ ������ ��� ��� �������������� ����� ��� ������ � �������� ������� ��� �������

�������������������� � ������ ��� ��������������� ����������� ��� �������������

�� ���� ����� ���������� ���� ��� ������ ����� ����� ������ �� �������� ��� ���������

������� �� ����� ������������� ������� �� ��������� ���� ������ ������ ��������������� ���

��������� ����� ��������� ������ ����� ��� ������� �������� ���� ��� ������ ��� �������

��� ������� ���� ����� ��������� ������������������ ��������� ����� ������������������ ���

��������� ������� ��� ������ �� ��������� ������������

���������� ��� ��� ��� ������ ����� �� ������� ��� ������ ��������� ������� �� ���� �����

���������� ������� ����� ��� ���� ��� ����� ����� ������ ��� ��������� ������� ��� �����

���������

��������� ��� ��� U ⊂ Rn ��� ����� ��� ��������� �������� K = (f, S) ��� �����������

������ ��� C ��� ����� ��� ��� ������ ������ ���������������� ������� �� ��� FU :=

{iC(U, f, s) ∈ C | s ∈ S} ��� ����� ����� ������ ��������� ������� U �

����� ��� ��� ���� ��� ����� ����� ������ ��������� �������� �� ����� ���� ��� ����� ��

����� ���������� ��������� ������ P ���� ��������������� ������ L ���������

��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ��� ���

��������� ������������ E\U �K = (f, S) ���� ����������� ������ ��� FU ⊆ C ��� ����� �����

������ ��������� ������� U ��� ��� ����� ��� ��� ������ ������ ���������������� ������

��
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��������� ����� ����������� ��� ������������� ��� ��������������� ��� ��� ���������������
������������� ����� ������������ ��� �� �� �� �� ��� ����� ���������� �������
����� ������������������ ��� �� �� �� �� �� ����� ��������� ������� ������
��� ������������� ��� ��� ��������������� ����������� ���� �������� �������
�� � ��� ��������������� ����������� ��� ��������� �������� �� � ���

��
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C� ���� ����� dF : 2R
n ×Rn × S → {�, �}�

dF (E, f, s) :=





� , iC(E, f, s) ∈ FU
� , iC(E, f, s) /∈ FU

������������ ������������� ������� FU �

���� ��� ����� ��� ���������� ��������� ������ ������������� �� ����� ����� ���� ���� ��������

��������� ��� �������������� ������ ������ ��� ��������� ������ ������� ������ ���� �����

���� ��� ��������� ����������� ���� ����� ��� ��� ����� ����� ������ ��� ��������� �������

��������� �� ������ ������ ������� ������ ��� �� ������ ���� ����� ����������� ���� ���� ���

��������� ������ ������ ��� ��� ������ �������� ����������� ����������� ����� ����� ����

��� ��� ����� ������� ��� ������ �������� ������ ��� ��������� �������� ��� ������ �����

�������� ����� ���� ��� ����� ������ ��� ��������������� ������ ������������� �� ���� ��� ������

����� ���� ��� ��� ��� �� ��� ��������� ������������ ������� ����� ��� ��� ��������� ������
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��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ���

������ ������ ���������������� ������� FU ⊆ C ��� ����� ����� ������ ��� ��������� �������

U ��� dF ��� ������������ ������������� ������� FU � ���� ��� iFC : 2R
n ×Rn × S → R̄��

iFC(E, f, s) :=





inf{x ∈ R̄+ | f + x · s ∈ E\U} , dF (E, f, s) = �

0 , dF (E, f, s) = �
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��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� Z ⊂ Rn ���� ������
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�������������� ��� iFC ��� ������� ���������� ������������������� �������������������������

��� ������� ���������� �������������� ����������� ����� ���������� ���� ����������� �����

AK,FC := {z ∈ Z | ∃s ∈ S ∃x ∈ R+ : z = f + x · s ��� x < iFC(E, f, s)}.
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��������� ��� ����� E ⊂ Rn ���� ����� ��� ������������� K = (f, S) ���� �����������

������ ��� C ��� ����� ��� ��� ������ ������ ���������������� ������� ���� ����� hEC :

H → C� hEC(s) := c ����������������� ��� ���������� H ⊆ S ��� ����������� E� �����

hEC(s) = iC(E, f, s) ∀s ∈ H ���� ���������� ���� ���

��� ����������������� ������� ��� ��������� ��� ���� ��������� ����� ����� ����� ������
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��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ���

������ ������ ���������������� ������ ��� hE\U
C ��� ����������������� ��� ����� E\U �
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���� ����� dB : 2R
n ×Rn ×H → {�, �}�

dB(E, f, s) :=





� , h
E\U
C (s) �= iC(E, f, s)

� , h
E\U
C = iC(E, f, s)

������������������������������������� ������� hE\U
C ���������� ���� �� ���
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��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ���

������ ������ ���������������� ������ ��� dB ���� �������������������������������������

������� hE\U
C � ���� ��� iBC : 2R

n ×Rn × S → R̄��

iBC(E, f, s) :=





inf{x ∈ R̄+ | f + x · s ∈ E\U} , dB(E, f, s) = �

0 , dB(E, f, s) = �

��� ������� ����������������� ������������������� ������������������������ ���������� ���� ���

����� �������� ����� ������� ���� ��� ���� E\U ��������� ����������� ������� ��� �����
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��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ���

������ ������ ���������������� ������ ��� dB ���� �������������������������������������

������� hE\U
C � �������� ��� Z ⊂ Rn ���� �������������������� ��� ������� �����������������

�������������� ����������� ����� ���������� ���������� ���� �� ���� ����������� �����

AK,BC := {z ∈ Z | ∃s ∈ H ∃x ∈ R+ : z = f + x · s ��� x < iBC(E, f, s)}.
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��������� ����� ������������ ��� ���� ��� ����������� ��� �������������������� ����������
������� �� ��� ����� �������������� ����������� A1 ���������� ��� �����
�������������������� �������������� ��� ��������� ����������� A2 ��� �����
����� ��� ��������������� ����������� ��� ������ �������������� ��� �����
������� ��������� ����������� �� ��������� ����������� ��� ������������� A1

��� ��� ������������ �� ��� �������������������� ��������������� ������ ����
��������� ��� ���������� ����������� ������ ���������� ���� ���� ������ ��� ��
��� ��������� ��� A2 ������������ ������ ����������� A2 ������� ��� ���
����������������� ��� ��� ������ �������� ��� ������������� ���������� �������
��������� �������

������������ ������� �������

��� ������������������� ������������������������ ������ ��� ��� ����� ����� ������ �������

��� ������� �������� ���� ��� ����� ����������

��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ��� ���

��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ��� ������

������ ������������������ ������������� ������� FU ⊆ C ��� ����� ����� ������ ���������

������� U ��� dF ��� ������������ ������������� ������� FU � ���� ��� îFC : 2R
n×Rn×S → R̄��

îFC(E, f, s) :=





inf{x ∈ R̄+ | ∃y < x : f + y · s ∈ E\U, f + x · s /∈ E\U} , dF (E, f, s) = �

0 , dF (E, f, s) = �

��� ����������� ������� ���������� ������������������� �������������������������

�� ���� ��� ������ ����� ������������ ��������� ��� ��������� ����������� �������

���� �������� ����� ��� ��� ������ ������ ���������� ��� ����������� ��� ���������

����������� ������ ����� ��� ��� ��� ����������� ��� ������������������ ��������� �������

��� ��������� ����������� ��������� ������������������� ������������������������ ���� ���
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������� ����� ����������

��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U � K = (f, S) ���� ����������� ������� C ��� ����� ��� ���

������ ������ ���������������� ������ ��� dB ���� �������������������������������������

������� hE\U
C � ���� ��� îBC : 2R

n ×Rn × S → R̄��

îBC(E, f, s) :=





inf{x ∈ R̄+ | ∃y < x : f + y · s ∈ E\U, f + x · s /∈ E\U} , dB(E, f, s) = �

0 , dB(E, f, s) = �

��� ����������� ������� ����������������� ������������������� �������������������������

��� ���������� �������������������������� ��� ����� ����������� �� ��������� ��� �����������

����� �� ��� ������� ������ ����� �� ��� ����� ���� ��� ��� ��������� ��������� �����������

������� ����� ���� ���� ��� �� �������� ������� ��� �������������� ��� ��� �������� ��� �����

��������� ������������ ������������ �� ��� ����������������� �� �����������

��������� ��� ��� E ⊂ Rn ��� ������� ��������� ��� ��� ��������� �������� U ⊆ E ���

��� ��������� ������������ E\U ��� K = (f, S) ���� ����������� ������� ����� ��������

��� �������� Πi(E, f, s) := iD(E, f, s) = inf{x ∈ R̄+ | f + x · s ∈ E\U}� ���� ��� îD :

2R
n ×Rn × S → R̄��

îD(E, f, s) :=





inf{x ∈ R̄� | ∃y < x : f + y · s ∈ E\U, f + x · s /∈ E\U} , Πi(E, f, s)

iD(E, f, s) , �����

��� ���������� ���������������������������

�� ��� ������ ����� ���� �������� �� ��� ����������� ����� ������ ��� ������������ ������

��� ������������� ������� �� ��� ��������� ������������ ����������� �� ������ ���� ���� ���

�������������� ��� ��� ������ �������� ��� ����� ������������ ������������� ������� ��

��� ������� ����� ���� ��� ��������� ���� ���������� ���� ���������� ������������ ��� �������

������� ��� ����������� ����� ������������������ ���� �� ���� ����� ��������� ������� ���

��� ��������� ������������ �������� ���� ���� ����� ��� ��� ������ �������� ��� ��������

������� ��������� �������
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�� �������� �������� ��� ����� ����� ���� ����������� �������������������� �������������

��� ���� ����������� ��������������� ������������� ������ �� ������ ��� ��������������

��������� ����� ��������� ���� �������

������ �������������

��� ������������� ����� ��� ������������ ���� ���� ������ ��������� ������� �� ����� ����������

������������� ��� �������� ��������� ��������� ��������� ����� ������������������� �������

����� ����� ���� �������������� ������������ ���� ��� ������ �� ����� ���� ��� ���������� m

��� ��������� k �������� ��������� ������� ����� �� ���� ���������� �������� ����� �������������

�������������� ��� �������� �� ��� ������������������� ����� ���������� ��� ��� �������

��� m �������� ��������� ������� ������� �������� ���� ���� ��� ���������� �������� ���������

������� �� ����� �������������������� ����� ������������ ��� ��������������� ���������������

������������ ����� ������ ���� ��� ������������ ����������� �� ����� ������� ���������������

������������� ���� ������� ������ ���������

��������� ��� ����� Z ⊂ Rn ��� ������ ������ ��� ������������������� ���������� ���

E ⊂ Rn ��� ������ ������ ��� ������ ����������� ����� U ⊆ E ��� ����� ��� ���������

������� ��� E\U ��� ����� ��� ��������� ����������� ���������� ����� AE\U , AE ⊆ Z ���

��������������� ������������ ����� ������� � ���� ����������� �� �������� ��������������

������������ � ������ ��� ������ ����� ���������������� ��� ��������� ����������� E\U
���� ��� �������� ������ E� ��� ����� D = AE\U\AE ���������� ������������� ������

��� ������ ��� �������� ������� ������� ������ ���������� ������

������� ������ ������� �� ���� ��� ������ ����� D �� ���� ������������� ��� ��� �����

������� ��������� ������� ��� ���������� ��������������� ����������� �������� ����� ����

���� ��� ����������� ��� ��������� �������� ���� ��� ���� �������� � ������ ��������� ��

��������� ������� U ⊂ Rn ��� ��� k ∈ N �������� ��� �������� ������� ��������� ������

D1, . . . , Dk ⊆ Z ���� |{Di ∈ {D1, . . . , Dk} | Di ∩ � �= ∅}| ≥ m ∈ N0� �� ���� ���� �������� ���

��� ������������� �������������� ��� U �� Z ����� ���������� ������ �� ������� ��� m ��������

��� �������� ������� ������� ������� ����� ����������� ���� ��� ��� ��������������������������

�����������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊆ E ⊂ Rn �� Z�

����� U ��� ����� ��� ��������� ������� ��� E\U ��� ����� ��� ��������� �����������

��



�� ������������

��������� ������ ������������ ���������� ��������� ��������� �������� ��� ������ E ⊂ Rn ���
����� ��� ��������� �������� U ⊆ E ����������� ��� ��� ��������� ������
������� E\U ������������� �� ��� ����� AE\U ⊆ Z ������ ������ ��� ����
������������ ����������� �� ����� ������ ���� �������� ������� E\U ����
�� ��� ����� AE ⊆ Z ������ ������ ��� ��������������� ����������� ���
��������� �������� U ⊆ E ���� �� ��� ����� D = AE\U\AE ����� ����������
������������� ������ ��� ������ ��� �������� ������� ������� �������

��
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����������� ��� �������� ����� D1, . . . , Dk ⊆ Z ��� ��� k ∈ N �������� ��� ��������� ������

��������� ������ ��� �� ����� ��� �������� Πe(�, D1, . . . , Dk, m) := |{Di ∈ {D1, . . . , Dk} |
Di ∩ � �= ∅}| ≥ m� ��� m ∈ N0 ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pe : 2Z×2R
n×2Z × . . .× 2Z� �� �

k

×N0 → 2Z , pe(R, Z, D1, . . . , Dk, m) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Πe(�,D1, ..., Dk,m)

���� �������������������������� ��� ����� ���������� ������� ���������������������� ����������

���� �� �� ���

�� ��� ��������� ������ ���� ��� ���� ��� ������������������� ����(Z) ���������� �����

������ ��� �������� ����� ������������� ��������������� ��� �� ���� ��� ����������������

���� ������� ��������� ��� ��������� ���������� ����� ��� �������� �� ���� ����� �����������

��� ��������� ���������� ��� ����� ��� ������� ���� ��� ������ ��� ������ ������ ����������

������� �� ������ ��� ������������� �� ��������� ��� ��� ��������� ������ ��� ������� ��������

������ ��� ���� ������� ������� ���� �� ������������������ ���� ������ ���� ������ ��� ��������

������ ���������

��� �������� �������� ���� ���� �������� � ��������� ������� �� ��� ������ ������ ��� �����

������������� m ∈ N0 ��� ������� k ∈ N �������� ��� ��������� ������ ������� ������� ����

���� ∃M ⊆ {1, . . . , k} : (|M | ≥ m) ∧ (
�
Di

i∈M
∩ � �= ∅)� �� ���������� ������ ��� ��������� �������

�����������������������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊆ E ⊂ Rn �� Z�

����� U ��� ����� ��� ��������� ������� ��� E\U ��� ����� ��� ��������� �����������

����������� ��� �������� ����� D1, . . . , Dk ⊆ Z ��� ��� k ∈ N �������� ��� ��������� ������

��������� ������ ��� ����� ��� ��������

Πê(�, D1, . . . , Dk, m) := ∃M ⊆ {1, . . . , k} : (|M | ≥ m) ∧ (
�
Di

i∈M
∩ � �= ∅),

��� m ∈ N0 ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pê : 2Z×2R
n×2Z × . . .× 2Z� �� �

k

×N0 → 2Z , pê(R, Z, D1, . . . , Dk, m) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Πê(�,D1, ..., Dk,m)
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��������� ������ ������������ ��� ����������� �������� ���������������������� ��� �� �� ��� ���
���������� �������� ���������������������� ��� �� ��� ��� ���������� ������� ���
�������������������� �������� ���������� �������� ��� ������������� ������
��������� R1� ��� ��� ������� ��� m �������� ������� ��������� ���������� ����
���� ������ ����� ����� �� ���� ��� Z ������ ������ m = 2�� �� �������������
�������� ������ �������� ������ ���������� ���� ��� �� ������� ��� �� ����
�������� ��� �������� ������� ������� ������� ��� ��� ����������� ��������
���������������������� ��� ���� ������ ������� ���� ���������� ���� ��� ��
������������� ������� ��� m �������� ���������� ����� ��� ��� ���������� ����
����� ���������������������� ���� ��� �� ��� �������� ������� ��� m ��������
���������� �������

��
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���� �������������������������� ��� ����� ��������� ������� ���������������������� ���������� ����

�� �� ���

�� ��� ������������� �� �������� �� ������ ������ ��� ��� ������� ������������������� �����

������ ����� ������������������������ ��� ������ ����������� ��� ��� ������ ��� ���� ��� ������

�������������� ��� ���� �������� ������������ ��� ��� ������� ����� �� ������ ��� ������ ����

���� ����������� ��� ��� ������������� �� �������� �� �������� ��� ��� ������ ���� ����������

�� ��� �������� �� ������� ��� �� ����� ������������� ���������������� ��������������� ��

�������� ��� ����� ������ ������������������������� ��������� �� ������� ��� ������ ���������

������ ���������� ��� ���������� ������ �������� ��� �������������� �� ������� ��� �������������

�� �������� ������������ ���������� ����� �� ���� ����� ���� ���������� ������� ���� �� ������

������������ ��������� ��� ������������������� ���������������� ��������������� �� ��������

��� ��������� ������� ���������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ���� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z ��� ���

�������� f : Z → N0 ��� f(z) = m ���� ��������� ��� ����� z ∈ Z �� ��� �������������������

Z ���� ������������� f(z) ��� ������� k ∈ N �������� ��������� ������ ��� ��������� �������

U �������� ��� Δ = {(z, m) ∈ Z×N0 | f(z) = m} ��� ����������� ��� ���������������� ���������

��� ����� �������� ����������� ��������� ����� D1, . . . , Dk ⊆ Z ��� ��� ��� k �������� ���

��������� ������ ��������� ������ ��� ����� ��� �������� ΠE(�, D1, . . . , Dk, Δ) := |{Di ∈
{D1, . . . , Dk} | Di ∩ � �= ∅}| ≥ min{f(z) | z ∈ �}� ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ����

���

pE : 2Z × 2Z × . . .× 2Z� �� �
k

× 2Z×N0 → 2Z , pE(R, D1, . . . , Dk, Δ) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
ΠE(�,D1, ..., Dk,Δ)

���� �������������������������� ��� ����� ���������� ������ �����������������������

�� �� ��� ��������� ����� z ∈ Z ⊂ Rn ���� ������������� ��� f(z) �������� ����������

����� ��� ����� ��������� �������� ��������� ������� U ⊂ Rn ���������� ������� ���� ����

������ � ⊆ R ����� ������������� �������������� R ⊆ Z ��� ��������� �������� ������� ������

��� �������� ������������� f(z) ����� z ∈ � ��� ��� ������ � �������� ����� ��� ������ �����

��� ��� min��������� �� ����������

����� ��� max��������� ��������� ������� ������ �� ���������� ���� ���� ������ �����

������������� ��������������� ������ ���� ������ ��������� ������� ��������� ����� �� �����

��
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������� ��� ����� ������� ������������� ������������� ���� ����� ��� ������ ���� ������������

���� �������� ��� ������ ��� ������������� �������������� ��� ��������� ������ ��������

�������� ��� ���� �������� ����� �������������� ���������� ���� ������ ������ ��� ���������

����� �������������� ����� ����������� ������� ���� ����� �� ��� ���� ������ ���� ���� ���������

������ ��������� �������

������ �� ���� ������ ���� ��� ��������� ������ ���������������������� ��� ������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z ��� ���

�������� f : Z → N0� f(z) = m ���� ��������� ��� ����� z ∈ Z �� ��� �������������������

���� ������������� f(z) ��� ������� k ∈ N �������� ��������� ������ ��� ��������� ������� U

�������� ��� Δ = {(z, m) ∈ Z ×N0 | f(z) = m} ��� ����������� ��� ���������������� ���������

��� ����� �������� ����������� �������� ����� D1, . . . , Dk ⊆ Z ��� ��� ��� k �������� ���

��������� ������ ��������� ������ ��� ����� ��� ��������

ΠÊ(�, D1, . . . , Dk, Δ) := ∃M ⊆ {1, . . . , k} : |M | ≥ min{f(z) | z ∈ �} ∧
�
Di

i∈M
∩ � �= ∅

��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pÊ : 2Z × 2Z × . . .× 2Z� �� �
k

× 2Z×N0 → 2Z , pÊ(R, D1, . . . , Dk, Δ) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
Π
Ê

(�,D1, ..., Dk,Δ)

���� �������������������������� ��� ����� ��������� ������ �����������������������

�� ��������� �� ��� ������ �������� ������������������������ ���� �� ��� ������� ���������

��� ���� ��� ��� ������� ��� ������������� ����� ��� ��������� �� ������ �������� ��� �������

�������� ������ ��� ������������� �������� �������������� ������ ���� � �� ��������� ��

��� �������� ������������������������ ���� ��� ���� ������� ��� ������������� �� ���� ���

�������� ���� ��� ��� ���� ������� ���� ���� ������ �� ��� ���� ���� ���� �������� ������� ��

���������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� ������������� ���������������������������� �� ����� ��� ������

����� ����� ��������� ��� ���� ������������� ������������������������ ����� ��� ��� ������

��� ���������� ��������� ������� ����� ���������������� �� ��� ��� ���� ������ ������� ��� �����

������ ��� ������� �������� ������������ �� ����� ������ ��� ������������� �������������

�������������� ������� ���� ������ ������ ������ ��� ������� ��� ����� ���������������� �����
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��������� ������ ����������� ����� ��������� ����������������� ��������������������������� ���
������ ������ ������� ���������� ������ ��� ������� ��� ������������� �������
������� ���� �������� ������� ������ ��� ��������� ����������� ������� ������
��� ������������� ������������� �������������� ������� ������

���������������������� ��� ���� �� ��������� ���� ���������������� �������� ���� ���� ���

���������������������� ���������������������� ���� ���� �������� ��������� ������� ��� ���

�������� ������ ��� �������� ��������� ��� ��������� ������ ������� ���� ��� �������� ���

����� �� ������� ������ ��� ��������� ������ ����� ��������� ��� ��������� ������ ���������

��� ��������������� ������� ������������������������ ���� ������������ �� ���� ������� �������

���� ������ ���� ����������������� �������� ������� ���� � ��� ��� ��������� ������ ������������

������ ��� �������� ���� ���� ��� ��� ��� �������� ��� ������ ���� ����� ������ �� ������

��� ��������������������� ���� ���� ������� ��� ��������� ������������� ������ ���� ����� �����

��������� ��������������� ����� �������� ������ ���� ������������� ���� ����� ���� �������������

������������������������ ��� ��� � ���������� ����

��������� ������� ���� ��� �������� ���� ��� ������������� ��� �������� �� ��� ������ ������

��� ��� ���������� ���������� ������� ���������������������� ��� ���� ���������� �� �����������

������ ���� �� ��� ������ �������� �������� ������� ��������� ������� ������� �� ��� ��������

��� ������������������������� ������ ���� ��� ������ �� ��� �������� �������������������

��� �� ����� ��������� ����� �� ���������� ��� ����� ��������� ������������ ��� �������������

�� ��� �������� ��������� ������� �� �� ��� �������� ������������� �� �������� �� ����������

���� ����� ����� ���� ��� ������������������������ ��� ������������� �������� ���������� �����

�� ������������ ��� ��� ���� ����� ���������� ������������� ��� ���������� �� ������� ��������

��������� ������� ������� ������ ��� ���� ��������� ������� �� ����������� ��������� ����

������������ �������������� ������������� �� ������� �������� ���� �� ������ ������ �����

������ ����������� ��� ��� ������� ��� ���������� ������������ �� ���� ������������ �����������

������ ���������� ��� ������������ ������������� �� ������ ����� ���������� �� ����������

��



�� ������������

������ ���� ��������� �����������

���� ���� ���� ������� ��� ����������� M ⊂ Rn �������������� �� ������� ����� ������

��� ��������� ������� U ⊂ Rn �������� ����� ���� ����������� ���� ����� ��������������

��������� ���� ��� ������ ���� ���� ������ ��� ��������� ������� ��� ��� ����������� M

����������� ��� ����� �\M �= ∅� ����� � ∈ ����� ����� �������� ��� U ����� ��������������

���� ��� ���������������� ������� ����������� ������ ��� ����� �������� ������ � ���� ��

���� ������ ������ ������� � ����� ������������ �� �� ���� ����� �� ������� ��� ���������

����� ���� �� ���� ������������� �������� ������ ������

�� �������� ���� ���� ���� ������ ����� ��������� �������� ��� M ����������� ����� ����

���� ��� ������������� ���� ��������� ��� ������������������� Z ������ ��� ��� ���� ��� �����

���� ���� M �� ����(Z) ��� ������������������� Z �������� ��� ������ ����� ������

�������� ����� ������������� �������������� ���� ���� ����� ��������� ������� ���� ���

�� ���� ��� Z ������� �� ������� ����� ������������� �������������� ��� ��� �����������

��������� Z �������������� ������ �����

��������� ��� ���R ⊆ Z ⊂ Rn ���� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z ��� ������

��� �����M ⊂ Rn ��� ��� �������� Πf (�, M) := �\M �= ∅��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U

�������� ���� ���

pf : 2Z × 2R
n × 2R

n → 2Z , pf (R, Z, M) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Πf (�,M)

���� �������������������������� ��� ����� ������������ ���������� ����� �� �� ���

���� ���������������� �������� ����� ��������� ������������� ��������������� ���� ���� ���

������� ��� ���� ����� ��� ��� ���� ��� ������������������� �������������� ���� ��� ���

������������� ����������� ������������ ������ ����� ����� �������������������������� �������

����

�� ��� �������� ������ ������������� ��� ������� �������� ��������� ������� ����� �������

����� ������ �� ����������� �� ��� ������ ���� ������� �������������� �������� ���� ��� ��

����� ��������� ���������� ��������� ��� ������������������� ���� ��������� ����� ������

��� ��� ��� ������ �������� ������ �������������� ����� ����������� �����

��



���� ����������������������������

��������� ������ ������������ ��� ������������� ��� ������������� ���������������� R1

��� �� �� ������ ������� ��� ������������ ��� �� �� �� ������������ ������
����������� R2 ��� �� �� ���������� �� ������ ���������� �������� ����������
������ �������� ��������� ��� ������������� ����� M ������ ��� ���� �������
������ ����� �� ���� ��� Z �������� ��� ��������� ���������� ������� �����
������ ���� ��� ���������� ��� ����� �� ����������� �� ��� �� ��� �� ��������
��� ��� ������� ��������� ��� �� ������������ ��� ���������� ����� �� ������
������ �� ��������� ���������� ���� ������ ����� ����������� ������������
����� ��������������� ����������� ���������� ��� �� ���

��



�� ������������

��������� ��� ��� G ⊂ Rn ��� ���������� ��� r ∈ R� ��� ������� ���� ����� MG
r := {x ∈

Rn\G | ∃g ∈ G : �x− g�2 ≤ r} ����� �� G ��� ������ r ���������� ����� �� �� ���

�� ���� ������ ����� �� ������ ��� ������������ ��������� �� ������� ���� ���� ��� ���

������� ���� �������� ��������� ������� ��� ������ ������������

�� �������� ��� ��� ������������� ��������� �������� �� ��� �� ��������� ��� ��������� ���

����� �� ��� ��������� ���������� ������ �� ���������� ������ ������ ��� ��������������� �����

������� ��������� ����� ���� ��� ������� ����� �� ������ ������ �� ����������� ��� ���������

����� ���� ��� �������� ���������� ��� ����� ���� ��� ���������� ����� ������ ��� ������

��������� ��� ��� G ⊂ Rn ��� ���������� ��� r ∈ R���� ������� ���� ����� M̂G
r :=MG

r ∪G
���������� ����� �� G ��� ������ r ���������� ����� �� �� ���

����� �������� ��������� ������� ��� ��� ����� ����� ������������� �� ����� ��� ���� ���

��� ����������� ������ ������ ������������� ���� ���� ��� ����� �� ��� ���������� ����������

�������

�� �������� ���� ���� ��� ��������� ������ �������������������������� ��� ���������� �����

�������� ��� ������� �������� ����� ����� ��� ��� ���������� ��������� ��� �������������������

�������� ��� ��� ���������� ���������� ������������ ���������� ������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� �������������������������� �� ����� ��� ������ ����� �����

��������� ��� ��� ������������ ����� ��� �������� �������� ������ ����������������� �������

���������������������� ��� ���������� ����� ��� ��� �������� ���������������� ��������� ��� ���

������������������������ �� ���� ��������� ����� �� ������������ ������ ��������� ���������

����� �������� ��� ��� ������������ ������������ �� ���� ������ ���������� ����� ��������

�������� ��������� ���� � ��� ������� ��� ��������� ����������� �������� ������ ���� ��� ���

��� ��� ��������� ����������� ����������� ��� ����� ��������� �������� �������� ��� ����

������������� ��� ��� ������������ ��� ��� � ���������� ����

������ �������

����� ��� ��� ��������� ������������� v ∈ R+ ����� �������� ��������� ������� U ⊂ Rn�

���� v = inf{λ(�) | � ∈ ����� ����� �������� ��� U}� ����� λ ��� ������������ ���������� ��

���� λ(�) ≥ v, � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���� ��� �� ��������� ���� ��� �������

����� ������ ��� ��������� ������� ������ ���� ���� ��� ��� ������� ������ ������ �����������
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�������������� ��������������

�����������������

��������� ������ ��� ��� ������������ ��� �� ��������� ���� ��� ��������� ������ ��� ���
����������� ������ ������������ ��� ��� ������� �������� ����� ����� ���
��� ���������� ��������� ��� ��� ��������� ���������� ������������ ����

��� ��� �������������������� ������� ����� ���� ����� ������ ��� ��� �������������������

����������� �� ����� ���� ������������ �������������� �������������� ��������� ��� Z ��������

������ ����������� ������ ��� �������� ����� ��������� ������������� ��������������� ������

���� ��� ��� ���� ��� Z ������������� ����� ��������� ������ � ���� ���� ����� ���������

������ ��������� ������� ������ ��� Z ����������� ��� ����� ��� �������� ������� ��������

��� �� ������ ��� ������������� �������������� �������� ������ �����

��������� ��� ����� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z�

�������� v ∈ R+ ��� �������������� ��� ����� ��� �������� Πv(�, v) := λ(�) ≥ v� �����

� ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pv : 2Z × 2R
n ×R+ → 2Z , pv(R, Z, v) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Πv(�, v)

���� �������������������������� ��� ����� ������� ��������������� ���������� ����� �� �� ���

����� �������������������������� �������� ���� ���������������� �������� ����� ��������� ����

���������� ��������������� ���� ���� ��������� ��� ����� �� ���� ��� �������������������

������ ��� ������������ ����� ���������� ������������� �������� ��� ��� �������� �������������

��



�� ������������

��������� ������ ������������ ��� �������� ��� �� �� ��� ������� ��� �� �� ����������������
��� ������������ �������������� R1 ��� �� ���� ������� ��� ������������
���� ��� �� �� ���� ������������ �������������� R2 ��� �� ���������� ��������
��� �� ������� ������� ������ ����� ���������� ������ ��� ����� �� ����
��� Z ������� �� ��� ������� �������� ����� ���� ����� z ∈ Z ��� ������� ����
����������� �������� � ���� ��� ���� ���

��
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����� �������� ��������� ��������

��� ������� ��������������� ����� ���� �� ��� ������������������� ������ �������� ����

���� ���� ��� ��������� ������������� ����� �������� ��������� �������� �� ��������� ����

��� �������� ���� ���� ������ ����������� ���� ��� ��������� ������������� ����� ��������

��������� ������� ����� ��������� ��� � ���� �������� ��� ��� ��������� ��� ����������������

����� �������������� ��� �������� ���� �� ����� ���� ��� ������������������� �������� ������

�������� ������ ������ ��� �� ����� ������� ���� �������� ����������� ��� ��� ��� ��� ����

�������� ��� �������������� �� ��� ����� �� ������� �������� ������������� ������ �������

��� ����� �������� ���� ���������� ��� �� ��� ����� �� ������� ��� ��������� ����������

������������� ������ ������� ����� ��� ���� ��� ������ ��������� �������������� ���������

�� ������ ��� ��� ��� ��������� ���������� ���������� �� ����� ��������� ���������� �������

�������� ����� ���� ��� ���� ��� �������������� �� ��� ����� �� ��� ��� ��� ������ ����������

���� ������ ����� ������� �� ��������� ��� ���������� ����� ��������� ���� ����������� �������

���� ��� ��� �������� ������� ��� ��� ���������� ���������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z� ��� ���

�������� f(z) ∈ R+� ��� z ∈ Z ⊂ Rn ���� ��������� ��� ����� z ∈ Z �� ��� ����������������

���� Z ����� ��������� ������������� �������� ��� V = {(z, v) ∈ Z × R+ | f(z) = v} ���

����������� ��� ���������������� ��������� ��� ����� �������� ����������� ������ ��� ��������

ΠV (�, V ) := λ(�) ≥ inf{v | (z, v) ∈ V ∧ z ∈ �}� ��� � ����� ����� �������� ��� U ����� �� ���

pV : 2Z × 2R
n × 2Z×R+ → 2Z , pV (R, Z, V ) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨ΠV (�, V )

���� �������������������������� ��� ����� ������ ��������������� ���������� ����� �� �� ���

�� ��� ������� �������� ��� ��������������� ���� ���� ������ ��� ��������� �������������

�������������� ���� ���������� ���� ��� ������������� ��� ������� ����� ���� ��� ��������

������������� ��������� �������������� �� ��� ������� ��� ������������ ��� ������ ������

��������� ��������������� ����� ��� �� ��� �������� �������� ��� ��� ����� ���������� ���������

��������������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� ���������������������������� �� ����� ��� ������ �����

����� ��������� �� ������ ������ ������ ��� ����������� ������ ����������������� ��� ���

������� ������ ����� ����������������� �������������������������� ���������� ����� ��� ����

��
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����� ��������� ���������������� ��������� ���� ����� ����������������� ��������������������

����� �� ���� ���������� �� ����� ���� ��� ������� ���� ��� ���������� ������� ������� ���

����� ��������� ����� ������ ��� �������� �������� ������ ��������� ����� �������� ����

����� ����������������� ������������ �� ��� ����� ������� ���������� ����� ������� ������

��������� ������ ���� � ��� ������� ��� ��������� ����������� �������� ������ ���� ��� ���

��� �������� ������� ��������� ��� ��� ������������ ������� ���� ������������� ��������

����� ���������������������������� ���� ��� ��� �� �� ��� ��� ���� ����������� �������������

�������� ���������� ����

������ �������

���� ������� ����������� �������� ����� ������������� �������������� ��� ��������������� ��

������������� ��� �������� ��������� �� ������ ������ ��� ��� ����������� ��� ����������

�������������� ��� ��� ������� ������ ����� ���������������� ��������� ����� ������� ��� ������

������ � �������������� ��� ����� � ���� ��� �� ���� ������� �������������� ��� ������

���� �� ��������

����� �������� ��������� ������� U ⊂ Rn ��� ����������� ���� �������� ������� d ∈ R+
0

�� ����� ������������ ����� M ⊂ Rn �� �������� � ���� ���� inf{||u−m||2 | u ∈ �, m ∈M} ≤ d
��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � �� ���� ���� �������� ����� ������������� ��������������

R ⊆ Z ⊂ Rn ��� U �� Z� ������ ���� ����� ��� ��� ���� ��� Z ������������� ��� �����

������� �� M ������ ��� ��� d ����� ����������

��������� ��� ����� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z�

�������� M ⊂ Rn ��� ����������� ����� �� ��� ��������� ���������� ������� d ∈ R+
0 ���

�������� ������� ��� ����� ��� �������� Πd(�, M, d) := inf{||u −m||2 | u ∈ �, m ∈ M} ≤ d
��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pd : 2Z × 2R
n × 2R

n ×R+
0 → 2Z , pd(R, Z, M, d) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Πd(�,M, d)

���� �������������������������� ��� ����� ������� ��������������� ���������� ����� �� �� ���

������ ��� ��� ��� ��������������� ��� ���� ������ �������� �������� ��� ���� �������������

������ ��� �������������� ��������

��



���� ����������������������������

��������� ������ ������������ ��� �������� ��������������� ��� �� �� ��� ��� ����������������
����� �������� ��������������� ��� �� ��� ��� ������������ �������������� R1

��� �� ���� ������� ��� ��������������� ��� �� �� ���� ������������ ������
��������� R2 ��� �� ���������� �������� ��� �� ������ ������� ��� �����M
������ ����� ���������� ������ ��� ����� �� ���� ��� Z ������� ��� ��� �����
���������������� �������� ������ ��������� ��� �� ��� ������������ ��������
v �����������

��



�� ������������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z� ��� ���

�������� f(z) ∈ R+
0 ��� z ∈ Z ⊂ Rn ���� ��������� ��� ����� z ∈ Z �� ��� ����������������

���� Z ���� �������� ������� �� ����� ����� M ⊂ Rn �������� ��� D = {(z, d) ∈ Z ×R+
0 |

f(z) = d} ��� ����������� ��� ���������������� ��������� ��� ����� �������� ����������� ������

��� �������� ΠD(�, M, D) := inf{||u −m||2 | u ∈ �, m ∈ M} ≤ sup(d | (z, d) ∈ D ∧ z ∈ �)
��� ������ ����� �������� ��� U ����� �� ���

pD : 2Z × 2R
n × 2R

n × 2Z×R+
0 → 2Z , pD(R, Z, M, D) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨ΠD(�,M,D)

���� �������������������������� ��� ����� ������ ����������������

��� ������ ��������������� �������� �������� ����� ������������� ��������������� ��� �����

�� ���� ��� ������������������� ������ ��� ��� ������������ ��� �������� ����� ���� ��� �����

���� ������������� ��������� �� ��� �������������� ������ �������� ��� ��������� �����

�������������� ���� ��������� ��� ����� �������� ������� ����� �������������� ������ ��� �����

����� ��� ������ ������������

���� ��� ������� �������������� �� ����� ���������� �������� ���������� ������� �� ��������

��� ��� �� ��������� ��������� ������� ��� ������ ������������������� ���������������� ����

������ �������� ��� �������������� ���� ��������� ���� ����������� ������ ����� ���� ��������

������� ����� �������� ������ ��� ����� ���� �������� ������� �� ��������� ������������

�������� ��� �������� ��� ������������������ ������ �� ������ ���� ���� ���� ����������� ���

������ ����� ������������� �������������� ����� ��������� ��� ������ ����� ��������� �������

��������� ��� ����� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z�

�������� M ⊂ Rn ��� ����������� ����� �� ��� ��������� ���������� ������� d ∈ R+
0 ���

�������� �������� v ∈ Rn ��� ��������������� ��� ����� ��� ��������

Πd̂(�, M, d, v) :=





inf{||u−m||2 | u ∈ �, m ∈M, �(u−m, v) = 0} ≤ d

� ∃u ∈ �, ∃m ∈M : �(u−m, v) = 0

⊥ , �����

��



���� ����������������������������

����� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pd̂ : 2Z × 2R
n × 2R

n ×R+
0 ×Rn → 2Z , pd̂(R, Z, M, d, v) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Π

d̂
(�,M, d, v)

��� ���������� �������������������������� ��� ����� ������������������� ������� ���������������

���������� ����� �� �� ���

������� ���� �� ��� ������������� ��������� ��������� ��� ����� ������ ����� ��� ������������

������ �� ��� ��� ������� �������������� ������ ����� �� ������� ��� �������� ��� �������������

�������� �������� ��������������� Πd̂ ��� ���� ������� �⊥� � ���� ������ ������ ���� �������

��� ��������������� ���������

��� ������������������� ������� ��������������� ������� ��� �������� ��������������� ���

��� ������� ���� �������������� ��������� �� �������� ����� ������������� ����������������

���������� ������ � ��� ������ �������� ��� ������������� ��������������� ��� ��� ����

���������� ���� 0 ���� ��� ��� ������� �������� ���� ��� �������� ������� ������ ������������

������������

��������� ��� ����� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z�

�������� f(z) ∈ R+
0 ��� z ∈ Z ���� ��������� ��� ����� z �� ��� ������������������� Z

���� �������� ������� �� ��� �������� v ∈ Rn �� ����� ������������ ����� M ⊂ Rn ��������

��� D = {(z, d) ∈ Z ×R+
0 | f(z) = d} ��� ����������� ��� ���������������� ��������� ��� �����

�������� ���������� ��� ����� ��� ��������

ΠD̂(�, M, D, v) :=





inf{||u−m||2 | u ∈ �, m ∈M, �(u−m, v) = 0}

≤ sup{d | (z, d) ∈ D, z ∈ �}

, ∃u ∈ �, ∃m ∈M : �(u−m, v) = 0

⊥ , �����

����� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � ���� ���

pD̂ : 2Z × 2R
n × 2R

n × 2Z×R+
0 ×Rn → 2Z

pD̂(R, Z, M, D, v) :=
�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
�∩����(Z)�=∅∨Π

D̂
(�,M,D, v)

��
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��� ���������� ��������������������������� ������ ��� ������������������� ������ ���������������

���������� �����

��� ����������� ��� �������������������� �������� ��������������� ������� ��� ������ ����

��� ������� �������� ������ ��� ����� ����� ��������� ����� ������ �������������� ���������

����� ������� ��������� ��� ������� ����� �������������� ���������������� ��� ����������

�� ��� �������������������� �� ����� ���� ��� ������ ��������

�� ������ ������ ���� ��������� ���� ���� ������� ������� ��������� ��� �������������������

���������� ��� ����� ��������� � ���� ��� ������� ��� ��������� �������� �� ����������

������������� � �������� ������� �������������� ������ ��� ��� ���� ��� ���������������

������������ ������������ ������ ���������� ���� ��� ��������� ����� ��� ������ ����������

�����

�� ����� ��� ��� ��������� ��� ���������������������������� �� ����� ��� ������ �����

����� ��������� �� ������ ���� ����������������� ������ ��� ��� ���������������� �����������

������������������ ��������� ������ ���������� ����� ��� ���� ����� ���� ����������������

��� �������� ���� ���� ����������������� ������������������������ �� ������������ �� �����

���� ��� ������� ���� ���� ������� ������� �� ��� ������������� ����������� �������� ���

����� ��������� ������� ������ ��� ���������������� ������ ��������� ��������� ����� ������

��� ���� ���� ����������������� ������������ �� ���� ������� ���������� ����� �������� ���

����������� ��� ����� ���� ������� ��� ��������� ���������� ��������� ������ ������ ��� ��������

��������� ������ ������ ���� ����� ��� ������������� ����������� ������ ��� ����� ���������

��� ��������� ������� �������� ������ ���� ������������� ���� ���� ����������������� ��� ���

� ���������� ����

������ ����

�� ���� ��������� ���� ���� ������������������� ������ ����� ������� ������� ���� ��������

��������� ������� ��� ����� �������� ������������� ������� �� ���� �������������� �� ��� �����

��� ��������������� ��� ��� �������������� �������� ����� ������ ��� ����� ����������

���� �� ���� ��� ������������������� �� ����� ������� ������� ���� ��� ������ ����� ��������

�� ����� ������������������� ������ ����� ��� ����� ����� ��� ��� ���� ��� ����������������

���� ����������� ���� ������ �� ������ ������� ���� ����� ���� ��� ��� ����� ��� �������������������

�������� ������� ����� �������� ��������� ������� U ⊂ Rn ��������� ��� ����������������

��



���� ����������������������������

��������� ������ ������������ ��� ������������� ��� ������������ �������������� R1 ��� ����
������� ��� ������������ ��� �� ���� ������������ �������������� R2 ��� �����
������ �� ������ ���������� �������� ���������� ������ ����� ����������� ����
����� �������������� ��� ��� ���� ��� ������������������� Z ������

���� Z ⊂ Rn ���� ��� ����������� ���� ��� ��� ���� ��� ������������������� ����(Z) ��

������������� � ���� ���� � ∩ Z �= ∅ ⇒ � ∩ ����(Z) �= ∅ ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U �

�� ���� ���� �������� ����� ������������� �������������� R ⊆ Z ��� U �� Z� ������ ���� �����

��� ��� ���� ��� Z ������������� ����� ����������

��������� ��� ��� R ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ �������������� ��� U ⊂ Rn �� Z ��� �����

��� �������� Πr(�, Z) := �∩Z �= ∅ ⇒ �∩����(Z) �= ∅� ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U �

���� ���

pr : 2Z × 2R
n → 2Z , pr(R, Z) :=

�
�

�∈����� ����� �������� ��� R
Πr(�, Z)

���� �������������������������� ��� ����� ������������ ���������� ������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� �������������������������� �� ����� ��� ������ �����

����� ��������� �� ������ ���� ��� ������������ ����� ��� ��������� ������ ���������������

��� ���������������������������� ���������� ����� ��� ��� ����� ������ ���������������� ��� ���

������������������������ �� ���� ��������� ����� ������� ������ ���� ����� ��� ��� ���� �����

��������� ��� ����� ����� ��������� ���� ��������� ��� ��������������� ����������� ����� ���

�������� ��� ��� ������������ ������������ �� ������� ��� ��������� ���������� �������� �� ����

�� �������� ���������� ���� ����� ���� ��� ��� ���� ��� ���������������� �������������

������ ��� ����� ��������� ��� ��������� ������� ��� ������������ ��� �������� ��� ��� �� ��

��� ���� ����� ����������� ������������� ������� ���������� ����

���� �� ����� ��������� ��� ������ �������� ���������� ������ ���� ��� ��� ���� ���

������������������� �������������� �� ����� ��� ��� ������������ ���� ���� �����������������

��
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����������������������������� ������ ���� ������ ������� ��� ��������� ��������� ���� �����

���� ��� ��� ���� ��� ������������������� �������������� ������ ����� ������ �� ����� ����

���������� �������������� ��� ������� ���� ��� ��� ������ ����� ��� �������� �������

������ ����

������� ���� ��������� �������� U ⊂ Rn ���� ����������������������� ������ ��� ����� �����

��������� ���������� ������� ������ ����������� ����� ���� �������� ������� ��� ���� ��������

����� ������������� ��������������� ��������� ����� �������������� ���� ����� �������� ���� ���

����� �������������� �������� �������� ����� ������ ��� ����� ��������� ������ ���� ��� ����

������ ��� �������� ��� ��������������� �������� ��� ����� ���������� ������ ������� �����

��������� ���� �������������� �������� ��������� ������� �� ���� ������������ �� ������ ����

�������� ����� ������������� ��������������� ��� ��� ��� �������� ���������� ���� � ���� �����

�������������� ��������� � ���������� ������� ����� ��� ��������������� ������ �� ����������

����� ���� ���� ������������������ ��� ������� d ∈ R+
0 ����������

���������� ��� �� ��������� ���� �������� ��������� ������� ���� ��� ���� ��� �����������

��������� ���������� ������� ���� ��������� ���� ���� ������ ������ �� ���������� �����������

���� ����� ���������� ������ ������� ���� ���� ���� ������ ���� ������� �� ���� ������� d

��������� ����� �������������� ��� ����� ������������� �������� ��������� ����� �� ��� ���� ���

������������� ������ ���� ��� ���� ���������� ���� ��� ���� �������� ������� d ��� ����

��������

��������� ��� ����� R, Rp ⊆ Z ⊂ Rn ��� ������������ ���������������� ������� ��� ���

��������� �������� U, Up ⊂ Rn �� Z� �������� d ∈ R+
0 ���� ������� ��� ����� ��� ��������

Πt(�, �p, d, Z) := inf{�r − rp�2 | r ∈ �, rp ∈ �p} ≤ d� ����� � ∈ ����� ����� �������� ��� U

��� �p ∈ ����� ����� �������� ��� Up� ���� ���

pt : 2
Z × 2Z ×R+

0 × 2R
n → 2Z , pt(R, Rp, d, Z) :=

�
�

�∈����� ����� ���� ��� R, �p∈����� ����� ���� ��� Rp
inf{�r−rR�2|r∈�, rR∈����(Z)}≤d∨Πt(�, �p, d, Z)

���� �������������������������� ��� ����� ���������������� ���������� ������

�� ����� ��� ��� ��������� ��� �������������������������� �� ����� ��� ������ ����� �����

��������� �� ������ ��� ���������������� ����� ������ ��� ���������� ��������� ������ ���

��



���� ����������������������������

��������� ������ ������������ ��� ����������������� ��� ������������ �������������� R1 ���
���� ������� ��� ���������������� ��� �� ���� ������������ �����������
���� R2 ��� ���������� �������� ����� ������������� ��������������� ��� ��
������ ������������ �������� d� ��� ��� ���������� ������������� ������
��������� ������� ������ ���������� ������ ��� ����� �� ���� ��� Z �������

��������������� ���������������������������� ���������� ����� ��� ��� ����� ��������� ���������

�������� ��� ��� ������������������������ �� ���������� �� ������������ �������� ����������

��� ��������� ���� ����� ����� ����� �������� ������� �� Rp �������� ��� ����� ���� ��� ������

��������� ������ ��� ��������� ������� �������� ��� ��� ������������ �� ������� ��� ���������

���������� �������� ��������� ��� ������� ������� �� Rp �������� ��� ����� ���� ��������� ���

��������� ������� �������� ������ ���� �������������� ������ ��� ���������������� �������� ���

����� ��� ��� � ���������� ����

��� ���������������� ��� ���� ������� ����������� ��� ����� ����������������������� ��� ���

���� ���� ���������������� ���������� �� ���� ����� ������������ ��� �������� ������ �����

��� ��� ���� ��������� �������� ��� ��������� ���� ��� ����� ����� ��������� ������ �����

������ ���� ���� ���� ��������� ������ ����� �������� ���� �� ����� ������� �� �������

���������� ������ ����� ���� ���� ���� ��������� ������ ����� �������� �� ���� ������ �����

������� ����� ��� ���������������� ���� ������ ������ �� ����� ��� ��������������� ���������

��� ��� ��������� ������ �������� ������ ���� ����� ����������������� ������� ������ �����

���� ��� ����������� ����� ���� ������������� ��� ��������������� ���������� ������� ����

����������� �������� ������ ����������� ������� ��� ��� ������� ����� ����������������� �������

����� � ���� ���� ���� ��� ����� �������� ������� ������� �� ���� ���� ������ ��������� ���

������������ ��������� ��������

��



�� ������������

������ ���������������

���� ������������ ���������������������������� ������ �� ������� ��� ��� ��������� ������

����������� ������ ���� ��������� ���� ��������� ���� ��� ���������������������������� ��� ��� �

���� ������� ���� ������� ��� ��� � ����� ���� ����� ������ ���� ��� ��������������������������

���� ��������� ��� ��� ������ ���� ����� �������������� �������� �� ������� ��� ��������� �����

�������������� �������� �� ������������ ���� ������������� ��������������� ��� ���������

��������� ���������������������������� ��� ������ ������� ��� ��������

���� ������������������� �������������������������

��� ��� ������ ��������������� �������� ��� ��� ��� ������ ��������� ��� ��������� ������

������ ��� ����� ��� ��� �� ��� ���� ���� ������ ��� �������� �� ������ �� ������������

�� ���������� �� ����� ���� �������� ������� ��������� ������� ������ ������� ���������� ���

������������������ �� ������� ��� �������������������������� �� ������� ��� ����������

��������������� ����� ������� �������� ��� ������� �������� ��� ��� ��� �������� ��� ����

������������ ������������� �������������� ��� �������� ��������� ������ ����� ���� �����

�������� �������������������� ������������� ��������

�������� ����������� ������ ����������� ������������������� ��� �������� �������� �������

�������� ������ ������� ����� ��� ����������������

�������������������� ������� ������������ ��� ������ ������ ��� ����� ���������

��������� ���� �������������� ���� ����������� ������������������� �� �������

�������� �������� ��������

� ������ ���� ����� �� ��������� ������������ ����������

� ���� ����� �� ��������������� ��������������� �������������

� ������������� ������ ��� 50 l ����������� ���� 50 kg�

� ������� ���� ������� 70 cm ���� ��� �����

� �� ���������� ���� �������� ������������ ��������� ��� ��������� ������ ���������

��
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�� ������������

� ������ ����� �� ������ ��� ������ 23 cm �� �����������

� �������� ������� �� ���� ������ �� �������������� ����������� 10 cm�

������� ��� ��������� ���� ������������������������� ��� �������� �������� ��� ������� ���

��������� ���� ���� ���� ������������ �������������� ������� ��� ������ ��������� ���� ���

���������������� ��� ������� ������������� ��� ���������� ������� ����� ��� ����������

����� ���������� ������������������������ ��� ���������

�������� ��� �������������� ������������ ��������������� ������������ ������������ ���

������������ ��� �������� ����� ���� ������������� ��������������

����������������������� ������� �������� ������� ��� �������� ��� ��������������� ����

���������� ���������������

��������������������������� �� �������� ��� ����������������������� ����� ��������� ���

�������� ��� ������������������������� ���� ����� ����� ����������������� �� ���������

[0, 1] ������������ ����� ��� ������� ��� ����� ������� ��� 20 cm ���� ������� �����

������ ���� ��� ��� ����� ������� ��� 250 cm ���� ������ ��� ����������������������

��������� �����

�� ������ ����� ���� ���� ������������� ����������������������������� ��������� ��� ��� �����

�������� ��������� ������� ��� ������������ ������������ �������������� ����� ���� ���� ����

��� ��������� ��������� ����� ����������� ���������������������������� ���� �� ������ ��������

���� ���������� ���� �������� ��������� ������ ����� ������� �������� ������������� ������

��������� ��� ������� ���������� ��� ���� �������� ������ ��������������� ���� ���������

������������������ ��� ��������������� �������� �������� ���� ������������ ���� �����������

��������� ��� �� ���� ������ ���� ��� ���������� ������� ����������� ������ ���� ��� ���

���� ������ �������� ���� ���������� ��������� �� ��������� ������ ���� �� ����� ����� ���

����������� ���������������������������� ����������� ����������������

�������������������������� ���� ��������� ��������� ������������

����� Z ⊂ R3 ��� ������ ������ ��� ������������������� ��� U ⊆ E ⊂ R3 ��� ������� ������

��� ������ ��������������� ����� U ��� ����� ��� ��������� ������� � ���� �������� � ���

E\U ��� ����� ��� ��������� ����������� � ���� ������ ������� ������������� ������ ������

��



���� ������������������� �������������������������

����� ��� ���������������� � ����������� �� �������� ������� ���� ����� �� ��� �������� ���

��������� ����������� ��������� ������� ����� ���� ��� �������������������������� ��� ���

���������������������� R0 = Z �������� ��� ��� ������ ���� ��������� ������ �����������

��������� ������������ �������������� R1�

R1 = pa(R0, E\U)

��������� ���� ������������ �������� ��������� ��� ������������ ����������� ������ ���

����� ������������ �������� ��������� ������������ �����

�������������������������� ���� �������������� �������������� ������������

�������������� ����������� ��� ����������������� ������ ���� ����� ���������� ����� �������

�������������� ������������� ��� ������� ��� ��� ����� ������� �������� ���� �� ������ ������

��� ��� ������� ����� ��������� ��� ������ ��� �������������� ����������� ��� �������� ����

������� ��� ��������������� ��������������� ������������ ����� A1, . . . , A4 ⊆ Z � �����

������������� ������ ������������� ���������� ��� �������������������� ��� �������������

������� ���� ���� ��� ��� �������� ������ ����������� ����� ��������������� ������������ ������

������ �������� ��� �������������������������� ��� ����������������� ��������� ��� ��� ������

����������� ��� ������������ �������������� R5�

R2 = pa(R1, A1)

R3 = pa(R2, A2)

R4 = pa(R3, A3)

R5 = pa(R4, A4)

������� ���������������

�� �������� ��������� ������� ���������� 50 l ������������� ������ ��� ���� ��� ��� �������

������������������� ����� ���� ��� ������� ��������������� ��������� ������� ������ ������

����� ���� ��� ������������ �������������� R6�

R6 = pv(R5, Z, 50 l)

��



�� ������������

������������������� ������� ���������������

���� �������� ��������� ������� ���� ������� 70 cm ���� ��� ����� B ⊆ E\U ��������

��� ���� ������ ��� ��� ������� ������������������� ����� ���� ��� ������������������� �������

��������������� ��������� ������� �� ���������� ��� ������������ �������������� R7�

R7 = pd(R6, Z, B, 70 cm, (0, 0, 1))

���������� ������� ����������������������

����� D1, ..., D4 ⊆ Z ��� ��� ��� �������� ��� ��������� ������ ��������� ������� ����

���������� ��� ��� ����������� �������� ���������������������� ��� ��� ������������� ���� ���

2 ��� ������������ �������������� R8�

R8 = pe(R7, Z, D1, D2, D3, D4, 2)

���� ��������� ����������� ���� ������

�������� ��� �������� �������� ������������ ��� ��� ���� ������������ G1, G2, G3 ⊆ E\U �

G1∩G2 = G1∩G3 = G2∩G3 = ∅� G1∪G2∪G3 = E\U � �� ���� ��� ������������ �� ����������

��� ������ HG1
r , H

G2
r , H

G3
r �� ��� ���� ����������� ��� ������ r = 23 cm ���������� �������

������ ���������� ����������� ��� ������������ �������������� R11�

R9 = pf (R8, Z, H
G1

23 cm)

R10 = pf (R9, Z, H
G2

23 cm)

R11 = pf (R10, Z, H
G3

23 cm)

����������������

��� RP12 ��� ������������ �������������� �������� ������ ��� ��� ������� �� ������������ R12�

�� ���� ��� ���������������� ��� ��� ����������� ���� ��� 10 cm ��������� �������

R12 = pt(R11, R
P
12, 10 cm, Z)

��
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������� ��� ��������������������������

��� R12 ����� ��� ���� ������������ �������������� ��� �������� �� ��� �������������������

��� ���������� �������� ���� ��� ���� ���� �������� d� ��� ����� ����� ��� �������� ���

���� �������� v ������� ����� ��� �������������������������� ��� ��������������� ���������

������ ����� ����� ����� ����������� �����

d : 2R
3 × 2R

3 → R, d(A, B) := inf{�a− b�2 | a ∈ A, b ∈ B},

v : R→ R, v(a) :=





0 , a < 20 cm

(a− 20 cm)/230 cm , 20 cm ≤ a ≤ 250 cm

1 , 250 cm < a

��������������� ��� ����������

���� ��� ��������� ��������� ������������� ������ �������� ��� ����������������������������

������������ ������� �� �� ��� ���������� ������������� �������������� R12 �� ��������� ��

������� ��� �������� ����� ��������������������������� ��������� ��� ��� ������� ��� ��� ���

���������������������� ��������� ����� �� ��� ������� �������������������������� ��������� �����

���� ����� ���������� ��� �������������� M ⊆ E\U ����� �� ����� ����� ��� ������� �����

������������� ��������� ������������������ ��� �������������������������� ��� ����� �� ����

������ �������

s = v(d(pt(pf . . . (pe(R0, . . .), ...) . . . , R
−1
12 , 10 cm, Z), M))

����� ���������������� ������ ���������� ���� �������������������������� ��� ��������

�������� �� ������������ ��� ��������� ������� �� ����� �������������� �� ������� ����

�������� ��������� ��� ������������������� ������� �������� �� �������� ���� ���� ����

�������������� ��� ������ ��� ����� ���������� ������� ��� ��� ���� ������������� �� ���

���������� ������������ ���������� �� ����� ��������� ���� �� �������� ��� ����� ������� ���

����� ��������� ������� �� ������ ���� ������ ���� ��� �������������� �������� ���� �����

���������� �������

������ �������� ������������ ��� ����������� ��� ������������� ��� �������� ��� �������

��������� ������������� �������������� ��� ���� ������ �� ��������� ���� ���������� ������

��



�� ������������

��� ��� ��� ������� ���

���� ��������������� ��� ������������������

�������� ������ ���������� ��� ��������� ��� ������������� �������������� ��� �������

����������� �� ���������������� ����������� ������ ��������� ����� ������ �������� �������

���������� ���������������������������� ������������� ��� ���� ������ ��� �����������������

�� ������������������������� ����������� ������� �� ��������� ����� ������ ��� ������������

���������������������������� �� ����� �������� �� ������� ��� ��������������������������

������� ��� ������������������ ������������������������ ��� �������� ����������� ��� ����

����������� �� ����� �������� ������ ����������� ���������� �����

��� �� ������ ������� ������������ ������������� ���������������� ���� ��� ���������������

��� ���������� �������� ��� ������������ ����������� ������������������� ������� ��� ������

�������������� ��������� �� ������������ ����������� �� �������������� ��������� ����� ����

�������� ������� ������� �������

���� ��� �������� ���������� ��� �������� ��� ��������������� ������������� �����������

���� �� ���������������� ���� �� ��������� ������� ���� ������������� ��������� ������������
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��� ��������� ������ ���� ������������ ��� ��������������� ��� ���������������� �������������

����� ������ ������� ������� �� ����� �������� ����� ���������������������� ��� �������

��������� ������������� �� ���������������� �������� �� ���� ���� ������ ��� ������������

�� ������������ ���� ��� ������ ����������� ������ ������� ��������� ����������� ���� ��

������ ������� ��� ���� ���������� ��� ���� �� ������ ����� ��������� ����������� ������

������ ����������� ������ �� ������ ������������ ��� ���������� ��� ����������� ��� ���

���� ��� ������ ������������ �� �������������� ������������ ��� ������ ��� ����������� ���

������������� �������������� ��� ��� ����������������� �� ������������� ��������� ����������

����� �������� ���� ��� ������������ ��� ��� ������� ��� ������� ��� �� ���������������� ���������

����� ��������� ���������������������������� �� ������������� ��������� ��� ����� ���������

������� ������� ���������� ���������� �� ������������ ��� ���� ������ ����� ���������������

������������� ����������� �������� ����� ����� ��� ��������������� ����������������������������

�� ������ ������ ����������� ��������� ������ ������� ������������ ����� ���� �� ����������

��� ��� ���� ��������������� ��� ������������������� ��� ������������ ������� ��� ��������

������ ���� �� ������ � ��� ��������� ������������ ����������� ��� ������ ���� ������������

��� �������

���� ������ ���������� ��� �����������

���������� ������� ���� ������������� ��������������� ��� ���������������� �����������������

������ ���� ��� ������ ���� ���� ����� ��������� ��� ����� ��������� ����� �� �����������

������ ����������������� ���� ����� ����� ������������� ������������ ��� ��� ��������� ���

������ �������������� ���������� �������� ���������� �����

��������� ��� ��� b, t ∈ R3 ��� ��������� ��� ��� ��������� ����� �� �����������������

����� ���� bi < ti, i ∈ {1, 2, 3} ��� r ∈ N3 ��� ������ ��� ������������� �������������� ���
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��������� ����� ��� ���������������� ������������ ������������� ����������� ��� ������������
�������� ��� ��������� ��� ����� ����� ������������� b� ����� ��������
����� t ��� ���� ������ ��� ������������� �������������� ��� ���������
(r1, r2) ��������� ��� �������������� ���������� ��������� ����� ����� ���� ����
������������� ��� ��� ������� ������ ���������� �������

���������� ���� ����� ��� ������ V = (b, t, r) ����������

���� ����� ������ �������������� ��������������� ���� ��� ����� ����������� ����� ����� �����

���� ���� ���������� ������������� ��� ��� �������������� ������� �������� ���������� �����

��������� ��� ��� V = (b, t, r) ��� ���������� �� ���� x ∈ Z3 ��� ��������������� ���

vx = {z ∈ R3 | bi+xi(ti− bi) ≤ z ≤ bi+(xi+1)(ti− bi), i ∈ {1, 2, 3}} ��� ������� ��� ������

��� ��� ������������� x� ��� X ⊂ Z3 ���� ����� ��� ���������������� ���� ��� vX =
�
x∈X
vx

��� ������� ��� ���������� ��� ��� ��������������� X�

����������������� ��� �������������� ��������� ������� ���� ����������� ������ ������ ���

��� ������ ��� ��������������� ������������ ������� ����� �������������� ����������� �����

��� ��� ��������� ��� �������� ��������� ��� ��� ������� ����������� �������� ������ ������

��� ��������������� �����������

��� ��������� �� ����� ������������� ���� �������������� ��� ����� �������������������

�� ����� ���������������� ����������� �� R3 �������� ���� ���� ��������� ������ ���� ������

�������������� ���������� ���� ��������� ��� ����� ����� �� R3 ��� �� ����� ��������������

������� �� ���� ����� �� ���������������� �������������� ����� ����� ��� ��� ����� �����

��
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�������������� �������� �������� �������� ������ ��������� ���������������� �������� �������

����� ����������� ������ ��� ��������������� �������������� ���� ��������� ���� �������������

��� ������������� ������� �� ��������� ������ ���� ������������ ���������������� ���������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ��������� ���M ⊂ R3 ���� ����� �� �����������������

���� ����� MV� = {z ∈ Z3 | M ∩ ������� ��� ������ ��� ��� ��������������� z �= ∅}
����� ����������� ������������������ ��� M ��� V � ���� ����� MV � = {z ∈ Z3 | M ⊇
������� ��� ������ ��� ��� ��������������� z} ����� ������������ ������������������ ��� M

��� V �

��� ����������� ������������������ ����� ����� �� ���������������� ���������� ����� ����

������� ������ ����� ������� ��� ����� M ���������� ������� ��� ������������ �����������

�������� ����� ����� �� ���������������� ��� ���������� ����� �������� ����� ������� ����

����� ��������� M ������ ���������� ����� �������� ��� ��� ������� ��� ������������ ��������

����������� ����� ����� A ⊂ R3 ����� ��������� ��� ����� A ������ ��� ��� �������

��� ������������� ������������������ ��� ����� A ����� ��������� ��� ����� A ������� ��

�������������� � ������ ����������� ������������ ��� ����� ��� ������������ ������������

������� �� ������ �������������������� ������������ �����

��� ����� ��� �������� ���� ���������������� ����� ��� ��������� ��� ���������������

������������� ���� ��� ����� ��� �������������� ���� ��� ��� ������������� ���� ���� ����

�������� ��� ������������� ������� �� ��� ���� 1�

��������� ��� ����� x, y ∈ Z3 ���� ���������������� ��� ������ ��� ��������������� ��������

���� ���� ∃i, j, k ∈ {1, 2, 3} : i �= j, j �= k, k �= i ∧ |xi − yi| = 1, |xj − yj | = |xk − yk| = 0

����� ��� ��������������� ���� ∃i, j, k ∈ {1, 2, 3} : i �= j, j �= k, k �= i ∧ |xi − yi| = |xj − yj | =
1, |xk − yk| = 0 ���� ��� ��� �������������� ���� |x1 − y1| = |x2 − y2| = |x3 − y3| = 1 �����

������� ����� ������� ����� ���� ���� ������������� �������� ������ �������� ������������ ���

��� ��������������� ��� ������ ��� ��������������� ��� ������ ���������� ������� ��� �����

����� ������ ���� ����� ��� �������� ��������� ������� ��� ������������������ ���� ��������

������ ������������������������� ������������ �� ��������� ��� ��� �� ��� ��� �����������

��������� �������� ���������� ��� �� ��� ����������� ����� ������ ����� ���� �������� ���� ��

��������� ���� ����� ��� ����� ������������ ������ �������������������� ������ �� ����������

����� ������������ ��� ������������ ��� ����������������������� ��� ����� ����� ���� ���

������ ��� ������ ������ ��������� �� ���� ������� ��� ���������� �����������

��



�� ���������

��������� ����� ��� ���������������� ������������ ������������� ����������� ��� ������������
��� ��� ������������� ������������������� ��� ������� ��� ������������ ���
���������������� ��� ���� ��������� ��� ��� ��� ������������� �������������
������ ���� ��������� ��� �������������� ������

��
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��

��������� ����� ��� ���������������� ������������ ������������� ����������� ����������������
�� ��������������������� ������������� �� ����� ���� ���������� ������ ��
����� ��������� ��� ����� ����������� ������������� �� ����� ���� ����� ����
���������������� ��� ���� ���� ���������������������� ����������� ������� ���
������������� �������� ������������� �� ����� ��� ������� ��������������������
������ ������ �� ��� ���� ��� ������������ ���������� ���� �� �� ������� ���
���������� ��� ����� ������������ �� �� ��� ���� ��������������

��
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��������� ��� ���G = (NV , E) ��� ������ ������� ��� ������������������������� E ⊆ NV×
NV ��� ��������������� NV ⊂ Z3 ����������� ��� MV ⊂ Z3 ���� ����� ��� ����������������

� ���� ����������� ��� ����� MV ��� ���� ���������������� ����� QV1 ⊆MV �� G ���

��� ����������� QV1 �������� ��� ����� ∀QV2 ⊆M ��� QV2 ��������������� �� G ����

�� QV2 ⊆ QV1 ����

�� QV2 ∩QV1 = ∅

� ���� ����� QV
M = {QV1 ⊆ MV | QV1 ����������� ��� MV } ����� ����� ����� ��������

������ ��� MV �

��� ���� ����� ��� ��������������� R ⊂ Z3 ��� ��� ����� G = (M, E) ��� ������������

��� ������������������������� ��� ��������������� M ⊂ Z3 �������� �� ����� ���� ��� �����

����� ������������� P ⊆ 2R ��� R ������� ���������� ��������� ����� ��������������������

���������� ��� ����������� ��� ������� ��� ����� ��� ������������� ��� ���� �������� �����

����������� ��� ���������� ��� ����� ����� ������������� P ��� ���� �������� ����� R
��� ��������������� ��� ����� ����������������������������� ������� G�
�� ��������� ��������R� G�
�� P ← ���������������������� � ��������������� ��� ����� ��� �������������
�� ��� ��� v ∈ R �� � ����� ���� ��������������� �� R
�� �� ∀p ∈ P : v /∈ p ���� � ����� ������������� �� ������ ����������� ��������
�� r ← ���������(v,R,G) � �������� ����������� r� �������� ��� v
�� ��������������(r, P ) � ���� r ��� ����� ����� ������������� P
�� ��� ��

�� ��� ���

�� ������ P

��� ��� ���������

�� ��������������� ������� �� ����� � ���� ���� �������� ���� ������ ����� ����� ��������������

��� �� �������� ������� ������� ����� ���� ���� ���� ���� ����� ��� ��������� ����� ���

��������������� �������� ������ �� ��� ����� ������ ����� ��� ������������� �� ������� �����������
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���� ������ ���������� ��� �����������

����������� ������������ ��� ������ ������� ����� �������������������� �������� ���� ������ ��

��� ����� ������������ ��� ����� ��� ������������� ����������� ���� ������ ���

��� �������������������� ��� ��������� ���� ��������� ������������ ��������� ��� ��� �������

��� ����� ��� ���������������� ��� ����������������������������� ������� ��� ����� �������

��� �������������������� ��� �������� ������������ �� ����� � ������� ��� ����� ��� �������

����������� ��� ���������� ����� ����������� r ��� ���� �������� ����� ��� ���������������
R ��� ����� ����������������������������� ������� G� �������� ��� ����� ������������� v
��������� ��� ����������� r�
�� ��������� ����������v� R� G�
�� s← ����������(� � ������������� ������ �����
�� r ← �����������(� � ������������� ����� �����������
�� ����������������(v, r) � ���� ������������� v ��� ����������� r
�� ����(v, s) � ���� ������������� v ��� ����� s
�� ����� ��������(s) �� � ������� ��� ����� ����� ���� ���
�� c← ���(s) � ���� ������ ������� c
�� N ← ����������(c, G) � �������� �������� N ��� c ��� ������� G
�� ��� ��� n ∈� �� � ����� ���� ��������

��� �� n ∈ R ∧ n /∈ r ���� � ����� n �� R ���� ���� ����� �� ����������� r
��� ����������������(n, r) � ���� n ��� ����������� r
��� ����(n, s) � ���� n ��� �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ��� �����

��� ������ r

��� ��� ���������

������ ��������������� ������� ������ ����� ������ ������������ ���� ����� ��� ����������� ���

���� ���� ��� ������������ ����� �� ��������������� ������ ���� �� ���� ������ ��� �����������

����������� ������ ��� ��� ���������� ��� ��� ����� ������ ������ ����

�� ��� ����� ������� �� ����� ����������� ������� ����� ���� �� ������ ����� ���������������

������� ������� ����� ��� ��� ����������������� ���� ���������� ��� ������� ��� ������ ���

������������� �������� ��� ����� ����� ����������� ������ ����� ����� ���� ������ ��� ��� ������

��� �������� ����� ������ ����� n ∈ N+ ��� ���� ����� ��� ��������� ����� ��� ����������

������ ����������� �� ����� ���� ��� ����������� ��� ��� ����� ������������� ��� O(v · n)

��



�� ���������

��������������� ����� v = |R| ��� ������ ��� ��������������� �� R ���� ��� ������� �����

���� ����� ��������� ���� ��� ����� ����� ��������� ��� R �������� � ���� ��������� v �����

� ��� ���� ����� �������� � ���� ������� n ����� � ������ �������������� ��� ��� ������ ���

�������� ��� ����� ��������� �������������� ���� �� ��� ����� �������������������� �� Z3 ���

����� ����� ����� ����� ��������� �������� ����� ���� ��� ������� ���� ��� O(v) ��������

�� ��������� ��� ����� ���� ������� ��������������� ������� ���� �������� �����������������

��������� �������������� ���� �������� ������ ��� ����� ����� ����� ����������� ���� ��� ���

��������� ����� ������������������� ����� ������ ������� ����������� �� ����� ���� ������� ���

��������� ��� �������������������������� ���������� ��� ������� ��� �������� �������� ���

������ �� ���������������� ���� �� ������ ��� ���������������� ������ ���������� ��� �����

�������������� ������� ��� �������� ��������� ��� ������������ ������ � ���� �� ��������� ���

���� ��������� ���� ��� ��� ������ ���� ����� ���������� ����� ������ ��������������������

����� �������� �� ����� ��� ��������� �������� ������������� ��������� ��� ����� ���� �����

������������ ����� ������ ������� ��������� �� ��� ����� ����������� ���� ��������� ��� ��� ���

������ ���������� ����� ���� ��� ����� ����������� ������������� ���� ��� ������������� �������

���������� ������������� ������������ �������������� ���������� ��� ����� ��� ������� ����

���������� ��� ���� ���������� ��� �������� ���� ��������� ����� �������������� �������������

�������������� ��� ������ �������������������� ���������� ���������� ��� �������������� ���

���������������� ������ �� �������������� ���� ���� ��� �������� ��� ����� ��������� �������

��� 50 l ��� ��������������� �������� ��� ��������� ����� ��� ��� ���� ������ ��� ����� �������

��� 80 l ����� ����� ��������������� ��������� �� ������� ���� ����� ������ ��� ���������� ���

������ ����� ������ ���������� ����� ����� ���������� �������� � ������ ���� ����������� ����

�������� ���� �������������� ��� ����� ������� ��� 20 l ���� 60 l � �� ���� ��������� ������ ���

��� ������� ��� 20 l ���������� ��� ���� ��� �������������� ������������� ��������������

��� ���� �� ��� ���� ����� �������

��� ���� ����(R) ����� ����� ��� ��������������� R ⊂ Z3� ����� ���� ��������� �����

������������ ����� ���������������������������� ������� G = (M, E) ��� ���������������

M ⊂ Z3 ����������

��������� ��� ����� G = (M, E) ��� ������ ������� ��� ������������������������� ���

��������������� M ⊂ Z3 ���������� ��� R ⊂ Z3 ���� ����� ��� ���������������� ���� �����

����(R) := {r ∈ R | ∃s /∈ R : {r, s} ∈ E} ���� ��� ���������� R� ����� {r, s} ���

��



���� ������������� ������������ �������������� ��� �����������������

������������� ������ ��������������� ����������

��������� ���� ��� ������������� ������� ����� ��� ���������� ������� �� ������ ��� ��������

���� ����� ��� ���� ��� �����������

���� ������������� ������������ �������������� ���

�����������������

�� ������ ������ ������ ��� ��� �������� ��� �������� ��� ��������������� �������������

�������������� �� ��� ������������� ����������� ����������� ��� ������������� ������������

�������������� ������ ��������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ����� ��� �������������

���� ����� ����������� ������� ��� ������������������� ��������� ��� U ⊂ R3 ��� ������

������ ��� ��������� ������� �������������� ���� ����� ��� ��������������� RV ⊆ ZV �����

������������� ������������ �������������� ����� ��� U �� ZV � ����� ��� ������� ��� RV ����

������������ �������������� ��� U �� ������� ��� ZV ���������� ��� ����� ZV ���� ���

������������� ������������������� ��� V ���������� ���������� �����

��� ��������� ��� �������������� ������������� �������������� ���������� ��� ��� ���������

����� �������������� ���������� ��� ��� ��� ������������ ���� �� �������������� ���� ���

����������� �������� ��� ��������������� ���������� ������� ��� ������������� ���� ����� ����

������� ������ ��� ��� ����� ��� ��������������� ���������� ��� ��������� ����� �����������

��� ��� ����������� ������� ����������� ����� ��������� ���

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

��������� ��� RV1 , R
V
2 ⊆ ZV ���� ������������� ������������ ���������������� ��� U ⊂ R3 ��

ZV � ���� ��� RV1 ��� ������� ����� ����� RV1 � RV2 � ��� ���������� ����� ����� RV1 � RV2 ���

��� �������� ����� ����� RV1 = RV2 �����

��� ������������� ��������������������� ��� ������������� ���������������������� ������

���� ��� ����� ������������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� RV ⊆ ZV ���� ������������� ������������ �������������� ��� U ⊂ R3 �� ZV ���

��
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������� ����� ��������� ���� ��� ��� �� ���������������� ���� ��� ���
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���



���� ������������� ������������ �������������� ��� �����������������

UV+ ⊂ Z3 ��� ����������� ������������������ ��� U ��� V � ���� ����� RV ������������� ���

�������������������� ����� RV = ZV ∩ UV+ ���� ��� ������������� ����������������������� �����

RV = ZV ���� ���������� �����

���� ���� ����� ���� ��� ����������� �� ��������� � ������ ��������� ��� ����������� �����

������ ���� ��� ����� ��� �������������� ������������������� ������� ���� ����� ��� ��������

�������������� ������� ������ ��� ���� ������ �������� ��� ��������� �������� ��������� ���

������ ����� ��� ��� ��������������������� �� ���������������� ����� ���� ��������� ���

�������������� ����������������������

��� ������������� �������������������������� ����� ���� ������� ���� ��� ��� �� �����������

������ ����� ��������� ��� ��������� ��� ��������������� ����������� ��� ������������ ��� ����

��� �������� ���� ���� �� ��������� ���� ������������� �� ���������������� �������������

���� ��� ������ ��� ��� ����������� ��������� �������� �� ��� �������������� ��������� ��������

�����

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� U ⊂ R3 ��� ������ ������ ��� ����������� ������� ������������� ��� I �����������

��� ����������� ������ ���� ���������� ����������������� ����� ����� ������ ������������

� ���� �������� pV : 2Z
V × I → 2Z

V

����� ������������� ��������������������������� �����

���� ���� ∀RV ⊆ ZV ��� RV ������������� ������������ �������������� ��� ∃i ∈ I
�����

�� pV (RV , i) ��� ������ ������������� ������������ ��������������

�� pV (RV , i) ⊆ RV

� ��� ����� (pV , i)� ��������� ��� �������������� �������������������������� ��� �������

����� ����������� i ∈ I ����� �������������� ������������������������

� ��� ����� MV ⊆ ZV ����� ��������� ��������� ��� �������������� ������������������������

(pV , i)� ����� pV (MV , i) = MV , i ∈ I ����� ���� ���� ������������ ���� ��� �������������

������������ �����������������

� ��� P V = {(pV1 , i1), . . . , (pVn , in)} ���� ����� ��� n ∈ N �������������� �����������

��������������� ���� ����� ��� ����� MV ⊆ ZV ��������� ��������� ��� ����� P V � �����

∀(pV , i) ∈ P V : pV (MV , i) =MV �����

���



�� ���������

������ ��� �� ���������������� ������ ���� ��� �������������� �����������������������������

���� ����������������������� ���������������� ����� ��������� ���

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

��������� ��� (pV , i) ��� �������������� ������������������������

� pV ����� ��������������� ���� �������� ���� ����������� �������

�� pV (
�

m∈MV

{m}, i) =
�

m∈MV

pV ({m}, i), ∀MV ⊆ ZV �������������

�� pV ({z}, i) ∈ {{z}, ∅}, ∀z ∈ ZV �������������

� pV ����� ���������������� ���� �������� ���� ����������� �������

�� pV (
�

Q⊂MV

V oxelregion

Q, i) =
�

Q⊂MV

V oxelregion

pV (Q, i), ∀MV ⊆ ZV �������������

�� pV (Q, i) ∈ {Q, ∅}, ∀Q ⊆ ZV ����������� �������������

����� ������������ ��� ��������� ������ ���� ����� ��� ������������� ����������� �����

����� ����� ���� ��� ��������������� ���������� �� ��� ������������� ����������������������������

�����������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

��������� ��� (pV , i) ��� �������������� ������������������������ ��� ������������� �����������

���������������� pV ����� ������������ ���� pV (MV , i) = pV (pV (MV , i), i) ∀MV ⊆ Z �����

���� ��� ����������� ������������������������� ���������� �� ����� ���� ������ �� ���� ������

�������� �������� �����������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

��������� ��� (pV , i) ��� �������������� ������������������������ ��� ��������������������������

pV �����

� ����������������������� ��� ��� ����� MV ⊆ ZV � ���� ∀QV ⊆MV ��� QV �����������

��� �������� ��������� ����� pV (QV , i) = ∅ ⇒ ∀RV ⊆ QV : pV (RV , i) = ∅

� ������������������������ ���� pV ����������������������� ∀MV ⊆ ZV

���



���� ������������� ����������������������������

��� ������� ��� ���������������� ��� ���������������������������� ������ �� �������� �����

�� �������������� ��� ������ ����� ����� ������ ����������� �� ��� ��� �������� ��� ����

���������� �������������� ��� ��� ����������������� �� �������������� ����������� ����������

������ �� ��������� ��� ��������� ���������������������������� ��� ������� ��� �� �������������

��������� ����������

���� ������������� ����������������������������

������� ��� ������������� �������� ��� ���� ��� ��� ������������� ��������� ��� ������

���� ������� ������ ��� ��������� ���������������������������� �� ���� �������������� ���������

������������� �������

������ ��������������� �����������

��� �� ���������������� ��� ����������� A ⊂ R3 ������������� ����� ������� ������� �� ������

�� �������������� ���� �� ��������� V ������� ��� ���������� ��������������� AV ⊆ ZV ⊂ Z3

����� �������������� ������������������� ZV �������������� ������� ����� ����������� �����

��� �������� ��������� ��� �������������� ��������������� ������������� ������ ���� AV =

{z ∈ ZV | ������� ��� ������ z ⊆ A} ����� ���� ��������� ��� AV ��� ����� ���� ������

���� ������� ������ ��� �� ����� ����� ����������� ������������ ����� ��� ���������������

����������� �� ����������������� �� ������ ���� ������ ������� ����� ����� ��� ��������������

��������������� ������������ �� �� ������������ ����� �� ����� ���� ��� ��������� ������

��������� ������� ��� ����� AV ��� ���� ����������� ���� ������������ ������������������ ���

����� A ��� V �

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� RV ⊆ ZV ���� ������������� ������������ �������������� ��� U ⊂ R3 �� ZV ��� ���

�������� AV ⊆ ZV ��� ΠV
a (U, AV ) := U∩������� ��� ���������� ��� ��� ����������������

AV = ∅� ���� ���

pVa : 2Z
V × 2Z

V → 2Z
V

, pVa (RV , AV ) := RV \AV

��� ���������� ������������� �������������������������� ��� ����� ������������� ��������������

��������������

���



�� ���������

�� ��� �������������� �������������������������� ���� ����� ������� ��� ����� ���������������

���������� ������������ ���� ��������������� ��� �������������������������� ��� �� ���������

��� ��� ������������ ��� ���� ��� ����� ��� ��������� �������������� ������������� ������

����������� ��� ��������������� ��� ��������������������������� ������� ��� ����� ��� ���
����������� ������������ �������������� ����� RV ⊆ ZV ��� ��� �������������� �����������
AV � ������� ��� ����������� ��� ��� ������������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV

����� ��������� ���

�� ��������� ���������������������������RV � AV �
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� ��� ��� r ∈ RV �� � ����� ����� ����� �� RV

�� �� r /∈ AV ���� � ����� ����� r ����� ���� ��� ��������������� ������������
�� ���������RV2 � r� � ���� ����� r ��� ��� RV2 �����
�� ��� ��

�� ��� ���

�� ������ RV2 � ������� ����������� ������
�� ��� ���������

��������� ����� ��� ��������� ��������������� ����������� ��������� ��� �� ���� �� ��� ������

�������� �������������� ������������� �������������� ���������� ���� ������ ���� ���� �� ���

������ ��� ��������������������������� ���� �������� ������ ������ ����

����� ��� ��������������� ����������� �� ���������������� ���� �� ���� ������ �������� ��

���� ���������������� ������������ ��� ���� ������������ ����������� ������������� �������

���� ��� ���� ��� ���������� ������� ��� ���������� ���� ��������� ��� �� ����������������

��������� ��������������� ������������� ����������

���������� ��� ������� �� ���������������� ���������������� �������������� �������

������� �� ���� ��� ������������ ���� ����� ��������� ��������������� ����� ������ �����������

�� ����������������������� ��������������� ������������� �� ��������� ����� ����������

����� �������� ���������� ����������������� ��������������� ������������� �������� ����

��������� ������������� ������ ������ �������� ������������� ��� ���� ���� ������� �� ����

��� ����� �������� ����������������� ��������� ����� ���� ��� ������������ �������������� ��

��������� ��������� ����� ��� �� ����� ������� �������� ���� ����������� ��� ����������������

��������������� ������������ �� ���������� ������� �� ���� �� �������� ��������� �������
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��������� ����� ��� ����������� �������������� ��� ���������� ���� ����� ����������� ����
�������� ������������� ��� ������ ���������� �� ��������� ��� ��� �� ����
������������� ����������������� ������ A1 ��� A2 �� ��������� ���� ���
������������ ���� ������ ������ ��������� ��� ������ �������������� �� ������
��� ���� �������� ������������ ������ �������� ��� ��� �� ������������� ��
������ ������ ��� �� ���������� ����� ������� ������� ��� ������ ��� �����������
�� ���������������� �� ����������

���
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������� �� ������ ����� ��������� �� ����� ������������� �� ������� ��������� ������� �����

����������� ������������� ��� ����� ����������� ������ ��������� ������� ������� �� ���� ������

�� ���������� �������������� ������������� ���� �� ������������� ����� ��������� ����

������� �� ��� ������ ��� ����� �������� ����� ��� ����� �� ������ ���� �������������� ������

����������� ��������������� ������������ ��� ��������� ���� ��������� ������������� �����

����� �� �������� ��� ������� ����������� ��������������� ����������� ����� �������������� ���

��� ���������� ��� �������� ���� �� ���� ���������� ������������ ����� ��� ��������������

����������� ������ ���� �������� ��� ���� ���������� ��� ����������� ��������������� �����

�������� �� ������� ����� ����� �������� ������� ����� ���� �� ���� ��� �������� ���� ������

������� ����������� ��������������� ������������ �������� ������ �� ������� ����� ����������

����� ��� �� ������������� ������������ ����������� �����

�������������� ������ ��� ���������������������� ���� ��� ������ �� ���� ��� ���������

���� ������ �� ����� ���������� ���������������� ��������� ������ ������� ��� ��� ����� ����

����� ����� �� ���� ��� ������������������������ ������� ����� ���� �� ������ ������

��� ���� ������� ������������ ��� ���� ������ ���� ������ ���������������� �������� ������ ��

��� ��������� ����� ���������������� ��� ������������������������ ������� ������������� ����

��� ��� ��������� ��� ������������� ��� ����������� ������������ ������������ ��� ���������

��� ��� �������������� ��� ������������� �� ������������� ���� �� ������ �������� ����

������������ �� ������ ��� ����������� ������ ������� ���� ��������������� ����������� ����

���� ������ ������������� ������ ����� ���� ����� �������������� ��������� �� ����� ������

������ ������ ������ ������� � ��� ���� ����������� � ���� ��������� ��� ����������������

����������� ���� ��� �� ���� ������������� ������� ���� ��� ��������� ��� ��������������

�������������������������� ����������� �� ����� �������������� ������������� ��������������

������

�� ��������� ���� ��� ����� ���������� ���� ��� ��������� ������������ ��� �������

����������� ��� �������� ��� ���� ��������� �������������� ��������� �������

������ ��������������� ��������������� �����������

�������� ���� ��� ������������������� ������ ��� ������� �� ����� ��� ��� ���������������

����������� �����������
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�������� ������������������

��� V = (b, t, r) ��� ���������� RV ⊂ Z3 ��� ����� ��� ���������������� ����� �����������

������� ���� ������������ �������������� ���������� ��� MV ⊆ Z3 ��� ����� ��� ��������

��������� ����� ����������� ������� �� ���������������� ����� ���� �������������������� a

��� �������� ������� ��������� ���� ���������� ���� ��� ��� �������������� ���������������

����������� ���� ���� ������� ��� �� �����������������

AVA1
:=




MV , a(U, ������� ��� ���������� MV ) = 0

∅ , a(U, ������� ��� ���������� MV ) �= 0

���� ��� ����������� ��������� ������� ��������� ��� �������� ���MV ����������� �� ����

MV ����� �������������� ������� ����������� ������

����� ��� ��� ������������������ ���������� ������� �� ���������������� W ⊂ R3 ����

������� �������������� ����� ����� ��� ������� ����� �������������������� ����������� ������

����� �� ��� � ��� ������� ���� ��������� � �� ��������� ������� ��� ������������ ��������

����������� ��� W ��� V �� ������ ���� ���� ��������� ������ ������� ����� ��������� ���

������������� ������������������ ���W ��� V ����� ����� ��� ����������� ����������� ���

������� ����� �������� ���������� ������ ����� ��� ��������� ��� ����������� ��������� ������

�� ������������ �������������� ������� �� ������� ���� �������� ������� ��������� ��������

��� �� ��������������� ����������� ����� ��� ���� ��� ����� ������������

AVA2
:=




W V− , a(U, W ) = 0

∅ , a(U, W ) �= 0
,

����� W V− ��� ������������ ������������������ �� ��������� V ��� W ����������

�� ������ ������ ���� ���� ���� ��� ������� ���������� ��������������� ������� �� �����

��� ����� ������������ ����� ���������� ������ ������� ���� ����� ���� ��������� ��������

���� ������� ������������ ��� ��������������� ������������ ��� ������������������� �� ����

����������� ������������ ���������� ����������� �������� ������ ������ ���� ���� ������� ���

��� ��� �������� ������� ���������

���
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�������� �������

���� ��� ������������� �������������� ������������ ������� ������ ������� ���������� ��

���� ����� ��� ��������������� ����� ��� ���������� ��� ����������� ���� ���� ���������

������� �� ������ ���������� �������������� ������� ����� ����������� ��������������� �� ���

�������� ��� ��� ������ ���� ��� ������������ �� ����������������� �������������������� ���

������������� �������� ������������� ������� ������� �� ������������ ���� ����������� ����

����������� ������������ �������� �� ������� ���� ������� ������������� ��� �� ���������������

��� ����������� �������������������� ���������������� ��� ������ ������������ ���� �����������

���� ��������������� ���������� ��� ��� ����������� ������� �������

����� ����� �� ������ ������� ������� ��� ���� ��� ������� ������� ���� ������� ����������

��� ��� ������ �������� ������ ������� ���� ��� ������� ������ ����� ����� ���� ����� �����

�������� ������� ������� ���� �������� ����� ��� �������������� ����������� ������ �������

���� ��� ���

��������� ��� ��� K = (f, S) ���� ����������� ������ ���������� ���� �� ����� Kr = (f, Sr)

��� Sr ⊆ 2S ���
�

sr∈Sr

sr = S ����������� ����� ������ ��� sr ∈ Sr ������ ������

����� ����� ���� ����� ��������� ���� ����� ��� ������� ����� ��� ��������� �� �� ����

�������������� �� ������ ���� ������ �������� ��������������� ��������� ��� ������ ������ ������

�������������� ���� ����� ����� ����� ����������� ����� ����� ��������� �� ����� ��������

��� ���� ��� ����������� �������� ������

������������������� ������������������ ��������� ��� ����� �������������������� ������

�������� �� ���������������� ���������� ��� ����� ���� ��� ��� ��������������� ���� ��� ���������

����������� ������������������ ����������

��������� ��� ��� i : 2R
3 × R3 × S → R̄� ���� ������������������� ������������� �� �������

����������� ����� �� ��� ir : 2R
3 ×R3 × 2S → R̄�� ir(E, f, sr) := inf{i(E, f, s) | s ∈ sr} ���

���������� ������������������� �������������������

�� ���� ��� ������� ��� �������������������� ������������� ����� ����� ��� ����������� ���

�������������� ��������� ���������� ��� ��� ��� ����� ����� ��� ������������ ��� �� ������

�������� ��������� ��� ���������� ��� ������� ������� ����� ����������� ����� ������� ����
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��������� ����� ������������ ����� ������ ������ ��� ������ ������ ���� ��� �������������
�������������������� ������������������ �� ������� ����� ������ ���� ���
��� ������������������ ���� �������� � ��� ��� �������� � ��� ����� ���
���������� ����� ������������ ��� ������������� �������������������� �����
������������� ��� �������� � ��� ��� �������� � ����
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���������� ���� ����������� ��� ����� �������� ���� ����� ���� ����� ��� ������ �����������

����� ���� ��������� ������� ��� �� ��������� ���������� ���������������� ������ �������� �����

������ ������ ����������� ���������� �����

��������� ����� ������������ ��� ���������������� ������ �������� ����� ����� ������
��� �������������������� ������������������ ��� ��� ��� �����������
�������������������� ������������������ ����
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����� ����� ����� ��� ���������� ���������� ������� ����� ����� ������������ ������������������
��� ������������������ ����������� ������ ��� ������������� D� ������ ����� ����� �����
����� ��������������������������� ���� ���� ����� ��� ����������������� �������� ��� ����
���������� V � ����� ����� ��� ����������� ��������� ������� ������� ������� ������� ���
����������� ��� ���� ��������� A ⊆ V � ����� ����� ��� ��������������� ����������� �����
������
�� ��������� ��������������������������������������������f � I� D� V �
�� A← �������������(� � ������������� ������ ��������������� ����
�� d← �������������������/2 � �������� ����� ����� ��� ���������������
�� ��� ��� q ∈ V �� � ����� ����� ����� �� V
�� �� ��� �����������(D, q) ���� � ����� ��������������������������� �����
�� �������� � ����� �������� ����� ���
�� ��� ��
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��� �� m ≥ �����(I, p) ���� � ����� ������������� ������������ ������ �����
��� a← false � ������������ ���� ����� �������� ����
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����������� ��� ��������������� ��� ��������������� ��� ��� �������������� �������� ���
����������� ���� ��� ������������� q� ��� ���������� f � ��� ���� I ��� ��� �� ������ ������
���������� ������������� D� ������� ��� ����������� ��� ����� ����� ��� ����� q ��� ���������
������ ������� ����� ����� ����������
�� ��������� �����������������������������q� f I� D�
�� d← �������������������/2 � �������� ����� ����� ��� ���������������
�� m< ← ||�����������(q)− f ||2 − d � ������������������ ��� AE\U

�� m> ← ||�����������(q)− f ||2 + d � ������������������ ��� AE

�� bE\U ← false � ������������ �� AE\U ����������
�� bE ← �����������(D, q) � ������������ �� AE ����������
�� ��� ��� p ∈ ����������������(D, q) �� � ����� ����� �� ����� �����������������
�� �� m< ≤ �����(I, p) ���� � ����� ����� ���� �� AE\U�
�� bE\U ← true � ����� ���� �� AE\U ����������

��� ��� ��

��� �� m> ≥ �����(I, p) ���� � ����� ����� ���� ����� �� AE�
��� bE ← false � ����� ���� ����� �� AE ����������
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ bE\U ∧ ��� bE � ����� ����� ����� ��� ��������� ������ �������� ������ �����
��� ��� ���������

������ ��������� ������� �� �� ��� ����������� ��� ��������� ������ ������� ������� ������ ����

������� �� ���� ��� ��� �������� �� ����� �������� �� ����� ��� ������������� ��� ����������

��� ��� ������������ ������ �������������������� ������������������� ��� ��� ���������������

���� ���� ���������� �������� ������� �� ����������� �������������� �� ���� ����������� ���

��������� ������ ������� ����� ���� ����� �������� ����� ����� ����������� ��� �����������

������ ������ ������� ����� ���� �� ����� ���� ��� ����� ��� ��� ���� ��� �������������������

����� ��� ��� ����������� ������� ��� ������ ����� ��������� ��� ������ ������ ��� ��� �������

������ ����� ��� ���� ��� ������������������������ ��������� �� ���� ��� ����������� ���������

��� ��������� ������ ������� ��� ���� ����������� ���������� �� ������ ��� ����� ������ �����������

��� ������������� �������������� ������������� �������������� ����������� ������ ������ ���

���� ���� ���� ������������� ������ ������� ��� ����� ����� �������������� ��� �������������

�������������� ������������� �������������� ����������� ������� �� ���� ����� ��� ��������

������������� ������ ������ ����

��� ������� ��������� ��� ���������������������� ������ ���� ���� ��������� ������� ������

���� ������ ���� ���� ����� ������ ����������

���



�� ���������

����������� ��� ��������������� ��� �������� ����������������������� �������� ���� ����
������������� ������������ �������������� ����� RV � ��� ������������������� ZV � ������
������ f []� ������������ ������ �������������������� ��������������������� I[]� �����������
����� D[]� ��� ����������������������� θ ��� ��� ��������������������������� ����� G ���
����������������

�� ��������� ������������������������������RV � ZV � f [] I[]� D[]� θ� G�
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� c← 0 � ������ ��� ��������� ������ Q ��� ��������� ������ ��������
�� ��� ��� (f, I,D) ∈ (f [], I[], D[]) �� � ����� �� ����� ���������� ��� �������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� ��� ����������� Q
�� �� q ∈ ����(ZV ) ���� � ����� q ���������

��� p← true � ����������� ���� ���������
��� �����

��� ��� ��

��� �� �����������������������������q� f � I� D� ����

��� � ����� ����� ��� ��������� ������ �������
��� c← c+ 1 � ������ ������ ��� ��������� ������ Q �������� �� �
��� �� c ≥ θ ���� � ����� ������������� ��� ������� ��������
��� p← true � ����������� ���� ���������
��� ��� ��

��� ����� � ������ ����� �������� �������
��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ������� ���������
��� ����� � ����� �� ������ �������� ������
��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ������� ���������
��� ���������(RV2 , Q) � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���
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������ ���� ��������� �����������

��� ��� �� ������� ��� �������������� ������������������� ZV ⊂ Z3 ��� ����������� V

����� ����������� MV ⊆ ZV ������������� ��� ������� ������������� ������������ ������

��������������� UV ⊂ Z3 ��� ����� U ⊂ Rn� ������ ��� ��������� ������� ���������� ��� V

����� ����������� � �������� ���� �V \MV �= ∅ ��� �V ∈ ����� ����� ������������� ��� UV ����

� �� ������ ���� ������������� ����� �������������� ������������� �������������� ���������

������� ������ ���������� ��� MV ���� ��� ������������ ������ ��������� ��� ZV ���������

����� ������� �������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� U ⊂ R3 ��� ������ ������ �������� ������� �������������� UV ⊂ Z3 ��� �����������

������������������ ��� ����� U ��� V ��� MV ⊆ ZV ��� ����������� ��� ��� ��� ��������

ΠV
f (�V , MV ) := �V \MV �= ∅ ��� �V ∈ ����� ����� ������������� ��� UV ����� ��� ��������

RV ���� ������������� ������������ �������������� ��� U �� ZV � ���� ���

pVf : 2Z
V × 2Z

3 × 2Z
V → 2Z

V

, pVf (RV , ZV , MV ) :=
�
�V

�V ∈����� ����� ������������� ��� RV

�V ∩����(ZV )�=∅∨ΠV
f

(�V ,MV )

���� ������������� �������������������������� ��� ����� ������������� �������������

��� ��������� ��� �������������� ������������ ������� ���� ����������� ��� ��������� �� ��

����������������� ������ ����� ��� ��� ����������������� �������� ���� ���� ��������� ��� ���

��������������� ���������� � ���� ����� ��� ���� ��������������� ������������ �����

�������������� ����� ��� ������������ ��� ������� �������� ��������� ������� �����������

�������� ����� �� ������������������� ���� ��� ��� ����� ����M ��� ����������� �� �����������

������ ���� ��� ������� �������� ��������� ������� ����� ������������ �� ��� ��� ������������

������������������ ��� ������� ��� ��� ������������� ������������ �� ���������� ��� �����

����� ������ ���� ��� ������� ����� ������������ ������� ��� ����� ���������� ����� �� ����

������������� ���������� �� ����� ���� ���� ��� ����� ���������� ���� ����� ��� ����� ���������

����������� �����

�� ������ ����� ��������������� ����� ������ ��� ������� ����������� ����� ���� �� �����

��������� ���� ������������������������� ���� ��������� ����������������� ��� �� ����� ���

����������������� ������ ���� �� �������������� � ����������

���



�� ���������

����������� ��� ��������������� ��� ������������� ����� ��� ��������� ��������������
������������������� ZV ⊂ Z3� ��� �������������� ������������� �������������� �����
RV ⊆ ZV ��� ��� �������������� ����������� MV ⊆ ZV ��� ������� ������������� ����
�������� �������������������� ��������� ������� ����������� ���� ����� ��� ���������������
������������� ����� G ��� ��������������� ��������� ������� ��� ����������� ��� ��� ������
�������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV ����� ����������

�� ��������� �������������RV � ZV � G� MV �
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
�� �� q ∈ ����(ZV ) ∨ q /∈MV ���� � ����� q ��������� ���� ���������� MV

�� p← true � ����������� ���� ���������
�� �����

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���
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��� ������� �� ������� ����� ������������ ��� ��� ����� �� �������� ����������� ���� ��������

��� ��������� ����� ������ ������������ ���������� ��� ����� �������� ��������� �������

������������ ���������� ������ ���� ��� ���������� ������ ������ ��� �������� ����������

������������ ����� ��������������� ����������� ���������� �� ������ ��� �������������� ���

������� ���������� ����������� ���� �� ������ ������ ���� ������ ����������� ����� ��� �� ����

��������� ��� �������� ��� �������������������������� ��� ���� ��� ������������ ���� ����

������ �� ������� ���� ������������� ������ ��� ����� ���������� ����� ��� ����������� ����� ���

��� ���� ��� ��������� ������������ ������ ������� ����� ��� ������������ ���� ���� ������

����� ����� ����� ����� ��������� ������ ������� ������ �������������������������� ��� ����

������������ ������ ������������ �������������������� ���������������� ������ ����������

������ ��� ��� ��������� ����������������� ���� �������������� �������� ����� ��� ���������

���������� ��������� ������ ��� ��������� ��� ������������� ���������� ���������� ������

������ �������

����� ��� ��� �������������������� v ∈ R+ ����� �������� ��������� ������� U ⊂ R3 ���

������� ��� �������� ��� �������������� ������������������� ZV ⊂ Z3� �� ���� ��� ��������

��� ������������� ����� �������������� ������������� �������������� ���������� ������ �����

���������� ������������� ��� ������ �������������������� ������ �� ��� ����������� ������

������������� ��� ����� ��������� ������� ���� ��������� ��� ����� ��������� �������

���������� ��� ��� �������� ����� ��������� ���������� ���� ��� �������� �������������� �����

���� ����

λ(�V ) ≥ v, �V ∈ ����� ����� ������������� ��� ������������ ������������������ ��� U.

���� ���������� ������ ��� ������������ �� ������� ������ ��� ��� ������������ ���� ��� ���

����� ���� ��� ������� ��� ����������� �����

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� U ⊂ R� ��� ������ ������ �������� ������� �������������� UV ⊂ Z3 ��� �����������

������������������ ��� ����� U ��� V ��� v ∈ R+ ��� ��������������� ������ ��� ��������

ΠV
v (�V , v) := λ(�V ) ≥ v ��� �V ∈ ����� ����� ������������� ��� UV ����� ��� �������� RV

���
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��������� ������ ������������ ��� ������������ �������� ��� ��������� ��� �� ��� ��� �����������
��� �� ������ �� ���������� ��� ����� ��������������� ����������� �� ����
��� ����� �������������� ���������� ��� ����������������� ��� ����������
��� �� ����� ��������� �������� ��� �� ��� ������ ��������������� �����������
��� ���� ����� ���� �� ��� ��������������������� ������������ �������������
�������� ��� ��� �������� ��������� ����� ��� ��������������� �����������
�������� ���� ��� ������ ��� ������ ������ ��������������� ������������� ��
�������� ���� ��� ��� ��������� ����� ���� ����������� ����� ������ ���� ��� ��
���������������� ��������� ���� �� ���� ��� ����������� ����� ������ ���������
��� ����������� ��������� ������ ������ ���������� ����

���



���� ������������� ����������������������������

���� ������������� ������������ �������������� ��� U �� ZV � ���� ���

pVv : 2Z
V × 2Z

3 ×R+ → 2Z
V

, pVv (RV , ZV , v) :=
�
�V

�V ∈����� ����� ������������� ��� RV

�V ∩����(ZV )�=∅∨ΠV
v (�V , v)

���� ������������� �������������������������� ��� ����� ������������� ������� ����������������

��� ��������������� ��� �������������� �������� ��������������� ������� ��� �����������

����������� ��� ��������������� ��� �������������� �������� ���������������� ����� ���
��������� �������������� ������������������� ZV ⊂ Z3� ��� �������������� �������������
�������������� ����� RV ⊆ ZV ��� ��� �������������� v ���� ��������� ��� �����
����������������������� ����� G ��� ��������������� ��������� ������� ��� ����������� ���
��� ������������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV ����� ����������

�� ��������� �����������������������RV � ZV � G� v�
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� λ� ← 0 � ������������� ���������������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
�� λ� ← λ� + �������� � ������� ������������ �� ���������������������
�� �� q ∈ ����(ZV ) ∨ λ� > v ���� � ����� q ��������� ���� ������������� � v

��� p← true � ����������� ���� ���������
��� �����

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���� �������� ������ ������������� ��� ��������� �������������� ������������� �����������

���� �������� ������ ��� ������ ��������� �� ��������� ��� ������������� ��������� ������
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������ ������ ����� ����������� ������������ ��� ���� ��� ����� ����������� ����� ��� ����������

���� ����� ������� ��� ������������� ������ ����������� ����������� ���� ������ �� ��� ����

������������� ��� ��������������������� ��� ����������� ��� ��������� �������� ������ ��� ���

��� ������������� �������������� ������������� �������������� ����������� ���� ������ ����

���� ���� ������������� ���� ��� ����������� ����������� ���� ��� ��� ���� ��� �����������

��������� �������������� ���� ��� ��� ��������� �������� ������ �� ����

��� ������������� ������ ��������������� ������ ���� ��� ������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� U ⊂ R� ��� ������ ������ �������� ������� ������������� ��� UV ⊂ Z3 ��� ����

�������� ������������������ ��� ����� U ��� V � ��� �������� fV : ZV → R+ ���� ���������

��� ����� ����� �� ��� �������������� ������������������� ����� ��������� �������������

�������� ��� F V = {(z, v) ∈ ZV × R+ | fV (z) = v} ��� ����������� ��� ����������������

��������� ��� ����� �������� ����������� ������ ��� �������� ΠV
V (�V , F ) := λ(�V ) ≥ inf{v |

(z, v) ∈ F V ∧ z ∈ �V } ��� �V ����� ����� ������������� ��� UV ����� ����������� ��� RV ����

������������� ������������ �������������� ��� U �� ZV � ���� ���

pVV : 2Z
V × 2Z

3 × 2Z
V ×R+ → 2Z

V

, pVV (RV , ZV , F V ) :=
�
�V

�V ∈����� ����� ������������� ��� RV

�V ∩����(ZV )�=∅∨ΠV
V

(�V , FV )

��� ������������� ������ ����������������

��������� ��� ���������������� ����������� ������������� ���� ��� ������������� ������ ���

������������� ������ ��� ����� ��� ����� ���� ��� ������� ��� ������������ ��� ���

���� ������������ ��� �������� �� ����������������� ������ ����� ����������� ����� ����

����������������� ��������� �� ������ ��� ��� �������� ������� ������ ��������� ����� ���

��� ������������ ��������� �������������������� ����� ������������ ��������� ��� �����

������� ������������� ��� ����� ����� ���������� �� ����� ��� ���������� ��� �����������

������� ���� ������������� ������������ ������������� ����������� ������� ����� �������������

������ ���� ������ ��� ��������� ������������ �������������������� ����� ��� ��� �����������

����������� ������������ ����

��� ��������������� ������ �������������� ������� ��������������� ����� ���� ������� �������

����������� ��� ��������� �� ��������� ��� ��������������� ��� �������� �������� ������
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����������� ��� ��������������� ��� �������������� ������� ���������������� ����� ���
��������� �������������� ������������������� ZV ⊂ Z3� ��� �������������� �������������
�������������� ����� RV ⊆ ZV ��� ��� �������������� �������������� F V ���� �����
����� ��� ��������������������������� ����� G ��� ��������������� ��������� ������� ���
����������� ��� ��� ������������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV ����� ����������

�� ��������� ����������������������RV � ZV � G� F V �
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� λ� ← 0 � ������������� ���������������������
�� v ←∞ � ������������� ��������������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � �������� �������������������� ������ ����������� �����
�� �� F V (q) < v ���� � ����� ������������ �������������������� ������� ��� v

��� v ← F V (q) � ����� v ����� �������������������� ��
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
��� λ� ← λ� + �������� � ������� ������������ �� ���������������������
��� �� q ∈ ����(ZV ) ∨ λ� > v ���� � ����� q ��������� ���� ������������� � v
��� p← true � ����������� ���������
��� �����

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���
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���� ��������� ������ ������ ������ ������ ������ ��������� ����� ��� ������������ ����������

����������� ������� ����� �������������� �������� ����� ������ �� ���������� ������������

��������� ���� ��� ������ ��� ������� ��� ����������� ���������� ������� �������

������ �������

����� �������� ��������� ������� U ⊂ R3 ��� ����������� ���� �������� ������� d ∈ R+
0 ��

����� ������������ �����M ⊂ Rn �� ��������� �� ���� ���� �������� ����� ������������� ������

��������� R ⊆ Z ⊂ R3 ��� U �� Z� ������ ���� ����� ��� ��� ���� ��� Z ������������� ���

����� ������� ��M ������ ��� ��� d ����� ���������� �� ��� ���������������� ��� ��� ���������

��������� V ��� ��������� �������������� ������������������� ZV ��� ������� �������� ���

����� M ��� ������������ ������������������ ��� U � ������ ��� �������������� ��������

�������������� ���������� � ����� ������� ���� ������ ��� ������� �������� ��� ����� M ���

U � ����� ��� �� �������� ��� ������� d ������ ��� ���� ������������� ��������������������������

�� ����������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� ����������������

����� U ⊂ R� ��� ������ ������ �������� ������� �������������� UV ⊂ Z3 ��� ����������� ���

���������������� ��� ����� U ��� V �M ⊂ R3 ���� ����������� ����� ��� d ∈ R+
0 ���� ��������

������ ��� �������� ΠV
d (�V , M, d) := inf{�u − m�2 | u ∈ ������� ��� ���������� �V , m ∈

M} ��� �V ∈ ����� ����� ������������� ��� UV ����� ����������� ��� RV ���� �������������

������������ �������������� ��� U �� ZV � ���� ���

pVd : 2Z
V × 2Z

3 × 2R
3 ×R+

0 → 2Z
V

, pVd (RV , ZV , M, d) :=
�
�V

�V ∈����� ����� ������������� ��� RV

�V ∩����(ZV )�=∅∨ΠV
d

(�V ,M, d)

��� ������������� ������� ����������������

���� ��������������� ������ �������� ��� �� ����������� ���� ������������ �� ��� ������

�������� ������� ��������������� �������� ������������� ��� ������������� ������ ����� ������

����� �� ����� � ��������� ��� �� ��� ������������� �������� ������� ����� ������� ������������ ���

��������� ��� ���������� ������ ��� ”�V ∈ ����� ����� ������������� ��� RV ” �����������

��� ������������� ������ ���� �� ������� ���� ������ ��� ��� ����������� ���������� ���������

����� ������� � �������� �� �� ���� �� ����� ��������� �������� ������ �� ��� ����������� ���
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����������� ���� ��������������� ��� �������� ���������������� ����� ��� ��������� ���
������������ ������������������� ZV ⊂ Z3� ��� �������������� ������������� ��������������
����� RV ⊆ ZV � ��� ����� M ⊂ R3 ��� ��� �������������� d �� M ���� ��������� ���
��������������������������� �����G ��� ��������������� ��������� ������� ��� �����������
��� ��� ������������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV ����� ����������

�� ��������� �����������������������RV � ZV � G� M � d�
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� δ ←∞ � ������������� ���������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
�� �� q ∈ ����(ZV ) ���� � ����� q ���������
�� p← true � ����������� ���� ���������

��� �����

��� ��� ��

��� �� ��������(q,M) < δ ���� � ����� ������� ������� ��� δ
��� δ ← ��������(q,M) � ����� ���� �������������� δ ��
��� �� δ ≤ d ���� � ����� ��������������� ������� ��� d
��� p← true � ����������� ���� ���������
��� �����

��� ��� ��

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������
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����� ��� �������������� �������������� ���� �� ������ ������ ������� �� ���� �� ���� ���������

����������� ��� ��� ������� �������� ����� ���� ������������ ���� �� ���� �� ���� ���������

����������� �������� ������ ���� ����� ������ ��� ������������� �������������� �������������

�������������� ����������� ������ ����

��� �������� ��� ���������� ��� ������� �������� ����� q ��� �����M ������� �� ��� ���

����� ��� ��� �������������� ��� ����� M ��� �� ���� ������� ��������� ������� ���������

��� ������������� ������� ���� ������������ ����������� ��������� � �� ������ ������� ����

�������� ������� ������������� ��������� � ��� �� ��������� ��������������� ���� M ����� ���

����������� ������������� ����� ��� ������� ��� ����� ��� ������� ��� ���������������� v

�� ���������������� c ��������� ��� ����������� r ��� ������ ����� ��� ��������������� d

�� ���������� ��� �� ����� ������ ������ ���� ��������� ������� ��������� ��� �������������

������� D ����������� (c− v)− r − d
2 ≤ D�

��� M �������� ����� ��� ������� ����� ��� ������� ����������� �� ����� ���� ��� ��������

���������� ��� ��������������� ����� ��� �������� ��� ������� ��� M ��� ��� ���������

�������� ���������� ����� ���� ���� ��������� ������ ��� ����� ����� ��� ���������������

��������� ������ ����� ���� �� ������ ��������� �������� ��� ������� ������ ����� ��������

������� �� ��������� ��� ����� ��� ������������������ ��� ��� �������������� ����� ���

������ ����� ��� ��������������� ������� ��� ���� ��������� ��� �������� ������ �������

��� ��� ���� ����� ����� ��� ��������������� ��� �������� ��� ���������� ��� �������

�������� ����� ����� ��� M ������ ��� ��� �������������� ��� M �������� ��� ���� ��

���������� ���� ��������� ������� ������ ���� M ������ �� ���� ���� �������������� ��� ���

��� ����� ������� ��������� ������� ������ ��� �������� ��� ���������� ��� ������� �������

����� ��� ��� ������ ������������ ����� �� ��� ������� ������������ ���� ������ �� ������ ���

������������� ���� �������� ������ ����������� ��� ��� ����� ���� ��� ���������� ������������

�������

��� ������ ��� ��������������� ��� �������������� ������� ��������������� ���� ���� �����

�������� ����������� �� ���� ��������� ������ ��� �������������� ������� ���������������

��������� ������ ���� ��� ������������� ������������������� ������� ��� ������ ������������

���� ����� ����� ����������� �� ��� ������� ����������� �� ��� ����������� �����������������

������ ���� ������� �� ��� ��������������� ��� �������������� �������� ��������������� ���������

��� ������ �� ��� �� ��������� ��� ���� �������������� ���������������� ��� ����� ������������

����������������� ������� ��� ��������� ��������� ����� ������ ����������� ��������� ����
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��������� ���� �� ��� �������� ��� ������ �������������������� ����������������� ���������

��� �������

������ ����

����� �������� ��������� ������� U ⊂ Rn ��������� ����� ������������������� Z ⊂ Rn ���

����������� ���� ��� ��� ���� ��� ������������������� ����(Z) �� ������������� � ���� ����

� ∩ Z �= ∅ → � ∩ ����(Z) �= ∅ ��� � ∈ ����� ����� �������� ��� U � �� ���� ���� ��������

����� ������������� �������������� R ⊆ Z ��� U �� Z� ������ ���� ����� ��� ��� ���� ���

Z ������������� ����� ���������� ���� ���� ���� ����� ���� ��� ����������� ���������������

������ ��� ������������������� ��� �������� ������� ���������� ���� ��� ������������ ��

����� ���� ���� ������ ��������� ������� ��� ��� ���� ��� ������������������� �� ����

������������� ������������� ������ ������ �� ���������� ��� ������������ ������������������

��� ������������������� ��� ���� �� ��� �������� ������ ��� ����������� ��� ������������ ���

���������������� ��� U �������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� �����������

���������� U ⊂ R3 ��� ������ ������ �������� ������� ������������� ��� UV ⊂ Z3 ��� ����

�������� ������������������ ��� ����� U ��� V � ����������� ��� RV ���� ������������� ����

��������� �������������� ��� U �� ZV ��� ����� ��� �������� ΠV
r (�V , ZV ) := �V ∩ZV �= ∅ ⇒

�V ∩ ����(ZV ) �= ∅ ��� �V ∈ ����� ����� ������������� ��� UV � ���� ���

pVr : 2Z
V × 2Z

3 → 2Z
V

, pVr (RV , ZV ) :=
�
�V

�V ∈����� ����� ������������� ��� RV

ΠV
r (�V , ZV )

��� ������������� �������������

��� ��������������� ������������ ����� ���� ��� ��������������� ������ ���� ����������

���������� ������ ������ ����� ��������� ��� ����������������� ���������� ��������������

����������������������������� �� ���� ������������� ������������ �������������� ������� ����

����� ��������� ��� �������������� ������������������� ������ ������ �� ��� ��� ����� ��� ������

�������� ��� �������������� ��� ���������� �� ������ ������ ���

���



�� ���������

����������� ���� ��������������� ��� ������������� ����� ��� ��������� ��������������
������������������� ZV ⊂ Z3� ��� ��� �������������� ������������� �������������� �����
RV ⊆ ZV ���� ��� ������ ��� ��������������������������� ����� G ��� ���������������
��������� ������� ��� ����������� ��� ��� ������������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV
����� ����������

�� ��������� �������������RV � ZV � G�
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
�� �� q ∈ ����(ZV ) ���� � ����� q ���������
�� p← true � ����������� ���� ���������
�� �����

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���



���� ������������� ����������������������������

������ ����

����� �������� ��������� ������� ��� ����������� �� ���� ����������� ��������� ���������

����������� ���� ����� ������ ��� ���� ������� d ∈ R+
0 ����������� �� ���������� �� ������

���� �������� ����� ������������� �������������� R ��� ��������� ������� U ⊂ R3 ���������

������� ������ ������ ��� d ��� ��� �������������� �������������� Rp ��� ��������� �������

Up ⊂ R3 �������� ����� ���� ����� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ����������� ������������������

��� ��� ��������� ������� ���������� �� ������� ��� ������� ������� ���� ��� ����� �����������

������� ������������� ����� �������������� ������������� �������������� ��������� �������

�������� ��� ���� ������ �������������� ����������� ��� �������� ���������

��������� ��� ����� V = (b, t, r) ��� ���������� ZV ⊂ Z3 ���� ������������� ����������������

����� U, Up ⊂ R3 ��� ������� ������ �������� ������� ��� ��������� t ���� ��� ���������

������ ��������� tp �������������� ��� UV , UVp ⊂ Z3 ��� ����������� ������������������

��� ������ U ���� Up ��� V � ��� �������� ����� RV , RVp ⊂ ZV ������������� ������������

���������������� ��� U ���� Up �� ZV ����� d ∈ R+
0 ���� �������� ������ ��� ��������

ΠV
t (�V , �Vp , d, Z

V ) := inf{�r − rp�2 | r, rp ∈ ������� ��� ���������� �V ���� �Vp },

��� �V , �Vp ∈ ����� ����� ������������� ��� UV ���� UVp ������ ���� ���

pVt : 2Z
V×2Z

V×R+
0 ×2Z

3 → 2Z
V

, pVt (RV , RVp , d, Z
V ) :=

�
�V

�V , �Vp ∈����� ����� ��������� ��� RV ���� RV
p

inf{�rV −rV
R

�2|rV ,rV
R

∈���� �� ��� �V ���� ����(ZV )}≤d

∨ΠV
t (�V , �Vp , d, ZV )

��� ������������� �����������������

��� ��������������� �������� ���� ��� ������� �� ��� ��������������� ��� ��������������

���������������� ��� ���������� ����� ������� � �� ������ ���� ������ �������� ���� ���������

���� ���� ���� ���� ��� �� ������ �������� ��� ���������� ����� �������� ������� ���������

��� �������������� ���� ������������ ��� ����� ��������� ��������������� �� ��� ���������

������� ������������ ����� ������ ���� ��� �������� ��� ���������� ��� ������� ��������

��� ��������� ����� �� ��� ����������� ��������� ��� ��� ������� �������� ������ ��������

����������

���



�� ���������

����������� ���� ��������������� ��� ����������������� ����� ��� ��������� ������
��������� ������������������� ZV ⊂ Z3 ��� ��� ������ �������������� ������������� ������
����������� ����� RV , RVp ⊆ ZV ���� ��� ������� d ��� ��� ������ ��� ���������������
������������� ����� G ��� ��������������� ��������� ������� ��� ����������� ��� ��� ������
�������� ������������ �������������� RV2 ⊆ RV ����� ����������

�� ��������� �����������������RV � RVp � d� ZV � G�
�� RV2 ← �������������������(� � ������������� ����� �����������
�� Q← �������(RV , G) � �������� ������������� ��� RV

�� ��� ��� Q ∈ Q �� � ����� ���� �����������
�� p← false � �������� ����������� ���������������
�� ��� ��� q ∈ Q �� � ����� ����� ����� �� �����������
�� �� ��������(q,����(ZV )) ≤ d ���� � ����� ������� �� ���� ≤ d
�� p← true � ����������� ���� ���������
�� �����

��� ��� ��

��� �� ��������(q, RVp ) ≤ d ���� � ����� ������� ≤ d
��� p← true � ����������� ���� ���������
��� �����

��� ��� ��

��� ��� ���

��� �� p ���� � ����� ����������� ���������
��� ����������RV2 � Q� � ���� ������������������� ��� ��� RV2 �����
��� ��� ��

��� ��� ���

��� ������ RV2 � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���



���� ����������

���� ����������

�� ������ ������� ������ ������ ����� �������������� ������� ���������� ����� ��� ��������

������� ��� ��������������� ���������������������������� ������� ��� ��� ����������� ������

�������� ���������������� ��������� ����� ���� ����������� ����������� ��� ������� �������

��� 2452 ������������ �������������������� ������������ ��� ������� 200ms �����������������

��� ���� ��� ����������� ������ ��� 0 ��� 2451 ��������������� ����� �������� ���� ���

�������� ��� �� ��� ��������� �� �������� ������� ��� ��������� ����� ����� ��� ���� ����

������������������

������ ������� ������ ��� ��������

��� ������ ������� ��� ����� ������� ��� ���������� ����� ������ ����� ����������� �����

������ ����� ������ ����� ����� ��� ���� ������� ��� ��� ����������� ������� ��� ����������

���������� ���� ���

����� ��� ��������� ������������ ��� ���������� ���� ��������� ���� �� ���������������

����������� ��� ��� ������ ��� ������������ ����������� ����������� ���������� ���� ���

���� ��� ��������� �� ��� ��������� ������� ����� ��������� ����������� ��� �� ��� ����������

��� ������ ���� ��������� ������� ����� ��� ���� ���������� ����� � ���� ����� ������ ���

��������� � ����������� ��������� ��������� ��� ��� ��� ������ ������������ ���� ����� �� ���

����� ������ ������ ����� ����� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� ��� ������������ ������

��������� ������������� �������������� ����������� �� ��������� �������� ��������� ������

������� ��� ��� ������� ���������������������������� ��� ��� � ����� ��������� �������� ����

���� ����� ��� ��� ���� ��� ������������������� ������������� ������� ��� ��������� ���

�������������������������� ���� ��� ����������� ������� ���� ������������ ���� ��� ����������

���� �� ���������������� ���������� ��� ������� ������������� ��� �������� ��� ��� ����

��� ��������������������

����������� ������ ��� �������� ������ ����������� ��� ���������������������������� ���

��� ���������� ������� ���������������������� �����������

��� �������� ��������� �������

� ������ ���� ����� ��������� ������� ����������� ��� ������ ���������� ������ ���� ����

������������ �������������������������� ���� ��� ������� ��� ������� ����������� ������

����� ������ ���� ������ ��������� ��� ����������� �����

���
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������ ������

������

������

������ ������ ������

������ ������

��������� ������ ������ ��� ������������� ��������������� ��� ��������������� ��� ������
������� ��������������� ��� ����� ��� ������� ����������� �������� ���������
������� �������� ��� ��� ������ ��� ��� ����� ����� ����� ���������������
������ ��� 65������ ����� ��� ������ ��� ����� ������ ��� 40 cm �� ��������
����������� ������� ������� ���� ����� ������ ��� 35 cm ��� �������� ����
������ ������ �� ���������� ���� �������� ��� �������� ������� �������� ����
��� ���� ����� �� ������� ������������ ��������� ��� ������������� ���� ���
����� �������� �� ����������������� ���� ��� ����������� ��������������
������������ ����������

���
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�� ������������������������ ������������������������ ������������������������

��

��

��������� ������ �� ����������� ����� ����������� ������������� �������������� ����� ������
���� ����� ������������ ������ ��� ��������� ��� ��� ������ ���� �� ���
����������������� ������ ����� ������� ������ ����������� ���������� �� ��
����� ���� ������������ ������������� ������������� �� ��� ��� ���������
���������� ��� ��� ������������� ���� ���� ���������� �������������������
������������� �������������� ������� ��� ������� ��� ���� ���� ��� ������������
����� �������� �� ������ ��� ��������� ���� ����� �������� ��� ��� �������� ���



�� ���������

� �������� ��� ��� ������ ��� ��� ����� ������ ��������������� �����������������������

������ ���� ����������� ��� ����� ������������� ������������� ������� ������ �������

��������� ���� � ����� ��� ����������� ������������� ������ ��� ���� ��� ������ ���������

��� ��� ��� ����������� �������������������� ���������������������� ���������� ���� ��

� ����� ���� ��������� ��� ��������� �� ��� ����������� ����

� ����� ����� �������������������� ��� 65 l� ������ ���� ������������ ���������������

��������������� ������� ��������������� ���������� ������ ���� ������ ��������� ��� ���

��������� �����

� ����� ���� ��������� ������� ��� 35 cm ��� ��������� ������ ��� ��������������� �����

��������������� ������� ��������������� ������������ �������������� ���������� ������

���� ������ ��������� ��� ����������� ������

� ������ ��� ���������� ���� �������� ��� ������ �������� ������ ���� ������������ �������

��������� ��������������� ���������� ������� ���������������������� ��������� ������ ����

������ ����������� �����

� ����� ��� ������ ��� ����� ������ ��� 40 cm �� ��� ����������� ������ ������� ���

���� ��� ��������������� ������������ ���� ������ ������������ �������������� ����������

������ ���� ������ ��������� ��� ����������� �����

� ������������� ���� ��� ����� ������ ��� �������������� ������������ ���������� ���

200ms ������������ ������ ���� ������������ ��������������� ��������������� ���������

�������� ��������� ������ ���� ������ ��������� ��� ����������� ������

��� ������������������� ������� ��� �������� ������������ ���� ��� �������� ���� �����

����������� ����� ��� ������� ��������� �� ������������� ��������������� ���������������

������ ���� ���� ������������ ���������������� ���� ��������� ��� �����������������������

���� ���� ��� ������� ������� ����������� ��� ��� ���� ��� ������������������� ���� �����

����������

��� ���������� ��� ������������� ���������������� ���� ���� ���������������� ��� 15mm

��� ���� �������� ��� 560× 480����� �� ����� ������ ����������� ��������

���



���� ����������

������ ����������

�� ��������� ���� � ��� ��������� ���� �� � ���� ������������� ������������ ����������������

��������� ������ �� �� ����������� ��� ����������� ������������� ���������������� ���������
��� ������������ ������ �� ��� ����������� ��� ��� ������� 307 ��� 509�
�� �� ����������� ��� �������������� ����� ��� ������� ������� ���������
����� �� ��� ������ ������������

��������� ��� ������������������� �� ��� ������������ ������ ���� ��������� ����� ��� ����

������ ��������� ���������������������������� �� ������ ��� ��������� ��� ��� ������ 307

���������� ���� �� ��������� ���� �� ������ ��� ���� ������������ �������������� ��� ������

���� ����� ����� ��������� ��� ������� ������ �� ��������������� ���� ��������� ��� ���������

������� � ���� ��� ������ �������� � �� ��� ������������� �������������� ���������� ����� ���

���� ����� �� ��� ��������� ��� ��� ������ 509 ���������� ���� �� ���� ���� ���� �����������

����� ��������� ��� ������� �� ��� ������������� �������������� ���������� ��� ���� ��� �����

�������� ������ ��� ��� ���������������������� ���� ��� �������� ����� ���� ���� �������� ���

����� ���� ������� ��������� ��� ������������������� ��������� ������� ������ ������ �����

���



�� ���������

������������������������ ��� ��� � ���������� � ���� ���� ��� ����������������������������

���� ��� ������� ����������� ��� ��� ������ ������������ ������������ ������ ��� ���� ���

���������������������������� ��� ��� � ����������� ���� ������� ��� ��� ������ �������� ���

������� ��� ��������� ��� ��� ������ 509 ��� �� ��� ���� ����� ��� ��������������������������

���� ��� ������� ������������ ���� ��� ���� ��� ������ ����������� ���� �������� ��������

��� ��� ��� ������ ������ ������������ ������� ��������� ��� ������� ��� ��� ������� ����

������ �������� ��������� ����������� ���� ���� ������� ������� ��� ����� ������� ������

���� ������������������ ��������� ����� �� ���� ����������� ��� ��������� ������ ��������� ����

��������� ������ ���� ��������� ��������� �������������� ���� ���� ��� ������ ��� ����� ���

����� ��������� �� ������� ��������� ��� ������� ���� ���� ��� ���������������������������� ���

��� � ��� ������ ��������� ��� ������� ��������� ����� ��� ���� ������������ ��������� ������

���������� ������� ����� ���������� �������� ���������� ������� ��� ����� ����� ��� �����

��������� ������� ����� ��� ����� ����� ��������� ��� �������� ��������������������������

��� ����������� ���� ��� �������� ��������� ������ ������� ���������� ������ ��� ����� ����

����� ����� ������� ������ ������� ������� ������ �� ��� ������ ��� ����� �������� ����������

�������� ��������� �������� ��� ����� ������ �� ������ ���� ���� ������� ��� �������������������

�������� ���� ��� ������� ������� ����������� ��������� �������

�� ��������� ���� ����������� �������� ����� ���� ��� ��������� ��� �������������������

���������� ���� ��� ������ ������� �� ����� ��������� ��� ������� ����� ������� ����������

������ ���� �� �������� ����� ��� ��� ������ ��� ����� ��� ���������������������� ������

��� �������� ���� ��� ������� ������� ������� ��� ����� ������ ���� �� ����� ��������� ���

������� ��� ������� ������������������� ��������� ����� ����� ���������� �� ������� ��� 15

��� 17 ��������� ������ ������� ���� ���� ������� ������ ������������ �������� ����� ���� ���

��������� ��� ���������������������������� ��� ��� ���������������������� ������� ���� ���

������� �� � ��� � ����������� �� ������� ��� 10 ��� 13 ��������� ����� ������� ���� ��� ����

������� ������ ������� ��� ��� ������� �� �� � ��� � ������������ ���������� ��� ��� �����

������������� �� ��������� ���� �� �� ������� ���� ���� ���������� ���� �������� ��� �����

���� ��������� ������ ��� ������ ����� ������� �� ������� ���� ��� ������������ �������

������ ���������� ���� ��� ���������� ���� �������� ��� ����� ���� ������ ������ ��� ������

����� ������� �� ��� ����� ��� ������������ ������������ ���������� ����� ��� ���� �������

������� ������� �������� ���� ����� ��� ������ ������� ���� ���� ����� ���������� ��� ���

������ ����� ���������� ��� �������� ���� ��� ��������� ����� ����������������������������

���
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�� ���������

��� ��� ���������������������� ���� ��� ������� ��� ������ ����� ���� ��������������� ����

�� ���������� ������� ���������������� ���� 6, 79% ��� ����� ��������� ��� ��������������

���������� ��� ������������ �� ������� ��� ������ ��������� ���� ����� ��� �����������������

��������������� ��� ��������� ������� �� ������� ��� ��������

����� ��� ���������������������������� ���� ��� ������� ���� ��� �����������������������

���� ���� ��� ������� ��� ������� ����������� ��� ������������ ������ ���������� �� ���

������� ���� ��� �������� ������ ��� ������ �� ������ ��� ���������������������� ����� ��

������ ���� ����������� ��� ��� ����� ��� ������������� ����� ���� ��������� ��� ����

����������������������� ��� ��� ���������������������� ���� ��� ������� ��� ������� ������

������� ��� ����� ��� ������ ��� ��� ��� ���������������������� ��������� �� ����� ���������

������� ����������� �� ������� ��� ������� ��� ������������������� �������� ���� ����������

�� ���� ��� ������ ��� ��������������� ��� ������� 1 ��� 7 ������������ ����� ��� ��� ����

���������������������������� �������� � ���� ��� ���� ������� ��� ��� ���� ��� �������

��� ������� ����������� � �� ���������� ��� ����������� ����� ���� ����� �� ��������� ���

���� ������������ ���� ��� ������� �������� ��� ������ ��� ������������ ����� �������� ����

��� ��� �������� ����� ��� ������ ������ ���� ��� ��������� ����� ��� ���������� ��� ���

��������� �������������������� ���������������������� ���������� ���� ��� �������������������

���������� ���� ��� ������� ������ ���� ������� ����� ���������� ��� ��������� ������� ������

������ ������� ������� ��� ����������� ��������������� ������������ �������� ���� ��� �����

��� ������� ��� �������������������� ��� �������� ������ �������� �������� ����� ���������

���������� ���� ��������� ����� ���������������������������� ��� ��� ����������������������

���������������� 4, 12% ��� ����� ��������� ��� �����������������������

�� ������ ����� ������ ���� ��� ��������� ��������� ���������������������������� ���

��� � ����������� ��� �������� ��������� ���� ��� ����������� ��� ������������ ������ ��������

�� ����� ������� ��������������� ���������� ������

��� �������� ���� �� ��� ����� �������� ��� ���������������������������� ��� ��� � ��������

���� �� ��������� ���� ���� �������� ��� ������������� ��� �������� ��� ��������� �����

���������������������������� ��� ��� � ��� ��� �������������� �������� ���������� �����

����������� ��� ������ �������� ������ �������� ������� ���������� ��� ������� ��������

�������� ���������� ��� ��������� ��� ����������� ����� ��� ������������������� ������� ����

������������ ���������� ��� ��������� ��� ����������� ������ ��� ������������ ���� ������

���������� ��� ��������� ��� ��������� ��� ��������� ��� ����������� ���� ��� ��� ����������

���
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�������������������������� ������� ����������

����������������������

�������������������������� ������

���������������������������� ������� ���

���������� �����������������������������
������� ��� ��� �������

��������� ������ ����������� ��� ������ ������������ ����� ���� ��������� ��� ����
����������������������� ��� ��� ���������������������� ���� ��� ������� ���
������� ����������� ��� ������������ ������ ����� ���� ���� ������� ���
����������� ��� ��������������� ������ �������
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����������� ��� ������ ������������ ������

���������������������� � ����������������������������

��������� ������ ��������� ��� ������ �� ������ ��� ���������������������� ����� ��� ���
�������������� ������ �� ������ ���� ��������� ��������� ������ ��� ����
������������������������� ���� ��� ������� ��� ��� ���� ���� ��� �������
��� ������� ����������� �� ������ ���� ��� ���������� ������ ��� ��� ������
��������� ������ �� ������ ���� ��������� ����� �����������������������
������ ���� ��� ������� ��� ��������� ��� ���� ��� ������� ��� �������
����������� �� ������ ���� ��� ���������� �������������
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���������������������������� ������� ��� ��� ������ �
�������� �������� ����� �������������� ����������

���������������������������� ������� ��� ��� ������

������� ���������������

�������������������� ������� ���������������

������������ ���� ������

���������� ������� ����������������������

���������� ����������� ��������� ������ �����������������

��������� ������ ����������� ��� ������ ������������ ����� ���� ��������� �����������������
���������������������������� ��� ��� � ��� ��� ������������ ��������������
���� ��������� ����� ����������� ���������������������������� ��� ��� �
������

���



�� ���������

������� ���������������������� ���������� ��� ����������� ���� ��� ���� ����������� ��������

���� �� �������� ������ ���� ��� ��������� ������� ������������ ����� ���� ���� ���������� ���

������� �������� ��� ��������������� ������ ���� ���������������������������� ��� ��� �

���������� �� ��� ������������ ������ ����� ��������� ���� ���� ��� ��������������� �� �����

�������� �������� ��������� ����� ������� ������������ ���������������������������� ��� ��� �

������ ��������� ��� ����� ���� ��������� ������ ��� ������ ����� �������

��� ���������������� ��� ��������� ��� ��� �� �������� ��� ������� ���������� ��� ���������

����� ������������ ��������������� �� ��� ������������� ������������ �������������� �����

����������� ��������� ������������������� ��������� ������� ���� ���� ���� ��� ��� �����������

�������� ��� ��������� ����� ������� ���������������������������� ��� ��� � ����� ���

�������������� ��������� ���������� ����� ��� ��� ��������� ����� �����������������������

������ ��� ��� � ��������� ��� ���������������� ���������� ���������� ������ ��� ��������

���� ��� ���������������� �� ������������� ����������� ��� �������� ������ �������� �����������

������ ��������� �������� ���� ������� ���� ���� ���� ������ ����� ����� ��� ������� �����������

������������������ ��� ��� � ��������� ������ ����� ���� ���� ����� ��� �����������������

�� �� ����� ����������� ������ ���������������� ���� ��������� ������ ��������������� �������

�� ���������� ����������� ���������������� ���� ���� ���������� ��������� ��� ���� 1, 22% ���

����� ��������� ��� �����������������������

����� ������ ��� ���� ����������� ���������������������������� ����������� ��� ������������

�� ����� ������ ��� ��������� ���� ���������� ����� ��� ������ �� ������ ��� �������������

������������� �������������� ����� ����� ��������� ����������� ����� ���������������� �����

������ ��������� ������������ ��� ��������������������� ������� ��� ��� ��������� ��������

��������� ��� �������������������� �� ���� ������� ���� ���� �� ���� ��� ��� ��������� ��������

�� ���� �������� ������� ��� ����� ������������� �������� ���������� 180 l ������� ���

�������� ��� ����� ����� ������������� ��� (15mm)3 �������� ���� ��� ���������������������

��� ���� ����� ������ ��������� �� ��� ������������ ������������ �������������� �� �������

��� ������� ������ ����������� �� ������� ��� ������ ���� ��� ��������� ����� �� �������� ��

��������� ���� ����������� ������������� ��� ������������ ������������ �������������� ����

����� ��������� ����� �� ��� ��������������� ������� ���� ��������������� ���� ���� �� �����

��������� ����� ����� �������� �� ��� ������������������� ��������� � ���� ��� �� ������ ���

�� ���� ��� ������� �� ��������� ������������� ���������� �� ������ ���� ��� ���������

����� ���� ����� ���� ��� ������ ��� ����� ��� ����������������������

���
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����������������

���������� ����������� ���������� ������� �����������������

����������������

��������� ������ ����������� ��� ������ ������������ ����� ���� ��������� ��� ���������
�������� ������ ��� ��� ������������ �������������� ���� ��������� �����
������� ����������� ���������������������������� ������
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���������� ������������������������ ��������������� �������� ���
�������������� ������������ ��������������� ���������������������

������������������������
��������������

�������� ��� ��������������
������������ ��������������

���������� ���������������������
��� ����������� ��� ���� ��������

��������� ������ ��������� ��� ������ ������������ ����� ���� ��� ������� ������� ����� ����
������� ��� ��������� ����� ������ ��� �������� ��� ��������������� ������
�������� �������������� ������ ����� ��� ����������� ���������������������
������������ ��� ���� �������� � 90 l ������� ����� ��� ������������ ���
(15mm)3 = 3375mm3� ������� ���� 53333, 3̄ Voxel� �� �������� ���� ����
����� ����� ���� �������������� ����� ���� ���� ��� ������ �������� ����� �����
������� ��������� ��� ������������������� ��������

���



���� ����������

��� ��������� ���� �� ��������� ���� ������ ��� ����������� ��� ������ �� ����� ��� ���

���������������������������� ��� ��� � ����������������

������ ��������� ��� ��� ������� ��� ��������� �����

��� ��� ������� ��� ��������� ����� ����� ��� ���� ���� ������ ���������� �����������������

����������� ������� ��������� ��� ��� ��� �������� ������� �������������� �������� ��� ����

���������� ������������� �� ��������� ���� ��� ����� ��� ���� ������������ ��� ���������

��� ��� ������ 307� �� ��� ����� �������������� �� ��� ��� ������� ��� ����������� ��� �����

�� ���������� ��������� ���� ��� �� ��� ��� ��������������� ��� ��������������� ��� ���

��������� ������ ��� ������������� �������������� ��� �� ��������� ���� � �� ������ ���� �����

��� ������������� �������������� ��� ��������� ��� ��� ������ 509 ��� �� ��������� ���� �

�� ������ �� ��������� ��� �������� ��� ��������������� ������������� �������������� �����

��� �������������� ������� ��������� ����� ���� ������ ��� ����� ���� �������� �����������

��������� ���� ������ �������� ����� ��� �������� �� ��������� ����� �� ������������ �������

��� �������������� ������� ��������� ����� ���� ��� ��� 7, 87������� �� ������ ���������

��� �������� ��� ��������������� ������������� ��������������� ��� ������� 9, 62% ����� ��

������ ��������� ��� �����������������������

������ ��������������� ��� ������������������

�� ������ ������� ����� ��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ������

����� ��������������� ���������� ��� ����������� �� ������ ��������� ������ ����������������

���������������������������� ���������� � ���������������������������� ���� ������� ��� ����

��� ������� ������� ������������ ��� ������� ���������������� ��� ������������������� �������

���������������� ��� ���������� ������� ����������������������� ��� ������������ ���� ������

��� ��� ����������������� ������� ��� ���������������������������� ��� ��� � ������ ���� ���

������� ��� ����� ��� ���� 4, 12% �� ������������ ���� ���� ���������� ��� ������� ���������

��� ���������������������� �������� ������� ��� ������������� ��������� ��� ��������������

��������������� ��� ��� � ���������� ��� ���� ��� ���� 1, 22% ��� ����� �� ������������

���� ���� ���������� ��� ������� ��������� ��� ����������������������� �� �������� ���������

������� ��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ��� ��� ���� 12, 7% ���

����� �� ������ ���� ���� ���������� ��� ������� ��������� ��� ���������������������� ����

���
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����������� ��� ������ ������������ ������
����������� ����������������������������� ������� ��� ���
������� � ��������� ��������� ������ ���������������� ��������

��������� ������ ��������� ��� ������ ������������ ����� ���� ��������� ����� ��������������
��������������� ��� ��� � ����� ��� ��� �������������� ������ �� ������
���� ��������� ��������� ��� ���������������� ��� ���������������� ���
������������ ����� ��� ���������������������� �� ������ ������ ��� ��� ������
��������� ������ �� ������ ���� ����������� ������ ���� �������������������
���������� �� ������ ������� ��� ������������� ������ �� ����� ���� ������
���� ��� ���������������� ��� ��� ����������� ��� ���� �������������������
���������� ��� ���������� ������������

���
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�� ������������������������ ������������������������ ������������������������

��

��

��

��������� ������ �� ������ ��� ������� �� � ��� � ��� ��������� ��� ��� ������ ���� �� �����
�������������� �� ��������� ���� ��� ���������� ����������� ��� ������� ��
� ��� �� �� ��������������� ��� ��������������� ��� ��� ��������� ������

���



�� ���������

���� ��������� ����� ��� ��� ����� �������� �������

���� ��������������� ��� ������������������

������ ������� ��� �������� ���� �� ���������� ������� ���� ��� �� ���������������� �����������

�������� ��� �������������� ������������ �������������� �������� �� ������������ �����������

�� ��� ���� ���� �������� ��������� ����� ������ ��� ������ ������ ��� ��� ����������������

���������� ������ ����� ���� ��������������� ��������������� ��� �� ��� ������������

��������� ���� ������ ������ ����������� �� ���� ����� ������ �������� ������� ���� ��� ���

������������� �������������� ����������� ���������� ����� ���� ��� �������� ����� �����������

���������������� ����������� ���� ������������ �������������� ��������� ��� ����� �������������

����� ������������ ��������� �� ������� ���� �������� ������� ��������� ��������

����� ��� �������������� �� ������ ��� ������������ �� ����� ���������������� ���������

������ ���� ��������� ������� ����� ��� ��� �� ���������������� ����������� ���� �� ���� �� ����������

���� �������� ������� ��� ��� ����� �� ���������������� ���� ������� ������������ ���� �����

�� ��� ���������������� �������������� ��� �������� ����������������� ������������� �������

����� ���� ��� ������� ��� ����� �� ����� ���������������� �������������� ���� ���������

��� ������������� ����� �� ���������������� ���� � �� ������ ��� �������������� ���������

����� ���� ����� ��� ���������� ��� ������������� ������������������ ���������

���� ������� ������������� ���� ���� ��� ��� ������� ����� �������� ������� ������ �������

���� ��� ����� ��� ��� ��������� ����� ������������ ������������ �� �������� ���� �������������

��� �������������� �� ������ ��������������� ������ ������ ���� �� ���������������� ��� ����

������ ��� ������������� ����� ��� ������� ���������� �������������� ������ ��� ��� ������

������ ����� ��� ���������� ����� �������� �� ��� ��� �� ��� ��������� ����������� ����� ��������

������� ����� ���� � ��� ������� � ����� ����������� ��� ��������������� ������ �������� ���

�������������� ������� ������ �� ���� ��� ������������ ���� ��� ����������� ������ ����������

������� ���� ������������� ������ ����� ��� ����������� ��� �������������� ��� ����� �����

����������� ��������������� ������������

���� ������������� ������������������ ��� ��� �� ������������ ���� ��� ������� ������� �����

�������� ����� ������� ������� �� ������ ��������������� ������������ ��� ��� �������

��������

��������� ���� ����������� ������� ���� �� ��� �������������� ��������������� ��������

���



���� ��������������� ��� ������������������

������ ��������� ������������� ���������� ������� ��� ���� ������������ ������������� �����

�� ���������������������������� ��� ��� � �������� �������������� ��� ��������� ���� ������

������������� �������������������������� ���� ��� ������� ����� ���� �������� ������������

�������������� �� �������� ��������� ����������� �� ���� ��� �������� ��������� �����

��������� ������������ ������ ������ ����� ������ �������������� �����������������������

������ ���� ������ ��� �������������� ��� ��� ���� ��� ������������������� �������

����� �������� ������ �� ��� ��������������� ��� ��� ���������������������������� ����

��������� ������ ����� ��� ���������������������� ��� ������ ��������� ������ ������

����� ��������� ���

�� ������ ��� ��������������� ������������ ���� ����������� ��� ���� ��� �������������

��������� ������������ ��� ���������� ��� ����������� ������� ��� ���������� �����

������ ����� ������������ ������ ��� ��� ������ ��������� ������ ������ ��� ��� �����

������������������� ������� ������ �������

�� �� �� ������� ��� ����� ��� ������������������ ������ ��� ��������� ��� ����������

������� ��� ������������� ��� ��� ����������� ���������� �������� �������� ����� ���

���� ��� ��� ����������������� � ���� ���� �����������

�������������� ��� ������ ��������� ������������� ���� ����� ��� ��������� �������� �����

��� ������� ����� ��������� ��������������� ��� ������� ���� ��� �������� ��� ��������������

������������ �������������� ��������� ��������� ��� ��� ��� ������������� ������������ ������

��������� �������� ������ �� ��������� ��� ���������������������� ������� ��������� ����� ����

���





�� ���������

��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ���� ������� ��� ����������

������ ������������ �� �������������� ��� ��� ������������������ ��� �� ������� �� �����

��������� �������������� ��� ������������������������� ��������� ���� ���� ����� �������

������� ������������������� �������������� �� ��� ������������������� ��� ������ ����������

�� ������� �� ��� ����� ��� ���������� �������� �� ����������� ��� ��� ��� �������� ���

������� ��� ��� ��������������� ������������ ������� �������� ����� ��� ������ ��������

������ ������� �� ������� ���� ��� ��� �������������� �� ���� ��� ���������� ����������

���������� ��������� ������������� �� ������� ��� ������� ������� ����� �� ���� ������ �����

������������ ����� ��� ��������� ����� ��� ��������� ����� ����������� ������� ��� ��� ���

��� ���� ���������� ����������� ������ ������ ������� ������ ��� ���������� ��� �����������

���� ��� ��������� ������ ��� ���������������� ������ �������� ��� ������ �� �������������

������ ��� ��� ������� ��������� ����� ��� ���� 3, 5m ���� ����� ���������� ������� ������

������� ���������� ��� ���������������� �������� ����� ����� ��������� �������� ����� ���� ���

���������� ������������ ��� ����������� ������������������� �������� ���� ����� ��� ����������

�������� ���� ��� ����� ��� ��� ������������������ �������� ����� ��� ����������� �������
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�������� ���������� ��� �������� ���� �� ����� �������� ��� ����� ���������� ���������� �������

������� ������ ������������������������ ������������ ��� ���� ��� ����������� �������� ����

�� ��� ���������������� ���������� ������� ��� ���� �� ��� ������������� ���� ��� �����

���� ��� ������� ��������� ������� ���� �� ������ ����������������� ��� ��� ���������� ���

��������������������� ��� ������ ��� ��� ������� �������� ��� ����������� ���� ��� ������

�� ����� ����� ���������� ���������

��� ��� ������������ ���� ������ ���������� ��� ����������� ��������� ����������� ������

������ �� ��� ���� ���������������������� �� ��� ������ ��� ����������� ��� ���������

���������� ��� ��� ������������ ����������� ��� ��� ���������������� ������� ���������� �����

��������� ����� ����������� ��� ������������������� ������������ ���� ��� ��� ������������
���� ������ ���������� ��� ����������� ��������� ������������ ����� ���
������ ���� ���� �� ����� �� ����� ��� ����������� �������� �� ����� ���
��� ���� ��� ���� ��� ��� ��� ��� ������������ ������ ������ �����������
�������������� �������������� ��� ����� ��� ������ ������ ������������ ������
���� ���� ������ ���� ��� ����� ��������� �������

��� ����������� ��� �������� ������� ��� 360Kugeln ��� ��� ��������� ��� �����������
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������� ����� ��������� ��� ��� ������ ���������� ��������������� �� ������ ���� ���� ������
������� ���������������� ��� ������� �� ��� ����� ��� ���� ���� ������������
���������������� ��� ������� �� ��� ��������� �������� ���������

�������� ��� ������� ������� ���� �������� �������� ���������� ��� 200mm ��� ���� �����

���� �������� ���������� ��� 300mm�

�������� ��� �������� ���� ���� ��� ����� ������ �������������������� ������������� ������

����������� ����� �������� �������������� ����� ���� ��� ��������� ����������������� ��� ������

���� ��������� �������� ���� ��� �������������� ��� 5000000mm3� ��� �� ���� �����

�������� ��� ����� ����� ��� 50 kg ����������� ��� ����������������� ����������

���� ����������

��� ���������� ����������� ���� ���� ��� ��� ����� ����������� ��� ������ ��� �������������

���������������� ��� ������� ��� ��� �������������� ��� ���� ���������������� ������������

��� ��� ��� ������������ ��� ������������� ��� ����� ������������ ���� ����� ��� ����

��������� ��� ������������������ ��� ����������� ��������������� �� ����� ������ ����������

��� �������������������� ����� ��� ������ �������� ��� ��� �������������� ��� ������� ���

������������� ��� ��� ������������ ������� ��� ���������� ��� ����������� ��������� ������

������� ��� ����� ��� ������������������ ��� ������ �� �������� ����� ������������������

����� ��� ����� ������������� ����� ��� ������ �� �������� ��� ����� ���������� ������

���� ��� ��������� ��� ����������� ���������� �� ������ ������ ������ ��������� ���� ���

�������������� ����� ��� ������������������� ��� ����� �������� �������� �� �����������

������� ��� ��������� ��������� ��� ���� ������������� ������ �������� �������� �����

��� �������������� ������������� ���� �� ��� ������ ���� �� ����� ��������� ��� ���

��������������� ��� �� ��� ������ ���� ����� �� ����� ��������� ��� ������������� ����

�������������������� ��� ����� ���� 300ms �� ��� ������ ������������ ����� ������� ����

����� ����������� ���������� ��� ����� ����������� �������� ��� ������� ����� ������� ����

���
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���������������� ��� ����� ���� 9 cm ������� ���� ����� ������� ��������� ���� ������

������������ �� �������� ������� ���� ������ ���������������� ������������������� ��� �������

�������� �������� ������ ��� ��������� ������������� ������ � ���� �������������� ��� �����

��� 9 cm ����������� ���� ��� ����� ����� ��� ��� ������������ ���� ������ ������� �� ��� ��

��� �������������� ��� ����� ����������� ��� 2 cm ������ ���� ���� ���� ����� �� ��� ���������

����������� ��������

�� ������� ������ ������ ���������� ������� ���� ���� ��� ������ ��� ������� ��������

��� ����� ��� ��������������� ������������ ���� ������� ������������� �������� ����� �� ���

������� �� ���� ��� ������ ����� ���� ��� ��� ���������� ���������������������������� ������

����� ������ ���� � ������ ���� ������ ���� ���� ��� ������ ������ ��������� ������ ���������

����� ���� ������� ��������� ���� ��� �������� ����� �������� ����� ����������� ���������������

��������� ��� ����������������� ��� ��� ����� ��� ������������ ���� ������ ���������� ���

����� ������ ��� ��� ������� �������������� ��� ��� ����� ����� ���� ��� �������� �������

��� ���������� ������ ����� ������������� ��� �� ���������� ������ �� ���� ��� �����������

�� ��������� ������� ��� ����� ��� ��������������� �������������� ���������� ��� ����� ����

��� ������� �� ��� ������� ������ ��������� ���� ��� ��������� �� ��� �������������������

���� ������� ����� ��������������� ���� ��� ��������� �������� ���� ����� ���� �����������

������ ���� ��� ������� ��� �������������� ���� ������� ���� ����� ��������� ������ �������

�� ������� �� ��� ������� ���� �������� ��������������� ��������� ��� ����������������� ��

���������� �� ��� ��� �������� ����� �� ���� ��� ������ ������ �������� �� ��� ����� ��� �����

�������� ���� ������ ����� ��� ����� ��� �������� ������������ ��� ���������� ������ �����

���� ������������ ������ ����������� ����� ���� ����� ������������ ��������� ���������� ����

����� ����� ������� ������� ���� ����������������� �� �������� ���������� ������ ������ ���

����������� ��� ������ ������������������ ��������� ������������������ ���� ������ �������

���� ��� ������� ����� ����� ��� ����� ��� ������������ ������������ ��������� �� ����� �����

��� ������� ����� ����������� ��� ����������� ���������� ����� ���� ��� ����� ��� ������������

���� ������ ������������

���� ������������������

��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ����� ����������� ��� ��������������

���� �� ��������� �������������� ��� ������������������������� ���������� ����������

���
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��������� ����� ���������� ��� ��������������� ��� �������� ������� �������� ������ ���
������� ������� � ����� ��� ������� ����� ������� ������������������ ���
����� ��������� ��������� �� ���������� � ���������� 106 cm�

����� �� ���� ����� ��� ����������������� �������� ��� ���������������� ��� ������������

��� ������� �������� ���� ��� ���� ������ ��� ������������� ������������ ������������������

��� ���� �� ������ ������ ���������� ���� ��� ����� ������� �� ��� ���������� ���������

������������� �� ������� ����� ��� ����� ������� �������������� ��� ��������� ������ �� ���

��� �������� ��� ��������������� ��������� ��� �������� ��� ��������������� �������������

��������������� ���� ���������� ���������� ��� ������������ ������� ������������ ��� ����

�����������
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��� ��� �������� ��� ��������������� ������������� �������������� ����� �������� ��� ����

����� ���������� ��������� ��� ������������ ������� ��� �������������� ���������� ��� ����

��������� ������������ ��� ������������ ���������������� ��������� ������� ��������� �����

���������� ������ ��� ����� ��� ������ ��� �������� ��������� ����������� ����� ������

������ ������� ������������� ��������� ��� ������� �������������� ��� ������������� �������

������ ��� ������������� ��������� ��� ��������� �������� �������������� ����������������

����������������� ����������������� ���� ����������� ��� ���������� ������������������� ����

����� ������� ������������� ��������� ��� ���� ����������� ��������� ��������

������� ����� �������������� �������������������� ������ ��� ���� ������������� ������������

�������� �� ������������ �� ���������� �� ������� ���� ���������� ���� ��������� ������

��������� ����� ����� ������������ ������������ ��� ��������� ��� ���� ���������� ���������

�������������������� ����������� ��� ��� ��� ���������� ������� ����� ���������� ���������������

�������� ��� �������� ��������� ����� �� ����� ��������� ���� ��� ��������� ��������� �������

���������������������� ���������� �� ����� ������������� ������������ ������������ ������������

���� ��������� �������� ����� ���� ���� ����� ������ ������� ������

��� �������� ��� �������������� ������������ �������������� ������� ����� ��� ������������

����������� ������ ������������� �������� ��� ������� � ������� ��� ��� ���������� �����

���������������� ������� ��� ��������� ��� ����� ���� ������ �� ���� ��� ������������ ���

����������������� � ���� ���� ���� ������ �� ������ ������ ������ ������������� ���������

��� �������������� ��� ��������������� ��������������� ����������� �� ��� �������������������

�������� ���� ��� ������������ ��� ����� ��� �������

����� ��� �������� ����� �������� ������������ ������� ��� ������ ������������ �������

����� ���������������������������� ����� ����� ��������������� ��� ��������� �� �����

�������� �� ��� ��������� ���� ��� ������������������ ��� �������� ��� ��������������� ������

�������� ���������������
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��� ������������� ��������� ��� �������� �� ���������������� ������������ �������� ���

��������������� ������������� �������������� ��� �������� ��� ������������� ��� ��� �������

���� ����� ���������������� �������������� �� �������� ���� ������ �������������� ���� ������

������� �������������� ���� ����������� ���� ������ ��� ��� ����� ����������������� ������������

���� ��������� ������� ��������� �������

��� ������������ ���������� ������� ��� ������������ �������������� ������� ��� � ����� ������

��������� ���������� ���������� ����� �������� ������ ��������� ������������� � ������� ����

����� ��������� ����������� ��� ����� ���������� ������������ �������� ��� ������ ����� ��

����� ������ ������ ���� �� ��������� ������� ������ ����� ��� ������� ������� �� ������

����� ��������� ��������� ��� ���� �����������
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��� ������ ������ ������� ��� ������������ ��������� ��� �������������� ��������������� ���

������� ������� �� ����� ���� �� ��������� ��� ����������� �� ������������ ��� ���������

�������� �� ��� ��������� �������� �� ��� �������� ��� ��������������� ������������� ������

��������� �� ��� ������ ��� �������� ���� ��� ��������������� ���������� ����������� ������ ����

��� ���� ������� ��� ���������� ���������� ��� ������������ ������� ������������ ��� ������

����������� ������������� ���� ��� ������� ���� ���������� ����������������� �����������������

�������� ����� �������� �� �������� ��� ������������������������� ������ �������� �����

���������� ������� ��� ���������� ���������� ��� �� ����� ������ ����������� ��� ������

��� ������� ��������� �������

�������� ����� ���� ��� ������ �� �������� �������� ��� ���� ��������� �������� ����������

��� ������� �������� ���������� ����� ������� ������ ��� ������� ��������� ���� ���������

������������������ �������� ����� �������� ������������������ ������������� ��� ��������������

�������� ���� ����� �������������� ������������������� �������� ����� �� ������ ��� ����

������� ���� ��� ������ ���������� �������� ����������� �������� ����� ���������� ������

��� ����� �������������������������� ��� ����������� �������� ���� ������������ ��� �������

����������� ����� �������� �������� ����� ��� ��������� ������������������ �������� ���� ���

��� �������������������������� �������� ���� ��������� ��� ��� �������������� �������������

�������������� ��������� ������� ���� ������� ������ ��� �������������� ���������� ����

��� ������� �� ��������� ������ ������ ����� �� ������ ������ ��������� ��� ���������� ����

�����������

���� ��������� ������������������

�������������� ������������ ������ ���� �������� ������� ����������� ��� ���� ���� ���

���������� ��� �������� ��������� ������ ��� ������������������� �� ������ ��� �����
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������� ���������� �������

��������� ����� ������������ ������������ ������� ������ ��� ���� ��������� �������� ����
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��� ������������������ ��� �� ��������� ��� ��������� �������� ����

����������� ��� ��������������� ��� ������������� ����� ������������ K �� ����� ����
��������� ������������������ V �
�� ��������� �������������������K�
�� ��� ��� k ∈ K �� � ����� ���� ������
�� b← �����������������(k) � ������� ������������ �� k

�� ��� ��� v ∈ b �� � ����� ���� ����� v ��������� ������������
�� �� v /∈ V ∧ ���������������������(v, k) ���� � ����� ����� ����� ��

����������� ��������� ��� ���� ������� ����� ���������
�� ��������(V, v) � ���� ����� ��� ����������� �����
�� ��� ��

�� ��� ���

�� ��� ���

��� ������ V � ������� ����������� ������
��� ��� ���������

���



�� ���������� ������ ��� ������������

����������� ��� ��������� ����� ������������K ��� ����� ����������� V ��� ����������
P [] ��������� ��� ��� ��������������� �� ������ ������� ����� ������ ������������ ��� ���
������� ��� ������������ �������� �� ������� ��� ������������ ��������� ����
�� ��������� �������������������V � P []�
�� K ← ����������������������(� � ������� ������ �����������
�� ����� ¬������������������(K,V ) �� � ������� ����������� � �����������
�� b← ��������������(V,K, P []) � ����� ����� �����
�� ����������K� b� � ���� ����� ����� ��� ����������� �����
�� ��� �����
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��������� ����� ����� ������� ����� �������� ������ ����� ��� ������ �������� ����� ���� vx�

vz ��� vz ��� ������ ��� ����������� �� ��� ���� �����������������

������ �����������

�� ������ ������� ���� ���������� ��� ��� ������ ������ ���� ��������������� ����������� ������

��� ��� ��� ���� ��� ������������������ ������ ������ ��������� ����������������� ������

��������������� ����������������� ��������� ��������� ������ ��� ����������������� ������

�������������� ���� �� ���� ����� ���� ����� �� ������ ����������� �������� ������ ���� ���

������������������ ������� ��� ��� ���������� ��� ����� ����� ����� �� ����� ������ ���

��� ������ ����������������� ������ ��� �� ������������� ��������� ����� ����� ������������

������ ������ ����� ����� �������� �� ��� ����� ����

���



���� ��������� ��� �������������

�������� ������

��� �������������� ������ ��� ������������ O1 ������ ��� ��� ������ ��� �������� ������

O2 ������ ��� ������������� ��������������� ��� ���������� ����� ������� ������ ����� �����

��� ��� �� ��������������� ����� ������������������� �������������� ����� ��� ������ �� ���

��������� ������ ������� ���������� ����������� �� ��� ��� ��� ��� ���������� ���������� ����

��� �� ��� ������� ������ ����������� ��������� ����� �� ���� ��� ����� ������ ������������

��� ���������� ����� ��� ������������� ������ �� ������ ��� �� ��� ���������� �������� ���

������ ��������� ���� �� ������� ��� ������������ ��� ���������� ����������������� ���������

������������������

�������������

���

��

���� ����

��

����������
�����������
����������
������������

�����������
�����������
����������
������������

������������
����������
���������
�����������

����������
�����������
����������
������������

�����������
�����������
����������
������������

������������
����������
���������
�����������

������� ����� ������ ��� ��������� ��� �� ���������� ����������� �����

��������� ������ ����� ��������� �� ��� ����������� ��� ���� �� ������ ����� ���� ����������������

�������� �������� ������ E0.5� E1� E2 ��� E4 �� ����� ��� ��� ����������������� ��������

��� ����� ���������� ��� ��������� ��� ���������� ���������������� ��� ��� �������� ��������

���������� �� ��� ����������� ������� �������� ����� �� ������ ����� ���������������� ���

����������������� �� ���������� ����������� ��� ����� ��������� K1,0 ������� ��������� ������

������ ��� ������������� �������� ���� ���� ����� �� ����������� ��������� ���� �S3�� ���

������ ��������� K0,−1 �������� ��������� ������ ������ ������� �� ����������� ��������� ����

�S1� S4�� ��� ��������� K2,−1� K1,−1� K1,−2 ��� K1,−1000 ���� ����������� �������� ��� ����

��� �������� K1,0 ��� K0,−1 �������� ����� �� ��� �������������� ����������� ������ ���

������ ������ ��������� ������ ��� ��������� ���� ��������� �� ������ ������ ���������� ��

���� ������ ������� ��� ������ ������ �� ���������� ���������� ����������

���



�� ���������� ������ ��� ������������

��

���� ���� ����

������

�� ������

��������� ����� �������������� O1 ����� ��� O2 ����� �� ����� ������������������� V50
��� ��� V100 ��� �� ��� V200 ��� ���

���



���� ��������� ��� �������������

�����

�����

����

�����

�����

����

�����

�����

�����

�����

�����

�����

������

�����

�����

������

�����

�����

������

������

�����

������

������

�����

���� �� �� ��

���

����

����

���

����

����

��

��

��������������������������

�
��
��
�
��
�
��
�
�

�
��
��
��
��
��
��
��
��
�

������� ����� ����������� �������� �������� ������ E∗ ��������� ��� ��������������� ��� ���
������������������

�������������������

��������������
���������������

���� �����

��

�������� �����

��
��
��

����������

� � � � � �

� �� �� �� ����� ��

� �� �� �� ����� ��

� � � � � �

������� ����� ����������� ������������������� K∗,∗ ��� ����� ���������� ������������ ��� ����
����������������� S1�S4�

���



�� ���������� ������ ��� ������������

�������� ����������

��� ������ ��� �������������� ������ ��� ��� ������������������ ������ ��� ���� ��������

������ ��� �������������� �������� ��������� ��� ���� �� ��� �������� ��� ��� ��� �����������

������������������
�������������

���
���
���
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

������ ������ ������ ������ ������ ������

��� ���� ����

����

��

��

��

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��

����
����
����
����
����
�����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
�����
������

�����
����
����
����
����
�

��
���
���
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

���
���
����
����
����
�����

����
����
����
����
����
�

����
����
����
����
�����
������

����
����
����
����
����
�

��
��
��
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

��
���
���
���
����
�����

����
����
����
����
����
�

���
����
����
����
����

������

����
����
����
����
����
�

�
��
��
��
��

����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

��
���
���
���
���

�����

����
����
����
����
����
�

��
���
����
����
����

������

����
����
����
����
����
�

������������
�������������

������� ����� ���������� ��� ����������� ��� ��� ������������������� ������� ��� ����
��������� ������������������� �� ������������� ���������������

���� ����� ��� ��������� ������������ ������� ���� ����� ��� ������ ������������ ��� ���

���� ������ ���������� ����� ����� ����� ������������ ������� ����� ��� ������ ��� ����� ���

�������������� ���������� ����� ��� ������������������� �� ��������� ��� ���� ��� �����������

���



���� ��������� ��� �������������

������������������
�������������

���
���
���
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

������ ������ ������ ������ ������ ������

��� ���� ����

����

��

��

��

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�

�
��
��
��
��
��
��
��
��
��

����
����
����
����
����
�����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
�����
������

�����
����
����
����
����
�

��
���
���
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

���
���
����
����
����
�����

����
����
����
����
����
�

���
����
����
����
�����
������

����
����
����
����
����
�

��
��
��
���
���
����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

��
���
���
���
����
�����

����
����
����
����
����
�

���
����
����
����
�����
������

����
����
����
����
����
�

�
��
��
��
��

����

����
����
����
����
����
�

����
�����
�����
�����
��������
�����

��
���
���
���
���

�����

����
����
����
����
����
�

��
����
����
����
����

������

����
����
����
����
����
�

�������������
�������������

������� ����� ���������� ��� ����������� ��� ��� ������������������� ������� ��� ����
��������� ������������������� �� ������������� ����������������

���



�� ���������� ������ ��� ������������

��

��

����������

�� ����������

��

��������� ����� ����������� ��� ���������� ������ �������������� O1 ����� ��� O2 ����� ���
��� ����������������� V100� ��� ��������� ��������� ������ E1 ��� ���
�������������������K1,0��� ���K2,−1 ��� ���K1,−1 ��� ���K1,−2 ��� ���K1,−1000

��� �� ��� K0,−1 ��� ���
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������������ ��� ��� �������� ����������������� V100 �� ���������� ��� ����� ���������

��������� ������ E1 ��� ������� ��� ������������� ������������ ��� ��������� �� ��� ���

��������� ���� ��� ���� ���������������� ��� ����������� ��� ��� ������������������ ��

������������ ��� ��������� ���������������������������

�� ����� ���� ������ ��������������� ���� �� ������� ��� ����������� �S4� �������� ���� �����

���� ������ ������ ���������� ��������� ��� ���������� ���� ���� ��� ������������� �������

�������� ������� ��� ����������� ������ ��� ������ �� ������ ��� ��������������� ���� ��� ����

����� ��� ����������� ������ ��� ��� ��������������� �������� ������ ��� �� ������ ���������

����� ���� ������� ����� ������� ���� ��� ���� ����� � ���� �� ��� ������ ��� ����� ����

���� ����� ���� �� ��� ��������������� ��� ��������� ����� ��� ����� ����� ��� ������ ���

����� �������� ��������� ����� ��� ��� ��������� ����� ���� ����� ��� ������ ����� ��������

������ �������� ������� ������������ ��� ������� ����������� ��� ������ ��� ������� ����� �����

�������� ���������

��� ������������������ �������� ������ �� ������� ���� ����������� �S4� ������� ��������

���� �������� ������ ������ ������ ���� ��� ���� �������� ������ ���������� ���� ��� ������

���� ���� �������������� ���� ����������� ������� �������� ���� ��� ��������� ������ �������

��� ����� �������� ����� ��������� ����� ��� ������������������ �� ����� ������ ��� ��� ����

����� ��� ����� ��� ��� ������� ���� ������ �� ��������� ������� ��� ��������� �K(2,−1) ...

K(1,−1000)� ����� ���� ����� ��������� ���� ��� ����� ��� ����������� ���������� ������� ����

�� ���������� ����� ������� ������� ������� �������� ����� �� ��������� ����� ������� ���

��� ��������� ��������� ������ ��������� ������ �� ���� ������� ��������� �� ���������

����� ��� ���������� ������� ���� ������� �������� ������� ����� ���� ��� ������ ���� ���

������������������ ������ ������

��� ��� ������ �������� ��� ��� ��� ���� ��� �������� ���� ��� �������� ��������� ���

������� ������ ���� ������� ����������������� ��� ��� ��������� K1,0 ��� ������ ��� ������

����� ����� ������ ��� ���� �� ��� ������ �������� ������� ��������� ��� ����� ����� ����

��������� ����� ����������� ����� ���� ����� ��� ������� ������� ��������� �����������������

���� ��������� ��� ������ ����� �� ������������������ ��������� ������ ������ �������

������������� ��������� ������� ������ ������������ ������� ������ �������� ������� �� ����� ����

�������� ������������ ���� ���� ��� ����������������� ��� ��� ��������������������������

�������� �������� ������ ��� ������������ ��� ��������� ��������� ������� ��� ������ ���
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��� ������������� ��� ������������ ���� ��� ���������������� ��� ��������� ��� ���

���������� ��� ��� ����� ����������� ��������������� ��� ����� ����� ��������� ��� ���

2.66GHz �������� ����� ����� ������ ��� ����� ���� �� ������� ���� ��� ���������� �������

������������ ��� ����� �������������� ����� ���������� ��� ����������� ��� ������ ���

������ ��������� ��������� ������ ������ ��� ������� ���� ��� ���������������� �� ������

��� ��������� ��������� ������ ��������� ����� ��������� �� ������������������ ����� �����

������ �������� �� ��������������

������ ������������������ ��� ��������

�� ����� ��� ����������� ������������ ��� ��� ���� ��� ������������� ������������ ������

��� ������� ��� ����� ��������� ��������� ������ ���������� ������� ��� ���������� ��� ����

����������������� ���� ��� �������� ��� ������������ ���������� ������� ������ ��������

������� ������ �������� ������� ���� ��� ����������� ������ ���� ����� ����������� �����

������������� ������ ���� �� ������������ ������ ��� ������������� �������� ������� ���������

��� ���������� ��������� ����������

�� ��� ������� ����� ���� ����������� ��������������� ����������������������� ��� ���

���������������� ���� ��������������� �� ������ ��������� ��� ����������� �� �����������

������� ����� ������ ���� ���� ������ ��� ��� ����������� ���� �������������� ��� ������� �����

���� ��� ����������� ���������� ����� ������� ������ ����� �� ���� ��� ��������� ����� ��������

�����

���� ��������� ��� ����������� ��� �������������

���� ����������� ��� ������������ ���� �� �� ��� ��������� ����� ������������ ���� �����

������������� �������� �������� ���� ��������� ��� ��������� ��� ����������� ������ ���

�������

��������� ��� ��� A ⊂ Rn� ���� ����� Er(A) = {x ∈ Rn | min{�x − a�2 | a ∈ A} ≤ r}
����� ��������� ��� ���� ����� Kr(A) = {a ∈ A | min{�a − x�2 | x ∈ Rn\A} > r} �����

����������� ��� ����� A ��� ��� ������ r�

�� ����� ���� ��������������� ���������� � ��� �������� ��� �������������� �������� ����

��� ������� ����� ���������� ����� ���� ��������� ���� ���� ����������� ��� ��������
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����� ������� ���������� �� ���������� ���������� ���������� ������ �������� ���� ���� ����

� ������� ��������� ����

��������� ������ ������������ �� ����� ����� A ������ �� ����� ����������� K1,5(A) ����� ���
�� ����� ��������� E1,5(A) ����� ����� ��� ��������� ���� ������������ ������
����� �� ����������� ����� �������� ����������� ���� ��������� ���� ������
��� ���

������������ ���� ������������� ��� ������������� �� ����� ��������� ����������

��������� ��� ����� A, B ⊂ Rn� ��� ���������

[max{r ∈ R+ | Er(A) ⊂ B}, min{r ∈ R+ | Er(A) ⊃ B}]

����� �������������������� ��� ����� B �� A� ��� ���������

[max{r ∈ R+ | Kr(A) ⊂ B}, min{r ∈ R+ | Kr(A) ⊃ B}]
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����� ���������������������� ��� ����� B �� A�

���������� ��� ������� ������������� �� ��� ��� ��������� ��� ������ ������� ��������� ���

�������� ����� ��������� ������� �� �������� ��� ����� ����� ���������� ��������� ���� ����

������ ���� ��� ����� ����� ����������� ��� ������������������������ ����� ��� ����� ������

������� ������������ ���������� ������

����������������
��� �������������

�� ����
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��������� ������ ����������� ��� �������������� ��������������������� ��� �������������� ���
��� ���������������� ����� ������ ��� ��� ����� ����� ��� ���������������
vd ��� �� ��� �� ���������� ��� ������������ ������� ������� �� ��� �����
����� ��� ��������������� ������ ��� ��� ������ ��������� ���� ��� ��� ���
�������������� �������� ����� ������� ��� ��� ����� ����� ��� �����������
����� ��� �� ��� �� ���������� ��� ������������ ������� ������� �� ��� �����
����� ��� ��������������� ������� ��� ��� ������ ��������� ����

��� ����������� ����� ������������ ���������� ���� �� ���� ��� �� ����� �����������

����� ���� ����� ��� ��� ����������� ����������������� r ���������� ���� ��� ������

���



���� ��������� ��� ����������� ��� �������������

��

��������
�����������

��������� ������ ����������� ��� ���������� ��� �� �� ��� ��� ����������� ��� �� �� �����
�������������

���



�� ���������� ������ ��� ������������

������� ��� ��� ����������� ��� ����� ������� ����� ������� ���� ������ ������ ���������

���������� ���� ��� ��� �������� ��� ��� ������������ ������ ������� �� ��������������������

��� [r − vd
2 , r +

vd
2 ] ������ ����� vd ��� ����� ��� ��������������� ��� ���������� ������

��� ������������ ����� ������������ ���������� ���� �� ���� ��� ��������� �� ����� ����

�������� ����� ���� ����� ��� ��� ����������� ������������������� r ���������� ���� ���

������ ������� ��� ��� ����������� ��� ����� ������� ����� ���������� ����� ���� �����������

���� ��� ��� ������� ��� ������������ ������������� ���������� ���� ��� ��� �������� ���

��� ������������ ������ ������� �� ���������������������� ��� [r − vd
2 , r +

vd
2 ] ������

���� ��������� �������� ������������ ������������������

���������� ��� ��� ����� ������� �� ���� ��� ��������� ��� ������ ������ �������

��� ��������������� ����������� �� ������ ��� �������� ��� ��������������� �������������

�������������� ������� ��� ������� ���� ������ ���� ��������� ������������� ���������� �� ���

���������� ������������ ������ ��� �������� ������� �������������� ��� ����� ��� ���������

������ �� ��� ������� ���� ������� ����� ��� ���� ��������� ������������� �� ��� �����������

����� ����������� � �� ���� �� ����� ��������� �� ������� ���� �������������� ��������� ����

�� ��� ����������� ����������� ������� ��� ����������� ��� ���������� ����� ������������

��� ����� ��� ��������������� ��� �� �������� ������ ��� ����� ���� ��� ����������� ����������

������ �����

������������ ������ ���� ��� ��� ��������� ��� ������������� ��� ����� ���������������

��������� ���������� ��������� �� ��� ���� ��� ������� ��� �������������� ��������� ���

���� ��� ����������� ��� ��� ����� ����� ������������ �������� ����� ��� �� ��������� ���

�������������� �������� �� ��� ����������� �� ������������� ����� ��� ��� ��� ����� ��� ���

������������ ������������ ��� ����������� ��������� �� ����� ��� ��� �������� ��� ��������

������ ������������� �� ��� ����������� ����� ���� ������������ ������������������ ���� ����

��������� ����� ��������� ��� �������������� ��������������� ���������� ����� � �� ����

�� ����� �� ��� ���� ���������� ��� ����������� �������� �� ������������� ����� ��� ������

�������� ����������� ������ ����������� ������ ����� ���� ������� ������ ������������� �� �����

������������ ������������������ ���� ������������ ������������������ ���� ����� ���������

��� ������������� ����������������� �� ����� ��� ��� �������������� �� ��������� �� �������

������ ��� ����������� ������ ����� ����� ������������ ����� ��� ��� ������� ����������

���



���� ��������� �������� ������������ ������������������

��� ������ �������� ������� ����� ��� ���������������� ��� ��������� �������� ���������� �����

������ ����� �������� ������� �� ����� ����������� ��� �� ������� ��� �������� ��������� �����

��������� �����

�� ��������

�� ���������� ��������� �� ��������� ��������������

�� ����������� �������������� �� ������������ ������������������

�� ����������� ������������������

�� ������� ����������� ��� ������������� ������������������

�� ���������

�� ����������� ����������� �� ������������ ������������������

�� ������ ���� ��� ���� ��� ������ ��� ��� ��� ��������� �������� ��������������� ����� �����

����������� �� �� ���� ������������ ������������������ ���� ���� ��������� ������ ��������� ���

�� �� ��������� ��������������� ������������ ��� �� �� ��� �� ���������� ���������������

���� ��� ������ ��� ��� �������� ��������������������������� �� �� �� ���� ���� ���� ���� ��

������ ��� ����������� ��������������� ��� ��� ����������� ���� ���� �������� ���� ������

������������� ������� �������

��� ���� ��������� ���� ��� �������� �� �� ������ ��� ��������� ��� ���������������

�������� ����� ������ �� ��� ��������� �� ��� �� ����� ��� ����� ���������� ��� 1 cm �����

��� ��� ���� ��� ������ ��� ����� ����������������� ������ ���� ��������� ����� �����������

����� ���� ����� ��� 4 cm ������ �� ���� ��� �������������� �� ������� �� ��� �����������

�� 7 cm ������������� ������ ��� �� ������� �� 2, 5 cm ��� ����������������� ��� ��� �������

���� ��� ������������ ������� ����� ��� ��� ����������� �� 7 cm ��� ����� ��������������

���������������������� ��� [7 cm− 0, 5 cm, 7 cm + 0, 5 cm] ���� ���� ��� ������� ����� ������

6, 5 cm ����� �� ��� ��������� ��� ��������������� ������� ��� ��� ���������� ��� ������������

������������������ ����� ������������ �� �� ������ ��� �������������� ����� 4 cm ������� ��

��� ��������� ������� ������ ���� 2, 5 cm ��� ����������������� ��� ��������� ��� ��������

����� ����� ��������

����� ����� ���������������� ��� ��������� �������� ��� ����� ��������������� ���� ��� ����

���������� �� �� ��� ����� ���������� ��� ������ ��� ����� ���������� ��� 4 cm ����� �� �����

���



�� ���������� ������ ��� ������������

������������� ������������������ ���� ����� ��������� ������ ��������� ��� ���������������

��� �� ������ ���� ���� ����� �� ������� ��� ��������������� �������

���� ������������������

��� ��� �� ������ ������� ����������� ���������� ������ ���� ��������������� �� �����������

��� ������������ �������������������� ��� ������������ �� ����������� ������������������

��� ������������� �������� ������ ���� ��� ������������� ������������ ��������� ��� ���

����� ���� ������������ ������ ���� ��� ���������������� ������������ ����������� �� ����

���� ������������� ������������ �������������������� � ���� ������� ���������� ������ � ���

������� �� ������ ������ ������������ �� ��������������� �������� ����������� ������� ��

������ ��� ������������������� �� ���������������������������� ��� ���� ��������� ��� ���

���������� ����������

���



�� ������� ��� �������������

�� ������ �������������� ����� ���� ���� ������������ ��������� ��������� ���� ��� �����������

������� ��� ������������� ������� ��� ����� ������ �������������

2A ����������� ��� A�

[p1, p2 ����� ����������� ���������� ����� ������� ��������� ��� ����� p1 �� �������� ���

����� ����� p2�

λ(A) ������������ ��������������� ��� A

R̄ ����� ��� ����������� ������� ������ R̄ := R ∪ {−∞, +∞}

���������� ������� ���������������������� ������ pe� ��� ���������� ������� ���������������

�������� ��� ���� �������������������������� ��� ��� � ��� �������� �������� ����� ���������

������������� ��������������� ��� �� ������� ��� ����� ��������������� ������ ��� ��������

��� �������� ������� ������� ������� �� ������ ����� ����� ����� �� ��� �������� �������� ����

��� ��� ���� ��� �������� ������� ������� ����� ����� ��������� ���

���������� ������ ���������������������� ������ pE� ��� ���������� ������ ���������������

�������� ��� ���� ���������� ��� ����������� �������� ����������������������� ��� �����������

������� ������ ���� �� ��������� ��� �������� �������� ��� ��������� ��� ��� �������������

�� �������� ��� ���� ������ ��� ��������� ������ ����������� ������ ������������ ���������

����� ����� ��������� ���

��� ��������� ������ �������� ������ D� ��� �������������� ����������� ����� ������� ��

����� ������ ���� �������� ������� ��������� ��� ��������������� ������������� ��� ��������

���



�� ������� ��� �������������

������� �� ��� ������ ������ ��� ��������� �������� ���� ��� ����������� ��� ��� ���������

������ ������� ���� ����������� ����� ��������� ���

�������������������� ������ a� ��� �������������������� ���� �� ����� ����������������

��� ������� ��� ������� ��� ���� 1� ���� ���� ��� ��������� ������ �� ����� �����������

����������� ����������� ������� ��� ��������� ��� ���� 0� ����� ��������� ���

��������������� ����������� ����� ������������ ������ AKD� ��� �������������� �����

������� ����� ������������ ��� ��� ������������ ��� ������� ����� ������������ ��� ���� ���

��������� �������� ��������� ����� K ����� ����� ��� ��� ����������� ������� ��� D ����������

��� ����� ���� ����� ����������������� �������� ����� ��������� ���

��������������� ����������� ����� ������������������� ������ AA� ��� ��������������

����������� ����� ������������������� ��� ��� ��� ������������������ ���������� �������

������ ���� ������ �������������������� ��� ���� 0 �������� ����� ��������� ���

�������������������������� ������ pa� ��� �������������������������� ��� ���� �����������

���������������� ��� ��� � ��� �������� �������� ����� ��������� ������������� ������

���������� �� ����� ���� ���� ��������� ������ ������� ����� �������������� ��� ����� ���

������������������ ����� ��������� ���

�������������� ��� �������������� ��� ���� ������������ �������������� � �������������� ���

������������ ��� ��������� ��� ������������ � ��� ������� ��� ����� ����� ��� ����������

��� �������� ��� ���� ������� �� R3 ��������� ����� ��������� ���

������������� ����� ������ ������������� ����� ������ ���� ���� ������ ����� �������� ����

�� ����� ���� ����������� �� ��� ���� 1 ��������� ��� ������������ ����� ��������������

����� ��������� ���

���������������� ����������������������� ��� ����������������������� ���� ��� ��������������

����������� ���� ��� ����� �������� ������� ���������� ��� ����� ������� ��������� �����

��������� ������������� �������������� ��������� ����� �� �� ���� �� ��� ������� ��� �����

���������������������� ��������� ���� ����� ��������� ��

���



���������������� ���������������������� �������������� ��� �������������� ���� ��� ������

��������� ����������������������� ����������� ���� ��� ����� ��������� ����� ���������� ���

����� ������� ������ ����� ��������� �������������� ������������� �������������� ���������

����� �� ������ ���� �� ��� ������� ��� �������������� �������������������������� ��������� ����

����� ��������� ���

���������� ����� ��� ���������� ����� M̂G
r ⊂ Rn ����� ������������ G ⊂ Rn ��� ��� ������

r ⊂ R+ ��� ��� ����� MG
r ��������� ��� G ������� ����� ��������� ���

����������� ������� ���������� ������������������� ������������������������ ������

îFC� ���� ������� ���������� ������������������� ������������������������� ��������� �� ���

���� �������������� ������������� ��� F ����� ��� ���������� ��� C ��� ��� �������� ��������

����������������� ������� ��� ����� ��� ����� ������ ������������ ����� ��������� ���

����������� ������� ����������������� ������������������� ������������������������

������ îBC� ���� ������� ����������������� ������������������� �������������������������

��������� �� ������ �������������� ������������� ��� H ����� ��� ����������������� ��� C

��� ��� �������� �������� ����������������� ������� ��� ����� ��� ����� ������ ������������

����� ��������� ���

���������� ������������������� ������������������ ������ îr� ��� ���������� ���������

����������� ������������������ ��� ��� ������� �� ��� ����������� �������������������� ������

��������� ��� ��� ������������ ���� ����� ��������� ��������������� ���� ������ ��� ����������

������ ���������� ������� ����� ��������� ���

���������� �������������������������� ������ îD� ���� ��������������������������� ���

������� �� ������ �������������� ������������� ����� ��������� ���

��������� ����� ����� ��� ��������� ����� ���������� ����� M ⊂ Rn �� ����� ���

�������� ������ ���������� ��� ����� ������� ��������� ����� �������� m ∈ Rn� ����� �������

�� ������ ����� �������� ���� ������ ��� ������ ���� ����� ��������� ���

���



�� ������� ��� �������������

������������ ������������� ������ dF � ��� ��� ����� ����� ������ ��������� �������
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��������������� ������������ ������� ����� ��������� ���

������������ �������������� ������ R ⊆ Z ⊂ Rn� ���� ������������ ������������� ���
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���� ����� ������������� �������������� ���� ������������ �������������� R1 ⊆ Z ⊂
Rn ������� ���� ������ ���� ��� ���� ������������ �������������� R2 ⊆ Z ⊂ Rn� ���� ��� ����
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����������� ����� ����� ��� ����������� ����� ���������� ����� M ⊂ Rn �� �����
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����� ����� ������������� ����� ����� ������ QV
M� ��� ����� QV
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��������� ���
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������ ����� ������ sr ∈ Sr� ����� ����� ����� ��������� ��� ������ ������������� ������
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������ ������ sr ∈ Sr ⊆ 2S ���������� ���� ������������� ��� ���� ������� ��� �� ������ ������

����� ����������� ��������������� ��� ������ ���������� �������������� ��� ��������� �������

��� ��� �������������������� ������������������� ����� ��������� ���

������������������� ������� ��������������� ������ pd̂� ��� ������������������� �������

��������������� ��� ���� ���������� ��� �������� ���������������� ��� ����������� �������

������ ���� ��������� ��� �� ����� ��������������� �������� ���������� ������� ����� ������

���� ���

������������������� ������ ��������������� ������ pD̂� ��� ������������������� ������

��������������� ��� ���� ���������� ��� ������� ���������������� ��� ����������� �������

������ ���� ��������� ��� �� ����� ��������������� �������� ���������� ������� ����� ������

���� ���

���������� ������� ��������� ����� ������� ��� ������� ��� �������� ��������� ����� ��������

���� ���� ��� �������� ��� ������� ��� ����� ������ �������� ������������� ��� ��� ����

���� ��� ���������� ��� ������� �� ������ ������������ �������� ��� ��� ���� ��������� ��

������������� ��� ������� ��� ������� ���������� ����� ��������� ���

��������� ������� ���������������������� ������ pê� ��� ��������� ������� ���������������
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